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Teoria dos espacgos

e suas aplicagcdes a
por Gottfried

localmente

convexos
Andlise

Kothe

(Excerto da conferéncia proferida na Academia das Ciéncias de Lisboa om 6-V-54

e publicada pela Dlulioteca dos Altos Estudos,

A Anélise funcional conta actualmente cerca de 60
anos de existéncia. A Meia de considerar as funcdes
como elementos de um espago com um numero infi-
nito de dimensdes e de encarar os operadores integrais
e diferenciais como transformagdes de um tal espago
num outro, desenvolveu-se com bastante lentiddo, de
maneira que s6 nos nossos dias se alcangcou uma
teoria com generalidade suficiente para conter, como
casos particulares, todos os espacos funcionais de que
hé& necessidade na Anélise.

A primeira teoria célebre da Andlise funcional, a
das equacdes integrais de FREDIIOI.M, ndo saia do
campo das fungfes continuas num intervalo / =[a,6] —0
espago C(t ), como hoje é designado. Foi HII.BERT quem
reconheceu que o espaco adequado a teoria das equa-
¢Oes integrais é o espagco L’ das fungbes mensuraveis
de quadrado soméavel, espago que recebeu o nome
desse matematico.

A teoria dos espagos de IIILBEIIT desenvolveu-se
rapidamente, tornando-se um instrumento muito po-
tente na Analise. Hoje estd praticamente acabada e
sai do quadro da teoria geral dos espacos funcionais.
Vale a pena mencionar o seu interesse actual na Fi-
sica tedriea, onde fornece a base mateméatica para a
fisica do atomo.

Durante muito tempo a teoria geral dos espagos
funcionais lineares viveu a sombra da teoria dos
espagos de HII.BERT. De facto, além dos espagos L'
das fungOes de p-ésima poténcia integrdvel, conside-
rados por F. I1IKSZ, e dos proprios espagos do ITILHKIIT,
pouco mais se conhecia na altura em que iS.BANACII
(por volta ile 1920) fundou a teoria dos espagos nor-

em traducdo de Jaime Campos Ferreira).

mados, que hoje se designam por espacos de BANACH
quando sdo completos. Esta teoria, de uma grande
simplicidade, contém teoremas de profundo alcance
na Analise. O seu teorema central serd talvez o
de HAHN-BANACH, sobre o prolongamento dos fun-
cionais lineares continuos de um subespa¢o ao espago
inteiro.

Quanto a aplicagdes da teoria dos espagos norma-
dos, podem citar-se as que foram realizadas pela es-
cola polaca sobre as séries ortogonais e os métodos
de somacgdo de séries divergentes; convird também
lembrar que o teorema de SCHAUDER OLEBAT sobre a
existéncia de pontos fixos de certas transformacdes
ndo lineares, talvez o maior sucesso de toda a teoria,
fornece como casos particulares teoremas de existén-
cia relativos a equacOes as derivadas parciais néo
lineares bastante complicadas.

Mas ja BAXACH sentia que a nogdo de espago nor-
mado era muito pouco geral. Se considerarmos, por
exemplo, o espaco C (R) das funcgdes continuas sobre
toda a recta real, com a topologia natural da conver-
géncia uniforme sobre os intervalos finitos, j& nao
teremos um espa¢o normado, mas um espago (F)—ou
de FRECHET—que é ainda metrisavel, mas de uma
maneira um pouco artificial. BANACII generalizou al-
guns dos seus teoremas aos espacos (F), mas ndo
obteve uma teoria completa. A dificuldaderesidia na
circunstancia de o espaco dual, isto é, o espaco dos
funcionais lineares continuos sobre um espag¢o (F),
ndo ser j4 um espaco (F), o que impossibilitavaa
aplicacdo dos métodos da teoria de BANACII. Convira
observar que o espago dual de C (It) € o espago do



certas medidas sobre a recta, certamente digno de
lugar numa teoria geral dos espacos lineares.

Outro ponto que vale a pena referir é que uma
parte central da Anéalise, a teoria das func¢des anali-
ticas, era praticamente inacessivel aos métodos de
BANACH: o mais simples dos espacos que aqui se po-
dem considerar, o das funcdes holomorfas num con-
junto aberto do plano complexo, é j& um espago (F)
ndo normavel.

Também o espaco das funcdes reais indefinidamente
derivadveis num intervalo [a, b] é um espaco (F)
ndo normavel.

Irapunha-se entdo desenvolver uma teoria, que fosse
por um lado bastante geral para abranger todos os
espagos de grande interesse na Analise, por outro ndo
tdo geral que excluisse a possibilidade de obter teo-
remas profundos. Ao encontro desta necessidade ¢é
que surge a teoria dos espacos localmente convexos
que s6 nos Ultimos cinco anos alcan¢ou a sua forma
talvez definitiva.

Em lugar de se dar uma norma || x Il sobro um es-
paco linear E (como no caso dos espagos normados),
supde-se dada uma classe |pa(x)i de seminormas,
e introduz-se uma topologia T definindo as vizi-
nhancas da origem a partir dos conjuntos iU,, de
todos os x e E tais que pu (X) < ». Se a topologia
J forseparada, o espaco obtido diz-se localmente con-
vexo.

0 que torna esta teoria mais dificil do que a dos
espagcos de BANACH é a necessidade de empregar os
instrumentos da moderna topologia geral, espagos
uniformes, filtros, etc., em vez dos métodos mais sim-
ples que sé&o suficientes nos espagos métricos. Toda-
via deve notar-se que, mesmo no caso dos espa¢os de
BANACH, os teoremas sobre a convergéncia fraca exi-
gem na verdade os instrumentos topoldgicos, porque
a convergéncia fraca é a nocdo de convergéncia da
topologia fraca, a qual ndo é metrisdvel. Desta forma
tém os métodos modernos contribuido também para
esclarecer e ampliar a teoria classica de BANACH.

Indicarei agora, apenas em tra¢os largos, o desen-
volvimento da teoria geral dos espacos localmente
CONVexos.

A nocdo de espaco localmente convexo e o0s pri-
meiros teoremas sobre estes espacos foram estabele-
cidos por J. VON NEUMANN em 1935.Em 1938,J.
WEHAUSEN suprime uma hipotese supérflua de nume-
rabilidade da definicdo de VON NEUMANN. Mas a teoria
geral mantém-se pouco desenvolvida até 1942, ano
em que, num trabalho de J. DIEUDONNE sobre a teoria
de BANAcn, aparece a nocédo de dualidade fraca, bem
como as demonstragfes de alguns teoremas relativos
a topologia fraca. O trabalho de DIEUDONNE vem ge-
neralizar certos resultados que O. TOEPLITZ e eu pro-
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prio tinhamos obtido desde 1934,sobre uma classe
especial de espacos (a que demos o nome de espagos
perfeitos) cujos elementos s&do sucesses dc numeros
complexos Os espagos perfeitos sdo bastante mane-
javeis, fornecem faceis exemplos e contra-exemplos,
c por esta razdo a respectiva teoria poude dar algum
estimulo ao desenvolvimento da teoria geral.

Mas o referido trabalho de DIEUDONNE n&o marca
ainda o verdadeiro inicio da fase definitiva.

S6 em 1919aparece uma memodria de DIEUDONNE
e 1J. SCHWARTZ intitulada «La dualité dans les espaces
(F) et (L F)», que contém toda a aparelhagem de
nocdes topoldgicas e de métodos gerais de que a teo-
ria viria a sorvir-se. Neste trabalho utilizam-se os
resultados profundos sobre os espacos localmente con-
vexos que G. W. MACKEY obteve, sob forma predo-
minantemente algébrica, em 1945e 1946.E é entdo
principalmente ojovem matematico A. GROTHENDIECK
(tem somente 25 anos de idade), quem desenvolve a
teoria geral dos espagos localmente convexos em va-
rios trabalhos, alguns ainda n&o publicados.

N&o tentarei fazer aqui um esbo¢o do conteGdo da
teoria geral, bastard mencionar que sc conhecem hoje
muito bem os duais dos espagos (F), sobretudo por
obra de DIEUDONNE, SCHWARTZ e GROTHENDIECK,e que
se sabe com precisdo quais os espagos localmente
convexos em que sdo verdadeiros os teoremas centrais
da teoria de BANACH.

Falarei agora das aplicacdes.

Foi a necessidade de uma defini¢cdo precisa do con-

ceito de distribuicdo que conduziu DIEUDONNE e
SCHWARTZ ao seu trabalho sobre os espagos (F) e
(LF). A nocdo de distribuicédo, sensacional desco-

berta de scnwARTz, que veio alargar e unificar de uma
forma surpreendente a andlise real classica, ndo pode
definir-se precisamente sem a teoria dos espagos local-
mente convexos. Os espagos de que se necessita néo
sdo ja mesmo espag¢os (F), mas limites indutivos de
sucessdes de espacos ( F ), chamados espagos (L F).

A definicdo de distribuicdo dada por SCHWARTZ é a
seguinte: uma distribuicdo sobre a recta é um fun-
cional linear continuo sobre o espaco O (espago do
tipo (L F)) , constituido pelas fun¢des indefinida-
mente derivdveis com suporte compacto sobre a recta.

Se se pretende seguir o desenvolvimento da teoria
das distribuigfes e das suas aplicagdes aos diversos
ramos da Anélise, sente-se a necessidade de conhecer
a teoria dos espagos localmente convexos, ou pelo
menos algumas partes ndo muito elementares desta
teoria.

Outro campo de aplicagfes é constituido pela teoria
da integracdo sobre os espacos localmente compactos,
generalizagdo das teorias da integracdo o da medida,
que obteve recentemente, no livro de BOURBAKI sobre
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a integracdo, uma forma baseada nos espagos local-
mente convexos. As medidas sobre um espago local-
mente compacto K sdo também definidas como ele-
mentos do espago dual de certo espago de fungdes
continuas sobre K.

Passemos a ura terceiro campo de aplicacdes, a
teoria das funcdes analiticas, que como ja disse, se
manteve inacessivel aos métodos de BANACH. Em 1937;
O. TOEPLITZ reconheceu que certos espagos de fungdes
analiticas, por exemplo o das fungfes inteiras, eram
espagos perfeitos. TOEPLITZ conseguiu demonstrar va-
rios teoremas cléassicos da teoria das fungfes inteiras
com os métodos gerais dos espagos perfeitos, e reco-
nhecer a dualidade entre o espaco das fungfes inteiras
e o das fungdes analiticas na origem.

Por outro lado, existia desde 1930 uma teoria bas-
tante desenvolvida dos funcionais analiticos, de L .
FANTAPFIE e da sua escola. Afastados das nogdes da
escola de BANACH, OS fundamentos desta teoria nédo
eram de forma alguma simples.

E assim, embora h&d muito se sentisse a necessidade
de engloba-la numa teoria mais geral, é s6 em 1946
que J. SEBASTIAO E SILVA consegue dar
FANTAPPIE uma nova base, na qual, introduzindo o
espaco (5(C) das fungdes localmente analiticas sobre
um compacto C, permite demonstrar que, na sua
maior parte, ela cabe no quadro da teoria dos espa-
¢os localmente convexos.

Note-se que os espagos "~ (C), cuja importancia
na analise complexa é evidente, ndo sdo também es-
pacos (F), mas limites indutivos de espagos de
BANACH. Nova ilustracdo do facto de que a generali-
dade das nocdes da teoria moderna era imposta ja
pelos exemplos mais cléssicos.

A estes resultados de J. SILVA liga-se toda uma
série de trabalhos cujo objectivo é o estudo dos espa-
¢os 3 (C) ° °'* outros espagos mais gerais de fungdes
analiticas que tomara valores num espa¢o localmente
convexo qualquer. Citareijunto do nome de J. SILVA
os de L. NACIIBIN [15], SILVA DIAS [2], GBOTHENDIECK
[7],TILLMANN [20] e o meu préprio [tOJ(i). Creio bem que
nesta direccdo serd possivel obter ainda muitos re-
sultados de grande interesse.

Para ndo ficar exclusivamente em generalidades,
vou tentar dar-vos uma impressdo mais precisa sobre
um problema que estudei no meu trabalho relativo as
distribuigées de fronteira («Randverteilungen») das
funcdes analiticas. Escolho essa questdo, nédo sé por
ser acessivel mesmo aos ndo especialistas da teoria
dos espagos localmente convexos, como também por-
que espero que as nogdes que nela intervém serédo
Gteis na andlise cléssica.

a teoria de

(") Os ntmeros entre colchetes referem-se a Bibliografia, que
se encontra no tiual. (N. daR-).

Seja /(z) uma funcdo holomorfa para
O problema do comportamento de f (z) quando z se
aproxima da circunferéncia K = (\z\= 1) éum pro-
blema antigo. Sabe-se que h& casos em que /(z) ¢
ainda analitica sobre K, ou pelo menos continua.
Mas existem também funcdes de fronteira que per-
tencem s6 a um espago L* isto é, que sdo apenas
funcdes de p-ésima poténcia integravel a LEBESOUE.
E, na maior parte dos casos, ndo existe mesmo ne-
nhuma func¢do definida sobre K que possa ser consi-
derada como prolongamento por continuidade de /(z)
a fronteira, porque esta funcdo se torna demasiado
patolégica quando z se aproxima de K.

lz|<1.

Tudo isto é pouco claro, e talvez pareca impossivel
integrar estes casos divergentes num quadro onde se
organizem de uma maneira simples. Pois, como vamos
ver, a teoria dos espagos localmente convexos vem
permitir uma tal organizacdo e até de uma forma
bastante directa.

Observe-se primeiro que as func¢des x.(°) > anali-
ticas sobre a circunferéncia K (e portanto sobre um
conjunto aberto contendo essa circunferéncia) consti-
tuem um espago localmente convexo A (K), caso
particular dos espagos fJ(C) introduzidos por J. SILVA.

Como se vé imediatamente, as fung¢des x (z) de
A{K) sdo precisamente as que admitem um desen-
volvimento de LAURENT da forma

X(*)-'Sé,a»,

com os coeficientes |, sujeitos & Gnica condicdo de
existir um ndmero natural k> 1 e um nimero posi-
tivo M tais que

[5, |<Ar(i-i\" «=0,1,2,...

Poderemos entdo representar / (z) pelo vector
<f= (%,), e o espago perfeito 2J(IT), constituido por
todos os vectores ip-, sera topologicamente isomorfo
a A (K).

Designemos por A{K)' o espaco dual de A(K) ,
isto € o0 espago cujos elementos sdo os funcionais line-
ares continuos sobre A (K). N&o darei agora a defi-
nicdo exacta da topologiade A (K) que é um pouco
complicada; mas indico a seguir um teorema sobre
os espagos perfeitos que fornece uma representacéo
bastante simples dos elementos dos A (K)'

Todos os funcionais lineares continuos u (<p) sobre
um espago perfeito E podem representar-se como
vectores u = (v,,), em que os Vv, devem submeter-se
a condicdo Unica de que o produto escalar u<f =
= £v,|, seja absolutamente convergente para todo
o f e E ; nestas condigfes ter-se-& u (f) = itf para
todo o ppde E e todo o u pertencente ao dual de E.




Um célculo elementar evidencia que o0 espago
A (A")" é isomorfo ao espaco perfeito 21 (A")' de todos
vectores u = (v,) tais que

N 1\im

'|( t) |v»i<oo

Obtivemos assim uma concretizagdo dos funcionais
lineares continuos ueA(K)' que fazem corresponder
um numero complexo a cada fungdo y (z) analitica
sobre K. Mas também poderemos agora considerar
um tal u e A(K) como uma espécie de fungdo gene-
ralizada sobre K, num passo semelhante ao que se
d4& para introduzir as nogOes de medida ou de distri-
buicdo sobre A'. Como se sabe, estas sdo também
funcionais que tém um valor ndo em cada ponto de
K, mas sim em cada funcdo continua sobre K no
primeiro caso, e em cada funcédo indefinidamente de-
rivavel sobre K no segundo.

Segundo este ponto de vista, chamo aos elementos
de A (AT)' distribuicdes de fronteira sobre K. E séo
precisamente estas distribuicdes que permitem resol-
ver 0 nosso problema sobre as singularidades de fron-
teira de uma funcdo f (z) , analitica para |a] <1.Com
efeito, o teorema seguinte vem esclarecer toda a ques-
tédo :

Quando p-»1, as fun¢des /(pz) —funcdes ana-
liticas sobre K para 0<p <| —consideradas como
distribui¢cées de fronteira sobre A", convergem no
sentido da topologia de A (A")', para um elemento
ueA (K)

Esta distribuicdo u sera entdo o limite de / (z),
gquando nos aproximarmos de A'sobre circunferéncias
concéntricas e interioresa X .

Por meio da nossa representagdo dos elementos de
A (K) e de A (A")' como vectores pode precisar-se
a convergéncia referida da seguinte maneira:

Se u, sdo os vectores que representam os / (ps)
considerados como distribui¢cdes de fronteira, e se u
é o respectivo limite, a convergéncia dos f(pz) para
« exprime-se pela convergéncia no sentido usual dos
produtos Mpy para uf , para todo o pe21(A").

A convergéncia em questdo é, porém, muito fraca;
no caso geral nédo tera sentido p6r a questdo da con-
vergéncia dos /(pz), se nos limitarmos a um sector
do circulo lz[< 1.

Mas é possivel que a distribuicdo de fronteira de
uma fungdo /(z) possa prolongar-se num funcional
linear continuo sobre um espa¢o mais vasto do que
A (K), por exemplo sobre o espago L-, de IIIT.HERT.
E entdo a convergéncia dos /(pz) para a distribui-
¢d0 u, que serd também um elemento de 12, tor-
nar-se-4 mais forte, passando a coincidir com a con-
vergéncia no sentido do espago de HILBERT.
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Vemos assim como um caso a primeira vista um
tanto estranho entra na nossa teoria geral.

Esta teoria d4a agora a possibilidade de classificar
as fungdes /(z), holomorfas no interior de A, a
partir dos espa¢os localmente convexos a que per-
tencem as suas distribui¢des de fronteira, facultando
um novo método para precisar o tipo do singulari-
dades que uma tal fungdo admite sobre a circunfe-
réncia K. Trata-se porém de uma classificacéo
global, visto que se tem de considerar toda essa cir-
cunferéncia e ndo s6 uma parte dela.

Vejamos agora um outro ponto: sabe-se ja que, a
cada funcédo / (z), holomorfa para |z | <1, corres-
ponde uma distribuicdo de fronteira. Pergunta-se
agora: serdo alcancados desta maneira todos os ele-
mentos de A (K)' ?

A resposta é negativa, mas pode afirmar-se que
toda a distribuicdo de fronteira é a soma de duas
outras, das quais uma é o limite de uma funcédo fi
holomorfa no interior de K e a outra o limite de uma
funcdo fi holomorfa no exterior de K e nula no
ponto infinito.

Este resultado d& uma justificacdo para o nomo
«distribuicdo de fronteira» que se adoptou; o par
(f\'>.fz) (<I" pode chamar-se uma fun¢do local-
mente analitica no complemento de A" em relacdo a
esfera de RIEMANN) tem um elemento de A(K)' como
sua distribuicdo de fronteira e, reciprocamente, todo
o elemento de A (A)' é a distribuicdo de fronteira de
alguma funcgdo localmente analitica no complementar
de K.

A teoria das distribuicdes de fronteira tem relagdes
bastante intimas com a das distribui¢cdes de SCHWARTZ,
que alids me serviu de modelo.

Vé-se imediatamente que o espago E (K), cons-
tituido pelas funcfes indefinidamente derivaveis so-
bre A", contém o espaco A{R), o qual é denso
naquele; nestas condi¢des toda a distribuicdo de
SCHWARTZ sobre A' é uma distribuicdo de fronteira.

Surge agora naturalmente uma questdo bastante
interessante: quais serdo as fung¢des analiticas noin-
terior do A' que admitem, como singularidades na
fronteira, distribuicdes de SCHWARTZ?

A resposta é muito simples: sdo precisamente as
funcdes de crescimento lento, isto é, as fungdes f (2)
para as quais existe um numero natural k e uma
constante N tais que

I/TWKj T Para |.|< 1,

representando por 3(z) adistancia do z a A". Assim,
as distribuicdes de SCHWARTZ sobre A"apresentam-Ff>
de certo modo, como generalizagdo do conceito dc
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polo, enquanto as distribuicdes decaracter mais irre-
gular dariam umageneralizacdo do conceito de ponto
singular essencial.

E, reciprocamente, toda a distribuicdo de SCHWARTZ
d sobre A~ é soma de duas outras, I/Je , que
sdo distribuicdes defronteira de duas fungdes de cres-
cimento lento fi e/, , sendo )\ holomorfa no inte-
rior de A'e f, holomorfa no exterior de K e nula
no infinito.

Obtém-se assim umacorrespondéncia biunivoca
entre as distribuicdes deSCHWARTZ sobre A" e as fun-
cdes (/1(s), /.(2) holomorfas em [4-A'e de cresci-
mento lento. E esta correspondéncia € mesmo um iso-
morfismo algébrico doespaco E(K)' das distribuicdes
de SCHWARTZ sobre o espago P(ii-K) das fungdes
localmente analiticas nocomplementar de A', oque
significa que poderemos identificar as distribuicdes
de SCHWARTZ com pares defungdes analiticas.

Eis umponto de vista que permite encarar muito
concretamente as distribuicdes, ndoparecendo ja tdo
singular a circunstancia de quetoda a distribuicdo
sobre A‘'seja indefinidamente difereneiavel.

Se pensarmos agora em substituir A" por uma
recta ff passando pela origem do plano complexo, a
situacdo torna-se muito mais complicada: ha distri-
buicdes de SCHWARTZ sobre g que ndoséao distribui-
¢oes dofronteira denenhum par de fungdes analiticas.
As relacbes precisas entre osdois tipos de distribui-
¢0es ndosdoconhecidas neste caso, a suadetermina-
¢d0 constitui um interessante problema aindané&o
resolvido

Teréa talvez interesse referir ainda que osresul-
tados que obtive tém também umacerta importancia
para a teoria dasséries de FOURIER.

SCHWARTZ demonstrou que uma série de FOURIER

+ S .
3 a, e tem porsoma uma distribuicdo, se existe

um numero natural /e eum Ai> O taisque

o, |[<3f[n|* » -+ 1, + 2,"-.

No entanto, pela minha teoria, pode dar-se um sen-
tido a soma dcumasérie de FOURIER, ainda quando os
respectivos coeficientes satisfagam ascondi¢cées mais

fracas:

+ o/ 1Vv™

T (1--1)

A soma deumatalsérie deFOURIER € um funcional
linear sobre oespago das funcdes periédicas analiticas
sobre a recta.

Devo porém terminar.

Espero ter conseguido mostrar-vos que ateoria dos

Kl<« -2,3,-..

espagos localmente convexos, aparentemente tdo abs-
tracta, tem aplicagdes bastante concretas na Anélise
classica, e que o estudo detalhado desses espagos
abrird novos campos deinvestigacdo naAnéalise fun-
cional.
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Sur une construction axiomatique de la théorie
des distributions
par J. Sebastido e Silva

(Extrait d'un mémoire a paraitre dans uRovista da Faculdade do Ciéncias de Lisboa»)

Introduction

»[...] ce n'est qu'en donnant droit de cité & des éléments
formels que plusieurs branches de I"Analyse ont pu avancer».

Le fait que toutes les fonctions ne soient pas déri-
vables est & l'origine d'une grande partie des compli-
cations que l'on trouve dans l'analyse réelle. La cri-
tique des fondements, entreprise surtout vers la fin
du siecle X1X,a conduit & une délimitation précise
entre ce qui est permis et ce qui est défendu. Mais le
perfectionnement logique a entravé en quelque sorte
I'imagination créatrice, et ce sont les «esprits indis-
ciplinés» —surtout des physiciens, insoucieux de la
rigueur mathématique et orientés plutdt vers la na-
ture des questions concrétes —qui ont contribué, d'une
facon plus efficace, & I'élargissement des cadres. Le
calcul symbolique des électriciens, la mécanique on-
dulatoire, etc. ont introduit des étres bizarres (comme
la fonction S de DIRAC et ses dérivées), dont la défi-
nition mathématique était dénuée de sens, mais qui,
tout de méme, servaient de base & des méthodes fruc-
tueuses. «Quand une telle situation contradictoire se
présente» dit M. L. SCHWARTZ dans l'introduction de
son ouvrage [17J(') «il est bien rare qu'il n'en résulte
une théorie mathématique nouvelle qui justifie, sous
une forme modifiée, le langage des physiciens; ily a
méme la une source importante de progres des ma-
thématiques et de la physique».

La théorie des distributions de SCHWARTZ n'a pas
permis seulement de donner une justification complete
a ces procédés audacieux: elle englobe et précise, en
méme temps, des conceptions hétérogénes qui pous-
saient, d'une facon plus ou moins affirmée, souvent in-
correcte, dans plusieurs domaines des mathématiques :
théorie des équations aux dérivées partielles, théorie
de la série et de I'intégrale de FOCIUER, topologie al-
gébrique, etc. (voir [17], introduction).Elle s'impose
donc comme une nécessité historique, et c'est ce qui
explique, en partie, son rapide succes, surtout parmi
la jeune génération.

La notion de distribution généralise la notion de
fonction, comme, par exemple, la notion de nombre
complexe généralise celle de nombre réel. 11 s'agit la
de phénoménes tres semblables. Lorsqu'une opération

(') Les numéros entre crochets se rapportent & la Bibliogra-
phie, qui se trouve a la an de cet article.

(V. VOLTERRA, Legons sur la composition)

est impossible en certains cas, il y a une tendance
naturelle a enfreindre l'ordre établi, en continuant a
opérer formellement, suivant des regles de calcul qui
sont valables (parfois avec des restrictions) dans le
domaine classique. Cela peut ne conduire a rien
d'autre qu'a des erreurs ou des contradictions; mais,
quelques fois, on parvient de cette maniére a un
ordre nouveau —plus riche et plus harmonieux.

Pour construire une théorie Tles nombres réels ou
des nombres complexes, on peut suivre plusieurs
orientations: il y a pour cela des méthodes synthé-
tiques, des méthodes analytiques et des méthodes
axiomatiques.

Pour construire sa théorie des distributions, M.
SCHWARTZ a choisi le point de vue fonctionnel (que
I'on pourrait aussi nommer synthétique) : il présente
les distributions comme fonctionnelles linéaires con-
tinues dans certains espaces de fonctions indéfini-
ment dérivables. Mais, en vérité, les premieres tenta-
tives pour créer une théorie des distributions suivent
I'orientation formelle ou axiomatique, d'une fagon
plus ou moins consciente. A propos des méthodes de
BOCHNER dans I'étude de l'intégrale de FOURIER, ou
«l'introduction des distributions est inévitable, sous
une forme directe ou camouflée», SCHWARTZ observe
(loc. cit.): «Les «distributions» de BOCHNER sont, au
fond, définies comme dérivées de fonctions continues
n‘ayant pas nécessairement de dérivée usuelle; notre
théoréme X X1 du chapitre 111 exprime justement
qu'une distribution est, localement, une dérivée d'une
fonction continue. 1l nous parait bien préférable
d'avoir cette propriété plutét comme théoréme que
comme définition (& cause de l'indétermination de
I'ordre de dérivation et de la fonction continue, sour-
tout pour plusieurs variables)».

Eh bien, nous nous proposons de donner ici une
définition du concept de distribution, au moyen d'un
systeme d'axiomes, qui revient a concevoir une dis-
tribution, au point de vue local, précisément comme
une «dérivée formelle» d'une fonction continue. On
verra par la suite comment il est possible d'obvier a
I'inconvénient de I'indétermination, signalé par M.
SCHWARTZ. On réussit alors, il nous semble, & rendre
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plus accessibles les fondements de la théorie et on
obtient une méthode plus directe pour s'attaquer a
plusieurs problemes.

Il faut remarquer que la possibilité d'une constiuc-
tion directe, purement formelle, de la théorie des dis-
tributions avait déja été indiquée par M. H. KONIG
dans sa Thése, [14]. Toutefois ce travail, tout en
étant décisif, n'est pas encore définitif, dans cette ligne
de recherches qu'il a ouverte d'une fagon remar-
quable. En effet, M. KONIQ ne donne pas une vraie
axiomatique des espaces de distributions (c'est-a-
-dire, un ensemble d'axiomes définissant ces espaces
a moins d'un isomorpbisme), bien qu'il ait déja tous
les éléments pour le faire: il construit, pour chaque
ouvert ii de R", une structure formelle munie de
notions de «somme», «dérivées» et «limites de suites»
et il démontre que cette structure est isomorphe a
I'espace des distributions dans 1[I. D'autre part,
I'étude topologique de ces espaces n'est pas encore
approfondie dans [14], ce qui ne permet pas de voir
la possibilité de refaire entierement la théorie des
distributions, d'aprés ce point de vue.

Notre idée initiale a été indépendante de celle de
KONIO, mais il fautbien dire que la lecture de son travail
nous a influencé en plusieurs points; d'ailleurs, bien
gue nos méthodes soient différentes, la source en est
la méme :elles sont directement suggérées par l'oeuvre
de M. SCHWARTZ. En vérité, on ne fait que renverser
I'ordre logique établi dans [17], en choisissant pour
points de départ certaines propositions qui, dans cet
ouvrage, se présentent comme des théoremes, des
résultats: M. KONIG s'est inspiré au th. X X X, tandis
que nous avons choisi le th. X X | (déja cité) et le
principe du recollement des morceaux (th. 1V).

Le principe heuristique qui nous a guidé dans les
recherches est celui de la conservation des regles de
calcul. Soient /,(/,-*+ des symboles de fonctions
continues de n variables réelles, définies dans un
intervalle Q de R"; si I'on se tient a la définition

y \—-,
r)xi a xi

habituelle de dérivée, les expressions

— , ¢+ n'auront pas de sens eu général. Mais on
ax dx
trouve une situation analogue a propos de l'expression
Sla, qui n'a pas de sens, dans le domaine réel, pour
et <CO0; et on sait que, si I'on opére sur les expressions
de ce type suivant les régies usuelles (avec quelques
modifications en ce qui concerne les radicaux), on
n‘arrive jamais & une contradiction: c'est la l'origine
du concept de nombre complexe.
De méme, on peut opérer sur les dérivées formelles
suivant certaines regles («la dérivée d'une somme est
la somme des dérivées», «il est permis d'intervertir

I'ordre des dérivations», etc.), sans jamais se heurter
a une contradiction. Seulement, pour que ce cacul
puisse étre utile, il faut choisir une définition con-
venable d'égalité pour les dérivées formelles (ou
mieux, d'équivalence, pour les expressions consi-
dérées). D'abord, on doit rappeler que, pour chaque
fonction continue / et chaque indice i, ilexiste une
infinité de fonctions F telles f=D. F (au sens usuel),
deux d'entre elles différant toujours d'une fonction
indépendante de cc. Alors, si I'on a, par exemple,
deux symboles de derivation D., D,,, avec i=f=k,
et deux fonctions continues f, g, il sera toujours
possible de trouver deux fonctions F, G, telles que
I'on puisse écrire, formellement, D, f=D D,k F,
D,g = D.D, G. En raisonnant de la sorte, on
s'apercoit que, en général, deux dérivées formelles
peuvent toujours étre ramenées a laformede dérivées
avec un méme symbole composé de dérivation. (On
observe un fait semblable avec les fractions numéri-
riques : deux nombres rationnels peuvent toujours
étre représentés par des fractions avec un dénomina-
teur commun. Cette analogie n'est pas accidentale :
elle nous a fourni les premieres intuitions décisives ;
nous avons pris pour modele la théorie analytique des
nombres rationnels). Considérons le symbole composé
de dérivation D’ = DI\ D\ eee £5*". Si I'on veut que
les régles usuelles soient conservées, on devra consi-
dérer D*f=D fg,si (etseulement si) £>'(/—o0)=0.
On est donc ramené & fixer, pour chaque n-uple p
d'entiers, I'ensemble des fonctions continues 0 véri-
fiant D 0 = 0. Il n'est pas difficile de voir que cet
ensemble [que nous désignons par N (D° )] doit con-
tenir toutes les fonctions de la forme (1.1) (§1,n.°1);
d'autre part, il est naturel de se borner a ces fonc-
tions”). Avec le choix des ensembles N (D’) le critere
d'égalité pour les dérivées formelles reste fixé et I'on
obtient les premiéres distributions dans I'intervalle
Q de R"™, sous la forme de classes d'équivalence
d'expressions du type considéré (°).

Mais il faut que le3 distributions ressemblent le
plus possible aux fonctions—spécialement aux fonc-
tions indéfiniment dérivables. On définit une fonction
dans un ouvert n de R', en faisant correspondre
un nombre a chaque point x de Ci. Cela n'est plus
possible, en général, pour les distributions. Mais on
peut se demander ce que doit devenir une distribu-
tion T dans un voisinage V de chaque point x de

(') Voir la note qui se trouve aprés laBibliographie.
(*) Cette définition d'égalité ne figure pas d'une fagcon expli-
cite, dans l'ouvrage de SCHWARTZ. Les ensembles de fonctions

que nous désignons ici par les notations A ij"”) jouent déja
un role essentiel dans la Thése de Ko6Nia.



son domaine Q —c'est-a-dire, ce que Il'on doit en-
tendre par restricion de T a un intervalle Q* C Q.
Or, il est déja possible de définir, d'une facon assez na-
turelle, un concept de restriction d'une distribution,
en exigeant que certaines régles soient conservées,
spécialement celle-ci: «La restriction d'une dérivée
D' est la dérivée D" de la restriction». Et finale-
ment, pour rapprocher le concept de distribution de
celui de fonction on est porté a introduire la regle sui-
vante, que M. SCHWARTZ a nommé suggestivement le
: «On définit une

principe  du recollement des morceaux

distribution T dans un ouvert ii de R", lorsqu'on fait
correspondre, a chaque point x de i!, une distri-
bution r définie dans un voisinage V de x, de

facon que ces distributions coincident dans les parties
communes de leurs domaines; la restriction de T a
V  sera T pour tout x e f!> Mais alors une distri-
bution dans i! ne sera plus, en général, une dérivée
d'une fonction continue dans il! Seulement dans un
voisinage convenable de chaque point de !! on lais-
sera subsister cette propriété.

Voila, en peu de lignes, la génese de l'axiomatique
que nous présentons au n.° 14 et que l'on pourra lire
tout de suite, sans préparation. Il est a souligner que,
dans cette axiomatique, on n'a employé aucune struc-
ture topologique des espaces de distributions. Pour
définir le concept de distribution on n'a besoin que
de considérations algébriques

Il s'agit la, tout d'abord, d'un probleme d'extension
algébrique, que l'on est induit a poser et a résoudre
sous une forme trés générale, suivant les méthodes de
I'algébre abstraite. Cela explique I'orientation que
nous avons choisie, le caractére abstrait des considéra-
rations des n" 1,2, 0et 7. Nous aurions pu rendre
beaucoup plus légére la rédaction du § 1 (et d'une
partie du § 2), si nous avions renoncé a cette généra-
lité. Mais nous avons préféré cette orientation, d'une
part, parce que nous l'avions suivie effectivement
dans nos recherches, et d'autre part, parce qu'on
ne sait jamais si d'autres applications ne seront pas
possibles.

Le résultat central est le théoréme 1, qui, en par-
ticulier, sert a justifier le calcul des dérivées formel-
les que nous avons esquissé ci-dessus (distributions
d'ordre fini). Ensuite, le besoin de définir la notion
de restriction nous a conduit, dans le m'éme ordre
d'idées, au théoreme général d'homomorphisme (th .2).
La notion de limite projective algébrique de groupes
(n.° 7) a été introduite pour définir la notion de dis-
tribution d'ordre arbitraire (fini ou infini), dans un
ouvert quelconque de R". Enfin, la notion de pro-
duit multiplicatif est définie au n.° 9 d'une fagon
formelle, d'aprés les idées de KOXIQ dans [14].

Dans le §8 2 nous étudions le probléme de I'intro-
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duction de topologies convenables dans 1rs espaces
de distributions et nous obtenons des résultats qui
nous semblent essentiellement nouveaux. M. SCHWARTZ
avait introduit, dans l'espace (J)) des distributions
dans R', la topologie forte par rapport a Il'espace
(S), des fonctions indéfiniment dérivables a support
compact, dont (£)') est le dual ; il ne s'est pas préoc-
cupé de définir cette topologie directement, sans re-
courir a l'espace (D). Mais dans [17] il donne des
critéres directs pour les limites des suites et une
caractérisation des ensembles bornés dans (£)'). Avec
ces ressources et quelques résultats contenus dans le
mémoire [10] de DIEUDOSXK-SCH WARTZ (prop. 14 et th. 5)
il ne manquait plus rien pour la définition directe Tile
cotte topologie, si ce n'est le concept général de limite
inductive d'espaces localement convexes, qui a été
considéré seulement plus tard.

Pour introduire et étudier la topologie des espaces
de distributions, nous utilisons un résultat (th 7) que
nous avions déja signalé dans [20], a propos de cer-
tains espaces fonctionnels analytiques, tres semblables
aux espaces de distributions £, (A) ici considérés.
Le th. 7, avec le théoréme de ASCOL: sur les familles
de fonction équicontinues, nous donne la clef de la
question topologique dans les espaces de distributions.

En particulier, nous montrons (n.° 20) que la con-
sidération des limites de suites est suffisante pour
déterminer la topologie de ces espaces (prop. 18 et
son corollaire). Cette remarque nous semble assez
importante, puisque, pour les applications, on pourra
se borner a la notion de limite d'une suite, plus
accessible aux techniciens que celle d'un filtre con-
vergent quelconque, employée par M. SCHWARTZ.

Enfin, dans le 8§ H, nous cherchons les espaces
duals topologiques des espaces de distributions et
nous retrouvons les espaces de fonctions indéfiniment
dérivables d'ou M. SCHWARTZ est parti pour construire
sa théorie. A cet effet, nous employons des méthodes
parfaitement analogues a celles gne nous avions déja
suivies dans notre systématisation de la théorie des
fonctionnelles analytiques (voir [19]) et qui peuvent
également servir pour la recherche des applications
linéaires continues d'un espace do distributions dans
un espace localement convexe quelconque. Cette re-
cherche est en rapport direct avec I'étude des noyaux
distributions (voir [18]) et, en particulier, avec le
concept de produit de composition. Nous indiquons
aux 21, 22 et 25 les premiers résultats dans cette
direction. Il s'agit essentiellement de caractérier cer-
taines fonctionsindéfiniment dérivables, a valeurs dans
un espace fonctionnel donné. Avec cette orientation,
I'analogie entre la théorie des distributions et la
théorie des fonctionnelles analytiques se révéle trés
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étroite, plus encore quel'on pourrait I'imaginer apreés
les travaux [15),[16J,[18], [22]et [23],de KBTHB,
GROTHENDIECK, SILVA DIAS et TII.LMANN.

Mais ily a plusieurs classes importantes de distri-
butions (distributions a support compact, distribu-
tions bornées, distributions tempérées, etc.), commeiil
y a plusieurs classes de fonctions (fonctions continues,
fonctions a carré sommable, etc.). Et, pour chacune
de ces classes de distributions (comme pour chacune
de ces classes de fonctions), il existe une structure
topologique, spécialement indiquée. lls'agirait done,
maintenant, de faire I'étude directe de ces espaces
particuliers de distributions, dont M. SCHWARTZ a
fait des applications profondes. Nous nous bornons a
esquisser cette étude pour les espaces de distribu-
tions a support compact (n.° 26).

Il reste aussi a examiner le cas des distributions
dans une variété indéfiniment diflérentiablc quel-
conque. Nous croyons que dans ce cas on devra faire
un usage plus étendu du principe du recollement des
morceaux, avec les méthodes de la topologie algé-
brique.

Nous tenons a remercier ici vivement MonsieurG .
KOTHE de I'aide précieuse qu'il a bien voulu nous
préter, soit en nous faisant connaftre la These de
KONIQ apres que nous avons obtenu nos premiers
résultats, soit ennous renseignant surplusieurs points
de lathéorie des espaces localement convexes, soiten-
core en acceptant de faire larevisioncritique de notre
manuscrit qui a puétre amélioré en plusieurs points
apres ses remarques, surtout dans l'analyse logique
du n.°11.

Nous tenons aussi a remercier vivement Monsieur
L. SCHWARTZ des renseignements et des conseils
éclairés qu'il a été bien aimable de nous donner. C'est
lui qui,dans une lettre, nous a suggéré le «recolle-
ment des morceaux» comme moyen pour gagner les
distributions d'ordre infini en partant des distribu-
tions d'ordre fini. Nous avions essayé de le fairepar
complétion topologique, ce qui est possible, mais
moins naturel.

[§ 1,il." 14] DEFINITION AXIOMATIQUE DU CONCEPT DE
DISTRIBUTION DANS UN OUVERT DE R'.
parvenus au point de pouvoir formuler une axioma-
tique des distributions, en termes de «fonctions con-
tinues», «domaine de existence», «restriction», «addi-
tion» et «dérivations». L'universe logique, pour cette
axiomatique, sera l'ensemble de toutes les distribu-
tions définies dans des ouverts ft de R™. Notre axio-
matique se compose des 8 axiomes suivants :

Nous sommes

définie et con-
distribution..

AXIOME 1 — Toute
tinue dans un ouvert

fonction complexe,
de R, estune

AXIOME 2 — A chaque
ouvert ft de R, nommé

distribution T correspond  un
le domaine d'existence (ou

seulement le domainej de T, defagon que,si T est
une fonction  continue, le domaine de T estle domaine
d'existence de cette fonction au sens  usuel.

AXIOME "6 — 11 existe  une opération, nommée addition,
qui, achaque couple de distributions T|,T.,, a domaine
ft commun, fait correspondre une distribution dedomaine

ft, nommée la somme de Tjavec T,etnotée T,fT,
de fagcon que, si T j et "i'jsont des fonctions continues,
Tj-4-Tj estla somme de ces fonctions au sens  usuel.

i et

AXIOME 4— A chaque distribution T de domaine

a chaque indice i=1,2,---,n, correspond une dis-

tribution de domaine ft, nommée la dérivée partielle

de T parrapporta X, etnotte D ,T defagon que:
1) si T estune fonction qui admet dérivée partielle  par
il (ausens wusuel)) D, T
I1)si T et U sont deux
commun, ona D, (T-f-U)«e
i=1,..-,nj 111) D, T -

la distribution T et

rapporta s,, continue  dans
coincide  avec cette dérivée;
distributions a domaine
=D, T+ D..U, pour
= D, D,. T, quels

les indices i, K.

que soient

T de domaine ft
distribution

AXIOME 5 — A chaque
ouvert

distribution
et a chaque QjC O, correspond une
‘igi de domaine fti , nommée la restriction de T a

ftj, de facon que : 1) si T est une fonction continue,

Tri °* """ restriction de cette fonction h ii,,au sens
usuel ; 11) si ft, est uneyartie ouverte de ft], on a
(TfiJdfi, —Tfij, pour tonte distribution T dedomaine
11; 111) (T+ U)o,=To, +Un,, pour tout couple de
distributions T , U de domaine il; 1V)(D,. T)u =
= D,..Tp quels quesoient la distribution T dans il
et lindice i.

AXIOME 6—(Principe durecollement des morceaux)
Si, étant donné un ouvert ft de R, on fait corres-
jtondre, achaque xeil, un voisinage ouvert ft. de x
et une distribution T ., de domaine ft, de facon que,
si les voisinages ft, , fty de deux points X,y de ft
ont une intersection non vide, les restrictions de T, et
T, a ft, H fty coincident, alors il existe une (et seule-
ment une) distribution T de domaine 11, dont la res-
triction a fi, est T ,, quel quesoit xeft.

CONVENTIONS — Si p est une )i-uple quelconque
(Pt»"""tPO ~° nombres entiers non négatifs, nous
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posons D° mm DI' e D"" ou D', désigne la p,iéme
puissance de l'opérateur D, (¢=1,ees,n). Etant don-
nés p = (j'i,---,?>,) et q = (</l,-+=,<7), on écrit
p <~gq comme abréviation de /> 2i, ees, p,<JT,*
Noua disons qu'une distribution T est indépendante
de Xi si sa dérivée D.T est nulle (j'=1 ,--,//) .

AXIOME 7 — Pour toute distribution T e<tout inter-
valle Q tie R™, ouvert et borné, dont I'adhérence est
contenue dans le domaine de T , il existe une fonction
f (x) définie et continue dans Q, et une n-uple p,
tels que T = D " f.

AXIOME 8 — St T est une distribution indépendante
de X; ayant pour domaine un intervalle Q de R™ et si
I'on a T =D f, fétant une fonction définie et continue
dans Q et p une n-uple d'entiers, il existe une autre
n-uple p~ p ei une fonction f continue dans Q, in-
dépendante  de au sens usuel, telles que T=D"f
(i=1,...,n).

L'analyse développée dans tous les n.”" précédents

nous permet d'établir que cette axiomatique est

compatible et catégorique ; c'est-a-dire : a) elle admet
au moins une réalisation ; b) deux réalisations de
cette axiomatique sont nécessairement isomorphes.
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NOTE — Pour chaque n-uple p = (pi, -*¢,p,) d'en-

tiers, I'ensemble N{D"), dont il est question dans
I'introduction (lorsqu'il s'agit de définir I'égalité de
deux dérivées formelles), est constitué par les fonctions
0 de la forme
pi-1 Pi-1 p, -1
O(x)- 2 ceili,v(X)+ S 2>« Vv(X)+"-+ 2 x*p,,,.(X),
V=0 V=0 V=0
ou Ti,(x) est une fonction continue indépendante de
x, ("'=1 v=10,1, *=,Pi—1). L'axiome 8 permet
d'établir que ces fonctions sont toutes les solutions
possibles de I'équation D*2'=0, lorsque l'inconnue
est une fonction continue.
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MOVIMENTO

UNIAO MATEMATICA INTERNACIONAL -

Nos dias 31 de Agosto e 1 de Setembro, precedendo
imediatamente o Congresso Internacional de Matema-
ticos que, como aqui noticiamos, se realizou em
Amsterdam de 2 a 10 de Setembro de 1954, teve
lugar em Haia a segunda Assembleia Geral da Unido
Matematica Internacional.

Uma dasprimeiras decisdes desta Assembleia foia
admissdo de Portugal na U.M.I.,solicitada pelo
Instituto de Alta Cultura, organismo nacional ade-
rente. Era delegado portugués a Assembleia o
Prof. José Vicente Gongalves, que representava o
referido organismo aderente. A proposta de adesdo
do Portugal foi aprovada porunanimidade. O nosso
Pais tornar-se-4& membro regular da Unido logo que
sejam comunicados ao Secretariado o0s nomes da
Comissdo Nacional de Mateméaticos. (Esta Comissédo
acaba de ser organizada pelo I.A.C, ficando cons-
tituida pelos Professores A. Peixoto de Queiroés,
J. Vicente Gongalves e D. Pacheco de Amorim, res-
pectivamente das Faculdades do Ciéncias, do Porto,
de Lisboa e Coimbra, e ainda pelo autor desta noti-
cia, dolInstituto Superior de Agronomia).

Vem a propésito recordar que, em Margo de 1952,
correspondendo a um convite que lhe foi dirigido
pela comissdo organizadora U.M.Il.,a Sociedade
Portuguesa de Matemadtica, coadjuvada pela Junta
de Investigagdo Matematica do Porto, tomou a ini-
ciativa de enviar a Roma, como observador junto da
Assembleia Geral Constituinte, o autor desta noticia,
tendo nessa iniciativa recebido o apoio dol.A. C
l)eu-se agora a solucdo justa a umproblema quenéao
podia deixar de merecer a atencdo de todos os quese
interessam pelo progresso das matematicas em Por-
tugal. Para um pais corno o nosso que, pela suaposi-
¢do geografica, tende a isolar-se do movimento cien-
tifico internacional, sdo de todo salutares as possibi-
lidades de intercambio quevem abrir-lhe tal decisdo.

Juntamente com Portugal foram admitidos como

coLOQUIO DE M

A Vnicertidad Nacional de Cayo e o Centro de
Cooperacion Cientifica de la Unesco para América
Latina promoveram, de 21a 25 deJulho de 1954, em
Mendoza, Argentina, umcoléquio latino-americano, o
segundo da série dedicada a Alyunos  problemas mate-
maticos que se estan estudiando  en Latino América. A
organizagcdo desse coléquio esteve a cargo dos Profs.
A. MONTEIKO e M .COTLAR, membros do Instituto de
Matematica que a referida Universidade criou re-
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CIENTIFICO

ADESAO DE PORTUGAL

membros da U. M. 1. o Brasil e a Islandia, todos no
grupo | .Ascende actualmente a 300 nimero de paises
que sdo membros da Unido.

Nesta assembleia foieleito o novo Comité executivo
da U. M.I.,queficou assim constituido :

Presidente: H. Hor-F; 1 °Vice-Presidente : A.DEN-
JOY ; 2." Vice-Presidente : W .V. D .HODOE ; Secreta-
rio: E.BOMPIANI; Membros eleitos : K. CHANDRASEKARAN,
J. F. KOKSMA, ti. MAC LANE.

Foram ainda eleitas Comissdes para: Publicacdes
Matemaéaticas, Intercambio de Matematicos, Directério
Mundial de Mateméaticos e Ensino Matematico.

Dentre as varias decisdes importantes tomadas
nesta Assembleia, destacaremos ainda as que se refe-
rem a organizagdo de coléquios :

«Um coléquio €& considerado como reunido dum
nimero limitado de participantes convidados, que
sd0 ou peritos oujovens cientistas prometedores, que
trabalhem numdominio actual deinvestigagdes ma-
teméaticas. Esta definicdo ndo exclui a presengadum
fraco nimero de alguns outros auditores, interessados
nos assuntos tratados».

«[*s*] A participagdo financeira da Unido é exclu-
sivamente reservada as despesas de viagem e de ins-
talagdo dos convidados».

«[+e*] Para oestabelecimento doprograma dosanos
futuros, o Comité executivo deverd ter em conta o
interesse dos diversos assuntos no estado actual
da ciéncia, das investigagdes efectuadas nos paises
em que tiver lugar o coléquio e doscoldquios reali-
zados nos anos precedentes. O Comité executivo asse-
gurarda um «roulement» entre as diversas regides
geograficas, onde reina umaactividade matematica,
e entre os diversos ramos da ciéncia. [*e*]».

E desalientar que oultimo Congresso Internacional
de Matematicos foija promovido e apoiado em parte
pela U. M. I..

J. Sebastido e Silva

ENDOZA

centemente em Mendoza, e dos Drs. A. ESTABI.IER,
L. MATTSSON e O.DODERA, do Centro da Unesco. O jjri-
meiro coléquio nogénero foi realizado em Dezembro
de 1951, emPunta dei Este, Uruguai, sob os auspi-
cios do Instituto  de Matematica e Estadistica, de Mon-
tevideu, e do mesmo Centro da Unesco. Prevé-se a
realizagdo doterceiro coléquio da série, emépoca a
ser estabelecida, no México. A exemplo de Punta dei
Este, o coldquio de Mendoza teve lugar nos arredores
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desta cidade, no aprazivel hotel balneario de Villa-
vicencio. O Gltimo dia docoléquio foidedicado a dis-
cussdo de problemas de interesse comum, tais como
publicacdes, intercambio de mateméaticos e reunides
latino-americanas. A comparagdo entre os coléquios
de l'unta deiEste e de Mendoza deixou aos seus par-
ticipantes uma sensacdo de progresso apreciavel
havido no ambiente matematico latino-americano
desde 1951, especialmente na Argentina, no México,
no Brasil e na Colémbia, nesta ordem aproximada-
mente. O coléquio de Mendoza contou com O concurso
dos seguintes matemadticos ligados, na época, a insti-

tuicdes latino-americanas: G . DUDEBANT (Franga),
A. GKOTHENDIECK (Franga), J. HOBVATB (Hungria),
E. LAMMKL (Alemanha), A. MONTEIRO (Portugal) e

G. MOSTOWV (Estados Unidos). Ascomunicagdes apre-
sentadas, quefardo parte deum volume a ser editado
pelo Centro da Unesco, foram as seguintes:

21 de Julho.

J. REYPASTOR (Argentina): La matemética moderna
en Latino América (Conferéncia de abertura).
22 de Julho.

L. SANTALO (Argentina): Questiones sobre Geometria
Diferencial afin  de superficies.

L. NACUUIN (Brasil): Alguns  problemas  sobre  espagos
vectoriais topoldgicos.

A. CALDEHON (Argentina): Funciones analiticas mul-

tiformes  de transformadas de FOURIER (em colabo-

ragcdo com R. ARENS).

A. GONZALEZ DOMINGUEZ (Argentina): Sobre cierlas
intégrales  divergentes  de la E lectrod inamica Quantica.
J. HORVATH (Colémbia): Transformadas de llilbert de

distribuciones.
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M. COTLAR (Argentina): Problemas
operadores Jiermitianos.
23 de Julho.

G. GARCIA (Per() : Forma absoluta

de los momentos y

dela transformation

de las ecuaciones de la Dinamica en un espacio  curvo
de n-dimensiones.
E. ZARANTONELLO (Argentina): Hidrodindmica g recien-

libres.
de las funciones  de
de LEGEXDRE y

les avances en la teoria de fronteras
M. O.GONZALEZ (Cuba) : Desarollo
LEUKNDUE en
aplicaciones.
A. MONTEIRO (Argentina): Aritmética
¢os  topoldgicos.

términos de polinémios

dos filtros e espa-

A. GROTIIENDIECK (Brasil) : Théorie des produits tenso-
riels topologiques.
J. ADEM (México): Operaciones algebraicas en Topo-

logia y algunas a problemas geométricos.
24 de Julho.

E. LAMMHL (Argentina): Sobre algunas
nes de la teoria de funciones de variable

P. P 1 CALLEJA (Argentina): Ecuaciones

aplicaciones

general izaeio-
complcja.

funeional.es  de

la teoria de magnitudes.

G. DEDEBANT (Argentina): Sobre una nueva definicion
de lafuncion  aleatéria y su teorema crgodico.

G. MOSTOW (Brasil): Seductive  subgroups of  algebraic
LIE  groups.

C. KLIMOVSKY (Argentina): Problemas relativos  a la
definicion  de oerdad légica en los sistemas semanticos
y sintacticos.

A. CALDEHON (Argentina): Intégrales  singulares (Con-
feréncia de encerramento).

L. Nachbin

| SEMANA DA MATEMATICA

Realizou-se de 1 5a 22de Novembro de 1954a
ai Semana da Matemadtica» na Faculdade de Ciéncias
de Lisboa.Organizada pela Associacdo de Estudantes
desta Faculdade, a «Semana» tinha como objectivos:

1. Divulgar entre os estudantes da Faculdade o
gosto pelo estudo da matematica, facilitando-lhes um
contacto directo com revistas, livros e temas de Ma-
tematica.

2. Levar ao seu conhecimento uma noticia tdo
desenvolvida quanto possivel do movimento mate-
matico portugués antigo o contemporaneo.

Com esta finalidade esteve aborta na Sedo da As-
sociagdo uma exposicdo durante toda a semana.

Do programa haaregistar asseguintes realizagdes:

Dia 15as18h. —Conferéncia pelo Dr. GUSTAVO DE
CASTRO sobre «O oficio de Matemético».

Dia 17as18h. —Sessdo de filmes de caracter pe-
dagdégico sobre assuntos de matemadtica elementar.

Dia 19as18h. — Conferéncia pelo Dr. JOAODE

FREITAS BnANCco sobre base da arte
musical».

Dia 20 as 18h. — Conferéncia polo Dr. JOAO SANTOS
GUERREIRO sobro «NUmeros reais».

H&4 ainda a acrescentar a publicagdo dum numero
especial darevista «Ciéncia» dedicado exclusivamente
a assuntos mateméaticos emquecolaboram alguns dos
mais representativos matematicos portuguéses con-
temponaneos.

Todas estas realizagfes foram acompanhadas coin
bastante interesse poralunos, licenciados, professores
e outras pessoas interessadas nos problemas da ma-
tematica.

A realizacdo desta

«A matemaética,

«Semana do Matemética» foi
possivel devido a colaboragdo tanto de alguns pro-
fessores como dos organismos seguintes : Gazeta de
Matematica, Portugaliae Matematica e Junta deln-
vestigacdo Matemdatica do Porto (este Gltimo contri-
buiu com um subsidio de 1.000jSOO0). M.J. V.


http://funeional.es

GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS

13

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

F. C. C.— MATEMATICAS GERAIS —2." Examo de Fre-
quéncia, 1952-53.

3826 — Calcular
i2x - y+ S =0
x+ 4y— 06z - 0O
[3x +Ly+ 2z =0

de modo que o sistema

tenha solugdes nédo nulas, c determinar essas solugdes.

R: k= 13 C/9

e z= C,

3/13.
com C

Sol ugbes: x = —7C/9,y -

qualquer.

3827 —Estudar erepresentar graficamente a (‘uncéo

y=1/(x"- x- 2).

R: Pontos cie descontinuidade XxX=—1¢e x= 2, em
que Vv se torna infinita com mudanca de sinal (y >0
para X < —1, e x>2; ey<0 para — I<x<2).
A funcdo  tem um méximo M= —4/9 para x= 1/2.
Ndo h& pontos de inflexdo, e além das duas ja indica-
das h& ainda a assinlota y — 0.

3828 —Calcular a 4&rea limitada pela curva

y*=\]-\-\Jx, pelos eixos coordenados e pelas rectas
x=aex=h.
1
R: 2\/b .
a
3829 —Demonstrar o teorema de LAGRANGE.

3830 — Demonstrar a regra para a derivacdo de
um determinante de terceira ordem, quando o0s seus
elementos sdo funcdes de uma varidvel x.

Solugdes dos u."" 332G a 3828 do L . M. do Albuquerque

I. S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS — 1.° Exame de

Frequéncia — 8 de Abril de 1954

3831 — Dadas as circunferéncias C\) (x —a)* +
+ —2)'=5 e C) (x-,iy’+(y +2y =R" resolva os
seguintes problemas :

X

a) Determine i e 1! por tonna que a recta >= —

seja tangente comum a C\ e C,. Determino também
as coordenadas dos pontos de tangéncia.

/) Sendo R—j/5, determine a por forma que C,
e Ci sejam tangentes exteriormente. Escreva a equacéo
da tangente comum no ponto de contacto de Cje C,.

GERAIS
R: As distancias  dos centros a recta, iguais aos  respecti-
[ _ 4. 1\ 9 3 /4-«V
VoS  raios:
4-a = =5,
Como o0s raios sdo iguais e as circunferéncias tan-
gentes exteriormente, a distancia  entre os centros éigual

a soma dos raios (a4 1)*+16—(2Vof =20,(a +1)*-4

a+ |l ==+2.
. F-2
A recta que une os centros tem a equagdo =
A'-a  X+2+1 o . 4
= e o seu coeficiente annular ¢ + —=+ 2.
a+ 1 +2 : : — 2 -
Sendo 0s raios iguais as circunferéncias tém contacto
«+ 1
no ponto médio do segmento que une os centros: \ =
12-1 +1
;= - =2 ou \ 1, m-2.
. 1
A equacdo da tangente : Y 2 = (X +1).
3832 — Definaconjunto fechado. Pode ser fechado

o conjunto (u,) dos valores dos termos duma suces-
sdo ? Porqué ?

Prove que todo o ponto de acumulagdo de (u,) é
limite de subsucessdes da sucessdo u,,. Se na sucessdo
u, ndo ha termo indefinidamente repetido e o con-
junto (I1,) tem um ponto do acumulagdo ¢, menor
do que to los os outros, que é c em relagdo a sucesséo
u, e também em relagdo ao conjunto dos pontos de
acumulacdo de (u,)? Poderd haver um ndmero infi-
nito de termos u,, inferioresa limu? e inferiores a
a K < Um «,? justifiqgue as suas respostas.

ScndO Jt,, mm e vA=\— t/logre calcular

lim u,, limy escolher oc por forma que o conjunto

[4¥ i,, JO,1] seja fechado.

sub-limite
acumu-
por-
néao

R : Todo o ponto de acumulagdo
de u, ; portanto ¢ sendo o menor dos pontos de
lagdo € um sub-limite, e & o menor dos 8ub-limites,
que ndo pode harer outro sub-limite menor,  por
haver termo indefinidamente repetido.
ao conjunto  dos pontos

de (u,,) é

Em relacéo de acumulagdo  de



(u,), ¢ € o minimo (limite inferior de \VEIEK3TRASS que
pertence ao  conjunto).
e 1+
e (em-1)
ie—
n
. lim 1, 1
lira u,=e-« B
n-« lim».
log D (I -f~ logn +log (1 +
+
log (n+1) 14
logn log u log 1
5 lim G,= |
com lim C,=
+ nlogn
Ora, se tem limite (u,>0) também |1/u,, tem
u,,
limite que é igual; residia pois limv,=»0.
11=»00
e
Para que o conjunto [u,,Vv,,0,1] contenha 5
deverd ser a= e.

3833 —Sondo 2 ct, uma sério dc termos positivos,
onde a,-*0, prove que adivergéncia de 2 aj implica a

divergéncia de 2*»! aconvergéncia dc 2 '!liimplica a

convergéncia de 2 ‘>.\(/—-
n

Prove que associando termos consecutivos numa
série convergente, *o obtém uma sério ainda
convergente e com a mesma soma. Verifique a
proposi¢do associando dois a dois os termos de
»

.

2 (—1)" * Considerando a mesma série, altere-se
(o] n+1
a ordem dos termos do seguinte modo 1 h
° 2 4
1 1 1 1
+
3- 6 8+ 5 ..,2n+1 2(2n+ 1)
1
+ eee: some-se, em seguida, cada termo
2(2n + 2) ' :
positivo com o termo negativo seguinte, obtendo-se
1 1 1 1
1 h eese  Mostre que se manteve a con-
2 4 6 8 ‘

vergéncia mas que se alterou a soma. Justifique este
resultado, enunciando os principios te6ricos que jul-
gue necessarios.

R : Como a, —»0, a partir de certa ordem  teremos
. a' / a'
1> a,> @|> al> — > \/ — .
n \"4 "
o 1 11
Na série 2 (—1)" temos: S,, =1 1
n+1 2 3

GAZETA D E MATEMATICA

1 1 1 1
4° 5 - 6 2n-1  2p &Na serie
, que se obtém da anterior assoei
\2D-1 2n
. . 1
ando-lhe  os termos dois a.dois, ternos a, = (1 )
1 1
"T-T) (T T T van -1 2
Vé-se que é S,—a, , eportanto se existt limS$s, =S
n=jo
também existe limo,, e este limite € igual ao  primeiro.
1
A série donde se partiu € conrergente: 2 ("1)"e.
p g 1) BT
a série a que se chegou depois dc efectuar as transjor-
~ . . 7 1 1 l l
magdes indicadas, é:
17/ 1 1 1 \ 1 " 1
~T\ ~ =2 ~3~9e- +...)
4 / 2 o] n+1
logo, consermu-se visivelmente a convergéncia, mas al-

terou-se a soma.

3834 —Seja f(x)— (x- a X ,/(0o) =0, uma
fungdo continua no intervalo (a,b). Se 9 (0o + 0) «e
=+00,(0 (x) admitir derivada finita para todos os
pontos de (a,b) e o(b)= v'.(6)=0, prove que f (x)
tem derivada de a a b e que essa derivada passa
por todos os valores positivos.

Sendo F (x) = (x —c¢)0(x), com 9(x) continua
cm x=c, qual deve ser o valor 8(r) para que [F (x)]
tenha derivada era x=c? No caso em que ndo existe
derivada, indique os valores das derivadas laterais
de IF (x) |l em x = c.

i
o* 41
Defina em x = 0 a fungdo <7(x)= — dc
6%+ X+ 1
forma que ela fique continua nesse ponto. A fungéo é
continua no conjunto fechado (0, + o0)? Porqué?

Calcule g'j(0) e </,'/(0). Haderivada no ponto x= 0?
R: f(x) € continua cm (a,b) e por ser f'(x) =
= p(x) + (x— a) tp'(x) vé-se que f' (x) existe finita

em (a,b);f(x) éuma fungdo rer/ular em (a,b).
f(x)—f(a)
£ = @(x) e quando x tende para a
X —a
por valores maiores, vem: f'(a)= +o00. Podemos es-
crever f', (x)=<p (x)+ (x—a) <f,(x) oqueda: f~(b)=0.
A derivada duma fungdo regular n&o passa dum va-
lor a outro sem passar por todos os valores intermédios.

[F(x)]-|F(c)] ~ I x- clel6(x)!1

lemos visto
x —C X —¢C
que, por ser 6(x) continua no ponto X —c, nem
F (c)=0.
Calculando  os limites laterais  desta fraccdo obtemos
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+1 6 (c) | elemos assim os valores das derivadas laterais.

Para haver derivada no ponto c deverd ser O (c)=0.

Dividindo ambos os membros de g (x) por e*, vem:
lim g(x)=1, faca-se pois g(0) = 1 para a funcdo
ficar  continua.

A funcdo é continua no intervalo fechado (O, + 00)
porque, j& se definiu com continudiade para x =0, e
continua em todos os pontos interiores, e & continua
para XxX= +00, porque existe finito o limg (x) = O.

wisto que g @) =14, vem: £EM ~ 9O =
X

1

eentdo é: g. (0)=-1,q9, (0)= O.

e* + x+1

1. S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
15 de Outubro de 1953.

3835 — Determine a constante k por forma que a
funcdo y = x*.e~ + tenha 2 por valor minimo e
determine as assintotas da sua imagem.

Desenvolva depois a funcdo em série inteira na
vizinhanca do ponto x = 1.
R: Aderivada é y'=—x(x—2) e".
X 0 2
=2 M
y o \
- 0 + 0 -
k = 2 porque para x= 0 devera ser y=2. O mi-
nimo é absoluto visto que lim Xx'e* + 2= 2.
X= + 0°
Para desenvolver em série faca-se

y=2+e-'"[e-"*» + 2(x- L)e-""-"+ (x—1)2 e~<*-»].

X X* X"
Ora de €' =14-X+ — + — + seet+— + oo
2! 3!
X X* X"
= 1—xA 1 +(-1)" 1
2! 31! n!
(x-1)* (x-1)°
donde e-"-" 1—(x—1) + —Nr ;= +
21 3!
(x- 1)

2(x-1) e-"-)=2(x-1) -2(x-1)*+ 2 2
(X—1)4 x— 1"

20 g H  h(-D="=2¢ny 4

15
(x- D=
X —1)"e"»»=(xX- 1) -(x-1)" 4 ’
(x-1)» ) x - 1)" -
31 + eee+ (- |) (n—2)| + oo
Porta/i to
y=2+e"' M+ (x-1)+ (x-1)*i'l ¢ 4

1
+ 2 (-i)-(x-iW-

(n- =1 " (n_2)1)] -
3836 —Determine a pardbola cubica que para
x —0,1,2,3 assume os valores y—1,6,21,52 res-
pectivamente. Empregue a condensagdo de matrizes.
R: A pardbola procurada c y=A-f-Bx+Cx*+ DX*
e as condi¢des dao
1=A
6=A+B+C+D
21= A f2B +4C + 8D
52=A+3B + 9C+27D

A=

B+0+ D=5
2B +4C + 8D-20
3B + 9C + 27D = 51

Condensando a matriz do sistema vem sucessivamente
1115 > 1115 » 1115-* 1115
24 820 02 610 0135 0135
392751 0 624 36 0146 0011
Temos pois o sistema  equivalente

A= 1 A= |
B+C+ D=5 B =2 . a parébola vem

C+3D=5 C =2
D=1 D=1 y=1+2x + 2x*+ x°

3837 — Deduza as equacdes da recta r que passa
pelo ponto z=t do eixo O/i e vai apoiar-se sobre as
duas rectas

'X= z—4 x+1 y+3

y-2a+ 1 1

Ache o lugar geométrico dos pontos médios do
segmento que nessa recta determinam o0 eixo e a
recta ?e,.

Escreva a equacdo earteziana da projecgdo orto-
gonal sobre o plano XOY daquele lugar geométrico.

R: Oponto (0,0,t) e a recta r,
ir, que conttm a recta r. O j>onto (0,0,t) e a recta
r, definem um jrfareo IT, que também contem r. As
equacgbes de r serdo pois as equagdes de JT, e 7r, consi-
deradas simultaneamente.

definem um plano
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Para achar a equagdo do plano rr,, considerc-se a
equacdo do feixe dos planos que contém r,
x-zfd)+ X(y- 2z- 1)=0
e dctermiiic-se aquele que contém o ponto (O, O, t), isto é:
hatd( 2t-1) =0 4t
S thadd B 2t +1

4-t
m,— X—z+ 4 (y-2z-1)=0.

2t -1
Precisamente do mesmo modo obtin/iamos a equagao
1 —3t
do plano ir,—x—3z + IH (y—4z+3)=0.
4t —3
Procuramos o ponto de encontro das rectas
X z—4
* =2z + |

z+ 4 f 2z-1 =0
2t+1(y_ )

3t
Sz+l+  _a(y-4z +3) =0

Resolrendo o sistema de tres destas quatro equagoes,
temos depois de eliminar x entre a 1.",3." e -i.".

J y-2/-1=0
11-3t)y+ 2+4t)z+ 12-211-0

GEOMETRIA

F. C L.—GnouBTitiA DESCRITIVA —2."" Exame de Fre-
guéncia — 15 de Maio de 1951.

Ponto n° 1
3838 — Daila unia superficie conica [f], definida
pelo vértice V e pela directriz circular existente ein
v,, € dado um ponto P, conduzir por P duas tan-
gentes a superficie, sendo uma de nivel e fazendo
outra um angulo de 60° com a primeira. Indicar os
pontos de contacto.

3839 —Seja AU um segmento de 4cm, paralelo a
I.T, de cota e afastamento iguais a5cm; e CD um
segmento vertical de 5cm, complano com Ali e tal
gue os dois segmentos se cortam ao meio.

a) Que nome tem a superficie gerada pela elipse de

eixos Ali e CD quando roda em torno de CD?

b) Qual a envolvente da familia de planos tangen-

tes a superficie que fazem um angulo de 60" com
t,, 0 tocam a superficie em pontos acima do
equador ?

c) Determine o plano da familia anterior que passa

por um ponto dado.

GAZETA DE MATEMATICA

donde
1 —2
21t-12 2+4t
=z—-4 y =
1 —2
1—3t 2+4t
23t—11 24t - 13
1(2-1)
As coordenadas do ponto de encontro de r com r, sado:
16t-29 23t - 11 24t -13
2-1 V 2—t 22- 1

e as coordenadas do ponto médio
-2t* + 28t-13
~ 4(2-1)

10t- 29
4(2-t)

_23t—11
"(2-1)
Estas sdo também as equagdes paramétricas do lur/ar

ritomélrico. A projeccdo ortogonal sobre X OY desta

curva, tempor equagdes paramétricas

231 - 11

2(2-1)

16t — 29
T4(2-1)

Eliminando o pai amefro t obtém-se a equagdo car-
8X + 29

que substituida
4(X +4) *
na segunda conduz a 140 X—6Y-H 491=0. Ap>ro-

jeccdo é uma recta.
Solucdes do n.° 3S31 a 3S37 do J. R. Albuquerque

DESCRITIVA

teziana: da primeira vem t =

3840 — Definido um liiperboldide de revolucdo de
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, e dada
uma recta r, determinar um plano TT—e—r que corte
o hiperholéide segundo uma parabola. Indicar adi-
reccdo ilo eixo da seccdo. Apresenta alguma parti-
cularidade o plano tangente ao liipcrboléide paralelo
a Tv?

3841 — Dados 3 pontos A't, B'i, Cj, determinar
o centro da circunferéncia que por éles passa, e 0
ponto de encontro, com a circunferéncia, da recta do
seu plano que passa por A e faz com v, um angulo
de 45". Resolucdo no sistema de projecgbes cotadas.

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° Exame de Fre-
guéncia - 22 de Maio de 1951.

Ponto n.° 2

3842 — Dada uma superficie conica [f],definida
pelo vértice V e pela directriz circular existente em
v,, € dado um ponto P conduzir por P uma tan-
gente a [f] que diste d cm da projectante ver-
tical do vérticef Indicar o ponto de contacto.
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3843 — Definida uma superficie conica [T] pelo
vértice V e pela directriz circular existente em ip,,
e dada uma recta r:

a) escolher um plano o—s—r

[f] uma seccdo hiperbdlica ;

b) determinar o centro da hipérbole.

c) determinar um ponto da seccdo em que a tan-

gente sejahorizontal.

que produza em

3844 — Definido um hiperboloide de revolugdo de
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, condu-
zir-lhe planos tangentes passando por uma recta dada.

3845 —Dado um plano o= n,-P,, determinar
uma recta do plano a que faca um angulo dado com
Vo e diste 2cm do ponto P. Resolugdo no sistema de
projecgOes cotadas.

F. C.L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° Exame de Fre-
guéncia —29 de Janeiro de 1952.

Ponto n.° 1

3846 —Dada a projeccdo vertical de um tridngulo,
a projeccdo horizontal de um dos vértices e a inter-
seccdo do plano do tridangulo com o segundo bissector,
determinar :

a) a projeccdo horizontal do triangulo;

b) os tragos do seu plano;

c) o lugar geométrico dos pontos deste plano de

cota igual ao afastamento.

3847 — Dadas duas rectas concorrentes r—es—p,,
e s—e+—(3 4, determinar as bissectrizes dos angulos
gue elas formam, e os pontos de cota ¢ que estdo a
igual distancia das rectas dadas.

3848 — Conduza por Ai(0,0,0) uma recta de <
gue forme um angulo de 45°com LT e considere o
plano a definido pelo ponto P (3,2,1) e pela recta
anterior. Seja R um segundo ponto do plano de ab-
cissa 6 e cota 3. Determinar as projec¢des do qua-
drado do plano a de diagonal PR e o vértice da
pirdmide regular de aresta lateral igual a 3 e cuja
base é o referido quadrado.

3849 —E dado um triangulo [ABC] sobre <p..
Determine uma direccdo d tal que otriangulo [ABC]
projectado sobre v,, segundo d, dé origem a um
triangulo equilatero.

F. C.L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 1" Exame de Fre-
guéncia —5 de Fevereiro de 1952.

Ponto n.» 2

3850 —Dado um plano a definido por 3 pontos
A (0,2,0), B (1,0,2) e C(3/2,1,3/2) e p, defi-
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nido por uma recta de maior inclinagdo, determinar :
a) os tragos do plano (3.
b) a interseccdo dos dois planos .
€) o ponto da interseccdo de cota igual ao afasta-
mento e o0 ponto da mesma recta de cota e afasta-
mento simétricos.

3851 — Dados os pontos A—*—[3,,, B—+—p,, e
C qualquer, determinar :
a) o angulo ACB .
b) a projecgdo vertical de um ponto M, de que se
conhece Af', sabendo que o ponto estd a igual
distdncia de A e B.

3852 - Dados os pontos A (0,4,2), B (3,6,3)
e C(5,5,1), determinar o centro da esfera quo por
eles passe e cujo raio é igual a 4.

3853 — Dado um trapésio [ABCO], determinar o
centro, 0 eixo e as rectas limites de uma homologia
gue transforme o trapézio num quadrado de lado dado.

F. C.L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° Exame de Fre-
guéncia - 20 de Maio de 1952.

Ponto n.°1

3854 —Para resolver no sistema de projeccdeB
cotadas :

Dadas duas rectas p e g e um ponto P, deter-

3

minar ri\]:p e o'angulo de r com v,. Unidade
Ul
para as cotas: 2cm.

3855 —Definida uma superficie conica pelo vér-
tice e pela directriz existente em tp,, conduzir por
um ponto dado P uma tangente a superficie de pro-
jeccdo paralelas e indicar a distancia de P ao ponto
de contacto da tangente com a superficie.

3856 — Seja AB um segmento paralelo a LT,
de comprimento 5cm e CD um segmento de 4cm,
perpendicular a v,, e tal que os dois segmentos
se cortam ao meio. Tomando CD para eixo trans-
verso e AB, para eixo imaginario de uma hipérbole
[K], qual a superficie [»] gerada por [h~\ quando
roda em torno do eixo vertical? Existe alguma recta
gue gere a mesma superficie? Definir pelo vértice e
por uma directriz o cone assintético da superficie
(se existir). Qual o plano polar de Os AB *CD em
relacdo a superficie? Determinar um dos planos tan-
gentes a [t] que fazem um angulo de 45° com \WQe
passam por um ponto dado.

3857 —Seja [c] uma circunferéncia de ip,* [»)
um hiperboldide de revolugdo de uma folhadefinida.



pelo eixo vertical e por uma geratriz. Considerando
um plano assintético a do hiperboldide cujo trago
horizontal forme com LT um angulo de 45°, deter-
minar o vértice de uma superficie cénica de directriz
[c] que seja cortada por a segundo uma hipérbole.
Indicar as assintotas da sec¢do e um ponto de tan-
gente horizontal e determinar os vértices e focos da
projeccdo vertical da hipérbole.

F. C.L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame Final —
24 de Junho de 1952.

Ponto n.° 1

3858 — Seja [a] uma superficie conica de vértice
V (0,1,1) e cujadirectriz éumacircunferéncia exis-
tente em v,, de centro G{— 1,2,0) eraio 1. To-
mando uma élipse de v,, de centro £(3,3,0) e
semi-eixos 1 e 2, para directriz de uma segunda su-
perficie conica [B], escolha um vértice para esta su-
perficie por forma que na intersecdo de [a] com [8]
haja dois ramos hiperb6licos e um parabélico, ein-
dique a assintota de um dos ramos hiperbodlicos.

3859 — Definido um hiperbol6ide por d.,1v,, d, \\go
e d, determine urna 4.* geratriz d, do mesmo sis-
tema, e defina, pelos tracos, o plano tangente & super-
ficie que passa por um ponto dado e contém a gera-
triz d,. Indigue o ponto de contacto.

3860 — Definido um parabol6ide hiperbélico, por
duas directrizes e ipo como plano director, determine
as assintotas da seccdo feita por um plano iv,.

3861 — Dado uma recta r \\B24 e uma superficie
conica definida pelo vértice e pela directriz circular
em v,, conduza um plano tangente a superficie pa-
ralelo a r. Determine o d&ngulo que faz com <> °
plano obtido e os pontos do plano equidistantes de
W e tpo.

F. C.L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame Final —
30 de Junho de 1952.

Ponto n.° 2

3862 — Seja [0] uma superficie conica de vértice
V (0,1,2) e que tem por directriz uma circunferén-
cia existente em v,, de centro C(2,7,Q) e raio 1.
Tomando g \$, para direccdo das geratrizes de uma
superficie cilindrica [B], escolha em <p uma direc-
triz para esta superficie por forma que se verifique
um duplo beijamento na interseccdo de [0] com [3.].
Indique os pontos duplos da interseccdo e determine
as tangentes num déles.

3863 — Definido um hiperboléide por 3 directrizes

GAZETA DE MATEMATICA

10> ll'fo © ~3) determine o centro da superfi-
cie e o pardmetro da geratriz <7j_vo.

3864 — Mostre, a partir da féormula de CHARLES,
como varia o plano tangente ao longo de uma gera-
triz de urna superficie empenada. Exemplifique para
o0 caso do paraboléide hiperbélico isosceles definido
por 2 directriz e <o como plano director, conside-
rando os planos tangentes em pontos de uma geratriz
de frente.

3865 —Dada uma esfera de centro C eraio r,
conduza-lhe um plano tangente por um ponto exte-
rior de modo que o ponto de contacto tenha uma cota
dada. Conduza por P uma recta do plano obtido que
faga um angulo dado com as frontais do plano.

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1'" Exame de Fre-
quéncia —29 de Janeiro de 1953.

Ponto n."" 4

3866 — Dados os planos a= Per (r=r") e 8,
definido por urnarecta de maiorinclinacdo, determinar:
a) a interseccdo dos dois planos,
0) os pontos de a aigual distancia de WQe cpg.
c) os pontos de B tais que cota+ afastamento — K
(constante).

3867 — Para resolver em geometria cotada : Dada

uma recta r | e um ponto P', obter sobre

r dois pontos Bf e N a uma distancia dada de P
e determinar o lugar geométrico dos vértices de todos
os tridngulos do plano P-r que tém por base MN
e area dupla da do triangulo [PMN]. Unidade para
as cotas : 1 cm.

3868 —Seja a um plano definido pelos pontos
M (0,0,0), .4(1,2,-2) e P(3,1,1). Determi-
nar as projeccdes do triangulo equilatero de vértice
em P e com um dos lados sobre MA e o centro da
esfera que passa pelos vértices do tridngulo e pelo
ponto £(8,1,1).

3869-Considere os pontos <S(0,0,5), 4(0,4,0),
B(-1,5,0), 0(Vvi,7,0), D(2,4,0) e P(3,6,3).
Colocando em S um foco luminoso e supondo trans-
parentes os planos de projec¢do, conduzir por P um
plano onde o quadrilatero opaco [ABCD] produza
uma sombra com a forma de um paralelogramo. De-
fina a sombra pelas suas projec¢gdes. Como determi-
nava um segundo plano onde a sombra fosse um pa-
ralelogramo de area dada?

3870 — Para resolver em geometria cotada: —Dada
uma superficie cilindrica de directriz circular exis-
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tente em v, e de geratriz com declive igual a 100"/,
conduzir por um ponto dado duas tangentes a super-
ficie sendo uma de nivel e fazendo a outra um angulo
de K° com a primeira. Indicar os pontos de contacto.
Unidade para as cotas: 2cm.

3871 — Dado um elipsdide de revolugdo de eixo
vertical [ej e uma recta de nivel n, seja ff a fami-
lia de planos tangentes a [s] paralelos a n. Que
nome se da ao lagar geométrico dos pontos de con-
tacto dos planos de ff? E ao plano que contém esse
lugar geométrico? Determine um plano da familia ff
gue passe por um ponto dado.

3872 —Demonstrar que ainterseccdo de duas qua-
dricas de revolugdo, com um plano equatorial comum
se projecta ortogonalmente sobre este plano (ou qual-
quer plano paralelo) segundo uma circunferéncia.
Aplicar o resultado a determinagdo dos pontos de

ANALISE

F. C. C. — CALCULO INFINITESIMAL — 2 ° Exame de Fre-
quéncia — 1952-53.

3874 —Determinar as trajectorias ortogonais da
familia de curvas y*+ y = k x.

R: 4x + 2(y'+y)-log(l + 2y) = C.

3875 — Determinar a curva integral da equacgdo
X+ Dyy"+ (x+ Dy"=yy
gue contem os pontos ~1(0,0) e B (—1,1).

R : Trata-se de uma equagdo de LIOUVILLE que tem
por integral geral y*= C(X*+ 2x)+ 2C . A curva
integral que contem os pontos dados corresponde aos
valores C'= 0 e C= —1 das constantes.

3876 — Determine a 4rea da regido limitada pelas
curvas y=logx, x=0, y==0 e y= 1.
R: e —1.

3877 — Mostre como se pode integrar a equagao
y' - I(yIx).

3878 — Demonstre o teorema de Du Bois REYMOSD.
1. S. C. E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — 1" exame de
frequéncia extraordinario pratico — 19-3-954.
|
X*—2x+ 1

o
eCalcular / e — Trzdx.
J X3x - 1) (x4 1)2

3879

encontro de uma recta com um elipséide alongado de
revolucéo.

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA— 2.° Exame de Fre-
quéncia — 20 de Maio de 1953.

Ponto n.° 4

3873 — De uma superficie conica de 2* ordem
conhecem-se 5 geratrizes, uma das quais de nivel e
outra de frente.

a) Determinar o género da directriz da superficie

em v,.

b) Conduzir por P (dado) um plano que seccione
a superficie segundo uma hipérbole de que sejam
direccbes assintdticas as geratrizes de nivel e
de frente dadas.

c) Determinar as assintotas da seccdo e indicar
como se podem obter os eixos, vértices e focos
da sua projecgdo vertical.

INFINITESIMAL

r 2-2x+1 x-1
. ) edx edx=
©3(,4-1) (x+1)° J 3 (x+1)3 (x*+1)
1 4 1 7
= 12 log x +
2x2 X ‘ (x+ 1) 2(x+1)

3 1
+ 14 log x+ 1)+ — log xS+ | ) + —arctg x+ K.

I
3880 — Determinar uma férmula de recorréncia
C@a+ xr

para océlculode /,,,,= _/ dx

m>0,»»>0
J (a*+ x)"

e inteiros.

Calcular em particular:

r C I a+a
a) (a+ x)dx b) / c) 1 dx.
J ' V(as+x?): V (S
Sat x)°-t(a +x)’
R: 'man= [/ dx =
J (a® + x3)"
[*(@a +ex)=-*"(a" + x*) + 2ax (a + x)">-2dx _
3 (@ +x)
@+ x)"-'x
Im-s,-i +a /(- - =i =
a(a + x)=-° a(m-2)
;—'m-3 ii-l + |*

(n—1) (a* + x?)°- H
(a + X)»+nl 1
— +

ati)»dx=i
( )> m+ 1
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C dx 1 raz +xT-x1/"

J (@ +x)° " &,/ (@ F x:
1 r dx 1 T2x2dx
&*J a-t-x*~21iJ (a +,2)2"'

’
b)

arctg 1
24 a *34*(a* + X))

*a+ x | I f 2 x .
cl dx = al 1 dj
ol(a* + x2)3 J (ai+.2)3 2,/ (a*+ x*)*

a+ xX'-x*
dx .

. (2 + x2)3 4(a2 + x2)2 aj (@ + x)2

1 /"2x'dx .

i— arctg - +
~2alJ (@ + R)3 4 @ + x22 2a a
1 (@ + x*)-
tow (@ + x) 4 @ -\ 2)2 2 X+
X X
arctg h
2a* a 2a3(,2+.,2)
1 X
y arctg —-
4(a2 + x2)2 4a(a2 + x22 8 a* a

8a (@ + Xx)
11

3881 — Determinar a condicdo de existéncia de

> =
|-= -ax com
'\i X' -1

este integral para m= 2,n = 4 e para m—I,n = 4.

ra,re;, *0 inteiros e calcular

R : A condicdo de existéncia & m< n+ 1.

Para m=2,n=4 vem:

r»x2-1 *dx r 1"
P dx = /C = arctg x =

Jo x*-I Jo x2+1 L Jo 2
Para m—1,n=4 vem:

' x — | r dx
“Jo i*-T ""Jo (x+ 1) +1

fi-l e

J \Y 2(X2 +1 2(x'+1)/
° - m% x2( +)7Tartg()§< )
IXMTT 2 Jo 4

W -

1. S. C. E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — 1° Exame de
frequéncia extraordinario (teérico) —20-3-954.

3882 —a) Sendo P(x\y,2) um ponto variavel e
Pi (a,6,c) um ponto fixo, determine uma funcao
escalar u, s6 da varidvel x, que satisfaga a equagdo

P - P)2

div grad (Pi-0)°

= grad u/(P — P.)
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sendo O a origem dos eixos, (coordenadas cartesia-
nas ortogonais).

b) Discussdo—Em que dominio existem funcdes

reais u{x) satisfazendo a condicdo dada?
R :a) A equacdo dada equivale a
) (x—a)2+(v-b)2+ (z—c)2 du
div grad i 'I;Qererl_dz - Td)Z I/[(*-a) 1+
+ (y—b) J+ (z—-c) K] ou ainda 2 e+ @
du
dx (x-a)
6dx
du =
@+ b*+c¢) (x- a)
_ 6 ICdx 6log (x —a) ‘ C
T a2+ b2+ c2] X-a @+ b2+ 2 '
b) O dominio terd de ser evidentemente (a, + 00).

3883 — Verifique:

1.°) Que o teorema de Peano ndo é aplicavel ao
sistema:

2i=3x +2X%°
yz —Xx* + x°
j3= 4x* + 3x* no intervalo (—a, a).
2.°) Que as fungbes sdo linearmente dependentes,
qualquer que seja x.
Que conclusdo deve tirar-se destes dois factos?

R : 1") O Wronskiano do sistema
é W= 3x*-t-2x° x'+x° 4X*+3X°
6x +6x» 2i+3x° 8x+9x°
6+ 12 x 2+ 6 x 8-1-18x e como o0s
complementos algébricos da Ultima linha sdo todos nulos
em x = 0, ponto interior a (—a,a), ndo se pode
aplicar o teorema de Peano.
2.°) Existe um teorema que diz : «Se um sistema de
lungbes for linearmente  dependente o Wronskiano  das
funcdes é identicamente  nulo».
Ora € evidente que W = 0 para qualquer valor Xx
(a terceira coluna é a soma das duas primeiras) e entdo
estd verificado que as fungles sdo linearmente  depen-

dentes.

Destes dois factos conclue-se que embora o teorema de
PEANO ndo seja aplicAvel as fungBes dadas elas séo
linearmente  dependentes. O teorema de PEANO e o0 teorema
enunciado em 2.°) ndo sdo proposi¢es  reciprocas.

11
3884 — Como se sabe, demonstra-se a existéncia
do integral de STIELTJES

I f(x)dF(x) quando f(x)
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for continua e F (x) de variagGea limitada em (a,6).
Veja se sabe definir um integral de STIELTJES

J  f(x) dF(x) que seré finito sem que a funcdo F (x)
«eja de variagdo limitada.

v
71-1
3885 — Verifique que divgrad/(r)= ['(»*) +o
r

y'(r) sendo /(r) uma funcdo escalar da distancia r
«do ponto variavel P (x, X,,e®**X,) doespaco n-di-
mensional a origem 0(0,0,-- 0). Supde-se, bem
eentendido, que existem as derivadas /' (r) e /" (r)
.(coordenadas cartesianas ortogonais).
R: r=yXxjereee-rx* ecomo:

af_df Ar_ O
dx, dr (Ox,
af f(n,,

() - vem: divgrad f(r) =
i~ ) » » f(ry (@) -
k—1 @X] r* ksl kel T re
pay PO TM N ().

X S. C. E. F. — ANXLISE INFINITESIMAL — 2" Exame de
frequéncia teoérico (ordinario) 14-6-54

3886 —a) Verifique que a equagdo yzdx —

— XBdy —y dz —0 é completamente integravel.
X

b) Sabido que F= logz = C éintegral da
y
eequacdo, verifique que X = é factor integrante.
y’s
"

3887 —Verifique que a equacdo yg*-{xp =1z é
integravel por dualidade e integre-a.

3888 —Sendo P (Xxj,X,, ***X,) um ponto do es-
gjaco n-dimensional, diga como se extende o conceito

de J/(P) dv quando:

) f{P) °* toma infinitaem V um ndmero finito
-de vezes; b) t\P) se torna infinita em V um na-
mero infinito de vezes; c¢) o dominio V é ilimitado.

Mostrar que /] sen (x*-f-y*)dx dy é divergente

equando A é o primeiro quadrante.
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3889 —Seja U(x, y) «<=Const, a equacdo geral
duma familia de curvas planas r num sistema de
eixos rectangulares. Qual é a condicdo necessaria e
suficiente a que deve satisfazer U (x ,y) para que as
curvas que cortam as curvas T sob um angulo cons-
tante * sejam representadas, qualquer que seja »,
por uma equagdo da forma U (x,y) + V (x,y) tg a=
= C onde V (x, y) é independente de a e C desi-
gna uma constante arbitraria.

Explicar o resultado por meio da teoria das fungdes
analiticas duma varidvel complexa.

3890 — Analise os casos de indeterminacdo, nos
problemas do calculo das variagdes, relativos:

1°) aointegral / /(x,y,y") dx ;
Jm

2.°) ao integralduplo J J f (x,y,z.,p,q) dx dy.

1. S. C. E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — 2* exame de
frequéncia teodrico (extraordinario) — 3-6-954.

3891 — Se v=f{u) ¢ uma fungdo que admite as
derivadas / (u) e /" (u) sendo u uma funcdo homo-
génea de grau n das varidveis x e y mostrar que :

X* 12Xy y* =
dx" dxdy dy*
= n(n-luf> (u) + n»u»f» (u)

3892 — As férmulas de RIEHANN e OSTROQRADSKI
no calculo de areas planas e de volumes.

3893 —Considere a funcdo de varidvel complexa
w = arctg2 (a=x + iy).

1.") POr esta funcdo na forma P(xy) + i(Qxy)
onde P e Q representam funcdes reais das variaveis
reais x e y.

2.") Definir as curvas representadas em coordena-
das rectangulares pelas equagbes P — constante,
Q = constante.

*3."") Achar o angulo segundo o qual uma curva da
primeira familia corta a outra da segunda familia.
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3894 — Encontrar as expressdes gerais das duas
fungbes P(x,y,2) ,Q(X,y,2) tais que as duas
equagbes : dz =P(x ,y ,z) dx + Q(X, y,z)dy

dz = 2[P(x,y,z)dx + Q(X,y, z)dy]
sejam uma e outra completamente integraveis. En-
contrar a expressdo geral das funcdes X(xy,z) tais
que a equacdo :

dz =>\ (x,y ,2) [P (xX,y ,2) dx + Q(x,2,2) dy]

seja também completamente integravel.

3895 — No problema de calculo das variagdes

respeitante aointegral / F (xyy' dx afun-
' dF
cdo y(x) é dada pela equagdo diferencial 1) —
oy
dx \dy' ) © dx* \ay"J

Provar que: a) a equagdo 1) é de segunda or-

dem se F(xyy' = y"f(xy.y) + gixy.y).

b) a equagdo 1) reduz-se a uma identidade quando
ey v L caf  d<f onde ¢ é
( .Yy ) =y dy. dy dx

funcdo de XY,y

I. S. C.E.F.— ANALISE INFINITESIMAL — Exame final -
Epoca de Julho - 16-7-954.

3896 —Se F{X.,X.,X., X, X., X,)=¢(X,Y,2Z),
onde X=X,X,—X,X5, Y= X,X,—X,Xe,Z=XjXj—
— Xj x,, mostrar que:

a) X!F>» + xX,F,, +xtFx, =0

b) x, Fx, + x, F'X, + X, F'x, — 0.

Demonstrar ainda que, sendo F homogénea de
grau n em Xj,X,,X, ,¢ é também homogénea de
grau n em X,Y,Z e F homogénea de grau n
em X,,X,, X, .

R: a)x,Fjt, + x, F'x. + x,F'x. - x, (", x, -
—azZx,) + X,(—¢'Xxj4¢'zx,) +
+ X, (tp'x X, —¢'y X,) = O.
b) x.F'x, + x,Fa, + x,F'x, - x,(-¢yx,+
<p'ix,) + X, (¢'XX,—¢'zx,) 4-%X, (- Pxx,+ ¢cyx,) =0.
Sendo F homogénea de grau 1lem X), x,, X,, tem-se,

segundo o teorema de EULER: (1) xj F'x, 4- x,Fx, 4-
Ax,F' = nF(X], X, X, X, X, X)) = ng(X,Y,Z).
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Ora xjF'X, 4 x,F',, & x,F'X, = Xj(-¢',x, +
4 ¢'zx,)4x. (xM—¢zX) 4 x,(-¢'. x, +
4-¢'y X)) = (X, X, — X, X)X 4 (x,x, —Xjx,)¢'y 4-

4- (X, X, —Xjx,)¢'z=X¢", &Y P+ Z¢', ea igual-
dade (1) aa imediatamente

X¢'. 4 Y¢',4Z¢g' ., =n¢g(X,Y,Z), caq.d.

Para demonstrar que F ehomogénea degrau n enfc
X.,X,,X,, basta notar que:

X, F'x. +ex, F'x, 4 x,F'%, - x,(¢',x,- ?'Xx,) 4

+ *5 (- ¢- XJ4¢zxj) 4 x.(¢'.x,—¢", x,) =

= (XX, —X,Xx) ¢ A (X, X, — X, x,)¢", 4
4 fx, X, —x,.x)¢". - X»V+ Yg¢ydZg', =
= neg(X,Y,Z)- nF(x,,X.,,X,, X,,X,,X,)
0 que mostra que F éhomogénea de grau nem x,, X,, X,.

3897 — Sendo r uma curva plana, considerem-st*-
as circunferéncias de raio r cujos centrgs estdo em.
r. Determinar a envolvente desta familia de circun-
feréncias e provar que ela é constituida por duas
curvas paralelas a r a distancia r.

R: Sendo y= f(x) acurva T afamilia de circun-
feréncias de raio r cujos centros estdo em r*f(x,y,c) =
= (x—c)* 4 [y—f(c)])—r*= 0 epara achar a en-
volvente tem dese eliminar c entre as equagdes :

ff(x,y,c)=0
| fc(x,y,c) =0

c)'+ [y-f(c)]*-r' =0
2(x.-¢)-2{y-f(c)1f (c)-0
rx—c) 4-[y- I -rr=0
c-[y-f(c)If'(c)

ou sej

ix =

A envolvente &, pois, em equagBes paramétricas r

y-f(C) E\jw (c)174-1

rf (c)
dy
dy dc .
Como —-= -f (c), como facilmente se pode
dx dx
“dT
verificar, fica provado quea envolvente é constituida,

por duas curvas paralelas a V.

3898 — Dada a equacdo linear:

cPy dy

() yi+p(e)e/-
CI X Ct3

+aW»-o0
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tome-se uma nova variavel independente t ligada a
x pela relagdo t=-0(xs) e a equagdo (1) é substi-
tuida pela nova equacdo linear:
d*xy dy
W 78 +* Wrf7+ 2<wWf-".

Encontrar a condigdo a que devem satisfazer os
ecoeficientes p e g da equagdo (1) para que seja
possivel escolher a funcdo ¢ de modo que a equagédo
(2) tenha os seus coeficientes constantes.

2
Supondo p e=—, encontrar a expressdo geral de
X
(x) eointegral geral da equagdo (1) correspondente.
t o ‘y v vy Yy » .
R: Temse —= —0'(X) €6 —— —— +e°
dx dt ) dx* dt*
dy e substituindo  estes valores em (1) obtém-se
dt
Y dy =0 epara que
*a equagdo 0" -f(pg¢' P a

ecla se reduza aforma (2) ter4& de ser:
fptpr + ¢'= a?"”
tghro"”
obtém-se

Derivando em ordem a X a segunda equacao,

ALGEBRA

T. C.L.— ALGEBRA SUPERIOR — Pontos de frequéncia
do ano de 1953/54.

3899 — Mostrar que todo o grupo abeliano finito é re-
sollvel (admite uma série normal de factores abelianos).

3900 —Se um anel © tem um numero finito de
geradores, prove que S° também tem um ndmero
finito de geradores. Quais? Generalize o resultado.

3901 — Mostre que um anel simples que é anel
zero, isto é, tal que 0’ = (0), é um grupo finito.

3902 —Seja Sltum moédulo —Si. Determine a ex-
pressdo geral do grupo gerado por x . Note que tal
grupo com cada elemento contém os resultados das
aplicacBes dos operadores de D, por ser sub-mddulo
-admissivel.

3903 — Sejam S3¢=2l, dois anéis de caracteristicas
78

Mostre que todo o anel S3 se pode mergulhar no
anel 21, com unidade, e tal nue y —y

79j- Prove que 7gj<;79|-

3904 —Seja 6 um anel simples que n&o é anel
zero (Q*=f=(0)). Mostre que o centro =f={0) é um
eCorpo.

23

PT" +2" - »?2"
g = bip" e
q - 2bg'g”

0 sistema de 3 equaghes elimi-

1/

ql\
nando o e &" vem — (PH }—C aue €'a relagédo
qaVv 2q

procurada.

2
Sendo p —27 e, substituindo na relagdo ja  deduzida,

1 qu = +y'xq (X = const.) equagdo di~

obtém-se:

ferencial que se pode linearizar fazendo +v/Xq= —.
u

é 2u —xu'= Ax que inte-
ke»

grada d& U= U +Ji1" e portanto g i yr(x+ a)«

(a,k constante).

A equacdo (1) éentdo y" H

A equagdo linear

2 . k a? -0
X y X* (x +a)* y=
de variaveis

e, fazendo a mudanca

d* d
—ryj+ —y+ ky — 0 c¢ue se integra

t= log
X + a

obtém-se pelos

métodos ja conhecidos.
Solugbes dos n.°* 3879 e 3898 de Fernando de Jeans

SUPERIOR

3905 —Seja 21 um anel totalmente redutivel. Mos-
tre que

a) Se a é um ideal bilateral de SI entdo
0 como anel, é totalmente redutivel.

6) Se 31, 31* SU* forem os radicais de a, entdo
0 pode-se escrever

=3+6
= 31% + 6+

v O o

em que 6,6*, b**, sdoanéis cujosradicais 31,31*,91**
S&o nulos.

3906 — Seja 21 um anel comutativo. Prove que o
radical 91 é a interseccdo dos ideais bilaterais 6 tais
que 31/6 tem radical 91= 0.

3907 — Considere o determinante
A= detl2a, b, |
como funcdo dos vectores
a-= lan fin!
i"—1,2,een

admitindo que os b, s&o constantes. Tendo em conta
que a verifica 2 propriedades caracteristicas dos
determinantes h& uma proposicdo que permite deduzir
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a regra do produto de determinantes. Diga quais sao
as propriedades verificadas e deduza que efectiva-
mente se tem

4" 1<liMfy»l-

3908 —Seja 3Jl um mddulo —f) onde n é um corpo
satisfazendo a condicdo de cadeia ascendente. Sa-
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bendo-se que o elemento unidade do corpo actua
como o automorfismoidentidade (xI—x) demonstre
d) que se ISl for simples é %fl = v{l em que v=f=0 &
arbitrario e ve 3l

6) que se ndo é simples, ¢ soma directa dum
nimero finito de modulos simples.

PROBLEMAS

Problemas propostos ao concurso
SECGCAO ELEMENTAB

3909 — Provar que
(1+j/S)y'=6(01+ v/3)-"+ 41+ l/S)"-*

3910 —Considere um triangulo equilatero [Ai,Bi,Cy\
de area & . Inscrito no tridngulo anterior um novo
triangulo equiléatero [A, B, 6]] tal que os seus lados
sejam respectivamente perpendiculares aos do ante-
rior. Do mesmo modo e indefinidamente tridngulos
equilateros, inscritos nos sucessivos triangulos que se
vdo obtendo por aquele processo.

Calcule o limite da soma das areas dos tridngulos

guando o nimero destes tende para oo.
SECCAO MEDIA

3911 — Demonstrar que
d" (are tgx) (-1)”

(-1y"m ’ sen (n < are cota:).
dx" 1+ B2

3912 —Demonstrar que a correspondéncia
a-rb[/'0*—e0 + é1/5 (a e b racionais) ndo é um
isomorfismo, e provar que nado pode existir nenhum
isomorfismo entre os corpos R (y/3) e R{"5)

Resolugdes dos problemas do concurso, propostos
no n.° 56

Apresentou solugbes correctas dos n."' 3730, 3731
e 3732, que se publicam, o Snr. Fernando de Jesus.

3730

2 tgx L
R: Como tg2x= ,_ vira tg2xtgx=
1+ tg°x
2tg°x A 2tg’x
= SO e também é evidente que <
[ +tg*x”" I+ tg°x

donde se conclui que 0<"tg2xtgx<2 oque mostra

que é impossivel a dupla desigualdade proposta.
3731
R: Como p= OPcosa e p= 2cos A vem
2cosA  2cos A 2 cos A
€S2 = op  /1+P* i/l+4cos A

q-4 q-4
Conclui-se também que QR = sen a  \/\~ cos’ a
q-4 q-4
». Entdo
\V 1+4 cos"A V |+ 4eos’ A
-4
r= QRcos a a 2 cos A
t/l-r-4 cos’ A
1+ 4cos"A
—2cos A(g—4) ecomo q= | + p*—1+ 4cos' A
vem r = 2cos A (4cos A—3) = 2cos3A c. g. tf.
3732
R: Sendo x = n (inteiro) e substituindo este valor-

na fungdo dada vem y=n’+(2n+1)(n—n)=n° que
é¢ o mesmo valor </ne se obtém fazendo x=n em y= x*.

Considerando  0s inteiros consecutivos n e n+ 1 e
sendo X=n+8(0<&<Il) vempara valor correspon-
dente dafuncdo : Y=n’+(2n+1)6.

Ora a equacao da recta que passa pelos pontos (n,n°)
(n -f1), (n + 1)*] pertencentes a y = x* é Y—n* =
= (2n+1)(X—n) efazendo X=n+6 vem Y = n’ +
+ 2n+1)o0.

Fica assim demonstrado que a representacdo grafica
da equagdo € uma poligonal inscrita na pardbola y=x*
cujos vertices correspondem aos valores inteiros da,

varidvel  independente.

3733 — Nao foram apresentadas solugoes.
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