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Teoria dos espaços localmente convexos 
e suas aplicações à Análise 

por Gottfried Kòthe 

( E x c e r t o da c o n f e r ô n c i a p r o f e r i d a n a A c a d e m i a das C i ê n c i a s de L i s b o a om 6 - V - 5 4 
e p u b l i c a d a p e l a D l u l i o t e c a dos A l t o s E s t u d o s , e m t r a d u ç ã o de J a i m e C a m p o s F e r r e i r a ) . 

A A n á l i s e func iona l conta actualmente cerca de 60 
anos de e x i s t ê n c i a . A Me ia de considerar as f u n ç õ e s 
como elementos de um e s p a ç o com um n ú m e r o i n f i ­
n i to de d i m e n s õ e s e de encarar os operadores in tegra i s 
e diferenciais como t r a n s f o r m a ç õ e s de um t a l e s p a ç o 
num outro , desenvolveu-se com bastante l e n t i d ã o , de 
maneira que só nos nossos dias se a l c a n ç o u uma 
teoria com generalidade suficiente para conter, como 
casos part iculares, todos os e s p a ç o s funcionais de que 
h á necessidade na A n á l i s e . 

A p r i m e i r a teoria c é l e b r e da A n á l i s e func iona l , a 
das e q u a ç õ e s in tegra i s de FREDIIOI.M, n ã o s a í a do 
campo das f u n ç õ e s c o n t í n u a s num in te rva lo / = [a,6] —o 
e s p a ç o C(t ) , como hoje é designado. Fo i H I I . B E R T quem 
reconheceu que o e s p a ç o adequado à teor ia das equa­
ções in tegra is é o e s p a ç o L2, das f u n ç õ e s m e n s u r á v e i s 
de quadrado s o m á v e l , e s p a ç o que recebeu o nome 
desse m a t e m á t i c o . 

A teor ia dos e s p a ç o s de I I I L B E I I T desenvolveu-se 
rapidamente, tornando-se um ins t rumento mui to po­
tente na A n á l i s e . Hoje e s t á prat icamente acabada e 
sai do quadro da teoria gera l dos e s p a ç o s funcionais . 
Vale a pena mencionar o seu interesse ac tual na F í ­
sica t e ó r i e a , onde fornece a base m a t e m á t i c a para a 
f í s i c a do á t o m o . 

Duran te mu i to tempo a teor ia geral dos e s p a ç o s 
funcionais lineares v iveu à sombra da teor ia dos 
e s p a ç o s de H I I . B E R T . De facto, a l é m dos e s p a ç o s Lr 

das f u n ç õ e s de p - é s i m a p o t ê n c i a i n t e g r á v e l , conside­
rados por F. I Ï I K S Z , e dos p r ó p r i o s e s p a ç o s do ÏTI I .HKIIT, 
pouco mais se conhecia na a l t u r a em que iS. B A N A C I I 
(por vo l t a ile 1920) fundou a teoria dos e s p a ç o s nor-

mados, que hoje se designam por e s p a ç o s de B A N A C H 
quando s ã o completos. Es ta teoria , de uma grande 
s impl ic idade, c o n t é m teoremas de profundo alcance 
na A n á l i s e . O seu teorema centra l s e r á talvez o 
de H A H N - B A N A C H , sobre o prolongamento dos f u n ­
cionais lineares c o n t í n u o s de um s u b e s p a ç o ao e s p a ç o 
i n t e i r o . 

Quanto a a p l i c a ç õ e s da teor ia dos e s p a ç o s norma-
dos, podem citar-se as que foram realizadas pela es­
cola polaca sobre as s é r i e s ortogonais e os m é t o d o s 
de s o m a ç ã o de s é r i e s d ivergentes ; c o n v i r á t a m b é m 
lembrar que o teorema de SCHAUDER O L E B A T sobre a 
e x i s t ê n c i a de pontos fixos de certas t r a n s f o r m a ç õ e s 
n ã o lineares, talvez o maior sucesso de toda a teoria, 
fornece como casos part iculares teoremas de e x i s t ê n ­
cia re la t ivos a e q u a ç õ e s às derivadas parciais n ã o 
lineares bastante complicadas. 

Mas j á B A X A C H sentia que a n o ç ã o de e s p a ç o nor-
mado era mui to pouco geral . Se considerarmos, por 
exemplo, o e s p a ç o C (R) das f u n ç õ e s c o n t í n u a s sobre 
toda a recta real , com a topo log ia na tu ra l da conver­
g ê n c i a un i fo rme sobre os in tervalos finitos, j á não 
teremos um e s p a ç o normado, mas um e s p a ç o (F)—ou 
de FRÉCHET — que é ainda m e t r i s á v e l , mas de uma 
maneira um pouco a r t i f i c i a l . B A N A C I I generalizou a l ­
guns dos seus teoremas aos e s p a ç o s ( F ) , mas não 
obteve uma teor ia completa. A dif iculdade residia na 
c i r c u n s t â n c i a de o e s p a ç o dua l , is to é, o e s p a ç o dos 
funcionais lineares c o n t í n u o s sobre um e s p a ç o ( F ) , 
n ã o ser j á um e s p a ç o ( F ) , o que imposs ib i l i t ava a 
a p l i c a ç ã o dos m é t o d o s da teoria de B A N A C I I . C o n v i r á 
observar que o e s p a ç o dual de C (It) é o e s p a ç o do 
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certas medidas sobre a recta, certamente digno de 
luga r numa teor ia geral dos e s p a ç o s lineares. 

Out ro ponto que vale a pena re fe r i r é que uma 
par te central da A n á l i s e , a teor ia das f u n ç õ e s a n a l í ­
t icas, era prat icamente i n a c e s s í v e l aos m é t o d o s de 
B A N A C H : o mais simples dos e s p a ç o s que aqui se po­
dem considerar, o das f u n ç õ e s holomorfas num con­
j u n t o aberto do plano complexo, é j á um e s p a ç o (F) 
n ã o n o r m á v e l . 

T a m b é m o e s p a ç o das f u n ç õ e s reais indef inidamente 
d e r i v á v e i s num in te rva lo [a, b] é um e s p a ç o ( F ) 
n ã o n o r m á v e l . 

Irapunha-se e n t ã o desenvolver uma teoria , que fosse 
por um lado bastante geral para abranger todos os 
e s p a ç o s de grande interesse na A n á l i s e , por outro n ã o 
t ã o geral que exc lu í s se a possibil idade de obter teo­
remas profundos. A o encontro desta necessidade é 
que surge a teor ia dos e s p a ç o s localmente convexos 
que só nos ú l t i m o s cinco anos a l c a n ç o u a sua fo rma 
talvez de f in i t i va . 

E m luga r de se dar uma norma || x II sobro um es­
p a ç o l inear E (como no caso dos e s p a ç o s normados), 
s u p õ e - s e dada uma classe | p a ( x ) i de seminormas, 
e introduz-se uma topo log ia Ï definindo as v i z i ­
n h a n ç a s da or igem a p a r t i r dos conjuntos i U , £ de 
todos os x e E ta is que pu (x) < » . Se a topo log ia 
J for separada, o e s p a ç o obt ido diz-se localmente con­
vexo. 

O que torna esta teor ia mais d i f í c i l do que a dos 
e s p a ç o s de B A N A C H é a necessidade de empregar os 
instrumentos da moderna topologia geral , e s p a ç o s 
uniformes, f i l t ros , etc., em vez dos m é t o d o s mais s im­
ples que s ã o suficientes nos e s p a ç o s m é t r i c o s . Toda ­
v i a deve notar-se que, mesmo no caso dos e s p a ç o s de 
B A N A C H , os teoremas sobre a c o n v e r g ê n c i a f raca e x i ­
gem na verdade os instrumentos t o p o l ó g i c o s , porque 
a c o n v e r g ê n c i a f raca é a n o ç ã o de c o n v e r g ê n c i a da 
topo log ia f raca, a qua l n ã o é m e t r i s á v e l . Desta fo rma 
t ê m os m é t o d o s modernos c o n t r i b u í d o t a m b é m para 
esclarecer e ampl ia r a teor ia c l á s s i c a de B A N A C H . 

Ind ica re i agora, apenas em t r a ç o s largos, o desen­
volv imento da teor ia geral dos e s p a ç o s localmente 
convexos. 

A n o ç ã o de e s p a ç o localmente convexo e os p r i ­
meiros teoremas sobre estes e s p a ç o s fo ram estabele­
cidos por J . VON NEUMANN em 1 9 3 5 . E m 1 9 3 8 , J . 
W E H A U S E N suprime uma h i p ó t e s e s u p é r f l u a de nume-
rabi l idade da de f in i ção de VON NEUMANN. Mas a teoria 
geral m a n t é m - s e pouco desenvolvida a t é 1 9 4 2 , ano 
em que, num t rabalho de J . DIEUDONNÉ sobre a teor ia 
de BANAcn, aparece a n o ç ã o de dualidade fraca, bem 
como as d e m o n s t r a ç õ e s de alguns teoremas re la t ivos 
à topologia f raca . O t rabalho de DIEUDONNÉ vem ge­
neralizar certos resultados que O. T O E P L I T Z e eu p r ó ­

p r io t í n h a m o s obt ido desde 1 9 3 4 , sobre uma classe 
especial de e s p a ç o s (a que demos o nome de e s p a ç o s 
perfeitos) cujos elementos s ã o suces sões dc n ú m e r o s 
complexos Os e s p a ç o s perfeitos s ã o bastante mane­
j á v e i s , fornecem f á c e i s exemplos e contra-exemplos, 
c por esta r a z ã o a respect iva teor ia poude dar a lgum 
e s t í m u l o ao desenvolvimento da teor ia geral . 

Mas o refer ido t raba lho de DIEUDONNÉ n ã o marca 
a inda o verdadeiro i n í c i o da fase d e f i n i t i v a . 

Só em 1 9 1 9 aparece uma m e m ó r i a de DIEUDONNÉ 
e IJ. SCHWARTZ i n t i t u l a d a « L a d u a l i t é dans les espaces 
( F ) et (L F)», que c o n t é m toda a aparelhagem de 
noções t o p o l ó g i c a s e de m é t o d o s gerais de que a teo­
r i a v i r i a a sorvir-se. Neste t raba lho u t i l i zam-se os 
resultados profundos sobre os e s p a ç o s localmente con­
vexos que G. W . M A C K E Y obteve, sob fo rma predo­
minantemente a l g é b r i c a , em 1 9 4 5 e 1 9 4 6 . E é e n t ã o 
pr inc ipa lmente o jovem m a t e m á t i c o A . GROTHENDIECK 
(tem somente 2 5 anos de idade) , quem desenvolve a 
teor ia geral dos e s p a ç o s localmente convexos em v á ­
rios trabalhos, alguns a inda n ã o publicados. 

N ã o tentare i fazer aqu i u m esboço do c o n t e ú d o da 
teor ia geral , b a s t a r á mencionar que sc conhecem hoje 
mui to bem os duais dos e s p a ç o s ( F ) , sobretudo por 
obra de DIEUDONNÉ, SCHWARTZ e GROTHENDIECK, e que 

se sabe com p r e c i s ã o quais os e s p a ç o s localmente 
convexos em que s ã o verdadeiros os teoremas centrais 
da teor ia de B A N A C H . 

Fa la re i agora das a p l i c a ç õ e s . 
F o i a necessidade de uma de f in i ção precisa do con­

ceito de d i s t r i b u i ç ã o que conduziu DIEUDONNÉ e 
SCHWARTZ ao seu t rabalho sobre os e s p a ç o s ( F ) e 
( L F ) . A n o ç ã o de d i s t r i b u i ç ã o , sensacional desco­
berta de S c n w A R T z , que veio a largar e un i f icar de uma 
forma surpreendente a a n á l i s e real c l á s s i c a , não pode 
definir-se precisamente sem a teor ia dos e s p a ç o s loca l ­
mente convexos. Os e s p a ç o s de que se necessita n ã o 
s ã o j á mesmo e s p a ç o s ( F ) , mas l imi tes indu t ivos de 
sucessões de e s p a ç o s ( F ) , chamados e s p a ç o s (L F ) . 

A de f in i ção de d i s t r i b u i ç ã o dada por SCHWARTZ é a 
seguinte: uma d i s t r i b u i ç ã o sobre a recta é um f u n ­
cional l inear c o n t í n u o sobre o e s p a ç o O (e spaço do 
t i po (L F)) , c o n s t i t u í d o pelas f u n ç õ e s inde f in ida ­
mente d e r i v á v e i s com suporte compacto sobre a recta. 

Se se pretende seguir o desenvolvimento da teor ia 
das d i s t r i b u i ç õ e s e das suas a p l i c a ç õ e s aos diversos 
ramos da A n á l i s e , sente-se a necessidade de conhecer 
a teor ia dos e s p a ç o s localmente convexos, ou pelo 
menos algumas partes n ã o mu i to elementares desta 
teor ia . 

Outro campo de a p l i c a ç õ e s é c o n s t i t u í d o pela teor ia 
da i n t e g r a ç ã o sobre os e s p a ç o s localmente compactos, 
g e n e r a l i z a ç ã o das teorias da i n t e g r a ç ã o o da medida, 
que obteve recentemente, no l i v r o de B O U R B A K I sobre 
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a i n t e g r a ç ã o , uma fo rma baseada nos e s p a ç o s loca l ­
mente convexos. As medidas sobre um e s p a ç o local­
mente compacto K s ão t a m b é m definidas como ele­
mentos do e s p a ç o dua l de certo e s p a ç o de f u n ç õ e s 
c o n t í n u a s sobre K. 

Passemos a ura terceiro campo de a p l i c a ç õ e s , a 
teor ia das f u n ç õ e s a n a l í t i c a s , que como j á disse, se 
manteve i n a c e s s í v e l aos m é t o d o s de B A N A C H . E m 1937; 
O. T O E P L I T Z reconheceu que certos e s p a ç o s de f u n ç õ e s 
a n a l í t i c a s , por exemplo o das f u n ç õ e s in te i ras , eram 
e s p a ç o s perfei tos. T O E P L I T Z conseguiu demonstrar v á ­
r ios teoremas c l á s s i cos da teor ia das f u n ç õ e s in te i ras 
com os m é t o d o s gerais dos e s p a ç o s perfeitos, e reco­
nhecer a dualidade entre o e s p a ç o das f u n ç õ e s in te i ras 
e o das f u n ç õ e s a n a l í t i c a s na or igem. 

Por outro lado, exis t ia desde 1930 uma teor ia bas­
tante desenvolvida dos funcionais a n a l í t i c o s , de L . 
F A N T A P F I É e da sua escola. Afastados das noções da 
escola de B A N A C H , OS fundamentos desta teor ia n ã o 
eram de fo rma a lguma simples. 

E assim, embora h á mu i to se sentisse a necessidade 
de e n g l o b á - l a numa teor ia mais geral , é só em 1946 
que J. SEBASTIÃO E S I L V A consegue dar à teor ia de 

F A N T A P P I É uma nova base, na qual , in t roduz indo o 
e s p a ç o ( 5 ( C ) das f u n ç õ e s localmente a n a l í t i c a s sobre 
u m compacto C, permi te demonstrar que, na sua 
maior parte, ela cabe no quadro da teor ia dos espa­
ços localmente convexos. 

Note-se que os e s p a ç o s ^ ( C ) , cu j a i m p o r t â n c i a 
na a n á l i s e complexa é evidente, n ã o s ã o t a m b é m es­
p a ç o s ( F ) , mas l imi t e s i ndu t ivos de e s p a ç o s de 
B A N A C H . Nova i l u s t r a ç ã o do facto de que a genera l i ­
dade das noções da teor ia moderna era imposta j á 
pelos exemplos mais c l á s s i c o s . 

A estes resultados de J . S I L V A l iga-se toda uma 
s é r i e de trabalhos cujo object ivo é o estudo dos espa­
ços 3 ( C ) e c ' e outros e s p a ç o s mais gerais de f u n ç õ e s 
a n a l í t i c a s que tomara valores num e s p a ç o localmente 
convexo qualquer. C i t a r e i j u n t o do nome de J . S I L V A 
os de L . N A C I I B I N [15] , S I L V A D I A S [ 2 ] , GBOTHENDIECK 

[ 7 ] , T I L L M A N N [20] e o meu p r ó p r i o [tOJ (i). Creio bem que 
nesta d i r e c ç ã o s e r á p o s s í v e l obter ainda muitos re­
sultados de grande interesse. 

Para n ã o ficar exclusivamente em generalidades, 
vou tentar dar-vos uma i m p r e s s ã o mais precisa sobre 
u m problema que estudei no meu t rabalho re l a t ivo às 
d i s t r i b u i ç õ e s de f r o n t e i r a ( « R a n d v e r t e i l u n g e n » ) das 
f u n ç õ e s a n a l í t i c a s . Escolho essa q u e s t ã o , não só por 
ser ace s s íve l mesmo aos n ã o especialistas da teor ia 
dos e s p a ç o s localmente convexos, como t a m b é m por­
que espero que as noções que nela i n t e r v ê m s e r ã o 
ú t e i s na a n á l i s e c l á s s i c a . 

(') O s n ú m e r o s entre co lchetes r e f e r e m - s e à B i b l i o g r a f i a , que 
se e n c o n t r a no t i u a l . ( N . d a R - ) . 

Seja / ( z ) uma f u n ç ã o holomorfa para | z | < l . 
O problema do comportamento de f (z) quando z se 
aproxima da c i r c u n f e r ê n c i a K = (\ z \ = 1) é u m p ro ­
blema a n t i g o . Sabe-se que h á casos em que / ( z ) é 
ainda a n a l í t i c a sobre K, ou pelo menos c o n t í n u a . 
Mas existem t a m b é m f u n ç õ e s de f ron t e i r a que per­
tencem só a um e s p a ç o L*, i s to é, que s ã o apenas 
f u n ç õ e s de p - é s i m a p o t ê n c i a i n t e g r á v e l à LEBESOUE. 
E , na maior parte dos casos, n ã o existe mesmo ne­
nhuma f u n ç ã o definida sobre K que possa ser consi­
derada como prolongamento por cont inuidade de / ( z ) 
à f ron te i r a , porque esta f u n ç ã o se to rna demasiado 
p a t o l ó g i c a quando z se ap rox ima de K. 

Tudo isto é pouco claro, e talvez p a r e ç a i m p o s s í v e l 
i n t eg ra r estes casos divergentes num quadro onde se 
organizem de uma maneira simples. Pois, como vamos 
ver, a teor ia dos e s p a ç o s localmente convexos vem 
p e r m i t i r uma t a l o r g a n i z a ç ã o e a t é de uma fo rma 
bastante di recta . 

Observe-se p r ime i ro que as f u n ç õ e s x. ( s ) > a n a l í ­
t icas sobre a c i r c u n f e r ê n c i a K (e por tan to sobre um 
conjunto aberto contendo essa c i r c u n f e r ê n c i a ) const i ­
tuem um e s p a ç o localmente convexo A ( K ) , caso 
pa r t i cu l a r dos e s p a ç o s f J ( C ) in t roduzidos por J . S I L V A . 

Como se v ê imediatamente , as f u n ç õ e s x (z) de 
A{K) s ã o precisamente as que admitem u m desen­
volv imento de L A U R E N T da fo rma 

X ( * ) - + S ê , a » , 
— 00 

com os coeficientes | „ sujeitos à ú n i c a c o n d i ç ã o de 
ex is t i r um n ú m e r o na tu ra l k> 1 e um n ú m e r o pos i ­
t i v o M ta is que 

| 5 u l | < A r ( i - i \ " « = 0 , 1 , 2 , . . . 

Poderemos e n t ã o representar / (z) pelo vector 
<f = (%„), e o e s p a ç o perfe i to 2 J ( Í T ) , c o n s t i t u í d o por 
todos os vectores ip-, s e r á t o p o l ò g i c a m e n t e isomorfo 
a A ( K ) . 

Designemos por A{K)' o e s p a ç o dua l de A(K) , 
is to é o e s p a ç o cujos elementos s ã o os funcionais l ine ­
ares c o n t í n u o s sobre A ( K ) . N ã o darei agora a def i ­
n i ç ã o exacta da topo log ia de A (K) que é um pouco 
compl icada ; mas ind ico a seguir um teorema sobre 
os e s p a ç o s perfei tos que fornece uma r e p r e s e n t a ç ã o 
bastante simples dos elementos dos A (K)' : 

Todos os funcionais lineares c o n t í n u o s u (<p) sobre 
u m e s p a ç o perfei to E podem representar-se como 
vectores u = (v„) , em que os v„ devem submeter-se 
à c o n d i ç ã o ú n i c a de que o produto escalar u <f = 
= £ v„ | „ seja absolutamente convergente para todo 
o f e E ; nestas cond ições t e r - s e - á u ( f ) = i t f para 
todo o tp de E e todo o u pertencente ao dua l de E. 
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U m cá lcu lo elementar evidencia que o e s p a ç o 
A (A") 1 é isomorfo ao e s p a ç o perfei to 21 (A") ' de todos 
vectores u = (v„) tais que 

+ 0= / 1 \ im 

- i ( t ) | v » i < 0 ° 
Obtivemos assim uma c o n c r e t i z a ç ã o dos funcionais 

lineares c o n t í n u o s ueA(K)' que fazem corresponder 
um n ú m e r o complexo a cada f u n ç ã o y (z) a n a l í t i c a 
sobre K. Mas t a m b é m poderemos agora considerar 
u m t a l u e A(K)' como uma e s p é c i e de f u n ç ã o gene­
ra l izada sobre K , num passo semelhante ao que se 
d á para in t roduz i r as noções de medida ou de d i s t r i ­
b u i ç ã o sobre A ' . Como se sabe, estas são t a m b é m 
funcionais que t ê m um valor n ã o em cada ponto de 
K , mas sim em cada f u n ç ã o c o n t í n u a sobre K no 
p r ime i ro caso, e em cada f u n ç ã o indefinidamente de-
r i v á v e l sobre K no segundo. 

Segundo este ponto de v i s ta , chamo aos elementos 
de A (AT)' d i s t r i b u i ç õ e s de f ron t e i r a sobre K. E s ã o 
precisamente estas d i s t r i b u i ç õ e s que permitem resol­
ver o nosso problema sobre as s ingularidades de f r o n ­
te i ra de uma f u n ç ã o f (z) , a n a l í t i c a para |a| < 1 . Com 
efei to, o teorema seguinte vem esclarecer toda a ques­
t ã o : 

Quando p - » 1 , as f u n ç õ e s / ( p z ) — f u n ç õ e s ana­
l í t i c a s sobre K para 0 < p < l — consideradas como 
d i s t r i b u i ç õ e s de f ron te i ra sobre A", convergem no 
sentido da topologia de A ( A " ) ' , para um elemento 
u e A (K)' . 

Esta d i s t r i b u i ç ã o u s e r á e n t ã o o l i m i t e de / ( z ) , 
quando nos aproximarmos de A ' sobre c i r c u n f e r ê n c i a s 
c o n c ê n t r i c a s e inter iores a X . 

Por meio da nossa r e p r e s e n t a ç ã o dos elementos de 
A ( K ) e de A (A") ' como vectores pode precisar-se 
a c o n v e r g ê n c i a re fer ida da seguinte mane i r a : 

Se uB s ã o os vectores que representam os / (p s) 
considerados como d i s t r i b u i ç õ e s de f ron te i r a , e se u 
é o respectivo l i m i t e , a c o n v e r g ê n c i a dos f ( p z ) para 
« exprime-se pela c o n v e r g ê n c i a no sentido usual dos 
produtos Mp y para u f , para todo o tp e 21 (A") . 

A c o n v e r g ê n c i a em q u e s t ã o é, po rém, mui to f r aca ; 
no caso geral n ã o t e r á sentido p ô r a q u e s t ã o da con­
v e r g ê n c i a dos / ( p z ) , se nos l imi t a rmos a um sector 
do c í r c u l o I z [ < 1 . 

Mas é p o s s í v e l que a d i s t r i b u i ç ã o de f r o n t e i r a de 
uma f u n ç ã o / ( z ) possa prolongar-se num func iona l 
l inear c o n t í n u o sobre um e s p a ç o mais vasto do que 
A ( K ) , por exemplo sobre o e s p a ç o L-, de I I IT .HERT. 
E e n t ã o a c o n v e r g ê n c i a dos / ( p z ) para a d i s t r i b u i ­
ção u , que s e r á t a m b é m um elemento de 12, t o r -
n a r - s e - á mais for te , passando a co inc id i r com a con­
v e r g ê n c i a no sentido do e s p a ç o de H I L B E R T . 

Vemos assim como um caso à p r i m e i r a v is ta um 
tanto estranho entra na nossa teor ia geral . 

Es ta teor ia d á agora a possibi l idade de classificar 
as f u n ç õ e s / ( z ) , holomorfas no in t e r io r de A , a 
p a r t i r dos e s p a ç o s localmente convexos a que per­
tencem as suas d i s t r i b u i ç õ e s de f r o n t e i r a , facul tando 
um novo m é t o d o para precisar o t ipo do s i n g u l a r i ­
dades que uma t a l f u n ç ã o admite sobre a c i rcunfe­
r ê n c i a K. Trata-se p o r é m de uma c l a s s i f i c a ç ã o 
global , v is to que se tem de considerar toda essa c i r ­
c u n f e r ê n c i a e n ã o só uma parte dela. 

Vejamos agora um outro pon to : sabe-se j á que, a 
cada f u n ç ã o / ( z ) , holomorfa para | z | < l , corres­
ponde uma d i s t r i b u i ç ã o de f ron t e i r a . Pergunta-se 
agora : s e r ã o a l c a n ç a d o s desta maneira todos os ele­
mentos de A (K)' ? 

A resposta é negat iva , mas pode afirmar-se que 
toda a d i s t r i b u i ç ã o de f ron t e i r a é a soma de duas 
outras, das quais uma é o l i m i t e de uma f u n ç ã o f i 
holomorfa no in t e r io r de K e a outra o l i m i t e de uma 
f u n ç ã o f i holomorfa no exter ior de K e nu la no 
ponto i n f i n i t o . 

Este resultado d á uma j u s t i f i c a ç ã o para o nomo 
« d i s t r i b u i ç ã o de f r o n t e i r a » que se adoptou; o par 
( f \ >.fz) ( < l u e pode chamar-se uma f u n ç ã o loca l ­
mente a n a l í t i c a no complemento de A" em r e l a ç ã o à 
esfera de R I E M A N N ) tem um elemento de A(K)' como 
sua d i s t r i b u i ç ã o de f ron t e i r a e, reciprocamente, todo 
o elemento de A ( A ) ' é a d i s t r i b u i ç ã o de f ron t e i r a de 
a lguma f u n ç ã o localmente a n a l í t i c a no complementar 
de K. 

A teor ia das d i s t r i b u i ç õ e s de f ron t e i r a tem r e l a ç õ e s 
bastante í n t i m a s com a das d i s t r i b u i ç õ e s de SCHWARTZ, 
que a l i á s me serviu de modelo. 

Vê- se imediatamente que o e s p a ç o E ( K ) , cons­
t i t u í d o pelas f u n ç õ e s indef in idamente d e r i v á v e i s so­
bre A", c o n t é m o e s p a ç o A{R), o qual é denso 
naquele; nestas cond ições toda a d i s t r i b u i ç ã o de 
SCHWARTZ sobre A' é uma d i s t r i b u i ç ã o de f ron te i r a . 

Surge agora natura lmente uma q u e s t ã o bastante 
interessante: quais s e r ã o as f u n ç õ e s a n a l í t i c a s no i n ­
te r ior do A ' que admitem, como singular idades na 
f ron te i r a , d i s t r i b u i ç õ e s de S C H W A R T Z ? 

A resposta é mui to s imples: s ã o precisamente as 
f u n ç õ e s de crescimento lento, is to é, as f u n ç õ e s f (z) 
para as quais existe um n ú m e r o na tu ra l k e uma 
constante N tais que 

l / W K j ^ T Para | . | < 1 , 

representando por 3 (z) a d i s t â n c i a do z a A". Ass im, 
as d i s t r i b u i ç õ e s de SCHWARTZ sobre A" apresentam-Ff> 
de certo modo, como g e n e r a l i z a ç ã o do conceito dc 
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polo, enquanto as d i s t r i b u i ç õ e s de c a r á c t e r mais i r r e ­
gu la r da r iam uma g e n e r a l i z a ç ã o do conceito de ponto 
s ingula r essencial. 

E , reciprocamente, toda a d i s t r i b u i ç ã o de SCHWARTZ 
d sobre A~ é soma de duas outras, Í/J e , que 
s ã o d i s t r i b u i ç õ e s de f r o n t e i r a de duas f u n ç õ e s de cres­
cimento lento f i e / 2 , sendo ) \ holomorfa no i n t e ­
r i o r de A' e f 2 holomorfa no exterior de K e nula 
no i n f i n i t o . 

O b t é m - s e assim uma c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a 
entre as d i s t r i b u i ç õ e s de SCHWARTZ sobre A" e as f u n ­
ções ( / ] ( s ) , / 2 (z)) holomorfas em Í á -A ' e de cresci­
mento lento. E esta c o r r e s p o n d ê n c i a é mesmo um iso­
morfismo a l g é b r i c o do e s p a ç o E(K)' das d i s t r i b u i ç õ e s 
de SCHWARTZ sobre o e s p a ç o P(íi-K) das f u n ç õ e s 
localmente a n a l í t i c a s no complementar de A ' , o que 
s ign i f ica que poderemos iden t i f i ca r as d i s t r i b u i ç õ e s 
de SCHWARTZ com pares de f u n ç õ e s a n a l í t i c a s . 

E i s um ponto de vista que permite encarar mu i to 
concretamente as d i s t r i b u i ç õ e s , n ã o parecendo j á t ã o 
s ingula r a c i r c u n s t â n c i a de que toda a d i s t r i b u i ç ã o 
sobre A ' seja indef inidamente d i f e r e n e i á v e l . 

Se pensarmos agora em subs t i tu i r A" por uma 
recta ff passando pela or igem do plano complexo, a 
s i t u a ç ã o torna-se mu i to mais compl icada : h á d i s t r i ­
b u i ç õ e s de SCHWARTZ sobre g que n ã o s ã o d i s t r i b u i ­
ções do f ron t e i r a de nenhum par de f u n ç õ e s a n a l í t i c a s . 
As r e l a ç õ e s precisas entre os dois t ipos de d i s t r i b u i ­
ções n ã o s ã o conhecidas neste caso, a sua determina­
ção cons t i t u i um interessante problema a inda n ã o 
resolvido 

T e r á talvez interesse r e fe r i r a inda que os resul­
tados que obt ive t ê m t a m b é m uma certa i m p o r t â n c i a 
para a teor ia das sé r i e s de FOURIER. 

SCHWARTZ demonstrou que uma sé r i e de FOURIER 

+ 5 . . . » S a„ e"" tem por soma uma d i s t r i b u i ç ã o , se existe 

um n ú m e r o na tu ra l /.• e um Aí > O tais que 

| o „ | < 3 f | n | * » - + l , + 2 , " - . 

No entanto, pela minha teoria, pode dar-se um sen­
t ido à soma dc uma sér ie de FOURIER, ainda quando os 
respectivos coeficientes s a t i s f a ç a m às c o n d i ç õ e s mais 
fracas : 

+ <*• / 1 V" 1 

_ï ( l - - r ) K l < « ft-2,3,-.. 

A soma de uma t a l s é r i e de FOURIER é um func iona l 
l inear sobre o e s p a ç o das f u n ç õ e s p e r i ó d i c a s a n a l í t i c a s 
sobre a recta. 

Devo p o r é m te rminar . 
Espero ter conseguido mostrar-vos que a teor ia dos 

e s p a ç o s localmente convexos, aparentemente t ã o abs­
t rac ta , tem a p l i c a ç õ e s bastante concretas na A n á l i s e 
c l á s s i c a , e que o estudo detalhado desses e s p a ç o s 
a b r i r á novos campos de i n v e s t i g a ç ã o na A n á l i s e f u n ­
c ional . 
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Sur une construction axiomatique de la théorie 
des distributions 

par J. Sebastião e Silva 

( E x t r a i t d 'un m é m o i r e à p a r a î t r e d a n s u R o v i s t a d a F a c u l d a d e do C i ê n c i a s de L i s b o a » ) 

Introduction 

» [ . . . ] ce n'est qu'en d o n n a n t droi t de c i t é à des é l é m e n t s 
f o r m e l s que p l u s i e u r s b r a n c h e s de l ' A n a l y s e ont pu a v a n c e r » . 

( V . V O L T E R R A , Leçons sur la composition) 

L e f a i t que toutes les fonctions ne soient pas d é r i -
vables est à l ' o r ig ine d'une grande par t ie des c o m p l i ­
cations que l 'on t rouve dans l 'analyse r ée l l e . L a c r i ­
t ique des fondements, entreprise sur tout vers la fin 
d u s ièc le X I X , a condui t à une d é l i m i t a t i o n p r é c i s e 
entre ce qu i est permis et ce qu i est défendu. Mais le 
perfectionnement log ique a e n t r a v é en quelque sorte 
l ' imag ina t ion c r é a t r i c e , et ce sont les « e s p r i t s i nd i s ­
c ip l inés» — sur tout des physiciens, insoucieux de la 
r igueur m a t h é m a t i q u e et o r i e n t é s p l u t ô t vers la na­
ture des questions c o n c r è t e s — qu i ont c o n t r i b u é , d'une 
f a ç o n plus efficace, à l ' é l a r g i s s e m e n t des cadres. L e 
ca lcul symbolique des é l e c t r i c i e n s , l a m é c a n i q u e on­
dulatoi re , etc. ont i n t r o d u i t des ê t r e s bizarres (comme 
la fonc t ion S de D I R A C et ses d é r i v é e s ) , dont la dé f i ­
n i t i o n m a t h é m a t i q u e é t a i t d é n u é e de sens, mais q u i , 
t ou t de m ê m e , servaient de base à des m é t h o d e s f r u c ­
tueuses. « Q u a n d une tel le s i tua t ion contradic toi re se 
p r é s e n t e » d i t M . L . SCHWARTZ dans l ' i n t roduc t ion de 
son ouvrage [ 1 7 J ( ' ) «il est bien rare q u ' i l n'en r é s u l t e 
une t h é o r i e m a t h é m a t i q u e nouvelle q u i j u s t i f i e , sous 
une forme modif iée , le langage des physic iens; i l y a 
m ê m e là une source impor tan te de p r o g r è s des ma­
t h é m a t i q u e s et de la p h y s i q u e » . 

L a t h é o r i e des d i s t r ibu t ions de SCHWARTZ n'a pas 
permis seulement de donner une j u s t i f i c a t i o n c o m p l è t e 
à ces p r o c é d é s audacieux: elle englobe et p r é c i s e , en 
m ê m e temps, des conceptions h é t é r o g è n e s qu i pous­
saient, d'une f a ç o n plus ou moins a f f i rmée , souvent i n ­
correcte, dans plusieurs domaines des m a t h é m a t i q u e s : 
t h é o r i e des é q u a t i o n s aux d é r i v é e s part ie l les , t h é o r i e 
de l a s é r i e et de l ' i n t é g r a l e de FOCIUER, topologie a l ­
g é b r i q u e , etc. (voi r [ 1 7 ] , i n t roduc t ion ) . E l l e s'impose 
donc comme une néces s i t é his tor ique, et c'est ce q u i 
explique, en par t ie , son rapide succè s , sur tou t p a r m i 
la jeune g é n é r a t i o n . 

L a not ion de d i s t r i b u t i o n g é n é r a l i s e la not ion de 
fonc t ion , comme, par exemple, la not ion de nombre 
complexe g é n é r a l i s e celle de nombre rée l . I l s 'agi t l à 
de p h é n o m è n e s t r è s semblables. Lorsqu'une o p é r a t i o n 

(') L e s n u m é r o s entre crochets se rapportent à l a B i b l i o g r a ­
p h i e , q u i se t rouve à l a â n de cet a r t i c l e . 

est impossible en certains cas, i l y a une tendance 
naturel le à enfreindre l 'ordre é t a b l i , en cont inuant à 
o p é r e r formellement , su ivant des r è g l e s de ca lcul q u i 
sont valables (parfois avec des res t r ic t ions) dans le 
domaine classique. Cela peut ne conduire à r i e n 
d'autre q u ' à des erreurs ou des cont rad ic t ions ; mais, 
quelques fois , on pa rv i en t de cette m a n i è r e à un 
ordre nouveau —plus r iche et plus harmonieux. 

Pour construire une t h é o r i e îles nombres rée ls ou 
des nombres complexes, on peut suivre plusieurs 
o r ien ta t ions : i l y a pour cela des m é t h o d e s s y n t h é ­
tiques, des m é t h o d e s analyt iques et des m é t h o d e s 
axiomatiques. 

Pour construire sa t h é o r i e des d i s t r i bu t ions , M . 
SCHWARTZ a choisi le po in t de vue fonct ionnel (que 
l 'on pour ra i t aussi nommer s y n t h é t i q u e ) : i l p r é s e n t e 
les d i s t r ibu t ions comme fonctionnelles l i n é a i r e s con­
tinues dans certains espaces de fonct ions i n d é f i n i ­
ment d é r i v a b l e s . Mais , en v é r i t é , les p r e m i è r e s tenta­
t ives pour c r é e r une théo r i e des d i s t r ibu t ions suivent 
l ' o r i en ta t ion formel le ou axiomat ique , d'une f a ç o n 
plus ou moins consciente. A propos des m é t h o d e s de 
BOCHNER dans l ' é t u d e de l ' i n t é g r a l e de FOURIER, où 
« l ' i n t r o d u c t i o n des d i s t r ibu t ions est i n é v i t a b l e , sous 
une forme directe ou c a m o u f l é e » , SCHWARTZ observe 
(loc. c i t . ) : « L e s « d i s t r i b u t i o n s » de BOCHNER sont, au 
fond, dé f in ies comme d é r i v é e s de fonct ions continues 
n 'ayant pas n é c e s s a i r e m e n t de d é r i v é e usuelle; notre 
t h é o r è m e X X I du chapi t re I I I exprime jus tement 
qu'une d i s t r i b u t i o n est, localement, une d é r i v é e d'une 
fonc t ion continue. I I nous p a r a î t bien p r é f é r a b l e 
d 'avoir cette p r o p r i é t é p l u t ô t comme t h é o r è m e que 
comme dé f in i t i on (à cause de l ' i n d é t e r m i n a t i o n de 
l 'ordre de d é r i v a t i o n et de la fonc t ion continue, sour-
t o u t pour plusieurs v a r i a b l e s ) » . 

E h bien, nous nous proposons de donner i c i une 
dé f in i t i on du concept de d i s t r i b u t i o n , au moyen d'un 
s y s t è m e d'axiomes, q u i rev ient à concevoir une dis­
t r i b u t i o n , au p o i n t de vue local, p r é c i s é m e n t comme 
une « d é r i v é e fo rme l l e» d'une fonc t ion continue. On 
verra par la suite comment i l est possible d 'obvier à 
l ' i n c o n v é n i e n t de l ' i n d é t e r m i n a t i o n , s i g n a l é par M . 
SCHWARTZ. On r é u s s i t alors, i l nous semble, à rendre 
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plus accessibles les fondements de la t h é o r i e et on 
obt ient une m é t h o d e plus directe pour s'attaquer à 
plusieurs p r o b l è m e s . 

I l f a u t remarquer que la p o s s i b i l i t é d'une const iuc-
t i o n directe, purement formelle , de la t h é o r i e des d i s ­
t r i bu t ions ava i t d é j à é t é i n d i q u é e par M . H . K O N I G 
dans sa T h è s e , [14] . Toutefo is ce t r a v a i l , t ou t en 
é t a n t décisif , n'est pas encore déf ini t i f , dans cette l i gne 
de recherches q u ' i l a ouverte d'une f a ç o n remar­
quable. E n effet , M . K O N I Q ne donne pas une vra ie 
axiomat ique des espaces de d i s t r ibu t ions ( c ' e s t - à -
-d i re , un ensemble d'axiomes d é f i n i s s a n t ces espaces 
à moins d 'un isomorpbisme), bien q u ' i l a i t d é j à tous 
les é l é m e n t s pour le f a i r e : i l construi t , pour chaque 
ouvert i i de R ' , une s t ruc ture formel le munie de 
notions de «somme» , «dé r ivées» et « l i m i t e s de s u i t e s » 
et i l d é m o n t r e que cette s t ructure est isomorphe à 
l'espace des d i s t r ibu t ions dans Í Í . D 'au t re par t , 
l ' é t u d e topologique de ces espaces n'est pas encore 
approfondie dans [14] , ce q u i ne permet pas de vo i r 
l a p o s s i b i l i t é de refa i re e n t i è r e m e n t la t h é o r i e des 
d i s t r ibu t ions , d ' a p r è s ce po in t de vue. 

Notre i d é e i n i t i a l e a é t é i n d é p e n d a n t e de celle de 
K O N I O , mais i l f au t bien dire que la lecture de son t r a v a i l 
nous a i n f l u e n c é en plusieurs p o i n t s ; d 'a i l leurs , bien 
que nos m é t h o d e s soient d i f f é r e n t e s , l a source en est 
la m ê m e : elles sont directement s u g g é r é e s par l 'oeuvre 
de M . SCHWARTZ. E n v é r i t é , on ne f a i t que renverser 
l 'ordre logique é t a b l i dans [17] , en choisissant pour 
points de d é p a r t certaines proposit ions qu i , dans cet 
ouvrage, se p r é s e n t e n t comme des t h é o r è m e s , des 
r é s u l t a t s : M . K O N I G s'est i n s p i r é au t h . X X X , tandis 
que nous avons choisi le t h . X X I (dé j à c i té ) et le 
p r inc ipe du recollement des morceaux ( th . I V ) . 

L e p r inc ipe heuris t ique q u i nous a g u i d é dans les 
recherches est ce lu i de la conservation des r è g l e s de 
calcul . Soient / , ( / , - • • des symboles de fonct ions 
continues de n variables r ée l l e s , dé f in i e s dans un 
in te rva l l e Q de R" ; si l 'on se t i en t à la d é f i n i t i o n 

habi tuel le de d é r i v é e , les expressions , \ — - , 
r) xi à xi 

— , • • • n 'auront pas de sens eu g é n é r a l . Mais on 
à xt dx2 

t rouve une s i tua t ion analogue à propos de l 'expression 
S/a, q u i n'a pas de sens, dans le domaine rée l , pour 
et <C 0 ; et on sai t que, s i l 'on o p è r e sur les expressions 
de ce type su ivant les r é g i e s usuelles (avec quelques 
modif icat ions en ce q u i concerne les rad icaux) , on 
n 'a r r ive jamais à une con t rad ic t ion : c'est là l ' o r ig ine 
du concept de nombre complexe. 

De m ê m e , on peut o p é r e r sur les d é r i v é e s formelles 
su ivant certaines r è g l e s (« la d é r i v é e d'une somme est 
l a somme des d é r i v é e s » , «il est permis d ' i n t e rve r t i r 

l 'ordre des d é r i v a t i o n s » , etc.), sans jamais se heurter 
à une cont radic t ion . Seulement, pour que ce cacul 
puisse ê t r e u t i l e , i l f a u t choisir une d é f i n i t i o n con­
venable d ' é g a l i t é pour les d é r i v é e s formelles (ou 
mieux, d ' é q u i v a l e n c e , pour les expressions consi­
d é r é e s ) . D 'abord , on d o i t rappeler que, pour chaque 
fonc t ion continue / et chaque indice i, i l existe une 
i n f i n i t é de fonct ions F telles f=Dx. F (au sens usuel), 
deux d'entre elles d i f f é r a n t tou jours d'une fonc t i on 
i n d é p e n d a n t e de cc;. A lo r s , s i l 'on a, par exemple, 
deux symboles de de r iva t ion Dx., D X / , avec i=f=k, 
et deux fonct ions continues f , g , i l sera tou jours 
possible de t rouver deux fonct ions F , G, telles que 
l 'on puisse éc r i r e , formellement , D x f = D x D x F t 

DX/ig = DX.DX G. E n raisonnant de la sorte, on 
s ' a p e r ç o i t que, en g é n é r a l , deux d é r i v é e s formelles 
peuvent tou jours ê t r e r a m e n é e s à la forme de d é r i v é e s 
avec un m ê m e symbole c o m p o s é de d é r i v a t i o n . (On 
observe un f a i t semblable avec les f rac t ions n u m é r i -
riques : deux nombres rat ionnels peuvent toujours 
ê t r e r e p r é s e n t é s par des f rac t ions avec un d é n o m i n a ­
teur commun. Cette analogie n'est pas accidentale : 
elle nous a f o u r n i les p r e m i è r e s i n t u i t i o n s d é c i s i v e s ; 
nous avons pr i s pour m o d è l e la t h é o r i e ana ly t ique des 
nombres ra t ionnels) . C o n s i d é r o n s le symbole c o m p o s é 
de d é r i v a t i o n Dp = Dl\ DT\ ••• £>*". Si l 'on veut que 
les r è g l e s usuelles soient c o n s e r v é e s , on devra consi­
d é r e r D p f = D f g , si (et seulement si) £ > p ( / — o ) = 0 . 
On est donc r a m e n é à fixer, pour chaque n-uple p 
d'entiers, l 'ensemble des fonct ions continues 0 v é r i ­
fiant Dp 0 = 0 . I l n'est pas d i f f i c i l e de vo i r que cet 
ensemble [que nous d é s i g n o n s par N (Dp )] doit con­
tenir toutes les fonctions de la forme (1 .1) (§ 1, n.° 1) ; 
d 'autre pa r t , i l est na ture l de se borner à ces fonc­
t i o n s ^ ) . Avec le choix des ensembles N (Dp) le c r i t è r e 
d ' é g a l i t é pour les d é r i v é e s formelles reste fixé et l 'on 
obt ient les p r e m i è r e s d i s t r ibu t ions dans l ' i n t e rva l l e 
Q de R", sous l a forme de classes d ' é q u i v a l e n c e 
d'expressions du type c o n s i d é r é ( 2 ) . 

Mais i l f a u t que le3 d i s t r ibu t ions ressemblent le 
plus possible aux fonct ions — s p é c i a l e m e n t aux fonc­
tions i n d é f i n i m e n t d é r i v a b l e s . On d é f i n i t une fonc t ion 
dans un ouvert n de R ' , en fa i sant correspondre 
un nombre à chaque p o i n t x de Ci. Cela n'est plus 
possible, en g é n é r a l , pour les d i s t r ibu t ions . Mais on 
peut se demander ce que do i t devenir une d i s t r i b u ­
t i o n T dans un voisinage V de chaque po in t x de 

(') V o i r l a note qui se t r o u v e a p r è s l a B i b l i o g r a p h i e . 
(*) C e t t e d é f i n i t i o n d ' é g a l i t é ne f igure p a s d'une f a ç o n e x p l i ­

c i te , dans l ' o u v r a g e de S C H W A R T Z . L e s ensembles de fonct ions 

que nous d é s i g n o n s i c i p a r les no ta t ions A i j ' ^ ) j o u e n t d é j à 
u n r ô l e e s s e n t i e l d a n s l a T h è s e de K ó N i a . 
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son domaine Q — c ' e s t - à - d i r e , ce que l 'on d o i t en­
tendre par restriction de T à un in te rva l l e Q* C Q . 
Or, i l est d é j à possible de déf in i r , d'une façon assez na­
turel le , un concept de res t r ic t ion d'une d i s t r i bu t i on , 
en exigeant que certaines r è g l e s soient c o n s e r v é e s , 
s p é c i a l e m e n t ce l l e -c i : « L a res t r ic t ion d'une d é r i v é e 
Dp est la d é r i v é e D P de la r e s t r i c t i o n » . E t finale­
ment, pour rapprocher le concept de d i s t r i bu t i on de 
celui de fonc t ion on est p o r t é à i n t rodu i r e la r è g l e su i ­
vante, que M . SCHWARTZ a n o m m é suggestivement le 
principe du recollement des morceaux : «On d é f i n i t une 
d i s t r i b u t i o n T dans un ouvert i i de R", lorsqu'on f a i t 
correspondre, à chaque po in t x de i ! , une d i s t r i ­
bu t ion r dé f in ie dans un voisinage V de x , de 
f açon que ces d i s t r ibu t ions c o ï n c i d e n t dans les parties 
communes de leurs domaines; la res t r ic t ion de T à 
V sera T pour tou t x e f!>. Mais alors une d i s t r i ­
bu t ion dans Í! ne sera plus, en g é n é r a l , une d é r i v é e 
d'une fonct ion continue dans i l ! Seulement dans un 
voisinage convenable de chaque po in t de !! on la is ­
sera subsister cette p r o p r i é t é . 

Voi là , en peu de l ignes, la g é n è s e de l ' ax iomat ique 
que nous p r é s e n t o n s au n.° 14 et que l 'on pourra l i r e 
tou t de suite, sans p r é p a r a t i o n . I l est à souligner que, 
dans cette axiomatique, on n'a e m p l o y é aucune struc­
ture topologique des espaces de d i s t r ibu t ions . Pour 
d é f i n i r le concept de d i s t r i b u t i o n on n'a besoin que 
de c o n s i d é r a t i o n s a l g é b r i q u e s 

I l s 'agi t là , t ou t d'abord, d'un p r o b l è m e d'extension 
a l g é b r i q u e , que l 'on est i n d u i t à poser et à r é s o u d r e 
sous une forme t r è s g é n é r a l e , su ivant les m é t h o d e s de 
l ' a l g è b r e abstrai te. Cela explique l 'o r ien ta t ion que 
nous avons choisie, le c a r a c t è r e abs t ra i t des c o n s i d é r a -
rat ions des n." 1, 2, ,0 et 7. Nous aurions pu rendre 
beaucoup plus l é g è r e la r é d a c t i o n du § 1 (et d'une 
pa r t i e du § 2), si nous avions r e n o n c é a cette g é n é r a ­
l i t é . Mais nous avons p r é f é r é cette or ien ta t ion , d'une 
par t , parce que nous l 'avions suivie ef fec t ivement 
dans nos recherches, et d 'autre par t , parce qu'on 
ne sait jamais s i d'autres applicat ions ne seront pas 
possibles. 

L e r é s u l t a t central est le t h é o r è m e 1, q u i , en par­
t i cu l i e r , sert à j u s t i f i e r le calcul des d é r i v é e s fo rmel ­
les que nous avons e s q u i s s é ci-dessus (d i s t r ibu t ions 
d'ordre fini). Ensuite , le besoin de dé f in i r la notion 
de res t r i c t ion nous a conduit , dans le m'ême ordre 
d ' i dées , au t h é o r è m e g é n é r a l d 'homomorphisme ( th .2). 
L a not ion de l i m i t e project ive a l g é b r i q u e de groupes 
(n.° 7) a é t é i n t rodu i t e pour dé f in i r la not ion de d i s ­
t r i b u t i o n d'ordre a rb i t r a i r e ( f i n i ou i n f i n i ) , dans un 
ouver t quelconque de R". E n f i n , la notion de pro­
d u i t m u l t i p l i c a t i f est d é f i n i e au n.° 9 d'une f a ç o n 
formelle , d ' a p r è s les i dée s de K O X I Q dans [14] . 

Dans le § 2 nous é t u d i o n s le p r o b l è m e de l ' i n t r o ­

duct ion de topologies convenables dans 1rs espaces 
de d i s t r ibu t ions et nous obtenons des r é s u l t a t s q u i 
nous semblent essentiellement nouveaux. M . SCHWARTZ 
ava i t i n t r o d u i t , dans l'espace (J)') des d i s t r ibu t ions 
dans R' , l a topologie for te par r appor t à l'espace 
( S ) , des fonctions i n d é f i n i m e n t d é r i v a b l e s à support 
compact, dont (£) ') est le dual ; i l ne s'est pas p r é o c ­
c u p é de d é f i n i r cette topologie directement, sans re­
cour i r à l'espace ( D ) . Mais dans [17] i l donne des 
c r i t è r e s directs pour les l imi tes des suites et une 
c a r a c t é r i s a t i o n des ensembles b o r n é s dans (£) ' ) . Avec 
ces ressources et quelques r é s u l t a t s contenus dans le 
m é m o i r e [10] de DIEUDOSXK-SCH WARTZ (prop. 14 et th . 5 ) 

i l ne manquai t plus rien pour la d é f i n i t i o n directe île 
cotte topologie, si ce n'est le concept g é n é r a l de l i m i t e 
induc t ive d'espaces localement convexes, q u i a é t é 
c o n s i d é r é seulement plus ta rd . 

Pour i n t r o d u i r e et é t u d i e r la topologie des espaces 
de d i s t r ibu t ions , nous ut i l i sons un r é s u l t a t ( th 7) que 
nous avions d é j à s i g n a l é dans [20] , à propos de cer­
tains espaces fonctionnels analyt iques, t r è s semblables 
aux espaces de d i s t r ibu t ions £ m (A) i c i c o n s i d é r é s . 
L e th . 7, avec le t h é o r è m e de A S C O L : sur les fami l les 
de fonc t ion é q u i c o n t i n u e s , nous donne l a clef de la 
question topologique dans les espaces de d i s t r ibu t ions . 

E n par t i cu l ie r , nous montrons (n.° 20) que la con­
s i d é r a t i o n des l imi tes de suites est suff isante pour 
d é t e r m i n e r la topologie de ces espaces (prop. 18 et 
son corol la i re) . Cette remarque nous semble assez 
impor tan te , puisque, pour les appl icat ions, on pourra 
se borner à la notion de l i m i t e d'une suite, plus 
accessible aux techniciens que celle d'un f i l t r e con­
vergent quelconque, e m p l o y é e par M . SCHWARTZ. 

E n f i n , dans le § H, nous cherchons les espaces 
duals topologiques des espaces de d i s t r ibu t ions et 
nous retrouvons les espaces de fonctions i n d é f i n i m e n t 
d é r i v a b l e s d 'où M . SCHWARTZ est p a r t i pour construire 
sa t h é o r i e . À cet effet , nous employons des m é t h o d e s 
parfa i tement analogues à celles qne nous avions d é j à 
suivies dans notre s y s t é m a t i s a t i o n de l a t h é o r i e des 
fonctionnelles analyt iques (vo i r [19]) et q u i peuvent 
é g a l e m e n t servir pour la recherche des appl ica t ions 
l i n é a i r e s continues d'un espace do d i s t r ibu t ions dans 
un espace localement convexe quelconque. Cette re­
cherche est en r appor t d i rec t avec l ' é t u d e des noyaux 
distributions ( vo i r [18]) et, en par t i cu l ie r , avec le 
concept de produit de composition. Nous indiquons 
aux 2 1 , 22 et 25 les premiers r é s u l t a t s dans cette 
d i rec t ion . I l s 'agi t essentiellement de c a r a c t é r i e r cer­
taines fonctions i n d é f i n i m e n t d é r i v a b l e s , à valeurs dans 
un espace fonct ionnel d o n n é . Avec cette or ien ta t ion , 
l 'analogie entre la t h é o r i e des d i s t r ibu t ions et la 
t h é o r i e des fonctionnelles analyt iques se r é v è l e t r è s 
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é t r o i t e , plus encore que l 'on p o u r r a i t l ' imaginer a p r è s 
les t ravaux [ 1 5 ) , [ 1 6 J , [ 1 8 ] , [ 2 2 ] et [ 2 3 ] , de K B T H B , 

GROTHENDIECK, S I L V A D I A S et T I I . L M A N N . 

Mais i l y a plusieurs classes importantes de d i s t r i ­
but ions (d i s t r ibu t ions à support compact, d i s t r i b u ­
t ions b o r n é e s , d i s t r ibu t ions t e m p é r é e s , etc.), comme i l 
y a plusieurs classes de fonctions (fonctions continues, 
fonctions à c a r r é sommable, etc.). E t , pour chacune 
de ces classes de d i s t r ibu t ions (comme pour chacune 
de ces classes de fonct ions) , i l existe une s t ructure 
topologique, s p é c i a l e m e n t i n d i q u é e . I l s ' ag i ra i t done, 
maintenant , de fa i re l ' é t u d e directe de ces espaces 
par t icu l ie rs de d i s t r ibu t ions , dont M . SCHWARTZ a 
f a i t des appl icat ions profondes. Nous nous bornons à 
esquisser cette é t u d e pour les espaces de d i s t r i b u ­
tions à support compact (n.° 2 6 ) . 

I l reste aussi à examiner le cas des d i s t r ibu t ions 
dans une v a r i é t é i n d é f i n i m e n t d i f l é r e n t i a b l c quel ­
conque. Nous croyons que dans ce cas on devra fa i re 
un usage plus é t e n d u du pr inc ipe du recollement des 
morceaux, avec les m é t h o d e s de la topologie a l g é ­
br ique . 

Nous tenons à remercier i c i v ivement Monsieur G . 
K O T H E de l 'aide p r é c i e u s e q u ' i l a bien voulu nous 
p r ê t e r , soi t en nous fa i sant c o n n a î t r e la T h è s e de 
K O N I Q a p r è s que nous avons obtenu nos premiers 
r é s u l t a t s , soit en nous renseignant sur plusieurs points 
de la t h é o r i e des espaces localement convexes, soit en­
core en acceptant de fa i re la revis ion c r i t i que de notre 
manuscr i t q u i a pu ê t r e a m é l i o r é en plusieurs points 
a p r è s ses remarques, sur tout dans l 'analyse logique 
du n.° 1 1 . 

Nous tenons aussi à remercier v ivement Monsieur 
L . SCHWARTZ des renseignements et des conseils 
é c l a i r é s q u ' i l a é té bien aimable de nous donner. C'est 
l u i q u i , dans une le t t re , nous a s u g g é r é le « reco l l e ­
ment des m o r c e a u x » comme moyen pour gagner les 
d i s t r ibu t ions d'ordre i n f i n i en par tan t des d i s t r i b u ­
t ions d'ordre fini. Nous avions e s s a y é de le f a i r e par 
c o m p l é t i o n topologique, ce qu i est possible, mais 
moins na ture l . 

[ § 1 , i l . " 1 4 ] D É F I N I T I O N AXIOMATIQUE DU CONCEPT DE 

DISTRIBUTION DANS UN OUVERT DE R". Nous sommes 

parvenus au po in t de pouvoir formuler une ax ioma-
t ique des d i s t r ibu t ions , en termes de « f o n c t i o n s con­
t i n u e s » , « d o m a i n e de e x i s t e n c e » , « r e s t r i c t i o n » , « a d d i ­
t ion» et « d é r i v a t i o n s » . L 'universe logique, pour cette 
axiomat ique, sera l'ensemble de toutes les d i s t r i b u ­
t ions d é f i n i e s dans des ouverts ft de R". Not re ax io ­
mat ique se compose des 8 axiomes suivants : 

A X I O M E 1 — Toute fonction complexe, définie et con­
tinue dans un ouvert de R", est une distribution.. 

A X I O M E 2 — A chaque distribution T correspond un 
ouvert ft de R", nommé le domaine d'existence (ou 
seulement le d o m a i n e j de T , de façon que, si T est 
une fonction continue, le domaine de T est le domaine 
d'existence de cette fonction au sens usuel. 

A X I O M E '6 — 11 existe une opération, nommée addition, 
qui, à chaque couple de distributions T | , T 2 , à domaine 
ft commun, fait correspondre une distribution dedomaine 
ft, nommée la somme de T j avec T 2 et notée T , f T 2 

de façon que, si T j et ' i ' j sont des fonctions continues, 
T j - 4 - T j est la somme de ces fonctions au sens usuel. 

A X I O M E 4 — A chaque distribution T de domaine ! i et 
à chaque indice i = l , 2 , - - - , n , correspond une dis­
tribution de domaine ft, nommée la d é r i v é e partielle 
de T par r a p p o r t a x, et notée D , T de façon que: 
1 ) si T est une fonction qui admet dérivée partielle par 
rapporta s f , continue dans i l (au sens usuel), D , T 
coïncide avec cette dérivée; I I ) si T et U sont deux 
distributions à domaine commun, on a D x (T -f- U) «• 
= D X T + D S . U , pour i = l , . . - , n j 111) D , T -
= D„ D x . T , quels que soient la distribution T et 
les indices i , k . 

A X I O M E 5 — À chaque distribution T de domaine ft 
et à chaque ouvert Q j Ç O , correspond une distribution 
'ïçit de domaine fti , nommée la restriction de T à 
ftj, de façon que : I ) si T est une fonction continue, 
T r i e s ' ' a restriction de cette fonction h i i l , au sens 
usuel ; 1 1 ) si ft2 est une yartie ouverte de ft], on a 
( T f i J f i j — T f i j , pour tonte distribution T dedomaine 
11; I I I ) ( T + U ) o , = T o ( + U n , , pour tout couple de 
distributions T , U de domaine il; I V ) (D„. T ) u = 
= D s . T p quels que soient la distribution T dans i l 
et l'indice i . 

A X I O M E 6—(Pr inc ipe d u recollement des morceaux) 
Si, étant donné un ou vert ft de R" , on fait corres-
jtondre, à chaque x e i l , un voisinage ouvert ftx de x 
et une distribution T x de domaine ftx, de façon que, 
si les voisinages ftx , fty de deux points x , y de ft 
ont une intersection non vide, les restrictions de T x et 
T y à ftx H fty coïncident, alors il existe une (et seule­
ment une) distribution T de domaine !!, dont la res­
triction à f i x est T x , quel que soit x e f t . 

CONVENTIONS — Si p est une )i-uple quelconque 
(Pt » ' ' ' t P O ^ E nombres entiers non négatifs, nous 
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posons D9 mm Dl' ••• D"x"n, où DVJ, d é s i g n e la p r i è m e 
puissance de l ' o p é r a t e u r Dx («' = 1 , • • • , n). É t a n t don­
nés p = ( j ' i , - - - , ?>„ ) et q = (</!,-•• , <7„) , on é c r i t 
p <^ q comme a b r é v i a t i o n de />i 2 i , ••• , p„ <J î„ • 
Noua disons qu'une d i s t r i b u t i o n T est indépendante 
de Xi si sa d é r i v é e DX.T est nulle ( j ' = l , - • - , / / ) . 

A X I O M E 7 — Pour toute distribution T e< tout inter­
valle Q tie R", ouvert et borné, dont l'adhérence est 
contenue dans le domaine de T , il existe une fonction 
f (x) définie et continue dans Q , et une n-uple p, 
tels que T = D P f . 

A X I O M E 8 — St T est une distribution indépendante 
de X; ayant pour domaine un intervalle Q de R" et si 
l'on a T = D P f , f étant une fonction définie et continue 
dans Q et p une n-uple d'entiers, il existe une autre 
n-uple p ^ p ei une fonction f continue dans Q , in­
dépendante de au sens usuel, telles que T = D p f 
( i = l , . . . , n ) . 

L 'analyse d é v e l o p p é e dans tous les n . 0 " p r é c é d e n t s 
nous permet d ' é t a b l i r que cette ax iomat ique est 
compatible et catégorique ; c ' e s t - à - d i r e : a) elle admet 
au moins une r é a l i s a t i o n ; b) deux r é a l i s a t i o n s de 
cette axiomat ique sont n é c e s s a i r e m e n t isomorphes. 
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N O TE — Pour chaque n-uple p = (pi, -•• ,p„) d'en­
t iers , l'ensemble N{DP), dont i l est question dans 
l ' i n t roduc t ion ( lorsqu ' i l s 'agi t de dé f in i r l ' é g a l i t é de 
deux d é r i v é e s formelles), est c o n s t i t u é par les fonctions 
0 de la forme 

Pi - 1 P i - 1 p„ -1 
© ( x ) - 2 œi ï i ,v (x )+ S «»2>«,v(x) + " - + 2 x * p „ , v ( x ) , 

v=o v=o v=o 
où T i i V ( x ) est une fonc t ion continue i n d é p e n d a n t e de 
x, (Î' = 1 v = 0 , 1 , • •• , Pi — 1). L 'axiome 8 permet 
d ' é t a b l i r que ces fonctions sont toutes les solutions 
possibles de l ' é q u a t i o n D p 2 ' = 0 , lorsque l ' inconnue 
est une fonct ion continue. 
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M O V I M E N T O C I E N T Í F I C O 
U N I À O M A T E M Á T I C A I N T E R N A C I O N A L - A D E S Ã O D E P O R T U G A L 

Nos dias 3 1 de Agos to e 1 de Setembro, precedendo 
imediatamente o Congresso In ternacional de M a t e m á ­
ticos que, como aqui n o t i c i á m o s , se real izou em 
Amste rdam de 2 a 1 0 de Setembro de 1 9 5 4 , teve 
lugar em H a i a a segunda Assembleia Geral da U n i ã o 
M a t e m á t i c a In ternacional . 

U m a das pr imei ras dec i sões desta Assembleia f o i a 
a d m i s s ã o de P o r t u g a l na U . M . I . , sol ic i tada pelo 
I n s t i t u t o de A l t a Cu l tu ra , organismo nacional ade­
rente. E r a delegado p o r t u g u ê s à Assembleia o 
Prof . J o s é Vicente G o n ç a l v e s , que representava o 
refer ido organismo aderente. A proposta de a d e s ã o 
do Po r tuga l f o i aprovada por unanimidade. O nosso 
P a í s t o r n a r - s e - á membro regular da U n i ã o logo que 
sejam comunicados ao Secretariado os nomes da 
C o m i s s ã o Naciona l de M a t e m á t i c o s . (Esta C o m i s s ã o 
acaba de ser organizada pelo I . A . C , f icando cons­
t i t u í d a pelos Professores A . Peixoto de Q u e i r ó s , 
J . Vicente G o n ç a l v e s e D . Pacheco de A m o r i m , res­
pectivamente das Faculdades do C i ê n c i a s , do Porto, 
de L isboa e Coimbra , e a inda pelo autor desta n o t í ­
cia, do I n s t i t u t o Superior de A g r o n o m i a ) . 

Vem a p r o p ó s i t o recordar que, em M a r ç o de 1 9 5 2 , 
correspondendo a um convite que lhe f o i d i r i g i d o 
pela c o m i s s ã o organizadora U . M . I . , a Sociedade 
Portuguesa de M a t e m á t i c a , coadjuvada pela Jun ta 
de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a do Porto, tomou a i n i ­
c i a t i v a de enviar a Roma, como observador j u n t o da 
Assembleia Geral Cons t i tu in te , o autor desta n o t í c i a , 
tendo nessa i n i c i a t i v a recebido o apoio do I . A . C 
l)eu-se agora a s o l u ç ã o j u s t a a um problema que não 
podia deixar de merecer a a t e n ç ã o de todos os que se 
interessam pelo progresso das m a t e m á t i c a s em Por­
t u g a l . Para um p a í s corno o nosso que, pela sua pos i ­
ção g e o g r á f i c a , tende a isolar-se do movimento cien­
t í f i c o in ternac ional , são de todo salutares as possibi­
lidades de i n t e r c â m b i o que vem abr i r - lhe t a l d e c i s ã o . 

Juntamente com Por tuga l fo ram admit idos como 

membros da U . M . I . o B r a s i l e a I s l â n d i a , todos no 
grupo I . Ascende actualmente a 30 o n ú m e r o de p a í s e s 
que s ã o membros da U n i ã o . 

Nesta assembleia f o i eleito o novo C o m i t é executivo 
da U . M . I . , que f i c o u assim c o n s t i t u í d o : 

Presidente: H . Hor-F; 1 ° Vice-Presidente : A . D E N -
JOY ; 2 . " Vice-Presidente : W . V . D . HODOE ; S e c r e t á ­
r i o : E . B O M P I A N I ; Membros eleitos : K . CHANDRASEKARAN, 

J . F . K O K S M A , tí. M A C L A N E . 

Foram ainda eleitas C o m i s s õ e s pa ra : P u b l i c a ç õ e s 
M a t e m á t i c a s , I n t e r c â m b i o de M a t e m á t i c o s , D i r e c t ó r i o 
M u n d i a l de M a t e m á t i c o s e Ensino M a t e m á t i c o . 

Dentre as v á r i a s d e c i s õ e s importantes tomadas 
nesta Assembleia, destacaremos ainda as que se refe­
rem à o r g a n i z a ç ã o de co lóqu ios : 

« U m c o l ó q u i o é considerado como r e u n i ã o dum 
n ú m e r o l i m i t a d o de par t ic ipantes convidados, que 
s ã o ou peritos ou jovens cientistas prometedores, que 
t rabalhem num d o m í n i o actual de i n v e s t i g a ç õ e s ma­
t e m á t i c a s . Es ta d e f i n i ç ã o não exclu i a p r e s e n ç a dum 
fraco n ú m e r o de alguns outros auditores, interessados 
nos assuntos t r a t a d o s » . 

«[•••] A p a r t i c i p a ç ã o f inance i ra da U n i ã o é exclu­
sivamente reservada à s despesas de viagem e de ins ­
t a l a ç ã o dos c o n v i d a d o s » . 

«[•••] Para o estabelecimento do programa dos anos 
fu tu ros , o C o m i t é executivo d e v e r á ter em conta o 
interesse dos diversos assuntos no estado actual 
da c i ênc i a , das i n v e s t i g a ç õ e s efectuadas nos p a í s e s 
em que t i ve r l uga r o co lóqu io e dos co lóqu ios r ea l i ­
zados nos anos precedentes. O C o m i t é executivo asse­
g u r a r á um « r o u l e m e n t » entre as diversas r e g i õ e s 
g e o g r á f i c a s , onde re ina uma act iv idade m a t e m á t i c a , 
e entre os diversos ramos da c i ê n c i a . [•••]». 

É de salientar que o ú l t i m o Congresso Internacional 
de M a t e m á t i c o s f o i j á promovido e apoiado em parte 
pela U . M . I . . 

J . S e b a s t i ã o e S i l v a 

C O L Ó Q U I O D E M E N D O Z A 

A Vnicertidad Nacional de Cayo e o Centro de 
Cooperación Cientifica de la Unesco para América 
Latina promoveram, de 2 1 a 2 5 de Julho de 1 9 5 4 , em 
Mendoza, A r g e n t i n a , um co lóqu io lat ino-americano, o 
segundo da sé r i e dedicada a Alyunos problemas mate­
máticos que se estan estudiando en Latino América. A 
o r g a n i z a ç ã o desse co lóqu io esteve a cargo dos Profs. 
A . MONTEIKO e M . COTLAR, membros do Instituto de 

Matemática que a refer ida Univers idade c r iou re­

centemente em Mendoza, e dos Drs . A . E S T A B I . I E R , 
L . MATTSSON e O . DODERA, do Centro da Unesco. O j j r i -
meiro co lóqu io no g é n e r o f o i realizado em Dezembro 
de 1 9 5 1 , em Pun ta dei Este, U r u g u a i , sob os a u s p í ­
cios do Instituto de Matemática e Estadística, de M o n ­
tevideu, e do mesmo Centro da Unesco. P r e v ê - s e a 
r e a l i z a ç ã o do terceiro co lóqu io da sé r i e , em é p o c a a 
ser estabelecida, no México . A exemplo de Punta dei 
Este, o co lóqu io de Mendoza teve luga r nos arredores 



12 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

desta cidade, no a p r a z í v e l hotel b a l n e á r i o de V i l l a ­
vicencio. O ú l t i m o d ia do co lóqu io f o i dedicado a dis­
c u s s ã o de problemas de interesse comum, tais como 
p u b l i c a ç õ e s , i n t e r c â m b i o de m a t e m á t i c o s e r e u n i õ e s 
lat ino-americanas. A c o m p a r a ç ã o entre os co lóqu ios 
de I ' un ta dei Este e de Mendoza deixou aos seus par­
t ic ipantes uma s e n s a ç ã o de progresso a p r e c i á v e l 
havido no ambiente m a t e m á t i c o l a t ino - americano 
desde 1 9 5 1 , especialmente na A r g e n t i n a , no México , 
no B r a s i l e na C o l ô m b i a , nesta ordem aproximada­
mente. O co lóqu io de Mendoza contou com o concurso 
dos seguintes m a t e m á t i c o s l igados, na é p o c a , a i n s t i ­
t u i ç õ e s l a t ino-amer icanas : G . D U D E B A N T ( F r a n ç a ) , 
A . GKOTHENDIECK ( F r a n ç a ) , J . H O B V A T B ( H u n g r i a ) , 

E . L A M M KL (Alemanha) , A . MONTEIRO (Por tuga l ) e 

G . MOSTOVV (Estados Unidos) . As c o m u n i c a ç õ e s apre­
sentadas, que f a r ã o parte de um volume a ser editado 
pelo Centro da Unesco, fo ram as seguintes: 

2 1 de Julho. 
J . R E Y PASTOR ( A r g e n t i n a ) : La matemática moderna 

en Latino América ( C o n f e r ê n c i a de aber tura) . 
2 2 de Julho. 

L . SANTALÓ ( A r g e n t i n a ) : Questiones sobre Geometria 
Diferencial afin de superficies. 

L . N A C U U I N ( B r a s i l ) : Alguns problemas sobre espaços 
vectoriais topológicos. 

A . CALDEHÓN ( A r g e n t i n a ) : Funciones analíticas mul­
tiformes de transformadas de FOURIER (em colabo­
r a ç ã o com R . A R E N S ) . 

A . GONZALEZ DOMINGUEZ ( A r g e n t i n a ) : Sobre cierlas 
intégrales divergentes de la E lectrod inâmica Quântica. 

J . HORVATH ( C o l ô m b i a ) : Transformadas de llilbert de 
distribuciones. 

I S E M A N A D A 

Realizou-se de 1 5 a 2 2 de Novembro de 1 9 5 4 a 
ai Semana da M a t e m á t i c a » na Faculdade de C i ê n c i a s 
de Lisboa . Organizada pela A s s o c i a ç ã o de Estudantes 
desta Faculdade, a « S e m a n a » t inha como ob jec t ivos : 

1. D i v u l g a r entre os estudantes da Faculdade o 
gosto pelo estudo da m a t e m á t i c a , faci l i tando-lhes um 
contacto directo com revistas, l ivros e temas de Ma­
t e m á t i c a . 

2 . Leva r ao seu conhecimento uma n o t í c i a t ã o 
desenvolvida quanto pos s íve l do movimento mate­
m á t i c o p o r t u g u ê s an t igo o c o n t e m p o r â n e o . 

Com esta f ina l idade esteve aborta na Sedo da As­
s o c i a ç ã o uma e x p o s i ç ã o durante toda a semana. 

Do programa h á a registar as seguintes r e a l i z a ç õ e s : 
D i a 1 5 à s 1 8 h. — C o n f e r ê n c i a pelo Dr . GUSTAVO DE 

CASTRO sobre «O of íc io de M a t e m á t i c o » . 
D i a 1 7 à s 1 8 h. — S e s s ã o de f i lmes de c a r á c t e r pe­

d a g ó g i c o sobre assuntos de m a t e m á t i c a elementar. 
D i a 1 9 à s 1 8 h. — C o n f e r ê n c i a pelo D r . JOÃO DE 

M . COTLAR ( A r g e n t i n a ) : Problemas de los momentos y 
operadores Jiermitianos. 
2 3 de Julho. 

G. GARCIA ( P e r ú ) : Forma absoluta de la transformation 
de las ecuaciones de la Dinâmica en un espacio curvo 
de n-dimensiones. 

E. ZARANTONELLO ( A r g e n t i n a ) : Hidrodinâmica g recien-
les avances en la teoria de fronteras libres. 

M . O. GONZALEZ (Cuba) : Desarollo de las funciones de 
LEUKNDUE en términos de polinómios de LEGEXDRE y 

aplicaciones. 
A. MONTEIRO ( A r g e n t i n a ) : Aritmética dos filtros e espa­

ços topológicos. 
A . GROTIIENDIECK (Bras i l ) : Théorie des produits tenso-

riels topologiques. 
J . A D E M ( M é x i c o ) : Operaciones algebráicas en Topo­

logia y algunas aplicaciones a problemas geométricos. 
2 4 de Julho. 

E . LA.MM HL ( A r g e n t i n a ) : Sobre algunas general izaeio-
nes de la teoria de funciones de variable complcja. 

P. P I C A L L E J A ( A r g e n t i n a ) : Ecuaciones funeional.es de 
la teoria de magnitudes. 

G. DEDEBANT ( A r g e n t i n a ) : Sobre una nueva definición 
de la función aleatória y su teorema crgódico. 

G. MOSTOW ( B r a s i l ) : Seductive subgroups of algebraic 
L I E groups. 

C. K L I M O V S K Y ( A r g e n t i n a ) : Problemas relativos a la 
definición de oerdad lógica en los sistemas semânticos 
y sintácticos. 

A . CALDEHÓN (Argen t ina ) : Intégrales singulares (Con­
f e r ê n c i a de encerramento). 

L . N a c h b i n 

M A T E M Á T I C A 

FREITAS BnANco sobre «A m a t e m á t i c a , base da arte 
m u s i c a l » . 

D i a 2 0 às 1 8 h. — C o n f e r ê n c i a polo D r . JOÃO SANTOS 

GUERREIRO sobro « N ú m e r o s r e a i s » . 
H á ainda a acrescentar a p u b l i c a ç ã o dum n ú m e r o 

especial da revis ta «Ciênc ia» dedicado exclusivamente 
a assuntos m a t e m á t i c o s em que colaboram alguns dos 
mais representativos m a t e m á t i c o s p o r t u g u ê s e s con-
t e m p o n â n e o s . 

Todas estas r e a l i z a ç õ e s fo ram acompanhadas coin 
bastante interesse por alunos, licenciados, professores 
e outras pessoas interessadas nos problemas da ma­
t e m á t i c a . 

A r e a l i z a ç ã o desta « S e m a n a do M a t e m á t i c a » f o i 
poss íve l devido à c o l a b o r a ç ã o tanto de alguns pro­
fessores como dos organismos seguintes : Gazeta de 
M a t e m á t i c a , Por tuga l iae M a t e m á t i c a e Jun ta de I n ­
v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a do Porto (este ú l t i m o con t r i ­
b u i u com um subsidio de 1.OOOjSOO). M. J . V . 

http://funeional.es
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAMES DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F . C . C. — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2." Exam o de F r e ­
q u ê n c i a , 1952-53. 

3 8 2 6 — Calcular de modo que o sistema 

i 2 x - y + Sz = 0 
x + 4 y — õ z - 0 

[3x + l:y+ 2z = 0 

tenha so luções n ã o nulas, c determinar essas so luções . 

R : k = 3 / 1 3 . Sol uções: x = — 7 C / 9 , y - 13 C/9 
e z = C , com C qualquer. 

3 8 2 7 — Es tudar e representar graficamente a ('unção 

y = l / ( x ? - x - 2) . 

R : Pontos cie descontinuidade x = — 1 e x = 2, em 
que v se torna infinita com mudança de sinal ( y > 0 
para x < — 1 , e x > 2 ; e y < 0 para — l < x < 2 ) . 
A função tem um máximo M = — 4 /9 para x = 1/2. 
Não há pontos de inflexão, e além das duas já indica­
das há ainda a assinlota y — 0 . 

3 8 2 8 — Calcular a á r e a l i m i t a d a pela curva 
y*=\]-\-\Jx, pelos eixos coordenados e pelas rectas 
x = a e x = h . 

_ 1 
R : 2 \ / b . 

a 

3 8 2 9 — Demonstrar o teorema de LAGRANGE. 

3 8 3 0 — Demonstrar a regra para a d e r i v a ç ã o de 
um determinante de terceira ordem, quando os seus 
elementos são f u n ç õ e s de uma v a r i á v e l x. 

S o l u ç õ e s dos u . o s 332G a 3828 do L . M . do A l b u q u e r q u e 

vos raios: 

R: As distâncias dos centros à recta, iguais aos respecti-

/ _ 4 + l \ i 9 3 / 4 - « V . 

4 - a = ± 5 . 
Como os raios são iguais e as circunferências tan­

gentes exteriormente, a distância entre os centros éigual 

à soma dos raios (a 4 1 )*+16—(2 \/òf = 2 0 , (a + l ) * - 4 
a + l = ± 2 . 

F - 2 
A recta que une os centros tem a equação = 

4 
A ' - a X+2+1 . 4 

= e o seu coeficiente annular c + — = + 2 . 
a + 1 ± 2 1 J — 2 — 

Sendo os raios iguais as circunferências têm contacto 
« + 1 

no ponto médio do segmento que une os centros: \ = 

; = - = 2 ou \ 
1 2 - 1 + 1 

A equação da tangente : Y 2 = 

.1 , m - 2 . 

1 
( X + l ) . 

3 8 3 2 — Def ina conjunto fechado. Pode ser fechado 
o conjunto (u„) dos valores dos termos duma suces­
são ? P o r q u ê ? 

Prove que todo o ponto de a c u m u l a ç ã o de (u„) é 
l i m i t e de s u b s u c e s s õ e s da s u c e s s ã o u„. Se na s u c e s s ã o 
un n ã o h á termo indef in idamente repetido e o con­
j u n t o (IÍ„) tem um ponto do a c u m u l a ç ã o c, menor 
do que to los os outros, que é c em r e l a ç ã o à s u c e s s ã o 
un, e t a m b é m em r e l a ç ã o ao conjunto dos pontos de 
a c u m u l a ç ã o de (u„) ? P o d e r á haver um n ú m e r o i n f i ­
n i to de termos u„ infer iores a limun? e infer iores a 
a K < Um «„? j u s t i f i q u e as suas respostas. 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 1.° Exame de 

F r e q u ê n c i a — 8 de Abri l de 1954 

3831 — Dadas as c i r c u n f e r ê n c i a s C\) (x — a) 2 + 
+ (?/ — 2 ) 5 = 5 e Cz) ( x - r í y 2 + (y + 2y = R'1 resolva os 
seguintes problemas : 

X 
a) Determine i e 1! por tonna que a recta >' = — 

seja tangente comum a C\ e C 2 . Determino t a m b é m 
as coordenadas dos pontos de t a n g ê n c i a . 

/)) Sendo R — j / 5 , determine a por fo rma que C t  

e Ci sejam tangentes exteriormente. Escreva a e q u a ç ã o 
da tangente comum no ponto de contacto de Cj e C 2 . 

ScndO Jt„ mm e vn^=\— t / logre calcular 

1 

l i m u,t, l i m vu ; escolher oc por forma que o conjunto 

[".i i v„ J 0 , 1 ] seja fechado. 

R : Todo o ponto de acumulação de (u„) é sub-limite 
de u„ ; portanto c sendo o menor dos pontos de acumu­
lação é um sub-limite, e é o menor dos 8ub-limites, por­
que não pode harer outro sub-limite menor, por não 
haver termo indefinidamente repetido. 

Em relação ao conjunto dos pontos de acumulação de 
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( u „ ) , c é o mínimo (limite inferior de \VEIEK3TRASS que 
pertence ao conjunto). 

e ( e " " - l ) 
e 1 + 

n 

l i m l„ 
lira u„ = e • 
n - « l i m » . 

i e — 

1 
= e • -

l og (n+1) 
l o g n 

Sn 

n l o g n + 

l o g D (l - f ~ 

l og u 

com l i m Ç„ = l 

l o g n + l og ( 1 + 

log 11 
— = 1 + 

Ora, se tem limite ( u „ > 0 ) também l /u , , tem 
u„ 

limite que é igual; residia pois l i m v „ = » 0 . 
II=»0O 

e 
Para que o conjunto [ u „ , v „ , 0 , 1 ] contenha — a 

deverá ser a = e . 

3 8 3 3 — Sondo 2 ct„ uma sé r io dc termos posi t ivos, 

onde a„-*0, prove que a d i v e r g ê n c i a de 2 a j i m p l i c a a 

d i v e r g ê n c i a de 2A»! a c o n v e r g ê n c i a dc 2 a ! i i m p l i c a a 

c o n v e r g ê n c i a de 2 a>. V / — • V n 
Prove que associando termos consecutivos numa 

s é r i e convergente, *o o b t é m uma sér io a inda 
convergente e com a mesma soma. V e r i f i q u e a 
p r o p o s i ç ã o associando dois a dois os termos de 
» t 

2 (—1)" • Considerando a mesma s é r i e , altere-se 
o n + 1 
a ordem dos termos do seguinte modo 1 h 

° 2 4 

+ 
1 1 
3 _ 6 

1 

1 1 

8 + 5 ... + 2 n + 1 2 (2 n + 1) 

+ • • • : some-se, em seguida, cada termo 
2 (2 n + 2) ' ' 8 ' 
pos i t ivo com o termo negat ivo seguinte, obtendo-se 
1 1 1 1 

1 h •••• Mostre que se manteve a con-
2 4 6 8 4 

v e r g ê n c i a mas que se al terou a soma. Ju s t i f i que este 
resultado, enunciando os p r i n c í p i o s t eó r i cos que j u l ­
gue n e c e s s á r i o s . 

R : Como a n —» 0 , a partir de certa ordem teremos 

a-1 / a : l 

1 > a„ > aj| > a;! > — > \ / — . 
n V n 

" 1 1 1 
Na série 2 ( — 1)" temos: S J n = l 1 

„ n + 1 2 3 

1 1 1 

4 + 5 - 6 + 

1 
e na serie 2 n - l 2 n 

, que se obtém da anterior assoei 

1 

2 

\2 D - 1 2 n 

ando-lhe os termos dois a. dois, ternos a„ = ( 1 

1 
M T - T ) + ( T + • • • + 

1 

2~n V2n - 1 
Vè-se que é S í n — a „ , e portanto se existe l i m S=,„ = S 

n==jo 
também existe l i m o„ , e este limite é igual ao primeiro. 

1 

n+T' 
a série a que se chegou depois dc efectuar as transjor-

A série donde se partiu é conrergente: 2 ( — 1 ) " • 

1 1 1 1 

1 \ 1 " 1 

• - + . . . ) 
4 / 2 o n + 1 

logo, consermu-se visivelmente a convergência, mas al-
terou-se a soma. 

mações indicadas, é: 

1 / 1 1 

~ T \ ~ ~2 + ~ 3 ~ 

3 8 3 4 — Seja f ( x ) — (x - a) cp (x) , / ( o ) = 0 , uma 
f u n ç ã o c o n t í n u a no in te rva lo (a , b) . Se <p (o + 0) «• 
= + 0 0 , ( 0 (x) a d m i t i r der ivada f i n i t a para todos os 
pontos de (a , b) e o (b) = v'c (6) = 0 , prove que f ( x ) 
tem der ivada de a a b e que essa der ivada passa 
por todos os valores posi t ivos. 

Sendo F (x) = (x — c) 0 (x) , com 9 (x) c o n t í n u a 
cm x = c, qua l deve ser o valor 8 ( r ) para que [ F ( x ) | 
tenha der ivada era x = c? No caso em que n ã o existe 
derivada, i nd ique os valores das derivadas laterais 
de I F (x) I em x = c . 

_i_ 
• * + 1 

Defina em x = 0 a f u n ç ã o <7(x) = — dc 
6*" + X + 1 

fo rma que ela f ique c o n t í n u a nesse ponto. A f u n ç ã o é 
c o n t í n u a no conjunto fechado ( 0 , + oo) ? P o r q u ê ? 

Calcule g'j (0) e </,'(0). H á derivada no ponto x = 0? 

R : f ( x ) é continua cm ( a , b) e por ser f ' ( x ) = 
= tp (x) + (x — a) tp' (x) vê-se que f 1 (x) existe finita 
em (a , b) ; f (x) é uma função rer/ular em (a , b) . 

. f ( x ) — f ( a ) 
£ = ep (x) e quando x tende para a 

x — a 
por valores maiores, vem : f 'd (a) = + oo . Podemos es­
crever f'e (x) =<p ( x ) + (x — a) <f'e (x) o que dá: f ^ ( b ) = 0 . 

A derivada duma função regular não passa dum va­
lor a outro sem passar por todos os valores intermédios. 

l F ( x ) | - | F ( c ) | I x - c I • I 6 (x) 1 
lemos = visto 

x — c x — c 
que, por ser 6 (x ) continua no ponto x — c , nem 
F (c) = 0 . 

Calculando os limites laterais desta fracção obtemos 

file:///Veiek3trass
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+1 6 (c) I e lemos assim os valores das derivadas laterais. 
Para haver derivada no ponto c deverá ser O ( c ) = 0 . 

i 
Dividindo ambos os membros de g (x) por e x , vem: 

l im g(x) = l , faça-se pois g (0) = 1 para a função 
ficar continua. 

A função é continua no intervalo fechado (O, + oo) 
porque, já se definiu com continudiade para x •= O , e 
continua em todos os pontos interiores, e ê continua 
para x = +oo, porque existe finito o l i m g (x) = 0 . 

„. . ,n\ t £ M ~ g (Ô) Visto que g (O) = 1 , vem: = 
x 

1 

e* + x + 1 
e então é: g. (0) = - 1 , gd (0) = O. 

I. S. C. E. F . — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final — 
15 de Outubro de 1953. 

3835 — Determine a constante k por forma que a 
função y = x 2 . e~x + tenha 2 por valor mínimo e 
determine as assíntotas da sua imagem. 

Desenvolva depois a função em série inteira na 
vizinhança do ponto x = 1 . 

R: A derivada é y ' = — x (x — 2) e - 1 . 

X 0 2 

y 
= 2 
m 

M \ 

- 0 + 0 -
k = 2 porque para x = 0 deverá ser y = 2 . O mí­

nimo é absoluto visto que lim x 2 e~* + 2 = 2 . 
X = + 0 ° 

Para desenvolver em série faça-se 
y = 2 + e-' [e-'*-» + 2 ( x - L) e-'"-" + (x —1)2 e~<*-»]. 

X 2 x 3 x n 

Ora de e" = 1 4 - x + — + — + • • • + — + •• • 
2! 3! 

X 2 X 3 x" 
= 1 — x ^ 1 + ( - 1 ) " 1 

2! 3! ; n ! 
( x - 1 ) 2 ( x - l ) 3 

donde e-"-" - 1— (x — 1) + — ^ r ; — + 
2! 

(x - 1)" 
3! 

2 ( x - l ) e-' I-') = 2 ( x - l ) - 2 ( x - l ) 2 + 2 
2! 

(X—1)4 (x — 1)" 
2 v . . ' H h ( - I ) — ' • 2 ; ~ 4-3! ( n - l ) l 

(x — l ) 2 e-'»-» = (x - l ) 2 - ( x - l ) 3 4-
(x - I ) * 

2! 
( x - l ) » 

3! 
Porta/i to 

+ • • • + ( -
(x - 1)" 

l ) n 7 + •• 
( n - 2 ) l 

y = 2 + e-' ^ l + ( x - l ) + ( x - l ) 2 í ' l 1 + 

+ 2 ( - i ) - ( x - i W -
1 

(n- •1)! + ( n _ 2) l ) ] • 

3836 — Determine a parábola cúbica que para 
x —0,1 ,2 ,3 assume os valores y —1,6,21,52 res­
pectivamente. Empregue a condensação de matrizes. 
R: A parábola procurada c y = A-f -Bx + Cx 2 + D x 3 

e as condições dão 

1 = A 
6 = A + B + C + D 

21 = A f 2B + 4 C + 8 D 
52 = A + 3 B + 9 C + 2 7 D 

A = l 
B + O + D = 5 

2 B + 4C + 8 D - 2 0 
3 B + 9C + 27D = 51 

Condensando a matriz do sistema vem sucessivamente 

1 1 1 5 ->. 1 1 1 5 -». 1 1 1 5 - * 1 1 1 5 
2 4 820 0 2 610 0 1 3 5 0 1 3 5 
3 9 27 51 0 6 24 36 0 1 4 6 0 0 1 1 

Temos pois o sistema equivalente 

A = l 
B + C + D = 5 

C + 3 D = 5 
D = 1 

A = l 
B = 2 e a parábola vem 
C = 2 
D = l y = l + 2 x + 2x 2 + x 3 

3837 — Deduza as equações da recta r que passa 
pelo ponto z = t do eixo O/í e vai apoiar-se sobre as 
duas rectas 

' x = z — 4 
y - 2 a + 1 

x + 1 y + 3 
1 

Ache o lugar geométrico dos pontos médios do 
segmento que nessa recta determinam o eixo e a 
recta ?•,. 

Escreva a equação earteziana da projecção orto­
gonal sobre o plano XOY daquele lugar geométrico. 

R : O ponto (0 ,0 , t) e a recta r, definem um plano 
ir, que contêm a recta r . O j>onto ( 0 , 0 , t ) e a recta 
r 2 definem um jrfareo ÍT.2 que também contem r . As 
equações de r serão pois as equações de JT, e 7r 2 consi­
deradas simultaneamente. 
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Para achar a equação do plano rr, , considerc-se a 
equação do feixe dos planos que contêm r, 

(x - z f 4) + X, (y - 2 z - 1) = O 

e dctermiiic-se aquele que contém o ponto (O, O, t ) , isto é: 

4 - t 

donde 

x = z — 4 y = 

1 —2 
2 1 t - 1 2 2 + 4 t 

23 t — 11 

1 —2 
1 —3t 2 + 4 t 

24 t - 13 
- t h 4 -I- J, ( 

1T1 — X — z + 4 

2 t - 1) = 0 

4 - t 
2 t f- 1 

2 t + 1 

( y - 2 z - l ) = 0 . 

! ( 2 - t ) 
As coordenadas do ponto de encontro de r com r, são: 

1 6 t - 2 9 23 t - 11 
Precisamente do mesmo modo obtín/iamos a equação 

1 — 3 t 
do plano ir 5 — x — 3z + l H (y— 4 z + 3) = O . 

4 t — 3 
Procuramos o ponto de encontro das rectas 

y ' 2 (2 - t) 2 — t 

e as coordenadas do ponto médio 

•A 
X 

x z — 4 
y = 2z + l 

10 t - 29 
4 ( 2 - t ) 

Y = 
23 t— 11 

' ( 2 - t ) 
7. 

24 t - 1 3 
2 (2 - t) 

- 2 t * + 2 8 t - 1 3 
~~ 4 ( 2 - t ) 

z + 4 f 

3z + l + 

2 t + 1 
( y _ 2 z - l ) = 0 

Estas são também as equações paramétricas do lur/ar 
rjtomélrico. A projecção ortogonal sobre X O Y desta 
curva, tem por equações paramétricas 

4 t —3 
3 t 

- ( y - 4 z + 3) = 0 
X -

16 t — 29 
4 ( 2 - t ) 

231 - 11 
2 (2 - 1 ) 

Resolrendo o sistema de très destas quatro equações, 
temos depois de eliminar x entre a 1.", 3." e -i." . 

J y - 2 /. - 1 = O 
1(1 - 3 t ) y + (2 + 4 t ) z + 1 2 - 2 1 1 - 0 

Eliminando o pai ãmefro t obtém-se a equação car-
8 X + 29 

teziana: da primeira vem t = que substituída 
1 4(X + 4) * 

na segunda conduz a 140 X — 6 Y - H 491 = 0 . A p>ro-
jecção é uma recta. 

Soluções do n.° 3S31 a 3S37 do J . R. Albuquerque 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C L. — GnouBTitiA DESCRITIVA — 2." Exame de Fre­
quência — 15 de Maio de 1951. 

Ponto n 0 1 
3838 — Daila unia superfície cónica [ f ] , definida 

pelo vértice V e pela directriz circular existente ein 
v0 , e dado um ponto P, conduzir por P duas tan­
gentes à superfície, sendo uma de nível e fazendo 
outra um ângulo de 60° com a primeira. Indicar os 
pontos de contacto. 

3839 — Seja AU um segmento de 4 cm, paralelo a 
I.T, de cota e afastamento iguais a 5cm; e CD um 
segmento vertical de 5 cm, complano com Ali e tal 
que os dois segmentos se cortam ao meio. 

a) Que nome tem a superfície gerada pela elipse de 
eixos Ali e CD quando roda em torno de CD? 

b) Qual a envolvente da família de planos tangen­
tes à superficie que fazem um ângulo de 60" com 
t„ o tocam a superfície em pontos acima do 
equador ? 

c) Determine o plano da família anterior que passa 
por um ponto dado. 

3840 — Definido um liiperbolóide de revolução de 
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, e dada 
uma recta r, determinar um plano TT—•—r que corte 
o hiperholóide segundo uma parábola. Indicar a di ­
recção ilo eixo da secção. Apresenta alguma parti­
cularidade o plano tangente ao liipcrbolóide paralelo 
a T v ? 

3841 — Dados 3 pontos A't, B'i, C j , determinar 
o centro da circunferência que por êles passa, e o 
ponto de encontro, com a circunferência, da recta do 
seu plano que passa por A e faz com v0 um ângulo 
de 45". Resolução no sistema de projecções cotadas. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° Exame de Fre­
quência - 22 de Maio de 1951. 

Ponto n.° 2 

3842 — Dada uma superfície cónica [ f ] , definida 
pelo vértice V e pela directriz circular existente em 
v„, e dado um ponto P conduzir por P uma tan­
gente a [ f ] que diste d cm da projectante ver­
tical do vérticef Indicar o ponto de contacto. 
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3843 — Definida uma superfície cónica [T] pelo 
vértice V e pela directriz circular existente em ip 0, 
e dada uma recta r: 

a) escolher um plano o— •— r que produza em 
[ f ] uma secção hiperbólica ; 

b) determinar o centro da hipérbole. 
c) determinar um ponto da secção em que a tan­

gente seja horizontal. 

3844 — Definido um hiperbolóide de revolução de 
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, condu-
zir-lhe planos tangentes passando por uma recta dada. 

3845 — Dado um plano o = n 3 - P 6 , determinar 
uma recta do plano a que faça um ângulo dado com 
Vo e diste 2 cm do ponto P. Resolução no sistema de 
projecções cotadas. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° Exame de Fre­
quência — 29 de Janeiro de 1952. 

Ponto n.° 1 

3846 — Dada a projecção vertical de um triângulo, 
a projecção horizontal de um dos vértices e a inter­
secção do plano do tr iângulo com o segundo bissector, 
determinar : 

a) a projecção horizontal do t r i ângulo ; 
b) os traços do seu plano ; 
c) o lugar geométrico dos pontos deste plano de 

cota igual ao afastamento. 

3847 — Dadas duas rectas concorrentes r— •— p 1 3  

e s— •— (32 4 , determinar as bissectrizes dos ângulos 
que elas formam, e os pontos de cota c que estão a 
igual distância das rectas dadas. 

3848 — Conduza por A í ( 0 , 0 , 0 ) uma recta de <p0 

que forme um ângulo de 45° com LT e considere o 
plano a definido pelo ponto P (3 , 2 ,1) e pela recta 
anterior. Seja R um segundo ponto do plano de ab-
cissa 6 e cota 3. Determinar as projecções do qua­
drado do plano a de diagonal PR e o vértice da 
pirâmide regular de aresta lateral igual a 3 e cuja 
base é o referido quadrado. 

3849 — É dado um triângulo [ABC] sobre <p0. 
Determine uma direcção d tal que o triângulo [ABC] 
projectado sobre v 0 , segundo d, dê origem a um 
tr iângulo equilátero. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1." Exame de Fre­
quência — 5 de Fevereiro de 1952. 

Ponto n.» 2 

3850 — Dado um plano a definido por 3 pontos 
A (0,2,0), B ( 1 , 0 , 2 ) e C (3/2 , 1 , 3/2) e p , defi­

nido por uma recta de maior inclinação, determinar : 
a) os traços do plano (3. 
b) a intersecção dos dois planos . 
c) o ponto da intersecção de cota igual ao afasta­

mento e o ponto da mesma recta de cota e afasta­
mento simétricos. 

3851 — Dados os pontos A— •— [3, 3 , B— •— p2 4 e 
C qualquer, determinar : 

a) o ângulo ACB . 
b) a projecção vertical de um ponto M, de que se 

conhece A f 1 , sabendo que o ponto está a igual 
distância de A e B. 

3852 - Dados os pontos A (0,4,2), B (3, 6 , 3) 
e C (5 , 5 , 1 ) , determinar o centro da esfera quo por 
eles passe e cujo raio é igual a 4 . 

3853 — Dado um trapésio [ABCO], determinar o 
centro, o eixo e as rectas limites de uma homologia 
que transforme o trapézio num quadrado de lado dado. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° Exame de Fre­
quência - 20 de Maio de 1952. 

Ponto n.° 1 

3854 — Para resolver no sistema de projecçõeB 
cotadas : 

Dadas duas rectas p e q e um ponto P, deter-

\ — F . , minar r i ]_ p e o angulo de r com v0 . Unidade 
U Ï 

para as cotas: 2cm. 

3855 — Definida uma superfície cónica pelo vér­
tice e pela directriz existente em tp 0, conduzir por 
um ponto dado P uma tangente à superfície de pro­
jecção paralelas e indicar a distância de P ao ponto 
de contacto da tangente com a superfície. 

3856 — Seja AB um segmento paralelo a LT, 
de comprimento 5 cm e CD um segmento de 4 cm, 
perpendicular a v 0 , e tal que os dois segmentos 
se cortam ao meio. Tomando CD para eixo trans­
verso e AB, para eixo imaginário de uma hipérbole 
[K], qual a superfície [»] gerada por [h~\ quando 
roda em torno do eixo vertical? Existe alguma recta 
que gere a mesma superfície? Definir pelo vértice e 
por uma directriz o cone assintótico da superfície 
(se existir). Qual o plano polar de O s AB • CD em 
relação à superfície? Determinar um dos planos tan­
gentes a [ t ] que fazem um ângulo de 45° com VQ e 
passam por um ponto dado. 

3857 — Seja [c] uma circunferência de ip0

 e [») 
um hiperbolóide de revolução de uma folha definida. 
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pelo eixo vertical e por uma geratriz. Considerando 
um plano assintótico a do hiperbolóide cujo traço 
horizontal forme com LT um ângulo de 45°, deter­
minar o vértice de uma superfície cónica de directriz 
[c] que seja cortada por a segundo uma hipérbole. 
Indicar as assintotas da secção e um ponto de tan­
gente horizontal e determinar os vértices e focos da 
projecção vertical da hipérbole. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame Final — 
24 de Junho de 1952. 

Ponto n.° 1 

3858 — Seja [a] uma superfície cónica de vértice 
V (0 , 1,1) e cuj a directriz é uma circunferência exis­
tente em v 0 , de centro G {— 1 , 2 , 0 ) e raio 1 . To­
mando uma élipse de v 0 , de centro £ ( 3 , 3 , 0 ) e 
semi-eixos 1 e 2 , para directriz de uma segunda su­
perfície cónica [B] , escolha um vértice para esta su­
perfície por forma que na interseção de [a] com [8] 
haja dois ramos hiperbólicos e um parabólico, e i n ­
dique a assintota de um dos ramos hiperbólicos. 

3859 — Definido um hiperbolóide por d 4 1 v 0 , d2 \ \ q>o 
e d3, determine urna 4.* geratriz d4 do mesmo sis­
tema, e defina, pelos traços, o plano tangente à super­
fície que passa por um ponto dado e contém a gera­
triz d t . Indique o ponto de contacto. 

3860 — Definido um parabolóide hiperbólico, por 
duas directrizes e ipo como plano director, determine 
as assintotas da secção feita por um plano i v 0 . 

3861 — Dado uma recta r \\ B24 e uma superfície 
cónica definida pelo vértice e pela directriz circular 
em v 0 , conduza um plano tangente à superfície pa­
ralelo a r. Determine o ângulo que faz com <p<> 0 

plano obtido e os pontos do plano equidistantes de 
vo e tpo. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame Final — 
30 de Junho de 1952. 

Ponto n.° 2 

3862 — Seja [o] uma superfície cónica de vértice 
V (0 , 1 , 2) e que tem por directriz uma circunferên­
cia existente em v 0 , de centro C(2,3/2,Q) e raio 1. 
Tomando g \\ $2i para direcção das geratrizes de uma 
superfície cilíndrica [ B ] , escolha em <p0 uma direc­
triz para esta superfície por forma que se verifique 
um duplo beijamento na intersecção de [o] com [3.]. 
Indique os pontos duplos da intersecção e determine 
as tangentes num dêles. 

3863 — Definido um hiperbolóide por 3 directrizes 

1 vo> ^î l l ' fo e ^3) determine o centro da superfí­
cie e o parâmetro da geratriz <7j_vo. 

3864 — Mostre, a partir da fórmula de CHARLES, 
como varia o plano tangente ao longo de uma gera­
triz de urna superfície empenada. Exemplifique para 
o caso do parabolóide hiperbólico isosceles definido 
por 2 directriz e <po como plano director, conside­
rando os planos tangentes em pontos de uma geratriz 
de frente. 

3865 — Dada uma esfera de centro C e raio r , 
conduza-lhe um plano tangente por um ponto exte­
rior de modo que o ponto de contacto tenha uma cota 
dada. Conduza por P uma recta do plano obtido que 
faça um ângulo dado com as frontais do plano. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1." Exame de Fre­
quência — 29 de Janeiro de 1953. 

Ponto n." 4 

3866 — Dados os planos a = P • r (r1 = r") e 8 , 
definido por urna recta de maior inclinação, determinar: 

a) a intersecção dos dois planos, 
ò) os pontos de a a igual distância de VQ e cpg. 
c) os pontos de B tais que cota + afastamento — K 

(constante). 

3867 — Para resolver em geometria cotada : Dada 

uma recta r | _ e um ponto P'3, obter sobre 

r dois pontos Bf e N a uma distância dada de P 
e determinar o lugar geométrico dos vértices de todos 
os triângulos do plano P-r que têm por base MN 
e área dupla da do triângulo [PMN]. Unidade para 
as cotas : 1 cm. 

3868 — Seja a um plano definido pelos pontos 
M (0 , 0 , 0 ) , . 4 ( 1 , 2 , - 2 ) e P (3 , 1 , 1 ) . Determi­
nar as projecções do triângulo equilátero de vértice 
em P e com um dos lados sobre MA e o centro da 
esfera que passa pelos vértices do tr iângulo e pelo 
ponto £ ( 8 , 1 , 1 ) . 

3869-Considere os pontos <S(0,0,5), 4 ( 0 , 4 , 0 ) , 
B ( - l , 5 , 0 ) , 0 ( V Í , 7 , 0 ) , D ( 2 , 4 , 0 ) e P ( 3 , 6 , 3 ) . 
Colocando em S um foco luminoso e supondo trans­
parentes os planos de projecção, conduzir por P um 
plano onde o quadrilátero opaco [ABCD] produza 
uma sombra com a forma de um paralelogramo. De­
fina a sombra pelas suas projecções. Como determi­
nava um segundo plano onde a sombra fosse um pa­
ralelogramo de área dada? 

3870 — Para resolver em geometria cotada: —Dada 
uma superfície cilíndrica de directriz circular exis-
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tente em v0 e de geratriz com declive igual a 100 "/„, 
conduzir por um ponto dado duas tangentes à super­
fície sendo uma de nível e fazendo a outra um ângulo 
de K° com a primeira. Indicar os pontos de contacto. 
Unidade para as cotas: 2cm. 

3871 — Dado um elipsóide de revolução de eixo 
vertical [ej e uma recta de nível n , seja ff a famí­
l ia de planos tangentes a [s] paralelos a n. Que 
nome se dá ao lagar geométrico dos pontos de con­
tacto dos planos de ff? E ao plano que contém esse 
lugar geométrico? Determine um plano da família ff 
que passe por um ponto dado. 

3872 — Demonstrar que a intersecção de duas quá­
dricas de revolução, com um plano equatorial comum 
se projecta ortogonalmente sobre este plano (ou qual­
quer plano paralelo) segundo uma circunferência. 
Aplicar o resultado à determinação dos pontos de 

encontro de uma recta com um elipsóide alongado de 
revolução. 

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA— 2.° Exame de Fre­
quência — 20 de Maio de 1953. 

Ponto n.° 4 

3873 — De uma superfície cónica de 2.* ordem 
conhecem-se 5 geratrizes, uma das quais de nível e 
outra de frente. 

a) Determinar o género da directriz da superfície 
em v0 . 

b) Conduzir por P (dado) um plano que seccione 
a superfície segundo uma hipérbole de que sejam 
direcções assintóticas as geratrizes de nível e 
de frente dadas. 

c) Determinar as assíntotas da secção e indicar 
como se podem obter os eixos, vértices e focos 
da sua projecção vertical. 

F. C. C. — CÁLCULO INFINITÉSIMAL — 2 ° Exame de Fre­
quência — 1952-53. 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

r x 2 - 2 x + 1 
R : : • d x 

x - 1 
• d x = 

3874 — Determinar as trajectórias ortogonais da 
família de curvas y* + y = k x. 

R : 4 x s + 2 ( y ' + y ) - l o g ( l + 2y) = C. 

3875 — Determinar a curva integral da equação 

(x + 1) y y" + (x + 1) y'2 = y y' 

que contem os pontos ^1(0,0) e B ( — 1 , 1 ) . 

R : Trata-se de uma equação de LIOUVILLE que tem 
por integral geral y 5 = C (x5 + 2 x ) + 2 C . A curva 
integral que contem os pontos dados corresponde aos 
valores C' = 0 e C = — 1 das constantes. 

3876 — Determine a área da região limitada pelas 
curvas y = l o g x , x = 0 , y=>0 e y = l . 

R : e — 1 . 

3877 — Mostre como se pode integrar a equação 
y' - / ( y / x ) . 

3878 — Demonstre o teorema de Du Bois REYMOSD. 

I . S. C. E . F. — ANÁLISE INFINITÉSIMAL — 1." exame de 
frequência extraordinário prático — 19-3-954. 

I 

3879 
C x 2 — 2 x + 1 

•Calcular / • • —— Trzdx. 
J X3 (X* - 1) (x 4 1)2 

+ 

3 ( X 4 - 1 ) ( x + 1 ) 2 J X 3 ( x + l ) 3 ( x 2 + l ) 

1 4 1 7 
= 12 log x 

2 x 2 x 6 (x + 1) 2 2 ( x + 1) 
3 1 

+ 14 log (x + l ) + — log (xS + l ) + — arctg x + K . 

I I 

3880 — Determinar uma fórmula de recorrência 
C (a + x)m 

para o cálculo de / „ „ = / dx m > 0 , » » > 0 
J (a 2 + x2)" 

e inteiros. 

Calcular em particular : 

r C dx r a + a 
a) (a + x)mdx b) / c) I dx. 

J ' V ( a 2 + x 2 ) 2 V (<**+**)* 
/"(a + x ) ° - 2 ( a + x ) 2 

R : 'm n = / d X = 
,n J (a 2 + x 2 )" 
/*(a +• x )=- 2 (a 2 + x 2) + 2 a x (a + x)">-2 

•J (a 2 + x 2 ) " 

(a + x ) m - 2 x 

d x = 

' Im-s,„-i + a / ( a 2 - x , j . d x - , — i ~ 

a(a + x ) = - 2 a ( m - 2 ) 
H ;— lm-3 , i i - l + l * 

n — 1 
(n —1) (a 2 + x 2 )°-

/
(a + x)»+i 

( a + i ) » d x = í í — + C 
m + 1 
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Ç dx 1 raz + x î - x î ^ , 
b ) J (a 2 + x 2 ) 2 = ã i " , / (a 2 -f X 2 ) 2 

1 r dx 1 T 2 x 2 d x 

ã* J a 2-t-x 2 ~ 2 i J (a 2 + X2)2 ' 

arctg 1 
2 a 3 a • 3 á * ( a * + x2) 

/* a + x 3 r d x l f 2 x 
cl / dx = a / 1 1 d j 

' / (a* + x2)3 J (aí + x2)3 2 , / (a 2 + x 2 ) 3 

a2 + x 2 - x 2 

, ( a 2 + x2)3 

1 /"2x 2 dx 
~~ 2 a J (a2 + x 

d x -
4(a2 + x2)2 a j 

+ 

(a2 + X2)3 4 (a2 + x2)2 
1 

(a2 + X')2 

i — arctg - + 
2 a 4 a 

(a' + x*)-
2 a 3 (a J + x') 4 (a2 -\ x2)2 2 

1 X X 
arctg h  

2a* a 2a3( a 2 + x 2) 

x + 

1 1 X 
y arctg — • 

4(a2 + x2)2 4 a ( a 2 + x2)2 8 a* a 

8 a 3 (a2 + x2) 

I I I 

3881 — Determinar a condição de existência de 
[•"> xm — \ 

I-= I -dx com ra,re; •JL „ • 0 inteiros e calcular 
x" - 1 

este integral para m = 2 , n = 4 e para m — l , n = 4. 

R : A condição de existência è m < n + 1 . 

Para m = 2 , n = 4 vem : 

r » x 2 - l C* dx r 1" « 
I — I dx = / = arctg x = - . 

Jo x * - l Jo x 2 + l L Jo 2 
Para m — 1 , n = 4 vem : 

f"» x — l rx
 dx 

I - J o i * - T "" Jo (X + 1) (x2 + 1) = 

f'(-l f - - + 1 W -
Jo V2(x + 1) 2 ( x 2 + l ) 2 ( x ' + l ) / - [110* X + 1 

/ x M T T 2 
+ 7T artg x 

Jo 4 ' 

I . S. C. E . F . — ANÁLISE INFINITESIMAL — 1.° Exame de 
frequência extraordinário (teórico) — 20-3-954. 

I 

3882 — a) Sendo P(x,y,z) um ponto variável e 
Pi (a , 6 , c) um ponto fixo, determine uma função 
escalar u , só da variável x, que satisfaça à equação 

(P - P 4 )2 
div grad — = grad u/(P — P.) 

6 ( P i - O ) 2 B / v 

sendo O a origem dos eixos, (coordenadas cartesia­
nas ortogonais). 

b) Discussão—Em que domínio existem funções 
reais u{x) satisfazendo à condição dada? 
R : a) A equação dada equivale a 

(x—a )2+(v-b )2 + (z—c)2 du 
div grad i T, „ í _ , - T - I / [ ( * - a ) 1+ 

a2 + b 2 + c 2 

+ (y — b) J + (z — c) K ] ou ainda 

du 

dx 
6 

a 2 + b2 + c2 

du = 
6dx 

dx 
( x - a ) 

(a2 + b 2 + c 2) (x - a) 
6 C dx 6 log (x —a) ' 

u = I — f- C. 
a2 + b2 + c 2 J x - a a2 + b2 + c2 

b) O domínio terá de ser evidentemente (a, + oo). 

I I 

3883 — Verifique : 
1. °) Que o teorema de Peano não é aplicável ao 

sistema: 
2/i = 3 x1 + 2 x 3 

yz — x 2 + x 3 

j/3 = 4 x 2 + 3 x 3 no intervalo (—a, a). 
2. °) Que as funções são linearmente dependentes, 

qualquer que seja x. 
Que conclusão deve tirar-se destes dois factos? 

R : 1.") O Wronskiano do sistema 
é W = 3x 2 - t -2x 3 x 2 + x 3 4 x 2 + 3 x 3 

6 x + 6x» 2 i + 3 x 2 8 x + 9 x 2 

6 + 12 x 2 + 6 x 8-1-18 x e como os 
complementos algébricos da última linha são todos nulos 
em x = 0 , ponto interior a ( — a , a ) , não se pode 
aplicar o teorema de Peano. 

2.°) Existe um teorema que diz : «Se um sistema de 
/unções for linearmente dependente o Wronskiano das 
funções é identicamente nulo». 

Ora è evidente que W = 0 para qualquer valor x 
(a terceira coluna é a soma das duas primeiras) e então 
está verificado que as funções são linearmente depen­
dentes. 

Destes dois factos conclue-se que embora o teorema de 
PEANO não seja aplicável às funções dadas elas são 
linearmente dependentes. O teorema de PEANO e o teorema 
enunciado em 2.°) não são proposições reciprocas. 

I I I 

3884 — Como se sabe, demonstra-se a existência 

do integral de STIELTJES I f(x)dF(x) quando f ( x ) 
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for contínua e F (x) de variaçõea limitada em (a ,6 ) . 
Veja se sabe definir um integral de STIELTJES 

J f(x) dF(x) que será finito sem que a função F (x) 

«eja de variação limitada. 

I V 
7 1 - 1 

3885 — Verifique que div grad / ( r ) = /'(»*) +• 
r 

y ' ( r ) sendo / ( r ) uma função escalar da distância r 
•do ponto variável P (xl, x 2 , • • • x„) do espaço n-di-
mensional à origem 0 ( 0 , 0 , - - 0 ) . Supõe-se, bem 
•entendido, que existem as derivadas / ' (r) e / " (r) 
.(coordenadas cartesianas ortogonais). 
R : r = y x j •+- • • • -r x* e como : 

á f d f A r x t — = — — = f 1 (r) — 
dxt d r ()xk r 
aif f " ( r ) , 

*î+f(r) - vem: div grad f ( r ) = 

i í*f f"(r) » » f ' (r) f ' ( r) - , 
d x j r* l = , l = 1 r r 3 

k—1 I 

f'(r) 

k=l k=l 
n f ' (r) f ' ( r ) n 

- f ' ( r ) + f » ( r ) . 

X S. C. E. F. — ANXLISE INFINITÉSIMAL — 2." Exame de 
frequência teórico (ordinário) 14-6-54 

I 

3886 — a) Verifique que a equação yzdx — 
— XB dy — yr dz — 0 é completamente integrável. 

x 
b) Sabido que F= logz = C é integral da 

y 
•equação, verifique que X = é factor integrante. 

y 2 s 

I I 

3887 — Verifique que a equação yq*-{-xp = z é 
integrável por dualidade e integre-a. 

I I I 

3888 — Sendo P ( x j , x 2 , ••• x„) um ponto do es-
gjaço n-dimensional, diga como se extende o conceito 

-de J/ (P ) dV quando: 

a ) f{P) s e toma infinita em V um número finito 
-de vezes; b) t\P) se torna infinita em V um nú­
mero infinito de vezes; c) o domínio V é ilimitado. 

Mostrar que / j sen (x* - f - y*) dx dy é divergente 

•quando A é o primeiro quadrante. 

I V 

3889 — Seja U (x, y) «= Const, a equação geral 
duma família de curvas planas r num sistema de 
eixos rectangulares. Qual é a condição necessária e 
suficiente a que deve satisfazer U (x , y) para que as 
curvas que cortam as curvas T sob um ângulo cons­
tante * sejam representadas, qualquer que seja » , 
por uma equação da forma U (x , y) + V (x , y) t g a = 
= C onde V (x, y) é independente de a e C desi­
gna uma constante arbi trár ia . 

Explicar o resultado por meio da teoria das funções 
analíticas duma variável complexa. 

3890 — Analise os casos de indeterminação, nos 
problemas do cálculo das variações, relativos: 

1°) ao integral / / ( x , y , y') dx ; 
Jm, 

2.°) ao integral duplo J J f (x , y ,z ,p ,q) dx dy. 

I. S. C. E. F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — 2.* exame de 

frequência teórico (extraordinário) — 3-6-954. 

3891 — Se v=f{u) é uma função que admite as 
derivadas / (u) e / " (u) sendo u uma função homo­
génea de grau n das variáveis x e y mostrar que : 

x* 1- 2 x y (- y 2 = 
dx" dxdy dy* 

= n(n-l)uf> (u) + n» u» f » (u) 

I I 

3892 — As fórmulas de RIEHANN e OSTROQRADSKI 
no cálculo de áreas planas e de volumes. 

I I I 

3893 — Considere a função de variável complexa 
w = arctg 2 (a = x + i y) . 

I . 0 ) Pôr esta função na forma P(x,y) + i(Qx,y) 
onde P e Q representam funções reais das variáveis 
reais x e y . 

2.") Definir as curvas representadas em coordena­
das rectangulares pelas equações P — constante, 
Q = constante. 
• 3.") Achar o ângulo segundo o qual uma curva da 

primeira família corta a outra da segunda família. 
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I V 

3894 — Encontrar as expressões gerais das duas 
funções P(x,y,z) ,Q(x,y,z) tais que as duas 
equações : dz = P(x ,y ,z) dx + Q (x, y , z) d y 

dz = 2[P(x,y,z)dx + Q (x , y, z) dy] 
sejam uma e outra completamente integráveis. En­
contrar a expressão geral das funções X(x,y,z) tais 
que a equação : 

dz => \ (x ,y ,z) [P (x ,y ,z) dx + Q(x,z,z) dy] 

seja também completamente integrável. 

3895 — No problema de cálculo das variações 

respeitante áo integral / F (x,y,y' dx a fun-
Jm, 

dF 
ção y (x) é dada pela equação diferencial 1) — 

óy 

dx \dy' ) + dx* \ày"J 

Provar que: a) a equação 1) é de segunda or­
dem se F(x,y,y' = y"f(x,y,y') + g(x,y,y'). 
b) a equação 1) reduz-se a uma identidade quando 

F(*iy,y',y") = y' 

função de x,y,y'. 
dy' 

. àf d<f 
dy dx 

onde ç é 

I . S. C. E. F . — ANÁLISE INFINITESIMAL — Exame final -
Época de Julho - 16-7-954. 

3896 — Se F {xx , x 2 , x 3 , x 4 , x s , x 6 ) = ç ( X , Y , Z) , 
onde X = x 2 x 8 — x 3 X5 , Y= x 3 x 4 — x 4 Xe , Z = X j X j — 
— X j x 4 , mostrar que : 

a) X ! F>», + x 2 F x , + xt Fx, = 0 
. b) x 4 Fx, + x 5 F'x, + x 6 F'x, — 0. 

Demonstrar ainda que, sendo F homogénea de 
grau n em X j , x 2 , x3 , ç é também homogénea de 
grau n em X , Y , Z e F homogénea de grau n 
em x 4 , x 5 , x 6 . 

R : a) x , F'jt, + x 2 F'x. + x 3 F'x. - x, (9'7 x 3 -
— a'z x 2 ) + x 2 ( — ç'x x j 4- ç'z x 4) + 

+ X 3 (tp'x X 2 — ç 'y X, ) = 0. 

b) x 4 F'x, + x 5 F'a, + x 6 F'x, - x 4 ( - ç'y x 6 + 
<p'ix5) + x 5 (ç'x x 6 — ç'z x 4 ) 4- x 6 ( - tp'x x 5 + ç y x4) = 0 . 

Sendo F homogénea de grau 11 em X ) , x 2 , x 3 , tem-se, 
segundo o teorema de EULER: (1) x j F'x, 4- x 2 Fx, 4-
4 x 3 F ' I , = n F ( x j , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x 6 ) = n ç (X , Y , Z ) . 

Ora x j F'x, 4- x 2 F ' x , 4- x 3 F'x, = Xj ( - ç ' y x 6 + 
4- ç'z x 5 ) 4- x 2 ( ? ' x M — ç'z X 4 ) 4- x 3 ( - ç ' x x s + 

4- ç 'y X 4 ) = ( X 2 X 6 — X 3 X 5 ) tp'x 4- ( x 3 x 4 — Xj x 6 ) ç 'y 4-
4- (x , x 5 — x j x 4 ) ç 'z = X ç ' x 4- Y <p'y + Z ç ' z e a igual­
dade (1) áa imediatamente : 

X ç ' x 4- Y ç ' Y 4- Z ç ' z = n ç (X , Y , Z) , c. q. d. 
Para demonstrar que F e homogénea de grau n enfc 

x 4 , x 5 , x 6 , basta notar que: 
x 4 F'x. +• x 5 F'x, 4- x 6 F'x, - x 4 ( ç ' x x 3 - ? ' z x 2 ) 4-
+ *5 ( - ç'- x X J 4- ç 'z x j ) 4- x 6 ( ç ' x x 2 — ç ' Y x t ) = 

: = ( x j x 6 — x 3 x 5 ) ç ' x 4- ( x 3 x 4 — x, x 6 ) ç ' Y 4-
4- f x , x 5 — x 2 x 4 ) ç ' z - X » V + Y ç 'y 4- Z ç ' z = 
= n ç (X , Y , Z) - n F ( x t , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x 6 ) 

o que mostra que F é homogénea de grau n em x 4 , x 5 , x 6 . 

I I 

3897 — Sendo r uma curva plana, considerem-st*-
as circunferências de raio r cujos centrqs estão em. 
r . Determinar a envolvente desta família de circun­
ferências e provar que ela é constituida por duas 
curvas paralelas a r à distância r . 

R : Sendo y = f ( x ) a curva T a família de circun­
ferências de raio r cujos centros estão em r ^ f ( x , y , c ) = 
= (x — c)* 4- [y — f (c)] 2 — r 2 = 0 e para achar a en­
volvente tem de se eliminar c entre as equações : 

f f (x , y , c) = 0 
l f'c (x , y , c) = 0 

c ) J + [ y - f ( c ) ] 2 - r 2 = 0 
2 ( x . - ç ) - 2 { y - f ( c ) ] f ( c ) - 0 

r (x —c) 2 4- [y - f (c)] 2 - r* = 0 
i x = c - [ y - f ( c ) ] f ' ( c ) 

A envolvente é, pois, em equações paramétricas r 

y - f ( c ) ± 

ou sej 

dy 

\ÍW (c)] 24-l 
_ r f (c) 

dy dc 
Como — - = - f (c), como facilmente se pode 

dx dx 
"dT 

verificar, fica provado que a envolvente é constituída, 
por duas curvas paralelas a V . 

I I I 

3898 — Dada a equação linear: 

cPy dy 
(i) y í + p ( • ) • / • + a W » - o 

Cl X Ct 33 
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tome-se uma nova variável independente t ligada a 
x pela relação t =• o (as) e a equação (1) é substi­
tuída pela nova equação linear : 

d*y dy 
W 7§ + * W rf7 + ?< W f - 0 • 

Encontrar a condição a que devem satisfazer os 
•coeficientes p e g da equação (1) para que seja 
possível escolher a função ç de modo que a equação 
( 2 ) tenha os seus coeficientes constantes. 

2 
Supondo p •= — , encontrar a expressão geral de 

x 
(x) e o integral geral da equação (1) correspondente. 
t> rr d y d v , / v d ' y d ' y » . 
R : Tem-se —— = —— o' (x) e —— — —— +• 

dx d t dx* dt* 
d y 
d t 

e substituindo estes valores em (1) obtém-se 

, d ' y 
•a equação o' a - f (p ç' 

dy 
=0 e para que 

•ela se reduza à forma (2) terá de ser : 

f ptp1 + <p" = a?' 5  

t q ^ o " 

Derivando em ordem a x a segunda equação, obtém-se 

o sistema de 3 equações 
P T ' + ? " - » ? " 
q = b ip" e elimi-
q' - 2 b ç' ç" 

1 / ql\ 
nando d>' e a>" vem — ( P H | — C aue e" a relação 

q V 2q/ 
procurada. 

2 
Sendo p -= — e, substituindo na relação já deduzida, 

x 
2 q' . 

obtém-se: 1 = + y x q (X = const.) equação di~ 
x 2 q 

ferencial que se pode linearizar fazendo + v/Xq = — . 
u 

A equação linear é 2 u — x u 1 = A x que inte-
k«» 

grada dá U = U + J Í I ' e portanto q i x' (x + a)« 
(a , k constante). 

2 k a? 
A equação (1) é então y" H y' + y = 0 

x x* (x + a) s 

e, fazendo a mudança de variáveis t = log  
x + a 

d* y dy 
obtém-se - r - j + —— + k y — 0 çue se integra pelos 

métodos já conhecidos. 
Soluções dos n . o s 3879 e 3898 de Fernando de Jeans 

Á L G E B R A S U P E R I O R 

T . C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — Pontos de frequência 
do ano de 1953/54. 

3899 — Mostrar que todo o grupo abeliano finito é re­
solúvel (admite uma série normal de factores abelianos). 

3900 — Se um anel © tem um número finito de 
geradores, prove que S 3 também tem um número 
finito de geradores. Quais? Generalize o resultado. 

3901 — Mostre que um anel simples que é anel 
zero, isto é, tal que 0 J = (0), é um grupo finito. 

3902 — Seja Slt um módulo — Si. Determine a ex­
pressão geral do grupo gerado por x . Note que tal 
grupo com cada elemento contém os resultados das 
aplicações dos operadores de D, por ser sub-módulo 
-admissível. 

3903 — Sejam S3ç=2I, dois anéis de características 

7*8 8 7gj- Prove que 7gj<;7g|-

Mostre que todo o anel S3 se pode mergulhar no 
anel 21, com unidade, e tal nue y — y 

3904 — Seja 6 um anel simples que não é anel 
zero (Q*=f=(0)). Mostre que o centro î=f={0) é um 
•corpo. 

3905 —Seja 21 um anel totalmente redutível. Mos­
tre que 

a) Se a é um ideal bilateral de SI então 
û como anel, é totalmente redutível. 

6) Se 31, 31*, SU**, forem os radicais de a, então 
o pode-se escrever 

û = 3Î + 6 
0 = 31* + 6* 
a = 3í** + 6** 

em que 6,6*, b**, são anéis cujos radicais 31,31*, 91** 
São nulos. 

3906 — Seja 21 um anel comutativo. Prove que o 
radical 91 é a intersecção dos ideais bilaterais 6 tais 
que 31/6 tem radical 91 = 0 . 

3907 — Considere o determinante 

A = det I 2 au bik I 

como função dos vectores 

a,- = Ian a i » ! 
i'• — 1 , 2 , • • • n 

admitindo que os bjk são constantes. Tendo em conta 
que a verifica 2 propriedades características dos 
determinantes há uma proposição que permite deduzir 
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a regra do produto de determinantes. Diga quais são 
as propriedades verificadas e deduza que efectiva­
mente se tem 

4 " l « l i M f y » l -

3908 —Seja 3JI um módulo — f) onde n é um corpo 
satisfazendo à condição de cadeia ascendente. Sa-

bendo-se que o elemento unidade do corpo actua 
como o automorfismo identidade (xl—x) demonstre 

d) que se ÍSl for simples é %fl = v{l em que v=f=0 & 
arbitrário e v e 3JI 

6) que se não é simples, é soma directa dum 
número finito de módulos simples. 

P R O B L E M A S 

Problemas propostos ao concurso 

SECÇÃO ELEMENTAB 

3909 — Provar que 

(1 + j/S)" = 6 (1 + v /3) - ' + 4 (1 + l/S)"- 3 

3910 —Considere um triângulo equilátero [Ai,Bi,Cy\ 
de área ã . Inscrito no triângulo anterior um novo 
triângulo equilátero [A2, Bz, 6|] tal que os seus lados 
sejam respectivamente perpendiculares aos do ante­
rior. Do mesmo modo e indefinidamente triângulos 
equiláteros, inscritos nos sucessivos triângulos que se 
vão obtendo por aquele processo. 

Calcule o limite da soma das áreas dos triângulos 
quando o número destes tende para oo. 

SECÇÃO MÉDIA 

3911 — Demonstrar que 

d" (are tgx) 
dx" = ( - I ) " " ' 

( " - ! ) ' 

(1 + . B ? ) ' " 2 

sen (n • are cota:). 

3912 — Demonstrar que a c o r r e s p o n d ê n c i a 
a-rb[/'ò*—•o + é l / 5 (a e b racionais) não é um 
isomorfismo, e provar que não pode existir nenhum 
isomorfismo entre os corpos R (y/3) e R{^5) . 

Resoluções dos problemas do concurso, propostos 
no n.° 56 

Apresentou soluções correctas dos n."' 3730, 3731 
e 3732, que se publicam, o Snr. Fernando de Jesus. 

3730 
2 t g x 

R : Como t g 2 x = virá tg 2 x tg x = 
1 + t g 2 x 

2 t g 2 x , 2 t g 2 x 
;= S O e também é evidente que < 2 

l + t g 2 x ^ l + t g 2 x 
donde se conclui que 0 < ^ t g 2 x t g x < 2 o que mostra 
que é impossível a dupla desigualdade proposta. 

3731 
R : Como p = OP cos a e p = 2 cos A vem 

2 cos A 2 cos A 2 cos A 
cos a = 

q - 4 
Conclui-se também que QR = 

q - 4 

q - 4 
sen a \ / \ ~ cos2 a 

q - 4 

V 1+4 cos"2 A V l + 4c 
q - 4 

•. Então 

r = QR cos a 

cos5 A 
2 cos A 

t/ l-r-4 cos5 A 

1 + 4 cos" A 
— 2 cos A (q — 4) e como q = l + p* — 1 + 4 cos' A 
vem r = 2 cos A (4 cos5 A — 3) = 2 cos 3 A c. q. tf. 

OP l / l + P * i /1 + 4 cos2 A 

3732 
R : Sendo x = n (inteiro) e substituindo este valor-
na função dada vem y = n 2 + (2 n + 1) (n — n) = n 5 que 
é o mesmo valor </ne se obtém fazendo x = n em y = x*. 

Considerando os inteiros consecutivos n e n + 1 e 
sendo X = n + 8 ( 0 < â < l ) vem para valor correspon­
dente da função : Y = n 2 + (2 n +1) 6 . 

Ora a equação da recta que passa pelos pontos (n , n 5) 
[(n -f 1) , (n + 1)*] pertencentes a y = x 2 é Y — n* = 
= (2n + l ) ( X —n) e fazendo X = n+6 vem Y = n 2 + 
+ (2 n + 1) 0 . 

Fica assim demonstrado que a representação gráfica 
da equação é uma poligonal inscrita na parábola y = x* 
cujos vertices correspondem aos valores inteiros da, 
variável independente. 

3733 — Não foram apresentadas soluções. 
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