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Sobre a não contradição da Matemática 
por Gottfried Kòthe 

(Conferência realizada na Faculdade de Ciências de Lisboa em 27 de Abri/ de 1954) 

F o i em fins do sécu lo passado que, na teor ia dos 
conjuntos, su rg i r am alarmantes c o n t r a d i ç õ e s . A p r i ­
meira destas ant inomias f o i descoberta por B U R A L I -

- F O R T I em 1897 : por um lado consegue-se demonstrar 
que existe um n ú m e r o ord ina l maior do que todos os 
outros, por outro lado demonstra-se que, para cada 
n ú m e r o ord ina l , existe um outro n ú m e r o o rd ina l maior 
do que esse. O p r ó p r i o fundador da teor ia dos con jun ­
tos, G. C A N T O U , descobriu em 1899 que a n o ç ã o de 
conjunto C de todos os conjuntos é em si con t rad i ­
t ó r i a : o n ú m e r o card ina l de C deveria ser maior 
que qualquer out ro n ú m e r o c a r d i n a l ; por outro lado, 
o conjunto de todos os subconjuntos de C deveria 
ter um n ú m e r o card ina l maior que o de C , segundo 
um teorema geral da teor ia dos conjuntos. 

Reconheceu-se em breve que tais c o n t r a d i ç õ e s e s t ã o 
in t imamente l igadas a certas ant inomias de c a r á c t e r 
puramente l óg i co . U m a destas ant inomias era conhe­
cida pelos filósofos gregos eomo o paradoxo do menti­
roso: «O que eu d igo neste momento é f a l s o » . 

A i n d a de c a r á c t e r puramente l ó g i c o é o paradoxo 
re l a t ivo a noções i m p r e d i c á v e i s , descoberto pelo f i ló ­
sofo e m a t e m á t i c o i n g l ê s B E R T R A N D R U S S E L L . U m pre­
dicado (ou uma noção) diz-se predicável, quando pode 
ser af i rmado a respeito de s i p r ó p r i o ; caso c o n t r á r i o , 
diz-se i m p r e d i c á v e l . Por exemplo, a n o ç ã o de «noção» 
é ela mesma uma n o ç ã o —logo «noção» é um predicado 
p r e d i c á v e l . Mas j á a n o ç ã o de «casa» é i m p r e d i c á v e l , 
pois n ã o faz sentido dizer que a n o ç ã o de «casa» é 
uma casa. 

Consideremos agora a n o ç ã o de « i m p r e d i c á v e l » . 
S e r á esta uma n o ç ã o i m p r e d i c á v e l ? N ã o , porque nesse 
caso seria p r e d i c á v e l . E e n t ã o p r e d i c á v e l ? T a m b é m 
n ã o , porque nesse caso seria i m p r e d i c á v e l . Como se 
v ê , ambas as h i p ó t e s e s conduzem a uma c o n t r a d i ç ã o . 

Uma out ra an t inomia l ó g i c a é o chamado paradoxo 
de R I C H A R D . Ex i s t em certamente n ú m e r o s naturais 
que podem ser definidos com menos de t r i n t a s í l a b a s . 
Mas, sendo assim, a d e f i n i ç ã o 

« O mais pequeno número natural que não pode ser 
definido com menos de trinta sílabas» 

conduz a uma c o n t r a d i ç ã o , pois é f e i t a na realidade 
com menos de t r i n t a s í l a b a s . 

H . P O I N C A R É por um lado e B . R U S S E L L por out ro 
adoptaram o seguinte ponto de v i s t a para expl icar 
as ant inomias . As noções p r e d i c á v e i s correspondem a 
entidades do t i p o do conjunto C de todos os con jun ­
tos, que tem por elemento esse mesmo con jun to : tais 
noções apresentam o c a r á c t e r de um c í r c u l o vic ioso, 
devendo por isso ser e l iminadas. Es ta qual idade de 
c í r c u l o vicioso patenteia-se claramente no paradoxo 
de R I C H A R D e, nos outros casos, é sempre um t a l c í r cu lo 
vicioso que aparece como or igem da an t inomia . 

Parecia e n t ã o mu i to simples sair da d i f i cu ldade : 
tratava-se unicamente de ev i ta r as de f in ições com essa 
í n d o l e p r o b l e m á t i c a . Mas infe l izmente h á muitas def i ­
n ições de t a l natureza em m a t e m á t i c a , sobretudo na 
a n á l i s e c l á s s i c a . Basta dar como exemplo a n o ç ã o de 
m á x i m o duma f u n ç ã o c o n t í n u a f ( x ) num in te rva lo 
[ a , 6 ] , expressa usualmente pela n o t a ç ã o 

m a x f i x ) . 

Na verdade, o m á x i m o é ele mesmo u m dos valores 
n u m é r i c o s , p e l o conjunto dos quais o m á x i m o é definido. 

Mas como é p o s s í v e l que, em m a t e m á t i c a , se tenham 
adoptado de f in ições com t a l natureza p r o b l e m á t i c a ? 
Como é pos s íve l que somente os paradoxos da , teor ia 
dos conjuntos nos tenham conduzido a reconhecer este 
facto deveras inquie tan te ? 
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A verdade é que só nesse momento se tomou plena 
c o n s c i ê n c i a de que os m a t e m á t i c o s t raba lhavam com 
uma h i p ó t e s e filosófica, a que se deu o nome de ponto 
de vista platónico. Consiste esta h i p ó t e s e em a d m i t i r 
que os n ú m e r o s , os conjuntos de n ú m e r o s , etc. t ê m de 
certo modo uma e x i s t ê n c i a independente de nós , de 
fo rma que j á e s t á previamente decidido, de maneira 
independente dos nossos conhecimentos, qual é a 
so lução dum dado problema m a t e m á t i c o , qualquer 
que ele seja. A o m a t e m á t i c o compet i r ia unicamente 
« a c h a r » a s o l u ç ã o dos problemas, « d e s c o b r i r » a ver­
dade ou falsidade das p r o p o s i ç õ e s . Encarada deste 
ponto de vis ta , a de f in i ção de m á x i m o é certamente 
j u s t i f i c a d a : os valores n u m é r i c o s de / ( x ) , embora 
em n ú m e r o i n f i n i t o , existem no sentido p l a t ó n i c o — 
fo ra de nós , independentemente dos nossos conheci­
mentos — e a d e f i n i ç ã o I imita-se a escolher um desses 
n ú m e r o s , o maior deles. 

F o i pr inc ipa lmente C A N T O R quem sustentou o ponto 
de v i s t a p l a t ó n i c o : para ele os conjuntos i n f i n i t o s 
eram entidades efectivamente existentes, e n ã o apenas 
f i cções l ó g i c a s . De resto, toda a teor ia dos conjuntos, 
como hoje é ensinada nos cursos u n i v e r s i t á r i o s , é f u n ­
dada sobre este ponto de v i s t a : os n ú m e r o s cardinais , 
bem como os n ú m e r o s ordinais , só com essa a t i tude 
mental podem ser concebidos. 

Mas houve sempre f i l ó so fos que se opuseram e ne­
garam categoricamente a possibil idade da e x i s t ê n c i a 
actual dum conjunto i n f i n i t o . No tempo de C A N T O S era 
sobretudo K R O N E C K E R quem atacava a teor ia dos con­
jun tos por este lado. 

A l é m disso, o f e n ó m e n o dos paradoxos veio demons­
t r a r que o ponto de v i s t a p l a t ó n i c o é c o n t r a d i t ó r i o ) 
pelo menos para conjuntos quaisquer (cujos elementos 
podem ser, j á por s i , conjuntos, conjuntos de con jun ­
tos, etc.). 

Levanta-se pois a seguinte q u e s t ã o i nqu i e t an t e : 
se o ponto de v is ta p l a t ó n i c o é i n a d m i s s í v e l para os 
conjuntos i n f i n i t o s , qua l é a ga ran t i a de que se possa 
m a n t ê - l a para os n ú m e r o s reais ou mesmo para 
os n ú m e r o s natura is? F o i o m a t e m á t i c o holandez 
L . E . J . B K O U W E R quem, de maneira mais g e n u í n a , 
f o rmu lou e desenvolveu o ponto de v i s t a que se 
exprime abreviadamente nos seguintes termos : a a f i r ­
m a ç ã o de que existe u m n ú m e r o , ver i f icando t a l ou 
t a l propriedade, só tem sentido, quando é dado um 
processo para calcular esse n ú m e r o , mediante u m 
n ú m e r o finito de o p e r a ç õ e s elementares; qualquer 
out ra i n t e r p r e t a ç ã o é desprovida de sentido. E , na 
verdade, parece-me bastante d i f í c i l compreender o 
que se pretende s ign i f i c a r com uma frase como esta: 
«Os n ú m e r o s naturais e x i s t e m » , desde que se queira 
i n t e r p r e t á - l a no sentido p l a t ó n i c o . 

E m conformidade com ta l c r í t i c a , B K O D W E R deu-se 

ao cuidado de reconstruir a m a t e m á t i c a sobre novos 
alicerces. P o r é m esta nova m a t e m á t i c a — apelidada 
de i n t u í c i o n i s t a — é mui to mais d i f íc i l do que a mate­
m á t i c a c l á s s i c a ; muitos teoremas simples da a n á l i s e 
deixam de ser v á l i d o s na m a t e m á t i c a i n t u í c i o n i s t a , 
sendo s u b s t i t u í d o s por teoremas deveras complicados. 
A escola holandeza tem mant ido a t é hoje o ponto de 
vis ta brouweriano e cont inua a t raba lhar no desen­
volvimento da m a t e m á t i c a i n t u í c i o n i s t a . 

Pode bem dizer-se que, na actualidade, a c r í t i c a 
radica l de B R O U W E R é reconhecida como inte i ramente 
j u s t i f i c a d a : o ponto de vista construtivo é o ú n i c o m é ­
todo a c e i t á v e l para uma r e e d i f i c a ç ã o da m a t e m á t i c a . 
Mas, por outro lado, sentiu-se a necessidade de p ro ­
curar uma s o l u ç ã o menos d r á s t i c a , porquanto a mate­
m á t i c a i n t u í c i o n i s t a se afasta exageradamente da 
m a t e m á t i c a c l á s s i c a . A verdade é que os paradoxos, 
o r igem de todo este movimento, se manifes taram num 
d o m í n i o bem distante da a n á l i s e c l á s s i c a , na qual 
nenhum paradoxo se t i nha apresentado. F o i D . H i r . -
B K R T quem procurou uma s o l u ç ã o que, por um lado, 
satisfizesse à c r í t i c a de B B O U W E R e, por outro lado, 
salvaguardasse a a n á l i s e c l á s s i c a . O seu programa 
era demonstrar que a a n á l i s e c l á s s i c a n ã o conduz 
nunca a uma c o n t r a d i ç ã o . Sendo assim, mesmo que o 
ponto de v is ta p l a t ó n i c o fosse na realidade despro­
v ido de sentido, seria p o s s í v e l adoptar como a t é aqu i 
este ponto de vis ta e cont inuar a fazer i n v e s t i g a ç õ e s 
m a t e m á t i c a s na l inha t r ad ic iona l , sem o per igo de 
chegar a resultados c o n t r a d i t ó r i o s . Mas esta demons­
t r a ç ã o da n ã o c o n t r a d i ç ã o da m a t e m á t i c a c l á s s i c a 
deveria ser f e i t a por um m é t o d o const rut ivo no sen­
t ido de B R O U W E K . 

E u vou tentar e s b o ç a r nalgumas palavras o que se 
entende segundo H I L B E R T por métodos construtivos ou 
finitistas. Estes m é t o d o s devem, p r ime i ro que tudo, 
ter um c a r á c t e r de e v i d ê n c i a , que os dispense de 
qualquer out ro fundamento. 

Os objectos das d e d u ç õ e s f i n i t i s t a s s ã o sempre 
agrupamentos f i n i t o s de sinais elementares, ta is 
como I , | | , \j , n , etc. N ã o se diz nunca que um t a l 
objecto existe sem dar um m é t o d o de o construir . 
U m exemplo t í p i c o é a r e p r e s e n t a ç ã o dos n ú m e r o s 
na tu ra i s : c o m e ç a - s e por | , | | ; cada s inal que possa 
ser obt ido pela a d j u n ç ã o dum novo t r a ç o | a um s inal 
j á c o n s t r u í d o representa um n ú m e r o na tu ra l . N ã o se 
concebe nunca a classe de todos estes objectos como 
u m conjunto acabado. Quando se diz que uma dada 
p r o p o s i ç ã o ó verdadeira para todo o n ú m e r o na tu ra l 
n, pretende-se dizer que é conhecido um processo 
demonstrat ivo que h a b i l i t a a ver i f i ca r essa p r o p o s i ç ã o 
para cada valor pa r t i cu l a r a t r i b u í d o a n . 

Portanto, o a f i r m a r que uma p r o p o s i ç ã o é verda­
deira para todo o n ú m e r o n, i m p l i c a que se e s t á na 
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posse duma t a l d e m o n s t r a ç ã o cons t ru t iva ; dizer que 
a p r o p o s i ç ã o é falsa para a lgum valor de n s i gn i f i c a 
que se possui um contra-exemplo, o qual por sua vez, 
t e r á de ser c o n t r o l á v e l por um m é t o d o cons t ru t ivo . 
Neste sentido, o p r i n c í p i o l ó g i c o do terceiro e x c l u í d o 
deixa de ser v á l i d o , pois n ã o se tem a certeza de que 
toda a q u e s t ã o possa v i r a ser decidida pela a f i r m a ­
t i v a ou pela negat iva , podendo assim haver porven­
t u r a p r o p o s i ç õ e s , a respeito das quais n ã o f a ç a sentido 
dizer que s ã o verdadeiras ou falsas. 

Seguindo este m é t o d o o b t é m - s e uma teor ia dos n ú ­
meros, de c a r á c t e r cons t ru t ivo , que n ã o c o n t é m toda 
a teor ia c l á s s i c a elementar dos n ú m e r o s naturais . 
Por tanto , o problema mais simples que se apresenta 
no programa h i lber t iano é o de demonstrar a n ã o 
c o n t r a d i ç ã o da teor ia c l á s s i c a dos n ú m e r o s . 

A ide ia de H I L B E R T é a seguinte : Anal isando os 
processos c l á s s i cos de d e m o n s t r a ç ã o h á - d e reconhe-
cer-se que é i m p o s s í v e l chegar com esses processos a 
uma c o n t r a d i ç ã o . Ex is te um só caminho para a l c a n ç a r 
este fim. A teor ia dos n ú m e r o s é d e d u t í v e l dos cinco 
axiomas de P E A N O por meio das regras da l ó g i c a c l á s ­
sica. Só os teoremas d e m o n s t r á v e i s deste modo per­
tencem à teor ia c l á s s i c a dos n ú m e r o s . 

Ora, para poder analisar as d e d u ç õ e s c l á s s i c a s de 
maneira precisa, é i n d i s p e n s á v e l formalizar a teor ia 
c l á s s i c a dos n ú m e r o s . Quere is to dizer que cada 
axioma d e v e r á ser dado como um certo agrupamento 
de sinais elementares ( f ó r m u l a ) e que as d e d u ç õ e s 
d e v e r ã o consist ir em certas o p e r a ç õ e s c o m b i n a t ó r i a s , 
que t ransformem uma f ó r m u l a dada numa out ra que 
s imboliza o resultado da d e d u ç ã o . Estudando tais 
o p e r a ç õ e s , h á e n t ã o que demonstrar, por d e d u ç õ e s 
finitistas, que é i m p o s s í v e l chegar, por essas opera­
ções l ó g i c a s formal izadas , a um agrupamento de 
sinais que seja a f o r m a l i z a ç ã o duma c o n t r a d i ç ã o . 

A d e s c r i ç ã o das leis de es t rutura duma teor ia f o r ­
malizada, das leis de o p e r a ç õ e s com sinais e as dedu­
ções finitistas sobre a teor ia fo rmal izada const i tuem 
as chamadas investigações metamatemática sobre a 
teoria ou a metateoria. 

Com esta o r i e n t a ç ã o , a teoria dos n ú m e r o s torna-se 
uma e s p é c i e de j o g o com sinais, segundo regras bem 
definidas. É talvez n e c e s s á r i o sal ientar a i m p o r t â n c i a 
duma t a l f o r m a l i z a ç ã o . A f o r m a l i z a ç ã o da l ó g i c a c l á s ­
sica t i nha j á sido efectuada por B O O L E e F R E G E , de 
cujos resultados H I L B E R T se serviu . Es ta f o r m a l i z a ç ã o 
d á em p r i n c í p i o a possibi l idade de obter teoremas 
na teor ia dos n ú m e r o s , de maneira puramente m e c â ­
nica. As modernas m á q u i n a s e l e c t r ó n i c a s de calcular 
u t i l i z a m j á , numa certa medida, estas descobertas, 
pois podem executar o p e r a ç õ e s l ó g i c a s elementares ; 
eis a í um campo de a p l i c a ç ã o , deveras interessante, 
da l ó g i c a e da teor ia dos n ú m e r o s formal izada . 

Mas tornemos ao nosso problema da n ã o - c o n t r a d i -
ção da a r i t m é t i c a . Como vimos, é p o s s í v e l fo rma l i za r 
a teor ia dos n ú m e r o s de t a l modo que, deixando de 
par te unicamente o axioma do terceiro e x c l u í d o , se 
o b t é m a teor ia dos n ú m e r o s cons t ru t iva . Trata-se 
e n t ã o de demonstrar que a a d j u n ç ã o deste axioma 
não conduz a c o n t r a d i ç ã o . Conseguiu-se fac i lmente 
demonstrar a n ã o - c o n t r a d i ç ã o de certas partes da teo­
r i a dos n ú m e r o s por m é t o d o s bastante elementares, mas 
o problema geral resis t iu durante mu i to tempo a todos 
os e s f o r ç o s . No ano de 1 9 3 1 , um t rabalho c é l e b r e do 
m a t e m á t i c o a u s t r í a c o K U R T G O D E L veio c r ia r uma 
s i t u a ç ã o verdadeiramente d r a m á t i c a . Demonst rava 
ele que, com os m é t o d o s finitistas conhecidos nesse 
tempo, era i m p o s s í v e l dar uma d e m o n s t r a ç ã o da n ã o -
- c o n t r a d i ç ã o da a r i t m é t i c a . A ide ia essencial da sua 
d e m o n s t r a ç ã o consiste em t r aduz i r a metateoria na 
p r ó p r i a teoria dos n ú m e r o s , estabelecendo uma corres­
p o n d ê n c i a b i u n í v o c a entre agrupamentos de sinais ele­
mentares ( f ó r m u l a s ) e n ú m e r o s na tura is : consegue-se 
assim demonstrar que é i m p o s s í v e l dar uma demons­
t r a ç ã o da n ã o - c o n t r a d i ç ã o duma teor ia fo rmal izada 
por meio duma metateoria que esteja cont ida na p r ó ­
p r i a teoria . G Õ D E L demonstrou ao mesmo tempo que 
exis t iam teoremas na a r i t m é t i c a fo rmal izada que n ã o 
podiam ser decididas no â m b i t o deste f o r m a l i s m o : 
a teor ia formal izada era pois incompleta . 

A p ó s o p r ime i ro momento de perplexidade ocasio­
nada por este t rabalho, teve-se a i n t u i ç ã o de que 
exis t ia a inda um caminho pelo qua l podia haver a 
e s p e r a n ç a de chegar ao fim em v is ta , que era dar uma 
d e m o n s t r a ç ã o da n ã o - c o n t r a d i ç ã o da a r i t m é t i c a . Seria 
ainda n e c e s s á r i o , evidentemente, cont inuar a fazer 
uso de m é t o d o s finitistas, mas ex i s t i r i am porventura 
m é t o d o s mais gerais que os anteriores, que não se 
deixassem, como estes, t r aduz i r na l inguagem da 
a r i t m é t i c a formal izada . E f o i o aluno de D . H I L B E R T , 

G . G E N T Z E N , quem finalmente, em 1 9 3 6 , conseguiu 
demonstrar a n ã o - c o n t r a d i ç ã o da a r i t m é t i c a , empre­
gando a i n d u ç ã o t r ans f in i t a a t é ao n ú m e r o o rd ina l 

e=<i> 

Mais precisamente, o resultado de G E N T Z E N consiste 
no seguinte : é p o s s í v e l ordenar as d e m o n s t r a ç õ e s da 
teor ia dos n ú m e r o s de modo t a l que, u t i l i zando os 
ordinais daquele t ipo , se consegue fazer uma e s p é c i e 
de e n u m e r a ç ã o de todas as d e m o n s t r a ç õ e s , pela qua l 
se to rna e n t ã o pos s íve l reconhecer que nunca pode 
ser c o n s t r u í d a uma c o m b i n a ç ã o de s ímbo los repre­
sentat iva duma c o n t r a d i ç ã o . 

A p r i m e i r a v i s t a fica-se talvez um pouco na d ú v i d a , 
sobre se esta i n d u ç ã o t r ans f in i t a é ainda um m é t o d o 
cons t ru t ivo ; mas essa d ú v i d a desfaz-se prontamente, 
ao aprofundar o assunto. 
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U m a out ra d e m o n s t r a ç ã o mais simples do mesmo 
facto f o i dada em 1951 por P. L O R E N T Z E N [ 4 ] , que 
emprega uma e s p é c i e de i n d u ç ã o ramif icada , seguindo 
a ordem na tu ra l de f o r m a ç ã o das d e m o n s t r a ç õ e s , e 
renunciando portanto a d i s p ô - l a s a r t i f i c ia lmente num 
conjunto bem ordenado ( ! ) . O m é t o d o usado por 
L O R E N T Z E N na sua d e m o n s t r a ç ã o tem isto ainda do 
n o t á v e l : é um m é t o d o a l g é b r i c o ; a n ã o - c o n t r a d i ç ã o 
da a r i t m é t i c a surge a l i como c o n s e q u ê n c i a do se­
gu in te teorema de álgebra : 

« D a d o um conjunto parcia lmente ordenado C, 
existe sempre uma á l g e b r a de B O O I . E completa, B , 
que contem C e t a l que toda a á l g e b r a de B O O L E 

completa contendo C é imagem homomorfa de Ba. 
U m outro m é t o d o ainda mais simples, para demons­

t r a r a n ã o - c o n t r a d i ç ã o da a r i t m é t i c a , é desenvolvido 
por L O R E N T Z E N em [5 ] . A d e m o n s t r a ç ã o apoia-se sobre 
uma f o r m a l i z a ç ã o da m a t e m á t i c a i n t u í c i o n i s t a . 

O m é t o d o de L O R E N T Z E N é a inda a p l i c á v e l para 
obter uma d e m o n s t r a ç ã o da n ã o - c o n t r a d i ç ã o duma 
grande par te da a n á l i s e . Mas é preciso notar que n ã o 
se t r a t a agora exactamente da a n á l i s e c l á s s i c a . Par­
t indo do sistema Z0 n ã o c o n t r a d i t ó r i o da l ó g i c a 
c l á s s i c a e da a r i t m é t i c a , podem definir-se conjun­
tos e f u n ç õ e s sobre Z0 por m é t o d o s construt ivos. 
Os conjuntos e f u n ç õ e s assim def inidos fornecem os 
n ú m e r o s reais de primeiro grau. O sistema Z± de 
n ú m e r o s , conjuntos e f u n ç õ e s assim obt ido é n ã o con­
t r a d i t ó r i o e pode-se de novo, a p a r t i r de Z ^ , d e f i n i r 
conjuntos, f u n ç õ e s , n ú m e r o s reais do segundo grau, etc. 
A r e u n i ã o do todos os Zn , para n = 1 , 2 , • • • cons­
t i t u i o chamado primeiro renque, ( 2 ) . E neste p r i ­
meiro renque o b t é m - s e agora uma a n á l i s e que j á 
difere mu i to pouco da a n á l i s e c l á s s i c a . A t é a teor ia 
de L E B E S G U E sobre a i n t e g r a ç ã o pode ser reprodu­
zida sem m u d a n ç a essencial na a n á l i s e cons t ru t iva 
( L O R E N T Z E N [7 ] ) . 

Desde logo se reconhece que os graus e os renques 
desta nova f u n d a m e n t a ç ã o da a n á l i s e e s t ã o relacio­
nados com a teor ia dos t ipos de B E R T R A N D R U S S E L L . 

Os n ú m e r o s reais e, ir são j á n ú m e r o s reais do p r i ­
meiro g rau e, para todas as a p l i c a ç õ e s da a n á l i s e , não 
chega a sair-se do p r ime i ro renque. 

E u creio que com estes resultados se encontrou j á 
uma base bastante l a rga . Tem-se mesmo a i m p r e s s ã o 
de que tais resultados s ã o de certo modo de f in i t i vos . 

T a m b é m , sob o aspecto f i l o só f i co , é deveras in t e ­
ressante a possibil idade de demonstrar que tudo se 
passa como se o ponto de v i s t a p l a t ó n i c o fosse l e g í t i m o 

( ' ) Os n ú m e r o s e n t r e c o l c h e t e s r e f e r e m - s o à B i b l i o g r a f i a , q u e 

se e n c o n t r a n o fim do a r t i g o ( N . de R . ) . 

( s ) A f a l t a de m e l h o r , t r a d u z i m o s a q u i p o r « r e n q u e » o t o r i n o 

« m a r c h e » e m p r e g a d o p e l o a u t o r ( N . d a R . ) . 

para os n ú m e r o s natura is . Mas, em c o m p e n s a ç ã o ^ 
parece i m p o s s í v e l l e g i t i m a r o mesmo ponto de v i s t a 
para o c o n t í n u o c l á s s i co , is to é, para o corpo dos n ú ­
meros reais. Com efei to, é i m p o s s í v e l fazer uma teoria 
cons t ru t iva de todos os n ú m e r o s reais. É sempre p o s s í ­
vel , s im, a p a r t i r de cada sistema formal izado de n ú ­
meros reais, construir um outro sistema que englobe 
o p r ime i ro — mas nunca se p o d e r á const ru i r d e f i ­
n i t ivamente um formal ismo que domine a t o t a l i ­
dade dos n ú m e r o s reais. Neste sentido o c o n t í n u o é 
i n e s g o t á v e l . 

Por esta ordem de ideias, é-se conduzido a uma 
certa r e l a t i v i z a ç ã o do conceito de n ú m e r o real e 
mesmo da l ó g i c a . A t é para a l ó g i c a se o b t é m toda 
uma h ie ra rqu ia de diferentes l ó g i c a s , cada vez mais 
r icas: neste sentido, cada d e m o n s t r a ç ã o é uma de­
m o n s t r a ç ã o r e l a t i v a a determinada l ó g i c a . Este 
campo de i n v e s t i g a ç õ e s l ó g i c a s deu or igem a uma 
c i ê n c i a inte i ramente sui generis, que se desenvolve 
na actualidade. 

Mas regressemos ao nosso problema i n i c i a l , à 
teoria dos conjuntos. A q u i a s i t u a ç ã o é talvez a 
mais d i f í c i l . Por exemplo, a n o ç ã o de numeralidade 
tornou-se uma n o ç ã o re la t iva . Segundo a teor ia de 
L O R E N T Z E N , um conjunto pode ser n ã o - n u m e r á v e l num 
dado renque e passar a sê - lo num renque superior. 
E n ã o se vê qual possa ser agora o sentido dos 
n ú m e r o s cardinais superiores da teor ia « n a ï v e » de 
C A N T O R . 

U m outro facto n o t á v e l é este: o axioma de Z E R M E L O 

torna-se d e m o n s t r á v e l nos d o m í n i o s construt ivos. E 
G Ó D E L [3] demonstrou mesmo que, se um sistema de 
axiomas para a teor ia dos conjuntos é dado e n ã o 
c o n t r a d i t ó r i o , e n t ã o é poss íve l j un ta r - lhe o axioma 
da escolha e mesmo a h i p ó t e s e do c o n t í n u o , sem risco 
de c o n t r a d i ç ã o . 
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e d i ç ã o da « E n z i k l o p ã d i e des Matliematisehen W i s -
s e n s c h a f t e n » : A R N O L D S C H M I D T , Mathematische G r u n d -
lagenforschung (Band I 1 , H e f t 1 , T e i l I I , 1950); H . 
H E R M E S e H . S C H O L Z , Mathematische L o g i k (Band I 1 , 

H e f t 1 , T e i l I , 1 9 5 2 ) . 
U m l i v r o recente mui to acess íve l sobre estes assun­

tos é o seguinte: 
S. C. K X E E N E , Introduction to Metamathematics, 

Amsterdam ( 1 9 5 2 ) . 

N O T A D A R E D A C Ç Ã O — O precedente a r t i go é uma 
t r a d u ç ã o de apontamentos cedidos a m à v e l m e n t e pelo 
Prof. G. K Õ T H E à Gazeta de M a t e m á t i c a . A o i lus t re 
professor manifestamos aqu i a nossa v i v a g r a t i d ã o 
por nos ter oferecido a possibi l idade de tornar conhe­
cida de todos os leitores da Gazeta o c o n t e ú d o desta 
sua c o n f e r ê n c i a de t ã o vasto interesse, documentando 
assim um momento da sua br i lhante a c t u a ç ã o no 
nosso meio. 

S o b r e a equivalência de normas em espaços vectoriais 
por Jaime Campos Ferreira (*) 

O a r t igo presente tem pr imeiramente o object ivo 
de chamar a a t e n ç ã o e, se p o s s í v e l , o interesse de 
alguns estudantes de M a t e m á t i c a das nossas Escolas 
Superiores para um campo par t icu la rmente atraente 
da A n á l i s e moderna. De acordo com esse object ivo, 
procurou-se dar-lhe uma fo rma bastante a c e s s í v e l . 

Serve ainda para apresentar um pequeno resultado 
—re la t ivo à possibil idade de def in i r normas n ã o equi ­
valentes em qualquer e s p a ç o vector ia l de d i m e n s ã o 
i n f i n i t a (*) — ao qual não me f o i p o s s í v e l encontrar 
qualquer r e f e r ê n c i a , se bem que, pela sua s i m p l i c i ­
dade, p a r e ç a bem pouco p r o v á v e l que n ã o se encon­
tre j á publ icado . 

1. E s p a ç o s vectoriais relativos ao corpo real. 

No que se segue E representa um conjunto cujos 
elementos, de natureza qualquer, s e r ã o designados por 
letras la t inas m i n ú s c u l a s . O conjunto dos n ú m e r o s 
reais s e r á representado por R e os seus elementos, 
em gera l , por letras gregas m i n ú s c u l a s . 

1.1. O conjunto E diz-se um espaço vectorial rela­
tivo ao corpo real, ou simplesmente um espaço vectorial 
real, se 

1." — A cada par (x , y ) de elementos de E corres­
ponde um e um só elemento do rnesmo conjunto , 
que se c h a m a r á a soma de x e y e se r e p r e s e n t a r á 
por x + y , de t a l fo rma que resultem verificadas as 
cond ições seguintes: 

a) (x + y ) + z = x i ( y + z ) para quaisquer ele­
mentos x , y , z e E ; 

b) x + y = y - t - x para quaisquer elementos 
x , y eE; 

(*) B o l s e i r o d o I u s t i t u t o do A l t a C u l t u r a ( C o n t r o d© E s t u d o s 

M a t e m á t i c o s ) . 

( ' ) V e r 3 . 5 . 

c) Dados dois elementos a e b de E existe sem­
pre pelo menos um x e E t a l que a + x = b . 

2 . " — A cada par ( t ; ,x ) const i tuido por elementos 
\ e R e x 6 E corresponde um ún i co elemento \ . x 
ou I x e E , (o produto de Ç por x ) , por f o r m a que: 

d) \ (r, x ) = (t; r,) x quaisquer que sejam 
í , i e E e x 6 E ; 

e) (l t f ) x — Ç x +• m x quaisquer que sejam 
Ç , n e R e x e . Ç ; 

/ ) \ (x +- y ) = Ç x + \ y para todo o \ e R e quais­
quer x , y e E ; 

g) 1 . x — x para todo o s e £ . 

Obs. — Na de f in i ção precedente o corpo real R pode 
ser s u b s t i t u í d o por um corpo qualquer K;E d i r - s e - á 
e n t ã o um e s p a ç o vector ia l r e la t ivo ao corpo K. Para 
maior s impl ic idade, p o r é m , só consideraremos aqui 
e s p a ç o s vectoriais re la t ivos ao corpo real , o que deve 
ser sempre subentendido. 

1. 2 . Com fac i l idade se p rova que das cond ições 
impostas na de f in i ção anter ior resul tam v á r i a s p ropr ie ­
dades para as o p e r a ç õ e s representadas pelos s ímbo los 
+ e • , o p e r a ç õ e s que se denominam, respectivamente, 
adição e multiplicação por escalares. E m par t icu la r , 
prova-se que existe um e um só elemento u de E 
t a l que 

u + x — x para todo o xe E 

e t a m b é m que, para cada z e E , existe um e um 
só z' e E que ve r i f i ca a igualdade 

z + z' = u . 

O elemento acima designado por u chama-se o zero 
de E ; em geral , prefere-se para o representar o 
s í m b o l o 0. z', o simétrico de z , pode representar-se 
por — z . 
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Vê- se a inda fac i lmente que a so lução da e q u a ç ã o 
a + x = b , ex ig ida em c ) , é ú n i c a e precisamente 
x = b + ( — a ) . A e x p r e s s ã o b +• ( — a) pode s i m p l i -
car-se para b — a . 

Algumas outras propriedades de d e m o n s t r a ç ã o 
mui to simples s ã o as seguintes : 

E . 0 = 0 para todo o E e R ; 

0 . x = 0 » » » xe E ; 

( — 1 ) . x = — x » » » x e E ; 

E . x = 0 i m p l i c a E=-0 ou x = 0 . 

1 . 3 . Vejamos agora alguns exemplos de e s p a ç o s 
vectoriais reais : 

1. " — O espaço cartesiano a n dimensões reais, R", 
c o n s t i t u í d o por todos os elementos x da forma 

em que Çj , Ç2, — Ç„ é uma s u c e s s ã o de n n ú m e r o s 
reais. 

A m u l t i p l i c a ç ã o pelo escalar a e R é definida pela 
r e l a ç ã o 

* x — («5i> « St > • • • > « l») 

e a a d i ç ã o por 

x + y = S i + »I»ÍÍ + > 5 . + O > 

para x— (Ç i , ! á , — , E , ) e y — fa,»&,•••, ».)• 
2 . ° — O e s p a ç o P , c o n s t i t u í d o por todos os p o l i n ó ­

mios na v a r i á v e l real Ç, com elementos da fo rma 

X = aoC + «1?*- ' + ••• + «* 

em que é um in t e i ro n ã o negat ivo e ao,<*i,•••<*/, 
s ã o n ú m e r o s reais quaisquer (só podendo ser ao = 0 
se fr=0). As de f in ições de a d i ç ã o de dois p o l i n ó m i o s 
e de m u l t i p l i c a ç ã o de um p o l i n ó m i o por um n ú m e r o 
real são as usuais. 

3 . " — O e s p a ç o c o n s t i t u í d o por todas as f u n ç õ e s 
reais da v a r i á v e l real Ç com um mesmo d o m í n i o de 
e x i s t ê n c i a é t a m b é m um e s p a ç o vec tor ia l . O mesmo 
se passa com o e s p a ç o das f u n ç õ e s l imi tadas , ou das 
f u n ç õ e s c o n t í n u a s , ou ainda das f u n ç õ e s d i f e r e n c i á v e i s 
num mesmo d o m í n i o . A a d i ç ã o e a m u l t i p l i c a ç ã o por 
escalares s u p õ e m - s e definidas pela fo rma hab i tua l . 

Seria pos s íve l dar muitos mais exemplos, rnas estes 
bastam para nos apercebermos da generalidade do 
conceito de e s p a ç o vec tor ia l . Mui tos conjuntos de 
grande interesse na A n á l i s e , em especial determina­
das classes de f u n ç õ e s , podem ser encarados, de uma 
fo rma absolutamente na tura l , como e s p a ç o s vector ia is ; 
em c o n s e q u ê n c i a , todos os resultados que se deduzem 
no estudo do conceito abstrato de e s p a ç o vector ia l s ã o 
in te i ramente a p l i c á v e i s a esses conjuntos , sem neces­
sidade de d e m o n s t r a ç õ e s par t iculares para cada caso. 

2. I n d e p e n d ê n c i a l inear; base e d i m e n s ã o 
de um e s p a ç o vectorial 

2. 1. Os elementos Xi,x2, ••• ,xk de um e s p a ç o 
vector ial E dizem-se linearmente independentes se 
a igualdade Ç4 x j + E, x 2 + ••• + E t = 0 i m p l i c a 

- Ç * - 0 . 
A def in ição anter ior é a p l i c á v e l apenas no caso em 

que os elementos considerados s ã o em n ú m e r o finito. 
O conceito de i n d e p e n d ê n c i a l inear pode, p o r é m , 
definir-se para a l ém desse caso, pela fo rma seguinte : 
diz-se que os elementos de um subconjunto i n f i n i t o 
C do e s p a ç o vec tor ia l E s ã o linearmente indepen­
dentes, quando toda a par te finita de C for const i ­
t u í d a por elementos l inearmente independentes. 

Ex.: No e s p a ç o cartesiano R", os elementos 6i = 
= ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 ) , e 2 = ( 0 , í , 0 , . . . , 0 ) , . . . , e „ = ( 0 , 0 , 0 , . . . , l ) 
são l inearmente independentes. No e s p a ç o P do ex. 2 . ° 
de 1 . 3 , s ã o l inearmente independentes as p o t ê n c i a s 
in te i ras não negat ivas da v a r i á v e l £ . 

U m conjunto j x« j ( f in i to ou i n f i n i t o ) de elementos 
de um e s p a ç o vec tor ia l E diz- se uma base de E quando 

1 . ° — I Xa I é c o n s t i t u í d o por elementos l inearmente 
independentes. 

2 . ° — T o d o o elemento xe E é s u s c e p t í v e l de uma 
r e p r e s e n t a ç ã o da f o r m a 

x = 2 Ç«t Xa 
a 

subentendendo-se, naturalmente, que os coeficientes 
5a s e r ã o todos nulos, excepto um n ú m e r o finito. 
(Atendendo à i n d e p e n d ê n c i a l inear dos elementos de 
| xa i imediatamente se reconhece que uma t a l repre­
s e n t a ç ã o tem de ser ú n i c a ) . 

Ex.: E f á c i l ve r i f i ca r que o conjunto const i ­
t u í d o pelos elementos e i , 62, • • • , e„ , acima conside­
rados, é uma base do e s p a ç o R"; t a m b é m o conjunto 
( 1 , Î , ) cons t i t u i uma base do e s p a ç o 
vec tor ia l P . 

2. 2 . A p r o p ó s i t o do conceito de base surgem j á 
naturalmente algumas q u e s t õ e s interessantes: em 
pr ime i ro lugar , todo o espaço vectorial terá uma base? 

Desde que se admita o célebre axioma de Z K R M E L O , 

pode dar-se a esta pergunta uma resposta afirmativa (*) • 
e é logo imedia to o reconhecimento da e x i s t ê n c i a 
de uma inf in idade de bases dis t intas , para qualquer 
e s p a ç o vec tor ia l . 

Ass im, por exemplo, no caso do e s p a ç o R", pode­
remos tomar como base qualquer conjunto de n ele­
mentos da fo rma 

fa,o,o,...,o),(o,ç2,o,...,0),...,(0,o,o,...,y, 

( ' ) S u p õ e - s e s e m p r e e x c l u í d o o caso de u m e s p a ç o v e c t o r i a l 

c o n s t i t u í d o p o r u m ú u i c o e l e m e n t o : o z e r o . 
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desde que seja 5 i=£0 (» — 1 , 2 , * • • , » ) . Out ra base 
de R" é o conjunto c o n s t i t u í d o pelos elementos 

( 1 , 0 , 0 , - . O ) , ( 1 , 1 , 0 , . . . , 0 ) , . - , ( 1 , 1 , 1 , 

T a m b é m sob a c o n d i ç ã o Ç,=fc 0 , («' = 1 , 2 , • - • , n), 
qualquer conjunto d a f o r m a ( £ i , & t , Ç3 í 2 , S"i " 0 
é uma base do e s p a ç o vec tor ia l P . 

Nestes ú l t i m o s exemplos observa-se que todas as 
bases do e s p a ç o R" que c o n s i d e r á m o s t ê m o mesmo 
n ú m e r o — n — de elementos; no caso do e s p a ç o P , 
as bases indicadas s ã o t a m b é m sempre c o n s t i t u í ­
das por uma in f in idade n u m e r á v e l de elementos do 
e s p a ç o . Apresenta-se-nos assim uma out ra q u e s t ã o de 
grande i m p o r t â n c i a : terão todas as bases de um dado 
espaço vectorial o mesmo número de elementos ? 

A resposta é de novo a f i r m a t i v a : pode provar-se 
que o número cardinal da base de um espaço vectorial 
não varia quando essa base se substitui por outra, 
const i tuindo precisamente esse n ú m e r o uma caracte­
r í s t i c a do e s p a ç o , à qua l se d á o nome de dimensão. 

3. E s p a ç o s normados 
3 - 1 - Suponhamos agora que a cada elemento x de 

um determinado e s p a ç o vec tor ia l rea l E se associa 
um n ú m e r o real p ( x ) , por fo rma que se s a t i s f a ç a m 
as cond ições seguintes: 

a ) V ( x ) > 0 para todo o x e E ; 
b) p (x) = 0 se é só se x = 0 ; 
c) p ( x + y ) <^ p (x) + p (y) para todo o par de 

elementos x , y e i î ; 

d) p ( Ç x ) — I £ \ p (x) para todo o xeE e todo 
O : tR. 

Diz-se e n t ã o que p (x) é uma norma sobre o espaço 
E, ou que este e s p a ç o é um espaço normado (pela 
norma p ( x ) ) . 

Obs. — A noção de e s p a ç o normado pode ser dada 
com maior generalidade. Pode definir-se da mesma 
maneira uma norma sobre um conjunto E que suja 
um e s p a ç o vectorial r e la t ivo a um corpo A ' , desde 
que em K esteja definido um valor absoluto, is to 
é, uma a p l i c a ç ã o \ - * \ Ç | de K em R satisfazendo 
as cond ições : | Ç | ^ 0 ; 11| — 0 se e só se 5 = 0; 
1.5 + ».l < 111 + 11 IS I 5 » I - I 5 11 » I j para quais­
quer Ç , r, 6 K . 

3. 2. Vejamos alguns exemplos simples de normas: 

1.° — A d i s t â n c i a euclideana do ponto x — ( Ç f , , *•• 
•••,i,„) à o r igem 0 = (0 , 0 , • •• 0 ) , def inida pela ex­
p r e s s ã o 

   

é uma norma sobre o e s p a ç o R " . 

A i n d a no mesmo e s p a ç o , sendo x = (Si > E2, • • * » 5»), 
qualquer das e x p r e s s õ e s 

P2 (x) - S 15.1 

ft(s)-max(|fa|, | 5 Í | , - , | 5 » | ) 

determina uma norma. 

2." — No e s p a ç o vec tor ia l c o n s t i t u í d o por todas as 
f u n ç õ e s reais de v a r i á v e l real definidas e l imi tadas 
num mesmo d o m í n i o D, o extremo superior dos m ó ­
dulos dos valores assumidos por cada f u n ç ã o no do­
m í n i o D é uma norma. 

3 . 3 . Sabe-se bem que, par t indo , por exemplo, do 
conceito de d i s t â n c i a euclideana, é p o s s í v e l i n t r o d u z i r 
no e s p a ç o R" certas noções de grande interesse, como 
as de v i z i n h a n ç a de um ponto, de conjunto aberto, de 
in t e r io r de um conjunto , etc ; e sabe-se t a m b é m que 
é p r i m o r d i a l o papel desempenhado por tais noções 
na de f in i ção de alguns conceitos fundamentais da 
A n á l i s e (como os de l i m i t e e de continuidade, por 
exemplo), e no estudo de propriedades que com esses 
conceitos se re lacionam. 

É f á c i l ver agora que uma norma p (x ) sobre um 
determinado e s p a ç o vec tor ia l E permite def in i r nesse 
e s p a ç o noções in te i ramente a n á l o g a s , facto que se 
pode exp r imi r dizendo que a norma p (x) in t roduz 
uma topologia no e s p a ç o E . 

Assim, sendo Xn um elemento qualquer de E e e 
um n ú m e r o pos i t ivo , podemos def in i r a vizinhança z 
de Xo como o conjunto Ví (xn) de todos os elementos 
x e E ta is que 

p ( x - Xo) < e 

As def in ições de conjunto aberto, conjunto fechado, 
in te r io r , exterior e f ron t e i r a de um conjunto , etc., 
decorrem agora da anter ior de f in i ção de v i z i n h a n ç a 
exactamente como no caso do e s p a ç o R". Por exem­
plo, um subconjunto M de E s e r á um conjunto aberto 
se, para todo o x e M existe um e > 0 t a l que 
r, (x) c m . 

E t a m b é m o conceito de l i m i t e de uma s u c e s s ã o se 
pode i n t r o d u z i r por uma fo rma i d ê n t i c a à hab i tua l : 
diz-se que a s u c e s s ã o Xi , X2 , • • • , x„ , • • • de elementos 
de E tem por limite o elemento Xo e E quando para 
cada • > 0 existe um n ú m e r o na tura l Nt t a l que 
para n > Nt seja x,, e Ve (XQ) . 

Suponhamos agora que E e F s ã o dois e s p a ç o s 
vectoriais , p (x) uma norma sobre E e q (y ) uma 
norma sobre F. Se f ( x ) é uma aplicação de E 
em F (isto é, uma f u n ç ã o u n í v o c a def inida em E e 
de c o n t r a d o m í n i o contido em F), dizemos que, 
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quando x tende para x 0 e E , f (x) tende para o li­
mite y 0 e F, e escrevemos 

1 i m f (x) — y 0 

X-»Xi 

se a cada S corresponde um i por fo rma que 

0 < p ( x — x0) < e i m p l i q u e q ( f (x) — y 0) < 3 . 
A g e n e r a l i z a ç ã o da de f in i ção de cont inuidade é 

igualmente imediata , podendo t a m b é m usar-se os 
mesmos termos do caso c lá s s i co : f (x) é contínua no 
ponto x 0 e E se para cada v i z i n h a n ç a W de f(xo) 
existe uma v i z i n h a n ç a V de Xo t a l que f (x) e W 
para todo o 

Se acrescentarmos que, ao longo deste processo de 
g e n e r a l i z a ç ã o , se conserva a maior parte das p ropr ie ­
dades essenciais re la t ivas aos conceitos considerados, 
v e r - s e - á com clareza a t é que ponto o caminho seguido 
é na tu ra l . 

3.4- O conceito de norma, que acima se i n t r o ­
duz iu , e as c o n s i d e r a ç õ e s que a seu respeito fo ram 
fei tas , sugerem-nos agora mais alguns problemas: 

1. ° — «Será sempre possível definir uma norma sobre 
um dado espaço vectorial ? 

2 . " — Se p (x) e q (x) são duas normas sobre um 
mesmo espaço E, qual é a condição para que as duas 
normas introduzam nesse espaço a mesma topologia ? 

Verificaremos adiante que é sempre possível definir 
num espaço vectorial uma infinidade de normas, ficando 
assim resolvida a p r ime i r a q u e s t ã o . Quanto à segunda 
comecemos por e s c l a r e c ê - l a um pouco melhor : o que 
se pretende é saber as cond ições em que, dos dois 
sistemas de v i z i n h a n ç a s de cada elemento X j e E que, 
a p a r t i r das normas p (x) e q (x) , s ão definidos 
pelas e x p r e s s õ e s 

p (x — Xo) < e q (x — Xo) < ? 

(e e 8 n ú m e r o s posi t ivos a r b i t r á r i o s ) , resul tam exac­
tamente os mesmos conjuntos abertos, os mesmos 
conjuntos fechados, a mesma n o ç ã o de l i m i t e , etc. 

Segundo um resultado elementar da T o p o l o g i a 
Geral , condição necessária e suficiente para que tal 
aconteça è que qualquer das vizinhanças de cada um 
desses sistemas contenha uma vizinhança do outro (para 
todo o Xo e E). E é f ác i l reconhecer que esta condi­
ção ê satisfeita se e só se existem dois números positivos 
a e P tais que 

(x) qualquer que seja x e E . 

Quando existem dois n ú m e r o s <x e fi nas c o n d i ç õ e s 
anteriores, as normas p (x) e q (x) dizem-se equiva­
lentes: elas in t roduzem e n t ã o , no e s p a ç o vector ia l E, 
a mesma topologia . 

Ass im, as t r ê s normas pL (x) , p2 (x) , p3 (x) sobre 

o e s p a ç o R", que fo ram definidas em 3. 2., s ã o equ i ­
valentes, como se vê pelas r e l a ç õ e s 

Pí 0 0 < Pi 0 0 <Pz(x)< n p3 (x) 

cu ja j u s t i f i c a ç ã o é imedia ta . 
De resto, n ã o ó d i f í c i l demonstrar que quaisquer 

duas normas sobre o espaço R" são equivalentes, i s to 
é que, sobre um e s p a ç o de d i m e n s ã o finita, todas as 
normas in t roduzem a mesma topo log ia ( ' ) . 

3 .5 . Surge naturalmente nesta a l t u r a uma nova 
q u e s t ã o : serão os espaços R" os únicos que t/osam desta 
propriedade ou, pelo contrário, haverá espaços de dimen­
são infinita em que todas os normas se;am equivalentes ? 

Responderemos a esta pregunta mostrando que, 
dado um espaço vectorial de dimensão infinita, é sempre 
possível definir sobre ele normas não equivalentes. 

Seja K um e s p a ç o vector ia l real ( J ) de d i m e n s ã o 
f i n i t a ou i n f i n i t a e | Xx j uma base de E . Se x 
designa um elemento qualquer do e s p a ç o E, sabe-se 
que existe uma r e p r e s e n t a ç ã o da f o r m a x = 2 x * > 

A 

em que os coeficientes são n ú m e r o s reais (todos 
nulos, excepto um n ú m e r o f i n i t o ) , univocamente de­
terminados pelo elemento x . 

Designemos por / uma qualquer a p l i c a ç ã o da base 
\xa.\ no conjunto R + dos n ú m e r o s posi t ivos. Nestas 
cond ições , verif ica-se imediatamente que a e x p r e s s ã o 

p / ( x ) - 2 / ( * t ) | ï î [ . 
a 

em que / ( x i ) representa o valor da a p l i c a ç ã o / no 
ponto Xx da base, define uma norma sobre E . (Re-
pare-se que assim se conf i rma a resposta que f o i dada 
à 1." q u e s t ã o enunciada em 3. 4.) . 

Admi tamos agora que a d i m e n s ã o de E è i n f i n i t a . 
Exis te e n t ã o sempre um conjunto n u m e r á v e l C=(x*, 
x 2 * , • • • , x„*, ••• ) , contido na base j xa ! do e s p a ç o 
E. Consideremos duas a p l i c a ç õ e s / , e / 2 (de \ x » | 
em R + ) , que s a t i s f a ç a m as c o n d i ç õ e s : 

/ . « ) - ! / » « > - » 

para todo o x* e C, sendo a r b i t r á r i a a de f in i ção de 
A e fz nos pontos do complementar de C em j x * j . 

( ' ) S e g u n d o u m t e o r e m a d a t e o r i a do e s p a ç o s l o c a l m e n t e 
c o n v e x o s , são idênticas todas as topologias localmente convexas 
separadas sobre qualquer espaço de dimensão Jinita, r e s u l t a d o d e 
q u e o f a c t o a c i m a a p o n t a d o ó u m caso p a r t i c u l a r . 

(*) D e a c o r d o c o m a o b s e r v a ç & o f i n a l de | . 1P> sup5e-se q u e 
E ò u m e s p a ç o v e c t o r i a l r e a l ; a d e m o n s t r a ç ã o s e r v e , p o r é m , 
passo p o r passo , p a r a o caso m a i s g e r a l de u m e s p a ç o v e c t o r i a l 
r e l a t i v o a u m c o r p o q u a l q u e r m u n i d o de u m v a l o r a b s o l u t o , a 
q u e se f e z r e f e r e n d a e m 3. 1. ( O b s . ) . 
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Tomando as duas normas 

P i W - 2 / i ( x « ) | î î | e » ( * ) - 2 / Í ( * 0 | Í Í | . 

e designando por M um n ú m e r o real a r b i t r á r i o , é 

2 / 2 ( x » ) 15? 
í>2 (*!! ) A M 
P l ( « î ) 2 / l ( X a ) U j * | / l ( x î ) 

= ra > M, 

desde que n seja suficientemente grande. 
As normas pi (x) e p 2 (*) n ã o s ã o , por tanto , equi ­

valentes, f icando assim provado o que se propunha (*). 

É evidente que na d e f i n i ç ã o das a p l i c a ç õ e s f \ e f i 
se pode usar uma l a rga margem de a rb i t ra r iedade , 
sem deixar de a t i n g i r o mesmo resultado. No caso 
de f i , por exemplo, pode subst i tuir-se a expres­
s ã o fz(x*) = n, (para todo o x * e C ) , por /2(x„*) = 
= o (n)., sendo tp («) u m qualquer i n f i n i t a m e n t e 
grande com n. Escolhendo i n f i n i t a m e n t e grandes 
de ordens diversas, o b t e r - s e - ã o sempre normas n ã o 
equivalentes (duas a duas), vendo-se por tanto ime­
diatamente que há possibilidade de determinar infinitas 
normas por forma que todas introduzam em E topolo­
gias distintas. 

A noção de corpo rígido em Relatividade Restritan 

por Ruy Luís Gomes 

E m c i n e m á t i c a c l á s s i c a diz-se que um corpo ou sis­
tema de pontos materiais é rígido se a distância de dois 
quaisquer dos seus pontos não varia com o tempo. 

Mas é preciso n ã o esquecer que (em c i n e m á t i c a 
c l á s s i c a ) , tanto o tempo como a d i s t â n c i a (de pos i ções 
s i m u l t â n e a s ) t ê m c a r á c t e r absoluto, is to é, n ã o depen­
dem do sistema a d m i s s í v e l ( 2 ) em que s ã o medidos. 

Esta simples o b s e r v a ç ã o mostra que se quizermos 
u t i l i z a r aquela de f in i ção no d o m í n i o da Rela t iv idade 
Rest r i ta , temos de a in te rpre ta r convenientemente, 
pois é n e c e s s á r i o esclarecer em que referencial deve­
mos calcular d i s t â n c i a s e tempo, uma vez que os seus 
valores v a r i a m de referencial para referencial . 

Ora quem pela p r ime i r a vez considerou o problema 
dos corpos r í g i d o s em Rela t iv idade Res t r i t a f o i o 
c é l e b r e f í s i co a l e m ã o , M A X B O R N , que adoptou a se­
gu in te de f in i ção ( 3 ) : um corpo move-se (em relação a 
um sistema admissível) como um corpo rígido, se as 
linhas de universo dos seus pontos são curvas equidis­
tantes. Mas este enunciado tem ainda uma certa am­
biguidade . 

Na verdade, se considerarmos o caso pa r t i cu l a r de 
um corpo r í g i d o em repouso num sistema a d m i s s í v e l , 

( ' ) D a q u i se segue i m e d i a t a m e n t e o r e c i p r o c o d o t e o r e m a 
c i t a d o e m (3) ; p o r t a n t o : condição necessária e suficiente para que 
sejam idênticas todas as topologias localmente convexas separadas 
sobre um espaço vectorial E è que a dimensão de E StíjB. flnita. 

(*) N S o t e m o s n o t í c i a de es te a s s u n t o t e r s i d o j á t r a t a d o p o r 
a u t o r e s p o r t u g u e s e s e i s so c o n s t i t u i , s ó p o r s i , m o t i v o p a r a o 
c o n s i d e r a r m o s n e s t a r e v i s t a , t a n t o m a i s q u e p e r m i t e a c r e s c e n t a r 
n o v o s e s c l a r e c i m e n t o s ao p r o b l e m a das distâncias próprias. 

( ' ) O t e m p o ò a t é i n d e p e n d e n t e do t o d o o r e f e r e n c i a l o a 
p r ó p r i a d i s t â n c i a de p o s i ç õ e s s i m u l t â n e a s é u m i n v a r i a n t e de 
u m g r u p o m a i s a m p l o d o q u o o do G A L I L E U . 

( 3 ) Die Théorie des starren Elektrons in der Kinematik des Rela-
tivUMsprinzips— A n n a l e n d e r P h y s l k , 30 (1909) . 

as l inhas de universo de dois dos quaisquer dos seus 
pontos t e r ã o e q u a ç õ e s da fo rma 

ast >•» » j t + a, 
as, = Vit + 6j 

e embora a sua d i s t â n c i a ( 4 ) / * se mantenha cons­
tante (no tempo de qualquer sistema a d m i s s í v e l ) , 
o certo ó que o seu valor depende de um elemento u, 
estranho ao corpo em q u e s t ã o . 

Consequentemente, só a d i s t â n c i a 1" e s t á l i gada 
apenas ao p r ó p r i o corpo e este facto é que leva a 
completar a de f in i ção de M . B O B N nos seguintes 
termos : um corpo move-se como corpo rígido, se as 
linhas de universo dos seus pontos são curvas equidis­
tantes no espaço e no tempo do próprio corpo. 

Para estudar o problema da r ig ides em R e l a t i v i ­
dade Res t r i t a temos, pois, de calcular mas 
adaptando a dou t r ina desenvolvida no nosso a r t i g o 
anter ior ( 4 ) ao caso de P e Q terem movimentos 
quaisquer. 

Ora t ra tando um corpo só l i do como um caso p a r t i ­
cular de um meio c o n t í n u o t r id imens iona l , os seus 
diferentes pontos ficarão completamente ind iv iduados 
por meio de t r ê s p a r â m e t r o s i , , i 2 , i 3 . E a l i nha de 
universo do ponto g e n é r i c o ( i , , , r, 3) t e r á as e q u a ç õ e s 
( 1 ) x{ — XjÍTi, ,i>t,v»,t), 

sendo xt,t coordenadas a d m i s s í v e i s quaisquer. 
É evidente que (1) general izam ( 3 ) , a r t i go anter ior . 
In t roduz indo um tempo local ( 5 ) , nomeadamente o 

tempo próprio r do ponto ( « 1 1 , 1 1 , 1 3 ) do corpo em 

(*) S o b r e a n o ç ã o de d i s t â n c i a e m R e l a t i v i d a d e R e s t r i t a , 
Gazeta de Matemática, a.° 57 , p . 3, 4 . 

( 5 ) C o n s u l t a r G . HKRGLOTZ— ûber den vom Standpunkt des 
Relalivitãtsprinzips atts ais ustarr» zu bezeichnenden Kôrper, 
A n n a l e n d e r P h y s l k , SI (1910) . 
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q u e s t ã o , tempo que var ia com t segundo uma e q u a ç ã o 
da fo rma 

(2) T ^ 0 ! 
0 t 

podemos representar as linhas de universo dos pontos 
do corpo pelas e q u a ç õ e s p a r a m é t r i c a s 

»>i = a;,- ( i i , » j , na, T ) 

t = t ( « , , n t , « s > 7 ) ' 
com a vantagem de ficar em e v i d ê n c i a o tempo pró­
prio T e n ã o o tempo a d m i s s í v e l t . 

Nestes termos um deslocamento elementar dx,,dt 
do ponto ( n , , n.2, *i3) é caracterizado por 

(3) 

(4) 

,7 " ^ ' ^ rfX; = dl 

dt = d i 

pois i r , , «• oín.2 = drri = 0 . E as e q u a ç õ e s (4) subst i ­
tuem (6 1 ) , a r t igo anter ior . 

Analogamente as e q u a ç õ e s (6), a r t i go anter ior , s ã o 
s u b s t i t u í d a s por 

S x, = 
l d x{ 

dXi, 

(5) 
St : 

. - S n * + — S T 

1 Í) % () i 
em que não figura um deslocamento finito A' , V í 
mas apenas um deslocamento elementar Sa;,, S i , e 
entre d x i t dt e Sajj, S í , subsiste a r e l a ç ã o de or togo-
nalidade 

(6) zSxtdXi— c*8tdt = 0 . 

Finalmente , a d i s t â n c i a de dois pontos vizinhos 
Ti; e •/•,; + S r, ;, medida na variedade p r ó p r i a de r,t e no 
instante t é dada por 

(7) S O ' - S S S B , * — o » » * » . 

i£ dizer que o corpo ou sistema dos pontos % *e «toi'e 
como corpo rígido e dizer que S <r2 não depende de T . 

É esta a i n t e r p r e t a ç ã o que deve ser dada ao enun­
ciado de M A X B O R N e f o i precisamente nela que se 
baseou G. I I E R U L O T Z para demonstrar (*) que um corpo 
rígido tem apenas três graus de liberdade e não seis 
como na cinemática clássica. 

Deixamos essa d e m o n s t r a ç ã o para um outro a r t i g o ; 
neste queremos acrescentar somente a e x p r e s s ã o de 
S T 5 em termos de ri; e T . 

Subst i tu indo em (7) Sxt e St pelos seus valores (5), 
v i r á 

(') g..rjzQ p o i s t o d o p o n t o m a t o r i a l t e m v e l o c i d a d e m e n o r 

q u e a l u z e i s so e x i g e gpu d inp d riq = gn (d Yi4)= < 0 , d a n d o efec­

t i v a m e n t e 0, p a r a </v , — 0. 

(8) i o ' - S i - H H , î>,g = l , - - - , 4 , 
911 

em que « 4 = T . 

Mas como a r e l a ç ã o de ortogonalidade, expressa 
t a m b é m em Y,; e x, tem a fo rma geral . 

(9) S s J , J ' p ( í " , = 0 1 

M 
resulta, no caso que nos interessa, 

(10) 2í7p4*«p = 0 , 
p 

pois os deslocamentos rfvip de um ponto de corpo são 
caracterizados por dr,l=dr,1=dr^=0 e d nt*=dz=f=0. 

El iminando agora S r,4 por i n t e r m é d i o de (10) ou (>) 

(10') 2 í f aS T); 

<744 
vem 

ai) sa* = 2 - ? * s ^ * + ^ r 
ou seja finalmente 

(12) Í O Í - S T » » * » ' ' * . 

em que 

(13) 

944 

9u 

A c o n d i ç ã o de r ig idez exprime-se, portanto, pelas 
e q u a ç õ e s 

^ í = 0 : 

um corpo move-se como corpo rígido se os coeficientes 
-f,k da forma (12), que dá a distância própria do corpo, 
não dependem do tempo próprio z. 

Ass im, em par t icu la r , os sistemas de i n é r c i a são 
sistemas r í g i d o s , pois neles 

8 o2 - V 3 

n ã o depende do tempo p r ó p r i o t . 

N O T A — O ú l t i m o a r t igo saiu com numerosas gra­
lhas, q u á s i todas fel izmente de fác i l c o r r e c ç ã o . 

Ass im, na p á g i n a 4 deve escrever-se, na p r ime i r a 
coluna, 

(vir) 
Vi — C>-s + r 2> 

e na segunda 

7 V _ / V 
1 V — 1 0 

» _ o - w ; = ( i - i i » ) / ; , 
TV 

e, t r ê s l inhas abaixo, ô = — . 
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Finalmente as f ó r m u l a s (14 1) e (15) devem escre-
ver-se 

( H i ) ( t , 2 _ c 2 ) u | r - 2 v | r ( u | v - « 2 ) = 0 

(15) u | [ ( ' w í - c 2 ) r - 2 v | r . v ] = - 2 v | r . c 2 . 

A l é m destas gralhas é n e c e s s á r i o ainda observar, 
como sal ientou o Prof . M I R A F E R N A N D E S ( l ) , que as 
so luções u, dadas pela e q u a ç ã o (15), não constituem 
um plano, como aí erradamente se disse. 

O A 
2 C 2 

- r - 2 v , 

Fazendo 

(15) toma a fo rma 

u | a = - 2 c 2 , 

donde se conclui que a p r o j e c ç ã o de u sobre a é 
2c2 

i g u a l a ; — . 
mod a 

Sendo O uma or igem qualquer a p a r t i r da qua l 
c o n s t r u í m o s o vector a, e « um plano or togonal a 
Q, cortando a d i r e c ç ã o de a no ponto A t a l que 

-, em qualquer direcção OD que encontra 
mod a 

•it no ponto P, o vector u = P—O satisfaz ao pro­
blema. 

As so luções de (15) são , pois, uma para cada 
d i r e c ç ã o : aquela cu ja p r o j e c ç ã o sobre a é a cons-

2c2 
tante . 

mod a 
Se t ivermos em conta a c o n d i ç ã o suplementar 

«2 - < e2 , as so luções p o s s í v e i s f o r m a r ã o um cone de 
d* (i>2-e*) / r \ 

raio A P = c- , em que d* | — I . 
l + d J ( T f ) * \2cJ 

A classroom note on the proof of Schur's lemma 
by H u g o Ribei ro 

L e t 2ft and 2t be vector spaces over the same f i e l d , 
31 and S3 non v o i d fami l ies of l inear mappings res­
pect ively on 2ft i n t o 2ft and on 9t i n to Sft, and F a 
l inear m a p p i n g on 91 in to 2ft such tha t fo r any B e 93 
there is A e SI f o r which AF=FB. Schur's lemma 
says, now, tha t i f S3 is i r r educ ib le ( 2 ) then either FÏ& 
the n u l l mapp ing or i t is non s ingula r (and 2ft and 
21 have same dimension). 

T o prove this we f i r s t , remark tha t i f we disregard, 
above, the word « l i n e a r » and subst i tute «vec to r spaces 

( ' ) N u m a c a r t a q u e n o s d i r i g i u , d o n d e transcrevemos os d e ­
s e n v o l v i m e n t o s q u e s e g u e m . 

(*) W e a r e g r a t e f u l t o P r o f . N . JACOBSON f o r t h e f o l l o w i n g 
r e f o r o n c e s t o t h e s a m e t y p e o f r e a s o n i n g u s e d i n t h i s p r o o f : 
N . JACOBSON, T h e T h e o r y o f R i n g s , A m . M a t h . S o c , 19, p . 57 , 
R . BRAUEK, O n sets o f m a t r i c e s w i t h c o e f f i c i e n t s i n a d i v i s i o n 
r i n g , T r a n . A m . M a t h . S o c , v o l . 49, 1941 , p . 514 . 

('-) T h a t i s , u o p r o p e r subspace o f 21 i s l e f t i n v a r i a n t b y a l l 

B e S 3 . 

over the same fíeld» by «se ts» , then we immedia te ly 
obta in the f o l l o w i n g ( i n v o l v i n g j u s t sets and map­
pings) : i f O cr 2ft is such t h a t for any A e S I , 
A (£>) C D and i f 3 is the set of a l l elements of 21 
h a v i n g image i n Q, under F, then for any £ 6 3 3 , 
£(3)<=:3. ( In fact , fo r any B eS3, A F ($) = FB (3) 
fo r some A e SI, bu t A(0)a£>, hence A F (3 )c£> , 
so tha t B ( 3 ) C 3 ) . 

W e have now the Schur's lemma, as a corol lary , by 
j u s t t a k i n g as O the n u l l subspace of 2ft and us ing 
some basic knowledge on l inear mappings : for , then, 
3 is a subspace of 21 and, since on one hand fo r any 
B e S 3 , f i ( 3 ) c : 3 and on the other hand S3 is supposed 
i r reducib le , we w i l l have tha t either 3 i 8 9t or i t is 
the n u l l subspace of 21 , hence either F is the n u l l 
m a p p i n g or i t is non-singular ( 3 ) . 

( 3 ) P r e s e n t o d t o t h e 1951 m e e t i n g o f t h e N e b r a s k a S e c t i o n o f 
t h e M a t h e m a t i c a l A s s o c i a t i o n o f A m e r i c a . 



12 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

M O V I M E N T O C I E N T Í F I C O 

INSTITUTO DE MATEMÁTICA DE M E N D O Z A 

Por i n i c i a t i v a de seu Rei tor , D r . Y . F E R N A N D O C R U Z 

e sob a o r i e n t a ç ã o do m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s Dr . A N T Ó ­

N I O M O N T E I R O , a Universidade Nacional deCuyo ( A r g e n ­
t ina) cr iou em Mendoza um novo sector de seu Depar­
tamento de Pesquisas C i e n t í f i c a s denominado Instituto 
de Matemática, o qual se d e v o t a r á à pesquisa, f o r m a ­
ç ã o de pesquisadores e d i f u s ã o dos conhecimentos 
m a t e m á t i c o s , em c o l a b o r a ç ã o com i n s t i t u i ç õ e s a n á l o ­
gas do p a í s e do estrangeiro. O corpo c i e n t í f i c o do 
I n s t i t u t o é const i tu ido pelos m a t e m á t i c o s M I S C B A 

C O T L A R (D i rec to r ) , A . M O N T E I R O , R. R I C A B A R R A , E . 

Z A R A N T O N E L O , A . C A L D E R Ó N , O. V A B S A V S K Y , G. K L I M O V S B V T , 

M . G U T I E R R E Z B U R Z A C O , O. V I L L A M A Y O R e D . V O E L K E R , 

a l é m de um grupo de estudiosos procedentes de outras 
universidades argentinas. Os pr imeiros s e m i n á r i o s 

programados t r a t a r ã o de operadores n ã o l imi tados , 
cones e a p l i c a ç õ e s à a n á l i s e , t r a n s f o r m a ç ã o de L A P L A C E , 

grupos de homotopia, h i d r o d i n â m i c a m a t e m á t i c a , teo­
r i a dos jogos e e s t r a t é g i a , teor ia dos a n é i s e l ó g i c a 
m a t e m á t i c a . O I n s t i t u t o convidou o professor I R V I N G 

E . S E G A L , da Univers idade de Chicago, Estados U n i ­
dos, a real izar cursos em sua s éde . S e r ã o publicados 
uma revis ta e f a s c í c u l o s com o mate r i a l b á s i c o dos 
s e m i n á r i o s . As actividades regulares do In s t i t u to s e r ã o 
iniciadas em M a r ç o de 1954, sendo o seguinte o seu 
e n d e r e ç o : San Lorenzo 110, Mendoza, A r g e n t i n a . 

L . N . 

( N o t a e x t r a í d a do « B o l e t i n dei C e n t r o de C o o p e r a c i o n C i e n ­

t i f i ca de i a U n e s c o p a r a A m e r i c a L a t i n a » , n . ° 10, J a n - F e v . 1954). 

I N S T I T U T O I N T E R N A C I O N A L D E E S T A T Í S T I C A 

A 28.» se s são do I n s t i t u t o In ternacional de E s t a t í s ­
t i ca realizou-se em Roma de 6 a 12 de Setembro 
de 1953. 

A i n d a que n ã o estivesse i n c l u í d o no programa da 
r e u n i ã o , que compreendia sobretudo assuntos de pro­
d u ç ã o , ag r i cu l tu ra , s t a n d a r t i z a ç ã o , etc., houve mais 
de uma dezena de c o m u n i c a ç õ e s de E s t a t í s t i c a Mate ­
m á t i c a . A lém de alguns m a t e m á t i c o s i ta l ianos , como 

C H E R U B I N O e F I N E T T I , p a r t i c ipa ram na r e u n i ã o : B O R E L , 

F B É C H E T e D A R M O I S ( F r a n ç a ) ; R. F I S H E R e K E N D A L L 

( Ing la te r ra ) ; H O T E I N G e M O R G E N S T E R N ( U . S. A . ) ; 
S I X T O R I O S (Espanha), e outros. 

Para o p r ó x i m o b i é n i o f o i eleito presidente do 
Ins t i tu to , G. D A H U O I S . A 29.* se s são r e a l i z a r - s e - á no 
Rio de Janeiro em 1955. 

M. z . 

C O L Ó Q U I O SOBRE AS F U N Ç Õ E S DE VÁRIAS VARIÁVEIS 

C. B . R . M . M a r ç o de 1953 

O Centro Belga de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a 
(C. B . R . M.) dedicou a sua 5.* r e u n i ã o in te rnac iona l , 
que teve luga r em M a r ç o de 1953 em Bruxelas, à 
teor ia das f u n ç õ e s de v á r i a s v a r i á v e i s . Os anteriores 
fo ram consagrados à Geometria A l g é b r i c a (1949 e 
1952) à Topo log ia das variedades f ibradas (1950) e à 
Geometria Di fe renc ia l (1951)*. Os p r ó x i m o s co lóqu ios 
d e v e r ã o ser consagrados às e q u a ç õ e s às derivadas 
parc ia is . Pa r t i c ipa ram v á r i o s m a t e m á t i c o s belgas e 
estrangeiros convidados pelo Centro. Transcrevemos 
a seguir a l i s t a das c o n f e r ê n c i a s fe i tas j á p u b l i ­
cadas** : 

F . S E V E R I — Quelques problèmes se rapportant aux 
fonctions analytiques de plusieurs variables. 

P . L K T O N G — Fonctions plurisousharmoniques ; me-

• V i d e Gazela de Matemática n . « ! 43, 48, 51 e 55. 
# * Colloque »ur les fonctions de plusieurs variables, UKORGES 

THONS, L i è g e et Messon a C i e . P a r i s , 1953. 

sures de R A D O N associées. Application aux fonctions 
analytiques. 

H . C A R T A N — Variétés analytiques complexes et coho-
mologie. 

J . P. S E R B E — Quelques problèmes globaux relatifs 
aux variétés de S T E I N . 

P. R O Q U E T T E — L'Arithmétique des fonctions abé-
liennes. 

H B E H N K E — Généralisation du théorème de R U N G E 

pour les jonctions multiformes de variables complexes. 
K . S T E I N — Analytische Projection komplexer Mannig-

faltigkeiten. 
E . M A R T I N E L L I — Sur l'extension des théorèmes de 

C A U C I I Y aux fonctions de plusieurs variables complexes. 
\ V . S A X E B — S u r les domaines de normalité des fon­

ctions méromorphes de plusieurs variables. 
S. B E R G M A N — Kernel function and extended classes 

in the theory of functions of complex variables. 
M. Z . 
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C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D E M A T E M Á T I C O S - 1 9 5 4 

De 2 a 9 de Setembro de 1954 teve luga r em 
Amsterdam o Congresso In ternacional de M a t e ­
m á t i c o s . 

No decurso da s e s s ã o de abertura, f o r a m a t r i b u í d a s 
as medalhas Fieds aos Professores J . P. S E R R E e 
K . K O D A I R A , pelo Presidente da C o m i s s ã o das Medalhas 
de 1954, Prof. H . W E I L , que fez uma a l o c u ç ã o sobre os 
trabalhos c ien t í f i cos dos m a t e m á t i c o s premiados. 

Os trabalhos do Congresso estavam repart idos por 
5 secções : I ) A l g e b r a e teor ia dos n ú m e r o s ; I I ) A n á ­
lise; I I I ) Geometria e t o p o l o g i a ; I V ) Probabil idades 
e e s t a t í s t i c a ; V ) F í s i c a m a t e m á t i c a e m a t e m á t i c a s 
apl icadas; V I ) L ó g i c a e fundamentos ; V I I ) F i l o ­
sofia, h i s t ó r i a e e d u c a ç ã o . As sessões de t rabalho 
consistiam em c o n f e r ê n c i a s ou c o m u n i c a ç õ e s de v á r i a 
d u r a ç ã o : uma hora, meia hora e quinze minutos. 
F ize ram c o n f e r ê n c i a s duma hora os seguintes Profes­
sores: P. S . A L E X A N D R O V , K . B O R S U K , R. B R A U E R , 

D . V A N D A N T Z I G , J . D I E U D O N N É , S. G O L D S T E I N , G. H A J Ó S , 

H A R I S H - C H A N D R A , B . J E S S E N , A . N . K O L M O G O R O V , A . 

L I C H E N E R O W T C Z , J . V O N N E U M A N N , J . N E Y M A N N , S. M . 

N I K O L S K I I , B . S E G R E , G. L . S I E G E L , E . S T I E F E L , A . 

T A R S K I , E . C. T I T C H M A R S H e K . Y O S I D A ; e c o n f e r ê n c i a s 
de t r i n t a minutos os seguintes Professores: Secção I, 
H . D A U E N P O R T , P. E R D Ò S , E . H L A W K A , N . J A G O B S O N , 

H . M A A S Z , A . N É R O N , D . G. N O R T H C O T T ; Secção II, 
H . A . L . B E I I N K E , F . B U R E A U , M . L . C A R T W R I G H T , 

K . C H A N D R A S E K H A R A M , L . E R D È L Y , W . K . H A Y M A N , 

E . H l L L E , K . K O D A I R A , P, J . M Y R B E R O , C. P A U C , 

A . Z I G M U N D ; Secção III, G. A N C O C H E A , H . S. M . 

C O X E T E R , B . E C K M A N N , H . F R E U D E N T H A L , D . M O N T G O ­

M E R Y , H . S. R U S E , J . P . S E R R E , K . Y A N O ; Secção IV, 
D . B L A C K W E L L , R. F O R T E T ; Secção V, L . C O L L A T Z , 

G . F I C H E R A , M . R. H E S T E N E S , J . K A M P É D E F É R I E T , 

F . R E L L I C H , J . J . S T O K E R , A . W E I N S T E I N ; Secção VI, 
P . L O R E N Z E N , J . B A R K L E Y ; Secção VII, C . T . D A L T R Y 

e K . P I E N E . 

A s c o n f e r ê n c i a s de menor d u r a ç ã o eram geralmente 
seguidas de d i s c u s s ã o ou pedidos de esclarecimento. 

J á se encontra publ icado o vo l . I I dos « P r o c e e d i n g s » 
do Congresso, que c o n t é m os resumos das c o m u n i c a ç õ e s 
enviados com uma certa a n t e c e d ê n c i a . F o i superior a 
1.500 o n ú m e r o de membros regulares do Congresso; 
cerca de 500 invest igadores comunicaram resultados 
seus. Par t icu larmente n o t á v e l a a f l u ê n c i a de jovens. 
Uma parte impor tan te das c o m u n i c a ç õ e s f o i f e i t a 
por assistentes, r< c é m - l i c e n c i a d o s ou mesmo estu­
dantes, subsidiados pelos governos dos respectivos 
p a í s e s e acompanhados pelos professores com os 
quais t raba lham. Como sempre, uma das pr inc ipa i s 
vantagens do Congresso consist iu no estabelecimento 
de r e l a ç õ e s e na ampla t roca de i m p r e s s õ e s entre 
m a t e m á t i c o s das mais diversas p r o v e n i ê n c i a s . 

A D e l e g a ç ã o Of ic i a l Portuguesa ao Congresso era 
presidida pelo Prof. J O S É V I C E N T E G O N Ç A L V E S . Repre­
sentava a Faculdade de C i ê n c i a s do Por to o Prof. 
J A I M E R I O S D E S O U S A . F o i anunciado como represen­
tante da Sociedade Portuguesa de M a t e m á t i c a o E n ­
genheiro A N T Ó N I O G I Ã O , que n ã o poude comparecer. 

J . s. s. 

I N S T I T U T O D E M A T E M Á T I C A P U R A E A P L I C A D A 

Por i n i c i a t i v a do I n s t i t u t o de M a t e m á t i c a Pura e 
A p l i c a d a do Conselho Naciona l de Pesquisas, R io de 
Janeiro, encontram-se no B r a s i l onde p e r m a n e c e r ã o 
pelo p e r í o d o de um ano, os m a t e m á t i c o s A L E X A N D R E 

G R O T H E N D I E C K , da Universidade de Nancy, F R A N Ç A e 
G E O R G E M O S T O W , da Univers idade Johns Hopkins , 
Ba l t imore , Estados Unidos . 

O p r i m e i r o e s t á min is t rando em S ã o Paulo um curso 
sobre e s p a ç o s vectoriais t o p o l ó g i c o s e teor ia da inte­
g r a ç ã o e o segundo real iza no R io de Janeiro cursos 

sobre grupos de L I E e topo log ia a l g é b r i c a . A convite 
t a m b é m do conselho Naciona l de Pesquisas, esteve 
durante dois meses no B r a s i l o professor A L E X A N D R E 

W E I N S T E I N , do I n s t i t u t o de D i n â m i c a dos F l ú i d o s e 
M a t e m á t i c a A p l i c a d a , de M a r y l a n d , Estados Unidos-
Durante esse tempo, rea l izou c o n f e r ê n c i a s no R io 
de Janeiro, em S ã o J o s é dos Campos e em 
S ã o Paulo sobre h i d r o d i n â m i c a e a p r o x i m a ç ã o de 
autovalores. 

C E N T E N Á R I O D O N A S C I M E N T O D E T O R R E S Q U E V E D O 

A Academia R. das C i ê n c i a s de M a d r i d celebrou em 
Fevereiro passado o c e n t e n á r i o do nascimento do n o t á v e l 
engenheiro espanhol T O R R E S Q U E V E D O , famoso inventor . 

A c o m e m o r a ç ã o of ic ia l teve lugar a 11 de Fevereiro 
e nela tomaram a palavra , entre outros, o Prof. P . 
P U I G A D A M sobre « T o r r e s Quevedo, el calculo m e c â n i c o 
y la a u t o m á t i c a » e o E n g J . C A M P O S E S T R E N S , presi­
dente do Conselho de Obras P ú b l i c a s , sobre « T o r r e s 

Quevedo, ingeniero de c a m i n o s » . As c o n f e r ê n c i a s de 
c a r á c t e r c i en t í f i co , que t i ve ram lugar a 12, 13 e l i d o 
mesmo m ê s , fo ram a do Prof. C. M A X N E B A C K sobre m á ­
quinas calculadoras e l e c t r ó n i c a s , a do Prof . L . C O U F -

F I G N A , sobro os progressos mais recentes de C i b e r n é ­
t i ca e a do Prof. A . G H I Z Z E T T I sobre as i n v e s t i g a ç õ e s 
em curso no Ins t i t u to Nac. de A p l i c a ç õ e s do C á l c u l o , 
de Roma. M . Z . 
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COLÓQUIO INTERNACIONAL DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 

O « C e n t r e Na t iona l de la Recherche S c i e n t i f i q u e » 
f r a n c ê s promoveu a o r g a n i z a ç ã o dum co lóqu io in te r ­
nacional de Geometria D i fe renc ia l que teve lugar em 
Es t raburgo de 26 a 31 de Maio deste ano. No co ló­
quio pa r t i c ipa ram numerosos m a t e m á t i c o s franceses 
e estrangeiros. Deve-se pr inc ipa lmente aos Profs. 
C. E H R E S M A N N e A . L I C H N E R O W I C Z a o r g a n i z a ç ã o desta 
r e u n i ã o c i e n t í f i c a . 

Realizaram-se as seguintes c o n f e r ê n c i a s , seguidas, 
como é hab i t ua l , de d i s c u s s ã o : 

E . T . D A V I E S , (Southampton) — Invariant theory of 
contact transformations. 

P. D E D E C K E R , (Bruxelles) — Calcul des variations ; 
formes différentielles et champs géodésiques. 

H . RrrND, ( B o n n ) — Finsler geometry applied analy­
tical dynamics. 

M . V I L L A , (Bologna) — Recherche de types parti­
culiers de transformations ponctuelles. 

T . J . W I L L M O R E , (Durham) — Local and global pro­
perties of the harmonic riemannian spaces. 

E . H E I N Z , (Goett igen) — Ein Satz fiber die Gaussche 
Krummung ein Minimalflache mit einer eineindentigen 
Projection auf eine Ebe.ne. 

E . BoMriANi ( R o m a ) — P r o c é d é s différentiels pour 
trouver des caractères de certaines variétés algébriques. 

Eslraburgo, 1953 

S. S. C H E R N , (Chicago) — Infinite continuous groups. 
C H . E H R E S M A N N , (Strasbourg) — Structures infinitési­

males et pseudogroupes de Lie. 
P. L I B E R M A N N , (Strasbourg) — Sur certaines struc­

tures infinitésimales régulières. 
A . L I C H N E R O W I C Z , (Paris) — Espaces homogènes 

kãhleriens. 
B . E C K M A N N , (Zur ich) — Sur les structures complexes 

et presque complexes. 
N . H . K U I P E R , (Wageningen) — Sur les surfaces 

localement affines. 
J . L . K O S Z U L , (Strasbourg) — Sur certains espaces 

de Lie. 
A . W E I L , (Chicago) — Points infiniment voisins sur 

les variétés. 
R. T H O M , (Strasbourg) — Variétés di/férentiables 

cobordantes. 
L . S C H W A R T Z , (Paris) — Courant associé à une forme 

différentielle méromorphe sur une variété analytique 
complexe. 

S O U R I A U , (Tunis ) — Géométrie différentielle symplec-
tique. 

G. R E E B , (Strasbourg) — Sur certaines propriétés 
des espaces de Finsler et de Cartan. 

M. Z . 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
PONTOS DE EXAME DO 3.° C ICLO DO ENSINO LICEAL 
E DE EXAMES DE APTIDÃO ÀS ESCOLAS SUPERIORES 

Exames de a p t i d ã o para f r e q u ê n c i a dos p r e p a r a t ó r i o s 
para a Faculdade de E n g e n h a r i a — Ano de 1 9 5 4 -
Ponto i. 

3781 — Resolva a i n e q u a ç ã o 

„ 2 ( x - l ) 3 1 . 2 
1 - 3 < ~ ( x - l / 2 ) ( > + v/2) -

i l : A inequação proposta é equivalente sucessivamente 
às seguintes: 6 — 4 ( x 3 — 3 x 2 + 3 x — 1) < x 2 — 2 — 
— 4 x 3 ; 11 x 2 — 12 x + 12 < 0 . Os zeros do primeiro 
membro da última inequação são os números x j = 
= (6 + i t/9~6~) : 11 e x 2 = (6 - i v '96) : 11 e o trinò-
mico, para qualquer valor real de x toma sempre o 
sinal do coeficiente de x 2 ; por isso a inequação não 
tem soluções reais. 

3 7 8 2 — S impl i f ique a f r a c ç ã o 

x- + ( l /a — v / ô ) x - \/a~b 

x1 - ( l /ã + V / * ) x + \/~ãb 

R : A fracção pode escrever-se : [ ( x 4 y / a ) ( x — ) ] : 

: T(x —y/a) (x—v / b ) ] por serem — y/a e +\/b as raizes 
do numerador c -r-y/* e + y/b as raizes_do denomina­
dor. A fracção simplificada será ( s f ^ a ) : (x — i / ã ) . 

3 7 8 3 — Desenvolva 

y/ã • 
s/l 

Simpl i f icando os seus termos. Ver i f ique o desenvol­
vimento para x = 4 . 

R : S e r á ( v / x > l / v / i ) 8 = ( x + l )My / í) 8 = 
= (x« + 8 x" + 28 x« + 56x5 + 70x* + 56 x

3 + 28 x ! + 
+ 8 x 4-1) : x* = x* + 8 x 3 - f - 2 8 x s + 56 x 4-70 + 5 6 : x + 

+ 28 : x 2 + 8 : x 3 + 1 : x* . 

3 7 8 4 — Escreva a e q u a ç ã o do 1." grau que tem 
para raizes 

x = 131 + 5 

y - l O í — 1 

Sendo t u m n ú m e r o in t e i ro qualquer. 
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R : O enunciado do problema não è suficientemente 
claro pois uma solução seria x + y = 23t + 4 e há 
uma infinidade de equações que, nestes termos, veri­
ficam o enunciado como facilmente se reconhece. Julga-se 
que se pretende uma equação em x e y do 1." grau 
cujas soluções inteiras sejam dadas por aquelas fór­
mulas e nessas condições a equação será x = 13 X 
X (y + 1) : 10 + 5 ou ainda 10 x — 13 y = 63. 

3785 — Defina permutações de 4 letras. Escreva-as 
de modo a mostrar a sua lei de formação e verifique 
o seu número pela fórmula respectiva. 

R : P 4 = 4 ! = 2 4 . 

3786 — A ároa dum rectângulo é igual a 20 m 2 e 
o seu perímetro igual a 16 m. Determine o ângulo 
que fazem entre si as diagonais. 
R : Se forem x e y os lados do rectângulo as suas 
medidas serão as raizes da equação X 2 — 8 X + 20 = 0 
e portanto X = 4 + 2 i ; logo não existe nenhum rec­
tângulo com aquelas medidas. 

Exames de apt idão para f r e q u ê n c i a das l i cencia­
turas em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s , C i ê n c i a s F í s i c o -
- Q u í m i c a s e C i ê n c i a s G e o f í s i c a s , prepara tór io s 
para as escolas militares e curso de engenheiros 
g e ó g r a f o s — Ano de 1954 — Ponto n.° 1. 

3787 — Provar que, se dois números naturais não 
são divisíveis por 3, ou a sua soma ou a sua dife­
rença é divisível por 3. 

R : Se dois números naturais não são divisíveis por 
3 ou são da forma 3 n + 1 ou da forma 3 p — 1 . Se 
os dois são da mesma forma, digamos 3 n + l e 3 m + l 
a sua diferença 3 n + 1 — (3 m + 1) = 3 (n — m) i um 
múltiplo de 3 . Se são um, da forma 3 m -f- 1 o outro 
da forma 3 p — 1 a sua soma 3 m 4- 1 + 3 p — 1 = 
= 3 (m 4- p) i um múltiplo de 3. 

3788 — Determinar o menor quadrado perfeito que 
é múltiplo de 4536. 

R : Como 4536 = 2 3 x 3* x 7 o número pedido é 
evidentemente 4536 x 2 x 7 = 63504. 

3789 — Quais os valores de a para os quais 50+ a 
é divisível por a? Justificar. 

R : Como a tem de dividir 50 por dividir a outra 
parcela da soma, a será um divisor de 50 e portanto 
um dos números 1, 2, 5, 10, 25, ou 50. 

3790 — Determinar os três menores múltiplos i n ­
teiros positivos de 28 que divididos por 15 dão o 
resto 9. 

R : Os múltiplos de 28 são da forma 28 x onde x é 
um inteiro, e portanto terá que ser 28 x = 15 y 4- 9 para 

que divididos por 15 dêm resto 9. Trata-se agora de 
determinar as três menores (para x) soluções inteiras 
e positivas daquela equação. Por simples substituição è 
jácil ver que 3 e o primeiro valor de x para o qual 
se verifica o enunciado e as soluções daquela equação são 
da forma x = 3-(-15m e y = 5 + 2 8 m . Como só nós 
interessam os valores de x leremos os valores 3, 18 e 33 
e portanto os múltiplos de 28 pedidos são 84, 504 e 924. 

3791 — Determinar m de modo que x1 — 2mx + 
+ 5m + 6 seja positivo para todos os valores reais 
de x. 

R : Como se trata de um trinómio do segundo grau, 
em x , basta que o descriminante seja negativo, isto é, 
que seja m 2 — (5 m + 6) < 0 , ou m 2 — 5 m — 6 -< 0 ; 
como as raízes deste segundo trinómio são mj =• 6 e 
e m 2 = — 1 basta que seja — 1 < m < 6 para que se 
verifiquem as condições do enunciado. 

3792 — Determinar os valores de x que tornam 
iguais o 4.° e o 5.° termos do desenvolvimento de 

R: Os 4." e 5 " termos do desenvolvimento são da 

forma T 4 = 7 C 3 ' . e T 5 = 7 C 4 X 

X ( ^ . (—) • Como além disso é 7 C 3 = 7C< 

o b t e m . s e ( f - ) 4 = ( ^ ) \ ( | ) 3 ou 

x 1 
ainda = e x ( x - 3 ) t 2 = 0 ou x'—3x4-2=0 

2 x—3 
equação que tem as raises X j = 2 e x 2 = 1 que por 
serem diferentes de 3 são os valores procurados. 

Exame de apt idão para f r e q u ê n c i a do Instituto de 
C i ê n c i a s E c o n ó m i c a s e F inance iras—Ano de 19S4 

I 

3793 — As raizes da equação x2— (2 m 4- 1) x 4-
4- 4 m = 0 (em que Í » > 1 ) representam as medidas 
dos catetos dum triângulo rectângulo. Exprima a 
medida da liipotenusa do referido triângulo em função 
do parâmetro m. (Atendo ao teorema de P I T Á Q O H A S ) . 

R: Se forem X[ e x 2 as raizes da equação é x;4-x? = 
= (xi 4- x 2 ) 2 — 2 x jx 2 ; se designarmos por h a hipote­
nusa será h 2 = x 2 4- x 2 , e, por isso, h* = (2 m 4- l ) 2 — 
—8m = (2m—1)- donde é h = 2m—1; a solução 1—2m 
não serve por ser m > l , pois seria então l - 2 m < 0 . 
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3794 — Quantos números pares maiores do que 
10.000 se podem formar com os algarismos 0, 2, 5, 7 
e 8 e de modo que em cada número não figurem 
algarismos repetidos? 
R : Os números terão que conter 5 algarismos e P 5 
será o seu número total contando aqueles que começam 
por zero em número de P 4; estão em P5 incluídos tam­
bém os que terminam por 7 e por 5 . De modo que 
para obtermos o número pedido teremos que subtrair a 
P 5 o número P 4 e depois (P 4 — P 3 ) X 2 porque P 4 — P 3 
e o número de números formados com aqueles alga­
rismos que terminam por 5 ou 7 e não começam por 
zero. Assim teremos 

P 5 - P 4 - 2 (P 4 - P 3) = P 5 - 3 P 4 4- 2 P 3 = 
= 2 . 3 . 4 . 5 - 3 . 2 . 3 . 4 + 2.2.3 = 2 . 3 ( 2 0 - 12 +2 ) = 60. 

I I 

3795 
r / 7w\ 5*"| 

>— Calcule / ( x ) = sec I x + — I — tg-^- '• 

: sen x para x = ir/4. 
R : f ( - / 4 ) = [sen (w/4 + 7*/2) + tgõ. i r /4] : sen i r / á -

= ( • 5 - 1 ) : 
V/2 

• V/2 (v/2 - 1) = 2 - v/2 por ser 

tg5 i r /4 — 1 , sen it/4 = l / ã / 2 e sec 15ir/4 = ^ 2 . 

3796 — Verifique a identidade 
(cosec x + sec x ) 2 : (cosec2 x + sec2 x) = 1 + sen x cos x. 
R: Como cosec x + sec x=(sen x + cos x): (sen x cos x) 
será o primeiro membro de igualdade proposta : 
(sen x +cos x ) 2 e portanto igual a 1 + 2 sen x cos x . 

I I I 
3797 — Quais são os números inferiores a 200 cuja 

diferença é 96 e cujo máximo divisor comum é 24? 
Justifique a resposta. 
R: Sejam a e b os números e d o «eu máximo divisor 
comum. Será a = d.p e b = d.q onde p e q são nú­
meros primos entre si. Assim será a = 24.p e b = 2 4 . q 
e a — b = 96 = 24(p — q) de modo que è p —q = 4 , 
por outro lado tem que ser a = 24. p < 200 e b < 200 
donde e p < 9 e q < 9 . Os valores de p e q só podem 
por isso ser ou 7 e 3 01» 5 e 1 . Os números serão então 
ou 168 e 72 ou 120 e 24. 

3798 — Demonstre que a soma de quatro inteiros 
consecutivos não divisíveis por 5 é divisível por 5, 
mas não é divisível por 4 . 
R: Sejam 5 n + l , 5 n + 2 , 5 n + 3 e 5 n + 4 os números 
consecutivos nas condições do enunciado. A sua soma c 
20n + 10 que é múltiplo de 5. Esta soma não èum múltiplo 
de 4 porque sendo-o a primeira parcela, o não éa segunda. 

SoluçSes dos n . 0 ! 3781 a 3798 de J . Silva Paulo 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 
M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I . S. C. E . F . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — 1." Exame de fre­
q u ê n c i a — 2 5 de Março de 1954. 

/ ( * ) 
a + x resolva os seguintes 3799 — Sendo 

problemas : 
a) Determine os pontos de intersecção da imagem 

de f ( x ) com os eixos e escreva a equação da circun­
ferência que passa por esses pontos, com centro na 
recta X = 1 . 

b) Escreva a equação geral da tangente à imagem 
de / ( x ) . 

Calcule a por forma que a recta Y— X - f 1 faça 
um ângulo de 60° com a tangente à curva no 
ponto x = 0. 

c) Calcule f""(x), P f ( x ) e P(Pf(x)). 

R: (—a,0) e (0,1) são os traços. Sejam i = l e f 
as coordenadas do centro; a substituição das coor­
denadas dos traços na equação (x — l ) 2 +• (y — 0) 2 = r 2 

conduz a: 1 + (1 — 0) 2 = r 2 e (a + l ) 2 + |32 = r 2 daqui 
1 - 2 a — a2 

resultam : 3 = • r 2 = 4 
A equação da circunferência è: 

_ -2 a - a 2 \ 2 

( x - l ) 2 + 1 + 
(a + I ) * 

A equação geral da tangente: 
a + x 2 a 

( X - x ) 
a — x (a — x) : 

que no ponto x = 0 conduz a equação Y = — X -f- 1 . 
a 

Para determinar a de modo que Y = X 4- 1 e 
2 

Y = — X + 1 façam ângulo de 60° deverá ser 
a 

v/3 = 
2 

1 + -a 

donde vem 3 ( 1 
2 \ 2 

a 

ou a 2 4 - 8 a + 4 = 0 ; a 4 + 2 ^ 3 . 
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a + x 2 a 
a—x (a — x) 2 

2 3 
= 2a ; F" (x) = 2 a - 2  

(a - x)3 ' w (a - x)* ' ' 
2 a - n ! 

• f <») ( x ) = . 
( a - x ) » « 

x + a 2 a 
= - H rfoíírfe P f ( x ) = - x — 

— x + a - x + a 
X 2 

- 2 a log ( a - x ) + C " P (P f (x ) ) = - — -

= 2 a P log (a — x) - fx • C'e + C" onde se deve substituir 

P 1 • log (a - x) - x • log (a - x) -f P — — = 
= x log (a —x) + P —1 + • - x log (a —x) -

a — x 

— x — a log (a — x ) . 

I I 
3800 — Prove que uma sucessão de termos posi­

tivos decrescentes tem limite finito. Considere uma 
sucessão S) t i j , k , a 2 , k , • • • , k , u" , k • •• onde a cons­
tante k alterna com os termos positivos decrescentes 
da sucessão uu de limite í ^>0 : com k<l, k = l,k> l 
indique para cada caso, os limites máximo e mínimo 
da sucessão S) e os limites de W E I E K S T E A S S do con­
junto dos valores dos seus termos. Quando é que a 
sucessão S) tem limite ? Justifique todas as suas 
respostas. 

log II 
Tome a sucessão em que os termos n" — f-

n 
a • n +1 f n - t - 6\ " 

-j alternam com u„ = b • log I . De-
re+1 \ n J 

termine a relação entre as constantes a e b para que 
a sucessão tenha limite. Conclua que a sucessão não 
tem limite sempre que a < 0 e indique, neste caso, 
os valores dos limites máximo e mínimo. 

logn an-i-l [ b\ 
R: hm h l im =-- a ; b. l im n. log 1 +— ) = 

n n+1 \ nj 

= b • l im n • — = b* • l im £ = b". Os sub-limiles de-
n 

verão ser iguais e portanto a = b"- nunca possível se 
a < 0 . 

I l l 

3801 — Demonstre que, com / / > ( ) , a série HE,— 
— H s.2 + H t 3 — ••• onde lim s„ = + 0 , é Conver­

t i » 

gente. Mostre também que, se l im ?Í* • E „ = l=f=0, o o 
n— 00 

a mesma série é absolutamente convergente com 
a > 1 e simplesmente convergente com a < ^ l . De­
termine o intervalo de convergência absoluta da 

série 2 ( n + 2" - 1 ) x"~' e mostre que a sua soma é 

_ j ' - 4 i t + 2 
~ ( 1 - Ï ) î ( 1 - 2 I ) ' 

R : Pondo u„ = ( — l ) n _ l • I I • e„ vem 
I S„ + p - S„ I = I u„ + 1 + + u„ + p I = I (—1)"H È „ + 1 + 

11 I — (*lH 5 

= H • n<* • e„ 

se suposermos az/ora que o símbolo lim E„= -f 0 significa 
que e., tende monotonamente para zero, então os parên­
tesis (en+.2 — 3u+-j) • • • s « ° positt vos e pode concluir-se 
que I S n + f — S„ I ^ H • E „ + 1 donde se conclui, só então, a 
convergência da série. 

Como I u„ I — I ( — 1)"-' H e„ I = H ea a razão 

K l 
í 

n * 

por ser l im n* e„ = 1 0 , o o , tende para limite finito. 
As duas series terão a mesma natureza. 

Para calcular o intervalo de convergência absoluta 
n + H - 2 - 1 

da serie tem-se que calcular o limite de I x I • 
1 1 n + 2»-' 

Como 2" - 1 tende mais rapidamente para infinito que 
n + 1 + 2" 

tem o mesmo limite que o 
o cociente 

On 
n + 2"-

cociente 
Então o intervalo de convergência é dado por 

2 I x I < 1 . Como o termo geral (n + 2 n _ 1 ) x" _ 1 se de­
compõe em n x " - 1 - f (2 x ) n _ 1 a soma da série, para 

1 

valores de x tais que | x | < — , é igual à soma das 

somas das duas séries 2 n x " - ' e 2 (2 x ) " - 1 . 
n=l u=l 

Para a primeira, série tem-se 
(1 — x) S„ = t + x 4- x 2 H f- x ' - 1 — n x" = 

1- — n x" 
1 —x 

o que nos dá S n x n _ l = • 

Por outro lado 

2 (2 x) - - ' = 

Temos pois 
1 

S = -
(1 - + 

1 

- 2 x ' 

2 — 4 x + x 2 

1 —2x (1 - x) 4 (1 - 2 x) 

IV 
3802 —Seja f{x) limitada no seu domínio X e a 

um ponto tie acumulação deste conjunto. Defina 
/ ( o ) , / ( a ) e a oscilação w (a) de / ( x ) . 
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Que pode afirmar sobre o lim/(a;) quando w(a)=0? 
i—• 

Prove a sua afirmação. 
Estude a continuidade de f (x) = e~"'~ e g (x) = 

• em x oo e mostre que a uma das funções 
= l + e-' H 

se pode aplicar o teorema de R O L L E no intervalo 
(— oo , 4- oo) . 

Demonstre o teorema de R O L L E . 

R : Se forem L (a , B) e 1 (a, E ) OS limites superior e 
inferior weierstrassianos dos valores da função na 
parte nunca vazia do domínio X que cai na vizinhança 
e do ponto a, vem: í ( a) = lim L ( a , E ) ; f ( a ) «-

= Um 1 (a , e) ; w (a) = f (a) - f (a). 
t=o 

Estes limites existem sempre, próprios ou impróprios, 
qualquer que seja o modo como s tende para zero. 

A oscilação w (a) é positiva ou nula, e acaba-se a 
sua definição dizendo que w (a) = + o o sempre que um 
ou dois limites f (a) , f (a) forem impróprios. 

Tern-se sempre L (a , e) ^> f (x) ]> 1 (a , s) e portanto 
f (a) > f (a + 0) > f (a — 0) > f (a) e os limites late­
rais existem sempre w ( a ) = 0 e necessariamente iguais: 
a função tem sempre limite quando a oscilação é nula e 
esse limitée igual ao valor comum, finito, f (a) =r ' (a) = 
= lim (x) . 

•Se o ponto a pertence ao domínio X então : 
l im f (a) — f (a) • l im e -"' = lim e x í = 0 ; 

1 
lim 

X = + 0 O 

1 
. 0 ; lim 

x = + t » 1 — e " 

- 1 . 
' x—oo 1 + e -* 

O teorema de R O L L E aplica-se ã primeira função. 

I . S. C. E . F . — M A T E M Á T I C A S G E H A I S - 2.° Exame de 
f r e q u ê n c i a — 3 de Junho de 1954. 

I 

3803 — Dada a função z=f(x,y) assim definida: 
1. ° — / (ao , y) = 0 se i + « y - 0 . 

«« + —y 
2. ° — f (x , y) = x • y • cos para qualquer 

x + 
outro par de valores (x ,y) . 
a, Calcular f ' x (0 ,0) , /'„ (0 ,0) , (0,0) e / ' „ (0,0). 
É aplicável o teorema de S C H W A B Z no ponto (0,0)? 
6) Mostrar que a função é homogénea e verificar com 
f(x ,y) a identidade de E U L E K . 

R : Os cálculos das derivadas em (0 ,0) são direc-
. f ( x , 0 ) - f (0 ,0) 

tos, a partir das definições : hm = 
x=0 X 

= f (0 , 0) ; a origem é um dos pontos que faz x+ie y *~ 

= 0 e portanto f (0 , 0) = 0 , f (x , 0) , quando x =j= 0, 
e' dado pela segunda expressão analítica f (x , 0) = 0 ; 

0 
então a razão incremental é sempre — = 0 , loqo 

x 
f í (0 , 0) = 0 . Do mesmo modo se calcula f , (0 , 0) = 0 . 

Para calcular f j ' y ( 0 , 0 ) temos que calcular 
f ; ( 0 , y ) - f ' , ( 0 , 0 ) . 

l im e pi?''* «sso vamos calcular em 
j=o y 

primeiro lugar f j , (0 , y ) . Tem-se por definição : 

c / n \ r f ( x > y ) - f (°>y) f / n » r. f x (0, y) = hm • mas f (0 , y) = 0 e 
x=0 X 

«» 

portanto l im y • cos • = y • cos — = 0 . 
x-o x + V y 2 

Eníão resu«a f^', (0 , 0) = 0 . 
f i ( x , 0) - f ; (o, o) 

Para calcular f " (0,0) = lim y I r v ' ' 
x=0 X 

temos que calcular em primeiro lugar o valor de f J (x, 0 ) . 
f ( x , y ) - f ( x , 0 ) jEste e íZado por lim 

y 

it x H v 8 • 
=• lim x cos = x cos Tc = — x. Resulta então 

y=r0 x + iv y 

f ^ ( 0 , 0 ) - - l . 
A homogeneidade e a identidade de E U L E R , verifica-se 

como para qualquer outra função em qualquer região 
do plano onde não há pontos da recta í + i y = 0 . 

Vai-se portanto tirar o que for preciso à segunda ex-
pressão analítica da função. 

I I 
3804 —Defina zero simples e prove que tal zero é 

isolado e que a função muda de sinal quando x passa 
por ele. 

Se no intervalo (a, 6) a sucessão de F O U R I E R é de 
5.* ordem e apresenta as seguintes variações : 

Indique, justificando, o 
o numero de zeros de / (x) 
em (a,b). Baseando-se na 
resposta anterior diga se 
/ ( x ) poderia ser um poli­
nómio de grau par e coefi-

a 6 

/ (*) + — 

/ (*) — + 
f (*) + + 
/ " (*) - 0 

f («0 + + 
r (») — — 

cientes reais sendo a e b 
respectivamente os limites 
deficiente e excedente dos 
zeros. Porque ? 

Utilizando a sucessão de 
F O U R I E R verifique que o po­
linómio x* — 4x 3+8x 2—8x+4 

só tem raízes imaginárias. Calcule-as sabendo que 
uma raiz é dupla e apresente a decomposição do poli­
nómio em factores primos. 
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R ' : Provemos que f ' " (x ) imediatamente à esquerda 
de b tem sinal negativo ; com efeito, se em b—t tivesse 
.sinal positivo, f ' " (x) teria um zero no interior de (a,b) 
e teria entre esse zero e b , um máximo o que daria 
para f I V (x) um zero no interior de (a , b) que não é 
acusado pela respectiva sucessão de F O U R I E R . 

Então em h — t os sinais da sucessão de F O U R I E R de 
f (x) são os mesmos qxie na coluna b depois de substi­
tuir o zero pelo sinal negativo. 

A função f " (x) não tem zeros no intervalo (a , b) ; 
pode pois encurtar-se a sucessão de F O U R I E R , de acordo 
com a definição, e ficarmos apenas com as très primei­
ras funções. Perda de uma variação, logo, í (x) tem 
um só zero real no intervalo (a , b) . 

Os limites deficiente e excedente dos zeros do polinómio 
x 4 — 4 x 3 + 8 x 2 — 8 x + 4 são respectivamente 0 e 1 . 

0 1 

+ + 

- 0 

+ + 
0 

+ + 

x*—4x3 + 8 x'2 - 8 x + 4 
4 (x3—3 x 2 + 4 x - 2 ) 

4 (3 x*—6 x + 4 ) 
24 ( x - 1 ) 

24 

Por um estudo semelhante ao anterior tomam-se os 
sinais em 1 — %, substituindo os zeros por sinais nega­
tivos. A sucessão reduz-se às duas primeiras funções e 
0 polinómio não tem zeros reais. Representando por 
a + b i a raiz dupla, a soma das raizes é 4a = 4 donde 
a = 1 . O produto das raizes e (a 2 4- b 2 ) 2 = 4 donde 
1 + b 2 = + 2 ou b 2 = + 2 — 1 e como b tem de ser real 
vem b = + 1 . Então f (x) = ( x — 1 + i ) (x — l + i ) ( x — 
- 1 - 1 ) C * - l - i ) ) - [ ( s - l ) f f l ] > . 

I I I 
3805—-Diga o que entende por uma função f(x,y) 

diferenciável em P (a , b) e deduza daí a formula da 
diferencial total. 

Prove que sendo x = <f (t) e y=^(t) diferenciáveis 
no ponto ÍQ e f ( x , y ) diferenciável no ponto corres­
pondente xo=<p (ta) , 2/0=4' (ío) também a função com­
posta F (t) = / (ep , fy) é diferenciável no ponto t0 . 
Deduza também a expressão de F' (t0) . 

Dadas as funções f (x , y) , x = <o (u, v) e y = ^(u,v) 
e feita composição F (u , o) = . / (<ç, 41) enuncie uma 
proposição que constitua a generalização do teorema 

anterior, indicando também as expressões de — e — . 
du àv 

Tome a curva plana de equação x ' + 2 y ! — 3 = 0 e 
deduza a equação da superfície gerada pela sua revo­
lução em torno de Ox . 

. 3 — X s 

R : A equação da superfície é y 2 + z- = ; ou 2 

IV 

3 8 0 6 — Demonstre que um determinante é nulo 
quando tiver duas filas iguais ou proporcionais. 

Determine as soluções da equação 
a) sem desenvolver o determinante 
b) Desenvolvendo o determinante 

pelo teorema de L A P L A C E . 

1 3 x 2 2 
2 4 4 4 
0 0 x 1 
0 0 1 1 

= o 

R : Multiplicando por dois a primeira linha, ela 
2 

ficará igual à segunda quando 6 x = 4 donde x = — . 
3 

As duas últimas linhas serão iguais se x = l . São estes 
os zeros da equação. 

Desenvolvendo segundo os elementos da primeira 
coluna: 4 (x—1)—2 - 3x • (x—1)—2(x-1) (2—3x)=0. 

ï. S. C. E . F . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — Exame final 
20 de Julho de 1954. 

3 8 0 7 — Dada a função f(u,v) = e

s " + 3 " com 
u = x + y,v = x — y e designando por F (x , y) a 
f - i , d " F à " F 

tunçao composta, calcular e . 
d x" d y" 

í d* F 
Considere a superfície s = e _ S u _ 3 " I sc2 1-

\ d a: 2 

â*F\ 
+ y1 ) e determine o plano tangente paralelo ao 

arl 
plano x + y + z + t = 0 . 

R : 
àF <)f á u dí dv 

àx à u d x 
= 5 e 2 u + 3 " 
d*F d /dF\d* 

e)v 6>x 

d fàF\dv 

a=2 e2"+3* + 3 e ! p + 8 ' = 

10 e» 

3 + 3/2 3/2 =1. 

c)x2 ()a \ à x j dx + dv \~dxj d* 
+ 15 è1"*3* = 5 a • e2 u + 3 ' 

á x 3 du \d*y 3 x dv \àx.y ÓX ' 

d" F 
= 5" .e 5 x - ï . 

6>x" 
Do mesmo modo, ou por qualquer outro caminho, se 

d" F 
tem: = ( —1)" e 5 x - y . O plano tangente à superfície 

ày'1 

Z = 25 x 2 + y 2 tem por equação Z — z 0 = 50 x 0 (X — 
— x 0 ) + 2 y 0 (Y — yo) que ordenada convenientemente 
dá - 50 x 0 X — 2 y 0 Y + Z + 50 x 2 + 2 y 2 - z 0 = 0 . 
Este plano deverá ser paralelo a x + y + z + l = 0 

— 50 x 0 — 2 y 0 

e portanto temos as condições = =1 
1 1 1 

que dão imediatamente o ponto de contacto. 

file:///~dxj
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I I 

3 8 0 8 — Dadas as equações : 

x + 2y + 2 z + u = 0 
x + y + a + tt «= 0 
x — y — z = 1 

X J - Z — M = 2 

4 y 4- 3 z 4-a « = — 3 
3 x + u = 1 . 

Determinar a e 3 por forma que as duas últimas 
sejam uma combinação linear das quatro primeiras. 
Determinar neste caso a solução do sistema. 

R: Condense-se a matriz 

1 a 2 1 0 1 2 2 1 0 
1 í 1 1 0 0 -1 -1 0 0 
1 - í - 1 0 1 0 -3 -3 -1 1 
t 0 1 - 1 2 0 - 2 - 1 -2 2 
0 4 3 a -3 0 4 3 a. -3 
3 0 0 1 1 0 O 0 -20 1-3 1 

1 2 2 1 0 1 2 2 1 0 
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 
0 0 0 - 1 1 0 0 1 -2 •2 

0 0 1 -2 2 0 0 0 - 1 1 
0 0 -1 a -3 0 0 0 a -2 -1 
0 0 0 1-3 1 0 0 0 1 -P 1 

G E O M E T R I A 
F . C. C. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — 2.° Exame de F r e ­

q u ê n c i a , 1952-53. 
3810 — Triedros. Por um ponto de IJT conduzir 

uma recta que faça ângulos de 40° com o plano 
vertical de projecção e com um plano vertical incl i ­
nado 70°. 

3811 —Secções planas. Dado um plano vertical 

A N Á L I S E I N 
I . S. C. E . F . — A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L — 1.° Exame de 

f r e q u ê n c i a p r á t i c o — 18 de Janeiro de 1954. 

I 
3813 — a) Integrar a fracção racional 

a x + 3  
(x J - l ) 3 (x« 4- l ) m (x» - 1)» (x'i + 1) ; 

pelo método de F U B I N I . (Dispensa-se a determinação 
das constantes) ; b) Na hipótese de m = n — 0 , a = 
= 3 = 1 decompor a fracção racional, determinando 

1 o 2 1 0 
0 1 1 0 0 
0 0 1 -2 2 
0 0 0 1 -1 
0 0 0 0 a-3 
0 0 0 0 2-3 

portanto: a = 3 , 3 = 2 , x = l , y = 0 , z = 0 , u = — 1 . 
I I I 

3 8 0 9 — Utilize a sucessão de F O U R I E R para a sepa­
ração dos zeros do polinómio f ( x ) = x 5 — 2 xi + x1— 
— 3 x 4 - 1 . O polinómio tem raizes imaginár ias? 
Porquê? 

Calcule a maior raiz pelo método de aproximação 
de N E W T O N (utilizar apenas a primeira aproximação). 
R: A sucessão de F O U R I E R apresenta-se do seguinte modo. 

- 2 - 1 0 1 2 

f (X) — + 4-1 + - 2 4-15 
f (x) + — - 3 — - 2 4-57 
f" M — — +2 — 4-10 4-
f n ' (x) + - 1 2 — 4-48 _i_ 

f l T (X) - — 0 4- ' + + 
fv (x) + + + + + 4-

V 5 4 4 2 1 0 

A tangente a f (x) no ponto x = 0 corta OX no 
ponto x = ! / 3 ; entre 0 e */3 ra»° A" zeros de f (x) 
(condição F O U R I E R ) f (x) só íem írês zeros reais. 
f " (x) mantém sinal no intervalo ( 1 ,2 ) : o extremo 

15 
favorável e 2; r = 2 . 

57 
Enunciados e soluções dos u.u* 371*9 a 3809 de J . It. Albuquerque. 

D E S C R I T I V A 
inclinado 40° sobre o plano vertical de projecção, con­
duzir por um dos seus pontos as rectas que lhe perten­
cem e fazem ângulos de 40° com um plano de perfil. 

3812 — Planos tangentes. Conduzir por uin ponto 
de í ' f os planos que distam 3 cm. de uma frontal 
com 4 em. de afastamento. 

Enunciados dos n.° ã 3810 a 3812 de Luis Albuquerque. 

: I N I T E S I M A L 
as constantes de decomposição pelos métodos mais 
convenientes; c) Ainda na hipótese da alínea b) 
descreva, sucintamente, os métodos que poderia u t i ­
lizar na determinação das constantes de decomposição 
da fracção em fracções elementares. 

C «x -r 3 
R : a) / dx -' J (X* - l ) 3 (X« 4 1)" (X« - 1)" (x* 4- l ) 2 

- P . - r t - a (x) x (x 2 - l)-<*+< x (x 2 4- 1)-<-Í-»+» x 

x (x 2 - y/2 x + 1)'-» x (x 2 4- y/2 x 4- I ) ' - " x 
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-r A log (x + 1) + B log (x 

l/3 
2 

- 1 ) + D l o g (x' + l ) 
+ E arctg x + F log (x* — 1/2 x + 1) + 

y/2 
X 

— - H log (x2 + V2 X + 1) + 

( l - rx)° 

+ G arcts 

+ 1 arctg • 

V/2 
y/2 
2 

1 

vTi 
V/3 

2 rv v / 3 \ 2 i " l 
•K a r c t g — - — + L l o g I x + — j + — 

+ M arctg hN . 

b) f 
( x - 1 

dx 
)3 (X + 1)2 ( X 2 + 1)2 3 2 ( x - l ) 2 

1 1 3 19 
+ HT log ( * - * ) + 16 ( x - 1 ) 64 
6 

16(x2 + í ) 16(x2 + l ) 
3 
32 
I I 

16 32 

3814 —Calcular / , ...-/ (1 4- x)" 
dx m e J? i n -

(1 + *)" _ 
teiros, utilizando de preferência uma fórmula recor­
rente. Calcule em particular os integrais : 

— dx b) j { l - x ^ d x c) J — _ . 
Há valores fraccionários de m ou n ou de ambos 
para os quais /,„ ,„ seja primitivável sem recurso à 
integração por séries? Quais são? Integre por séries 
I m „ para os valores de m e n em que for caso disso, 
indicando qual o intervalo de legitimidade da u t i l i ­
zação de tal processo de integração. Para que valores 
racionais de m e n existe o integral ! ' „ , „ = 

r+i (1 + x)m „ 
= ! dx. Exprima / ' „ „ na função p , 

./_, (1 — x)n 

escolhendo convenientemente os argumentos e deter­
mine em particular, utilizando de preferência esta 
função os seguintes integrais : 
a) 

1 1 
li—,— b) 

2 ' 2 ' 

1 1 
¥ ' 2~ o) 2 ' 2 

J ( 1 -
/ ' (1 + x)»" 1 

( n - l ) ( l - x ) " - ' 

( 1 - x ) 

(1 + *) 

— dx , isto e : 

m 
' ( n - l ) ( l — x ) " " 1  

2) m > 0 , n < 0 I m > „ = 
( m - n + l ) ( l - x)» 

2 m 
m — n + 1 

(1 + x ) m + 1 

3) m < 0 , n > 0 ! „ , „ - —J—Z-J _ 4. (m + 1) ( l - x)" 

• L 
m + 1 

4) m < 0 , n < 0 lw 

(1 + x ) - 

" (n - 1) (1 - x ) - ' 4-

+ n - 1 
In—t , m+l 

1 + X 

à) 

0) 

d x x — 2 log (1 — x) + C 

/ (1 - X2)2 dx = X - — X 3 + — + C 

r dx 
. ' (1 - X + (1 - X2)3 4 (1 - X2)2 8 (1 - X)2 

C. 
3 , x + 1 

+ log -
16 x — 1 

Fazendo 1 — x = t tem I • -J t~" (2 - t ) m dt 

e ?>ê-«e assim que a função e primitivável sem recurso à 
primitivação por séries quando — n + 1 è inteiro ou 
quando m — n e' inteiro. 

Para integrar por séries (m — n não inteiro e a 

não inteiro) vem : — j t~" (2 — t ) m dt = — 

t""+ 

d t . 

m t ' - " 
"2 ' 2 -n 

- 2 » / t - - - t ; - , dt 

, - n - r - l 

seja — 1 < x < 3 . 0 integral V m , „ = 

para — 

, ' + ' (1 + x ) -

< 1 ou 

ix 

existe para os seguintes valores de m e 11 : 

sendo m > 0 , n > 0 sem para m > - 0 e 0 < n < 1 
sendo m < 0 n > 0 será para — l < m < 0 e n > 0 
sendo m >- 0 n <C 0 o integral não é impróprio 
sendo m < 0 n-<0 será para — l < m < 0 e n<^!J. 
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= 2' 

Para exprimir I'm,„ na função g fáça-se x = cos 2 t 
TC 

_ 2m- n-f-1 / 

Jo 
l ( - n + l , m + l ) = 2 

ã ) r ( ã ) « 

«em l j , sen- , n + 1 t cos 2 m + 1 1 d t = 

_ n r ( - n + l ) r ( m + l ) 
r (ra —n + 2) 

a ) V ± , l 
1 "2 

b) r, 

r ( 2 ) 

r ( l ) 

c) r, , = 2 3 — — 1 _ L = 2 3 - _ = 3 5 T 
' hl r ( 5 ) 4! 

I I I 

. . 
3815 — Calcular / xsenmxdx para m inteiro 

Jo 
; ra 
i? Ç 

x /*' 
/ x sen™ x d x = — / 

> 2 Jo 

não negativo. Há valores racionais de m para os 
quais o integral não exista? Quais são? 

Et: 
m m—1 

sen r ax = 7 v X X 

m — 3 2 ir 
s X ••• X ir X ir 

m - 2 3 2 

fazendo sen x = t uem | senm x 

7T 

y 5 sen"1 X D X = J ' t m ( l - t 2 ) " T d t 

e então o integral não existe para valores de m tais 
que — 1 < m < 0 e m -< — 1. 

IV 

3816—-Ordem do infinitésim o % = « ( e * — l ) 

+ l / x 2 + l — x para x infinito e a j » . Analise a 
00 

convergência do produto infinito n ( l + " n ) -
ii=i 

1 
K : fazendo — = h vem u x = a (eh — 1) + 

x 
1 / N 2 Jj[I 

+ _ ( V / l + h 4 - l ) = ^ h + T + — + . . . 

1 / 1 1 
+ _ _ - h 2 h 4 + •• 

h \ 2 8 
1 

Se i — o infinitéssimo é de 2." ordem e se 
2 

a > — o infinitéssimo é de 1." ordem. O produto es-

tudava-se pela série de termo geral u n . 

3817 
_ , f* sen x 

— Dado F(z) = \ — — dx calcular 
Jo (1 + »*)» 

F (^rj^J c o m duas decimais, mostrar que existe 

para s->-oo e determine um seu limite excedente. 

R : F Jf ío sen x 
dx = 

o ( i - * * ) ' 
Hã [ 13 . \ f x » 13 "líõ 

13 
200 24 10.000 

i 
/ m d x 

i , eíaro owe I F (x) | < / = A . 
Jo (1 + 2»)' 

I . S. C. E . F . — A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L — 2." Exame de 
f r e q u ê n c i a p r á t i c o — 9 de Junho de 1954. 

I 
3818 — Seja M(x,y,z) um ponto variável e O 

a origem dos eixos coordenados rectangulares. Se 

M — O = r u , u unitário, r = mod (M — O) e v = 
• V 

= f ( r ) u , sendo f ( r ) uma função escalar de r que 
admite a derivada / ' ()•) , provar que : 

- 2 f í r ) 
a) div v =/'(?•)+ 

r 
b) rotw = 0. 

R : a) Do enunciado conduise facilmente que 

v - f (r>— I + f ( r ) — J + f ( r ) — K e então d i v v = 
r r r 

x- r —x 2/r v 2 r — v 2 / r 
- f (r) — + f (r) _ _ £ - + f i ( r ) J _ + f ( r ) _ I L + 

r 2 r 2 r 2 r 2 

z> r - z 2 / r 2f (r) 
+ f (r) — + f (r) -L = f < (r) + — ^ . 

è) rot v = rot f (r) u •= f (r) rot u + grad f (r) /\ u = 

= f (r) rot u + f ' (r) u /\ u = f (r) rot u ; mas rot u = 0 e 
—> 

ewíão rot v = 0 . 
I I 

3819 — Provar que, sendo z (x , y) definida pela 
equação y — x cp (z) + i (z) então : 

a) i> + 3 ? (2) - 0 
b) r q- — 2 pqs -t- tp2 = 0 . 
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R : a) Da equação dada tira-se p = ? ( * ) 

x <fl (z) + 4-' (z) 

« q = X<p' ( z ) - r f (z) 
•e então 

p+qcp(z) - ? (z) 
x<p' (z)+4'(z) 

xy' (») + y (z) 

9 ( z ) 

b) derivando em ordem a x e em ordem a y a 
p 

igualdade da alínea a) e a tendendo a que <p (z) = 
vem : 

e)z \ í )z / q 

— q - t + — q — 4-q2<p'(z) = 0 
rfz \ ÍJZ / q 

í)P 
<}p _ dx _ r _ á x _ s 
<) z ()z p J z ^ z p 

àx d* 

r / s \ p 
— p — s H p h p q ? ' ( z ) = = 0 
p V p / q 

(* + — fi) — + q? ?' (*•) = o s + — q 
P V 

2sp . 
2 r - 4- p q »' (z) = 0 

q 

q 2 pq p / 
c eliminando if' (z) v i rá : 

2sp ps p 2 t sp 
2 r r H h H = 0 

que equivale a r q 2 — 2 p q s 4 - t p 2 = 0 . 

I I I 

" -> x dx dy 
3820-Calcu l a r / | T 

J . / ^ ( x 2 - 2 / 2 ) V/(x;^-,y2-l-1^3 
onde 

- y 2 4 - l ) 3 

A é o domínio do primeiro quadrante compreendido 

entre as rectas y = 0 e y = — x . 
V/3 

R : Fazendo a mudança para coordenadas polares 
fica 

/• /• x dx dy 

J J A (X 2 - y 2 ) V 7 (x 2 4- y 2 4-1)3 

Jo c< 
cos 8 dp 

i 

— de I 
cos2 8 — sen2 8 J 0 y / ( p j + 1)3 

,+ » l + p 2 _ p 2 dp 

• (p2 4- l ) 3 i • (P2 -h l ) 3 

Jo • p 2 + 1 2 Jo / ( p 2 4- l ) 3 

/**•• dp i r - 2 P d 

Jo V / ? 2 4 - l 2 L/p'+Uo Jo • f 2 " -
tór-se-á de calcular 

s: cos- 6 — sen-
de = 

-£• 
cos 0 — de. 

(cos 6 — sen 6) (cos 6 + sen I 

cos 8 — sen 0 cos 0 + sen I 

cos 8 + sen I 

cos 6 4- sen 6 

cos 0 — sen 0 I d 8 = 

cos 6 — sen ( 

x dx dy 

- f . l 
J o 2 

i 1 ^ + ! 
I %/3—a I 

A ( x 2 - y 2 ) t / ( x 2 + y 2 4 - l ) 3 2 
log 

t /3 4 -1 

t / 3 - 1 

I V 

3821 — Averiguar quais são as funções y (x) que 
satisfazem à seguinte propriedade : 

d 
d x \ E x ) Ex\dxJ 

I X V 
R : A igualdade equivale a ter ( y ' — ) = y" 

\ y / y' 
x y — x y' x 

ou seja y" — 4- y' = y" que é uma equa-
v y 2 y 1 

= y " x y 2 ; fazendo-se y - = e - ' z d x baixa-se a ordem da 
z - 1 x - 1 

equação obtendo-se: d z = dx ou log z 4-
Z 2 X 

1 y 1  

4 = x — log x 4- c e, como z = , vem 
z y 

x y' v 
log = x 4- c — donde se tira 

y y' 
e y = c e v « / 
Enunciados e soluções dos u . o s .'1813 a 3821 de Fernando de Jesas. 
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P R O B L E M A S 
Problemas propostos ao concurso 

S E C Ç Ã O E L E M E N T A R 

3822 — Considere um triângulo equilátero [ABC] 
de lado a. Sejam Q um ponto do interior do AB 
tal que QA = a : n , e P um ponto do prolonga­
mento de BC de modo que C fica entre B e P e 
talque CP = a. Seja ainda R o ponto de encontro 
das rectas AC e PQ. Calcule a área do quadrilá­
tero [QRCB\ . 

3823—Verificar a identidade 
1 2 n 1 

2~! + 3~! H + (» + ! ) [ = (n + 1)! 

S E C Ç Ã O M É D I A 

3824 — Prove que é sen x > -
2x 

0 < x < ¥ . para 

3825 — O número de números de F I B O N A C C I com­
preendidos entre n e 2n, é ou 1 ou 2. 

Resoluções dos problemas do concurso propostos 
no n.° 55 

3669 — (N.° errado 3650). Apresentaram soluções 
correctas os Srs. Fernando de Jesus e Vinha Novais, 
publicando-se a deste último : 
R : Seja P o ponto médio do lado B C ; 0 o ponto mé­
dio de A P e Q o ponto de intersecção de r = C O com 
A B . Pelo vértice B tracemos r'//r ; seja R o ponto 
de intersecção de r' com A P . Os triângulos B K P e 
COP são iguais (CP=BP,<£B=<£B ,<3 :BPR-3 ;CPO) 
e, portanto, R P = O P ; mas O P -•= O A (hipótese) e 
portanto O A / O R = l / 2 . Por outro lado tem-se 
A 0 /0 R = A Q/Q B . Atendendo a estas duas relações 
vem A Q/Q B = 1/2. 

3670 — (3651). Apresentou solução correcta o 
Sr. Vinha Novais a qual se publica : 

R : Do simples exame da equação dada resulta que o 
ponto P | (x = 3,|* = 0) é comum a todas as circunfe­
rências da família dada. Notando agora que o lugar 
geométrico dos centros dessas circunferências é uma 

1 
recta de equação r = u. = <p + —, as circunferências 
passarão igualmente pelo ponto P 2 simétrico de P, em 
relação a r . Determinando as coordenadas desse ponto 

I 1 7\ 
obtém-se Ps I <p = — 2 ' ̂  ~ 2 / " P°dera haver mais 
pontos comuns pois três pontos determinam uma circun­
ferência e uma só. 

3671 — (3652) Não foram apresentadas soluções. 
36 72 — (3653) Não foram apresentadas soluções. 
3673 — (3654) Apresentou solução correcta que 

se publica, o Sr. Vinha Novais : 
R : 1. Da igualdade ab • x = ba resulta multiplicando 
à esquerda pelo inverso de a b , x = ( a b ) - 1 - b a = 
= b - 1 a - 1 ba ; multiplicando ambos os membros da 
igualdade y a b = ba, à direita por ( ab) - 1 vem y = 
= ba (ab) - 1 = ba b - 1 a - 1 . Ficam assim determinados 
os comutadores do par ab e, portanto, demonstrada a 
sua existência. 

2. Representemos por x e y os comutadores do par 
a - 1 b - 1 ; então a - 1 b - 1 • x = b - 1 a - 1 e y a - ' b - 1 = b - 1 a - 1 . 
Multiplicando a primeira igualdade à direita por x - 1 

e a segunda, à esquerda, por y~l vem a - 1 b - 1 = 
= b - 1 a - 1 • x - 1 e a - 1 b - 1 = y - 1 b — 1 a - 1 , o que mostra 
que o comutador à direita (esquerda) do par b - 1 a - 1 e 
o elemento inverso do comutador à direita (esquerda) do 
par a - 1 b - 1 . 

3674 — (3655) Não foram apresentadas soluções. 

Errata ao n.° 57 da G . At. 1 A resolução n.° 3781 deve 
ser 3651. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, alóm de extractos do críticas aparecidas em 

e outras publicações de Matemática de que os Autores 

104 — R E I D T , W O L F F — D i e Elemenle der Mathe-
malik f A r i t h m e t i k , Algebra und Analysis), 
Oberstufe-Bard 3, Hermann Schroedee Verlag, 
Hannover, 348 páginas (1953;. 

Contém este livro a matéria comummente ensinada 
nos últimos 3 anos dos liceus científicos alemães. 
Uma 1.* parte («Problemas de Aritmética») trata de 
progressões aritméticas e geométricas e da teoria dos 
números (naturais, reais e complexos), construída 
com particular meticulosidade. Uma 2." parte («Ál­
gebra») é dedicada ao estudo de equações algébricas, 
especialmente à equação de 3.° grau (métodos numé­
ricos e gráficos) e inclui mais dois capítulos, um 

revistas estrangeiras, serão publicadas críticaH de livros 
ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

sobre nomografia e outro sobre a fórmula do binómio. 
Em tudo o resto, trata-se de cálculo infinitesimal: 
depois de construída a teoria dos limites para suces­
sões e para funções, introduz-se o cálculo diferencial 
e em seguida o cálculo integral (para funções duma 
só variável) ; finalmente é feito um estudo das séries 
numéricas e das séries de potências. 

Na orientação didáctica predomina o carácter i n ­
tuit ivo e genético, com abundância de evocações his­
tóricas (descurando por vezes a estruturação lógica). 

0 livro é ricamente provido de bons exercícios so­
bre todos os assuntos e apresenta-se com óptimo as­
pecto gráfico. J . SebastiSo o Silva. 
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