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Sobre a nao contradicéo da

por Gottfried

Matematica

Kothe

(Conferéncia realizada na Faculdade de Ciéncias de Lishoa em 27 de Abri/ de 1954)

Foi em fins do século passado que, na teoria dos
conjuntos, surgiram alarmantes contradi¢gdes. A pri-
meira destas antinomias foi descoberta por suraLI-
-ForTI em 1897 : por um lado consegue-se demonstrar
que existe um ndmero ordinal maior do que todos os
outros, por outro lado demonstra-se que, para cada
nimero ordinal, existe um outrontmero ordinal maior
do que esse. O proprio fundador da teoria dos conjun-
tos, G. canTou, descobriu em 1899 que a nocdo de
conjunto C de todos os conjuntos é em si contradi-
téria: o numero cardinal de C deveria ser maior
que qualquer outro nimero cardinal; por outro lado,
o conjunto de todos os subconjuntos de C deveria
ter um ndmero cardinal maior que o de C, segundo
um teorema geral da teoria dos conjuntos.

Reconheceu-se em breve que tais contradi¢gdes estdo
intimamente ligadas a certas antinomias de carécter
puramente légico. Uma destas antinomias era conhe-
cida pelos filésofos gregos eomo o paradoxo do menti-
roso: «O que eu digo neste momento é falso».

Ainda de caréacter puramente légico é o paradoxo
relativo a nocgdes impredicaveis, descoberto pelo fild-
sofo e matematico inglés serTrRAND RUsseELL. Um pre-
dicado (ou uma nogdo) diz-se predicavel, quando pode
ser afirmado a respeito de si préprio ; caso contréario,
diz-se impredicavel. Por exemplo, a no¢cdo de «nog¢édo»
é ela mesma uma nogdo —logo «nogdo» € um predicado
predicadvel. Mas ja4 a nocdo de «casa» € impredicavel,
pois ndo faz sentido dizer que a nogdo de «casa» é
uma casa.

Consideremos agora a nocdo de «impredicavel».
Serd esta uma nocdo impredicdvel ? Ndo, porque nesse
caso seria predicavel. E entdo predicavel? Também
ndo, porque nesse caso seria impredicavel. Como se
vé, ambas as hipdteses conduzem a uma contradicéo.

Uma outra antinomial6gica é o chamado paradoxo
de ricHarD. Existem certamente nUmeros naturais
que podem ser definidos com menos de trinta silabas.
Mas, sendo assim, a definicéo

«O mais pequeno numero natural que ndo pode ser

definido com menos de trinta silabas»
conduz a uma contradicdo, pois é feita na realidade
com menos de trinta silabas.

H. poiNncare por um lado e B. russeLL por outro
adoptaram o seguinte ponto de vista para explicar
as antinomias. As nogdes predicidveis correspondem a
entidades do tipo do conjunto C de todos os conjun-
tos, que tem por elemento esse mesmo conjunto: tais
nogdes apresentam o cardcter de um circulo vicioso,
devendo por isso ser eliminadas. Esta qualidade de
circulo vicioso patenteia-se claramente no paradoxo
de ricHAaRD € NOS outros casos, é sempre um tal circulo
vicioso que aparece como origem da antinomia.

Parecia entdo muito simples sair da dificuldade:
tratava-se unicamente de evitar as definicfes com essa
indole probleméatica. Mas infelizmente h& muitas defi-
ni¢cdes de tal natureza em mateméatica, sobretudo na
anélise classica. Basta dar como exemplo a nocdo de
maximo duma funcgéo continua f(x) num intervalo
[a,6], expressa usualmente pela notacdo

max fix).

Na verdade, o méaximo é ele mesmo um dos valores
numéricos,pelo conjunto dos quais omaximo é definido.

Mas como é possivel que, em matematica, se tenham
adoptado definigdes com tal natureza probleméatica ?
Como ¢é possivel que somente os paradoxos da,teoria
dos conjuntos nos tenham conduzido a reconhecer este
facto deveras inquietante ?



A verdade é que s6 nesse momento se tomou plena
consciéncia de que os mateméaticos trabalhavam com
uma hipo6tese filoséfica, a que se deu o nome de ponto
de vista platénico. Consiste esta hipdtese em admitir
gue 0s nimeros, os conjuntos de nimeros, etc. tém de
certo modo uma existéncia independente de nés, de
forma que ja estd previamente decidido, de maneira
independente dos nossos conhecimentos, qual é a
solucdo dum dado problema matematico, qualquer
que ele seja. Ao matemdatico competiria unicamente
«achar» a solugdo dos problemas, «descobrir» a ver-
dade ou falsidade das proposi¢des. Encarada deste
ponto de vista, a definicdo de maximo é certamente
justificada: os valores numéricos de /(x), embora
em numero infinito, existem no sentido platénico—
fora de nés, independentemente dos nossos conheci-
mentos —e a definigdo limita-se a escolher um desses
nimeros, o maior deles.

Foi principalmente cantor quem sustentou o ponto
de vista platénico: para ele os conjuntos infinitos
eram entidades efectivamente existentes, e ndo apenas
ficcOes ldgicas. De resto, toda a teoria dos conjuntos,
como hoje é ensinada nos cursos universitarios, é fun-
dada sobre este ponto de vista: os nimeros cardinais,
bem como os nimeros ordinais, s6 com essa atitude
mental podem ser concebidos.

Mas houve sempre fil6sofos que se opuseram e ne-
garam categoricamente a possibilidade da existéncia
actual dum conjunto infinito. No tempo de cantos era
sobretudo kronecker quem atacava a teoria dos con-
juntos por este lado.

Além disso, o fenémeno dos paradoxos veio demons-
trar que o ponto de vista platénico é contraditério)
pelo menos para conjuntos quaisquer (cujos elementos
podem ser, ja por si, conjuntos, conjuntos de conjun-
tos, etc.).

Levanta-se pois a seguinte questdo inquietante:
se 0 ponto de vista platénico é inadmissivel para os
conjuntos infinitos, qual é a garantia de que se possa
manté-la para o0s nUmeros reais ou mesmo para
0s numeros naturais? Foi o mateméatico holandez
guem, de maneira mais genuina,
formulou e desenvolveu o ponto de vista que se
exprime abreviadamente nos seguintes termos : a afir-
macédo de que existe um nGmero, verificando tal ou
tal propriedade, sé tem sentido, quando é dado um
processo para calcular esse nimero, mediante um
nimero finito de operagdes elementares; qualquer
outra interpretacdo é desprovida de sentido. E, na
verdade, parece-me bastante dificil compreender o
que se pretende significar com uma frase como esta:
«Os numeros naturais existem», desde que se queira
interpreta-la no sentido platénico.

L. E. J. ekouwer

Em conformidade com tal critica, skoower deu-se
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ao cuidado de reconstruir a mateméatica sobre novos
alicerces. Porém esta nova matematica — apelidada
de intuicionista —é muito mais dificil do que a mate-
méatica classica; muitos teoremas simples da analise
deixam de ser vélidos na matemética intuicionista,
sendo substituidos por teoremas deveras complicados.
A escola holandeza tem mantido até hoje o ponto de
vista brouweriano e continua a trabalhar no desen-
volvimento da matemdtica intuicionista.

Pode bem dizer-se que, na actualidade, a critica
radical de srouwer € reconhecida como inteiramente
justificada: o ponto de vista construtivo é o Unico mé-
todo aceitavel para uma reedificacdo da matematica.
Mas, por outro lado, sentiu-se a necessidade de pro-
curar uma solugdo menos dréstica, porquanto a mate-
méatica intuicionista se afasta exageradamente da
matematica classica. A verdade é que os paradoxos,
origem de todo este movimento, se manifestaram num
dominio bem distante da anéalise cléassica, na qual
nenhum paradoxo se tinha apresentado. Foi D. Hir.-
BkRT quem procurou uma solucdo que, por um lado,
satisfizesse a critica de ssouwer e por outro lado,
salvaguardasse a analise classica. O seu programa
era demonstrar que a andalise classica nao conduz
nunca a uma contradi¢do. Sendo assim, mesmo que o
ponto de vista platénico fosse na realidade despro-
vido de sentido, seria possivel adoptar como até aqui
este ponto de vista e continuar a fazer investigacgdes
matematicas na linha tradicional, sem o perigo de
chegar a resultados contraditérios. Mas esta demons-
tracdo da ndo contradicdo da matemédtica classica
deveria ser feita por um método construtivo no sen-
tido de srouwEk

Eu vou tentar esbogar nalgumas palavras o que se
entende segundo wiLeerT pOr métodos construtivos ou
finitistas. Estes métodos devem, primeiro que tudo,
ter um caracter de evidéncia, que os dispense de
qualquer outro fundamento.

Os objectos das deducdes finitistas sdo sempre
agrupamentos finitos de sinais elementares, tais
como I,[],\j ,n, etc. Ndo se diz nunca que um tal
objecto existe sem dar um método de o construir.
Um exemplo tipico é a representagcdo dos nimeros
naturais: comega-se por |,||; cada sinal que possa
ser obtido pela adjungdo dum novo tragco | a um sinal
ja construido representa um numero natural. Nao se
concebe nunca a classe de todos estes objectos como
um conjunto acabado. Quando se diz que uma dada
proposicdo 6 verdadeira para todo o nimero natural
n, pretende-se dizer que é conhecido um processo
demonstrativo que habilitaa verificar essa proposicdo
para cada valor particular atribuido a n.

o afirmar que uma proposicdo é verda-
implica que se estd na

Portanto,
deira para todo o nGmero n,
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posse duma tal demonstragdo construtiva; dizer que
a proposicdo é falsa para algum valor de n significa
gue se possui um contra-exemplo, o qual por sua vez,
ter4d de ser controldvel por um método construtivo.
Neste sentido, o principio légico do terceiro excluido
deixa de ser valido, pois ndo se tem a certeza de que
toda a questdo possa vir a ser decidida pela afirma-
tiva ou pela negativa, podendo assim haver porven-
tura proposi¢des, a respeito das quais ndofaca sentido
dizer que sdo verdadeiras ou falsas.

Seguindo este método obtém-se uma teoria dos nu-
meros, de caradcter construtivo, que nao contém toda
a teoria classica elementar dos ndmeros naturais.
Portanto, o problema mais simples que se apresenta
no programa hilbertiano é o de demonstrar a néo
contradicdo da teoria classica dos nimeros.

A ideia de HiLsBerT € a seguinte : Analisando os
processos classicos de demonstragdo ha-de reconhe-
cer-se que é impossivel chegar com esses processos a
uma contradi¢cdo. Existe um sé caminho para alcancar
este fim. A teoria dos nimeros é dedutivel dos cinco
axiomas de peano por meio das regras da légica clas-
sica. SO0 os teoremas demonstraveis deste modo per-
tencem a teoria classica dos numeros.

Ora, para poder analisar as deducgdes classicas de
maneira precisa, é indispensavel formalizar a teoria
classica dos nameros. Quere isto dizer que cada
axioma devera ser dado como um certo agrupamento
de sinais elementares (férmula) e que as deducgdes
deverdo consistir em certas operagdes combinatdrias,
que transformem uma férmula dada numa outra que
simboliza o resultado da dedugdo. Estudando tais
operacdes, hé& entdo que demonstrar, por deducdes
finitistas, que é impossivel chegar, por essas opera-
¢0es logicas formalizadas, a um agrupamento de
sinais que seja a formalizacdo duma contradicdo.

A descricdo das leis de estrutura duma teoria for-
malizada, das leis de operagfes com sinais e as dedu-
¢Oes finitistas sobre a teoria formalizada constituem
as chamadas investigacbes metamatematica sobre a
teoria ou a  metateoria.

Com esta orientagdo, a teoria dos nimeros torna-se
uma espécie de jogo com sinais, segundo regras bem
definidas. E talvez necessario salientar a importancia
duma tal formalizacdo. A formalizacdo da légica clas-
sica tinha ja sido efectuada por sooLe e rrRece, de
cujos resultados niLserT Se serviu. Esta formalizacéo
dad em principio a possibilidade de obter teoremas
na teoria dos nimeros, de maneira puramente meca-
nica. As modernas maquinas electrénicas de calcular
utilizam ja&, numa certa medida, estas descobertas,
pois podem executar operacdes logicas elementares ;
eis ai um campo de aplicagdo, deveras interessante,
da l6gica e da teoria dos nimeros formalizada.

Mas tornemos ao nosso problema da nédo-contradi-
¢do da aritmética. Como vimos, é possivel formalizar
a teoria dos numeros de tal modo que, deixando de
parte unicamente o axioma do terceiro excluido, se
obtém a teoria dos nUmeros construtiva. Trata-se
entdo de demonstrar que a adjun¢do deste axioma
ndo conduz a contradigdo. Conseguiu-se facilmente
demonstrar a ndo-contradigdo de certas partes da teo-
ria dos nimeros por métodos bastante elementares, mas
o problema geral resistiu durante muitotempo a todos
os esforgos. No ano de 1931, um trabalho célebre do
matematico austriaco kurT copeL Veio criar uma
situacdo verdadeiramente draméatica. Demonstrava
ele que, com os métodos finitistas conhecidos nesse
tempo, era impossivel dar uma demonstracdo da néo-
-contradigcdo da aritmética. A ideia essencial da sua
demonstracdo consiste em traduzir a metateoria na
propria teoria dos nimeros, estabelecendo uma corres-
pondéncia biunivoca entre agrupamentos de sinais ele-
mentares (férmulas) e niGmeros naturais: consegue-se
assim demonstrar que é impossivel dar uma demons-
tracdo da néo-contradigcdo duma teoria formalizada
por meio duma metateoria que esteja contida na pré-
pria teoria. copeL demonstrou ao mesmo tempo que
existiam teoremas na aritmética formalizada que nao
podiam ser decididas no ambito deste formalismo:
a teoria formalizada era pois incompleta.

Apb6s o primeiro momento de perplexidade ocasio-
nada por este trabalho, teve-se a intuicdo de que
existia ainda um caminho pelo qual podia haver a
esperanca de chegar ao fim em vista, que era dar uma
demonstragdo da ndo-contradigcdo da aritmética. Seria
ainda necessario, evidentemente, continuar a fazer
uso de métodos finitistas, mas existiriam porventura
métodos mais gerais que o0s anteriores, que ndo se
deixassem, como estes, traduzir na linguagem da
aritmética formalizada. E foio aluno de D. niLBERT,
G. centzen, quem finalmente, em 1936, conseguiu
demonstrar a néo-contradigdo da aritmética, empre-
gando a inducdo transfinitaaté ao niumero ordinal

e=<i>

Mais precisamente, o resultado de cenTzen consiste
no seguinte : é possivel ordenar as demonstracdes da
teoria dos numeros de modo tal que, utilizando os
ordinais daquele tipo, se consegue fazer uma espécie
de enumeracdo de todas as demonstragdes, pela qual
se torna entdo possivel reconhecer que nunca pode
ser construida uma combinacdo de simbolos repre-
sentativa duma contradicéo.

A primeiravista fica-se talvez um pouco na divida,
sobre se esta inducdo transfinitaé ainda um método
construtivo; mas essa divida desfaz-se prontamente,
ao aprofundar o assunto.



Uma outra demonstracdo mais simples do mesmo
facto foi dada em 1951 por P. [4], que
emprega uma espécie de inducdo ramificada, seguindo
a ordem natural de formacdo das demonstracdes, e
renunciando portanto a dispd-las artificialmentenum
conjunto bem ordenado (!). O método usado por
na sua demonstragdo tem isto ainda do
notdvel: € um método algébrico; a néo-contradicdo
da aritmética surge ali como consequéncia do se-
guinte teorema de &lgebra

«Dado um conjunto parcialmente ordenado C,
existe sempre uma 4algebra de sooi.e completa, B,
que contem C e tal que toda a 4algebra de BooLE
completa contendo C é imagem homomorfa de Ba.

Um outro método ainda mais simples, para demons-
trar a nédo-contradicdo da aritmética, é desenvolvido
por LorenTzen em [5]. A demonstragdo apoia-se sobre
uma formalizacdo da matemadtica intuicionista.

O método de é ainda aplicavel para
obter uma demonstracdo da ndo-contradicdo duma
grande parte da andlise. Mas é preciso notar que néo
se trata agora exactamente da analise classica. Par-
tindo do sistema Z, ndo contraditério da lo6gica
classica e da aritmética, podem definir-se conjun-
tos e func¢Bes sobre Z, por métodos construtivos.
Os conjuntos e fungdes assim definidos fornecem os
nimeros reais de primeiro grau. O sistema Z* de
nimeros, conjuntos e fun¢des assim obtido é ndo con-
traditério e pode-se de novo, a partir de zZ~, definir
conjuntos, fungdes, nimeros reais do segundo grau, etc.
A reunido do todos os Z , para n= 1,2,eee cons-
titui o chamado primeiro  renque, (*). E neste pri-
meiro renque obtém-se agora uma anéalise que ja
difere muito pouco da anéalise classica. Até a teoria
de Lesescue sobre a integracdo pode ser reprodu-
zida sem mudanca essencial na anélise construtiva
(LORENTZEN [7]).

LORENTZEN

LORENTZEN

LORENTZEN

Desde logo se reconhece que 0s graus e 0s renques
desta nova fundamentagdo da andalise estdo relacio-
nados com a teoria dos tipos de BERTRAND RUSSELL

Os nimeros reais e,ir sdoja nimeros reais do pri-
meiro grau e, para todas as aplicagdes da anélise, ndo
chega a sair-se do primeiro renque.

Eu creio que com estes resultados se encontrou ja
uma base bastante larga. Tem-se mesmo a impressao
de que tais resultados sdo de certo modo definitivos.

Também, sob o aspecto filoséfico, é deveras inte-
ressante a possibilidade de demonstrar que tudo se
passa como se o ponto de vista platénico fosse legitimo

(') Os nimeros entre colchetes referem-so a Bibliografia, que
se encontra no fim do artigo (N. de R.).

(') A falta de melhor, traduzimos aqui por «renque» o torino
«marche» empregado pelo autor (N. da R.).
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para os numeros naturais. Mas, em compensagdo”
parece impossivel legitimar o mesmo ponto de vista
para o continuo classico, isto é, para o corpo dos nu-
meros reais. Com efeito,é impossivel fazer uma teoria
construtiva de todos os nimeros reais. E sempre possi-
vel, sim, a partir de cada sistema formalizado de na-
meros reais, construir um outro sistema que englobe
0 primeiro—mas nunca se poderd construir defi-
nitivamente um formalismo que domine a totali-
dade dos nimeros reais. Neste sentido o continuo ¢
inesgotavel.

Por esta ordem de ideias, é-se conduzido a uma
certa relativizagdo do conceito de nimero real e
mesmo da légica. Até para a loégica se obtém toda
uma hierarquia de diferentes I6gicas, cada vez mais
ricas: neste sentido, cada demonstracdo é uma de-
monstracdo relativa a determinada l6gica. Este
campo de investigacdes logicas deu origem a uma
ciéncia inteiramente sui generis, que se desenvolve
na actualidade.

Mas regressemos ao nosso problema inicial, a
teoria dos conjuntos. Aqui a situacdo é talvez a
mais dificil. Por exemplo, a nocdo de numeralidade
tornou-se uma nocdo relativa. Segundo a teoria de
LORENTZEN, UM conjunto pode ser ndo-numeravel num
dado renque e passar a sé-lo num renque superior.
E ndo se vé qual possa ser agora o sentido dos
nimeros cardinais superiores da teoria «naive» de
CANTOR.

Um outro facto notdvel é este: o axioma de zermELO
torna-se demonstrdvel nos dominios construtivos. E
[3] demonstrou mesmo que, se um sistema de
axiomas para a teoria dos conjuntos é dado e néo
contraditério, entdo é possivel juntar-lhe o axioma
da escolha e mesmo a hip6tese do continuo, sem risco
de contradicdo.

GODEL
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HERMES € H.scHoLz, Mathematische Logik (Band 1 1,
Heft 1, Teil 1,1952).

Um livro recente muito acessivel sobre estes assun-
tos é o seguinte:

s. C. KXEENE,
Amsterdam (1952).

Introduction to Metamathematics,

Sobre a equivaléncia de

por Jaime

O artigo presente tem primeiramente o objectivo
de chamar a atencdo e, se possivel, o interesse de
alguns estudantes de Mateméatica das nossas Escolas
Superiores para um campo particularmente atraente
da Anéalise moderna. De acordo com esse objectivo,
procurou-se dar-lhe uma forma bastante acessivel.

Serve ainda para apresentar um pequeno resultado
—relativo a possibilidade de definir normas nédo equi-
valentes em qualquer espa¢o vectorial de dimenséo
infinita (*) —ao qual ndo me foi possivel encontrar
qualquer referéncia, se bem que, pela sua simplici-
dade, pareca bem pouco provavel que nédo se encon-
tre ja publicado.

1. Espacgos vectoriais relativos ao corpo real.

No que se segue E representa um conjunto cujos
elementos, de natureza qualquer, serdo designados por
letras latinas mindsculas. O conjunto dos nlmeros
reais serd representado por R e os seus elementos,
em geral, por letras gregas minusculas.

1.1. O conjunto E diz-se um espago vectorial rela-
tivo ao corpo real, ou simplesmente um espago  vectorial
real, se

1" — A cada par (x,y) de elementos de E corres-
ponde um e um sé elemento do rnesmo conjunto,
que se chamard a soma de x e y e se representaréa
por x + y, de tal forma que resultem verificadas as
condigdes seguintes:

a) (x+y)+z=xi(y+ 2)
mentos xX,y,zeE;

para quaisquer ele-

b) x+ vy =y-t-x para quaisquer elementos
X,y eE;

(*) Bolseiro do lustituto do Alta Cultura (Contro d© Estudos
Matematicos).
(') Ver 3.5.

normas

Campos

NOTA DA REDACGA0 — O precedente artigo é uma
tradugcdo de apontamentos cedidos amavelmente pelo
Prof. G. k6tHe a Gazeta de Matematica. Ao ilustre
professor manifestamos aqui a nossa viva gratidao
por nos ter oferecido a possibilidade de tornar conhe-
cida de todos os leitores da Gazeta o conteudo desta
sua conferéncia de tdo vasto interesse, documentando
assim um momento da sua brilhante actuagdo no
nosso meio.

em espagos vectoriais

Ferreira  (*)

c¢) Dados dois elementos a e b de E existe sem-
pre pelo menos um x e E tal que a + x = b .

2." — A cada par (t;,x) constituido por elementos
\eR e X 6E corresponde um Gnico elemento \ . X
ou I xeE, (oproduto de C por x), por forma que:

d \(rx)= (tr)x
i,ieE e xX6E;

e) (It f)x —Cx ++mx
C,neR e xe.C;

1) \(x+y)=Cx+\y
quer x,y ekE;

guaisquer que sejam

quaisquer que sejam

para todo o \eR e quais-

g 1.x—x para todoo se&£.

Obs. —Na definicdo precedente o corpo real R pode
ser substituido por um corpo qualquer K;E dir-se-a
entdo um espago vectorial relativo ao corpo K. Para
maior simplicidade, porém, s6 consideraremos aqui
espagos vectoriais relativos ao corpo real, o que deve
ser sempre subentendido.

1. 2. Com facilidade se prova que das condigdes
impostas na defini¢do anterior resultam varias proprie-
dades para as operagdes representadas pelos simbolos
+ e, operagdes que se denominam, respectivamente,
adicdo e multiplicacéo por escalares. Em particular,
prova-se que existe um e um s6 elemento u de E
tal que

U+ x—x para todo o xe E
e também que, para cada ze E, existe um e um
s6 z'e E que verifica a igualdade

zZ+ zZ'= Uu.

O elemento acima designado por u chama-se o zero
de E ; em geral, prefere-se para o representar o
simbolo 0. z', osimétrico de z, pode representar-se

por — z.



Vé-se ainda facilmente que a solucdo da equacdo
a+ x = b, exigida em c), é Unica e precisamente
X =b+ (—a). A expressdo b +e(—a) pode simpli-
car-se para b —a.

Algumas outras propriedades de
muito simples sdo as seguintes :

demonstracdo

E.0=0 para todo o Ee R ;

0.x=20 » » » Xe E ;
(—1) . x= —X » » »XeE;

E.x=0 implica E=-0 ou x = 0.

1.3. Vejamos agora alguns exemplos de espacos
vectoriais reais :

1." — O espago cartesiano an dimensdes reais, R",
constituido por todos os elementos x da forma

em que Cj,GC2,— G, é uma sucessdo de n nlmeros
reais.
A multiplicacdo pelo escalar aeR

relacdo

é definida pela

*X — («Bi>« > e0e>«l»)
e a adicdo por

X+y=Si+ »I»il+>5 + O >

para X— (Gi,'a, —,E,) e y— fa,»&,oes, ».)e
2.°— O espago P, constituido por todos os poliné-
mios na varidvel real G, com elementos da forma

X= aoC + «1?*-' + eee + «*

em que é um inteiro ndo negativo e ao,<*i,eee<*/,
sdo numeros reais quaisquer (s6 podendo ser ao= 0
se fr=0). As definicdes de adicdo de dois polinémios
e de multiplicagcdo de um polinémio por um nimero
real sdo as usuais.

3." — O espago constituido por todas as funcgdes
reais da varidvel real ¢ com um mesmo dominio de
existéncia é também um espago vectorial. O mesmo
se passa com o espag¢o das fung¢des limitadas, ou das
fungdes continuas, ou ainda das fungdes diferenciadveis
num mesmo dominio. A adi¢do e a multiplicacdo por
escalares supdem-se definidaspela forma habitual.

Seria possivel dar muitos mais exemplos, rnas estes
bastam para nos apercebermos da generalidade do
conceito de espago vectorial. Muitos conjuntos de
grande interesse na Anéalise, em especial determina-
das classes de fung¢des, podem ser encarados, de uma
forma absolutamente natural,como espagos vectoriais;
em consequéncia, todos os resultados que se deduzem
no estudo do conceito abstrato de espaco vectorial sdo
inteiramente aplicaveis a esses conjuntos, sem neces-
sidade de demonstracdes particulares para cada caso.
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2. Independéncia linear; base e dimenséo
de um espago vectorial

2. 1. Os elementos Xix, <*e,x, de um espago
vectorial E dizem-se linearmente independentes se
a igualdade C,xj + E,x, + *e«+ E, = 0 implica

-C*-0.

A definigdo anterior é aplicavel apenas no caso em
que os elementos considerados sdo em nimero finito.
O conceito de independéncia linear pode, porém,
definir-se para além desse caso, pela forma seguinte :
diz-se que os elementos de um subconjunto infinito
C do espago vectorial E sdo linearmente indepen-
dentes, quando toda a parte finita de C for consti-
tuida por elementos linearmente independentes.

Ex.. No espa¢o cartesiano R", os elementos 6i =
= (1,0,0,...,0),e.,=(0,i,0,...,0),...,6,=(0,0,0,...,1)
sdo linearmente independentes. No espa¢co P do ex.2.°
de 1.3, sdo linearmente independentes as poténcias
inteiras ndo negativas da variavel £.

Um conjunto jx«j (finito ou infinito) de elementos
de um espago vectorial E diz- se uma base de E quando

1.°— IXal é constituido por elementos linearmente
independentes.

2.°—Todo o elemento xe E ¢é susceptivel de uma
representacdo da forma

X = 2 & Xa
a
subentendendo-se, naturalmente, que os coeficientes
5a serdo todos nulos, excepto um numero finito.
(Atendendo a independéncia linear dos elementos de
|xai imediatamente se reconhece que uma tal repre-
sentacdo tem de ser Unica).

Ex.: E facil verificar que o conjunto consti-
tuido pelos elementos ei, 62,¢¢¢,e,, acima conside-
rados, € uma base do espaco R"; também oconjunto
(1, 1, ) constitui uma base do espago
vectorial P.

2. 2. A propo6sito do conceito de base surgem ja
naturalmente algumas questdes interessantes: em
primeiro lugar, todo o espagco vectorial ter& uma base?

Desde que se admita o célebre axioma de zkrRMELO,
pode dar-se a esta pergunta uma resposta afirmativa  (*) ¢
e é logo imediato o reconhecimento da existéncia
de uma infinidade de bases distintas, para qualquer
espago vectorial.

Assim, por exemplo, no caso do espago R", pode-
remos tomar como base qualquer conjunto de n ele-
mentos da forma

fa,0,0,...,0),(0,¢.,0,...,0),...,(0,0,0,....y,

(') Supde-se sempre excluido o caso de um espago vectorial

constituido por um JUGuico elemento : o zero.
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desde que seja 5i=£0 (»—1,2, *e¢,»). Outra base
de R" é o conjunto constituido pelos elementos

(1,0,0,-.0),(1,1,0,...,0),.-,(1,1,1,

Também sob a condigdo C=fc0,(«= 1,2,e-¢, n),
qualquer conjuntodaforma (£i,&t, Gi-*, s"i" 0
é uma base do espago vectorial P.

Nestes Ultimos exemplos observa-se que todas as
bases do espa¢o R" que considerdmos tém o mesmo
nimero — n —de elementos; no caso do espaco P,
as bases indicadas sdo também sempre constitui-
das por uma infinidade numeravel de elementos do
espa¢o. Apresenta-se-nos assim uma outra questdo de
grande importancia: terdo todas as bases de um dado
espaco vectorial 0 mesmo numero de elementos ?

A resposta é de novo afirmativa: pode provar-se
que o numero cardinal da base de um espago  vectorial
ndo varia quando essa base se substitui por outra,
constituindo precisamente esse nimero uma caracte-
ristica do espa¢o, a qual se da& o nome de dimenséo.

3. Espagos normados

3-1- Suponhamos agora que a cada elemento x de
um determinado espaco vectorial real E se associa
um numero real p (x), por forma que se satisfagam
as condicbes seguintes:

‘) V()> 0 para todoo xekE;

b) p(X)=10 se ésé6se x=0;

) p(x+y)<rp(x)+ p(y) para todo o par de

elementos x,yeiT;

d p(Cx)—I£\p (x) para todo o xeE e todo
o 'tR.

Diz-se entdo que p (X) € uma norma sobre o espaco
E, ou que este espago € um espaco normado (pela
norma p(x)).

Obs. — A noc¢do de espagco normado pode ser dada

com maior generalidade. Pode definir-se da mesma
maneira uma norma sobre um conjunto E que suja
um espagco vectorial relativo a um corpo A', desde
que em K esteja definido um valor absoluto, isto
é, uma aplicagdo \ -*\C| de K em R satisfazendo
as condigdes: |G|~ O0; 11| —0 se e sO6 se 5= 0;
15+ »l< 111+ 111S I15»1- 1511»1j para quais-
quer C,r 6K .

3. 2. Vejamos alguns exemplos simples de normas:

1.°—A distancia euclideana do ponto x— (G f,, *ee
eoei,, a origem 0= (0,0, *+0), definida pela ex-
pressao

¢ uma norma sobre o espago R".

Ainda no mesmo espa¢o, sendo X = (Si> E2,***» 5»),
qualquer das expressdes

P2 (X)- S 151
«(8)-max(|fal, [57],-,15»])
determina uma norma.
2." —No espago vectorial constituido por todas as

funcdes reais de variavel real definidas e limitadas
num mesmo dominio D, o extremo superior dos mo-
dulos dos valores assumidos por cada fung¢do no do-
minio D é uma norma.

3.3. Sabe-se bem que, partindo, por exemplo, do
conceito de distancia euclideana, é possivel introduzir
no espagco R" certas no¢des de grande interesse, como
as de vizinhan¢a de um ponto, de conjunto aberto, de
interior de um conjunto, etc ; e sabe-se também que
é primordial o papel desempenhado por tais nogdes
na definicdo de alguns conceitos fundamentais da
Anélise (como os de limite e de continuidade, por
exemplo), e no estudo de propriedades que com esses
conceitos se relacionam.

E féacil ver agora que uma norma p (x) sobre um
determinado espa¢o vectorial E permite definir nesse
espaco nog¢des inteiramente analogas, facto que se
pode exprimir dizendo que a norma p (x) introduz
uma topologia no espaco E .

Assim, sendo Xn um elemento qualquer de E e e
um ndmero positivo, podemos definir a vizinhanca z
de Xo como o conjunto V, (xn) de todos os elementos
x e E tais que

p(x- Xo)< e

As definicdes de conjunto aberto, conjunto fechado,
interior, exterior e fronteira de um conjunto, etc.,
decorrem agora da anterior definicdo de vizinhanga
exactamente como no caso do espago R". Por exem-
plo, um subconjunto M de E serd um conjunto  aberto
se, para todo o xeM existe um e> 0 tal que
r, (x) Cm.

E também o conceito de limite de uma sucesséo se
pode introduzir por uma forma idéntica a habitual:
diz-se que a sucessdo Xi, X2, eee*,X,,,*** de elementos
de E tem por limite o elemento Xoe E quando para
cada <> 0 existe um nUmero natural N, tal que
para n> Nt seja X, eV, XQ.

Suponhamos agora que E e F sao dois espagos
vectoriais, p (x) uma norma sobre E e q(y) uma
norma sobre F. Se f(x) é uma aplicacdo de E
em F (isto é, uma funcdo univoca definidaem E e
de contradominio contido em F), dizemos que,



quando x tende para x, e E , f(x) tende para o li-
mite y, e F, e escrevemos

1im f(x) —vy,
KX-»Xi
se a cada S corresponde um i por forma que

0<p(x —x,) < e implique q(f(Xx) —y,) <3

A generalizacdo da definicdo de continuidade é
igualmente imediata, podendo também usar-se os
mesmos termos do caso classico : f(x) € continua no
ponto x, e E se para cada vizinhanca W de f(xo)
existe uma vizinhanca V de Xo tal que f (x)eW
para todo o

Se acrescentarmos que, ao longo deste processo de
generalizacdo, se conserva a maior parte das proprie-
dades essenciais relativas aos conceitos considerados,
ver-se-4 com clareza até que ponto o caminho seguido
é natural.

3.4- O conceito de norma, que acima se intro-
duziu, e as consideragdes que a seu respeito foram
feitas, sugerem-nos agora mais alguns problemas:

1.° — «Serd sempre possivel definir uma norma sobre

um dado espago vectorial ?

2" —Se p(X) e q(x) sdo duas normas sobre um
mesmo espaco E, qual é a condicdo para que as duas
normas introduzam  nesse espago a mesma topologia ?
Verificaremos adiante que é sempre possivel definir
num espaco vectorial uma infinidade de normas, ficando
assim resolvida a primeira questdo. Quanto a segunda
comecemos por esclarecé-la um pouco melhor: o que
se pretende é saber as condi¢cdes em que, dos dois
sistemas de vizinhangas de cada elemento XjeE que,

a partir das normas p (x) e q(x), sdo definidos
pelas expressdes
p(x—Xo< e g(x—Xog< ?

(e e 8 nimeros positivos arbitrarios), resultam exac-
tamente os mesmos conjuntos abertos, 0s mesmos
conjuntos fechados, a mesma noc¢do de limite, etc.
Segundo um resultado elementar da Topologia
Geral, condicdo necessaria e suficiente para que tal
aconteca € que qualquer das vizinhangas de cada um
desses sistemas contenha uma vizinhanga do outro (para

todo o Xoe E). E ¢é facil reconhecer que esta condi-
cdo & satisfeita se e sO se existem dois numeros  positivos
a e P tais que

(x) qualquer que seja x e E .

Quando existem dois nimeros < e fi nas condicfes
anteriores, as normas p (x) e q(x) dizem-se equiva-
lentes: elas introduzem entédo, no espago vectorial E,
a mesma topologia.

Assim, as trés normas p, (xX), p. (X), p. (xX) sobre
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o espago R"™, que foram definidasem 3. 2., sdo equi-
valentes, como se vé pelas relagdes

Pi 00 < Pi00 <Pz(x)< np, (x)

cuja justificacdo é imediata.

De resto, ndo 6 dificil demonstrar que  quaisquer
duas normas sobre o espago R" sdo equivalentes, isto
é que, sobre um espaco de dimensédo finita, todas as
normas introduzem a mesma topologia(').

3.5. Surge naturalmente nesta altura uma nova
questdo : serdo os espagos R™ os Unicos que t/osam desta
propriedade  ou, pelo contrério, havera espagos de dimen-
sdo infinita em que todas os normas se;am equivalentes ?

Responderemos a esta pregunta mostrando que,
dado um espago vectorial de dimensdo infinita, €& sempre
possivel definir sobre ele normas n&o  equivalentes.

Seja K um espaco vectorial real (') de dimenséo

finita ou infinita e | Xxj uma base de E . Se Xx
designa um elemento qualquer do espago E, sabe-se
que existe uma representacdo da forma x =2 **>

A
em que os coeficientes sdo numeros reais (todos
nulos, excepto um ndmero finito), univocamente de-
terminados pelo elemento x.
Designemos por / uma qualquer aplicacdo da base
xa\ no conjunto R* dos nlimeros positivos. Nestas
condigdes, verifica-se imediatamente que a expresséo

pI(x)-2/(*t)]il[.
a

em que /(xi) representa o valor da aplicacdo / no
ponto Xx da base, define uma norma sobre E . (Re-
pare-se que assim se confirma a resposta que foi dada
a 1."questdo enunciada em 3.4.).

Admitamos agora que a dimensdo de E é infinita.

Existe entdo sempre um conjunto numerével C=(x*,
X,*, eee X,* eee),  contido na base jxa! do espago
E. Consideremos duas aplicagbes /, e /, (de \x»|

em R"), que satisfagcam as condigdes :

I » «>-»

[o«) -1

para todo o x* e C, sendo arbitraria a definicdo de
A * fz nos pontos do complementar de C em jx*j.

(') Segundo um teorema da teoria do espagos localmente
convexos, sdo idénticas todas as topologias localmente convexas
separadas sobre  qualquer espaco  de dimensdo Jinita, resultado de
que o facto acima apontado 6 um caso particular.

(*) De acordo com a observac&o final de |. 1, sup5e-se que
E 0 um espaco vectorial real; a demonstracdo serve, porém,
passo por passo, para o caso mais geral de um espaco vectorial
relativo a um corpo qualquer munido de um valor absoluto, a
que se fez referenda em 3. 1. (Obs.).
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Tomando as duas normas

PiW-2/i(x«)|TT] * »(*)-2/0¢*0[ii |.

e designando por M um nUmero real arbitréario, é

2/,(x») 15?
2 (1) AM
Pl(«T) 2/1(Xa)Uj*| 11(T)
desde que n seja suficientemente grande.

As normas pi (x) e p, (*) "do sdo, portanto, equi-
valentes, ficando assim provado o que se propunha (*).

=ra> M,

A nocdo de corpo rigido

por Ruy

Em cinematica classica diz-se que um corpo ou sis-
tema de pontos materiais é rigido se a distancia de dois
quaisquer dos seus pontos ndo varia com O tempo.

Mas é preciso ndo esquecer que (em cinemética
cléssica), tanto o tempo como a distancia (de posigdes
simultaneas) tém carécter absoluto, isto é, ndo depen-
dem do sistema admissivel (*) em que sdo medidos.

Esta simples observagdo mostra que se quizermos
utilizar aquela definigdo no dominio da Relatividade
Restrita, temos de a interpretar convenientemente,
pois é necessario esclarecer em que referencial deve-
mos calcular distancias e tempo, uma vez que 0S Seus
valores variam de referencial para referencial.

Ora quem pela primeira vez considerou o problema
dos corpos rigidos em Relatividade Restrita foi o
célebre fisico alemdo, max BorN, que adoptou a se-
guinte definicdo(’) : um corpo move-se (em relagdo a

um sistema  admissivel) como um corpo rigido, se as
linhas de universo dos seus pontos sdo curvas equidis-
tantes. Mas este enunciado tem ainda uma certa am-

biguidade.
Na verdade, se considerarmos o caso particular de
um corpo rigido em repouso num sistema admissivel,

(') Daqui se segue imediatamente o reciproco do teorema
citado em (3); portanto : condi¢do necessaria e suficiente para que
sejam idénticas todas as topologias localmente convexas separadas
sobre  um espago  vectorial E & que a dimensdo de E StijB. flnita.

(*) NSo temos noticia de este assunto ter sido ja tratado por
autores portugueses e isso constitui, s6 por si, motivo para o
considerarmos nesta revista, tanto mais que permite acrescentar
novos esclarecimentos ao problema das distancias proprias.

(') O tempo 0 até independente do todo o referencial o a
prépria distancia de posigfes simultaneas é um invariante de
um grupo mais amplo do quo o do GALILEU.

(') Die Théorie des starren  Elektrons in der Kinematik des  Rela-
tivUMsprinzips— Annalen der Physlk, 30 (1909).

fi

E evidente que na definigdo das aplicagdes f\ e fi
se pode usar uma larga margem de arbitrariedade,
sem deixar de atingir o mesmo resultado. No caso

de fi, por exemplo, pode substituir-se a expres-
sdo fz(x*) =n, (paratodo o x*eC), por /2(X,*) =
= o (n)., sendo tp(«) um qualquer infinitamente

grande com n. Escolhendo infinitamente grandes
de ordens diversas, obter-se-80 sempre normas néo

equivalentes (duas a duas), vendo-se portanto ime-
diatamente que ha possibilidade  de determinar infinitas
normas por forma que todas introduzam em E  topolo-

gias distintas.

em Relatividade Restrita”

Luis Gomes

as linhas de universo de dois dos quaisquer dos seus
pontos terdo equagdes da forma

ast >o »j t+ a,

&, = Vit + 6]
e embora a sua distancia (‘) /* se mantenha cons-
tante (no tempo de qualquer sistema admissivel),
o certo 6 que o seu valor depende de um elemento u,
estranho ao corpo em questdo.

Consequentemente, s6 a distancia 1" est4 ligada

apenas ao proprio corpo e este facto é que leva a
completar a definicdo de M. BosN nos seguintes
termos : um corpo move-se como corpo rigido, se as
linhas de universo dos seus pontos sdo curvas equidis-
tantes no espaco e no tempo do préprio  corpo.

Para estudar o problema da rigides em Relativi-
dade Restrita temos, pois, de calcular mas
adaptando a doutrina desenvolvida no nosso artigo
anterior () ao caso de P e Q terem movimentos
quaisquer.

Ora tratando um corpo sélido como um caso parti-
cular de um meio continuo tridimensional, os seus
diferentes pontos ficardo completamente individuados
por meio de trés parametros i,,i,,i,. E a linha de
universo do ponto genérico (i,, ,r,) tera as equacdes
(1) X, — XjiTi, ,i>tw»,t),

sendo x,t coordenadas admissiveis quaisquer.
E evidente que (1) generalizam (3), artigo anterior.
Introduzindo um tempo local (*), nomeadamente o

tempo préprio r do ponto («11,11,13) do corpo em

(*) Sobre a nocdo de distancia em Relatividade Restrita,
Gazeta de Matematica, a°® 57, p. 3, 4.

(°) Consultar G. HKRGLOTZ— (ber den vom Standpunkt des
Relalivitatsprinzips atts ais  ustarr» zu  bezeichnenden Korper,

Annalen der Physlk, SI (1910).
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questdo, tempo que varia com t segundo uma equagéo
da forma

2) T ~ ° 1
0t
podemos representar as linhas de universo dos pontos
do corpo pelas equagdes paramétricas
ar (ii, »j, na, 1)
t («,,nt,«s>7) "

»i
t
com a vantagem de ficar em evidéncia o tempo  pro-

(3

prio T e ndo otempo admissivel t.
Nestes termos um deslocamento elementar
do ponto (n,, n.,*i,) é caracterizadopor

dx,,dt

;=7 7 Al
(4)
d = di
pois ir,,«eoin,=dr, = 0. E as equa¢des (4)substi-

tuem (6%),artigo anterior.
Analogamente as equagdes (6), artigo anterior, sdo
substituidas por

1dx, dxi,
SX, = . -Sn*+—ST
(5)
St : .
)% 0i

em que ndo figura um deslocamento finito A' ,Vi
mas apenas um deslocamento elementar Sa;,, Si, e
entre dx,, dt e Sajj, Si, subsiste arelacdo de ortogo-
nalidade

(6) zSxdXi— c*8tdt = 0.

Finalmente, a distdncia de dois pontos vizinhos
Ti; e #+Sr,, medida na variedade prépria de r,,eno
instante t é dada por

(7) SO'-SSSB,* — o0o»»*».

i£ dizer que ocorpo ou sistema dos pontos %0 *e «toi'e
como corpo rigido e dizer que S<r n&o depende de T.

E esta ainterpretacdo quedeve ser dada ao enun-
ciado de mAax Born e foi precisamente nela que se
baseou G. 11eruLoTz para demonstrar (*) que um corpo
rigido temapenas trés graus de liberdade e nao seis
como na cinematica cléssica.

Deixamos essa demonstragdo para um outro artigo;
neste queremos acrescentar somente a expressdo de
ST® emtermos de ri;e T.

Substituindo em (7) Sx, e St pelos seus valores (5),
vira

menor

(0 9.nQ
que a luz e isso exige g, dindrig= gn (dYi)< 0, dando efec-

pois todo ponto matorial tem velocidade

tivamente 0, para </v,— O
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(8) io"-Si-HH,
911
em que «,= T
Mas como a relagdo de ortogonalidade, expressa
também em Y,;e x, tem aforma geral.

© Ss,.'p",=0,
M
resulta, nocaso quenos interessa,

(10) 2i7pd*«p = 0,

p
pois os deslocamentos rfvi de um ponto de corpo sédo
caracterizados por dr,=dr,=dr*=0 e d n*=dz=f=0.

Eliminando agora Sr,, por intermédio de (10) ou(>)

10 2 ifasT);
<
vem
ai) sa*= 2-?2* NF+ Ny

4
ou seja finalmente

P-STor»*»'t*,

(12) io
em que
(13)
9u
A condicdo de rigidez exprime-se, portanto, pelas
equacgdes

coeficientes
do corpo,

um COrpo move-se COmo corpo  rigido
-f, daforma (12), que da a distancia
ndo dependem do tempo proéprio z.

Assim, em particular, os sistemas de inércia sdo
sistemas rigidos, pois neles

se os
prépria

802 - V3
ndo depende dotempo préprio t.

NOTA — O Ultimo artigo saiu com numerosas gra-
lhas, quasi todas felizmentede facil correcgdo.
Assim, na péagina 4 deve escrever-se, na primeira

coluna,
(vir)_ .
Vi— &+ >
e na segunda
TV _IV
v

»_0-w;=(i-ii»)/;,
v
e, trés linhas abaixo, 6= —
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Finalmente as férmulas (14') e (15) devem escre-
ver-se

(Hi)  (t,2_.2),]r-2 vir(ulv-«2) =0
(15) ul[("w'-c2)r-2v|r.v] =-2v]|r.c2.

Além destas gralhas é necessario ainda observar,
como salientou o Prof. miIrRA rernanpes (I), que as
solucdes u, dadas pela equacdo (15), ndo constituem
um plano, como ai erradamente se disse.

Fazendo

-r-2v,

(15) toma a forma
ula = -2c2,

donde se conclui que a projeccdo de u sobre a é
2c2
igual a —.
mod &
Sendo O uma origem qualquer a partir da qual
construimos o vector a, e « um plano ortogonal a
Q, cortando a direc¢do de a no ponto A tal que

A classroom

st no ponto P,

note on the proof

11

2.2
OA -, em qualquer
mod &

direccdo OD que encontra

o vector u = P—O satisfaz ao pro-

blema.

As solugdes de (15) sdo, pois, uma para cada
direccdo: aquela cuja projecgdo sobre a € a cons-
2c2
tante .
mod &
Se tivermos em conta a condi¢do suplementar
« -<e', as solugdes possiveis formardo um cone de

d* (i>2-e*) /r\
raio AP = c- , em que d* | —1.
l+d’ (TH*  \2¢d
of Schur's lemma

by Hugo Ribeiro

Let 2ft and 2t be vector spaces over the same field,
31 and S3 non void families of linear mappings res-
pectively on 2ftinto 2ft and on 9t into Sft, and F a
linear mapping on 91 into 2ft such that forany B e 93
there is A eSl for which AF=FB. Schur's lemma
says, now, that if S3 is irreducible(’) then either FI&
the null mapping or itis non singular (and 2ft and
21 have same dimension).

To prove this we first, remark that if we disregard,
above, the word «linear» and substitute «vector spaces

(') Numa carta que nos dirigiu, donde transcrevemos
senvolvimentos que seguem.

(*) We are grateful to Prof. N. JACOBSON for the following
reforonces to the same type of reasoning used in this proof:
N. JACOBSON, The Theory of Rings, Am. Math. Soc, 19, p. 57,
R. BRAUEK, On sets of matrices with coefficients in a division
ring, Tran. Am. Math. Soc, vol. 49, 1941, p. 514.

() That is, uo proper subspace of 21 is left invariant by all

BeS3.

os de-

over the same field» by «sets», then we immediately
obtain the following (involving just sets and map-
pings) : if O cr 2ft is such that for any A e SI,
A (E>)C D and if 3 is the set of all elements of 21
having image in Q, under F, then forany £633,
£(3)<=:3. (In fact, forany B eS3, AF (§) = FB (3)
for some A e Sl, but A(0)atE>, hence A F (3)cE>,
so that B(3)C3).

We have now the Schur's lemma, as a corollary, by
just taking as O the null subspace of 2ft and using
some basic knowledge on linear mappings : for, then,
3 is a subspace of 21 and, since on one hand for any
BeS3,fi(3)c:3 and on the other hand S3 is supposed
irreducible, we will have that either 3 i® 9t or it is
the null subspace of 21, hence either F is the null
mapping or it is non-singular ().

() Presentod to the 1951 meeting of the Nebraska Section of
the Mathematical Association of America.
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CIENTIFICO

INSTITUTO DE MATEMATICA DE MENDOZA

Por iniciativa de seu Reitor, Dr. v. FERNANDO CRUZ
e sob aorientagcdo do matematico portugués Dr. anTO-
Nnio MoNTEIRO, @ Universidade Nacional deCuyo (Argen-
tina) criou em Mendoza um novo sector de seu Depar-
tamento de Pesquisas Cientificas denominado Instituto
de Matematica, o qual se devotard a pesquisa, forma-
¢do de pesquisadores e difusdo dos conhecimentos
matematicos, em colaboragdo com instituigées analo-
gas do pais e do estrangeiro. O corpo cientifico do
Instituto é constituido pelos matematicos
(Director), A. wmonTEIRO, R.

MISCBA
COTLAR RICABARRA, E.
ZARANTONELO, A. CALDERON, O. VABSAVSKY, G. KLIMOVSBVT,
M GUTIERREZ BURZACO, O. VILLAMAYOR e D.
além de um grupo de estudiosos procedentes de outras

universidades argentinas. Os primeiros seminéarios

VOELKER,

INSTITUTO INTERNACIO

A 28.» sessdo do Instituto Internacional de Estatis-
tica realizou-se em Roma de 6 a 12 de Setembro
de 1953.

Ainda que nédo estivesse incluido no programa da
reunido, que compreendia sobretudo assuntos de pro-
ducdo, agricultura, standartizagdo, etc., houve mais
de uma dezena de comunicacdes de Estatistica Mate-
matica. Além de alguns matematicos italianos, como

programados tratardo de operadores nédo limitados,
cones e aplicagOes a anélise, transformacgdo de LarLACE,
grupos de homotopia, hidrodindmica matematica, teo-
ria dos jogos e estratégia, teoria dos anéis e ldégica
matematica. O Instituto convidou o professor irvine
e. secaL, da Universidade de Chicago, Estados Uni-
dos, a realizar cursos em sua séde. Serdo publicados
uma revista e fasciculos com o material béasico dos
semindrios. As actividades regulares do Instituto serédo
iniciadas em Margo de 1954, sendo o seguinte o seu
endere¢o : San Lorenzo 110, Mendoza, Argentina.

(Nota extraida do «Boletin dei Centro de Cooperacion Cien-
tifica de ia Unesco para America Latina», n.° 10, Jan-Fev. 1954).

NAL DE ESTATISTICA

CHERUBINO € FINETTI, participaram na reunido: BoREL,
FBECHET € pArRMoils (Franga) ; R. FISHER € KENDALL
(Inglaterra) ; woteinc € morGeEnsTERN (U.s. A.);
sixto rios (Espanha), e outros.

Para o préoximo biénio foi eleito presidente do

COLOQUIO SOBRE AS FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

C.B.R.M

O Centro Belga de Investigacdo Matemaética
(C. B.R.M.) dedicou a sua 5.* reunido internacional,
que teve lugar em Margo de 1953 em Bruxelas, a
teoria das funcdes de véarias variaveis. Os anteriores
foram consagrados a Geometria Algébrica (1949 e
1952) a Topologia das variedades fibradas (1950) e a
Geometria Diferencial (1951)*. Os proximos coldquios
deverdo ser consagrados as equacdes as derivadas
parciais. Participaram varios matematicos belgas e
estrangeiros convidados pelo Centro. Transcrevemos
a seguir a lista das conferéncias feitas ja publi-

cadas** :
F. severl — Quelques problémes se rapportant aux
fonctions  analytiques  de plusieurs variables.
p. LkToNe — Fonctions  plurisousharmoniques ; me-
+ Vide Gazla de Matematica n.«' 43, 48, 51 e 55.
**  Collogue »ur les fonctions de  plusieurs variables, UKORGES

THONS, Liége et Messon a Cie. Paris, 1953,

Instituto, G. panuois. A 29.* sessdo realizar-se-4 no
Rio de Janeiro em 1955.
M. z.
. Margo de 1953

sures de rapon associées.  Application aux fonctions
analytiques.

H. carTAN — Variétés analytigues  complexes et coho-
mologie.

J. P. seree — Quelques problemes  globaux relatifs

aux variétés de sTEIN
P. roquetTe — L'Arithmétique
liennes.

H BEHNKE — Généralisation

des fonctions abé-

du théoreme de RruncGE

pour les jonctions  multiformes de variables complexes.

k. sTeIN — Analytische  Projection  komplexer Mannig-
faltigkeiten.

E. MARTINELLI — Sur l'extension des théoremes de
cauciiy aux fonctions de plusieurs variables complexes.

\w. saxes — Sur les domaines de normalitt des fon-
ctions méromorphes de plusieurs variables.

s. BeremaN — Kernel function and extended classes
in the theory of functions of complex variables.

M. z
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CONGRESSO INTERNACIONAL

De 2 a 9 de Setembro de 1954 teve lugar em
Amsterdam o Congresso Internacional de Mate-
maticos.

No decurso da sessdo de abertura, foram atribuidas
as medalhas Fieds aos Professores J. P. e
kopaira, pelo Presidente da Comissdo das Medalhas
de 1954, Prof. H. weir, que fezuma alocugédo sobre os
trabalhos cientificos dos mateméaticos premiados.

Os trabalhos do Congresso estavam repartidos por
5 secgBes : 1) Algebra e teoria dos nimeros ; Il1) Ana-
lise; 111) Geometria e topologia; 1V) Probabilidades
e estatistica; V) Fisica matemdatica e matematicas
aplicadas; V1) Légica e fundamentos; VII) Filo-
sofia, histéria e educagdo. As sessdes de trabalho
consistiam em conferéncias ou comunicagdes de varia
duragdo: uma hora, meia hora e quinze minutos.
Fizeram conferéncias duma hora os seguintes Profes-
sores: P. K. R.

VANDANTZIG, DIEUDONNE, S. GOLDSTEIN,

SERRE
K.

S. ALEXANDROV, BORSUK, BRAUER,

D. J. G. HAJOs,

HARISH-CHANDRA, B. JESSEN, A. N. KOLMOGOROV, A.
LICHENEROWTCZ, J. VONNEUMANN, J. NEYMANN, S. M.
NIKOLSKIlI, B. SEGRE, G. L. SIEGEL, E. STIEFEL, A.
TAarRskl, E. C.TiTcHmarsH € K. vyosipa; e conferéncias
de trinta minutos os seguintes Professores: Seccdo |,
H. DAUENPORT, P. ERDOS, E. HLAWKA, N. JAGOBSON,
H. MaAsz, A. NeroN, D. G. NoRTHcOTT; Seccdo I,
H. A. L. BEIINKE, F. BUREAU, M. L. CARTWRIGHT,
K. CHANDRASEKHARAM, L. ERDELY, W. K. HAYMAN,

HILLE, K. KODAIRA, P, J. MYRBERO, C. PAUC,
A zZIGMUND; Sec¢do Ill, G. AnNncocHEA, H. s. M.

INSTITUTO DE MATEMATI
Por iniciativa do Instituto de Matemética Pura e

Aplicada do Conselho Nacional de Pesquisas, Riode
Janeiro, encontram-se no Brasil onde permanecerédo
pelo periodo de um ano, os matematicos ALEXANDRE
da Universidade de Nancy, rranca €
da Universidade Johns Hopkins,
Baltimore, Estados Unidos.

O primeiro estd ministrandoem S&do Paulo um curso
sobre espagos vectoriais topol6gicos eteoria da inte-
gracdo e o segundo realiza no Riode Janeiro cursos

GROTHENDIECK,

GEORGE MOSTOW,

CENTENARIO DO

A Academia R.das Ciéncias de Madrid celebrouem
Fevereiro passadoocentenario donascimento do notavel
engenheiro espanhol torres quevepo, famoso inventor.

A comemoracédo oficial teve lugar a 11de Fevereiro
e nela tomaram a palavra, entre outros, o Prof. P.
Puic ADAM Sobre «Torres Quevedo, el calculo mecanico
y la automéatica» e o Eng J. campos ESTRENS, presi-
dente do Conselho de Obras Publicas, sobre «Torres

NASCIMENTO
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COXETER, B. ECKMANN, H. FREUDENTHAL, D. MONTGO-
MERY, H. S. RUSE, J. P. SERRE, K. YANO; Seccdo 1V,
D. srackwerL, R. rorTET; Seccdo V, L. coLLATZ,
G. FICHERA, M. R. HESTENES, J. KAMPE DE FERIET,
F. RELLICH, J. 3. sToker, A.weinsTEIN; Seccdo VI,
P. LORENZEN, J. BARKLEY; Seccd0o VII, c. 7. DALTRY
e K. PIENE.

As conferéncias de menor duragcdo eram geralmente
seguidas de discussdo ou pedidos de esclarecimento.

J4 se encontra publicado ovol. I ldos «Proceedings»
do Congresso, quecontém osresumos das comunicagdes
enviados comumacerta antecedéncia. Foisuperior a
1.500 o nimero de membros regulares do Congresso;
cerca de 500investigadores comunicaram resultados
seus. Particularmente notdvel a afluéncia de jovens.
Uma parte importante das comunicacdes foifeita
por assistentes, r<cém-licenciados ou mesmo estu-
dantes, subsidiados pelos governos dos respectivos
paises e acompanhados pelos professores com os
quais trabalham. Como sempre, uma das principais
vantagens do Congresso consistiu no estabelecimento
de relacdes e na ampla troca de impressfes entre
matematicos das mais diversas proveniéncias.

A Delegacdo Oficial Portuguesa ao Congresso era
presidida pelo Prof. josé vicenTe concaLvEs. Repre-
sentava a Faculdade de Ciéncias do Porto o Prof.
Foi anunciado como represen-
tante da Sociedade Portuguesa de Mateméatica oEn-
genheiro antonio que ndo poude comparecer.

J.s.s.

JAIME RIOS DE SOUSA.

GlAO,

CA PURA E APLICADA

sobre grupos de LIE e topologia algébrica. A convite
também do conselho Nacional de Pesquisas, esteve
durante dois meses no Brasil o professor aALExANDRE
do Instituto de Dinamica dos Fluidos e
Matematica Aplicada, de Maryland, Estados Unidos-

WEINSTEIN,

Durante esse tempo, realizou conferéncias no Rio
de Janeiro, em S&do José dos Campos e em
S&do Paulo sobre hidrodindmica e aproximagdo de

autovalores.

DE TORRES QUEVEDO

Quevedo, ingeniero de caminos». As conferéncias de
caracter cientifico, que tiveram lugar a 12,13 elido
mesmo més, foram a do Prof. C. maxnesack sobre mé-
quinas calculadoras electrénicas, a do Prof. L. cour-
sobro os progressos mais recentes de Ciberné-
tica e a do Prof. A.cHizzetTi sobre as investigagOes
em curso no Instituto Nac.de Aplicagées do Célculo,
de Roma. M. Z.

FIGNA,
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COLOQUIO INTERNACIONAL DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

O «Centre National de la Recherche Scientifique»
francés promoveu a organizacdo dum coléquio inter-
nacional de Geometria Diferencial que teve lugar em
Estraburgo de 26 a 31 de Maio deste ano. No colod-
quio participaram numerosos matematicos franceses
e estrangeiros. Deve-se principalmente aos Profs.
C. EHRESMANN € A. LICHNEROWICZ a Organizacdo desta
reunido cientifica.

Realizaram-se as seguintes conferéncias, seguidas,
como é habitual, de discussdo :

E. T. pavies, (Southampton) — Invariant  theory of

contact transformations.
P. pepbecker, (Bruxelles) — Calcul des variations ;
formes différentielles et champs géodésiques.

H. RrrND, (Bonn) — Finsler
tical dynamics.

M. vitLa, (Bologna) — Recherche de types parti-
culiers de transformations ponctuelles.

T.J. witrtmore, (Durham) — Local and global  pro-
perties of the harmonic riemannian spaces.

E. veinz, (Goettigen) — Ein Satz fiber die

geometry  applied analy-

Gaussche

Krummung ein Minimalflache mit einer eineindentigen
Projection auf eine Ebe.ne.

E. BoMriANi (Roma)—Procédés différentiels pour
trouver des caractéres de certaines variétés algébriques.

MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME DO 3.°

GAZETA DE MATEMATICA

Eslraburgo, 1953

E DE EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia dos preparat6rios
para a Faculdade de Engenharia —Ano de 1954-
Ponto .

3781 — Resolva a inequagéo
" 2(x-1)3 1.
1 - . <~(x - W2)(> + vI2) -
il © A inequacdo proposta € equivalente sucessivamente

as seguintes: 6 —4 (x* —3 x* + 3x —1) < x* —2—

—4x ;11 x" —12x + 12 < 0. Os zeros do  primeiro
membro da dltima inequagdo sdo o0s ndmeros Xj =
= (6+ it96~):11 e x, = (6 - 1v'96) :11 e o trino-

mico, para qualquer valor real
sinal do coeficiente de x*; por
tem solugBes  reais.

de x toma sempre o
isso a inequagdo  ndo
3782 — Simplifique a fraccéo

x- + (l/a —v/d) x - Va~b

X - (/& + V'*)x + V~b

S. S. cHern, (Chicago) — Infinite continuous groups.

CH. EHRESMANN, (Strasbourg) — Structures infinitési-
males et pseudogroupes de Lie.

P. Lisermann, (Strasbourg) — Sur certaines struc-
tures infinitésimales réguliéres.

A. Licunerowicz, (Paris) — Espaces homogenes
k&hleriens.

B. eckmann, (Zurich) —Sur les structures complexes
et presque complexes.

N. H. kuirer, (Wageningen) — Sur les  surfaces
localement affines.

J. L. koszuL, (Strasbourg) — Sur certains espaces
de Lie.

A. werL, (Chicago) — Points infiniment voisins  sur
les  variétés.

R. tHowm, (Strasbourg) — Variétés di/férentiables
cobordantes.

L. scHwarTz, (Paris) — Courant associé a une forme
différentielle méromorphe  sur une variété analytique
complexe.

souriAau, (Tunis) — Géométrie différentielle symplec-
tique.

G. Rrees, (Strasbourg) — Sur certaines propriétés
des espaces de Finsler et de  Cartan.

M. Z.

ELEMENTARES
CICLO DO ENSINO LICEAL
R: A fraccdo pode escrever-se : [(x4 y/*) ("~ )]
: T(x—yla) (x—v/b)] por serem —yla e +Vb as raizes
do numerador ¢ -r-y/* e + y/b as raizes_do denomina-

dor. A fraccdo simplificada sera (sfra) @ (x—i/d).

3783 — Desenvolva

yla e
s/l

Simplificando os seus termos. Verifique o desenvol-
vimento para x = 4.

R: S.ra(v/x>I1/v/i)'=(x + I)My/i)" =
= (x« + 8x" + 28 x« + 56x5+ 70x*, 56,° + 28 x' +
+ 8x 4-1) :x*= x*+ 8 x'-f-28 x" + 56 x 4-70 +56:x +
+ 28 :x*+ 8:x* + 1:x*.
3784 — Escreva a equagdo do 1." grau que tem
para raizes
x= 131+ 5
y- l0i—1
Sendo t um ndamero inteiro qualquer.
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R : O enunciado do problema nao € suficientemente
claro pois uma solugdo seria X + y = 23t + 4 e ha
uma infinidade de equagdes que, nestes termos, veri-
ficam oenunciado comofacilmente se reconhece. Julga-se
que se pretende uma equacdo em x e y do 1." grau
cujas solugBes inteiras sejam dadas por aquelas for-
mulas e nessas condicbes a equagdo sera x = 13 X
X (y+ 1):10+ 5 ou ainda 10x—13y= 63.

3785 — Defina permutagées de 4 letras. Escreva-as
de modo a mostrar a sua lei de formagédo e verifique
0 seu numero pela formula respectiva.

R: P, = 41=24,

3786 — A aroa dum rectangulo é igual a 20 m* e
0 seu perimetro igual a 16 m. Determine o angulo
que fazem entre si as diagonais.
R : Se forem x ey os lados do rectangulo as suas
medidas serdo as raizes da equagdo X°—8X + 20 =0
eportanto X =4+ 2i; logo ndo existe nenhum rec-
tangulo com aquelas medidas.

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militares e curso de engenheiros
gedgrafos — Ano de 1954 — Ponto n.° 1.

3787 — Provar que, se dois nimeros naturais ndo
sdo divisiveis por 3, ou a sua soma ou a sua dife-
renca é divisivel por 3.

R : Se dois ndmeros naturais nao sdo divisiveis por
3ousdodaforma 3n+ 1 oudaforma 3p —1. Se
os dois sdo da mesma forma, digamos 3n+1 e 3m+ |
a sua diferenca 3n+ 1—@Bm+ 1)=3(n—m) i um
multiplo de 3. Se s&o um,daforma 3 m -f-1 o outro
da forma 3p —1 asuasoma 3m41+ 3p—1=
=3 (m4-p) i um mailtiplo de 3.

3788 — Determinar o menor quadrado perfeito que
é multiplo de 4536.

R: Como 4536 = 2°x 3*x 7 o0 nimero pedido €
evidentemente 4536 x 2 x 7 = 63504.

3789 — Quais os valores de a para os quais 50+ a
é divisivel por a? Justificar.

R: Como a tem de dividir 50 por dividir a outra
parcela da soma, a ser& um divisor de 50 e portanto
um dos nimeros 1, 2, 5, 10, 25, ou 50.

3790 — Determinar os trés menores multiplos in-
teiros positivos de 28 que divididos por 15 dédo o
resto 9.

R : Os multiplos de 28 sdo da forma 28 x onde x é
um inteiro, eportanto tera queser 28 x=15y 49 para

15

que divididos por 15 dém resto 9. Trata-se agora de
determinar as trés menores (para Xx) solugbes inteiras
e positivas daquela equagdo. Por simples substituigdo €
jacil ver que 3 e oprimeiro valor de x para o qual
se verifica oenunciado e as solugdes daquela equagao sao
da forma x= 3-(-15m e y=5+28m. Como sO nos
interessam os valores de x leremos osvalores 3, 18 e 33
e portanto os multiplos de 28 pedidos sao 84, 504 e 924.

3791 — Determinar m de modo que X —2mx +
+5m+6 seja positivo para todos os valores reais
de x.

R : Como se trata de um trinémio do segundo grau,
em x, basta que o descriminante seja negativo, isto é,
que seja m*— (5m+ 6)< 0, ou M—5m—6-<0;
como as raizes deste segundo trinbmio sdo mj=-6 e
e m,=—1 basta que seja —1< m< 6 para quese
verifiquem as condices do enunciado.

3792 — Determinar os valores de x que tornam
iguais 0 4.° e 0 5.° termos do desenvolvimento de

R: Os 4" e 5" termos do desenvolvimento sdo da

forma T, =7C, ' * Th="C,X

X ( N

« Como além disso é 'C, ='C<

(f-)'= ("~ )\ (1) ou

obtem"se

ainda =

2 x—3
equacdo que tem as raises Xj= 2 e X, = 1 que por
serem diferentes de 3 sdo osvalores procurados.

ex(x-3)t2=0ou x'—3x4-2=0

Exame de aptiddo para frequéncia do Instituto de
Ciéncias Econémicas e Financeiras—Ano de 19S4

3793 — As raizes da equagio X— (2m 4 1) x 4-
4 4m= 0 (em que I»>1) representam as medidas
dos catetos dum tridngulo rectdngulo. Exprima a
medida da liipotenusa do referido tridngulo em funcéo
do parametro m. (Atendo ao teorema de riTAQoHAS).
R: Se forem X[e x, as raizes da equagdo é x;4-x? =
= (xi4-Xx,)*—2Xxjx,; se designarmos por h a hipote-
nusa serd h®= x*4-x*, e, por isso, h*= 2m4-1)'—
—8m = (2m—1)- donde é h=2m—1; a solugdo 1—2m
ndo serve por ser m > |, pois seria entdo 1-2m<0.
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3794 — Quantos nGmeros pares maiores do que

10.000 se podem formar com os algarismos O, 2,5, 7
e 8 e de modo que em cada nimero ndo figurem
algarismos repetidos?
R: Os nimeros terdo que conter 5 algarismos e P 5
serd o seu nimero total contando aqueles que comegam
por zero em nimero de P,; estdo em P5 incluidos tam-
bém os que terminam por 7 e por 5. De modo que
para obtermos o ndmero pedido teremos que subtrair a
P, ondmero P, e depois (P,—P,)X2 porque P, —P3
e 0 nimero de nimeros formados com aqueles alga-
rismos que terminam por 5 ou 7 e ndo comegam por
zero. Assim  teremos

P,- P.- 2(P.- P)=P,- 3P, 4 2P, =
= 2.3.4.5-3.2.3.4 +2.2.3 =2.3(20- 12+2)= 60.
I

r / 7w\ 5*"|
3795—Calcule /(x)= sec Ix + — | —tg-"- e

1sen x para X =ir/4.

R: f(-/4) = [sen (W/4+ 7*/2) + tgd.ir/4] :sen ir/a-

VI2
= (+5-1): V2 (V[2- 1)=2- Vv/2 por ser

tg5ir/4 —1, sen it/4= 1/a/2 e sec 15ir/4= "2.

MATEMATICAS

GAZETA D E MATEMATICA

3796 _ Verifique a identidade
(cosec X + sec x)*: (cosec’ X + sec’x) =1+ sen X COS X.
R: Como cosec x + sec X=(sen X+ cos X): (sen X cos X)
sera o primeiro membro de igualdade proposta :
(sen x +cos x)* e portanto igual a 1+ 2 sen X cos X.

11

3797 — Quais sdo os nimeros inferiores a 200 cuja
diferenca  é 96 e cujo maximo divisor comum é 24?
Justifique a resposta.
R: Sejam a e b osnimeros e d o«eumaximo divisor
comum. Serd& a=d.p e b=d.q onde p e g sdonu-
meros primos entre si. Assim serd a=24.p e b=24.q
e a—b=96= 24(p—q) de modo que ¢ p—q= 4,
por outro lado tem queser a = 24.p< 200 e b< 200
donde e p<9 e g<9. Osvalores de p e g s6 podem
por isso serou 7 e 3 01»5 e 1. Osnlmeros serdo entdo
ou 168 e 72 ou 120 e 24.

3798 — Demonstre que a soma de quatro inteiros
consecutivos né&o divisiveis por 5 é divisivel por 5,
mas nao é divisivel por 4.

R: Sejam 5n+1,5n+2,5n+3 e5n +4 os nimeros
consecutivos nas condi¢des do enunciado. A sua soma ¢
20n + 10 que é miltiplo de 5. Esta soma ndoeum mdltiplo
de 4 porque sendo-o aprimeira parcela, ondoéa segunda.
SolugSes dos n.”" 3781 a 3798 de J. Silva Paulo

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

I.S.C.E.F. —MATEMATICAS GERAIS —1." Exame de fre-
quéncia—25 de Marco de 1954.

3799 — sendo /(*) X resolva os seguintes

problemas :
a) Determine os pontos de intersec¢do da imagem
de f(x) com os eixos e escreva a equacdo da circun-

feréncia que passa por esses pontos, com centro na
recta X = 1.

b) Escreva a equacdo geral da tangente a imagem
de /(x).

Calcule a por formaque arecta Y— X -f1 faga
um angulo de 60° com a tangente a curva no
ponto x = 0.

c) Calcule f"(x), Pf(x) e P(Pf(x)).
R: (—a,0) e (0,1) s&o ostracos. Sejam i=1 ef
as coordenadas do centro; a substituicdo das coor-

denadas dos tracos na equagdo (X— 1) +e(y—0)'=r’

GERAIS
conduz a: 1+ (1 —0)’'=r"e (a+ 1)+ |¥F=r" daqui
1-2a—a’
resultam 3= e r'= 4
A equacdo da circunferéncia  é:
_ -2 a-a*\? (a+1)*
(x-1)" + 1+
A equacdo geral da tangente:
a+ X 2a
(X-x)
a—x (a—x)
que no ponto x = 0 conduz a equagdo Y = — X 1.
a
Para determinar a de modo que Y= X 4-1 e

2
Y= —X+ 1 fagam angulo de 60° devera ser
a

2\2

VI3 = donde vem 3( 1

1+-
a

ou a*4-8a+ 4=0;a 4+ 273,
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a+ X 2a
(a—x)

; F'"(x) = 2a-2

(a - x)3 * (a- x)*' '
2a-n!

f9) () =

(a-X)»«

X + a
Pf(x)=-x—

a .
= - H rfoiirfe

—Xx+a -X+a
X

-2a log(a-x)+C" P(Pf(x)) = - — -

=2a P log(a—x)-fxeC"+ C" onde sedeve substituir

Plelog(a- x)- xelog(@a- x)-fP—— =

= xlog(@a—x)+P—1 + .- | — -
g ( ) A x log (a—x)

—x —alog(a—x).

3800 — Prove que uma sucessido de termos posi-
tivos decrescentes tem limite finito. Considere uma
sucessdo S) tij,k,a, ,k, e, k,u", keee onde a cons-
tante k alterna com os termos positivos decrescentes
da sucessdo u, de limite i*>0:comk<l, k=1k> 1
indique para cada caso, os limites maximo e minimo
da sucessdo S) e os limites de weieksteass do con-
junto dos valores dos seus termos. Quando é que a
sucessdo S) tem limite ? Justifique todas as suas

respostas.
. . logu
Tome a sucessdo em que 0s termos n — -
n
caen+1 fn.o6\"
-j alternam com u,,= belog | . De-
re+1 \' nJ

termine a relacdo entre as constantes a e b para que
a sucessdo tenha limite. Conclua que a sucessdo ndo
tem limite sempre que a<0 e indique, neste caso,

os valores dos limites maximo e minimo.
logn an-i-l

. . [ b\
hm hlim =a;b limnlog 1+— )=
n \ nj

= b-Iimn-Tz b*elim £= b". Os sub-limiles de-

verdo ser iguais e portanto
a<o.

a = b*“ nunca possivel se

3801 — Demonstre que, com //>(), a série HE,—
— Hs,+ Ht,—ee onde lims,= + 0, ¢é Conver-

ti»
gente. Mostre também que, se lim2*«E, = I1=f=0, 00
n— Q@
a mesma série é absolutamente convergente com
a> 1 e simplesmente convergente com a<”l. De-
termine o intervalo de convergéncia absoluta da

17

série 2 ("+2"7)x"~' e mostre que a sua soma é
it +2
~ (1-T)y (1-21)"
R: Pondo wu,= (—I1)"'ellee, vem
IS,.,- S,I=1lu,.,+ + U,.,I=1(—1)"H,,., +
n |—(Hs

se suposermos az/ora que osimbolo lim E,=-f0 significa
que e, tende monotonamente para zero, entdo 0s parén-
tesis (e,..,—'u+-j) *** "« ° positt vos e pode  concluir-se
que IS,.,—S, 1™ HeE donde se conclui, so6 entdo, a
convergéncia da série.

LR

Como lu,|—I1(—1)"-"He,l = He, a razéo
Kl
= Hemrepg,
i
n*
por ser limn*e,=1 0,00, tende para limite finito.
As duas series terdo a mesma  natureza.
Para calcular o intervalo de convergéncia  absoluta
n+H-2-*
da serie tem-se que calcular olimite de Ix | .
hon+ 2»-
Como 2" tende mais rapidamente para infinito que
0 cociente n ++121; 2"
n - tem o mesmo limite que o
cociente
Entdo o intervalo de convergéncia é dado por
21xl< 1. Como o termo geral (n+2"') x"' se de-

a soma da série,
1

compde em nx"*'-f (2x)"’ para

valores de x tais que |x|< —, é igual a soma das
somas das duas séries 2 nx"' e 2 (2x)"".
n=I u=l

Para a primeira, série tem-se

(1—x)S,=t+ x4x"H f-x'-'—nx"=
1- —nx"
1—x
oquenosda S nx"'= .
Por outro lado
2 (2x)--' =
. -2x "
Temos pois
1
S=- 2—4x%x+ X
(1- t 12« (1- x) (1- )ﬁx)

v

3802 —Seja f{x) limitada no seu dominio X e a
um ponto tie acumulacdo deste conjunto. Defina

/(0),/(a) e aoscilagio w(a) de/(x).
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Que pode afirmar sobre o Iiim/(a;) quando  w(a)=0?

Prove a sua afirmacéo.
Estude a continuidade de f (x) = e~ e g (x) =

eem x 00 e mostre que a uma das funcgdes

= +e- !
se pode aplicar o teorema de roLLe no intervalo
(— o0, 4- 0o0) .

Demonstre o teorema de RroLLE.

R: Seforem L (a,B) e 1(a, E
inferior  weierstrassianos

OS limites  superior e
dos valores da fungdo na

parte nunca vazia do dominio X que cai na vizinhanca
e do ponto a, vem: i(a) = limL (a,t);f(a)«
= Uml(a,e ;w() = f(@) - f(a).

t=0

Estes limites existem sempre, proprios ou improprios,

qualquer que seja 0 modo como s tende para zero.

A oscilagdo w (a) é positiva ou nula, e acaba-se a
sua definicdo dizendo que w (a) = + 00 sempre que um
ou dois limites f(a) ,f(a) forem  impréprios.

Tern-se sempre L (a,e) ~>f(x)]>1(a,s) e portanto
f(@ > f@a+ 0> fa@a—0)> f(@ e os limtes late-
rais existem sempre w(a)=0 e necessariamente iguais:

a funcdo tem sempre limite quando a oscilagdo é nula e
esse limitée igual ao valor comum, finito, f(a) =r'(a) =
= lim (x).
*Se 0 ponto a pertence ao dominio X entdo :
limf@ —f@ «lime™ :xlilm e =0;
o1+ es -0 1M - L

. =+t» 1 — .e ". ~
O teorema de roLLe aplica’sé"” & prifieira  funcéo.

1. S. C. E.F. — MATEMATICAS GEHAIS - 2.° Exame de

frequéncia — 3 de Junho de 1954.

3803 — Dada a funcdo z=f(xy)
l.°—/(ao, y) =0 se i + «y-0.

assim definida:

QK + —y
2.°—f (X ,y) =X *y ¢cos para qualquer
X +
outro par de valores (xy) .

a, Calcular f', (0,0), /', (0,0), (0,0) e/, (0,0).
E aplicavel o teorema de scHwasz no ponto (0,0)?
6) Mostrar que a fungdo é homogénea e verificar com
f(x y) a identidade de euLek.
R: Os célculos das derivadas em (0 ,0) sdo direc-
f(x,0)-f (0,0) _
X

= f (0,0); aorigem éum dos pontos que faz

tos, a partir das definigdes : hm
x=0

X+iey*~

GAZETA D E MATEMATICA

= 0 eportanto f(0,0)= 0, f(x,0), quando x =j=0,

¢ dado pela segunda expressdo analitica f (x,0) = 0;
0

entdo a razdo incremental é sempre — =0, logo
X

fi(0,0) = 0. Do mesmo modo se calcula f,(0,0)=0 .

Para calcular fj' S0,0) temos que calcular

. fi(0,y)-f',(0,0 N
IJ.l_m0 e pi?"* «sso vamos calcular em
primeiro  lugar fj, (0,y). Tem-se por definicdo :

£/f0, y) = ﬁ_n(])'(”y);(' (>Y) mas f(0,y}=0 e

«»

portanto  limy ecos e= yecos — =0 .
X-0 X+ vy 2
Enido resu«a f,(0,0) = 0.
fi (x,0) - f;(0,0)
Para calcular f* (0,0) = lim ” I o
x=0 X

temos que calcular em primeiro lugar ovalor de fJ(x, 0).
JEste e iZado por lim f(x,y)-f(x,0)
y

it x H 8 Y
L]
=+ lim x cos =xcos Tc = —x. Resulta entdo
y=r0 X + vy
fA(0,0)--1.

A homogeneidade e a identidade de eucer, verifica-se
como para qualquer outra funcdo em qualquer regido
do plano onde ndo h& pontos da recta i+iy = 0.

Vai-se portanto tirar o que for preciso a segunda ex-

pressdo analitica da funcéo.

3804 —Defina zero simples e prove que tal zero é
isolado e que a funcdo muda de sinal quando x passa
por ele.

Se no intervalo (a, 6) a sucessdo de rourier € de
5.* ordem e apresenta as seguintes variacgdes :

Indique, justificando, o

a 6 0 numero de zeros de / (x)

em (ab). Baseando-se na

It — resposta anterior diga se

T + /(’x)_ poderia ser um poli.-

f (*) + + n('Jmlo de g_rau par e coefi

cientes reais sendo a e b

ey = 0 respectivamente os limites

f « + + deficiente e excedente dos
r (») — — zeros. Porque ?

Utilizando a sucessdo de
rourier verifique que o po-
linbmio x*—4x’+8x'—8x+4

s6 tem raizes imaginarias. Calcule-as sabendo que

uma raiz é dupla e apresente a decomposicdo do poli-
némio em factores primos.
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R': Provemos que f'"(x) imediatamente a esquerda
de b tem sinal negativo ; com efeito, se em b—t tivesse
.sinal positivo, f'"(x) teria umzero no interior de (a,b)
e teria entre esse zero e b, um maximo o que daria
para f'Y(x) um zero no interior de (a,b) quendo é
acusado pela respectiva sucessdo de FOURIER.

Entio em h—t ossinais da sucessdo de rourier de
f (x) sd@o os mesmos gxie na coluna b depois de substi-
tuir ozero pelo sinal  negativo.

A funcdo f" (x) ndo tem zeros no intervalo
pode pois encurtar-se a sucessdo de rourier, de acordo
com a definicdo, e ficarmos apenas com as trés primei-
ras funcdes. Perda de uma variacdo, logo, i (x) tem
um s6zero real no intervalo (a,b) .

Os limites deficiente e excedente dos zeros do polinémio

(a,b):

X' —4 xX°+8 X’—8 x+4 sdo respectivamente 0 e 1.
0 1
X*—4x3+8x"- 8x+4 + +
4 (x3—3,2 + 4 x-2) —_
4 (3 x*—6 x+4) +
24 (x-1)
24+ +
Por um estudo semelhante ao anterior tomam-se 0s

sinais em 1— %, substituindo Oszeros por sinais nega-
tivos. A sucessdo reduz-se asduas primeiras fungdes e
0 polinémio n&o tem zeros reais. Representando por
a+bi araiz dupla, asoma dasraizes é 4a=4 donde
a = 1. Oproduto das raizes e (a’4-b’)’ = 4 donde
1+b*=+2 oub*=+2 —1 ecomo b temdeser real
vem b=+1. Entdo f(x) = (x—1+i) (x—I+i)(x—
-1-1) C*-1-i))-[(s-1)f fI]>.
11

3805—-Diga o que entende poruma fung¢do  f(x,y)
diferenciavel em P (a,b) e deduza dai a formula da
diferencial total.

Prove quesendo x=<f () e y=7(t) diferenciaveis
no ponto iQe f(x,y) diferenciavel no ponto corres-
pondente xo=<p (ta) ,2/0=4' (io) também a funcdo com-
posta F (t) =/ @, fy) é diferencidavel no ponto t,.
Deduza também a expressdo de F' (t,) .

Dadas as fungdes f (x ,y),x=<0 (u,v) ey="uyv)
e feita composicdo F (u,o0) =./ (<¢,4) enuncie uma
proposicdo que constitua a generalizacdo do teorema

anterior, indicando também asexpressdes de — e — .
du av
Tome acurva plana de equagcdo x'+2y' —3=0 e
deduza a equacdo dasuperficie gerada pela suarevo-
lucdo emtorno de OXx.
. 3—X-*
R : A equacdo da superficie é y*+ z-= 2 ou

=1.

3 312 3/2
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3806 — Demonstre que um determinante é nulo
quando tiver duas filas iguais ou proporcionais.

Determine as solu¢bes da equagdo 13 x22
a) sem desenvolver o determinante 2 4 44 0
b) Desenvolvendo o determinante 0 0 x 1
pelo teorema de LapLACE. 00 11
R : Multiplicando por dois a primeira linha, ela
2
ficara igual asegunda quando 6x =4 donde x= —.
3
As duas Ultimas linhas serdo iguais se x=I. S&o estes
0s zeros da equagdo.
Desenvolvendo  segundo ©Os elementos da  primeira

coluna: 4 (x—1)—2 - 3x *(x—1)—2(x-1) (2—3x)=0.

i. S.C. E. F. —MATEMATICAS GERAIS — Exame final
20 de Julho de 1954.

3807 — Dada a fungdo f(u,v) = "+" com
u=x+yv =x—y e designando por F (x,y) a

F a nF

tuncao composta, cafcular * " " e )
d x" dy"”
i d*F
Considere a superficie s=e-°"-*" |sc 1-
\' da:
a*F\
+ y | ) e determine o plano tangente paralelo ao
ar
plano x +y +z+t =0.
aF <)f au di dv
R: | N a=2e"+’* +3e'"+"" =
ax au dx eV 6%
= Gew4n
d*F d /dF\d* d faF\dv
. ) 10 e»
o)X’ OQalaxj dx ' dv \~dxj d*
+ 15 é]ll*s* = Sa.ez w3

ax® du \d*y 3x dv \ax.y ox

d"F
= §v gL
X"
Do mesmo modo, ou por qualquer outro caminho, se
d"F
tem: =(—1)"e**”. Oplano tangente a superficie
ay"

Z = 25 x*+ y* tem porequagdo Z —z, = 50 X, (X —
—X,) + 2y,(Y —yo) queordenada convenientemente

dd - 50x,X —2y, Y +Z+50x"+2y' - z,=0.
Este plano deverd serparalelo a x+y+ z+ 1 =0
—50 x, — 2y,
e portanto temos as condigdes = =1
! 1 1

que dao imediatamente oponto de contacto.


file:///~dxj
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3808 — Dadas as equacdes:

XxX+2y +2z+ u= 0
X+ y+ a+ tte O
X — y— z = 1
X J- Z— M= 2

4y 4-374-a« =—3
3x + U= 1.

Determinar a e 3 por forma que as duas Ultimas
sejam uma combinacdo linear das quatro primeiras.
Determinar neste caso a solucdo do sistema.

R: Condense-se a matriz

1 a 2 1 o0 1 2 2 1 0

1 i 1 1 o 0o -1 -1 0 0

1-i -1 0 1 o -3 -3 -1 1

t o 1-1 2 o -2 -1 -2 2

0 4 3 a -3 0o 4 3 a -3

3 00 1 1 0o 90 .20 313 1

1 2 2 1 0 1 2 2 1 0

0O 1 1 o 0 01 1 o 0

0o 0 0 -1 1 0O 0 1 -2 2

00 1 -2 2 00 o0-1 1

0 0-1 a -3 0 0 0 a-2-1

0O 0 0 1-3 1 0 0 O 1 _P 1
GEOMETRIA
F. C.C.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° Exame de Fre-

quéncia, 1952-53.

3810 — Triedros. Por um ponto de I1JT conduzir
uma recta que faga angulos de 40° com o plano
vertical de projeccdo e com um plano vertical incli-
nado 70°.

3811 —Seccdes planas. Dado um plano vertical

ANALISE IN

1. S. C. E. F.— ANALISE INFINITESIMAL — 1.° Exame de

frequéncia pratico — 18 de Janeiro de 1954.

|
3813 —a) Integrar a fraccdo racional
ax + 3
(XJ - |)3(X« 4—|)"‘ (X»-
pelo método de rusinI. (Dispensa-se a determinagdo
das constantes) ; b) Na hipétese d@ m=n—0, a=
= 3=1 decompor a fraccdo racional, determinando

D» (x'i+ 1)

GAZETA DE MATEMATICA
1 2 1 0
011 0 0
00 1 -2 2
00 0 1 -1
00 0 0 a3
00 0 0 2-3
portanto: a=3, 3=2, x=1, y=0, z=0, u=—1.

3809 — Utilize a sucessdo de FOURIER para a sepa-
racdo dos zeros do polinémio f(x)= x*—2Xx + X—
—3x4-1. O polinémio tem raizes imaginarias?
Porqué?

Calcule a maior raiz pelo método de aproximacdo
de NewToON (utilizar apenas a primeira aproximagao).
R: A sucessdo de FoURIER apresenta-se do seguinte modo.

-2 -1 o0 1 2
f x — 4+ 41 + -2 415
f X)) +4 — -3 — -2 457
f* M - - +2 — 4-10 4-
£ (X) + -12 — 448 i
X)) . = 0 4  + +
fv. ) + + + + 4 4-

\Y 5 4 4 2 1 0

A tangente a f(x) noponto x= 0 corta OX no

ponto x=1/,; entre 0 e */3 ™»° A" zeros de f(x)
(condicdo FouriER) f(x) s6 iem irés zeros reais.
f" (x) mantém sinal no intervalo (1,2): o extremo
15
favoravel e 2; r=2 .
57

Enunciados e solugdes dos u.”* 371*0 a 3809 de J. It. Albuquerque.
DESCRITIVA

inclinado 40° sobre o plano vertical de projeccdo, con-
duzir por um dos seus pontos as rectas que Ihe perten-
cem e fazem a&ngulos de 40° com um plano de perfil.
3812 —Planos tangentes. Conduzir por uin ponto
de i'f os planos que distam 3 cm. de uma frontal
com 4 em. de afastamento.
Enunciados dos n.°" 3810 a 3812 de Luis Albuquerque.

INITESIMAL

as constantes de decomposicdo pelos métodos mais
convenientes; c) Ainda na hipotese da alinea b)
descreva, sucintamente, os métodos que poderia uti-
lizar na determinacdo das constantes de decomposicédo
da fraccdo em fracgcbes elementares.

o
R: a) f(X*- |)3(X«4

P (X)) x (x*-
X (XP- y2x+ 1)-»Xx (X 4 yR2x41)"" X

«X -r 3
dx -
D" (X« - )" (X*4-1)°

[)-<*+< X (X 4- 1)-<- X
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1/3
2
-r Alog(x+ 1)+ Blog(x-1) +Dlog (x'+ 1)
+ E arctgx + F log (x* —1/2 x + 1) +

yi2
X
+ G arcts — - Hlog (x2+ V2x+ 1) +
VIR
yi2
+ 1arctge
VTi
VI3
2 rv  v/3\v ivi
K arctg—-— +LIlog Ix+ —j + —
+ M arctg hN .
dx
b)
(x-1 )3+ 1D2(2+ 1)2 32(x-1)2
3 19 1 1
16 (x-1)* BE109 (*-*) + 1500 + 1) 16(x2+ 1)
6 3
16 k7]
1
1 4- x)"
3814 —Calcular /,,, _-/( X) dx m e 2 in-
(l+*)ll

teiros, utilizando de preferéncia uma férmula recor-
rente. Calcule em particular os integrais :

— dx b)yj l-xrdx ¢)J —

H& valores fraccionarios de m ou n ou de ambos
para os quais /,,,,, seja primitivdvel sem recurso a
integracdo por séries? Quais sdo? Integre por séries
I, , para os valores de m e n em que for caso disso,
indicando qual o intervalo de legitimidade da utili-
zacdo de tal processo de integracdo. Para que valores
racionais de m e n existe o integral !',,, =
r+i (1+ %) v

! dx. Exprima /',, ,, na funcdo p,

., QA— %
escolhendo convenientemente os argumentos e deter-
mine em particular, utilizando de preferéncia esta
funcéo o seguintes integraisl: 1

li—— b) y'2 9
22 '

2'2

ai
(I-rx)°
J(1- (n-D-x)"-"
I'(L+ x)»™ )
(1-x) dx, isto e:
(1+ %) m
' (n-1)(I—x)""*
2 m>0,n<0 |I,.,=
(m-n +1)(l-x)»
2m
m—n+1
1+x)"
y m< 0,n>0 et wED (- o
oL
m+ 1

1+ x)-

49 m<0,n< 0 »
"(h- 1) (@- x)-'

4

+ In—t , m+l
n 1

dx X—2log(l—x)+C
y [/ (@- 22dx=x- —x3+— +C
r dx

O 1 @- x23 4(1- x22T 8(1- %02

3, x+1
+ log . C

16 X —1

Fazendo 1—x=t tem | e-J =" (- t)"dt

sem recurso a
—n + 1 éinteiro ou

e P&« assim que a fungdo e primitivavel
primitivagdo  por séries quando
quando m—n € inteiro.

Para integrar por séries (m —n n&o inteiro e a

ndo inteiro) vem: —j t~" (2 —t)"dt= —

dt. -2»/ t---t;-, dt
T m ot
_n_r_| "2 ' 2'n para - <l ou
S+ x)-

Voin=

seja —1< x< 3. 0O integral

existe para os seguintes valores de m e 11 :

sendko m>0,n>0 sem para m>-0 e 0< n< 1
sendko m<0 n>0 sera para —l<m<0 e n>0
sendo m>-0 n<CO o integral n&o é improprio

sendo m<0 n-<0 serd para —I<m <0 e n<”ll.
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Para exprimir I',,, nafuncdo g faca-se x=cos 2t
TC
«em 1j, — 2wl /  gen-"= tcos* 1l dt=
Jo | |
r(-n+l)r(m +
=2 I(—n+|,m+|):2_"( ) )
r(ra—n+ 2)
a) ' (&) «
oy s
Yot r(2)
b) r, .
¢ r, ,=2°'—— 1 L=2°- _=35T
B r(5) 41
111
3815 — Calcular / xsen"xdx para m inteiro

ndo negativo. H& v#lores racionais de m para o0s
quais o integral ndo exista_grbuais s40?
i?

Bt/ xsenMxdx= — m—1
to " 2 Jo sen"x =7vX X
m—3 2 ir
s X eee X ir X ir
m-2 3 2
m
fazendo sen x=t uem | sen”x
y “sen™ =g vt (1-t)"T dt
e entdo o integral nao existe para valores de m tais

que —1< m< 0 e m-<—1.
v

3816—-Ordem do infinitésimo % = «(e* —1)

+ I/x*+1—x para x infinito e aj» . Analise a

00
convergéncia do produto infinito n (I+ "n)-

1
K : fazendo —= h vem u,=a(e"—1) +
X

1 / .2 Jill
+ _(, /1, h*-1)="~h +, — +...
1/1 1
-h*® h* + ee

T \Z 8

Se i — o infinitéssimo  é de 2."" ordem e se
2

a> — o infinitéssimo  é de 1." ordem. O produto es-

tudava-se pela série de termo geral u,.

GAZETA DE MATEMATICA

f*  sen x
3817 —Dado F(z) = \

— — dx calcular
Jo (1 +»*)»

F (™rj™J < * » duas decimais, mostrar que existe

para s->-00 e determine um seu limite excedente.

R: F Jflo sen X dx =
o (i- **)
Ha [ 13 . \ fx» 13 "lid
13
200 24 10.000
dx

/
i, efaro one IF(x)| < / =
Jo (1+ 2»)

I. S. C.E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — 2." Exame de

frequéncia pratico — 9 de Junho de 1954.

|
3818 — Seja M(x,y,2) um ponto varidvel e O
rectangulares. Se

r=mod(M—0) e v =

a origem dos eixos coordenados
M — O=ru, u unitério,

-V
= f(r)u, sendo f(r) uma funcdo escalar de r que
admite a derivada /' ()9, provar que:

- 2fir)
a) divv  =/(?9)+ .
b) rotw = 0.

R: a) Do enunciado conduise facilmente que

v-f (r>—1+ f(r) —J + f(r) —K e entdo divv =
r r r

X- r—x:/r . Vv* r—v/r
f)— +f()__£-+fFi I _+ (r)_IL+
r T r
> r-z'[r 2f(r)\
+f (N— + f(n) L =f<(n+ — ™.

e) rotv=rotf(r)ue="Ff(r) rotu+ gradf(r) /\u =
=f(r)rotu+ f"(Yu/Nu=f(r)rotu; mas rotu=0 e
—
ewido rotv=0.
I
3819 —Provar que, sendo z (x,y) definida pela
equacdo y—x @ (z2) +i (2) entdo :
a >p+372@2 -0
b) rg-—2pgs -t-tp° =0.
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R :a) Da equacdo dada tira-se = 7
) aua P x <fl (z) + 4 (2)
« q= X< (2)-rf (Z)-e entao
?2(z Xy' (») +y (2)
pracp@ - P

X' (2)+4'(2) 9()

b) derivando em ordem a X e emordem a y a

igualdade
vem :

da alinea a) e atendendo a que 9 (z) =

e)z \ iz /I q

— q- t+ — — 4-g<p'(z2)= 0
rfzq \ IJZq/q a<r'@

P
<p _dx _ r _ax_ s
9z 0z p Jz "~z p
ax d*
Lp—/sHsp\p
p V plq

*+—fy—+g?® =0
\4

hpg?'(z)==

s+ —q
P

2sp

2r —4—pq»'(Z):0
q

a  pq p /
if' (z) vird:

2s S 't
2r P P er

¢ eliminando

hw P =o

que equivale a rq° —2pqgs4-tp® = 0.
111
"> X dx dy
3820-Calcular / | T

J L IN(x-217) VIx;N-y4-1)3
A ¢é o dominio do primeiro quadrante compreendido

onde

entre as rectas y=0 e y= — X.
VI3
R: Fazendo a mudanca para coordenadas

fica

polares

o Is X dx dy

1 JA(X - y)VI(X 4-y*4-1)3

23

cos 8 dp

—de |
Jo ‘€os’8 —sen8 J, y/(j+ 1)3

dp 4 | R 2 2

cpany | c Pl

Jo epi+1 *Jo [(p4 1)’

-2, d

[**ee

dp ir

Jo V'?:4-1
tor-se-4 de calcular

: L/p'+tU0  Jo .-

[l de =
S cos- 6 — sen-

cos 0 _ de
_£. (cos 6 — sen 6) (cos 6+ sen |

cos 8 — sen 0 cos 0 + sen.IjB_

cos 8 + sen | cos 0 —sen 0
cos64-sen6 _ f | i 1™+ !
cos 6 —sen( Jo : | %/3—a |

x dx dy t/3 4-1

A(x*-y )t/ (x* +y4-1)° : t/3-1

A%

3821 — Averiguar quais séo as fun¢bes y (x) que
satisfazem a seguinte propriedade :

d
dx\Ex) Ex\dxJ
Il v
R: A igualdade equivale a ter (y'—/) =y"
. oy y
. X y — Xy X .
ou seja y'"— 4-y' = y'" que é uma equa-
v y? y'

=y"xy*; fazendo-se y-=e-'*""* baixa-se a ordem da

N z-1 X -1
equacgdo obtendo-se: 5 dz= dx ou logz4-
: X

1 y!
4 = x—logx4-c e, como z= , vem
z y
Xy’ \ .
log =Xx4-c — donde se tira
y"
ey=ce v«/

Enunciados e solugdes dos u.** 1813 a 3821 de Fernando de Jesas.
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PROBLEMAS

Problemas propostos ao concurso
SECCAO ELEMENTAR
3822 — Considere um triangulo equildtero [ABC]
de lado a. Sejam Q um ponto do interior do AB
tal que QA=a:n, e P um ponto do prolonga-
mento de BC de modo que C ficaentre B e P e
talque CP = a. Seja ainda R o0 ponto de encontro
das rectas AC e PQ. Calcule a area do quadrila-
tero [QRCB\
3823—Verificar a identidade
1 2 n 1
2 3 >+ D[ - (n+ 1)!
SECGAO MEDIA 2%

3824 — Prove que € sen x> - para 0 <Xx<..

3825 — O numero de nUmeros de FIBONACCI com-
preendidos entre n e 2n, éou 1 ou 2.

Resolugdes dos problemas do concurso propostos
no n.° 55

3669 — (N.°errado 3650). Apresentaram solugfes
correctas os Srs. Fernando de Jesus e Vinha Novais,
publicando-se a deste ultimo :
R : Seja P oponto médio dolado B C; 0 oponto mé-
dio de AP e Q oponto de intersec¢do de r=C O com
A B . Pelo vértice B tracemos r'//r; seja R o ponto
de interseccdo de r' com AP. Os tridngulos B KP e
COP séo iguais (CP=BP,<£B=<£B,<3:BPR-3;CPO)
e, portanto, RP = OP; mas OP <=0 A (hip6tese) e
portanto OA/OR =1 /2. Por outro lado tem-se
A 0/0 R=AQ/Q B. Atendendo a estas duas relacdes
vem A Q/QB= 1/2.

3670 — (3651). Apresentou solucdo correcta o
Sr. Vinha Novais a qual se publica:

BOLETIM

R : Do simples exame da equacdo dada resulta que o
ponto P|(x=3,/*=0) é comum a todas as circunfe-
réncias da familia dada. Notando agora que o lugar
geométrico dos centros dessas circunferéncias é uma
1
recta de equagdo r= u.= 9+ —, as circunferéncias
passardo igualmente pelo ponto P, simétrico de P, em
relagdo a r . Determinando as coordenadas desse ponto
| 1 7\

obtém-se P, lp=—2"~~2/" ped
pontos comuns pois trés pontos determinam uma circun-
feréncia e uma so6.

3671 —(3652) Nao foram apresentadas solugdes.
3672 —(3653) Néao foram apresentadas solugdes.

3673 —(3654) Apresentou solucdo correcta que

se publica, o Sr. Vinha Novais:
R: 1. Da igualdade ab ex=ba resulta multiplicando
a esquerda pelo inverso de ab,x = (ab)*-ba =
= b *a* ba; multiplicando ambos os membros da
igualdade yab =ba, a direita por (ab)* vem y =
= ba (ab)* = bab*a*. Ficam assim determinados
os comutadores do par ab e, portanto, demonstrada a
sua  existéncia.

2. Representemos por X e y os comutadores do par
a'b’; entdo a* b'ex=b*a’ eya'b’'=b" a’.
Multiplicando  a primeira igualdade a direita por x*
e a segunda, a esquerda, por y~ vem a’' b =
= b'a*sx' ea'b'=y*b"a’, o0 que mostra
que o comutador a direita (esquerda) dopar b *a" e
0 elemento inverso do comutador a direita (esquerda) do
par a'b*.

haver mais

3674 — (3655) Ndo foram apresentadas solugdes.

Errata ao n.° 57 da G.At.1 A resolugdo n.° 3781 deve
ser 3651.

BIBLIOGRAFICO
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104 — REIDT, WOLFF—Die Elemenle der Mathe-
malik fArithmetik, Algebra und Analysis),
Oberstufe-Bard 3, Hermann Schroedee Verlag,
Hannover, 348 paginas (1953;.

Contém este livro a matéria comummente ensinada
nos ultimos 3 anos dos liceus cientificos alemées.
Uma 1.* parte («Problemas de Aritmética») trata de
progressdes aritméticas e geométricas e da teoria dos
nameros (naturais, reais e complexos), construida
com particular meticulosidade. Uma 2." parte («Al-
gebra») é dedicada ao estudo de equacdes algébricas,
especialmente a equacdo de 3.° grau (métodos numé-
ricos e gréaficos) e inclui mais dois capitulos, um

sobre nomografia e outro sobre a férmula do binémio.
Em tudo o resto, trata-se de célculo infinitesimal:
depois de construida a teoria dos limites para suces-
sdes e para funcgdes, introduz-se o calculo diferencial
e em seguida o calculo integral (para funcfes duma
s6 variavel) ; finalmente é feito um estudo das séries
numéricas e das séries de poténcias.

Na orientagdo didactica predomina o caracter in-
tuitivo e genético, com abundéancia de evocagdes his-
téricas (descurando por vezes a estruturagdo logica).

0 livro é ricamente provido de bons exercicios so-
bre todos os assuntos e apresenta-se com 6ptimo as-
pecto grafico. J. SebastiSo o Silva.
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