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Von der Zerlegung

von H.

Nach K. BORSUK () ist es bekanntlich unmiiglich,
die n-dimensionale Vollkugel vora Durchmesser D = |

in n Punktmengeu zu zerlegen, so dass fttr die

Durchmesser dieser Teile D' < 1 (i = 1, «+*, ri) gilt.

Die Kugel lasst sich also nicht in weniger ais n -j-1
kleinere Teile zerlegen. Dagegen ist eine Zerlegung
in n+ 1 kleinere Teile moglich.

Wie B .KXASTER (2) kann man hier uach dem Effekt
einer extremalen Zerlegung iragen, welche die Eigen-
schaft hat, dass der grosste der n+ 1 Teile mdglichst
klein ist. Genauer: Es sei D,, die kleinste Zabi, flir
welche die Aussage noch richtig ist, dasB die n-di-
niensionale Vollkugel vom Durchmesser D = 1 in
n + 1 Punktmengen zerlegt werden kann, ftlr deren
Durchmesser D' <D, (i'=1, ee,n + 1) gilt. Welchem
Werthat DJ

Trivialerweise ist D, = . Wir zeigen hier, dass

2
fttr n>2

>4 /1, it/ ~ZI
2 2V 2»

(@) 0.

gilt, wobei das Gleichheitszeichen fttr n = 2 und
n =+ 3 steht, so dass also

(6) £),=1/3/2 = 0,86G--.
und

(c) D, = t/(3+t/3)/6 = 0,887 *o+
ist.

(")"K. BORSCK, Cebor die Zerleguug oiner ouklidischou n-di-
mensionaleu Vollkugel ia n Mongeu. Verb* Int. Math. Kougress
Zarieh 1932, 2. Bd., 192.

(*) B. KSASTEE, Ein Zerlegungssatz ubor unikohiirente Kon-
tiaua. Ehenda, 193.

der Kugel

in kleinere Teile

Hodwiger

Wir beweisen zunachst (a). Dasich der Durchmesser
einer Punktmenge beim Uebergang zur abgeschlos-
senen Hlllle nicht andert, gentlgt es, folgendes zu
zeigen : 1st die abgeschlossene Vollkugel K durch
n + 1 abgeschlossene Punktmengen A mit Durch-
messer D'(i= 1, e¢,)! + 1) Uberdeckt, so ftihrt die
Annahme, dass D'<p fur alie i gilt, auf einen
Widerspruch ; dabei bezeichne p die auf der rechten
Seite von (o) stehende Zahl.

In der Tat: Es bedeute B, den Durchschnitt von

mit der Oberflache S von K. Sicher enthalt
kein B, ein antipodisches Punktepaar der Kugel,
weil die Distanz antipodiseher Punkte 1 betragt,
wédhrend D '<p <1l vorausgesetzt ist. Die Kugel-
oberflache S ist daher von n + 1 abgeschlossenen
Mengen Bi,---,B,. Uberdeckt, von denen keine ein
antipodisches Punktepaar enthadlt. Nach einem Satz
von H.HOPF (!) ist unter diesen Umstanden der Durch-

schnitt Ci von je n Mengen Bj(J —1,¢¢¢,» +
+ 1 ;j=f=i) nicht-leer. Andererseits sind je zwei der
Mengen t? (»'e«l,¢¢,» +1) disjunkt; andernfalls

ware der Durchschnitt aller B, (i —1, e*s,n -f 1)
nicht-leer, und eine der Mengen Bi mUsste dann ein
antipodisches Punktepaar onthalten.

Auf «S gibt es demnach n+ 1 verschiedene Punkte
Pj e Cj. Es bedeute jetzt die spharische Kalotte
auf <S, deren Punkte dadurch gekennzeichnet sind,
dass ihre (euklidischen) Abstande von P, nicht
kleiner ais p sind. Im Hinblick auf die Annahme
D'<p ist der Durchschnitt T, Bj iiix j=j=i leer, also

(") P. ALEXASDROFF-H. HOPF, Topologia I, Berlin 1935, 4S7.
Vgl. auch: H, HOPF, Eine Verallgemeiuerung bekannter Abbil-
duags und Ueberdeckungssiitze. Portugaliae Math. 4, 129-139
(1943).



ist T, von Bj allein Uberdeckt. 1st p der spharische
Radius von T, (die Kalotten sind alie kongruent), so
mUssen die spharischen Distanzen der Punktepaare

P, (i'sj= k) alie grosser ais 2p sein. Nun gilt aber
cos(p/2)=p und also cos2p=2(2p2—I)'—1=-l/ra.
Nach einem bekannten Hilfssatz von K.REINHARDT (*)
konnen aber die spharischen Distanzen bei n+ i
Punkten auf der Oberfliiche einer n-dimensionalen
Kugel nicht alie grosser ais arecos (—i/n) sein.
Damit ist der Widerspruch erzielt.

Um die Gtiltigkeit des Gleichheitszeichens in (a)
zu sichern, muss umgekehrt die Existenz einer Ueber-
deckung von K durch n-r-I abgeschlossene Punkt-
mengen aufgewiesen werden, so dass D'<”p fUr alie
i gilt. Inden Fallen n= 2 und n= 3 wird das tat-
sdchlich dadurch erreieht, dass man von der Ueber-
deckung von <S durch n +1 kongruente regulére
spharische Simplexe B . von der spharischen Seite
s = arccos (—I/n) ausgeht und flir A die konvexe
Hulle von B, und Z (Kugelzentrum) setzt. So wird
K durch n+ 1 Kugelsektoren A vom euklidischen
Durchmesser p Uberdeckt.

Die hier besprochene Frage steht mit einem weitern,

fur n>2 noch ungeklarten Problem in engem Zu-
Sobre a divisdo da esfera
Segundo os resultados de K. BOKSUK (‘) sabe-se

que é impossivel dividir uma esfera a n dimensdes
de diametro D = 1 em n conjuntos de pontos cujos
diametros D'(i=l---n) satisfacama D*<1. A esfera
pode pois ser dividida em n -f 1 partes mais pequenas,
mas nunca em menos que n + 1 partes.

E natural investigar, como fez B. KNASTEE ("),
o efeito duma divisdo extremai gozando da proprie-
dade de ser a menor possivel a maior das n + 1
partes.

Mais exactamente: Seja D,, o menor dos numeros
para o qual ainda é possivel afirmarque a esfera n-di-
rnensional de diametro D = 1 pode ser dividida em
n + 1 conjuntos de pontos com diametros Z>'<AZ> (i' =

= 1, es ,»+ 1). Deseja-se saber qual o valor de D,,.
Sabe-se, trivialmente, que D, = — e vamos mostrar

que para n> 2 temos

«*> A,>v /- +i \ | —
VvV 2 aV 2n
() K. REISHAKDT, Ueber die kleinste Kugol, die um jede

Punktmenge vom Durebmesser Eins gelegt werden kann. Jber.
Deutseh.  Malh. Ver. 25, 157-163 (1917). Vgl. auch: W. SCss,
Durchmesser und Umkugel bei mehrdimeusionalon Putiktmengen.
Math. Z. 40, 315-315, (19)5).
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sammenhang, das sich dadurch ergibt, dass man an
Stelle der Kugel eine beliebige Punktmenge be-
trachtet Genauer: Es gibt eine kleinste Zahl C,,, fUr
welche die Aussage noch richtig ist, dass jede n-di-
mensionale Punktmenge vom Durebmesser D = 1 in
n+ 1 Teilmengen zerlegt werden kann, fUr deren
Durchmesser D' < C, (i = 1, eee, n+ 1) gilt. Wie
gross ist C,,?

Nach einer Vermutung von K. BoitscK (*) gilt fiir
alie n

(d) C,<1.

Der Zusammenhang dieser Borsukaohen Konstanten
C', mit der hier betrachteten Anasierschen Konstan-

ten D,, ist offenbar durch
(«) D. < C,
gegeben.

Das Gleicbheitszeichen in (e) gilt trivialerweise fttr
n = 1 und nach einem Ergebnisvon D. GALE (*) auch
fur n= 2. WIllIrde es fur alie n gelten, so bedeutete
dies, dass die Kugel der Zerlegung in kleinere Teile
einen hdéheren Widerstand entgegenstellt ais irgend
ein anderer nichtkugeliger Korper.

em partes  mais peguenas

onde o sinal de igualdade se aplicapara n=2e n=3.
De maneira que:

(6) £>. = Vv/3/2 = 0,866 ee¢
e
© D*= \f (3 -rV3)/6= 0,887

Demonstramos primeiramente (a). Designemos por
j) o segundo membro de (a). Como o diadmetro dum
conjunto de pontos é o mesmo que o da sua fronteira

fechada, é suficiente demonstrar que se a esfera
fechada K for recoberta por n -f- 1 conjuntos fecha-
dos de pontos A, com didmetros D'(i=l, eeenn + 1),
entdo a hipétese D' < p para qualquer i conduz a
uma contradicéo.

Com efeito, seja Bj a interseccdo de A com a su-

perficie S de A'". Nenhum dos conjuntos B, contém
pares de pontos antipédicos, porque a distancia de
pontos antipddicos é igual a | e nds supomos que
£'< p< 1.

A superficie <S daesfera pode portanto ser recoberta
por ti+ 1 conjuntos fechados B,---B,, sem pontos
antipdédicos. Nestas condi¢cdes, segundo um teorema

(') K. BOKSDK, Drei Siitze ilbcr die n-dimensionale ouklldi-
scho Sphare. Fund. Math. 20, 177-190, 193S.

() D. GALE, On inscribing n-dimonsional sets in a regular
n-simplex. Proc. Amer. Math. Soc. 4, 222-225, 1953.
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de H. HOPF (°), ndo pode ser vazia a intersecgéo
Cj de n quaisquer dos conjuntos B, (j=1, s**n + 1;
i=j=i)- Por outro lado, devem ser disjuntos dois quais-
quer dos conjuntos C, (»— 1, eeere+ 1), visto que de con-
trario a intersecgdo de todos os B(i = 1,"*» +1)
seria ndo vazia e um dos conjuntos B, deveria entdo
ter um par de pontos antipodicos.

Existem portanto, sobre S, n+ 1 diferentes pontos
Pi 6 Ci. Seja agora T, a calote esférica de >5 cujos
pontos estdo separados dos P, por uma distancia
(euclidiana) ndoinferiorap . Em virtude da hipdtese
£>'<p, serd vazia ainterseccdo T, Bj paraj”i, de
maneira que T, é recoberto apenas por B. Desi-
gnando por f o raioesférico de 7\ (as calotes sdo todas
congruentes), podemos dizer que as distancias esfé-
ricas de pares de pontos P, P, (i=j=k) s&o todas supe-
riores a 2p . Mas cos (p/2) =p e portanto cos 2p =
=22 —I)"——I1/n.Ora,segundo um conhecido
lema de K. REINHARDT (*) as distancias esféricas de
n+1 pontos da superficie duma esfera n-dimensio-
nal ndo podem ser todas superiores a arecos (—1 jn).

A contradicdo acima referida fica pois assim em
evidéncia.

Para poder escrever a relacdo (a) com o sinal de
igualdade é necessario demonstrar inversamente que
existe uma coberturade K por « +1 conjuntos fecha-
dos de pontos tais que Z)'<J/> para qualquer i. Nos
casos » =2 e >=3 obtemos efectivamente este resul-
tado partindo da coberturade S por n+ 1 simplexos

Sobre a nocao efe distancia

3

Bi regulares, esféricos e congruentes de lado esférico
*= arecos (—i/n) e formando vl, com a fronteira
convexa de B, e Z (centro da esfera). Desta forma
K ficard recoberto por n + 1 sectores esféricos A de
diametro euclidiano p .

A questdo aqui discutida esta estreitamente ligada
com outra questdo, ainda ndo esclarecidapara ?i>2,
que aparece quando se considera, em lugar da esfera,
um conjunto de pontos arbitrario. Mais exactamente:
Existe um ndmero minimo C,, para o qual ainda é
possivel afirmar que todos os conjuntos n-dimensio-
nais de pontos de didmetro D = i podem ser divididos
em conjuntos parciaisdediametro D'~C,,(«'=I,"-n +1).
Qual o valorde C, ?

Segundo uma suposi¢do de K.BORSUK (°)

(<*) C, <1

para qualquer n. A relacdo entre estas constantes
C,, de BORSUK e as constantes D, de KNASTER, consi-
deradas no presente trabalho, é evidentemente

(e) D, < C,

A igualdade em (e) tem lugar, trivialmente, para
n =1 e também para n= 2 segundo um resultado de
D. GALE (6).

Se o mesmo acontecesse para qualquer n, isso
significaria que a esfera oferece, a divisdo em partes
mais pequenas, maior resisténcia que qualquer outro
corpo néo esférico.

por Ruy Lufo Gomes

Sejam x, t as coordenadas de um referencialadmis-
sivel e

(1) X = lirt.
com
(2) Vi< e

as equagdes correspondentes da linha de universo de
um ponto material animado de movimento rectilinio
uniforme.

Imaginemos agora outros dois pontos materiais”™
P,Q, animados de movimento rectilinio e uniforme
de velocidades iguais, como acontece quando P e Q
sdo as extremidades de uma régua em repouso num
qualquer referencial admissivel em Relatividade Res-
tricta.

As suas linhas de universo sdo da forma

= r, i+ a-

= vit+ bi

(3

em relatividade restrita
DEFINICAO. Entende-se por distancia  dos pontos ma-
teriais P e Q segundo o espago préprio do ponto (1),
o valor dD dado pelo invariante fundamental
representativas do (1), p representativa de (2);
direccdo ortogonal a p; A B paralela a p'
4

em que A'xi,A't correspondem a posicdes de P e Q



situadas a linha de universo

ge (1).

As hipoteses em que assenta esta definicdo implicam,

numa direccdo  ortogonal

(5) 2 *ieas;—cAt.At<=0,
como condigdo de oriogonalidade entre

(6) A'SBi= » 40+ O, —A

e

(6" Adf; = Mj A<.

Note-se que a condicdo da ortogonal idade (5), combi-
nada com (6'), garante J[J>0 e portanto d, real.
O sistema (5) e (6') da-nos

(7 2unAaxt- e€at=0,

e, utilizando (6'), resulta

(8) 2>; («iA* <+ <Si—*i)--ets! t= 0,
donde
9) (ulv- c)Aat+ujr=20

em que r= a—h.

O valor de 7]j é, pois,

w2 _ 2)i'&+ 2viresat+r’
ou ainda
u’*—c’ vir.ulr
(10) /» = ulry —2— L+ .?.
Casos particulares
a) u- 0
distancia  no espagco do referencial, pois u = 0  signi-
fica repouso em relacdo a esse referencial.
3) u- Vv
« —C’ (vir):
O' - c¢)’ v — ¢’
¢ —u’sen’6
e — Vv
1 —F sen’»
zZi -
designando por @ o cociente -- e por ao angulo dos
c
dois vectores v er .

A Ultima férmula ainda se pode escrever
» 1—3’sen’9 ,,
ai) / .y n,
ficando assim em evidéncia a relagdo entre as distan-
cias das mesmas linhas do universo (3), segundo o
espagco proprio  dessas linhas e segundo o espago do
referencial Xj, t.
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(11) é uma férmula conhecida, principalmente nos
dois casos extremos

3=0 -* ii= (1-3*)/i;
este Gltimo exprime a contraccdo de LOBENTZ no sen-

tido do movimento referido a x,t, pois corresponde
a r paraleloa v.

No caso fi=*— vem, como j& salientamos
[;=1," = r".

Procuremos agora as condigdes para que
(12) /Y= r"*,
COTO U ~ V .

A férmula (10) da-nos, entdo,

v- — ¢’ , . vir.ulr

n (ulv - c¢?)’ u v —<r

que se desdobra em

(14) ulr=0
e
(14 (y-e)ulr- vir(ulv- c¢)= 0,

pois u|v —c’ é sempre diferente de zero (u’,*>’<c’).
Portanto, se
vir =0
s6 os vectores u do plano
ulr-0,

a que pertence o proprio v, satisfazem a condigdo

Porém, se
v[r=£0,
além das solucdes do plano
ulr = 0,
que satisfazem sempre, ha solucées fora desse plano,
pois (14") ainda se pode escrever com a forma

2

(15) ulf(« —e€e)r-vir.vl=vlr.c’,
e assim é evidente que (14'), na hipétese vjr=/=0,
representa um plano néo paralelo a
ulr - 0.
Em Relatividade Restricta ndo é costume por em
evidéncia a solucdo (14') de
' —Z

pois sé se considera, de ordinario, a distancia /JJ; mas
parece-nos interessante apontar, como esclarecimento
da mesma nogdo de distancia em Relatividade, as
outras solucdes de

T

para o caso de v |[r=j=0.
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Sobre o ensino

A Itadlia ocupa um lugar de relevo entre as nacgoes
que tém contribuido para o avango das ciéncias
matematicas. Evoquemos, num réapido esbogo, os
fundamentos histéricos deste facto.

No século X1, através dos mouros estabelecidos
na Peninsula Ibérica e dos mercadores italianos que
comerciavam com o Levante, comegou a difundir-se
na Europa o conhecimento das matematicas &rabes,
que reatavam a tradicdo dos classicos gregos vitali-
zada pelo empirismo aritmético dos indianos. Com
esta origem se vai formando e adquirindo vulto, numa
lenta sedimentacdo, a escola de algebristas italianos
que, 400 anos depois, no limiar do século XVI, con-
segue ultrapassaros limites da ciéncia helénica, inau-
gurando o periodo das matematicas modernas, com
as célebres descobertas relativas as equag¢des do 3.° e
do 4.° grau, as quais se ligam os nomes de SCIPIONE
DEL FERRO, TARTAGLIA, CABDAN, FERRARI, BOMBELLI.
Estad-se em pleno Renascimento—das artes, das letras
e das ciéncias. Por toda a parte, nessa Europa qui-
nhentista, tomam incremento os estudos matema-
ticos (*) . Ap6s um longo periodo de ensimesmamento,
o homem reabre os olhos para de novo contemplar as
harmonias do mundo. Aplicando o método matema-
tico ao estudo dos fenémenos naturais, KEPLER eGA-
LILEU criam as ciéncias exactas, abrindo a era do
racionalismo cientifico. Como instrumento adequado
e mesmo indispensavel para as novas pesquisas, ira
constituir-se o calculo infinitesimal, que, vislumbrado
2.000 anos atras pelo grego genial de Siracusa,
encontra ainda, em Itélia, insignes precursores ime-
diatos: CAVALIERI (discipulo do GALILEU) e TORRICELLI,
continuador da obra do primeiro.

N&o esquecamos finalmente que, j& antes disso, os
grandes pintores do Renascimento, meticulosos natu-
ralistas para os quais o belo é inseparavel do verda-
deiro (ou melhor do objectivo, daquilo que todos
véem), tinham langado os germes da moderna geo-
metria, de inspiragdo post-euclideana, abordando
com espirito cientifico os problemas da perspectiva
(BRUNNELLESCHI, PAOLO UCCELLO, LEONARDO DA VINCI e
outros mais).

() Portugal também participou, com Pedro Nunes, no grande
movimento. O nosso matematico e cosmoégrafo, interessado em
problemas reais de navegacdo, concorreu para a superacdo dos
métodos da analise finita, com o seu belo estudo sobre a loxo-
<Irotaia esférica (ou linha de rumo), a curva serpentiforme que,
esbogada por uma nave em viagem de rumo constante, acaba por
enlagar aTerra em infinitas espiras acumuladas cm torno dos poios.

da Matematica

por J. Sebastido

em ltalia

e Silva

Estavam pois criadas, no pais de DANTE, as bases
duma tradicdo robusta, densa, riquissima de seiva,
capaz de resistir aos vendavais da Histéria e as
crises de cepticismo.

Serd necessario lembrar o que tem sido até hoje a
contribuicdo da Itédlia no campo das matematicas?
Muito haveria que dizer sobre o assunto e ndo é esse
agora o fim em vista.

O que me proponho fazer aqui é apenas um breve
inquérito a forma por que, na actualidade, se encon-
tra instituido e é orientado o ensino da Matematica
em Italia, procurando situd-lo no complexo das mani-
festagdes culturais deste pais e seguindo uma orien-
tacdo j& anteriormente adoptada (*).

O «caso italiano» interessa particularmente aos
pedagogistas portugueses. Primeiro que tudo, trata-
se dum povo que apresenta, em relacdo a nds, pro-
fundas afinidades étnicas, psiquicas e linguisticas.
Depois ha que reconhecer este facto: a Italia de hoje
é um pais de alto nivel cultural, de intenso e fecundo
labor de espirito que se patenteia em numerosos sec-
tores da arte, das letras, da filosofia, da ciéncia e da
técnica —comecando no dominio da pura actividade
desinteressada e chegando, por insensiveis gradacdes,
num ldgico encadeamento, ao plano das realizagdes
préticas.

Um indice expressivo da vida mental do povo ita-
liano é-nos oferecido precisamente pela sua organi-
zagdo universitaria. Existem actualmente em Itélia
24 universidades do Estado, 4 universidades livres
equiparadas as do Estado, 6 institutos universitarios,
2 politécnicos e 4 institutos superiores de magisté-
rio equiparados aos do Estado ().

H& ainda que ter em conta as Faculdades Univer-
sitdrias e os Institutos Superiores dependentes do
Vaticano, além da Universidade Gregoriana.

N&o se faz em Itélia distingdo entre Universidade
Classica e Universidade Técnica. Por exemplo, a
Universidade de Bolonha compreende as Faculdades
de: 1) Direito, 2) Economiae Comércio, 3) Letras
e Filosofia, 4) Medicinae Cirurgia, 5) Ciéncias Ma-

(") Vor os artigos da Dr.” MARIA IX>PILAR RIBEIRO sobre o
ensino da Matematica na Suica, nos n.”” 12, 13, 14 e 24 da (ja-
zeia de Matematica, bem como o do Prof. IITCIO RIBEIRO no
n.° 26 da mesma revista. Vor ainda «Sobre o ensino da Mate-
mética na Alemanha» no n.° 55 desta revista.

() Devem também citar-se os Colégios Universitarios, como
a Escola Normal Superior de Pisa, de que falaremos mais.
adiante, a prop6sito do ensino post-universitario.



tematicas, Fisicas e Naturais, 6) Quimica Industrial,
7) Farméacia, 8) Engenharia, 9) Agronomia, 10) Me-
dicina Veterinaria. Em relacdo a anterior, a Univer-
sidade de Roma tem a menos as Faculdadesde Agro-
nomia, de Medicina Veterinaria e de Quimica Indus-
trial e a mais a de Ciéncias Politicas, a de Ciéncias
Estatisticas, Demograficas e Actuariais, a de Magis-
tério, a de Arquitectura e a de Engenharia Aero-
nautica.

Com as actividades universitarias propriamente
ditas esta relacionado o «Consiglio Nazionale delle
Ricerche» (Conselho Nacional de Investigacdes), de
de que falaremos oportunamente.

Fora do ambito escolar sdo ainda dignas de registo
cerca de 270 institui¢ces culturais, incluindo acade-
mias e associagdes varias, com actividade cientifica,
técnica, artistica, literaria ou juridica, muitas das
quais servidas por uma ou mais revistas proprias.
A mais alta destas institui¢cdes 6 a «Accademia Na-
zionale dei Lincei» (Academia Nacional dos Linceos),
de gloriosas tradigdes. Dela foi sécio GALILEU (").

Neste quadro imponente de manifestagdes culturais,
os estudos mateméaticos mantém, ainda hoje, uma si-
tuacdo privilegiada.

Ser-nos-a4 seguramente proveitoso lancar uma vista
de olhos sobre aspectos varios do ensino da Matema-
tica na mais velha e mais nova das nag¢des latinas.
Mas antes disso hé& que tomar uma precaugdo de
ordem psicolégica : ndo se pretenda encontrar em
tudo a perfeicdo e, menos ainda, um modelo a copiar
fielmente. Acresce a circunstancia de se anunciar
para breve uma reforma geral do ensino em Itéalia,
0 que quere dizer que o estado de coisas actual se
ndo considera ali o mais adequado as exigéncias e
aos pontos de vista modernos.

Ensino secundario

Sobre esta fase de ensino limitar-me-ei a breves
referéncias, ndo porque seja matéria de pouco inte-
resse, mas porque tenho agora em vista, sobretudo,
desenvolver a parte referente ao ensino universitario
e as actividades de investigacgé&o.

Os estudos secundarios em Italia duram normal-
mente oito anos.

Os trés primeiros anos tém lugar na chamada
Scuola Media Inferiore, pela qual ndo obrigados a
passar todos aqueles que pretendam seguir qualquer
curso de estudos, incluindo os do ensino técnico-pro-
fissional.

(") Para inais detalhes sobre as institui¢des culturais italia-
nas, ver «Os estudos superiores o a vida intelectual da Italia
de hoje», por Ilyacinthus (pseudénimo do Prof. JACISTO
MAXUPPELLA).
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Apds o curso da Escola Média Inferior, o ensino
médio pode prosseguir numa escola pertencente a um
qualquer dos seguintes tipos :

1) Liceo-Ginnasio Classico, que consta de um pri-
meiro ciclo de 2 anos (Ginnasio  Superiore) e dum se-
gundo ciclo de 3 anos (Liceo Classico) O «Diploma

di Maturita Classica» da acesso a qualquer Facul-
dade Universitaria ou Instituto Superior.

2) Liceo Scientifico, também quinquenal.O «Diploma
di Maturita Seientifica» abre acesso a qualquer Fa-
culdade Universitaria ou Instituto Superior, excepto
as Faculdades de Letras e Direito.

3) Istituto  Magistrale (Instituto de Magistério Pri-
maéario). Nestas escolas, destinadas a formacdo de
professores do Ensino Priméario, o curso é igualmente
de 5 anos. No fim é passado um diploma de habilita-
¢ao profissional.

4) lIstituto  Técnico, diferenciado em 5 modalidades
diferentes (industrial, comercial, ndutico, agrario e de
agrimensura). Trata-se ainda de cursos quinquenais
(eventualmente seguidos de cursos de aperfeigoa-
mento), que habilitam directamente para determi-
nadas profissoes.

Interessam-nos em particular a Escola Média In-
ferior e os Liceus (Cientifico e Classico). Ao longo
dos oito anos de estudos efectuados nestas escolas,
0s programas de Matematica, no seu conjunto, ndo
diferem grandemente dos que s&do seguidos nos Nossos
cursos liceais. A diferenca mais sensivel verifiea-se
talvez no estudo da Anélise infinitesimal, que 6 ali
conduzido bastante mais a fundo nos dois Uultimos
anos do Liceu Cientifico, fornecendo uma preparacao
apreciavel, tanto em calculo diferencial como em
calculo integral.

Naturalmente, o estudo das ciéncias é feito com
maior desenvolvimento no Liceu Cientifico que no
Liceu Classico em que predomina a orientacdo huma-
nistica”) .

A pedagogia e a didactica da Matematica (como
dum modo geral todos os problemas pedag6gicos,
incluindo os da Escola Primaria) tém sido em Italia
desde sempre objecto do vivo e carinhoso interesse.
Grandes cientistas, grandes pensadores, ndo tém
desdenhado olhar com desvelo, no intervalo das suas
investigagdes, para os problemas do ensino, até para
aqueles aparentemente mais humildes. Um homem
que neste sentido, desempenhou ali uma acgdo par-
ticularmente eficaz e profunda, pelos seus escritos,

(') Este predominio manlfosta-se no maior nimero de horas
semanais concedidas aos estudos cléassicos e, em particular, na
prosonca do Grego (o Latim é ensinado em todos os anos de
qualquer dos tipos de escolas). Entretanto, importa salientar
quo o estudo das linguas modernas 6 multo mais desenvolvido
no Liceu Cientiiico que no Liceu Cléassico.
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pela sua capacidade organizadora, pela sua forte
personalidade, foi o célebre gedémetra FEDERICO
ENRIQUES. Entre outras suas iniciativas, as  «Questioni
riguardanti le matematiche  elementari», colectanea de
artigos de autores varios por ele dirigida, tiveram
amplas e distantes repercussdes, ndo sé no ensino
(dentro e fora da Italia) como até no desenvolvimento
da proépria ciéncia. Foi ainda por iniciativa sua e
dos seus colaboradores, que o «Periddico di  Matema-
tica», jornal dedicado ao ensino secundéario e publi-
cado desde 1886 até 1918, reapareceu em 1921 como
«Periédico  di Matematiche  (storia, didattica, filosofia)»,
desenvolvendo um programa de aproximac¢do entre as
matematicas elementares e as matematicas superiores,
com vista ao esclarecimento e difusdo de ideias e
doutrinas.

As conferéncias c os coléquios em que participam
simultaneamente professores do ensino secundéario e
professores do ensino superior tornam-se frequentes
a partir de entdo.

Assim ENRIQUES estd de certo modo para a ltalia
como FELIX KLEIN para a Alemanha. Seria mesmo
interessante fazer um estudo comparativo destes dois
casos, correspondentes a duas latitudes diferentes.

De resto as ideias de KLEIN j& antes tinham pene-
trado em Italia. Eis como o préprio ENRIQUES se refere
a esse facto no seu belo livrinho «Le matematiche
nella storia e nella cultura» :

«Entretanto delineava-se noutros paises um movi-
mento (que na Alemanha encontrou um propulsor em
F. KLEIN) para a introducdo de métodos mais intui-
tivos e empiricos, facilitando o ensino da parte ele-
mentar classica da geometria e dando impulso, por
outro lado, ao estudo mais geral das propriedades
que estdo na base da Analise infinitesimal. Em Italia
adoptou-se 0 ensino intuitivo nos primeiros anos da
escola média como fase preparatéria do estudo racio-
nal, e —no que se refere aos graus de ensino mais
elevados —a ordem de ideias kleinianas teve um
comeco de execugdo no programa do «liceu moderno»
e nos livros que para ele foram escritos. Mas em geral
os professores italianos—talvez pela educagdo loégica
que receberam nas faculdades universitarias—encon-
tram dificuldade em acolher este espirito a que ¢é
inerente um certo inacabamento e um modo de racio-
cinar significativo, mas deliberadamente imperfeito.
Assim, o programa do novo liceu cientifico, instau-
rado com a reforma GENTILE ('), retoma do «liceu mo-
derno» alguns assuntos (derivada,integral) no sentido
de um maior rigor ldgico».

E com efeito hoje ainda, confrontando os textos de

(") Esta reforma recebe o uome do filésofo italiano que a
introduziu.

Anélise adoptados em Italia para o ensino secundario,
com os correspondentes seguidos na Alemanha, obser-
va-se que nos primeiros o aspecto légico é bastante
mais pronunciado que nos segundos. Seriamos tenta-
dos a explicar este facto como uma distingdo entre
mentalidade latina e mentalidade germanica ; mas a
verdade é que nos textos universitarios as coisas nao
se passam exactamente do mesmo modo ().

Entretanto, ENRIQUES n&do se esquece de salientar:

«Mais do que as diferencas dos métodos ou as in-
dicacbes dos programas influi sobre a eficicia do
ensino o valor dos que ensinam : a sua mentalidade!
o calor comunicativo, a paixdo que dedicam as coisas
ensinadas, a largueza de interesses que o0s torna
capazes de se colocarem no lugar dos alunos e de
sentirem como estes. Na medida em que tais dotes
possam ser adquiridos, é necessario para tanto cuidar
sobretudo da preparacdo universitaria e, depois disso,
criar aos professores condi¢des de vida que deixem
suficiente liberdade para manter e desenvolver a sua
préopria cultura».

As ideias pedago6gicas de F.ENRIQUES, tanto como
as de F. KLEIN, merecem ser amplamente conhecidas
e meditadas por todos aqueles que se dedicam a car-
reira do ensino.

Ensino universitario

Quando néo haja indica¢des em contrario as infor-
macdes seguintes referem-se concretamente it Uni-
versidade de Roma.

0 ensino universitario da Matematica tem lugar
sobretudo (mas nédo exclusivamente) na Faculdade de
Ciéncias Matematicas, Fisicas e Naturais, que con-
fere o grau de «doutor» (isto é de «licenciado») em
qualquer dos seguintes ramos:

1) Quimica; 2) Fisica; 3) Matematica; 4) Matema-
tica e Fisica ;5) Ciéncias Naturais; 6) Ciéncias Bio-
légicas; 7) Ciéncias Geologicas.

Também nesta Faculdade sdo cursados preparaté-
rios de Engenharia (dois anos).

A duracdo normal dos estudos em cada uma das
licenciaturas é de 4 anos, com excep¢do da licenciatura
em Quimica que requere 5 anos.

Em qualquer das licenciaturas os cursos estédo
repartidos em duas categorias : cursos fundamentais e
cursos complementares.

Os cursos fundamentais acumulam-se essencialmente
no primeiro biénio e tém por finalidade fornecer uma

(') E interessante observar quo, entre os mais convictos e ori
ginais apologistas do ensino intuitivo-experimental na Escola
M' lia Inferior (sequndo um método natural de redescoberta), se
conta hoje em Itdlia uma sobrinha de P.ENRIQUES, a Prof.’ EMMA
CASTELXUOVO, distinta colaboradora da Gazeta de  Matematica.



base de cultura geral bastante sélida e vasta no ramo
de que trate — procurando beneficiar ao maximo dos
progressos da ciéncia e da metodologia, mas renun-
ciando desde logo a um desenvolvimento exaustivo
dos assuntos que, além de supérfluo, seria inviavel.
Trata-se, acima de tudo, de ensinar o melhor possivel
ciéncia feita e assente (0 que ndo quer dizer de modo
nenhum ciéncia antiga e desactualizada), segundo
um critério de seleccdo e dosagem, tendente a preci-
sar 0 que, nas disciplinas em questdo, é efectivamente
bésico e de real interesse para a formagdo geral do
matematico, do fisico, do engenheiro —sem deixar
de ter em conta o estado actual da ciéncia. Daqui
resulta que os programas dos cursos fundamentais
ndo podem variar muito de ano para ano. E todos
esses cursos sdo obrigatorios.

Quanto aos cursos complementares, o ponto do
vista adoptado é radicalmente diverso. A cultura
geral ndo basta, evidentemente, para a formacéo
de um cientista. A cultura geral é um meio, nédo
um fim. O primeiro biénio de estudos estabelece a
transicdo entre o Liceu e a Universidade —e é 0dbvio
que ndo havera ensino verdadeiramente universitario
so ndo houver contacto com a frente de investigacéao
actual, o que por sua vez seria impossivel sem espe-
cializagdo. Ora, precisamente, para estabelecer esse
contacto, para conduzir o aluno até a fronteira do
conhecimento, para o familiarizar com as vicissitudes
da investigacdo e com os problemas que continuam
abertos —para isso mesmo é que existem 0s cursos
complementares. E como nao é possivel especializar
o aluno simultaneamente em todas as especialidades
(até M. nE L APALISSE seria capaz de o dizer), segue-
-se, como coroldrio imediato, que os cursos comple-
mentares nao devem ser obrigatérios em bloco. Um
outro corolario do ponto de vista explanado é que os
programas de tais cursos devem ter urna ampla mar-
gem de variabilidade (‘).

Deve ainda observar-se que, no plano da licencia-
tura em Ciéncias Matematicas, figuram certos cursos
complementares — tais como Astronomia, Céalculo
actuarial, etc. —cujo caracter é mais propriamente o
de especializacéo técnica, servindo para aqueles alunos
que pretendam seguir determinadas profissdes.

Os cursos sdo todos anuais, excepto alguns cursos
fundamentais que s&o bienais. No inicio de cada ano
lectivo a Faculdade publica um «Ordine degli Studi»
com a indicacdo dos cursos professados durante esse
ano, bem como a dos respectivos programas, horarios,
professores que os regem, etc.

Consultando por exemplo o «Ordine degli Studi»

(") Alguns desses cursos tdom designacdo muito vaga precisa-
meute para permitir maior versatilidade do programa.
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da Faculdade de Ciéncias de Roma para o ano de
1950-51, encontram-se ali, entre outras, as seguintes
informacdes relativas a Licenciatura em Ciéncias
Matematicas :

Cursos fundamentais: 1. Analise matemaética (algé-
brica e infinitesimal) (bienal) —2. Geometria anali-
tica com elementos de projectiva e geometria descri-
tiva com desenho (bienal) —3. Anadlise superior
— 4. Geometria superior — 5. Mecanica racional com
elementos de estatica e desenho —C. Fisica experi-
mental com trabalhos praticos (bienal) — 7. Fisica
matematica —8. Quimica geral e inorganica eom
elementos de orgénica”).

Além destes cursos que, segundo o que se disse
atras, sdo todos obrigatérios, o aluno tera de escolher
pelo menos trés entre os seguintes 17 cursos comple-
mentares : 1. Teoria das fung¢des — 2. Teoria dos
nameros — 3. Geometria diferencial —4. Geometria
algébrica—5. Topologia—6. Matematicas superiores
— 7. Mateméaticas complementares —8. Matematicas
elementares do ponto de vista superior — 9. Histéria
das matematicas — 10. Céalculo das probabilidades —
11. Matematica actuarial e técnica dos seguros livres
sobre a vida humana —12. Astronomia —13. Geodo-
sia —14. Calculos numéricos o graficos —15. Fisica
Teoérica—16. Fisica superior—17. Mecanica superior.

O ensino da Analise matematica  é feito sempre por
dois professores  que ensinam  alternadamente, num ano
Andlise  algébrica e no ano seguinte  Analise infinitesi-

mal. O aluno é submetido a um exame no fim de
cada um destes anos.

Anélogas disposicdes sédo estabelecidas para o en-
sino da Geometria (analitica, projectiva e descritiva).

O ensino bienal de Fisica implica um exame Unico
no fim do biénio, enquanto os respectivos trabalhos de
laboratério comportam um exame no fim de cada ano.

Os restantes cursos comportam um (nico exame no
fim do ano. H& duas épocas de exame: uma durante
0 més de Junho e outra durante o més de Outubro.
As aulas comegam em principios de Novembro e ter-
minam em fins de Maio.

Ndo ha exames de frequéncia. Quando muito o pro-
fessor pode submeter os alunos a um exame ad hoc a
titulo de sondagem.

A licenciatura é concluida com um exame, ao qual
s6 pode ser admitido o aluno gne tenha obtido apro-

(') A presenca de um curso anual de Quimica e dum curso
bienal de Fisica ua Licenciatura de Matematica pode causar
estranheza, sobretudo atendendo a que existe jA uma Licencia-
tura em Matemaética e Fisica. Essa presenca corresponde a um
ponto de vista multo generalizado em Italia, segundo o qual o
matematico precisa de tomar contacto com as cidncias da natu-
reza. De resto, é preciso notar que os programas destes cursos
sdo em regra moderados.
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vagdo em todos os cursos fundamentais e em pelo
menos trés dos cursos complementares por ele escolhi-
dos. A parte mais importante do exame de licenciatura
6 a discussao oral de uma tese escrita que, na medida
do possivel, deve revelar uma certa originalidade.
(Ndo ha em Italia nenhum tipo de exame que corres-
ponda propriamente ao nosso doutoramento; o licen-
ciado é automaticamente doutor). Além da discussédo
do trabalho escrito, o exame de licenciatura com-
preende ainda a discussdo oral de dois ou trés temas
propostos pelo jari.

A partir do terceiro ano o aluno dirige o melhor
dos seus esforcos para apreparacdo da tese. Os cursos
complementares que tiver escolhido fornecer-lhe-&o
matéria e sugestdes para esse fim. O papel do pro-
fessor em tais cursos deve pois ser em grande parte
o de orientar o aluno para o trabalho de investigacgéo,
ou pelo menos para o de reelaboracdo pessoal. De
resto, no segundo biénio o numero de horas lectivas
6 bastante reduzida (ndo ha trabalhos préaticos na
maior parte dos cursos), o que deixa ao aluno muito
tempo livre para se concentrar e trabalhar por si. Ha
ainda actividade de seminérios, mas ndocom o caracter
e a intensidade que se observa por exemplo na
Alemanha (i).

Analisando os dados precedentes sobre a organiza-
cdo geral da licenciatura em Matematica, descobrem-se
ali, sem duvida, varios pontos discutiveis ; mas isso
agora pouco interessa, mesmo porque, como dissémos,
se estd em véspera duma reforma em Itélia.

Foquemos antes alguns aspectos interessantes dessa
organizacdo. O primeiro, o que salta logo a vista, é o
da separacgdo entre cursos fundamentais e cursos com-
plementares a opg¢do; mas esse ndo 6 exclusivo da
Italia e tende a associar-se de tal modo a concepcao
moderna de ensino universitario, que ja ndo carece
de atitudes encomasticas.

O que julgo ser tipico no ensino italiano é aquela
existéncia de cursos bienais de Anéalise e de Geome-
tria, cada um deles regidos por dois professores que
se alternam de maneira que todo o aluno em condigdes
normais possa ter o mesmo professor nos dois anos
sucessivos. As vantangens que dai resultam para o
ensino parecem-me apreciaveis. As matérias geral-
mente tratadas nos dois primeiros anos de Analise
como parte de uma cultura geral que se estende aos
preparatérios de Engenharia, constituem um todo
indivisivel, uma unidade cientifica a qual convém
que corresponda unidade de orientagdo pedagdgica.
Neste ponto o regime italiano distancia-se bastante
do de outros paises, nomeadamente a Alemanha, em

(") O trabalho de seminario 0 mais desenvolvido nos Colé-
gios Universitarios de que falaremos adiante.

que se da logo de inicio uma fragmentagdo dos cursos
em semestres, sem necessaria continuidade pessoal de
regéncia ; ora, se este Gltimo sistema é aceitavel —e
até o mais indicado — na fase de especializagdo, o
mesmo ja ndo se pode dizer quando se trata de cons-
truir uma culturabéasica, a que convém essencialmente
0 caracter unitario.

A mesma unidade se imp0e ainda no estudo da
Geometria (analitica, projectiva e descritiva). Em
particular, o facto de a Geometria analitica nédo estar
incluida no curso de Anadlise (ao contrario do que
acontece entre nds) permite fazer um ensino mais
cuidado e eficiente de qualquer dessas matérias.
De resto, Andlise e Geometria sdo ramos distintos da
Matematica, que correspondem mesmo a mentalida-
des bem diversas.

Tém sido publicados em Italia, em diferentes
épocas, excelentes textos de Matematica para o ensino
superior. Varios desses livros, geralmente notaveis
pela clareza, pelo rigor légico e pela seriedade cien-
tifica, tém-se tornado de tal modo conhecidos na
grande massa dos nossos estudantes universitarios
que nem vale a pena cita-los aqui. O éxito que tém
alcancado no nosso meio deve também atribuir-se,
em grande parte, aquela afinidade étnica a que ja no
comego fiz referéncia, apontando-a como uma das
razdes pelas quais oferece particular interesse, para
nés, o conhecimento das condi¢cdes em que ¢é feito
o0 ensino em Itélia.

Neste sentido sdo ainda dignos de nota os seguin-
tes comentarios de F .ENRIQUES, embora estes nédo se
refiram ao panorama actual:

«As Universidades italianas, em que as matema-
ticas se encontram num alto nivel, oferecem aos jovens
candidatos ao ensino favoraveis condi¢cfes de estudo,
sob a orientagdo de mestres que sdo,em geral, valiosos
cultores da ciéncia. Além disso, a disposi¢do dos estu-
dos do primeiro biénio tem vindo a organizar-se de
tal modo que os cursos fundamentais adquiriram no
nosso pais uma forma particularmente cuidada, dando
assim lugar a tratados que sdo muitas vezes modelos
de acabado rigor. Se um defeito se lhes pode apontar,
por vezes, do ponto de vista didactico, é s6 este: que
a exposicdo perfeita deixa menos ao esforgo do aluno,
ou que o rigor légico esconde em parte a génese das
ideias. Mesmo a exacta formulacdo das restrigdes
exigidas no enunciado dos teoremas pode pertubar a
visdo da génese das ideias, e até a inteligéncia do
seu valor.»

ENRIQUES aponta em seguida que, como correctivo
ou complemento a este ensino purista, surgiu a neces-
sidade de apresentar por outro lado aos alunos uma
vista geral dos desenvolvimentos que precederam
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o ultimo grau de perfeicdo da teoria. E acrescenta:

«A formacdo de professores de mateméatica que
estejam a altura das suas funcgdes didacticas requer
em geral que a ciéncia seja por eles apreciada néo
somente no aspecto estatico, mastambém no seu evo-
luir. E portanto que oestudioso aprenda pela historia
a reflectir sobre a génese dasideias e que, por outro
lado, participe nointeresse pela investigagdo».

oDespertar o interesse dos futuros professores (do
ensino secundario) pela investigagdo cientifica e
manté-lo depois vivo neles, é tarefa delicada, por-
quanto os problemas de altas matematicas parecem,
a primeira vista, inteiramente desligados do campo
elementar em quevira a desenvolver-se a actividade
do professor da escola média. Importa por isso mos-
trar a contribuicdo significativa que as matematicas
superiores prestam em varios sentidos a inteligéncia
dos conceitos e aresolugdo dos problemas elementares».

E, neste sentido, ENRIQUES salienta o papel desem-
penhado em Italia pelas «Questioni riguardauti le
matematiche elementari» e pelo «Periddico di Mate-
matiche», a queja me referi.

Ensino posr-universirario

Sdo ja tradicionais em Italia os cursos de aperfei-
¢oamento ou de extensdo universitaria, anuais ou
bienais. Muitos destes cursos témcaracter de espe-
cializacdo técnica, e porisso quem os segue pretende
sobretudo obter um titulo para fins profissionais. Mas
outras vezes trata-se antes de cursos comfinalidade
especulativa, dedicados ao escol dos jovens licen-
ciados. Os professores que 0s regem sdoem regra
cientistas, cuja obradeinvestigacdo, consagrada den-
tro e fora do préprio pais, atrai estudiosos de varios
pontos do mundo civilizado. Quem assiste a esses
cursos ja nao é movido pelo simples propésito de
superar os exames e alcangar um diploma, mas sim
pelo amor da ciéncia, no sentido platénico desta
expressdo; janao haverdadeiramente prelecgdes dum
professor dirigidas a alunos, masantes uma conversa
amena entre um homem experiente eum nucleo de gente
idealista, que o procura para ser encaminhada na ex-
ploragdo dosnovos trilhos doconhecimento — tal como
acontecia noscirculos filoséficos da antiga Grécia.

Deste modo se criam, se desenvolvem e se propagam
as grandes escolas deinvestigacdo. Uma das que nos
Gltimos 70 anos mais témflorescido no solo italiano
é a escola de Geometria algébrica, de que foi arauto
LUIGI CREMONA e de que foram principais construtores
FEDERIGO ENRIQUES, GUIDO CASTELNUOVO e FRANCESCO
SEVERI (falecidos os trés primeiros). Sucessivas gera-
¢0es de gedmetras devarios paises tém bebido daquela
fonte: umaparte da juventude passaram-na em Ita-
lia, junto dos grandes mestres.
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Mas também a escola italiana de Anéalise, embora
menos genuinamente italiana, tem tido representantes
da mais alta categoria: VITO VOLTERRA, Ocriadorda
Analise funcional ; GREGORIO RICCI e TULLIO LEVI-
-CIVITA, os fundadores do Calculo absoluto ; e ainda
BETTI, PINCHERLE, DINI, ARZELA, GIULIO ASCOLI, CESARO,
BIANCHI, TONELLI, e tantos outros, e tantos mais (*).

Desde longa data se concedeu aos estudiosos largo
apoio concretizado em bolsas de estudo e facilidades
de varia ordem ;mas nao haviainicialmente uma orga-
nizacdo efectiva de trabalho deinvestigacdo segundo
as concepgdes modernas. Falando com ENRIQUES sobre
o assunto, dizia-me este: «Osrapazes vinham para aqui,
assistiam aos nossos cursos e visitavam-nos para
trocarem connosco impressées emlongas conversas».

H& contudo particularidades da organica de ensino
que, apar da tradigdo cientifica e doexemplo vivo dos
mestres, explicam em grande parte o alto nivel atin-
gido pelas investigacdes matematicas naquele pais.

Citarei em primeiro lugar umacircunstancia que re-
puto importantissima : osassistentes témali pouco tem-
po detrabalho lectivo, no maximo 4 horas por semana;
somente oservigo de exames (os do iim do ano que outros
ndo hanormalmente) épara eles um tanto absorvente.
Todo o tempo restante podem-no emregra dedicar ao
trabalho de aperfeicoamento c de investigacgéao.

O periodo que vaidos 18 aos 25 anos é geralmente
decisivo para a vida dum cientista. Lendo as biogra-
fias dos grandes matematicos, observa-se que as pre-
missas das suas obras sdo lancadas quase sempre
durante aqueles anos. E pois necessario ndo extinguir
ou enfraquecer com umregime de trabalho impréprio
essa chama sagrada querompe e se ateia no periodo
aureo daexisténcia ! (*)

J& vimos que ndo existe em Itdlia um acto corres-
pondente ao nossso de doutoramento: o doutor é o
licenciado. Ali, o acto fundamental nacarreira do en-
sino universitario (ap6s a licenciatura) é o da aqui-
sicdo do titulo de «libero docente» (professor livre),
que de certo modo poderiamos assimilar, quanto a
efeitos legais, ao titulo de «professor agregado», mas
que nao requere provas publicas como as que se
prestam entre ndés: a atribuicdo da «libera docenza»
¢é feita essencialmente com base no «curriculum vitae»
do candidato, cujos trabalhos sdo submetidos a apre-
ciagcdo dum juri especializado; a parte isso, o candi-
dato ter4d de fazer umaconferéncia sobre assunto do
seu campo de investigagdo e pode, eventualmente,

() A ordem por quo sdo aqui citados estes uomes néaopre-
tende de nenhum modo ser umaordem do valores.

(*) Neste sentido, nunca é demais encarecer a ac¢do benéhca
do nosso Instituto de Alta Cultura, principalmente no que Sft
refere a concessdo de bolsas de estudo fora do Pais.
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ser obrigado a uma prova didactica, da qual porém
sera dispensado desde que lenha revelado competéncia
no desempenho de fungBes docentes. E, ainda depois
disso, nos concursos a lugares de professor cate-
dratico, é sobre a obra cientifica acumulada pelos
candidatos até ao instante do concurso (chegam a
apresentar-se provas tipograficas de trabalhos) que
se baseia substancialmente a decisdo do jari.

Ha& por outro lado umainstituicdo que, por si sé, tem
feito pela Matematica e, em geral, pelaculturaitaliana,
mais do que varias universidades juntas: refiro-me a
Escola Normal Superior de Pisa, da qual tém saido
muitos dos maiores valores de que a Italia se orgulha
no campo das ciéncias e das letras. A maior parte
dos matematicos atras citados passaram por aquela
Escola ou foram ali professores (BETTI e Dixi foram
mesmo directores da Escola, exercendo uma influén-
cia profundissima em varias geracdes de analistas).
A Escola Normal Superior de Pisa é um  Colégio
Universitario que recebe, mediante concurso nacional,
estudantes inscritos nas Faculdades de Letras e de
Ciéncias de Pisa, bem como licenciados por escolas
congéneres de toda a Italia ou mesmo do estran-
geiro. Além de alojamento e alimentacdo, fornece-lhes
gratuitamente ensino, a complemento daquele uni-
versitario, sob a forma de cursos, seminarios e confe-
réncias ; para os licenciados ha cursos de aperfeicoa-
mento. Ao entrar para a Escola, os alunos assumem
a obrigacdo formal de se dedicarem mais tarde ao
ensino ou a carreira cientifica. A Escola publica uma
importante revista, os «Annali delia Seuola Normale
Superiore di Pisdo.

H& ainda e.n Itdlia varios outros Colégios Universi-
tarios e Case dello Studente, com fung¢des mais ou menos
semelhantes as do anterior—mas nenhum com a tra-
dicdo, o nivel, o espléndido fulgor da Escola de Pisa.

Mas a investigacdo cientifica em Itdlia esta hoje
subordinada a um plano geral de organizagdo, mon-
tado em grande escala.

Pela sua parte, o aConsiglio Nazionale  dette Ricer-
che» —o6rgdo do Estado que promove, coordena e
disciplina as investiga¢des tendentes ao progresso
cientifico e técnico da Nagdo —mantém um ndmero
muito elevado de Centros de Estudo (com quadros
permanentes de pessoal e ricamente apetrechados com
material do mais moderno) e concede anualmente
numerosas bolsas de estudo para principiantes (*).

(") Né&o disponho neste momento de dados estatisticos actuais
a completos sobre a vastissima organizagdo do C.N.It.

Mas anuncia-se para breve em Portugal uma exposicdo pro-
movida pelo C.N. R., com a colaboracdo do Instituto Italiano
de Cultura, sobre a actividade tecnico-cientifica da Italia nos
Gltimos trinta anos, o entdo so poderd ter ideia do que seja
aquela organizacéo.
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A par das revistas especializadas em que se publicam
trabalhos relativos aos diferentes ramos de investi-
gacdo, o «Consiglio Nazionale delle Ricerche» publica
uma revista proépria, «La Ricerca Seientifica», que,
em fasciculos mensais de 150 paginas, resume a activi-
dade geral dos Centros de Estudo dependentes daquele
organismo; além disso, subsidia a publicacdo né&o
s6 de revistas, como ainda de muitas obras cien-
tificas .

De resto, nem toda a actividade de investigacdo —
incluindo aquela estipendiada pelo Estado —depende
do «Consiglio Nazionale delle Ricerche». E, para dar
uma ideia aproximada do que é essa actividade, seria
necessario um longo artigo ou antes uma série de
artigos escritos expressamente com esse fim. Limi-
tar-me-ei por isso a falar dos dois Institutos que
conheco directamente —o «lstituto  di Alta Matemaética»
e o «lstituto per le Applicazioni dei Calcolo», ambos
de Roma.

O lIstituto di Alta Matematica, fundado em 1940,
gracas ao grande prestigio e dinamismo de FBANCESCO
SEVEKI, seu primeiro e actual Presidente, funciona em
edificio comum ao da Sec¢do de Matemaéatica da Uni-
versidade de Roma. Embora se trate de um centro de
estudos post-universitarios, que ndo implica exames
nem concessdo de qualquer titulo ou diploma, con-
serva ainda na sua estrutura caracter universitario
no que diz respeito a pessoal docente e a realizagao-
de cursos: —tem um quadro constituido por profes
sores catedraticos, assistentes, etc. ; no comeco de cada
ano lectivo publica um programacircunstanciado dos
cursos e conferéncias a realizar durante esse ano
(excepto algumas que né&o estejam previstas) acom-
panhado dos respectives horarios (em regra, 3 horas
semanais para cada curso).

Os alunos do Instituto de Alta Matemaética, cha-
mados «discepoli ricercatori», sdo em geral jovens
licenciados, italianos ou estrangeiros, que estdo in-
teressados em seguir a carreira do ensino universi-
tario ou da pura investigacdo e aos quais sdo conce-
didas bolsas de estudo.

Os professores do Instituto, que, em principio,
devem ser investigadores conhecidos pela sua obra
nos meios cientificos de todo o mundo (e sdo-no real-
mente), organizam os programas dos seus cursos pre-
cisamente sobre assuntos relativos a trabalhos pes-
soais. As ligdes séo feitas em estilo ameno de conversa
e, mais do que a exposi¢do dum corpo de doutrina
perfeitamente organizado e estabilizado, tendem a
revelar as dificuldades encontradas no decurso das
investigagdes, indicando pontos a precisar, levantando
novos problemas e sugerindo ideias. A licdo é geral-
mente seguida duma troca de impressdes entre os
circunstantes e, por vezes, de animada discusséo.
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Aos discipulos investigadores sdo propostos temas
xya& podem mesmo surgir espontaneamente no decurso
dessas reunides. Os resultados que porventura forem
obtendo sdo comunicados a professores e colegas,
directamente ou em conferéncias, e, uma vez contro-
lados e sistematizados, serdo expostos em notas ou
memarias que podem ser publicadas nos «Rendiconti
di Matematica e delle sue Applicazioni» ou em qual-
quer outra das muitas revistas existentes no pais.

No seu curto periodo de existéncia, apesar das
profundas perturbacdes causadas pela Guerra (che-
gando a completa paralizacdo em 1944), o Instituto
de Alta Matematica tem conseguido acumular uma
obra de vulto, concretizada em numerosas publica¢des
e num intenso intercambio com diversos paises.

O Instituto para as Aplicagdes do Calcido tem estru-
tura e finalidade muito diversas das do primeiro.

Fundado em 1927 pelo Prof. MAURO PICOXE, seu
actual director, tem por objectivo essencial subsi-
diar as ciéncias experimentais e a técnica, no
que se refere a analise mateméatica quantitativa
edos seus problemas; para tanto compete-lhe, por um
lado, prestar colaboracdo e assisténcia cientifica a
eentes oficiais ou particulares que se lhe dirijam, para
resolucdo de problemas que se pdem nos diversos
dominios aplicativos, e, por outro lado, desenvolver
pesquisas tendentes ao aperfeicoamento e a criagéo
de métodos da Anéalise matematica, que lhe permitam
«star & altura do desempenho de tdo complexa e di-
ficil missdo.

A frente deste Instituto encontra-se um conselho
directivo composto por um Presidente, pelo Director
«do Instituto e pelos representantes de numerosos
eorganismos oficiais e particulares, incluindo os Mi-
nistérios da Aerondautica, das Obras Publicas, das
Comunicagdes, das Corporagdes, da Instrucdo, da
Guerra e da Marinha.

O pessoal de investigacdo e de execuc¢do do Insti-
tuto compreende um Director, um Vice-Director,
eCoadjutores, Consulentes ordinarios, Calculadores,
Assistentes Calculadores e Desenhadores.

Para dar uma ideia das investigacfes desenvol-
vidas neste Instituto, comegarei por indicar alguns
edos ramos da Ciéncia e da Técnica, sobre os quais

tém incidido : 1) ciéncia das construgbes e teoria da
selasticidade ; 2) estdtica e dinamica das  construcbes
aeronauticas; 3) fenémenos  vibratérios em varios  ti-
pos de construgbes ; 4) hidraulica; 5) construgdes de

pontes; 6) construgdes de maquinas; 7) caminhos de
Jerro; 8) electrotécnica, electromagnet ismo e  radio-
técnica; 9) termometria e termologia; 10) aerodi-
namica; 11) geofisica; 12) Optica; 13)  economia
industrial; 14) estatistica; 15) célculo actuarial;
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16) financas; 17) dinamica econdémica ; 18) balistica e
técnica  do tiro;  19) tabulagdo de fungdes cléssicas.

Muitas destas pesquisas tém requerido prévias in-
vestigacfes puramente matematicas, algumas das
quais se concluiram s6 ao fim de varios anos de
tentativas e estudos. Deste modo o Instituto para as
Aplicagdes do Céalculo estabelece um contacto vivo,
fecundissimo, entre a Matematica e as Ciéncias apli-
cadas. E o resultado pode ver-se na massa imponente
de publicagdes do Instituto, que vao desde as mais
abstractas e desinteressadas especulagfes matema-
ticas até as mais concretas e utilitarias aplica-
coes.

O escol da moderna geragdo de matematicos italia-
nos tem sido em grande parte influenciado pela acti-
vidade deste Instituto, o que ja em si € uma excelente
promessa de fecundidade. Essa influéncia comega por
vezes bastante cedo, porquanto muitas das teses de
licenciatura sdo ali preparadas.

No Instituto para as Aplicacdes do Calculo a reso-
lucdo dos problemas é geralmente conduzida até a
fase final — ao resultado numérico expresso em alga-
rismos. Para isso, o Instituto é ricamente dotado de
instrumentos graficos e mecanicos de calculo numé-
rico. Neste momento esta-se ali em via de adquirir
uma maquina calculadora electréonica Ferranti, cons-
truida em Manchester, Inglaterra. Tem esta maquina
uma memoéria de 16384 células para numeros de 40
algarismos binarios, sobre tambor magnético, e uma
memdria «rapida», de tubos de raios catddicos
Williams, de 384 células, igualmente para nUmeros
de 40 algarismos binérios. Prevé-se que com o em-
prego desta maquina seja possivel inverter matrizes
quadradas de ordem 100, num periodo de 20 horas,
0 que é verdadeiramente assombroso, se atendermos
a que uma tal inversdo implica o calculo de 10.000
coeficientes, cada um dos quais requero, por si sé, um
nimero desmedido de operacbes. E ndo se pense
que a maquina electrénica substitui o matematico.
De nenhum modo! O papel da maquina 6 executar
determinados planos e, para elaborar esses planos,
exige-se o concurso de mateméticos de varios tipos,
inclusivamente especialistas de Légica matematica.

H& poucos anos foi deliberado, apés longo estudo,
fixar em Roma o Centro Internacional de Calculo
Mecénico da V. N. E. S. C. O., sob a direc¢do profi-
cientissima do Prof. PICONE. Estd em curso a organi-
zagdo das instalagdes, a cargo do Prof. ALDO GHIZZETTI
Vice-Director do Instituto para as Aplica¢gdes do
Célculo.

Deste modo se deu justa consagragdo a uma acti-
vidade de varios anos, a qual se encontram ligados
altos interesses culturais e econémicos duma grande
Nacéo.
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MOVIMENTO

CIENTIFICO

PROFESSOR GOTTFRIED KOTHE

Ao0s estudiosos portugueses que se interessampor
Anélise funcional, ofereceu olnstituto de Alta Cultura
uma preciosa oportunidade, convidando avir fazer no
Centro de Estudos Matematicos de Lisboa umcurso
de dois meses, sobre a teoria dos espagos vectoriais
topolégicos localmente convexos, um dos primeiros
especialistas no assunto — o Prof. GOTTFBIED KOTHE
da Universidade de Moguncia.

A Gazeta de Matematica nédo pode deixar de regis-
tar comjubilo este acontecimento de t&o profundo
significado nanossa vida cientifica.

A teoria dosespacos localmente convexos é o ramo
de mais viva actualidade da Anélise funcional, ultra-
passando consideravelmente a teoria de BANACH em
possibilidades de aplicacdo frutuosa a questdes con-
cretas de Analise classica, quer no campo real quer
no campo complexo. Para justificar esta afirmacéo
bastaria aduzir como exemplo a teoria das distribui-
¢0es de SCHWARTZ, que tdo larga e sensacional reper-
cussdo obteve em poucos anos emvarios sectores das
matematicas puras e aplicadas: nos seus fundamentos
intervém, demaneira inevitavel, as modernas concep-
¢oes da Analise funcional.

Ora um dos principais pioneiros naconstrucdo da
teoria dos espac¢os localmente convexos € precisamente
o Prof. KOTHE, cujos trabalhos publicados a partir de
1931, inicialmente em colaboragdo com OTTO TOEPLITZ,
sobre os espagos «perfeitos» («vollkommene R&ume»)
e, em particularainda, sobre osespagos «escalonados»
(«Stufenraume»), contém ja o germe da teoria dos
dos espacos localmente convexos —como € postoem
relevo por DIEUDONNE num recente artigo, no Boletim
da Sociedade Mateméatica Americana.E ,ainda depois
disso, G.KOTHE tem continuado a contribuir de ma-
neira primacial para o desenvolvimento da teoria,
na forma que lhe foi dada pelos trabalhos decisivos
de MACKEY, DIEUDONNE e SCHWARTZ.

As mais recentes publicagdes de KOTHE tratam de apli-
cacdes dareferidateoria aos espagos de fungdes analiti-
cas, nomeadamente asrelacdes entre osfuncionais ana-
liticos de FANTAPPIE e as distribuicdes de SCHWARTZ.

Convém recordar entretanto que a primeira faseda
vida cientifica do Prof. KOTHE se desenvolve no
campo da Algebra abstracta. Discipulo de EMMY
NoETNnER juntamente com VANDER WAERDEX, MAX
DEURING, LEVITZKI e outros («The NORTHER'S boys»
como lhes chama HERMANN WEYL num interessante
artigo (!) sobre a figura dacélebre matematica preco-
cemente extinta), ele foidurante varios anos urados
mais eficazes continuadores daobra dagrande alge-

(") «Scripta Mathematka», 1935.

brista de GOTTINGEN. Ainda hoje se sente a influéncia
de varias das ideias introduzidas pelo Prof. KOTHE
no estudo dos sistemas hipercomplexos.

E com tal formacdo que ele iréa avizinhar-se
de OTTO TOEPLITZ, O eminente analista da escola de
HILBEBT, empenhado em investigacdes de longo al-
cance sobre espacos funcionais. Assiste-se entdo a
um belo exemplo de colaboracdo cientifica, em que
mais umavez o espirito algébrico se associa ao
espirito analitico numa sintese fecunda. E é partindo-
de questdes concretas, ricas decontetdo, numa ascen-
sdo indutiva do particular para o geral, quevao nas-
cer os modernos esquemas daAnalise funcional.

Eis um réapido pérfil do cientista convidado pelo
Instituto de Alta Cultura a vir realizar um curso no
Centro de Estudos Matematicos de Lisboa. Este curso
teve inicio no dia9 de Marco de 1954 e abrange os
seguintes tépicos:

1 — Preliminares algébricos:  espagos vectoriais (sem
topologia), bases, dimensdo, espa¢o quociente e espago
complementar, dual algébrico, espagos ortogonais,
conjuntos convexos e semi-normas, teorema de HAHN-
-BANACH (nasduas formas, analitica e geométrica)®

2 — Preliminares topoldgicos espagos métricos,
teorema de BAIRE, estruturas topoldgicas, filtros e
ultrafiltros, compacidade, produto topoldgico, estru-
turas uniformes, filtros de CAUCHY, espagos completos,
no¢do de conjunto precompacto.

3 — Espagos  localmente  convexos : definicdo e pri-
meiras propriedades, espa¢os normados, espa¢os de
BANACH, espagos (F), espaco quociente, suplementar
topolégico, completagcdo, conjuntos limitados, siste-
mas duais, topologia fraca, teorema dos bipolares,
teorema sobre os conjuntos uniformemente limitados
teorema de BANACH-MACKEY sobre os conjuntos limi-
tados, topologia forte, topologia de MACKEY e topolo-
gia daconvergéncia uniforme sobre os compactos.

No dia6 de Margo o Prof. KOTHE realizou, no Ins-
tituto dos Altos Estudos da Academia das Ciéncias de
Lisboa, uma conferéncia subordinada ao titulo «La
théorie desespaces localement convexes et sesappli-
cations a I'Analyse». A apresentacdo foi feita pelo
Prof. Vitor Hugo de Lemos, que, na qualidade de sécio-
efectivo da Academia das Ciéncias, tragcou as linhas
fundamentais do «curriculum vitae» cientifico do-
conferente, enaltecendo a sua obra de investigagé&o.

No momento em que redigimos esta noticia anun-
cia-se umaoutra conferéncia do Prof. KOTHE, que
terd lugar naFaculdade de Ciéncias de Lisboa, sobre
o tema: «Leprobléme de la non-contradiction dans

les mathématiques». J. Sebastido e Silva
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ESCOLA DE ESTATISTICA DA UNIVERSIDADE DE MADRID

E notavel a atengdo que se tem dado nos dltimos
anos no pais vizinho aos estudos de Estatistica e o
seu desenvolvimento acentua-se dia a dia.

A criagdo, ha ja anos, do Instituto de Investigagdes
Estatisticas do Concelho Superior de Investigagdes
Cientificas, cuja direc¢do foi entregue ao Prof. SIXTO
Rios, foi um passo decisivo. Professores espanhois
tém ido espeeializar-se nos centros estrangeiros, esta-
tisticos de grande categoria internacional tém feito
«em Madrid cursos e séries de conferéncias, numerosas
tradugdes de literatura da especialidade foram ja
publicadas e outras estdo em curso. A revista «Tra-
bajos de Estatistica» que iniciou a sua publicagéo
em 1950 é hoje um jornal indispensavel para os que
*e ocupam de Estatistica Mateméatica. A Espanha
possui enfim um grupo de bons estatisticos mate-
maticos.

Recentemente foi criada na Universidade de Madrid
«ma Escola de Estatistica (‘). Dirige-a o Prof. SIXTO
R10OS.

Pelo interesse que apresenta transcrevemos o plano
«de estudos da Escola:

Grau Médio
Horas por semana
Teér. Prat.
Matematicas Gerais; 2 periodos de 4 meses 3 2
Estatistica Geral (2); 2 » » 4 » 3 1

Elaboracdo de Estatis-
ticas(l "per.dedmeses)
Métodos Estatisticos Ge-
rais (2.° per. de 4 meses)
3 Cursos de Aplicagdes (‘) 2

Métodos Esta-
tisticos (%)

Grau Superior

a) Diploma de Estatistica Geral

Horas por semana
I ANO Teér. Prat.

Matematicas 1(°); 2 periodos de 4 meses . . 3 2
Estatistica Geral (*); 2 periodos de 4 meses 3 1
Métodos Estatisticos ('); 2 periodos de 4 meses 2 2
3 Cursos de Aplicagdes () 2

() A esta Escola ja se referiu no n.° 56 de Gazela de Mate-
mética 0 nosso colaborador Dit. M. A. FERSASDES COSTA.

() O nivel deste curso serd, aproximadamente, o do livro
Applied  General Statistics de CKOXTON e COWDEN.

() O nivel do curso aproximar-se-& do do livro Métodos Esta-
tisticos aplicados it Economia e aos Negécios de MILLS.

() A escolba dentre os seguintes: Estatistica Demogréafica,
Estatistica Econémica, Aplicacfes da Estatistica a Inddstria»
Aplicagdes da Estatistica a Biologia e a Agricultura e Aplicagdes
da Estatistica a Pedagogia e & Psicologia.

(") Este curso abrange Geometria Analitica, Calculo Diferen-
scila e nogdes de Célculo Integral.

Grau Superior

Horas por semana
2» ANO Tedr. Prat.

Matematicas 11 (") ; 2 periodos de 4 meses . 3 2
Estatistica Matematica () ; 2 periodos de

4 meses 3 1
MétodosEstatisticos(*);2periodosdedmeses 2
2 Cursos de Aplicagdes () 2

N

O aluno, durante o curso, tera de realizar um tra-
balho tedrico-pratico sob a direccdo de um Professor
da Escola.

b) Diploma de Estatistica Matematica

Horas por semana
1." ANO Teér. Prat.
Matematicas para Estatisticos () ;2 per. de
4 meses 3 2
Estatistica Matematica (") ;2per. de 4 meses 3 1
Métodos Estatisticos (**); 2 per. de 4 meses . 2 2
2 Cursos de Aplicagdes () 2

2.° ANO
Calculo das Probabilida-

Estatistica Mate- des () (1.° per. 4 meses) 3 1
matica Teoria da Inferéncia (*)
(2.° per. 4 meses) . .. 3 1
2 Cursos de Aplicagdes (*) 2

O aluno devera realizar durante o curso um tra-
balho teérico-pratico sob a direc¢do de um Professor

de Escola.
M. Z.

() O nivel deste curso aproximar-se-4& do livro de SMITH e
DUXCAN, Fundamentals of lhe Theory of Statistics.

() O nivel deste curso serd aproximadamente o da obra
Elementary Statistical Analysis de wiLks (j& traduzido em
espanhol).

() A escolha dentre 9 cursos: os 5 j& citados para o Grau
Médio e Técnica da Amostragem, Estatistica Actuarial, Econo-
metria, Estatistica Aplicada & Medicina.

(") Este curso abrange Calculo Integral, Céalculo Matricial,
Formas Quadraticas e Calculo das Diferencas Finitas.

() Nivel do curso aproximadamente o do livro de MOOD,
Introduction to the Theory of Statistics.

(") O nivel do curso devera aproximar-se do das obras: Sta-
tistical Methods in Research do JOHNSON e Techniques of Statis-
tical analysis da Universidade de Columbia.

() A indicar posteriormente.

(") O curso compreenderd : Teoria da Medida, Célculo Matri-
cial, Espagos Funcionais, etc.

(") Nivel aproximadamente o da obra Introduction lo the
Theory of Statistics de MOOD.

C’) O mesmo nivel que para o curso de Estatistica Gerai.

() Os mesmos do curso de Estatistica Geral.

Q') (*) O nivel destes cursos aproximar-se-4& do dos livros
-In Introduction  to Probability =~ Theory and ils Applications de FELLER
ou Calcul des Probabilitts de FOKTET e Mathematical ~ Methods of
Statistics de I1. CRAMER.

(J) A indicar posteriormente.
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INSTITUTO ELIE CARTAN — Universidade de

Num pais como o nosso, onde, ainda ha bem poucos
anos, a ideia da formagdo de centros ou institutos de
investigagcdo anexos as Universidades era nova e dava
lugar a controvérsias, e onde a pesquiza cientifica se
tem processado mais pelo esforgo de individualidades
isoladas do que pelo de actividades coordenadas em
grupo, teria sem ddvida um grande interesse fazer o
estudo da histéria (moderna) de tais ndcleos de tra-
balho, nos paises que ddo maior contribui¢cdo ao pro-
gresso das ciéncias. Desse estudo se poderiam recolher
boas li¢gdes para nosso uso e nao faltam, entre os his-
toriadores portugueses amigos da ciéncia e os cien-
tistas portugueses amigos da histéria, quem possa
entregar-se a essa tarefa.

Uma simples constatagdo é o facto —contrario ao
que muita gente pensa—de que nem sempre um es-
tudo cientifico nasce j& estruturado e batizado com
um regulamento, uma dotagdo e uma fachada, criado
por decissdo oficial da entidade competente. Muitas
vezes ele se forma pela actividade cientifica persis-
tente dum grupo de estudiosos, que se ndo detém em

ORGANIZAGAO E ACTIVIDADES

Qualquer estudante francés ou estrangeiro pode ser
ouvinte do Instituto ELIE CASTAN. N&o lhe é exigido
qualquer pagamento pela inscricdo. Qualquer profes-
sor de Universidade francesa ou estrangeira, mate-
matico, pode ser convidado a fazer um curso ou série
de conferéncias no Instituto, pelo que recebera emo-
lumentos.

Os ouvintes do Instituto ELIE CARTAN assistem aos
ecursos, conferéncias e semindrios organizados pelo
Instituto. Ndo tém de prestar prova alguma de exame,
mas encontram junto dos professores do Departamento
Matematico da Faculdade de Ciéncias de Nancy e dos
organismos administrativos da Universidade todo o
auxilio material e técnico que necessitem: uso das
bibliotecas universitarias e do Instituto ELIE CARTAN;
participagdo das vantagens materiais de que bene-
ficiam os estudantes da Universidade de Nancy ;
direccdo de investigagOes e de trabalho.

Os estudantes estrangeiros, bolseiros em Frangca,
que desejem ir para Nancy como ouvintes tém inte-
resse pratico em indicar os seus projectos a Direccéo
do Instituto ELIE CARTAS por altura do més de Julho
de cada ano, em vista da organizagdo do ano escolar
seguinte (Novembro a Junho). Em certos casos par-

Nancy

peias burocréaticas e decidem trabalhar em conjunto,
uma vez reunidas as condi¢gdes minimas indispensa-
veis. Exemplos disso encontram-se por toda a parte.

Quero citar aqui o caso do Instituto ELIE CARTAS
anexo a Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Nancy, cuja recente fundagdo—como sublinha o opus-
culo que divulga o seu funcionamento—veio «concre-
tizar no plano administrativo uma realidade ja exis-
tente héa varios anos». Faco-o, de resto, com um sen-
timento mixto de satisfacdo e gratiddo, recordando
todo o beneficio recolhido para a minha formacgéo
matematica, duma estadia em Nancy em 1949-50,
quando tomei parte no seminario de pesquizas para
estudantes avancados, criado um ou dois anos antes
e que foi o germe de formagdo do Instituto ELIE
CARTAN.

As informag¢des que seguem, relativas a organiza-
¢do e actividade do Instituto, sdo transcritas do refe-
rido opUsculo. Elas mostram, por si so, o alto nivel
cientifico e a projec¢cdo internacional que assume
actualmente essa actividade. A. Pereira Gomes

DO INSTITUTO ELIE CARTAN

ticularmente interessantes podem receber um auxilio
pecunidrio da Direc¢cdo Geral do Ensino Superior.

O Conselho de Administragdo do Instituto ELIE
CARTAS €, provisoriamente, composto pelo Director
da Faculdade de Ciéncias de Nancy, como Presi-
dente, pelo Prof. J. DELSARTE, como Director, pelos
Profs. J. DIEUDONNE, L. GAUTHIER e R. GODEMENT da
Faculdade de Ciéncias de Nancy e pelos Profs. H.
CARTAN e L. SCHWARTZ da Faculdade de Ciéncias de
Paris.

Anteriormente ao reconhecimento oficial do Instituto
E. CASTAN (decreto ministerial de 1 de Julho de 1953),
durante o ano lectivo 1952-53, oito professores estran-
geiros, cinco estudantes americanos, bolseiros FUL-
BRIQHT e um estudante canadiano, bolseiro do seu
Governo, participaram das actividades do Instituto.
Os Professores estrangeiros BUREAU, de Liege, DEU-
RING, de G&ttingen, EDWARDS, de Londres, E. PIILLE,
de Yale, HILTON e SMITHIES, de Cambridge, STONE
de Chicago e WHITEHEAD de Oxford expuseram em
conferéncias varios assuntos e resultados das suas
investigacdes. Realizaram no Instituto cursos os
Professores franceses DELSARTE e GODEMENT de Nancy
e J. SERRE do C.N.R.S. Y
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ELEMENTARES

PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militares e curso de engenheiros
geégrafos — Ano de 1953 — Ponto n.° 1.

3734 —Provar que dois nimeros fimpares conse-
cutivos sdo sempre primos entre si.
e 2n + 3 0s numeros. Todo o
divisor ~comum dos dois nameros ser& um divisor da sua
diferenca  isto & de 2, como os divisores de 2 sdo le2e
este Gltimo n&o é neste caso divisor dos dois nimeros so
1 oserd eportanto  0s numeros S&o primos entre  Si.

R : Sejam 2n + |

3735 — Calcular dois inteiros positivos, sabendo
que o0 seu m. m.c. é 308 e que o0 seu m.d.c. é11.
Achar as diversas solugcdes do problema.

R : Seja a=1lIlm e b= 11n os ndmeros cujo m dc
d 11 e cuop mmc i 308. Sera entdio 308 = Illm.n.,
ondfe. m e n sdo inteiros primos  entre  si. Daquela
formula resulta mn = 28 e portanto ou m=1 e

n=28 oum=2en=14, ou m=4¢e n= 7, donde
as trés solugbes : ai = 11 ,bi= 308;aj= 22, = 154 ;
a, = 44,b, = 77.

3736 —Qual o resto da divisdo do produto abe
por 9, sabendo que os restos das divisdes de a, b e ¢
por 9 sdo 3, 4 e 8 respectivamente. Justificar a res-
posta.

R : Em vista é abc= 3.4.8 mod 9
abc= 6 mod 9,

do enunciado

ou seja abc= 96 mod 9 ou ainda
e daqui resulta ser o resto 6 . A justificacdo resulta
da definicho  de congruéncia e das propriedades das

congruéncias.

3737 — Decompor de todos os modos possiveis o
nimero 3000 em duas parcelas inteiras positivas, mul-
tiplas respectivamente de 18 e de 31.

18 x -)-31y = 3000 . Esta equagdo tem
inteira  y= —6, x= 177, donde as solu-

R : Sera
uma solucdo

¢Oes  gerais em nameros inteiros X = 177 + 31 m ;
y= —6—18m onde m €& um intiro ? As solugdes
inteiras positivas obtem-se  daquelas formulas desde
um inteiro tal que —177/31< m< — 1/3 quer dizer
que seja m —5</"m< —1/3, donde vem para m os
ralores —5, —4,-3, —2 e — 1. O problema tem
assim 5  solugdes.

3738 — Determinar m de modo que as raizes da
equagdo X*+ 2mae + 4= 0 sejam reais, desiguais
e ambas positivas.

R : TerA queser s = m-—4> 0, isto e, m-< —2

on m>2; ealem disso ser —m >0, donde finalmente
a solugdo do problema m< — 2.

3739 — Determinar x de modo que o0 2.°, 00.° 0
o 5. termos do desenvolvimento de (2 + x)° estejam
em progressdo geométrica.

R : Os termos pedidos s&o, 02°:80x,03°:80Xx" e
00°:10x"'. Para que os termos estejam em progressao

geométrica  terd que ser (80 x®):(80 x)= (10 x") : (80x»)

donde x _é Xx* e daqui as duas solugdes Xx=0 oux =8.

desde que se considere a  existéncia
de razdo 0, fora disso né&o.

X=*0 servird
geométricas

A solucéo

de progressdes

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militares e curso de engenheiros
gedgrafos — Ano de 1953 — Ponto n° 2.

3740—Provar que o produto de dois numeros
pares consecutivos 6 um multiplo de 8.

R : Sejam a= 2n e b= 2n-)-2 o0s nameros pa-
res consecutivos. Serd& ab = 2n(2n + 2)= 4n‘*-j-4n =
= 4n(n+1);por outro lado éoun=2poun=2p+ 1
JVo primeiro caso ab = 4.2p(n +1)= 8p(n+1)
e o produto é mdltiplo de 8. No segundo caso ¢ n+ 1 =
- 2p+ 2 eentdo ab = 4n(2p + 2)=8n(p + 1)
e do mesmo modo é ab mdltiplo de 8.

3741 — Determinar os inteiros positivos que divi-
didos por 7 ddo resto superior ao cociente em 3 uni-
dades.

R : A equacdo que resolve o problema & x= 7y+y-f-3
ou seja X — 8y >=3 da qual uma solugdo em  nudmeros
inteiros  se vé imediatamente ser x=3,y =0; daqui as
solugdes  gerais, em numeros inteiros X=3+8m e
y = m onde m e um inteiro qualquer. Quer dizer os
nameros  pedidos sdo da forma X =3+ 8rn onde
m ~ 0 & um inteiro, inferior a -l1pois o resto deve ser

inferior a 7.

3742 — Qual o resto da divisdo de a + b por 13,
sabendo que a é um multiplo de 104 e que 6 dividido-
por 13 déa de resto 8. Justificar a resposta.

R: Como 104 = 13 eb=13+8 sera a+b =134-8
donde o resto da divisdo de a + b por 13 é 8.

3743 — Decompor de todos os modos possiveis a

3149 , )

tracgao em duas parcelas fraccionarias positi-
' 510 ’ '

vas de denominadores 17 o 30, respectivamente.
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. 3149 X y i
R: Sera = f-— ou seja 30x+17y=3149
510 17 30
equacdo que admite a solugdo x = —1y = 187 donde
as solugdes gerais em numeros inteiros x= —1—17m
y = 187 + 30m onde m e um inteiro qualquer. Sendo
Lo 1
x>0 ey >0 vira < m< —e«— quer dizer m
30 17
ter4d os valores —6,—5,-4,—3,-2, e — 1 donde
vem para X os valores 101,84,67,50,33,16 e para

y os valores correspondentes 7,37,67,97,127,157.
3744 — Determinar m de modo que as raizes da
equacdao

x-— (@Am—1)x + 4» «-3=0

sejam reais e ambas positivas.

R : Deverd ser (1))A=@4m—I)'- 4(4m’°- 3)>0,

2P =4m-- S>0e (3)S=4m- 1> 0, iiWe
13 , v/3 j/B

se segue m<(;§ por (1) ; m> 3—ou m< 5 por

MATEMATICAS
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(2) ¢ m> — poi- (3). Daqui resulta dever ser
/3 13
—— < m< —.
N 8

3745 —Determinar n de modo que os coeficientes
do 5.°,do 6." e do 7.°termos de (x -fa)" estejam cm
progressdo aritmética.

R: O 5.°,6." e 7." termos
(x + a)"™ sdo respectivamente

do desenvolvimento de
"Cax"~‘a‘, "C.x" a’,

nes

X e para que os coeficientes estejam em  progressao
aritmética  deverd ser :
"C,—"C4="Cc —"C,ou"Cj+"C,=2"C, donde se obtém
n(n- 1)(n—2)(n- 3). n(- 1)ee(n—5)
6!
= &.n(ni)-->-4) ou ainda
0!

5.6+ (nh—4)(n—5)=2.6.(n—4) e portanto a
equagdo n*—21n+ 98 = 0 que admite as duas solucdes
n=14e n= 7, asquais servem ao problema.

SolugCos do J. S.1".

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

F. C. C.— MATEMATICAS GKIIAIS — 1.° Exame de Fre-

quéncia, 1952-S3.

3746 —Calcularaprimitiva dafungdoy= 1(x-r4y
(* + 4).
li: Py = - - - h—Ilog(x +4) I-log(x2 +
' 20 x+4 50 °° 100 "
X
+ 4)H arct I-C
) 200 “92

3747 —Calcular as derivadas laterais da funcéo

GEOMETRIA

F. C. C —GEOMETRIA DESCRITIVA —1." Exame de Fre-

quéncia, 1952-53.

3751 —Geometria de Monge. Conbece-se a pro-
jeccdo horizontal de um tridangulo, a projecgdo ver-
tical de um dos seus vértices, e o seu plano, quo é
definido pelos tragos. Determinar a projecc¢do vertical
do tridngulo.

GERAIS

e
I(»)-{",
no ponto x=1.
R: fi(l)=-1/3 e f;(l)--00.
3748 —Deduza ocritério de CAUOHY para o estudo
de séries de termos positivos.

para x< 1

—X’ para

3749 —Que pode concluir sobre a continuidade
num ponto de uma funcdo com derivada nesse ponto?
Justifique.

3750 —Estabeleca a regra de derivagdo da funcédo
y = sen X.

DESCRITIVA

3752 — Geometria de Monge. Conduzir por um
ponto a recta paralela as rectas de perfil de um plano
dado pelos tragcos. Determinar em seguida a distancia
dos dois pontos que utilizou para definir a recta.

3753 — Geometria  cotada. Determinar o simétrico
de um ponto em relagdo a um plano, quando a pro-

jeccdo do ponto esta sobre a escala de declive do plano.



ANALISE

F. C. C.- CALCULO INFINITESIMAL - 1.° Exame de Fre-
guéncia, 1952-53.

3754 —Calcular a primitiva da funcéo
y = 2shx/(i + e™).

R : Pondo 2 sh x = e —e-* e desdobrando y numa
diferenca, a primitiva da primeira parcela & imediata
e a da segunda calcida-se pondo e" = t.

Py =2arctge -i-e™ + C.
3755 —Verifique que o ponto da curva
F*NV_3F»+ 2=0

em que é méaxima a soma das coordenadas é i®log 2,
s/J0j2).

R : 1'rala-se de extremar afuncdo f(x,y)=x+vy,
sendo a equagdo da curva uma condicdo de ligagdo.

3756 — Defina a funcdo do variacdo limitada.

3757 — Demonstro o teorema de BERSTEIN.

3758 —Demonstre uma condigdo necessaria e su-
ficiente para que a funcdo f(x) seja desenvolvivel
em série.

F. C. C.— ANALISE SUPElilICU+ 1. Exame de Frequén-
cia - 1952-53.

3759 — Determinar as curvas integrais da equacéo

diferencial
W+ 2xyt -y = 0;
mostrar que constituem duas familias de curvas orto-
gonais, que o eixo O x é uma curva integral o que a
curva descriminante se reduz a um ponto R : Que
y = 0 e uma curva integral verifica-se logo sobre a
equagdo. Também é evidente que as duas familias de
curvas integrais  sdo ortogonais, pois o0s dois valores de
y' tirados da equagdo tém por produto —1. Por outro
lado, um céalculo simples mostra que a curva descrimi-
nante se reduz a origem das coordenadas, finalmente
as curvas integrais da equagdo sdo as  conicas
yl + (1 - k’)x°t£2kx =0
3760 — Verificar que as linhas assintéticas da

. y .
superficie z = are tg — se projectam sobre os planos
X

s= const., segundo linhas ortogonais.
R : As linhas assintéticas da superficie  sé@o

z = are tg- z = are tg -
y = mx X+ oy’
3761 — Integrar o sistema de CHAUPIT-IJAGRANGE e

determinar o integral completo da equagdo de deri-
vadas parciais p° + g-= 2 (qx + p) .

i 1
K- +
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INFINITESIMAL

I. S. C.E.F.— CALCULO — 1.° Exame de Frequéncia
— 21 de Margo de 1953.
|
3762 —Dada a recta x= at+ b,y=ct+ d,
z = et +/, escrever a equacdo vectorial o determi-
nar a distancia do ponto Pa (XQ, vy, ZQ) a recta, por
processos vectoriais. R : Equagdo  vectorial da recta
P=0+ (at+b)l+ (ct+ d)J + (et+ fyK.

A N . _I(Pi-Po)A(P,-Po)l
Distancia doponto a recta 0= I VA )
sendo Pj e P, dois quaisquer

Se forem

pontos da recta dada.
Po(X..¥,..,) e Po(X,,y,,2)
\/A2 + B2+ C°
3=
\J (X, - X,)'+ (y,- yi) + (z,- zi):
o= (yi- yo) (22 - z0) — (yz - yo) ("i- '0)
B "= (x,- X,)(z!—z,) —(x,—x,) (z, — z,)
C= (*'- )y, - y) - (X,- x0)(yi- y,)*
I
3763 — Determinar a equagdo vectorial do plano

PN * \Y2
perpendicular arecta —= — =

com

- e que formacom

os eixos coordenados do 1.° octante um volnme
igual a 3. R: Equagdo cartesiana do plano

X Y o/.

~D* D
2X  2X  3).
Como
1 D D D
3,

a equacdo doplano e 2x + 2y + 3z = 6. Definindko o
plano por um dos seus pontos V, (0,0,2) epelo seu
vector normal (2,2, 3) a equagdo vectorial e
P—P,=>(21+ 2J + 3K).
11
3764—Dao-se 4 pontos A (0,1,1) B(1,0,1)
C(,1,0) e D (2,2,2). Achar a altura do h tetrae-

dro de base ABC e vértice D. R:
i

(B-A)A(C-A) (B-A)A(C-A) (D-A)
donde se tira h= 6
ilr
3765 <Calcular os intggrais.
dx
2 r X*[/-j;t
d»
b) (6>0>0)
a cosh 0+ bsenh6
R :a) Fazendo x = sent vem Ij _/' cosec'ldt =
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eosec’tdt + | coscc' t cotg'-'1dt =

SAI/\Z/\

:_[cutstc_¥[cul_

b r,-1F- _

© - 23 -c @l.b)e—(@- Db e-
2Abl *

e =

r.... . /b+a

I. S. CZEgF|— CALelyy=3° ng_amy do ﬁbaq.u;éncia

— 9 de Junho de 1953.

3766 — Utilizando a teoria dos residuos calcule
os integrais :
f'" cos’ce C dz
a) / dx h)y 1 .
Jo  (x*+ 1)3 " J. (,-1)(s-2)3v/,+5

C— contorno formado pela circunferéncia dc centro
na origem e de raio 4. R: Seja

1(z) ———i —; se z= pe'9, omoédulo de zf(z) =

1+ z%)°
1 4- 2?(lcosO-seuQ)

» 0™ tende  para zero, para

p= oo, se 0<A"OATV, pois entdo serd inferior a

(- 13-

e+t exn

/
1.0(io 1 —2T. iR, 0)i(le R eo residuo

<b yo/o z = i situado plano dos YY

positivos.

na regido do semi

1+ e» e

<Sela z » i + t e, designando por f(z) = N —-

41\
~tt)

l+e-*(1+2it
1+ e’'<'-»

em f (i+1) =

« (+1) = 2i + 13

[ +e-"(1+2it-2t" +..-)
8i tf

2i 2
8i 1 +o0"+2e’it—2ce HII+--it—
i

3.
i
2

i —tt— 17+

r
— -(l+e'")x
8i L 2 J 16i

C °° 1+ cos 2 x
1+ x)

If» cOs’X 3e’ + 13

dx = Ttx b) XuponJiamos
Jo  (1+%*7)° 37 e

lz1< 5 e v/iz + 5 positivo para z—Oe<Vz + 5 con-

19

serva um valor bem determinado, 0 seu argumento Uca
compreendido  entre e H . enguanto que apar te
4 4
real de z permanece superior a —5. O integral to-
mado sobre o contorno do circulo z = 4e°, no sentido
directo, & igual ao produto directo por 2 77i da soma
dos residuos dos dois polos z =1 c z= 2, interiores
ao circulo. Seja z =1 4-t
1 1
(z- 1) (z- 2)3ilz~+I5 ~ t* (t - 1)3 ~
d - ) 1+ 3t +
t't/6 V t
1-3 t
v ot + 1-1.1+
2 6 2-4 36
J_ 1J_ 35
VI6 \ t2 2t
Se z= 2+ t, ter-se-4
+ t
(z-1)"(z-2)3v/z+5 ts y/7
- 2t+ 3t7- 4t 1 -
t3 V/2 2 7
4‘l—3 t
2449 VIT|_t° 14t V 8-49/ t
residuos sao — e 10 H 1
12 v/6 8-49/ vIT'
. . 35\
O integral ¢ igual a +
VI7 196 v/7 G V/6./

I
3767 — Calcular o integral.
0) 1'=3MJ

[2f+ 3 y+ 6 .a)’ £2«dg dz, tomado no

11-
interior do elipsodide 1 1 1, utilizando

. 9 4
uma conveniente mudanca de variaveis, b) O volume

compreendido entre o mesmo elipséide, a esfera
1 1 1
X‘+v'-r-3"=z— e o0os planos x= e X —A
: 4 ' 2 2

Reduza o problema ao céalculo de integrais simples.
R : a) Como o elipséide & simétrico em relagdo aos pla-
nos coordenados  vé-se que:

; dx dy dz

:JJJ y* <" A dz=0 e portanto !=-j J J*¥ (1x+

4- 9y* + 36 z°) dx dy dz . Efectuando a mudanga dc

variaveis X = 3 psen 8cos o, y = 2 psen Osen f
z = pcos 9 tem-se para a equacdo do elipsdide p=1
O< 0O< Tt, 0<<P<2TT 0<p<l

<)(x,y,z) p»
— = 6 p’'sen 9.



b) O volume serd dado pelo integral

-y /l]l-x«-y»)dxdy -

v/W]

reduz-se  ao célculo
como se pedia no enunciado.

O problema de dois

sinales,

integrais

3768 — a) Determinar as trajectérias ortogonais
das curvas (x- + y-) + 26 (y- —x) = a em que b
€ constante e a parametro variavel. Indique o género
dessas familias (trajectorias ortogonais), b) Calcule
para a = b= 1 os extremantes da correspondente

curva da familia dada. R: a) A equagdo diferencial
das curvas dadas é:
(x*+y*) (xdx+ydy)+b® (ydy —x dx)=0 . Mudando

dy dx

— por — — tem-se a equacdo diferencial das tra-
dx dy
ectorias  (x* + y-) (xdy —y dx) —b* (ydx + xdy)= 0
1 1 d(x
x d\ y dx = b* (xy)
X y-
X b*
d + — = ¢ y'—Xx'+t+b*=cxy
X y xy
X' —y"+ cxy - b"=0.
Como c*-f-1>0 trata-se de uma familia de hipérboles.
.) 2+ "y-+ 2(y'- xH= 1
i = Ax[xT+y -] | i=4y[xt+ yi+1]

0 para x =10 e x*-fy* = 1. Para estes va-

t)x
lores N—=j=d.
dy
Pontos de estacionariedade

AX-0,y- W2 -1

GAZETA DE MATEMATICA

ary 8 X"+ 4v:- 4
Como 4 i "
+ +
AL y [x'+y 1
dy
22X+ vi- 1
y [x*+ y* + 1]
Minima (x—0,y —+ ~ —1)
Maxi (x- 0,y= -1/t/l2-1)
o
t/2'
M in imo
o ] \
Méaximo - -
%
3769 — A expressdo ax -+-by -t cz = if(x* -y +
+ z'), designa a equacdo geral das superficies de
M . X y z
revolucdo de eixo na recta — :b— = —.
e
Prove que a equagdo as derivadas parciais destas
. a+ ep X+pz
superficies e = .
b + cq y + qz

Verifique que, de facto, a equacdo inicial é integral
geral desta Gltima equagdo. Em que caso as superfi-
cies integrais sdo esferas? R: Derivando em ordem a
X , depois em ordem a y e fazendo o cocien te vem :

a+cp=0(X+y +2z)2x+ 2p2z2)
blcqg=,<(X+y +2)Qy + 2q2)

ou
a+cp X+pz
b-f-cq y+qz
A equagdo e linear

(cy —bz)p+ (az—cx)gq=bx —ay.
A equacdo diferencial ~ das caracteristicas e
dx dy dz
cy —bz

az —ex bx—ay

Multiplicando por a, b e ¢ vem:

abzbiybex bexCd—Zacy
adx+ bdy + cdz d(ax + by + cz)
" o) : - 6

ax-f by + cz = ci.

d
acya—xabz

Do mesmo modo, multiplicando por x,y e z
X+ yi+ 2= ¢
cj=o(c’)—>eax+ by + cz=o0(X+y" + o)
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Quando tf(x* 4-y~+ -/-)= K*(x*4-y'"4-2") trata-

-se duma familia de esferas.

I. S. C.E.F.- CALCULO —Exame final — 17 de Ju-

lho de 1953.
|

3770 —P{x,y) e Q(xy) sdofuncgdes continuas,
admitindo derivadas parciais finitas e continuas no
ponto M (x,y) .

A fungdo P + iQ é monogénea em relagcdo a va-
ridvel z —x + iy, nesse ponto, a) Diga a que con-
dicdes lido-de satisfazer as funcdes P e Q para que
P + iQ seja monogénea no ponto z =y 4-ix .
b) Diga, sendo P + iQ monogénea no ponto 2 =
= X+ iy, quando é que P + iQ° é monogénea
nesse ponto. R: a) Devem ser

ap ap dQ
ax ay ax dy
dP dQ ap dQ
dy dy dx
0 que se verifica apenas para P e Q  constantes
ax
b) Deverd ser dy
ax
aQ
ax dy
aJp dQ P- Q.
dy ax
1
dP d drP d
3771 — Sendo - Q e - Q num
ax oy ay dx
certo dominio, mostre que o integral I — 1 (Q —
J AD
—P)dx + (P f Q)dy ¢é independente do caminho
AB:  A(xQy.), B(xy). a) Quando o em que pontos

tem ointegral 1(x,y) estacionaridade? b) Quando
tem maximos ou minimos? R: a) Na hipétese do pro-

4(Q-P) a{Q +P)

dy d x
Loyo o integral & uma diferencial

blema

exacta

(Q - P)dx 4-(Q +P)dy 4- P)dx +
f X ’

(Q4-P)dy =/

»IX,

(Q- P)dx4-/° (Q4-P)dy.
Jy.,

il aQ + P,

dx ax

y=2@Q- P)

21

| r'd(Q-P)
d- = 1 iliz idx4-Q4-P=2(Q4 P)
y J.. dy
d (0] Q=P=0
dx dy '

Logo ascurvas P = 0 e Q = O devem encoulrar-se

para haver estacionariedade.
b dl
) dx* dx
a-f »a(Q-P) .0(Q + P)
dxay dy dx
-l 4@ + P
dy’
L\i» Nyl \Vax ) x;
A’d0 Aacerd maximos e minimos, admitindo quenéao e
dP _aP - 0.
ax dy

3772 —Mostre que as trajectérias ortogonais da
familia de elipses confocais sdohipérboles confocais

X> y?
a 4-X b+ /.
R : Da equacdo dafamilia dada, deduz-se por derivagdo
i _ _bx4-ayy"
X 4-yy'
Portanto  a equagdo diferencial  que define a familia e
(xy<—y) (x+yy')= (a-b)y'
Mudando y' e;n —I1/y' vem a equagdo diferencial
das trajectérias ortogonais  (x4-yy') (xy'—y)=(a—b) y".
A» trajectorias ortogonais, sdo do género hipérbole.
Com efeito, para as curvas dadas i
= —y'j mas para as trajectorias ortogonais
y
1)4)-
Y £) a4 X/ y'
dizer que,para 0s mesmos pares (x,y) afX e b4X
tém  sinais contréarios.
a 4- X
Melhor  dizendo, o cociente tem sinais eon-
b + X
trarios nas duas familias. E os focos sdo os mesmos.
A distancia  focal numa e noutra familia é f satisfa-
zendo a relacdo f°=]ad4-X—b + X|=|a—b]|

independente  do parametro X.
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FISICA

F. C. C.— FISICA MATEMATICA — i.° Exame de Fre-
quéncia — 1952-53.
3773 — Determinar a série de FOUHIEK da funcéao
que coincide com SB*4 em (—ir,ir).
w . 1
R: — + —cCcosnx.
14 i n-
3774 — A partir do resultado anterior provar a
igualdade
»(-1)"'e

7 (2n)? 48 '
R : Basta fazer x = TT/2, recordando
série é [f(x + 0) + f(x- 0)]/2.

que a soma da

3775 —Determinar a solucdo da equacdo integral
xtu{t) dt
e mostre que é uma funcdo inteira. R: A solugdo ¢

u(x) =2 B (*), com f,(x)= [/
/o

xetef,  (t)dt.

GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICA

Obtém-se  f,,(x) = ——:, e a série
(n-1)13-

todo o valor de x.

u (x) con-
«er</e para

3776 — Efectuando a mudanca dc variaveis
u—x+ at, v=x—at,
transforma-se a equacdo da corda vibrante

a‘z .<pa
- a= p =0

na equacéao

Posto isto, integre a equacdo da corda vibrante e
determine a solugcdo z (x, t) correspondente as con-
digdes iniciais.

fz(x,O)— 1- X°
| 2\ (c,0) - a.
B:3=1- (ai- ad)*-

As solugbos dos n.”” 3716 a 3761 e 3773 a 3776 s.lo do Luis

Albuquerque. As solugdes dos D.'* 3762 a 3772 sdo do M. Madureira.

PROBLEMAS

Problemas propostos ao concurso

SECGCAO ELEMENTAR

3777 —Determine a area do circulo menor de uma
esfera do raio li , sabendo que o diametro do circulo
é precisamente a aresta do tetraedro inscrito na es-
fera. Mostre que os lados do quadrado e do triangulo
equildtero inscritos na circunferéncia que limita o
circulo menor sédo respectivamente as arestas do cubo
o do octaedro regular inscritos na esfera.

3778 — Mostre que o quadrado da soma dos qua-
drados de trés nimeros se pode escrever sob a forma
da soma de trés quadrados inteiros.

SECGAO MEDIA

3779 —Prove que, sendo a um nimero complexo
de modulo 1, o conjunto dos nUmeros a", para
n—1,2,3,¢+¢ é denso sobre o conjunto de todos os
nimeros X tais que |x|= 1, quando o argumento de
a medido em graus é um nimero irracional.

assim definida
para n > 2,

3780 —Mostre que a sucessdo
«t, = a,u, = 06 e u,= («,_,+ M, _1)/2,

é convergente e que o seu limite é (a -f 2i)/3.

Resolu¢cdes dos problemas do concurso propostos

no n.° 54

3781 — Apresentaram solugdes os Srs. Vinhas No-
vais, Antonio 11.Alves de Oliveira e Fernando de
Jesus, publicando-se a solucdo deste ultimo :

R: Aproveitando a propriedade que diz: «Num trian-

gulo, a bissetriz  dum angulo interno divide o lado oposto
em dois segmentos  aditivos directamente propocionais
aos lados adjacentes», pode escrever-se  (ver  figura):
m+ n= a
, b+ c
|) o que da
m ab
c b+ c
Em seguida, aplicando o teorema que afirma: «Num
triangulo o quadrado  do lado oposto a um angulo  agudo

h soma dos quadrados dos outros dois menos o
dum deles pela projeccdo do outro
o A[ACD]:

é igual
dobro  cio produto
sobre ele» vem entdo para

Cc
2 = me + b* e2h- —
2

ou seja, aproveitando os resultados de 1),
2 a* ¢’
b+co2 (b+ st P -bC
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e, efectuadas as simplificacdes, obtem-se

a*=b (b + c)

NOTA: A projecgdo de m sobre b é ¢2 em virtude
dos triangulos rectangulos construidos na figura
serem iguais.

3652 — l'ublica-se a solucdo apresentada pelo
Sr. Fernando de Jesus Unico solug.ionista:
fx =0

Il 1 Uma solugdo evidente é } Supondo a solu-

¢80 em que X" O ey =jt0 tem-se :
(2xJy4-4x)2 = (2y-xy2)2+ 3x2y 2(xy -2y)xy +
+ x°,2 = 3,2y2

2X2y+4x = xXy'-2y+ Xy 2x2y + 4x = Xy2-

-2y +xy
(xy2_2y)=xy xy-x—2=0 y-x-2=0
2X2y+4X=Xy2- 2x'y + 4x= 2y+2X=Xxy
—2y+xy = y(xy-2)4
+ Xy
rxy-x-2=0 fxy—x—2—0 r xy-x-2—0

1xy (x-1)+2x=0 1(x+2) (x-1)n2x=0 | x*-r3x-2=0

0 que d4 as solugdes:
sjYi 1- 0
R PRI -3- vin
_ -34- VT -3- wi
~ 2
3653 — Apresentaram solucdo os Srs. Vinha No-
vais, Anténio I1. Alves de Oliveira e Fernando de

Jesus, publicando-se a solugdo deste Ultimo :

BOLETIM

23

. ix24 y* Cx—8y =0
R : O sistema da
171- xt£
/6 + 8tg* 6+ 8tg™*
H ( _ tg a
Como A (6,0) vem:
6 4 8tg a G4 8tga
AH g g otga

N8B tga- Gtg'«)'+ (Gtga+ 8tg™ «)'

V/100 tg* a sec’ a

sec- a.

— 10 sen X

3654 — Né&o foram apresentadas solugdes.

3655 — Publica-sc a uUnica solucdo apresentada
pelo Sr. Vinha Novais :

Toda a funcdo racional de j/2, coeficientes
em 11, pode ser reduzida a forma (a + bV2)/c,
com medece(a,b,c)= 1. Admitamos, entdo, que
a= (a + bl/2)/c é um inteiro de F, isto é, raiz da
equacdo x- 4 a, x + a,= 0, com a,,a.>6/. Entéo,
esta equacdo admitird a raiz a' = (a —6"2)/e e ter-
-se-4

X'+"|T + a, = x’ — (2ake) +x 4 (@@ — 2 679)/c’

A igualdade entre os coeficientes implica que 2 alc
e a° — 20'/[c’ sejam inteiros de li e portanto, que
c=1,¢c—2 ou ¢ ft (divisor de) para que 2 alc
seja inteiro ; se ¢c=1,a" —2 6*c* 6 também inteiro ;
se e= 2 vem ¢ =4 e a=2 e 6—2 para que a
segunda expressdo seja um inteiro. Mas entdo m.d. c.
(aec)”2 contrariamente a hipdtese. Finalmente, se
c a, para que a° —2b'/c” seja inteiro deve e-i b
(e=j=1,2) e m.d.c. (a, 6,c)—c 1 contrariamente
a hipdtese.

Fica assim demonstrado que os inteiros de F sé&o
da forma (a 4- b[/2)/c, com c= 1 e é imediato o
reciproco: todas as funcdes racionais do v/2 da forma
a + bV2 sdo inteiros de IP.

BIBLIOGRAFICO

Nosta seccdo, além do extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, sorilo publicadas criticas do livros
e outras publicagdes de Matematica de que os Autores ou Editores onviarem dois exemplares & Redaccéo.

102 — Prof. Dr. GUIDO, IIOHEISEI.— Gewdnnliche
Differencialgleichungen e Aufgabensammlung
zu den Gewohnlichen wund Partiellen Differen-
tialgleichungen. Sammlung Goschen, Bande 920—
1059, Berlin, 1951-52.

S&o dois livrinhos da Sammlung Goschen que, como
de costume, apresentam uma exposi¢do abreviada
(mas nem sempre elementar) das matérias a que o0s
titulos se referem.

Estes dois tomos completam-se (e ndo conhecemos
um terceiro tomo, dedicado as equagdes de derivadas
parciais, a que os exercicios da parte final do n.° 1059
da coleccdo que temos presente, serve de comple-
mento), pois muitos assuntos que ndo sdo abordados
no primeiro ou sdo ai tratados sumariamente, tém
depois o necessdrio desenvolvimento no segundo.
Assim acontece, por exemplo, com o método de inte-
gragdo por derivagdo: ndo é na primeira parte con-
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venientemente justificado; mas no tomo de  Problemas
retoma-se o estudo das equacdes mais vulgares a que
se aplica, que sdo entdo resolvidas com recurso as
transformacdes de contacto.

No seu conjunto, os dois volumes apresentam, afi-
nal, os problemas classicos das equagdes diferenciais
ordinarias, de modo que n&do podia deixar de ser
abreviado, dadas as caracteristicas da colecgcdo, mas
com uma preocupagcdo sempre lograda de ndo deixar
lacunas onde o leitor encontre dificuldades,—o que é
bem pouco vulgar em livros desta natureza. Subli-
nharemos, entre outras virtudes que encontramos
nesta exposi¢cdo: o cuidado em chamar a atencdo do
leitor para as solugdes que o método do factor inte-
grante pode subtrair; o problema da existéncia de
solucdes (quase sempre lamentavelmente esquecido
ein livros de iniciagdo, como este é), tratado pelo
método de PICARD-LINDELOF; a maneira como se apre-
senta o estudo do comportamento dos integrais nas
vizinhangas dos pontos singulares (esta doutrina ¢
exposta de maneira modelar) ; etc.

Sem duavida: tratando-se de um pequeno tratado
de equacOes diferenciais, que apenas pretende tocar
0s pontos mais importantes deste vasto ramo da
Anélise Mateméatica, muitos problemas tiveram de
ser abordados nas suas linhas gerais, deixando de
parte certas questdes de detalhe que sé cabem em
trabalhos mais desenvolvidos. (E nédo se esquegca que
a literatura alemd da especialidade conta com varias
e excelentes obras deste género, nomeadamente as de
KAMKE e BIEBERBACH).

Por isso é facil que o leitor, ao sabor das suas
preferéncias pessoais, lamente que num ou outro
ponto e estudo ndao tenha sido levado mais longe.
Quanto a nés sucedeu assim, por exemplo, ao lermos
o paragrafo do tomo 2.° em que se expde o método de
calculo simbélico para a resolugcdo de equagdes de
ordem n (simbolo D e nédo integral de LAPLACE, que
ndo é referido) ; pareccu-nos que uma utilizacdo mais
ampla deste método permitiria chegar, muito rapida-
mente, a resultados completos.

De qualquer modo, porém, uma coisa € certa : estes
dois livrinhos constituem uma dptima exposi¢do para
uma primeira abordagem aos problemas das equagdes
diferenciais,—e muito lucrariam os nossos estudan-
tes universitarios se, no estudo destas matérias, se

guiaSSSm por eles. Luis Albuquerquo

103 —NOORDHOFF'S WISKUNDIGE TAFELS—
Tadbuas mateméaticas a cinco décimais —
P. NOOBDHOFF — Groningen —Holanda. Pregco 8,75
florins. — 1953.

Este livro de muita utilidade para alunos de Esco-
las Técnicas, Universidades, Escolas Militares, Labo-
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ratérios etc. contém as seguintes tdbuas de 5 déci-
mais quase todas :

I—Tabua das mantissas dos logaritmos décimais
dos inteiros de 1-120009.

Ib —Tabua dos logaritmos decimais (8 décimais)
dos numeros 1 4-i sendo i mdaltiplo de 0,0025 e
desde 0,0025 a 0,08.

Il — Tabua dos logaritmos das fungdes trigonomé-
tricas.

Illa—Tabela de conversdes de grados em graus.

I b— » » » inversa da anterior.
I c— » » » de radianos em grados.
I d— » » » inversa da anterior.
I e— » » » de graus em radianos.
I f— » » » inversa da anterior.

IV a—Valores naturais das funcgdes trigonométri-
cas (angulos dados em graus e radianos).

IVb—Valores naturais de cotga(«<3°) e <//p(97°<
< P< 90°) de segundo a segundo.

IV c—Valores naturais de cotga (3°<Ca< 10°) e
i7p(80° < P< 87°) de 10" em 10" com interpolacéo
proporcional.

V — Tabuas adicionais de:

al — logaritmos naturais dos inteiros de 1—9973,
de 10" e 10"; a2 —Ilogaritmos naturais de nume-
ros primos: de 2—997; b—conversdao de logaritmos
naturais em décimais; c | —fungdo exponencial e"
para x de 0,001 a 4,00; c2 —fung¢des hiperbdlicas
senh a; e cosh x para x de 0,01 a 7,0; d —divi-
sores primos dos nimeros de 1 a 11197; e — Potén-

1
cias: n-, rit \n, yn e —, dela 1000 f- fun-
¢do factorial x!' de x= —10 a 099 ¢ |og, x!;
; e’ \ C"sentd If“cost
uncdes = dt t o
f Tsé J$ t J, t
com os seus désenvollvimeHos em série ; h — funcéo

2 r
-7= /| e~'~dt para x= 0,00 a x = 2,59;
¢0es de BESSEIl.; k —constantes: n! de 1 a 10 e
n:nl para os mesmos valores; multiplos e submual-
tiplos de « e seus logaritmos ete.

i—fun

Como se vé é um livro que atende a muitas neces-
sidades daqueles que necessitam fazer laboriosos céal-
culos em diversos ramos das mateméaticas aplicadas.
Um bom livro, de boa apresentagdo grafica, de facil
consulta e Uteis dados.

J. S. Paulo
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ano |1 da Gazela de Matematica (n.”' 5 a 8) ao prego
de escudos 30. Esta nova edicdo oferece aos leitores
da Gazeta de Matematica a possibilidade de comple-
tarem as suas colecgdes no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscri¢des atinjam o numero de 300, proceder-
-se-4, a composicdo, impressdo e distribuicdo da nova
edicdo do ano I1. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 serd vendida ao preco de escu-
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actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40700
N." 12 e 15 a 49, cada namero 12£50
N.° 50 coioo
N.°* 51 a 5G, cada nimero 17#50

A administragcdo da Gazeta de Matematica exe-
cuta qualquer encomenda a cobranca pelo correio.

PARA

para o melhoramento

de uma revista semobjectivos comerciais

PRECO ESC. 17%$50

DISTRIBUIDOR EXCLUSIVO PARA O BRASIL:
EDITORIAL LATINO AMERICANA — Caixa Postal 1524 — RIO DE JANEIRO

Administracdo da Gazeta de Matematica

— Av. Jodo Criso6stomo, 4, 7.°-D. — Lisboa-X — Telef. 771913



