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O verdadeiro sentido do princípio da invariância 
da física moderna 

por fioy Luís Gomes 

É corrente apresentar a c o n d i ç ã o da i n v a r i â n c i a a 
que satisfazem todas as e q u a ç õ e s da T e o r i a da Rela­
t iv idade Geral como a lguma coisa de c a r a c t e r í s t i c o 
dessa t eo r i a ; a lguma coisa que a d i s t ingue verdadei­
ramente da F í s i c a C l á s s i c a ou, num plano mais con­
creto, da M e c â n i c a de G A L I L E U - NEWTON. E na base 

dessas c o n s i d e r a ç õ e s e s t á sempre um r a c i o c í n i o deste 
t i p o . 

A ) As e q u a ç õ e s fundamentais da M e c â n i c a de G A ­
L I L E U - NEWTON 

(1) 
d*x> 

m = F' 
dP 

= F', i = 1 , 2 , 3 , 

só m a n t é m esta fo rma quando as coordenadas x', t 
v a r i a m segundo o grupo de G A L I L E U 

G { as1 = 2 «ikx'k+ «i 
t = t< + a„ 

V + 

no qua l || a j ; i || é uma ma t r i z or togonal , t r ans forman-
do-se ao mesmo tempo F' de acordo com 

F' - S «„ F'k 

e ficando na mesma o coeficiente m, massa de i n é r c i a . 

O grupo G corresponde, como se sabe, à passagem 
de um determinado sistema de coordenadas, onde 
s ã o aquelas e q u a ç õ e s que t raduzem o essencial das 
leis do movimento de u m ponto mate r i a l sob a a c ç ã o 
de uma f o r ç a , F', para qualquer outro , animado de 
uma t r a n s l a c ç ã o r e c t i l í n e a e un i forme com r e l a ç ã o 
ao p r i m i t i v o . 

Resul ta daqu i , i s to é, da i n v a r i â n c i a das e q u a ç õ e s 

(1) em G, que só s ã o equivalentes (!) aqueles sistemas 
de coordenadas, *, t] relacionados entre si se­
gundo G. 

B ) Pelo c o n t r á r i o , as e q u a ç õ e s da Rela t iv idade Ge­
r a l , nomeadamente as que t raduzem as leis do m o v i ­
mento de uma p a r t í c u l a de massa in f in i t amente pe­
quena (test par t ic le ) sob a a c ç ã o de u m campo de 
g r a v i t a ç ã o , quere dizer, as e q u a ç õ e s das g e o d é s i c a s 

3r _^u. dx& dxfi 
W h 1 » B • = 0 , 

rfs2 *P ds ds ' 

(de caracter-tempo ( 2 ) ) da m é t r i c a fundamenta l 

ds2 = 2 3u.i dx^" dx1, | A , V = 1 , 2 , 3 , 4 , 

s ã o invar iantes para qualquer t r a n s f o r m a ç ã o do grupo 

T x? = <ry (x'i,x'\x'3,x1*) 

no qua l <pa s ã o quatro f u n ç õ e s independentes, con­
t í n u a s , com derivadas parc ia is ( a t é à 2.* ordem) das 
novas coordenadas x'>. 

E como c o n s e q u ê n c i a da i n v a r i â n c i a das e q u a ç õ e s (2) 
em J T , tem-se: equivalência de todos os sistemas de 

(1) Subentende-se para a tradução matemática das leis fun­
damentais da Mecânica Clássica. 

(2) Tais que 2 Í7u.v dx^" dx* < 0 : P o i s a velocidade de uma 
u 

partícula material é inferior à da luz. Por outro lado, os T" o ap 
que ali coincidem com os s ímbolos de C H R I S T O F F E L de 2 . a espé­

cie, I * r J , da forma quadrática ás?, transformam-se segundo 

j v V , ÒX^_ dj>? _ f ) x P _ r p , d X,v d'2 X* 

n ~ dx? d** dx'* V* J J - JJ?àx<t' 
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quatro coordenadas obtidos uns dos outros por qualquer 
transformação de T . 

N u m a pa lavra — na M e c â n i c a de G A L I L E U - N E W T O N , 

i n v a r i â n c i a res t r ic ta , i s to é, segundo o grupo res-
t r i c t o G ; na Rela t iv idade Geral , i n v a r i â n c i a ampla, 
is to é, segundo o grupo T que c o n t é m G como sub-
-grupo mui to especial. 

E para muitos F í s i c o s , por exemplo, e ainda recen­
temente para SCHRÔDINGER ( l ) , este p r i n c í p i o de i n v a ­
r i â n c i a geral « i n c a r n a a ide ia da Re la t iv idade G e r a l » . 

No entanto, o mesmo autor, logo a seguir, acres­
centa: « I w i l l not commi t myself to c a l l i n g i t 
unshakable. One has occasionally t r i e d to generalize 
i t , and i t is d i f f i c u l t to say whether quantum physics 
m i g h t not at some t ime seriously dic ta te i t s genera­
l i z a t i o n . However, the p r inc ip le as i t stands appears 
to be simpler than any general izat ion we m i g h t corn-
template and there seems to be no reason to depart 
f r o m i t at the o u t s e t . » 

Ora, do nosso ponto de vis ta , as perspectivas de 
g e n e r a l i z a ç ã o do p r i n c í p i o em causa, que ressaltam 
t ã o claramente daquelas palavras, d iminuem o valor 
da a f i r m a ç ã o p r i m e i r a — de que a i n v a r i â n c i a « i n c a r n a 
a ide ia da Rela t iv idade G e r a l » . E só nos parece pos­
s íve l esclarecer o verdadeiro sentido do principio de 
invariância, retomando o problema ab initio, por con­
f ron to das duas teorias — c l á s s i c a e r e l a t i v i s t a — o que 
l e v a r á n e c e s s à r i a m e n t e à c o n c l u s ã o oposta de que um 
t a l p r i n c í p i o n ã o c o n t é m nada de c a r a c t e r í s t i c o da 
Rela t iv idade Geral . A o mesmo tempo, a possibi l idade 
de g e n e r a l i z a ç õ e s , sustentada por SCHRÔDINGER , n ã o 
o f e r e c e r á nenhuma dif iculdade de p r i n c í p i o . 

Voltemos, e n t ã o , à s e q u a ç õ e s fundamentais (1) e (2) ; 
e para que as s i t u a ç õ e s sejam de facto c o m p a r á v e i s , 
suponhamos que F' s ão as componentes da f o r ç a 
exercida sobre uma p a r t í c u l a de massa da i n é r c i a m 
num campo de g r a v i t a ç ã o . 

Tem-se, e n t ã o , 

F' _ — m , grad (p 

designando por <J> o potencial (escalar) de g r a v i t a ç ã o 
e por m, a massa ou carga da g r a v i t a ç ã o da p a r t í ­
cula. E as e q u a ç õ e s (1) tomam a f o r m a 

d? x< à $ 
1 ' d f i dx' 

sendo K=— cociente da massa de g r a v i t a ç ã o 
m 

pela massa da i n é r c i a — independente da natureza e 
massa m da p a r t í c u l a , quere dizer, uma constante 
universal. 

É este sistema que devemos comparar com (2) ; e a 
c o n c l u s ã o a que c h e g á m o s acima formula-se ass im: 

«(1') é inva r i an te no grupo G, (2) no grupo T.m 

N a parte comum, que é precisamente G, os dois 
sistemas de e q u a ç õ e s e por tanto as duas teorias — 
c l á s s i c a e r e l a t iv i s t a — comportam-se da mesma ma­
neira, são ambas invariantes. 

Este resultado pode parecer em f l ag ran te contra­
d i ç ã o com uma das mais conhecidas propriedades da 
Teor i a da Rela t iv idade , logo na sua fo rma restr ic ta . 

N a verdade, todos sabem que a Re la t iv idade Res­
t r i t a admite como grupo da i n v a r i â n c i a n ã o G 
mas s im L —grupo de L O R E N T Z — 

L í x ' = 2 aik x'k + t1 + a, 

i + <' + «., 
cujos coeficientes e s t ã o l igados pelas e q u a ç õ e s 

V S i " ' 0 

Z, "-ik "-ik — °ij i ;— 
cz 

2 «a, «ok + -^-z^- — 0 , i ,j , k , = 1 , 2 , 3 
c z 

— C 2 2 «o* 2 + <*-J = 1 

Como desfazer, e n t ã o , o aparente absurdo ? M u i t o 
simplesmente — n ã o esquecendo a d i f e r e n ç a que h á 
entre coordenadas m a t e m á t i c a s , puramente conven­
cionais e coordenadas com a u t ê n t i c o s ignif icado f í s i c o . 

Ass im, se nos colocarmos na M e c â n i c a C l á s s i c a e 
admi t i rmos que x ' , t s ão respectivamente d i s t â n c i a s 
euclideanas tais como as m e d í a m o s habi tualmente 
com r é g u a s e tempo medido por um r e l ó g i o (*), en­
t ã o , só conservam esse mesmo s igni f icado f í s i c o as 
coordenadas x ' k , t1 l igadas à s pr imei ras por uma 
t r a n s f o r m a ç ã o do grupo G . 

Pelo c o n t r á r i o , se nos colocarmos em Rela t iv idade 
Rest r i ta , só m a n t ê m um t a l s ign i f icado f í s i co , coorde­
nadas x'k, í ' deduzidas de x ' , t por uma t ransforma­
ção de L (e n ã o de Cr). 

Mas se f izermos uma t r a n s f o r m a ç ã o G , isso, mes­
mo em Rela t iv idade , cont inua a e x p r i m i r a passagem 
de um sistema de coordenadas para outro, ambos ma­
tematicamente a d m i s s í v e i s , apenas h a v e r á que salien­
t a r : dos dois sistemas só um, e nunca os dois, 
podem ter aquele mesmo s ign i f i cado f í s i c o na tu ra l 
(em termos de r é g u a s e r e l ó g i o s ) . 

Por outras pa lavras : ambas as teorias s ã o i n v a r i ­
antes segundo G ; mas só numa, na M e c â n i c a C l á s ­
sica, é que G t r ans forma entre s i coordenadas com 
s ign i f icado f í s i co . 

(1) Space —Time Structure, ed. Cambridge Unlrersity Press, 
1950, p. 2 . 

(') Esse relógio é fundamentalmente o movimento da rotação 
da Terra. 
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N ã o há , por tanto , absurdo a lgum. A l é m disso a 
r e s o l u ç ã o deste pseudo-absurdo é, só por si , uma 
i n d i c a ç ã o de que o p r i n c í p i o da i n v a r i â n c i a n ã o con­
t é m em si mesmo nada de c a r a c t e r í s t i c o da R e l a t i v i ­
dade Geral , pois que, reduzidas as duas teorias a um 
denominador comum, que é G , são ambas i n v a r i ­
antes. Mas podemos a t é a la rgar esse denominador 
comum, is to é, passar de G para um grupo mais 
amplo, i n c l u s i v é T , que nada de essencial se m o d i f i ­
c a r á . 

De resto, nos cursos da M e c â n i c a é corrente dar às 
e q u a ç õ e s fundamentais da M e c â n i c a a fo rma cha­
mada de L A G B A K G E , de 2.* e s p é c i e (*) 

d 2 x " 
~ds* + 

r i * y dx* dx* _ 
l i J ds ds 

Í jkV 
> s ã o os s í m b o l o s de C R I S T O F F E L da 2.* 

e s p é c i e da m é t r i c a 

ds2 •= — 2 dx'1 = 2 9ik dxH d x l k , 
2 

fo rma essa inva r i an te no grupo 

x' = «fi (a; ' 1 , x 1 2 , a;'3) í ti ! 
1 t = t' -4- a 

em que »j s ã o t r ê s f u n ç õ e s quaisquer, independentes 
c o n t í n u a s e d e r i v á v e i s ; e os Q' s ã o os transformados 

por c o n t r a v a r i â n c i a de — R-—:. 
<)x' 

Ora , ambas as teorias s ã o invar iantes no grupo 
Ti =jt G de sentido m a t e m á t i c o equivalente a G ou T 
mas que n ã o conserva o s ignif icado f í s ico das coorde­
nadas nem numa teor ia nem na outra . 

E nenhuma d i f icu ldade pode haver em escrever as 
e q u a ç õ e s (1) numa fo rma inva r i an te com r e l a ç ã o ao 
p r ó p r i o grupo T mas o que a c o n t e c e r á é que esse 
grupo mais amplo T nada a c r e s c e n t a r á , do ponto de 
v i s t a f í s i c o , nem numa teor ia nem na outra , pois 
nesse d o m í n i o f í s i co os grupos c a r a c t e r í s t i c o s s ã o res­
pectivamente G e L e n ã o T . 

Que f i ca , e n t ã o , do p r i n c í p i o da i n v a r i â n c i a ? A 
e q u i v a l ê n c i a dos diferentes sistemas de quatro coor­
denadas, l igadas entre s i pelo grupo T , para a des­
c r i ç ã o m a t e m á t i c a das mesmas leis, sejam elas da 
M e c â n i c a C l á s s i c a ou da Rela t iv idade Geral . 

Por outras pa lavras : como 

2 dx^ [" <Px<* rf2 x* pu. dx* dx$ 
ds2 + <*£ ~ds~ ~ds~ 

'* dx<f (forò 
fã ds ds 

se t ivermos no sistema 

] 

(3) 

s e r á 

(3 ' ) 

tPx* p f - rfxg dx$ 
ds 2 + «P ds ds -0, 

, r ' v d x , p dx'S . 
+ 1 .St —: ;— = 0 , dst ds ds 

que tem a mesma fo rma gera l (3), noutro qualquer 

sistema x ' v , relacionado com x^ por meio de T , 

vis to ser =^=0 o jacobiano dos em ordem aos x , v . 
A i n v a r i â n c i a é, pois, e apenas, uma maneira su­

gest iva, clara, de patentear que as e q u a ç õ e s que t r a ­
duzem as mesmas leis, nos diferentes sistemas de 
coordenadas l igadas por T , s ã o todas equivalentes 
entre si. 

Podemos dizer isto mesmo assim : o invariância e 
uma condição suficiente de equivalência. Mas não cons­
titue, de modo nenhum, uma condição necessária. 

Portanto , é p o s s í v e l , generalizar o p r i n c í p i o de 
i n v a r i â n c i a , como transparece daquela c i t a ç ã o de 
SCHRÕDINGER ; mas h á de respeitar-se sempre, sob risco 
de absurdo, o p r i n c í p i o mais geral de e q u i v a l ê n c i a 
das e q u a ç õ e s que descrevem a mesma l e i em mais do 
que um sistema de coordenadas. 

E neste mesmo sentido, perfei tamente de l imi tado , 
que se deve in te rpre ta r esta passagem de V . A . F O C K : 
« T o u t e t h é o r i e p h y s i q u e — à moins d ' ê t r e v is ib lement 
absurde —doi t ê t r e c o v a r i a n t e » (*). 

F ica , assim, parece-nos, esclarecido nos termos pre­
cisos o verdadeiro valor do p r i n c í p i o da i n v a r i â n c i a 
que nada t raduz de pecul iar à Re la t iv idade Geral . 
E ao mesmo tempo chama-se a a t e n ç ã o dos estudiosos 
da F í s i c a Moderna para a d i f e r e n ç a , essa, s im, essen­
c ia l , entre coordenadas l igadas entre s i apenas por 
c o n d i ç õ e s de c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a e c o n t í n u a — 
coordenadas m a t e m á t i c a s —e coordenadas que, além 
disso, t ê m s i g n i f i c a ç ã o f í s i c a . E este ponto é da 
maior i m p o r t â n c i a para compreender a p r ó p r i a Rela­
t iv idade Geral . 

( J) Como ó salientado no artigo de F O C K adiante citado. 

(*) E m — Le système de PloTomêe et le système de Copernic à la 
lumière de la Théorie Général de la Relativité (Questions Scien­
tifiques, Physique, to I I I !_' . . 1 1952, pp. 151). 

Covariância, no sentido aqui utilizado, coincide, no que res­
peita às equações em cada sistema de coordenadas, com inva­
riância de forma. 
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Algebras efe Boole e análise de circuitos 
por A4. S. Leevilr 

Devemos a p u b l i c a ç ã o desta t r a d u ç ã o à amabil idade, 
que agradecemos, do autor e do jo rna l «B lue P r i n t » , 
r ev i s ta publ icada pelos estudantes do «Col lège of 
E n g i n e e r i n g and A r c h i t e c t u r e » da Universidade de 
Nebraska, onde o a r t i go f o i or ig ina lmente publ icado 
no volume L U , N.° 5 de Outubro de 1952, pag . 13, 
14 e 28. 

A REDACÇÃO 

1. I n t r o d u ç ã o . N u m i n q u é r i t o entre engenheiros 
torna-8e imediatamente aparente a i m p o r t â n c i a f u n ­
damental da m a t e m á t i c a , quer como inst rumento, quer 
como uma fonte de ideias. A i n d ú s t r i a americana é 
t rad ic iona lmente progressiva e d i n â m i c a e o enge­
nheiro, quer procure pequenos mas importantes me­
lhoramentos em planos e t é c n i c a s , quer p e r t e n ç a ao 
grupo, rapidamente crescente, dos homens de i n v e s t i ­
g a ç ã o e desenvolvimento, encontra na m a t e m á t i c a um 
ins t rumento i n d i s p e n s á v e l . 

O t i po de m a t e m á t i c a que o engenheiro usa depende, 
evidentemente, do problema pa r t i cu l a r que deseja 
atacar. O m a t e m á t i c o puro e s t á interessado, em par­
t i cu la r , naqueles ramos da m a t e m á t i c a que e s t ã o em 
processo de desenvolvimento, enquanto que o enge­
nheiro, cujo interesse se foca na r e s o l u ç ã o de um pro­
blema, u s a r á aquele t i p o de m a t e m á t i c a de que no 
momento necessite. Se a á l g e b r a , a t r igonomet r i a ou 
mesmo a simples a r i t m é t i c a lhe chegam, n ã o precisa de 
se desculpar por apenas fazer uso delas. Estas t é c n i c a s 
simples s ã o , de facto, o suficiente para a ma io r i a das 
a p l i c a ç õ e s indus t r i a i s . Ramos « m a i s a v a n ç a d o s » da 
m a t e m á t i c a tais como a teor ia das e q u a ç õ e s d i fe ren­
ciais lineares, etc. v ã o - s e tornando cada vez mais 
comuns. As chamadas m a t e m á t i c a s superiores e s t ã o 
rapidamente perdendo esta categoria. O D r . H . M . 
E V J E N , f í s i c o inves t igador da secção g e o f í s i c a da 
«She l l O i l C o m p a n y » d i z : 

« E v i d e n t e m e n t e que m a t e m á t i c a s superiores s i g n i ­
f icam simplesmente aqueles ramos da c i ê n c i a que n ã o 
encontraram ainda um vasto campo de a p l i c a ç ã o e 
por tanto , digamos, a inda não emergiram da obscur i ­
dade. E pois um termo t e m p o r á r i o e s u b j e c t i v o » . 

É assim que encontramos (*) a teor ia das f u n ç õ e s 

(*) As aplicações aqui referidas fazem parte duma lista dada 
no relatório do «National Resources Planning Board», publicado 
em «Industrial Research» (1940). Uma lista actualisada seria de 
certo tremendamente ampliada. 

duma v a r i á v e l complexa ao t ra tarmos da teor ia do 
potencial e t r a n s m i s s õ e s o n d u l a t ó r i a s , da p r o p a g a ç ã o 
de correntes em fios, de campos gravi tac iona is e elec­
t r o m a g n é t i c o s , da pesquisa de óleo , e nos projectos 
de filtros e equalisadores para sistema de comunica­
ções . T a m b é m a teor ia das sé r i e s de Four ie r e outras 
sé r i e s ortogonais é usada em problemas sobre a p ro ­
p a g a ç ã o do calor, na passagem de correntes em linhas 
de t r a n s m i s s ã o , d e f o r m a ç ã o e v i b r a ç ã o de gases, l í q u i ­
dos e só l idos e l á s t i c o s , etc. A á l g e b r a de matrizes é 
aplicada no estudo das m á q u i n a s e l é c t r i c a s ro ta t ivas , 
no estudo da v i b r a ç ã o das asas de a v i õ e s e nos pro­
blemas de e q u i v a l ê n c i a na teor ia do c i rcu i to . Mesmo 
a teor ia dos n ú m e r o s é usada no projecto de r e d u ç ã o 
de engrenagens e no desenvolvimento dum m é t o d o 
s i s t e m á t i c o para e n t r e l a ç a m e n t o de cabos t e l e f ó n i c o s . 
Es ta l i s ta , que poderia extender-se quase i nde f in ida ­
mente, é de certo suficiente para i lus t r a r a capacidade 
de a p l i c a ç ã o da m a t e m á t i c a às modernas i n v e s t i g a ç õ e s 
e desenvolvimentos indus t r ia i s . T e m mesmo aconte­
cido que novas noções de m a t e m á t i c a , j à esquecidas 
por m a t e m á t i c o s puros, fo ram desenvolvidas em cone-
cção com problemas de engenharia. 

O ramo das m a t e m á t i c a s mais in t imamente l igado 
com as a p l i c a ç õ e s indus t r ia i s é o das « m a t e m á t i c a s 
a p l i c a d a s » . O p r ó p r i o m a t e m á t i c o puro e s t á p r o f u n ­
damente interessado na descoberta de a p l i c a ç ã o 
duma teoria , embora or ig inalmente ela tenha sido 
desenvolvida simplesmente pelo seu interesse t e ó r i c o . 
Sublinhando a « i m p o r t â n c i a » duma teor ia e a t ra indo 
trabalhadores para este campo, pode-se es t imular 
c o n s i d e r à v e l m e n t e o seu desenvolvimento e isso tem 
sucedido v á r i a s vezes. De fac to , o m a t e m á t i c o tem 
sido muitas vezes surpreendido ao notar que uma 
teor ia que ele considerava como excepcionalmente 
abstracta f o i apropr iada e usada por a lgum jovem 
e b r i lhan te engenheiro. 

2. Á l g e b r a s de Boole. U m caso dessa natureza 
envolvendo o uso do ramo da á l g e b i a abstracta mo­
derna chamado « á l g e b r a s de B O O L E » , é o que v a i ser 
discut ido neste a r t igo . Es ta a p l i c a ç ã o p a r t i c u l a r 
(à s i m p l i f i c a ç ã o de electro-imans e de m u d a n ç a s de 
ci rcui tos) f o i sistematicamente estudada por C L A U D E 
SHANNON (*) ao tempo um inves t igador assistente do 

(*) «Uma análise simbólica dos eleetro-imans e mudanças de 
circuitos», A. I . E . E . Transactions, vol. 57 (1038) pp. 713-72S. 
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M . L T . (Massachussets I n s t i t u t e of Technology) e 
agora dos l a b o r a t ó r i o s da «Bel l T é l é p h o n e » . 

Es t a t é c n i c a tem sido extensivamente empregada 
na a n á l i s e do controle dos c i rcui tos protectores de 
sistemas e l é c t r i c o s complexos tais como os que se 
encontram em l i g a ç õ e s t e l e f ó n i c a s a u t o m á t i c a s , no 
equipamento i n d u s t r i a l de controle de motores e efec­
t ivamente em muitos dos c i rcui tos ut i l i sados para 
efectuar automaticamente o p e r a ç õ e s complexas. E m 
ta is casos esta a n á l i s e a juda extraordinar iamente a 
obter u m m é t o d o s i s t e m á t i c o de projectos e, mesmo 
mais, a obter um meio s i s t e m á t i c o de s impl i f i ca r em 
certos casos um c i rcu i to com c a r a c t e r í s t i c a s especiais 
no melhor c i r cu i to equivalente (no sentido de ter o 
menor n ú m e r o p o s s í v e l de l i g a ç õ e s e pontos de con­
tac to) . 

Antes de discut i rmos a sua a p l i ç a ç ã o à teor ia do 
c i r cu i to s e r á p r e f e r í v e l dar uma de f in i ção breve de 
á l g e b r a de B O O L E e desenvolver alguns teoremas que 
s ã o usados nas a p l i c a ç õ e s . T a l como qualquer das 
mui tas outras p o s s í v e i s á l g e b r a s , a á l g e b r a de Boole 
é um sistema de elementos (x , y , z,•••) e certas ope­
rações ( + * • ) , obedecendo a um conjunto de postu­
lados preestabelecidos. Estes s ã o os seguintes : [ a 
n u m e r a ç ã o e s t á de acordo com a de SHANNOM] 
as leis comutat ivas 

( l a ) x + y = y + x ( l b ) x - y = y • x , 

as leis associativas 

(2 a) x + (y + x) = (x + y) + z 

(2 b) x • (y • x ) = (x • y ) • z , 

a p r i m e i r a l e i d i s t r i b u t i v a 

(3 a) x • (y + z) — x • y + x • z 

Note-se que a t é aqui estas regras são precisamente 
as das á l g e b r a o r d i n á r i a . O seguinte postulado (a se­
gunda l e i d i s t r i b u t i v a ) é contudo diferente : 

(3 b) x + y • z — (as + y) • (x + ») . 

Suponhamos ainda que h á no sistema dois elemen­
tos especiais, chamados 0 e 1, e obedecendo aos pos­
tulados 

(4 a) 

(4 b) 

(5 a) 

(5 b) 

0 + x = x 

1 • x •=* x 

1 + x - 1 

0 - x = 0 

É postulado ainda, que para cada x h á um ún ico 
elemento x' t a l que : 

(6 a) os + * ' — 1 

(6 b) x • x< - 0 

Escrevendo (6a) e (6b) em ordem inversa, é 
claro que 

(8) ( * < ) ' - * , 

enquanto que de 0 + 1 = 1 e 0 - 1 = 0 [ (4a ) e ( 4 b ) ] 
se segue 

(7 a) 0 ' = 1 

(7b ) 1' = 0 

Finalmente, temos os postulados 

(14 a) 

(14b) 

x + x • 

Note-se que nos postulados anteriores para cada l e i 
estabelecida corresponde uma outra ob t ida pela t roca 
do s ina l + com • e 0 com 1 . Is to conduz ao p r i n ­
c íp io de « d u a l i d a d e » que diz que a cada teorema da 
á l g e b r a de B O O L E corresponde um « t e o r e m a d u a l » 
obt ido por meio de t a l t roca. O t rabalho do desenvol­
vimento da teor ia e s t á , assim, reduzido precisamente 
a metade. 

Usando as leis d i s t r i bu t ivas [ (3a) e ( 3 b ) ] ve r i f i ca -
-se f à c i l m e n t e que 

(x + y) • (x1 • y<) = 0 e (x + y) + (x 1 • y<) = 1 , 

donde pela de f in i ção (6) do elemento x 1 temos ( le i 
de MORGAN) 

(9a) 

e a sua dua l 

( 9 b ) 

(x + y)' = x< • y 1 

(x-y)' = x ' + y ' 

Antes de continuarmos com outros teoremas, ou 
com as a p l i c a ç õ e s à teor ia do c i r cu i to é, talvez, i n s ­
t r u t i v o dar a a p l i c a ç ã o deste sistema abstracto à 
chamada á l g e b r a de l ó g i c a . Es ta a p l i c a ç ã o par t i cu la r , 
f o i de facto, o que conduziu or ig ina lmente G E O R G E 
B O D L E (à vo l t a de 1850) a inventar esta á l g e b r a . A 
i l u s t r a ç ã o d á , a l ém disso, um sistema a n á l o g o ao en­
contrado na teor ia do c i r cu i to . N a á l g e b r a de l ó g i c a , 
as v a r i á v e i s x , y , a •• • s ã o interpretadas como p ro ­
p o s i ç õ e s ; i s to é, s ã o a s s e r ç õ e s (verdadeiras ou falsas) 
a respeito de qualquer coisa. A p r o p o s i ç ã o combinada 
x-y d e f i n i r - s e - á como a p r o p o s i ç ã o <ambos x e y » 
enquanto que x + y è in terpre tada eomo «ou x ou y». 
O elemento x' s i g n i f i c a r á a nega t iva da p r o p o s i ç ã o 
x . F ina lmente , como c o n d i ç ã o especial requerer-
- s e - á que cada v a r i á v e l t o m a r á unicamente os valores 
0 e 1 onde 0 é in terpretado como falsidade e 1 como 
verdade. U m momento de r e f l e x ã o c o n v e n c e r á que 
este sistema satisfaz os postulados anteriores. Por 
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exemplo, a p r o p o s i ç ã o x + y (que a f i rma x ou y) é 
verdadeira se x é verdadeiro independentemente de 
que y o seja. [ i s to é, 1 + y = 1 , como em ( 5 a ) ] . 
Out ro exemplo: o enunciado, que a f i rma uma pre­
p o s i ç ã o e a sua n e g a t i v a , é sempre falso (isto é 
x • x< = 0) . 

A teor ia das á l g e b r a s de B O O L E t em sido apl icada 
a muitas outras teorias tais como a teor ia dos con­
juntos , teor ia das probalidades, etc. 

3. Á l g e b r a de B O O L E apl icada a a n á l i s e do circuito. 
Os ú n i c o s c i rcui tos aqui considerados s ã o aqueles 

que c o n t é m comutadores e in ter ruptores tais que o 
c i r cu i to entre dois quaisquer extremos é ou aberto ou 
fechado. Por tanto , como na á l g e b r a de l ó g i c a , cada 
v a r i á v e l (representando um c i rcu i to do sistema) toma 
um dos dois valores 0 ou 1 . 

Do i s dos c i rcui tos podem ser combinados l igando-
-os ou em sé r ie ou em paralelo. U m c i rcu i to obt ido 
pela l i g a ç ã o dos c i rcui tos x e y em s é r i e designar-
- s e - á por x + y , e a l i g a ç ã o em paralelo de x e y 
d e s i g n a r - s e - á por x • y 

X + Y 

X 

Y X Y 

U m a pequena r e f l e x ã o c o n v e n c e r - n o s - á que este 
sistema t a m b é m satisfaz os postulados de B O O L E 
anteriormente enunciados. Como exemplo daremos a 
i n t e r p r e t a ç ã o , em termos de c i rcu i to , dos postulados 
que c o n t é m 0 e 1 . [ ( 4 a ) , ( 4 b ) , ( 5 a ) , ( 5 b ) ] . 

Interpretação 

1 + x = 1 U m c i rcu i to aberto em sé r i e com 
outro c i r cu i to é sempre um c i rcu i to 
aberto. 

0- x = 0 U m c i rcu i to fechado em paralelo com 
outro c i r cu i to é sempre um c i rcu i to 
fechado. 

0 + x = x Se um c i rcu i to fechado e s t á em sé r i e 
com u m c i rcu i to x, o resultado depende 
de x [fechado se x é fechado, aberto se 
x é abe r to ] . 

1 • x = x Se um c i rcu i to aberto e s t á em para­
lelo com u m c i rcu i to x o resultado 
depende de x . 

Das i n t e r p r e t a ç õ e s anteriores, é claro que x' deve 
ser um c i rcu i to que e s t á l igado de modo que quando 
x è fechado x' é aberto e reciprocamente. E m qualquer 
sistema complexo pode suceder que v á r i o s c i rcui tos 
estejam ligados de modo a serem abertos ou fechados 
conforme o c i r cu i to x é aberto ou fechado; em t a l 
caso esse c i r cu i to s e r á chamado x . Reciprocamente 
qualquer c i r cu i to que seja o inverso de x chamar-
- s e - á x ' . Convida-se o le i tor a ver i f icar por s i p r ó ­
p r io os restantes postulados e teoremas dados a t r á s . 
Por exemplo vê - se que os dois c i rcui tos 

Z 

Y 

s ã o equivalentes. Por tanto x+ y • z = (x + y) • (x + z ) . 
A l g u n s teoremas adicionais s ã o extremamente ú t e i s 

para obter s i m p l i f i c a ç õ e s . As provas são mui tas vezes 
mu i to s imples; por exemplo 

(15 a) x + x - 2/ = x - l + x - j / = x - ( l + y ) = x . l = x . 

Donde o seu dua l pode ser imediatamente escrito sob 
a f o r m a 

(15 b) x • (x + y) = x . 

U m ú l t i m o teorema que é de natureza mais geral : 
Seja / (x , y , z , • • •) uma f u n ç ã o de B O O L E das v a r i á ­
veis x , y , z , ••• e n t ã o 

(17 a) x - f ( x , y , z , - - - ) = * . / ( L , y , « , • • . ) . 

Isto é, se mul t ip l i ca rmos x por uma f u n ç ã o , o resul­
tado é o mesmo que se o b t é m se cada vez que x apa­
rece na f u n ç ã o ele é s u b s t i t u í d o por 1 (e evidente­
mente x ' por 0) . 

Para j u s t i f i c a r este teorema note-se, em p r ime i ro 
lugar , o pos s íve l c a r á c t e r duma f u n ç ã o de B O O L K . 
Desde que x -se — x e x • x ' = 0 , segue-se que x 
pode aparecer no m á x i m o uma vez em cada produto . 
A g o r a para cada termo com um sinal i n t e r i o r •+-
pode ser usada a l e i d i s t r i b u t i v a (3 a) para obter a 
soma de dois termos [por exemplo, x • a • (x + y1) = 
= x - z + z • y} • a] . Por r e p e t i ç õ e s deste processo 
chega-se eventualmente a uma « é t a p e » t a l que 
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/(ce , y , z , • • • ) flea expresso simplesmente como uma 
soma de termos, cada um dos quais é u m produto de 
algumas ou todas as v a r i á v e i s x ,y , z (como ou 
sem ') . Por exemplo, seja f ( x , y , z) = y • (x1 + (x + 
+y) • z')=y • (x' + x • z1 +y • z f ) = x ' • y -\-x • y • z1 + y • z'. 
Donde claramente x •/ (x , y , z , •••) e l i m i n a r á todos 
os termos envolvendo x' e a s s e g u r a r á um x colo­
cado em todos os restantes termos. Por tanto , para a 
f u n ç ã o no exemplo, anter ior x • f ( x , y ,z) = x • (x' • y + 
+ x-y • z' + y • z') = x- y-z' + x- y-z' — x-y-z'. 

Mas x - / ( l , y , z) semelhantemente e l i m i n a todos 
os termos envolvendo x 1 . Por as duas e x p r e s s õ e s 
x • f (x , y ,z ,-••) e x - f ( í ,y ,z ,•••) s ã o uma mesma 
como q u e r í a m o s provar . [No exemplo anter ior 
/ (í ,y ,z) =0 • y + í • y • z' +y • z' = y • z' +y • z1 = y • z' e 
por tan to x • f (l ,y , z)=x • y • z'~\. O teorema dua l é 

(17 b) x + / ( » , » , * , — ) - a s + / ( 0 , y , « , — ) . 

Desde que x = ( x ' ) ' , a f u n ç ã o / ( a s , y , « , • • • ) pode 
t a m b é m ser olhada como uma f u n ç ã o de x', y , z , • • • 
Por tanto (17 a) pode ser usada para p rovar que 

(18 a) x ' - f ( x , y , z , . - . ) = x< . / ( O , y , z , • ••) 

com a sua dua l 

(18 b) ( * , y , * , . . . ) - * ' + / ( 1 , * , « , — ) • 
Os quatro teoremas anteriores s ã o especialmente 

í i te is na s i m p l i f i c a ç ã o de c i rcu i tos . Como exemplo 
considere-se o seguinte c i r c u i t o : 

— . S ' . — 1 

I — • X • — • Y • — 
— • w •—I 

— • Y • — » Z ' • — 
— . V • — I 

S • • w ' « • 2 • -

- •Z< 

A f u n ç ã o representando o c i r cu i to pode ser escri ta 
imediatamente como w + w' • (x + y) + (x + z) • (s + 
+ w1 + z) • (*' • v + y + z') . 

Usando (17 b) com w como v a r i á v e l especial, [ i s to 
é, w + f ( x ,y ,z ,w ,---) = w + f ( x ,y ,z ,0 ,•••)] esta 
f u n ç ã o é i g u a l a 

w +• 0' • (x +y) + (x + z) • (s + 0' + z) • (*' • v + y + z1) . 

Mas desde que 0 ' = 1 e l + « + z = l , s e r á i g u a l a 

w + x + y + (x + z) • (s1 • v + y + z ' ) . 

Semelhantemente, usando (17 b ) , p r ime i ro com x e 
depois com y temos : 

w+-x + y + z • (s1 • v + y + z ' ) = io + x-p y + z • (*' • u + z ' ) . 

E pela l e i d i s t r i b u t i v a (3 a) 

— u> + x + y + z-s'-v. 

Por tanto um c i rcu i to equivalente mui to mais simples : 

. W 

- • V 

- . S' 

- . Z . . 

Mui tos outros problemas da teor ia do c i r cu i to , ta is 
como a s i m p l i f i c a ç ã o de c i rcui tos com o p e r a ç õ e s de 
s e q u ê n c i a , a c o n s t r u ç ã o de c i rcui tos selectivos com 
c a r a c t e r í s t i c a s especiais, etc., podem ser tratados por 
m é t o d o s semelhantes. Para uma maior d i s c u s s ã o des­
tes problemas, ver o a r t i g o de SHANNON a t r á s c i tado . 
V á r i o s investigadores russos t ê m trabalhado consi­
deravelmente neste problema. 

Tradução de-Maria Pilar Ribeiro. 

Exemplo de conjunto não mensurável á Lebesgue 

D o Prof . R U Y L u i z GOMKS recebeu a R e d a c ç ã o uma 
car ta em que chama a a t e n ç ã o para o erro em que 
pode i n d u z i r o t í t u l o dado ao a r t igo que nos enviou 
para o n.° 51 do G. M. T a l como se diz nas palavras 
de i n t r o d u ç ã o , esse a r t i go é apenas uma t r a n s c r i ç ã o , 
acrescentada de todas as d e m o n s t r a ç õ e s , do capitulo 

V I I , intitulado Nonmeasurable Sets, das lições dadas 
por J. von Neumann no Institute for Advanced Study 
Princeton, nos anos lectivos de 1933-34 e 1934-35(1). 

(') JOHN VON NEUMANN — Functional Operators, Vol. I : Mea­
sures and Integrals, Princeton University Preess, 1950. 
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Sobre o ensino da Matemática na Alemanha 
por J. Sebastião e Silve 

O alto n í v e l a t ing ido pelos estudos m a t e m á t i c o s na 
Alemanha, desde longa data, e maiormente no pe­
r í o d o em que sobressaem os nomes de G A U S S , RIEMANN 

W E I E R S T B A S S , CANTOR e H I L B E R T , suscita faci lmente a 

curiosidade de saber como é estruturado e conduzido 
o ensino da M a t e m á t i c a naquele pais. 

N ã o é que a fo rma , ou mesmo o e s p í r i t o do ensino, 
cheguem para expl icar um f e n ó m e n o que tem as suas 
raizes profundas na t r a d i ç ã o e na maneira de ser do 
povo em que se manifesta . N ã o se t r a t a aqu i p r o p r i a ­
mente duma r e l a ç ã o de causa e efei to , mas antes d u ­
ma correlação; a f ó r m u l a s e r á esta: ensino e a c t i v i ­
dade c i en t í f i ca influenciam-se mutuamente, dentro de 
certos l imi tes e geralmente a longo prazo. 

T a m b é m n ã o deve, por d e t r á s daquela curiosidade, 
abrigar-se uma t e n d ê n c i a no sentido de considerar 
tudo o que se faz lá fora, como perfe i to e d igno de ser 
reproduzido cá dentro, f ie lmente, sem p r é v i a c r í t i c a 
ou r e e l a b o r a ç ã o . N ã o h á sistemas ideais de ensino, 
que convenham indiferentemente a todas as é p o c a s e 
a todos os povos. No presente caso e n t ã o , é preciso 
contar com profundas d i f e r e n ç a s de psicologia, que 
obr igam a usar de p r u d ê n c i a , quando se pense em 
transplantar dum campo para o outro uma dada nor­
ma p e d a g ó g i c a . 

Mas t a m b é m se n ã o deve i r para o extremo oposto 
— que é o de fechar os olhos e o entendimento a tudo 
o que se passa no exterior, numa a t i tude de auto-suf i -
c i ê n c i a p r ó p r i a das pessoas que t ê m medo excessivo 
das correntes de ar. É certo que vivemos aqu i num 
extremo da Europa , «onde a te r ra se acaba e o mar 
c o m e ç a » , e onde, por isso mesmo, chegam enfraque­
cidos os ecos de algumas vozes; mas t a l p o s i ç ã o , se 
por u m lado nos é vantajosa, e m u i t o , t a m b é m por 
outro lado oferece os seus inconvenientes, que i m ­
po r t a c o r r i g i r . 

H á ainda uma terceira t e n d ê n c i a , que consiste em 
aceitar a tese da nossa incapacidade para a c r i a ç ã o 
c i e n t í f i c a , eom este co ro l á r i o imed ia to : n ã o precisa­
mos de assimilar os m é t o d o s de t rabalho, mas apenas 
a c i ê n c i a cr iada pelos outros. Simplesmente, a tese 
ainda n ã o f o i demonstrada e, só deixando de p ô r em 
p r á t i c a o seu c o r o l á r i o , estaremos em c o n d i ç õ e s de 
saber se ó verdadeira ou falsa O c o n t r á r i o é per­
manecer num c í r cu lo vicioso. 

(') Há sem dúvida casos isolados que contradizem a tose ; o 
que não temos tido é uma verdadeira escola de invest igação. 

A m i m parece-me que o estudo da o r g a n i z a ç ã o do 
ensino em diversos paises do mundo c iv i l i zado s e r á 
sempre um trabalho ú t i l e m e r i t ó r i o , especialmente 
quando se t ra ta —e é este o caso —dum povo que te­
nha dado um for te con t r ibu to para o a v a n ç o da c i ê n ­
cia. Quanto à i n t e r p r e t a ç ã o dos factos e à s s u g e s t õ e s 
que eles possam oferecer, tudo isso pertence a uma 
out ra ordem de c o n s i d e r a ç õ e s , a que, pelo menos de 
momento, n ã o quero a b a l a n ç a r - m e . Procurare i , no que 
se segue, manter-me numa l i nha de object iv idade, 
apenas cortada, aqu i e a lém, por a lgum breve comen­
t á r i o . 

Os dados que v ã o ser expostos não dizem respeito 
a toda a Alemanha, mas apenas aos dois estados que 
t i v e a oportunidade de v i s i t a r , num p e r í o d o de pouco 
mais de um mês (*) — o da R e n â n i a (Rhein land-Pfa lz ) 
e o de Baden. Os elementos que me f o i pos s íve l re­
colher n ã o permi tem pois, de nenhum modo, uma v i ­
s ã o completa e n í t i d a do assunto ; subsistem muitas 
lacunas, v á r i o s pontos obscuros a esclarecer ; a l ém 
disso, tais elementos referem-se mais à fo rma do que 
ao e s p í r i t o do ensino. Mas nem por isso me pareceu 
desprovido de interesse t r a n s m i t i r aos leitores da 
Gazeta de M a t e m á t i c a os resultados destas pr imei ras 
o b s e r v a ç õ e s . 

Ensino liceal (a) 

L i m i t a r - m e - e i a uma r á p i d a d i g r e s s ã o neste campo, 
apenas para se ter uma idea de como e s t á a l i c e r ç a d o 
o ensino superior. 

O ensino l iceal no estado de R e n â n i a (como, se­
gundo creio, nos restantes estados da Alemanha oc i ­
dental) é d i s t r i b u í d o por nove anos e minis t rado em 
t r ê s t ipos de escolas : o liceu de línguas antigas 
(Altsprachl iches Gymnasium) , o liceu de línguas mo­
dernas (Neusprachliches Gymnas ium) e o liceu cienti­
fico (Naturvfissenschaft l iches Gymnas ium) . 

Consultando os « L e h r p l a n e f t t r die hoheren Schulen 
i n R h e i n l a n d - P f a l z » (Programas para os liceus da 
R e n â n i a ) de 1951, observa-se desde logo que o qua­
dro das discipl inas n ã o va r i a grandemente dum para 
outro t i po de l i c e u : a d i f e r e n ç a reside pr inc ipa lmente 
no n ú m e r o de tempos lectivos a t r i b u í d o s a cada dis-

(') Com bolsa do Instituto de Alta Cultura. 
(*) Traduzo aqui «Gymnasiumn por «liceu», dondo o adjec­

tivo nhceala aplicado ao ensino ministrado naquela categotia do 
•scolas. 
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c ip l ina . Ass im mesmo, a M a t e m á t i c a , que no l iceu 
c ien t í f i co d i s p õ e de 4 horas por semana em cada um 
dos nove anos, sofre apenas a r e d u ç ã o duma hora a 
p a r t i r do 4." ano, em qualquer dos liceus l i t e r á r i o s . 

No l iceu c ien t í f i co , uma só d i sc ip l ina supera a M a ­
t e m á t i c a no t o t a l dos tempos l ec t ivos : é o A l e m ã o , 
que nos dois pr imeiros anos absorve 6 horas lect ivas 
por semana, passando ao regime das 4 horas nos anos 
seguintes. 

Quanto às restantes disc ipl inas de c a r á c t e r c i e n t í ­
fico, a d i s t r i b u i ç ã o de tempos lect ivos por semana é 
a seguinte (no l iceu c ien t í f i co ) : 

Física: 2 no quar to ano e 3 em cada um dos se­
guintes. 

Química: 2 desde o qu in to ao nono ano. 
Biologia: 2 em cada um dos nove anos. 
Todas as disc ipl inas pertencentes ao grupo das le­

tras ( A l e m ã o , L a t i m , F r a n c ê s , H i s t ó r i a , etc.) acom­
panham as discipl inas de c i ê n c i a s a t é ao ú l t i m o ano, 
sem qualquer e spéc i e de r a m i f i c a ç ã o . (Neste p a r t i ­
cular , parece-me p r e f e r í v e l , para nós, o sistema 
actualmente em v i g o r nos nossos liceus ; em todo o 
caso, creio que nos seria vantajosa a c o n t i n u a ç ã o do 
estudo das l í n g u a s v ivas , pelo menos o de i n g l ê s ou 
a l e m ã o , (*) nas secções de c i ê n c i a s ) . 

O object ivo fundamenta l do ensino da M a t e m á t i c a 
nos liceus a l e m ã e s é desenvolver no aluno aptidão para 
o pensamento matemático autónomo ( aqui « a u t ó n o m o » 
e s t á a t r aduz i r « s e l b s t á n d i g » , no sentido de « n ã o -
- m e c a n i z a d o » ) . Para tanto, considera-se fundamenta l , 
n ã o só d i r i g i r o ensino no sentido da clara f o r m a ç ã o 
dos conceitos, da e x p r e s s ã o exacta e da d e d u ç ã o l ó ­
gica, mas ainda hab i tuar o aluno a fazer uso i n t e l i ­
gente do m é t o d o m a t e m á t i c o na i n t e r p r e t a ç ã o do 
mundo f í s i co . 

O programa de M a t e m á t i c a a t r i b u í d o a cada ano 
(refiro-me sempre ao estado da R e n â n i a ) é r e l a t i v a ­
mente moderado, o que permi te fazer em ensino c u i ­
dadoso e to rna p o s s í v e l uma boa a s s i m i l a ç ã o dos con­
ceitos. E m todo o caso, como é na tu ra l , consegue-se 
i r mais longe do que entre n ó s . Os dois ú l t i m o s anos 
s ã o dedicados ao Cá lcu lo i n f i n i t e s i m a l e à Geometria 
a n a l í t i c a (plana) . 

(') A expansão do idioma inglês no mundo de hoje torna 
cada Tez mais desejável quo (sem descurar o ensino do francês) 
o estudante saia do liceu com a possibilidade de, pelo menos, re­
digir em inglês um trabalho cientifico. Por outro lado, a com­
pleta ignorância do alemão continua a ser um «handicap» para 
quem, nos ramos científicos, procure manter-se «au point». 
Quem escreve estas linhas beneficiou de dois anos de alemão 
no curso complementar de ciências (anos lectivos de 1931-32 e 
1932-33) e só hoje sabe avaliar quanto lhe foi útil esse breve 
estudo — bem mais útil do que a absorção forçada duma con­
siderável massa livresca de conhecimentos científ icos. As enci­
clopédias são sempre de fácil consulta, principalmente quando 
se conhecem várias l ínguas. . . 

No 8.° ano faz-se uma i n t r o d u ç ã o ao C á l c u l o d i f e ­
rencial , que se pro longa a t é à teor ia dos m á x i m o s e 
m í n i m o s e ao estudo geral do g r á f i co duma f u n ç ã o 
(casos simples), com a p l i c a ç õ e s à Geometr ia e à F í ­
sica ; segue-se um estudo pormenorizado da f u n ç ã o 
i n t e i r a do 3.° g r a u . 

No 9." ano, a p ó s u m breve complemento de cá l cu lo 
d i fe renc ia l , r e l a t i vo às f u n ç õ e s e* e l og x, faz-se 
uma i n t r o d u ç ã o ao C á l c u l o in t eg ra l , que se concretiza 
nos seguintes t ó p i c o s : o i n t e g r a l definido como l i m i t e 
de somas de R I E J I A N N ; á r e a s posi t ivas e á r e a s nega­
t ivas ; a á r e a dum t r a p e z ó i d e como f u n ç ã o do l i m i t e 
superior de i n t e g r a ç ã o ; teorema fundamenta l do c á l ­
culo i n t e g r a l ; a i n t e g r a ç ã o como o p e r a ç ã o inversa da 
d e r i v a ç ã o ; i n t e g r a ç õ e s simples com a p l i c a ç ã o ao c á l ­
culo de á r e a s de s u p e r f í c i e s planas e de volumes de 
s ó l i d o s ; a i n t e g r a ç ã o segundo o m é t o d o geral de subs­
t i t u i ç ã o (pequeno g rau de d i f i cu ldade) ; a p l i c a ç õ e s 
do i n t e g r a l a q u e s t õ e s simples da F í s i c a . 

Quanto à geometr ia a n a l í t i c a , o programa i n c l u i , 
a l é m do que entre nós costuma ser ensinado, uma 
teor ia elementar das c ó n i c a s (polo e polar, d i â m e t r o s 
conjugados, r e p r e s e n t a ç ã o p a r a m é t r i c a , propriedades 
ó p t i c a s , a elipse como imagem a f i m da c i r c u n f e r ê n c i a 
etc.) ; no final, é prescri to o estudo de lugares g e o m é ­
tr icos e o emprego do m é t o d o a n a l í t i c o - a l g é b r i c o em 
d e m o n s t r a ç õ e s g e o m é t r i c a s de d i f i cu ldade m é d i a . 

A t r i gonome t r i a (plana) é ensinada in tegra lmente 
no 7.° ano. Mas nota-se em todo o p rograma a a u s ê n ­
cia da A r i t m é t i c a rac ional (*) e daquele estudo da 
e q u a ç ã o de D I O F A N T O que é tanto do agrado dos au­
tores dos nossos programas. 

A cúpula dos estudos é pois formada pelo Cálculo 
infinitesimal e pela Geometria analítica, atendendo a 
que são esses os instrumentos que, desde o Renascimento, 
justificam o tão celebrado êxito da Matemática, nas 
aplicações às ciências físicas e à técnica. 

Resta-nos f ina lmente assinalar, no p rograma do 9." 
ano, alguns assuntos de carácter optativo: t r igonome­
t r i a e s f é r i c a , s é r i e s , m é t o d o de a p r o x i m a ç ã o de 
NEWTON , a n á l i s e c o m b i n a t ó r i a e f ó r m u l a do b i n ó m i o , 
r e c t i f i c a ç ã o , etc. 

P o r é m , as anteriores c o n s i d e r a ç õ e s referem-se ape­
nas a programas. E sem d ú v i d a de todo o interesse 
conhecer o quadro f o r m a l em que v ã o inserir-se os 
dados concretos; mas f a l t a depois o mais i m p o r t a n t e 
— que s ã o precisamente esses dados. 

(') Passa-se isto num país em que as inves t igações ar i tmé­
ticas ocupam de há muito, um lugar previlegiado. E r a G A U S S 
quem dizia : «A Matemática é a rainha das ciências, o a Aritmé­
tica a rainha das matemáticas». Ainda hoje, com a escola de 
H A S S E , O estudo da Teoria dos números se encontra em pleno 
florescimento na Alemanha. 
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Como é na realidade conduzido o ensino? Quais os 
m é t o d o s seguidos? 

Bem desejaria eu estar em cond ições de responder 
a tais preguntas. Mas um m ê s de p e r m a n ê n c i a num 
p a í s que se v i s i t a pela p r i m e i r a vez — p a í s , a inda por 
cima, t ã o diferente do n o s s o — é mui to pouco, quase 
nada, para poder afoi tamente fa la r sobre este assunto. 
Todav ia , à f a l t a de melhor, as i m p r e s s õ e s colhidas 
sobre as p á g i n a s de alguns textos de A n á l i s e , com­
pletadas com r e f e r ê n c i a s ouvidas directamente, podem 
talvez dar uma p r i m e i r a i n d i c a ç ã o , que valha a pena 
reg is ta r aqui . 

Dos l iv ros que folheei , f icou-me esta idea i n i c i a l : 
a o r i e n t a ç ã o adoptada no ensino da A n á l i s e é de i n ­
dole acentuadamente i n t u i t i v a , procurando-se dar a 
génese p s i c o l ó g i c a dos conceitos e a sua finalidade 
p r á t i c a ( « d o n d e v ê m e para onde v ã o » ) , a t r a v é s de 
numerosos exemplos, c i t a ç õ e s h i s t ó r i c a s e a p l i c a ç õ e s 
concretas, constantemente referidas à e x i s t ê n c i a do 
homem no mundo f í s i co e no agregado social (todos 
os textos fecham com u m sugestivo c a p í t u l o sobre 
Cá lcu lo das probabil idades e E s t a t í s t i c a ) . 

Deste ponto de vis ta , os l iv ros que examinei s ã o 
na verdade n o t á v e i s , generosamente adubados de i n ­
t u i ç õ e s e de imagens, com um bom recheio de exer­
c í c i o s — e alguns deles apresentados com ó p t i m o , a l i ­
ciante aspecto g r á f i c o . I n f l u ê n c i a especial das ideas 
p e d a g ó g i c a s de F E L I X K L E I N ? Reflexo de modernas 
correntes f i l o só f i ca s , de ra iz mais ou menos hege-
l i ana ? 

E m qualquer h i p ó t e s e , seja-me permi t ido um reparo 
pessoal. Ju lgo —sempre baseado no exame dos refe­
ridos textos—que se v a i demasiado longe nesta reac­
ção i n t u i t i v i s t a (d i r e i mesmo pragmatista), de i ­
xando prejudicado um outro aspecto que, desde os 
bons tempos he l én i cos , caracter iza por d e f i n i ç ã o a 
C i ê n c i a : o aspecto rac ional . Ref i ro-me especialmente 
à maneira como se decide t r a t a r a teor ia dos l imi t e s (*). 

E certo que, na Universidade, v i r á depois a desforra 
— numa v i r agem brusca, que leva q u á s e ao extremo 
oposto—com todos os recursos de que se d i s p õ e num 
p a í s onde a a n á l i s e l ó g i c a dos fundamentos da Mate ­
m á t i c a f o i conduzida ao ú l t i m o g rau de subti leza. E 
t a m b é m certo que N E W T O N , L E I B N I T Z , E U L E B , L A Q B A N Q E 

e outros mais n ã o precisaram de saber consciente-

(') Admite-se na Alemanha que o conceito de limite é dema­
siado melindroso para que possa ser desenvolvido com rigor 
lógico nos liceus. Mas parece-me isto exagerado, sobretudo 
quando penso que, nos liceus alemães, o Cálculo infinitesimal é 
ensinado normalmente nos anos que correspondem aos dois pri­
meiros das nossas universidades. Por outro lado, ouvi emitir a 
opinião de que a teoria dos limites, assim ensinada, cria h á ­
bitos mentais que é depois difícil desenraizar na Universidade. 

mente o que é « l imi t e» , para c o n s t r u í r e m o e d i f í c i o 
grandioso da A n á l i s e . 

Mas mui to haveria que dizer sobre este ponto — e 
j á avancei demasiado num campo em que, repi to , n ã o 
disponho de dados suficientes. 

Ensino universitário 

A passagem do l iceu para a universidade caracte-
riza-se por uma rad ica l m u d a n ç a de ponto de v i s t a . 
U m dos objectivos essenciais do ensino u n i v e r s i t á r i o 
é o de conduzir aos modernos problemas e, mais a inda, 
à moderna forma do pensamento matemático ; de ma­
neira que o aluno se v e r á colocado, n ã o só perante 
m a t é r i a s novas, mas ainda — e é isso o mais n o t á v e l 
— perante novos processos mentais, de natureza bem 
mais elaborada. A o mesmo tempo, a sua a t i tude para 
com a c i ê n c i a d e i x a r á de ser a de passivo espectador, 
para tender progressivamente, à de compar t ic ipante . 

A o r g a n i z a ç ã o dos estudos difere profundamente 
da que se observa nas universidades portuguesas e 
n ã o obedece a um modelo ú n i c o para as diversas u n i ­
versidades. U m pr ime i ro ponto a assinalar é este: 
todas as cadeiras são semestrais. No p r i n c í p i o de cada 
semestre, a univers idade pub l ica uma l i s t a dos cur­
sos e s e m i n á r i o s a real izar nesse semestre, com os 
respectivos h o r á r i o s e a i n d i c a ç ã o dos professores que 
08 regem. A r a z ã o deste fac to e s t á em que v a r i a m de 
semestre para semestre, de ano para ano, de un iver ­
sidade para universidade, os cursos professados ou, 
pelo menos, a o r i e n t a ç ã o seguida em certos cursos. 
Es ta ampla va r i ab i l idade dos estudos é apenas um 
sintoma do al to n í v e l do ensino minis t rado nas u n i ­
versidades a l e m ã s . 

P o r é m , na massa m o v e d i ç a dos cursos, destaca-se 
um núc leo r ig idamente e s t á v e l , c o n s t i t u í d o não só 
por aquelas discipl inas —tais como o C á l c u l o i n f i n i t é ­
s imal , a Geometria a n a l í t i c a , a T e o r i a das f u n ç õ e s 
a n a l í t i c a s e a T e o r i a das e q u a ç õ e s di ferenciais —so­
bre as quais se f i r m a necessariamente todo o ramo da 
M a t e m á t i c a a p l i c á v e l à s c i ê n c i a s da natureza, mas 
ainda por aquelas outras discipl inas que se conside­
ram i n d i s p e n s á v e i s à cu l tu r a geral dum m a t e m á t i c o , 
i s to é : a Á l g e b r a superior ( inc lu indo a Teor i a dos 
grupos e a T e o r i a de G A L O I S ) e a Geometr ia d i f e ren ­
c ia l ( ' ) . Observe-se entretanto como é l a rga esta base 
de cu l tu r a geral . 

(') Estes dados, como outros aqui expostos, foram extraídos 
directamente do artigo do Prof. W . Suss «Das Studtum der 
Mathematik», publicado num «guia do estudante* fornecido pela 
Faculdade de Ciências da Universidade de Friburgo (na Floresta 
Negra). 
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Mas o objec t ivo dos estudos u n i v e r s i t á r i o s n ã o se 
l i m i t a , de nenhum modo, à f o r m a ç ã o duma cultura 
geral. E f ina l idade ú l t i m a das universidades (sem a 
qual perderiam o d i re i to a esse nome) conduzir a um 
campo de especialização, a t r a v é s do qua l o estudante 
possa rapidamente a t i n g i r as fronteiras do conheci­
mento actual, colocando-se em cond ições de poder con­
t r i b u i r , ele mesmo, para o progresso da c i ê n c i a . Ora 
o campo de e s p e c i a l i z a ç ã o é oferecido justamente pe­
los cursos de c a r á c t e r mais ou menos v a r i á v e l ; o 
aluno d e v e r á , a p ó s os 3 ou 4 pr imeiros semestres, es­
colher l ivremente alguns desses cursos, de acordo 
com as suas i n c l i n a ç õ e s , mas sem re s t r i ng i r dema­
siado a ampl i tude da escolha. 

Examinemos agora mais de perto o mecanismo do 
ensino u n i v e r s i t á r i o . 

As l ições dos j á referidos cursos fundamentais s ã o 
geralmente acompanhados de exercícios, cujo objec­
t i v o n ã o é t ã o somente a f o r m a ç ã o duma t é c n i c a de 
c á l c u l o (o que j á em grande par te se fez no ensino 
s e c u n d á r i o ) , mas ainda, e sobretudo, o esclarecimento 
dos conceitos t e ó r i c o s e do seu m ú t u o encadeamento 
lóg ico , mediante a a n á l i s e de q u e s t õ e s adequadas, 
dispostas em ordem de d i f i cu ldade crescente, a t é 
q u á s i a t i n g i r e m o n í v e l de verdadeiros temas de i n ­
v e s t i g a ç ã o . Ta i s exercícios s ão propostos pelo profes­
sor durante as l i ç õ e s ; ao aluno compete r e s o l v ê - l o s 
em casa e apresentar as respectivas r e s o l u ç õ e s ao 
assistente. Este tem por dever c o r r i g i r cuidadosa­
mente, com o b s e r v a ç õ e s à margem, todas as r e s o l u ç õ e s 
apresentadas ; a l é m deste t rabalho, que lhe absorve 
cerca de dois dias por semana, as f u n ç õ e s d i d á c t i c a s 
do assistente reduzem-se a duas horas lectivas por 
semana, durante as quais conversa com os alunos 
sobre a maneira como f o r a m resolvidos os problemas 
e Bobre a melhor maneira de os resolver. E m todo o 
tempo restante, o assistente deve, no seu próprio inte­
resse, consagrar-se inteiramente ao trabalho de inves­
tigação, j á que é esse o ú n i c o caminho a seguir para 
ascender a pos i ções mais elevadas na car re i ra univer ­
s i t á r i a . 

P o r é m , quando se entra na fase de e s p e c i a l i z a ç ã o 
( a p ó s os 3 ou 4 pr imeiros semestres) o regime dos 
exercícios cede in te i ramente o luga r a um outro, de 
categoria mais elevada: o dos seminários. O que se 
faz nestes « s e m i n á r i o s » é, por v i a de regra , o seguinte : 
a cada aluno é d i s t r i b u í d o um t rabalho recentemente 
publ icado, para que o le ia , e o analise, e o in terprete , 
recorrendo à b i b l i o g r a f i a , geralmente extensa, que 
esse t rabalho p r e s s u p õ e ; depois o aluno d e v e r á , numa 
s e s s ã o do s e m i n á r i o , fazer uma e x p o s i ç ã o sobre o 
assunto, perante os seus colegas e o professor; no f i ­
nal , é f e i t a uma c r í t i c a da e x p o s i ç ã o por par te dos 
presentes e pode gerar-se uma d i s c u s s ã o tendente a 

esclarecer as ideias expostas e porventura a levantar 
novos problemas. 

U m pr ime i ro resultado p r á t i c o — o mais modesto, 
mas t a m b é m o mais frequente —que consegue obter-se 
por t a l processo, é o de ensinar o aluno o e x p ô r cor­
rectamente assuntos de m a t e m á t i c a ; o que j á é i m ­
portante , se atendermos a que, geralmente, ele se des­
t i n a à carre i ra do ensino. 

Mas um outro object ivo mais alto costuma ser v i ­
sado com o t rabalho de s e m i n á r i o : o de estabelecer 
u m v ivo contacto com a f rente da i n v e s t i g a ç ã o actual 
para que, num ou noutro aluno mais bem dotado (as 
raras e preciosas e x c e p ç õ e s ) , venha revelar-se a v o ­
c a ç ã o para a ac t iv idade criadora. U m a idea, um s ú ­
b i to lampejo, basta mui tas vezes para l a n ç a r o eleito 
no t r i l h o aventuroso das i n v e s t i g a ç õ e s . Neste caso, o 
papel do professor t e r á de assemelhar-se um pouco 
à q u e l e que SÓCRATES se a t r i b u i jocosamente no d i á ­
logo com T E E T E T O : O de a judar a v i r em à luz as ideias. 

E m tudo o que precede, a inda n ã o f o i usada uma 
pa lav ra que parece o b r i g a t ó r i a ao fa la r de ensino: 
a pa lavra « e x a m e » . Mas h á que sal ientar desde j á o 
seguinte: logo no p r ime i ro contacto com as escola» 
a l e m ã s , observa-se que os e s fo rços e s t ã o mui to mais 
d i r i g idos no sentido de aprender ou ensinar (conforme 
se t ra te de alunos ou de professores), do que para o 
reverso da medalha, que consiste em prestar contas 
ou julgar. 

Todos nós sabemos que os exames s ã o a parte i n ­
gra ta (de certo modo negat iva) do ensino; pra t icada 
em excesso, acaba por massacrar docentes e discentes, 
fa t igando-os inu t i lmente , t i rando-lhes a vontade 
para o t rabalho cons t ru t ivo , levando-os por vezes a 
execrar a c i ê n c i a e os c é r e b r o s que a geraram (*). É 
evidente que se t r a t a dum mal necessário, mas, por 
isso mesmo que é um mal, conv i r i a reduzi- lo ao m í ­
nimo necessário. 

Neste ponto, s ã o para inve ja r os germanos, cu ja 
ps icologia lhes permite fazer um uso m o d e r a d í s s i m o 
dos exames. Por exemplo, na S e c ç ã o de M a t e m á t i c a 
da Univers idade de M o g ú n c i a , s ã o o b r i g a t ó r i o s ape­
nas os exames de fecho dos estudos (exames de l i cen ­
c ia tura , ou actos grandes, como entre nós se d i r i a ) ; 
h á t a m b é m exames a meio dos estudos, mas esses s ã o 
facu l t a t ivos , concedidos aos alunos que desejem or ien-
tar-se acerca das suas possibil idades. 

As provas orais t ê m geralmente luga r no gabinete 

(') Sem esquecer que, muitas vezes, o exame faz uma selec­
ção errada, colocando em primoiro lugar o aluno mais especta-
culoso, mais expansivo, que não ó goralmente o mais concen­
trado, o mais profundo. 
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do professor, em estilo de conversa, à vo l t a duma 
mesa —apenas professor, assistente e aluno. E este 
ú l t i m o que, quando se sente hab i l i t ado , se d i r i ge ao 
professor a pedir que lhe marque um dia e uma hora 
para ser ouvido. Medite-se um pouco na soma de 
energias nervosas que se economiza por tais processos ! 

T r ê s s ã o os rumos para os quais os estudos mate­
m á t i c o s podem ser orientados: profissões liberais, 
magistério secundário e magistério superior. De acordo 
com estas o r i e n t a ç õ e s , v a r i a a d u r a ç ã o dos estudos 
(entre 6 e 1 0 semestres) e a natureza dos exames de 
fecho. 

A por t a de entrada para a carre i ra do ensino supe­
r i o r é o exame de doutoramento. Neste caso, é exigido 
a a p r e s e n t a ç ã o duma tese que, por d e f i n i ç ã o , deve 
conter resultados novos, já que o conceito de ensino 
universitário engloba necessariamente o de investigação. 

Só as provas orais de doutoramento (pelo menos 
na Univers idade de M o g ú n c i a ) costumam ser p ú b l i c a s , 
mas sem qualquer e spéc i e de solenidade. 

A p a r c i m ó n i a de exames, nas universidades a l e m ã s 
é em grande parte compensada pelo sistema dos exer­
cícios e dos seminários, por meio do qua l o assistente 
e, mais tarde, o professor v ã o tomando conhecimento 
do aluno sob v á r i o s aspectos, sem o colocar na pos i ­
ção in fe r io r i zan te e desconcertante de « p e s s o a que 
se sente e x a m i n a d a » . 

Contra o sistema dos exe rc í c io s pode objectar-se 
que, sendo resolvidos em casa, n ã o oferecem c o n f i a n ç a . 

E i s os termos em que o u v i responder a uma objec­
ç ã o deste t i po : «Primo, o aluno n ã o tem qualquer 
interesse em se l u d i b r i a r a s i p r ó p r i o , permanecendo 
num curso para o qua l n ã o sinta a p t i d õ e s ou n ã o t r a ­
balhe o suf ic ien te ; secundo, o assistente, ao conversar 
nas aulas com os alunos, tem sempre maneira de se 
aperceber do grau de c o n s c i ê n c i a com que fo ram re ­
solvidos os exe rc í c io s» . E n ã o se pode dizer que n ã o 
sejam a c e i t á v e i s estas r a z õ e s . 

Mas é sobretudo o t rabalho de s e m i n á r i o que per­
mi t e ao professor fazer um j u í z o sereno e acertado 
dos seus alunos, dando-lhe ainda aquela possibil idade 
preciosa de descobrir as verdadeiras v o c a ç õ e s . 

F ina lmente , algumas palavras sobre a d i s t r i b u i ç ã o 
do t rabalho lec t ivo em p e r í o d o s de tempo. 

As aulas do semestre de inverno c o m e ç a m em p r i n ­
c í p i o s de Novembro e t e rminam em f in s de Fevereiro, 
com a i n t e r r u p ç ã o de 1 5 dias para as f é r i a s do N a t a l . 
A s aulas para o semestre de v e r ã o c o m e ç a m em p r i n ­
c í p i o s de Ma io e t e rminam em f in s de Ju lho , com a 
i n t e r r u p ç ã o de 7 dias para as f é r i a s de Pentecostes 
Parece pois, que ao todo, h á cerca de seis meses de 
férias, nada menos do que metade do ano. Isto à p r i ­

meira v i s t a torna-se chocante e, se n ã o se tratasse 
dum p a í s onde, notoriamente, o t rabalho é a regra , 
n ã o f a l t a r i a quem visse a í um a u t ê n t i c o e s c â n d a l o . 
P o r é m a verdade é que, desses seis meses, só uma pe­
quena parte, talvez um m ê s , costuma ser u t i l i zada 
para efeitos de f é r i a s propr iamente ditas. E m todo o 
tempo restante, os alunos dedicam-se ao estudo, com 
possibilidades de c o n c e n t r a ç ã o e serenidade menta l 
que n ã o encontram nos p e r í o d o s lect ivos, demasiado 
sobrecarregados com aulas, e x e r c í c i o s , s e m i n á r i o s , 
etc. ( ') ; por sua vez, os professores medi tam os seus 
cursos, preparam as suas l i ções e, mais impor tan te do 
que tudo, prosseguem as suas investigações pessoais, 
c o n d i ç ã o «s ine qua non» para estarem à a l tu ra das 
f u n ç õ e s que desempenham. 

É interessante ve r i f i c a r como, na Alemanha, se 
deposita c o n f i a n ç a em professores e assistentes, sob 
v á r i o s aspectos, e em pa r t i cu l a r no tempo l i v r e que 
lhes é concedido; para isso c o n t r i b u i , certamente, 
uma longa t r a d i ç ã o , cimentada em exuberantes m a n i ­
f e s t a ç õ e s de fecundidade. Sabe-se a l i que o t raba­
lho de f ô l e g o , na C i ê n c i a como na A r t e , mesmo (e 
mais ainda) quando se t r a t a dum R I E M A N N OU dum 
B E E T H O V E N , exige longas horas, por vezes dias suces­
sivos de c o n c e n t r a ç ã o . 

C o n v é m todav ia salientar que, nos p e r í o d o s lect ivos 
a densidade de s e r v i ç o docente é mu i to maior do que 
entre nós ( 2 ) . 

Para concretizar em par te o que a t r á s f o i d i t o , 
extra io do « V o r l e s u u g s v e r z e i c h n i s » da Univers idade 
de M o g ú n c i a , para o semestre de v e r ã o de 1 9 5 2 - 5 3 , 
as seguintes i n d i c a ç õ e s re la t ivas aos cursos de M a ­
t e m á t i c a , com os respectivos h o r á r i o s e professores 
que os regem : 

1 ) Geometria analítica I , com Exercícios, 6 horas, 
3 . " , 4 . " e 6 . " das 8 à s 1 0 — K O T H E . 

2 ) Análise I I , com Exercícios, 6 horas 4.*', 5."" e 
S á b . ° s das 8 à s 1 0 — R O H R B A C H . 

3 ) Algebra elementar, com Exercícios, 4 horas, 2 . " 
e 6 . " das 1 0 à s 1 2 — S C H A F K E . 

4 ) Equações diferenciais ordinárias, com Exercícios, 
4 horas, 4."» e 5 . " das 8 à s 1 0 — F U R C H . 

5 ) Algebra superior, com Exercícios, 4 horas, 2 . " 
das 8 à s 1 0 e 6 . " das 1 0 à s 1 2 — W E V E R . 

6 ) Teoria aditiva dos números, 4 horas, 3 . " e 5 . " 
das 1 0 à s 1 2 — R O H R B A C H . 

(') É preciso não omitir que. no momento actual, grande 
parte dos alunos são forçados a procurar em diversas ocupações, 
ate as mais humildes, o sustento diár io . 

{-) Note-se porém que, em casos especiais, quando o pro­
fessor está ligado a certos institutos de invest igação, é-lhe re­
duzido o serviço docente, por vezes a uma hora por semana. 
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7) Teoria das funções I I , com Exercidos, 5 horas, 
3. " das 8 à s 10 e das 12 às 13 e 6 . " das 8 às 10 — 
G R U N S K Y . 

8) Topologia, 3 horas, 3 . " das 10 às 12 e 6 . " das 
12 à s 13 — F O R C H . 

9) Métodos da física matemática I I , 4 horas, 2 . " e 
5 . " das 13 à s 15 — S C H A F K E . 

10) Introdução ao cálculo das variações, 2 horas, 
2. " e 4 . " das 12 às 13 — G R U N S K Y . 

11) Espaços lineares, 3 horas, 2 . " das 11 às 12 e 
4. " das 10 às 12 — K O T H E . 

12) Aplicações escolhidas do cálculo operacional, 
mediante a transformação de Laplace, à Física e à 
Técnica, 2 horas, 3 . " das 15 às 17 — W A G N E R . 

13) Análise prática I , 4 horas, 5 . " das 10 às 12 e 
das 15 à s 17 — SCHMIEDEN. 

14) Geometria descritiva, com Exercícios, 6 horas, 
3. * ' , 4 . " e 5 . " das 13 às 15 — N E U M E R . 

15) Os fundamentos filosóficos da Matemática, 3 ho­
ras, 2.*', 4 . " e 6 . " das 16 às 17 — M A R T I N . 

16) A imagem astronómica do mundo no decorrer dos 
tempos (S tud ium g é n é r a l e ) , 4 horas, 5.** das 19 às 21 
e Sáb.°* das 10 às 12 — F L E C K E N S T E I N . 

17) Prática matemática I , 3 horas, 3.*" das 15 à s 
18 — ROHRBACH, W E V E R . 

18) Prática matemática I I I , 3 horas, 2 . " das 15 às 
18 — S C R A F K E , W E V E R . 

19) Seminário superior, 2 horas, 6.*' das 15 às 17 
— K O T H E , S C H A F K E . 

20) Seminário superior, 2 horas, 4 . " das 15 às 17 
— F U R C H . 

21) Seminário superior, 2 horas, 4."* das 10 às 12 
— R O U R B A C H . 

22) Seminário superior (funções especiais, teorias 
espectrais), 2 horas, 2 . " das 8 à s 10 — S C H A F K E . 

23) Seminário inicial, 2 horas, 5 . " das 15 às 17 — 
G R U N S K Y . 

24) Seminário inicial, 2 horas, 2 . " das 13 à s 15 — 
W E V E R . 

25) Colóquio matemático, 2 horas, 6 . " das 17 às 19 
F U R C H , G R U N S K Y , K O T H E , N E U M E B , R O H R B A C H , S C H A F K E , 

W E V E R . 

26) Colóquio de filosofia natural, 2 horas, 4 . " das 

17 à s 19 — B E C H E B T , B O L L N O W , F U R C H , H O L Z A M E B , 

K O T H E , M A R T I N , S C H U L Z , STBASSMANN, T R O L L , V O I T . 

Observações acerca deste quadro: o) A n u m e r a ç ã o 
romana é usada para os cursos que se d i s t r ibuem por 
mais de u m semestre. Ass im, « A n á l i s e II» (isto é 
« A n á l i s e , 2.* p a r t e » ) é precedida de a A n á l i s e I» , 
leccionada no semestre anter ior a este, e seguida de 
« A n á l i s e I I I» , que figurará na l i s t a d o p r ó x i m o semes­
tre de inverno. 

6) Cada hora indicada para as l ições costuma i n ­
c lu i r um in te rva lo de 15 minutos . Ass im, uma l i ção 
que, teoricamente, seja de 2 horas, é na realidade de 
hora e meia. 

c) S ã o indicadas t a m b é m as horas a que o profes­
sor atende os alunos. 

d) O « S t u d i u m g é n é r a l e » consiste num conjunto de 
cursos de cu l tu r a geral , a serem seguidos i n d i s t i n t a ­
mente por estudantes de v á r i a s faculdades. 

e) Por « s e m i n á r i o s u p e r i o r » t raduzimos a pa lavra 
« O b e r s e m i n a r » e por « s e m i n á r i o i n i c i a l » a pa lavra 
« P r o s e m i n a r » . 

/ ) E claro que, para o aluno que c o m e ç a , poucos 
são os cursos que pode escolher, entre aqueles ind ica ­
dos no « V o r l e s u n g s v e r z e i c h n i s » ; p o d e r á seguir as 
l ições de Geometria a n a l í t i c a I , Á l g e b r a elementar e 
Geometria descr i t iva , mas n ã o , por exemplo, as de 
A n á l i s e I I , E q u a ç õ e s diferenciais , etc. T a m b é m j á se 
disse que os S e m i n á r i o s s ã o para ser seguidos unica­
mente por alunos que tenham previamente frequentado 
cursos fundamentais . 

Aos Professores G O T T F R I E D K O T H E , da Univers idade 
de M o g i í n c i a e W I L H E L M Suss, da Universidade de F r i ­
burgo (na B r i s g ó v i a ) , bem como ao « S t u d i e n - R a t » 
Sr. BERNHARD REIMANN , do l iceu M A T H I A S - C L A U S I Ú S de 

Hamburgo , deixo aqui expressa a minha g r a t i d ã o , 
pela maneira obsequiosa e eficaz por que correspon­
deram aos meus desejos no sentido de colher i n f o r ­
m a ç õ e s sobre o assunto aqu i t ra tado. 

A o In s t i t u to de A l t a C u l t u r a cumpre-me agradecer 
esta oportunidade que me ofereceu de entrar em con­
tacto com as escolas a l e m ã s . 

A teoria das distribuições 
De acordo com o anunciado no n.° 54, fo ram r e a l i ­

zadas algumas d é m a r c h e s no sentido da G M apresen­
ta r aos seus leitores uma sé r ie de ar t igos de i n t r o d u ç ã o 
à teor ia das d i s t r i b u i ç õ e s . 

Como resultado dessas d é m a r c h e s , verificou-se ser 
p r e f e r í v e l facu l ta r aos p r ó p r i o s leitores da G M a ela­

b o r a ç ã o de tais ar t igos . Nessas cond ições , a R e d a c ç ã o 
enviou o q u e s t i o n á r i o seguinte ao Prof. Dou to r R U Y 
L u í s GOMES ; os interessados p o d e r ã o , ajudados pela 
o r i e n t a ç ã o cont ida na resposta ao q u e s t i o n á r i o , abor­
dar o estudo da teoria das d i s t r i b u i ç õ e s e escrever, 
em a r t igo , os resultados e i m p r e s s õ e s colhidos em t a l 
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estudo. Ta i s ar t igos d e v e r ã o ter essencialmente o 
c a r á c t e r de i n f o r m a ç ã o do c o n t e ú d o da Teor ia das 
D i s t r i b u i ç õ e s e das dificuldades que cada autor tenha 
encontrado na sua e l a b o r a ç ã o . S e r ã o em seguida re­
vistos e apreciados pelo Prof. R U Y L U Í S GOMES e, se 
de interesse, publicados na G . M . 

Q U E S T I O N Á R I O 

1 — Acha que um aluno de m a t e m á t i c a , com os conhe­
cimentos adquir idos no 2." ano das nossas u n i ­
versidades pode, com re l a t i va fac i l idade, i n i c i a r 
o estudo da Teor i a das D i s t r i b u i ç õ e s ? 

2 — Que conceitos e noções , n ã o tratados nos p ro ­
gramas u n i v e r s i t á r i o s , deve possuir t a l aluno 
antes de i n i c i a r esse estudo? 

3 — Que elementos b i b l i o g r á f i c o s ind ica (sempre ao 
n í v e l dos tais conhecimentos méd ios ) e qua l a 
o r i e n t a ç ã o a seguir no estudo desses elementos ? 

4 — De um modo geral , qua l a i m p o r t â n c i a e que p ro ­
blemas fo ram resolvidos pela teor ia das d i s t r i ­
b u i ç õ e s ? 

J . G . T . 

R E S P O S T A A O Q U E S T I O N Á R I O 

Para responder à p r i m e i r a pergunta suponho que 
se deve c o m e ç a r por esclarecer, nos termos mais s i m ­
ples, o que se entende efectivamente por T e o r i a das 
D i s t r i b u i ç õ e s . 

Ora, a Teor ia das D i s t r i b u i ç õ e s , desenvolvida pelo 
m a t e m á t i c o f r a n c ê s , L A U R E N T SCHWARTZ , a p a r t i r de 
1945 ( l ) , tem como object ivo fundamental a largar a 
n o ç ã o de f u n ç ã o pontual — po in t f u n c t i o n — de ma­
neira a assegurar à nova entidade todas as p ropr i e ­
dades das f u n ç õ e s — t ipo do C á l c u l o I n f i n i t e s i m a l 
c l á s s i co , nomeadamente as de d e r i v a ç ã o e p r i m i t i v a ­
ç ã o . E que esse object ivo f o i a t ing ido mostra-o, por 
exemplo, a c i r c u n s t â n c i a de uma f u n ç ã o t ã o estranha 
(à face da de f in i ção corrente) mas t ã o ú t i l (na 
F í s i c a e de um modo geral no Cá lcu lo Operacional) 
como a f u n ç ã o o" (x) de D I R A C , 

8 (x) - 0 , x 4= 0 
l (0) = oo 

/
ao 
8 (x) dx = 1, 
00 

se comportar no â m b i t o das D i s t r i b u i ç õ e s como a 

( 1 ) O seu primeiro artigo foi publicado no t. 21, 1945, dos 
Annales de l'Université do Gronoble, sob o titulo « Généralisation 
de la notion de /onction, de dérivée, de transformation de F O U R I E R , 
et applications mathématiques et physiques*. 

derivada da conhecida f u n ç ã o de H E A V I S I D K 

r ( x ) = 0 x < 0 
r ( x ) = 1 0<x 

A l é m disso, a nova d e f i n i ç ã o inclue, como de resto 
era essencial, as f u n ç õ e s c o n t í n u a s , as f u n ç õ e s loca l ­
mente s o m á v e i s (segundo a de f in i ção c l á s s i c a de 
L E B E S O U E ) e a respectiva der ivada ( d i s t r i b u i ç ã o de r i ­
vada) coincide com a n o ç ã o o r d i n á r i a , quando esta 
ú l t i m a existe e é localmente s o m á v e l . Mas abrange 
a inda uma categoria mu i to mais vasta de f u n ç õ e s , 
por exemplo, as f u n ç õ e s de conjunto completamente 
adi t ivas , que na teor ia c l á s s i c a se chamam medidas; 
e a f u n ç ã o ( d i s t r i b u i ç ã o ) 8 (x ) é precisamente um 
exemplo de uma medida. C o n t é m ainda outras e n t i ­
dades que nem s ã o f u n ç õ e s pontuais localmente s o m á ­
veis nem medidas. E a r e p e r c u s s ã o que a teor ia das 
d i s t r i b u i ç õ e s j á p roduz iu é de t a l ordem que o seu 
autor f o i consagrado no ú l t i m o Congresso In ternacio­
nal de M a t e m á t i c a (1950), como um dos maiores M a ­
t e m á t i c o s da actualidade e por isso recebeu uma das 
duas medalhas de ouro do Congresso. 

E , pois, c o m p r e e n s í v e l e só merece aplausos, o i n t e ­
resse que os jovens estudantes portugueses manifes­
t am pelo estudo da Teor i a das D i s t r i b u i ç õ e s . 

Quanto à maneira mais simples de abordar essa 
Teor ia , precisamente no caso de u m aluno do 2.° 
ano das nossa Universidades, o p r e f e r í v e l é apro­
vei ta r ao m á x i m o as possibilidades que a p r ó p r i a 
a n á l i s e c l á s s i c a nos oferece ; e deixar para uma se­
gunda etapa aqueles aspectos da Teor ia e aquela 
e s p e c i a l i z a ç ã o que j á exigem conhecimentos mais ou 
menos completos de A n á l i s e Geral . 

Nesta ordem de ideias aconselho, de entrada, um 
folheto de H A L P E R I N i n t i t u l a d o — Introduction to the 
theory of Distributions — red ig ido , segundo l ições f e i ­
tas por SCHWARTZ , em Agosto-Setembro de 1949, no 

S e m i n á r i o do Congresso M a t e m á t i c o do C a n a d á ( V a n ­
couver) . 

Ass im, o le i tor c o m e ç a r á a fami l i a r i za r - se com o 
conceito de in t eg ra l , encarado como func iona l l inear , 
e p o d e r á sentir gradualmente a necessidade de refazer 
o estudo desse conceito e das noções de topologia de 
mais frequente a p l i c a ç ã o . 

O le i tor pode ainda u t i l i z a r , para um problema 
de a n á l i s e c l á s s i c a que surge logo de entrada, o meu 
pr ime i ro a r t i g o na Gazeta de Matemática — n.° 46 — 
a partir de páginas 2 e as i n d i c a ç õ e s b i b l i o g r á f i c a s 
a í mencionadas. 

Parecia-me t a m b é m conveniente a l e i tu ra de um ou 
outro t rabalho de Cá lcu lo Operacional , para ver i f i ca r 
o interesse de f u n ç õ e s estranhas como r (x) , S ( x ) , 
t ã o largamente ut i l izadas em m a t e m á t i c a s aplicadas. 
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Para esse efeito pode talvez servir o cap. 8 — C á l ­
culo s i m b ó l i c o — dos Compléments de Mathématiques 
por A . ANGOT. 

E num pr ime i ro estudo, rep i to , não j u l g o de qua l ­
quer vantagem ultrapassar as possibilidades da a n á ­
lise c l á s s i c a e o interesse das D i s t r i b u i ç õ e s no d o m í ­
nio das m a t e m á t i c a s aplicadas. 

De resto, este meu ponto de v i s t a v a i ao e n c o n t r o 
do p r ó p r i o object ivo deste i n q u é r i t o e a t é das amplas 
perspectivas que se abrem à i n s e r ç ã o das D i s t r i b u i ­
ções no quadro das d i s c i p l i n a s de um qualquer curso 
de m a t e m á t i c a — « t h e s impl i f i ca t ions obtained and 
not least the easy j u s t i f i c a t i o n of d i f f e ren t « symbo l i c» 
operations often used i n an i l l e g i t i m a t e way by 
technicians, is of such s t r i k i n g nature t h a t i t seams 
more than a U t o p i a n t houg th tha t elements of the 
theory of the SCHWARTZ d i s t r ibu t ions may find the i r 
place even i n the more elementary courses of the 
calculus i n univers i t ies and technical schools (!)». 

R u y L u i s G o m e s 

Nota — A Jun ta de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a pos-
sue os elementos b i b l i o g r á f i c o s indicados nesta res­
posta e coloca-os à d i s p o s i ç ã o de todos os alunos que 
desejem abordar o estudo das D i s t r i b u i ç õ e s . 

D o Sr. JoÃo COSME SANTOS GUERREIRO, finalista da 
l icenc ia tura em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s , recebeu a Re­
d a c ç ã o uma car ta de que se transcreve o seguinte : 

«Ao i n i c i a r h á pouco menos que um m ê s o estudo 
da teor ia das d i s t r i b u i ç õ e s , n ã o possuia s e n ã o os 

(') I f A R A L D B O H R — I n t e r v e n ç ã o f e i t a no C o n g r e s s o I n t e r n a c i o ­
n a l de M a t e m á t i c a n a s e s s ã o de e n t r e g a das m e d a l h a s de ouro . 

conhecimentos que correntemente se adquirem nos 
dois pr imeiros anos da Faculdade de C i ê n c i a s (e 
pouco mais se aprende no resto do curso). Esbar re i 
logo com dificuldades provocadas pela f a l t a de conhe­
cimentos sobre i n t e g r a ç ã o , especialmente i n t e g r a ç ã o 
á LEBESGUE e á STIELTJES, e procedi e n t ã o a uma fase 
p r e p a r a t ó r i a , estudando o i n t e g r a l de LEBESGUE e o 
i n t e g r a l de LEBESGUE-STIELTJES. Acho que is to é con­
veniente para os leitores interessados no estudo desta 
teoria; de resto os estudantes dos nossos cursos supe­
riores pouco conhecem da teor ia da i n t e g r a ç ã o , nunca 
saindo do campo mais simples que é o das f u n ç õ e s 
c o n t í n u a s . Nesta fase p r e p a r a t ó r i a f i z a l e i tu ra de 
alguns c a p í t u l o s dos seguintes l iv ros que u t i l i z e i : 

V A L L É E POUSSIN, C. DE L A — Intégrales de Lebesgue, 
fonctions d'ensembles, classes de Baire — Paris . 

LEBESGUE, H . — Leçons sur Vintégration et la recher­
che des fonctions primitives — Par is . 

CRAMER, HAROLD — Mathematical Methods of Statis­
tics — Pr ince ton . 

D a e x p e r i ê n c i a adqui r ida , j u l g o que o estudo pode 
ser conduzido de fo rma a se fazer ide ia c lara sobre 
o problema da i n v e s t i g a ç ã o das f u n ç õ e s p r i m i t i v a s , 
n ã o sendo i n ú t i l i r a t é o in t eg ra l de DEKJOY. De 
qualquer modo deve ser r á p i d o , para n ã o nos perder­
mos no emaranhado das teorias da a n á l i s e c l á s s i c a , o 
que p o d e r á desviar o fim em vis ta . 

Apoiando a i n i c i a t i v a da Gazeta, que convida os 
seus leitores ao estudo e ao debate na p r ó p r i a Gazeta 
da i n t r o d u ç ã o à t eor ia das d i s t r i b u i ç õ e s , prometo pela 
minha parte, para o p r ó x i m o n ú m e r o , i m p r e s s õ e s mais 
detalhadas sobre este p r ime i ro contacto com t a l 
t e o r i a » . 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
C O N T R I B U I Ç Ã O L A T I N O - A M E R I C A N A A O P R O G R E S S O CIENTÍFICO [*] 

I N T R O D U Ç Ã O 

Nos p a í s e s novos a m a t e m á t i c a pura n ã o aparece 
s e n ã o numa fase t a r d i a da sua e v o l u ç ã o . E isso ó bas­
tante na tu ra l . Nos p a í s e s em desenvolvimento, a p r i n ­
c ipa l e x i g ê n c i a é satisfazer as necessidades v i t a i s da 
sua m a n u t e n ç ã o e desenvolvimento: s ã o n e c e s s á r i o s 
m é d i c o s , agrimensores e engenheiros. Só se requere 
da m a t e m á t i c a a parte que é ú t i l a estes ramos da 
c i ê n c i a , is to é, o c á l c u l o , ins t rumento dos estudos 
t é c n i c o s . Este c a p í t u l o pa r t i cu l a r da m a t e m á t i c a 
m a n t é m - s e , contudo, sempre, durante d é c a d a s ou 
mesmo sécu los , atrazado re la t ivamente aos que se 

e s t ã o desenvolvendo e, consequentemente estas a p l i ­
c a ç õ e s cont r ibuem mui to pouco para o progresso da 
m a t e m á t i c a . T a l é a r a z ã o por que a A m é r i c a L a t i n a , 
que sempre p roduz iu br i lhantes t é c n i c o s m a t e m á t i c o s , 
como se pode provar pelas suas ousadas obras de 
engenharia, em qualquer p a í s sem e x c e p ç ã o , n ã o teve 
s e n ã o mui to recentemente estudiosos de categor ia de 
m a t e m á t i c a pura . 

* T r a d u ç ã o do f a s c í c u l o « M a t h e m a t i c s » a que j á se r e f e r i u 
a G . M . no n . ° 54, pp 23, d e v i d a m e n t e a u t o r i z a d a p e l a D i r e c ç î l o 
do uCentro de C o o p é r a t i o n C i e n t í f i c a p a r a A m é r i c a L a t i n a » d a 
U N E S C O , a quem a « G a z e t a de M a t e m á t i c a » a p r e s e n t a os 
m e l h o r e s a g r a d e c i m e n t o s . 
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A f o r m a ç ã o de um m a t e m á t i c o , como a de q u a l ­
quer outro cientista, requere um meio adequado. 
Este meio é talvez maÍB f á c i l de preparar do que 
para outra d i s c i p l i n a ; ele requere simplesmente uma 
b ib l io t eca : uma b ib l io teca bem prov ida dos l iv ros 
essenciais, c l á s s i cos e modernos, e sobretudo, de 
p e r i ó d i c o s , tanto recentes como antigos. Os ú l t i m o s 
n ã o s ã o t ã o f á c e i s de obter, mas s ã o i n d i s p e n s á v e i s 
pois a m a t e m á t i c a , c i ê n c i a conservativa, nunca 
d e i x a no esquecimento velhas teorias. 

Nenhuma escola m a t e m á t i c a pode ex i s t i r sem uma 
bibl ioteca. E m todo o local em que um i n d i v í d u o de 
v i s ã o la rga conseguiu, por meio de uma universidade 
ou doutro centro de estudos, c r ia r uma boa b ib l io teca 
m a t e m á t i c a , logo su rg iu um grupo de bons m a t e m á ­
ticos. U m bom exemplo é o do U r u g u a y onde GARCIA 
DE ZUSIOA fundou a b ib l io teca m a t e m á t i c a da F a ­
culdade de Engenhar ia , talvez a melhor da A m é r i c a 
do Sul e onde rapidamente su rg iu uma br i lhan te 
escola m a t e m á t i c a . 

Noutras ocas iões a p r e s e n ç a de professores E u r o ­
peus, quer t e m p o r á r i a quer permanente, despertou 
entre os jovens estudantes interesse para a inves t iga ­
ção m a t e m á t i c a , or ig inando grupos de pesquizas, que 
depois cont inuaram s ò s i n h o s , desenvolvendo-se e 
expandindo-se pelas v á r i a s universidades do p a í s . 

T a l é o caso de J . R E Y PASTOK, O c ient is ta que de 
facto i n i c i o u a i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a na A r g e n ­
t ina , e mais recentemente, o de BEFPO L E V I e A . 
T E R R A C I N I , para mencionar só grandes f i gu ra s . No 
B r a s i l , v is i tas p e r i ó d i c a s de m a t e m á t i c o s I ta l ianos 
( L . FANTAPFIÈ , A . B A S S I e outros) , a estadia tempo­
r á r i a do m a t e m á t i c o Frances ANDRÉ W E I L e do Nor te -
-Americano O. Z A R I S K I e t a m b é m o t rabalho do Por-

S E G U N D O C O L Ó Q U I O DE 

Todos os anos o Centro Be lga de I n v e s t i g a ç õ e s 
M a t e m á t i c a s organiza um co lóqu io i n t e r n a c i o n a l ^ ) . 

E m Julho de 1952 teve luga r em L i é g e o 4.° c o l ó ­
quio que f o i dedicado, como o p r ime i ro em 1949, à 
Geometr ia A l g é b r i c a . P a r t i c i p a r a m na r e u n i ã o dis­
t in tos cultores deste ramo de M a t e m á t i c a , represen­
tando duas t e n d ê n c i a s : a da Escola I t a l i a n a e a dos 
que u t i l i z a m a Á l g e b r a Moderna. 

Como anter iormente o C. B . R. M . pub l i cou ( 2 ) o 
conjunto das c o n f e r ê n c i a s realizadas de que apresen­
tamos a r e l a ç ã o : 

C H I S I N I , O. — Courbes de diramation des plans mul­
tiples et tresses algébriques. 

( ') V i d é Gazeta de Matemática, n . o s 43, 48 e 51. 
( ! ) Deuxième Colloque de Géométrie Algébrique, G . T h o n e , 

L i è g e o M a s s o n et C i e . . P a r i s , 1952. 
M . Z . 

t u g u ê s A . MONTEIRO encorajaram a c r i a ç ã o e desen­
vo lv imento de centros m a t e m á t i c o s em S. Paulo e 
Rio de Janeiro. No Peru, o m a t e m á t i c o Polaco 
A . ROSENBLATT f o i um excelente colaborador de GODO­

FREDO GARCÍA, O conhecido autodidata cr iador da 
escola Peruviana, que pelo seu es fo rço isolado elevou 
o seu p a í s ao n í v e l m a t e m á t i c o dos p r inc ipa i s p a í s e s 
da A m é r i c a L a t i n a . No Chile , R. FRUCHT e no Equa­
dor P. T H U L L E N , ambos A l e m ã e s , i n f l u í r a m no in te ­
resse que despertava pela m a t e m á t i c a . No Méx ico , 
as vis i tas frequentes de m a t e m á t i c o s N o r t e - A m e r i -
canos levaram à f o r m a ç ã o da escola Mexicana que 
conta proeminentes f igu ras . 

Uma vez criados os centros m a t e m á t i c o s , devida­
mente d i r i g idos e equipados, os resultados n ã o se 
fazem esperar mui to . A q u i e a l i aparecem os p r i ­
meiros jo rna i s e p u b l i c a ç õ e s de m a t e m á t i c a pura , 
arquivos do t rabalho executado, onde se encontram 
as c o n t r i b u i ç õ e s , para o progresso da m a t e m á t i c a , 
dos v á r i o s centros. T a m b é m se f u n d a r a m Ins t i tu tos 
de M a t e m á t i c a onde, ao c o n t r á r i o das Faculdades, 
tem p r e v a l ê n c i a a i n v e s t i g a ç ã o sobre o ensino (o « Ins ­
t i t u t o de M a t e m á t i c a » em R o s á r i o , A r g e n t i n a , cr iado 
em 1939; o « I n s t i t u t o de M a t e m á t i c a y E s t a d í s t i c a » 
em Montevideo, fundado em 1942). Sentindo os mate­
m á t i c o s de v á r i o s p a í s e s a necessidade de se reuni r 
para fo rmarem U n i õ e s ou Sociedades, apareceram : 
a « U n i ó n M a t e m á t i c a A r g e n t i n a » (1936), a « S o c i e -
dad M a t e m á t i c a M e x i c a n a » (1943), a « S o c i e d a d 
Cubana de M a t e m á t i c a s » (1942) e a « S o c i e d a d e M a ­
t e m á t i c a de S ã o P a u l o » (1945), cada uma com o 
seu j o r n a l p r i v a t i v o ou out ra p u b l i c a ç ã o . 

T r a d , de M . Z a l u a r 

G E O M E T R I A ALGÉBRICA 

GAUTHIER, L . — Quelques travaux récents concernant 
la classification des courbes algébriques. 

V I L L A , M — Transformations ponctuelles et transfor­
mations crémoniennes. 

K A H L E H , E . — Sur la théorie des corps algébriques. 

D O L B E A D L T , P . — Formes différentielles méromorphes 
sur les variétés kilhlériennes compactes. 

CONFORTO, F . - Problèmes résolus et non résolus de 
la théorie des fonctions abéliennes dans ses rapports 
avec la géométrie algébrique. 

ANDBEOTTI , A . — Les problèmes de classification dans 
la théorie des surfaces algébriques irrégulières. 

NÉRON, A . — La théorie de la base pour les diviseurs 
sur les variétés algébriques. 

GHÕBNER, W . — La théorie des idéaux et la géométrie 
algébrique. 
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GAETA, F . — Quelques progrès récents dans la classi­
fication des variétés algébriques d'un espace pro-
jectif. 

B U R N I A T , P. — Modèles de surfaces canoniques nor­
males de S3 et de genre linéaire 11 <^ p ( " <^ 17 . 

A MATEMÁTICA N A A S S O C I A Ç Ã O D O S 

S E M A N A D A M A T E M Á T I C A 

E s t á em p r e p a r a ç ã o a Semana da M a t e m á t i c a , uma 
r e a l i z a ç ã o da S e c ç ã o P e d a g ó g i c a da A . E . F . C. L . , 
que tem por object ivo con t r i bu i r para o desenvolvi­
mento do interesse pela m a t e m á t i c a no nosso p a í s . 

Fundamentalmente pretende-se, a t r a v é s duma ex­
p o s i ç ã o e de c o n f e r ê n c i a s a c e s s í v e i s , e x p r i m i r o que 
s ã o a m a t e m á t i c a e as suas a p l i c a ç õ e s mais i m p o r t a n ­
tes. Procura-se t a m b é m formar cursos, que se p ro lon­
g a r ã o pelo tempo que for n e c e s s á r i o e cu ja i n t r o d u ç ã o 
s e r á f e i t a durante a Semana. 

Conta-se com a c o l a b o r a ç ã o de m a t e m á t i c o s p o r t u ­
gueses e estrangeiros; receberam revistas, como ofer ta , 
e a a d e s ã o de centros de estudo, etc. 

S E M I N Á R I O S D E E S T U D O 

E s t ã o em e l a b o r a ç ã o S e m i n á r i o s de M a t e m á t i c a , 
por i n i c i a t i v a da Secção P e d a g ó g i c a da A . E . F . C. L . , 

C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A I 

N a sua se s são f i n a l o Congresso In te rnac iona l de 
M a t e m á t i c o s de 1950 (Cambridge, Mass.) escolheu, 
por proposta da d e l e g a ç ã o holandesa, a Holanda para 
p a í s hospedeiro do Congresso seguinte. 

E m v i r tude desta d e c i s ã o o Congresso In ternacional 
de M a t e m á t i c o s de 1954 r e u n i r - s e - á em A m e s t e r d ã o 
de 2 a 9 de Setembro do p r ó x i m o ano, sob os a u s p í ­
cios da Sociedade M a t e m á t i c a holandesa ( W i s k u n d i g 
Genootschap), a qua l espera sinceramente que o Con­
gresso de 1954, onde os m a t e m á t i c o s de todas as 
partes do mundo s e r ã o benvindos, seja uma r e u n i ã o 
in te rnac iona l f é r t i l . 

A C o m i s s ã o de o r g a n i s a ç ã o convidou certo n ú m e r o 
de m a t e m á t i c o s eminentes para fazerem c o n f e r ê n c i a s 
de uma hora destinadas a dar u m resumo do recente 
desenvolvimento das m a t e m á t i c a s . 

O Congresso divide-se em sete s e c ç õ e s : 

1. Á l g e b r a e T e o r i a dos N ú m e r o s . 
2. A n á l i s e . 
3. Geometr ia e Topo log i a . 
4. C á l c u l o das Probabil idades e E s t a t í s t i c a . 
5. F í s i c a M a t e m á t i c a e M a t e m á t i c a s aplicadas. 
6. L ó g i c a e Fundamentos da M a t e m á t i c a . 
7. F i losof ia , H i s t ó r i a e Ensino. 
E m cada u m destes d o m í n i o s , especialistas conv i ­

dados pela C o m i s s ã o de o r g a n i s a ç ã o , f a r ã o c o n f e r ê n ­
cias de meia-hora. 

N O L I Í E T , L . — Introduction des courbes quasi irréduc­
tibles d'une surface algébrique. Application à la régu­
larité de certains systèmes linéaires. 

GODEAUX, L . — Les singularités des points de dira-
mation isolés des surfaces multiples. M . Z . 

E S T U D A N T E S DA F A C U L D A D E DE CIÊNCIAS 

que t êm por object ivo o estudo em conjunto de um ou 
outro ramo de m a t e m á t i c a . Visa-se especialmente 
c r i a r interesse por certos problemas e pela inves t iga ­
ção . A o r i e n t a ç ã o s e r á f e i t a por estudantes. 

A t í t u l o de e x p e r i ê n c i a , func ionou em Junho ú l t i m o 
um s e m i n á r i o de Cá l cu lo Tensor ia l . Sob a o r i e n t a ç ã o 
dum finalista de m a t e m á t i c a , estudou-se o conceito de 
tensor sobre as t r a n s f o r m a ç õ e s de coordenadas numa 
variedade a n d i m e n s õ e s , á l g e b r a e a n á l i s e tensoriais 
e a p l i c a ç õ e s à geometr ia de RIEMANN. OS resultados 
f o r a m bons e houve grande c o n c o r r ê n c i a , especial­
mente dos alunos do curso de Elec t r ic idade . Para o 
p r ó x i m o ano e s t ã o projectados s e m i n á r i o s de Á l g e ­
bra Moderna, C á l c u l o Vec to r i a l e Tensor ia l e A n á l i s e . 

S . G u e r r e i r o 

DE M A T E M Á T I C O S DE 1954 

Os membros do Congresso, que se tenham insc r i to 
para esse f i m , p o d e r ã o fazer c o n f e r ê n c i a s breves, no 
m á x i m o de um quar to de hora. A s u b - d i v i s ã o eventual 
das secções d e p e n d e r á do n ú m e r o dessas c o n f e r ê n c i a s . 

A C o m i s s ã o de O r g a n i s a ç ã o planeou t a m b é m reu­
n iões de c a r á c t e r recreat ivo e e x c u r s õ e s . 

Os membros do Congresso dividem-se em duas ca­
tegor ias : os membros ordinários (membros) que tem o 
d i re i to de p a r t i c i p a r nas act ividades cient if icas e que 
r e c e b e r ã o a l ém disso as Actas do Congresso e os mem­
bros associados, que, acompanhando os membros n ã o 
t o m a r ã o par te no programa c ien t í f i co nem r e c e b e r ã o 
as Actas do Congresso, mas que t e r ã o o d i r e i to de par­
t i c i p a r em mui tas outras act ividades do Congresso. 

O custo da i n s c r i ç ã o n ã o e s t á a inda def in i t ivamente 
fixado, mas provavelmente n ã o u l t r a p a s s a r á a quan­
t i a de 50 f lo r in s (cerca de 14 d ó l a r e s ) para os mem­
bros e a quan t i a de 20 f lo r in s (5,5 d ó l a r e s ) para os 
membros associados. 

Os que desejem pa r t i c ipa r no Congresso, devem 
comunicar à C o m i s s ã o de O r g a n i s a ç ã o o seu nome 
(com t í t u l o s etc.) e a sua morada completa. A Comis­
s ã o de O r g a n i s a ç ã o e n v i a r - l h e s - á e n t ã o i n d i c a ç õ e s 
pormenorisadas que devem ser publicadas durante 
este ano de 1953. D i r i g i r - s e para isso a 

Comité d'organisation 
2e Boerhaavestraat 49 — Amsterdam — Holanda 
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N O T I C I Á R I O 

C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D E F I L O S O F I A 

D A S C I Ê N C I A S 

A U n i ã o In te rnac iona l de Fi losof ia das C i ê n c i a s 
encarregou o « F o r u m In te rnac iona l de Z u r i c h » da 
o r g a n i z a ç ã o de um Congresso In ternacional de F i l o ­
sofia das C i ê n c i a s que se r e a l i z a r á de 23 a 28 de 
Agosto de 1954, em Zur i ch . O C o m i t é do Congresso 
c o m p õ e - s e de : F . Gouseth, presidente, B , Eckmann , 
P. N o l f i , P. Bernays, A . P f luger , R. Nevanl inna . 
P. Finsler , K . D t t r r , Mme. M . Ernst-Schwarzenbach, 
D . B r i n k m a n n , E . W a l t e r , F . Kroner , E . Specker, 
R .Meyer , M . A l t w e g g , S. W i d m e r , W . Boesch, E . B i e r i , 
A . Oster tag, A . Os t rowski , H . Guggenheimer, A . Mer­
cier, P. Rossier, S. Gagnebin , F . F ia la , M . Joray. 

S e r ã o debatidos dois temas gerais : 

o) Confronto das diferentes correntes e pontos de 
v i s t a . 

6) V a l o r da f i losofia das c i ê n c i a s na i n v e s t i g a ç ã o . 

A i n s c r i ç ã o p r o v i s ó r i a para o Congresso deve ser 
f e i t a directamente ao Secretariado — F o r u m In te rna­
cional de Zur i ch , Escola T é c n i c a Federal , ou por 
i n t e r m é d i o da G . M . 

C O N G R E S S O L U S O - E S P A N H O L P A R A O A V A N Ç O 

D A S C I Ê N C I A S 

Como j á referimos no n ú m e r o anter ior realisa-se de 
27 de Setembro a 4 de Outubro, deste ano, o Con­
gresso Luso-Espanhol para o A v a n ç o das C i ê n c i a s , 
na cidade de Oviedo. Esperamos poder dar, no p r ó ­
x imo n ú m e r o , n o t í c i a s da act iv idade do Congresso. 

I N S T I T U T O D O S A C T U A R I O S P O R T U G U E S E S 

O N ú c l e o de Estudos de Cá lcu lo das Probabil idades 
e E s t a t í s t i c a M a t e m á t i c a r e ú n e na t e r ç a - f e i r a , 6 de 
Outubro, às 21 h e 30in para planear as actividades 
do p r ó x i m o ano. P r e v ê - s e a r e a l i z a ç ã o de s é r i e s de 
e x p o s i ç õ e s sobre: « L e i s dos Grandes N ú m e r o s » , « In ­
t r o d u ç ã o à T e o r i a dos Processos E s t o c á s t i c o s » , « T e o ­
r i a M a t e m á t i c a das P o p u l a ç õ e s » , « T e o r i a da D e c i s ã o 
E s t a t í s t i c a » . As pessoas interessadas são convidadas 
a p ô r - s e em contacto com o S e c r e t á r i o da D i r e c ç ã o : 
G . DK CASTRO ( L a b o r a t ó r i o Nacional de Engenhar ia 
C i v i l ) . 

P R É M I O « A R T U R M A L H E I R O S > 

O p r é m i o «ARTUR MALHEIKOS» f o i este ano a t r i b u í d o , 
pela Academia das C i ê n c i a s , ao t rabalho « S o b r e as 
r e l a ç õ e s entre In tegra l de RIEMANN e In t eg ra l de 
LEDESGUE», do professor ROY L U Í S GOMES. Este t raba­
lho é por assim dizer uma c o n c l u s ã o de trabalhos 

anteriores do autor sobre a « T e o r i a da M e d i d a » , 
t rabalhos que vem publ icando, na sua maior ia , nos 
« C a d e r n o s de A n á l i s e G e r a l » da Jun ta de Inves t iga ­
ção M a t e m á t i c a . 

M u i t o deve a c u l t u r a m a t e m á t i c a portuguesa à 
à acção c o n t í n u a do professor R U Y L u í s GOMES, que 
tem procurado aumentar a res t r i t a l i t e r a t u r a mate­
m á t i c a nacional, renovando e actual izando os concei­
tos por uma c r í t i c a aos fundamentos e ás teorias c l á s ­
sicas, fazendo uso dos m é t o d o s da A l g e b r a Moderna 
e da Topolog ia . Os trabalhos do professor R U Y L u í s 
GOMES sobre o integral de RIEMANN e sobre o integral 
de LEBESGUE-STIELTJES, este ú l t i m o de que e s t á em 
p r e p a r a ç ã o um segundo volume, deram lugar , pelas 
i n v e s t i g a ç õ e s a que conduziram, ao t rabalho apresen­
tado agora a concurso para o « P r é m i o A R T U R M A ­
LHEIROS». P õ e nele o auto i em e v i d ê n c i a o c a r á c t e r 
r e l a t ivo da d i s t i n ç ã o que usualmente se faz entre 
I n t e g r a l - L e I n t e g r a l - R , mostrando bem a i m p o r t â n ­
c ia que tem ainda o conceito de i n t e g r a l de RIEMANN. 

Es ta nota tem por f i r n exclusivo no t i c ia r a a t r i ­
b u i ç ã o do p r é m i o que veio mais uma vez p ô r em 
relevo os m é r i t o s do professor R U Y L U Í S GOMES, 
de resto bem conhecidos do nosso meio m a t e m á t i c o . 

A R e d a c ç ã o da Gazeta f e l i c i t a v ivamente o seu 
A m i g o e Colaborador Prof . R U Y L U I Z GOMES e espera 
em f u t u r o p r ó x i m o fazer a p r e c i a ç ã o pormenorizada 
da obra premiada. 

O B R A S C O M P L E T A S D E ÉLIE C A R T A N 

O C o m i t é Na t iona l F r a n c ê s de M a t e m á t i c a s c o n t i ­
nua a p u b l i c a ç ã o das Obras completas de E l i e Cartan. 
A ed i ção c o m p r e e n d e r á , sob a fo rma de r e p r o d u ç ã o 
f o t o g r á f i c a , a to ta l idade das notas e m e m ó r i a s , com 
e x c l u s ã o Jos volumes. O conjunto da obra c o m p õ e - s o 
de t r è s par tes : I — Grupos de L i e ( j á publ icados) ; 
I I — Sistemas diferenciais em problemas de equiva­
l ênc i a ; I I I — Geometr ia d i ferencia l . 

O C o m i t é preparou a p u b l i c a ç ã o da parte I I , sob a 
fo rma de dois volumes, e, para t a l , fez uma subscrição 
internacional. Os dois volumes c o m p r e e n d e r ã o um 
to ta l de cerca de 1365 p á g i n a s e podem ser a d q u i r i ­
das, ao preço de subscrição por 4.800 f r s . — brochados 
ou 5.500 f r s . — encadernados (os dois volumes, em 
conjunto) . A s u b s c r i ç ã o s e r á encerrada em 15 de 
Dezembro. Os p r e ç o s de venda ao p ú b l i c o em geral 
s e r ã o mais elevados. A s u b s c r i ç ã o pode fazer-se quer 
directamente ao S e c r e t á r i o do C o m i t é : Prof . ANDRÉ 
LICHNEROWICZ, — C o l l è g e de France — ou à casa 
Gau th i e r -V i l l a r s , quer por i n t e r m é d i o da G . M . 
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Comité Nacional Francês de Matemáticas 

Profs . J . Hadamard , Presidente de Honra ; E . Borel , 
presidente; H . B é g h i n , P. B e l g o d è r e , R. B r a r d , M . Bre-
lo t , L . de B r o g l i e , H . Car tan, A . Chatelet, J . Chazy, 
G. Darmois , H . Delange, A . Den joy , J . D i e u d o n n é , 
Mme. Dubre i l - J aco t in , P. D u b r e i l , C. Eliresrnann, 
J . Favard , R. For te t , M . F r é c h e t , G. J ú l i a , A . L a m o ­
the, P. Le long , J . Leray , P. L é v y . A . L ichnerowicz , 
S. Mande lb ro j t . P. Monte l , J . P é r è s , C. Pisot , H . Pon-
c in , P. Robert , L . Schwartz, G. V a l i r o n , H . V i l l a t , 
G . Choquet. 

Comité de Edição das Obras de Elie Cartan 

Profs. P. Monte l , Presidente; A L ichne rowicz , Secre­
t á r i o ; H . Car tan, A . Chatelet, G. Darmois , J . Leray . 

Comité de Honra International 

Profs. U . A m a l d i , R. T . Bach i l l e r , G. B i r k h o f f , 
S. Bochner, E . B o m p i a n i , O. B o r u v k a , S. S. Chern, 
C. Chevalley, E . T . Davies , A . E ins te in , H . Freuden-
tha l , L . Godeaux, V . H l a v a t y , W . V . D . Hodge, 
H . Hopt , S. Iyanaga , S. K a k u t a n i , A . K a w a g u c h i , 
E . K â h l e r , D . D . Kosambi , C. K u r a t o w s k i , T . H . L e ­
page, D . C. L e w i s , M . Morse, L . N a c h b i n , J . Nielsen, 
N . E . Nor lund , L . P o n t r j a g i n , A . Pou l io t , C. Racine, 
J . Radon, G. de Rham, F . Riesz, M . Riesz, L . S a n t a l ó , 
E . B . Schieldrop, J . A . Schouten, E . Schrodinger, B . 
Segre, C. L . Synge, C. De L a V a l l é e - P o u s s i n , O. 
Veblen , G. Vranceanu, A . W e i l , H . W e y l , J . H . C. 
Whi tehead , Sir E . W h i t t a k e r , K . Yano, C. L . Siegel, 
A . S to ï l ow , M . H . Stone, W . Sttss. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

R e s o l u ç õ e s dos n."" 3 6 2 5 a 3 6 5 0 do fase. 5 4 : 

3 6 2 5 
R : E uma indeterminação do tipo 1°°. Tomando o 
logaritmo neperiano : 

1 . . . l og (cos x) 
l i m — • l og (cos x) = h m 
*=<> x2 x=n x2 

Temos agora uma indeterminação do tipo 

Aplicando duas vezes a regra de L ' H O S P I T A L , vem para 
valor deste último limite : — ' / 2 . Portanto, o verdadeiro 
valor da expressão dada é : 

1 

3 6 2 6 
R : Veri/ina-se imediatamente que a função só existe no 
intervalo fechado (—1,1) e que é simétrica em relação 
ao eixo dos y y . 

Com facilidade se deduz para ela esta outra expressão 
analítica : 

y = (1 - 4 x 2 ) / l - X * 

que nos mostra que a curva representativa corta o eixo 
dos xx nos pontos de abeissas —1, —1/2, 1/2 e 1 . 

A 1." derivada da função tem o valor : 

3 x (4 x 2 - 3) 

l/3 
Esta anula-se para x = 0 e ainda para x = + . 

A segunda derivada tem por valor : 

- 3 - (8x* - 12x2 + 3) 
y " -, 

V / ( l - x2)3 

que nos mostra que a função tem um máximo para x = 0 
e mínimos para os outros valores de x que anulam a 
1." derivada. Por seu lado, a 2." derivada anula-se 

para x = + 0 , 6 
± ^ 3 - v / 3 

onde a curva repre-

sentativa apresenta pontos de inflexão. 

3 6 2 7 
R : Obrigando a função w a tomar os valores indica­
dos para os correspondentes valores de z , obtemos o 
sistema : 

2 a + c i = 0 
5 a - ) - 5 b = 3 c + 3 d - 4 c i - 4 d i 
b + 2 d i = 0 

Fazendo, por exemplo, c = 2 , vem para as outras 
constantes : 

a = — i ; d = i ; b = 2 

A função dada pode, pois, escrever-se 

- i + 2 z 2x + (2y — l ) i 

2 + iz (2 - y ) + x i 
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Basta mostrar que, para valores de z de módulo igual 
à unidade, os valores correspondentes de w têm tam­
bém módulo igual à unidade. 

Como o módulo dum cociente é o cociente dos mó­
dulos : 

^ 4 x 2 + (2 y — 1)2 v/5 - 4 y 
mod w> = = 1 

/ ( 2 - y ) * + x* l / 5 - 4 y 

atendendo a que x 2 + y 2 = l . 

3631 

R : Comparando o infinitésimo dado com x , x 2 e x 3 

obtemos sempre um limite igual a zero, como se verifica 
facilmente. 

Mas : 

2 sen 2 x /2 — x ' / 2 [~sen 2 x — x " 
l i m 
1=0 

[sen 2 x — x~| 

4 ^ 1=T 
r 2 c o s 2 x — 1~| | ~ — sen 2 x 1 

L Ï 2 " 5 J x = o = L 3 - 2 x J„o~ 

= = t o . 
3 ^ 

A ordem de y em relação a x é, pois, igual a 4 . 

3 6 3 2 

R : A expressão analítica da função mostra-nos que 
a sua imagem geométrica tem duas assintotas paralelas 
ao eixo dos y y (x = O e x = a) e uma paralela ao 
eixo dos xx (y = 0) . 

A 1." derivada é igual a y 1 
a2 

Igua-
x 2 ( a — x ) 2 

lando-a a zero, obtemos uma equação cujas raízes são 
a 2 a 2 

x j = e x j = . A 2." derivada é igual a 
a + b a — b 

2 a 2 2 b ? 
y " = 1 , Por substituição, verifica-se 

x 3 (a — x ) 3 

que a 2." derivada é positiva em X j e negativa em X j . 
A imagem geométrica da função apresenta aí, pois, um 
mínimo e um máximo, respectivamente. 

Como o eixo dos xx é uma assíntota, concluímos com 
facilidade que há um ponto de inflexão, de abcissa maior 
que X ; . 

3 6 3 3 

R : Substituindo z por x - f - i y , vem : w • 
2 x 

( 1 — y ) 2 + x 2 + 
. ( l _ y 2 ) _ X 2 

-t- i . Portanto o função w toma val,ores 
( l - y ) 2 + x 2 J 

reais para os pontos ( x , y ) tais que: x 2 - | - y 2 = " l que e 
uma circunferência de raio 1 , com centro na origem 
dos eixos. A função w toma valores imaginários puros 
para os pontos ( x , y ) tais que: x = 0 que é o eixo 
dos y y . 

Dos dois pontos de encontro do eixo dos xx com a 
circunferência indicada só serve A ( 0 , — í ) visto que 
para ( 0 , 1 ) , w vein indeterminada. 

R e s o l u ç õ e s dos n . " 3625 a 3633 do J . I I . A r a n d e s 

3 6 3 7 

R : Para verificar que é um homomorfismo basta que, 
sendo n e m dois inteiros e n ' e m 1 as suas imagens 

n' • m ' , o que é imediato aten-

(1 + i ) " 

em £ , seja n + m 
dendo à igualdade 

)̂°+m(i + i)^ = (̂ ) c 
Pelo teorema da homomorfia haverá então um invari­
ante St em R tal que € é isomorfo a R / 9 Î , este in­
variante é o conjunto dos inteiros n que correspondem 
ao elemento 1 de € ; satisfazem por consequência à 

Passando o primeiro membro da igualdade anterior 
à forma trigonométrica resulta a igualdade equivalente 

relação • (1 + i;» - 1 

+ 2 j it I + i sen 

que equivale por sua vez a 

( n 

n — 
\ 4 

+ 2 j « - 1 

- 2 k i (k inteiro 

O 
4 

arbitrário) ou seja, n = 8 k com k arbitrário, 
conjunto 9t é formado pelos múltiplos de 8 . 

3 6 3 8 

R : Basta provar que a relação 

X . ( 4 , - 2 , - 4 ) + | x . ( 6 , - 3 , 1 ) - ( 0 , 0 , 0 ) 

implica Ï. = 0 e u, = 0 , o que equivale a demonstrar 

que o sistema homogéneo 

4X + 6 jx = 0 

— 2X - 3 ( 1 = 0 

- 4X + u. = 0 

é determinado. De facto o determinante 

4 6 

- 4 1 

3 6 4 2 

R : Suponhamos que a é limite inferior do conjunto 
dos números TJ ; então a satisfaz às condições : 

{ a) a < ^ Y ] qualquer seja TJ 

b ) se p ^ f\ qualquer seja TJ é f i <J a . 
Vamos prooar que as condições 1) implicam 

r a) a ^ £ qualquer seja £ 
\ b ) se p ^ > £ qualquer seja £ é ^ ^> a 

que definem a como limite superior do conjunto dos 
números £. Comecemos por observar que para cada £ é 
£ < ^ f | , qualquer seja t] ; por isso, atendendo a 1 . b ) re­
sulta 2. a). Por outro lado, dado $~^%, se fosse [3 < a 

1 
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os números do intervalo (a , f3), que não são números £ 
teriam de ser números vj o que contradiz 1. a). E por 
conseguinte p ^ a. De modo análogo se provaria que 
as condições 2) implicam as condições 1). As duas defi­
nições são portanto equivalentes. 

3 6 4 3 
R : a) Pondo @'i fl # - (@i fl £ ) D @'i, reconhece-se 
que J5'i = @'iri-ÍÕ é a intersecção do sub-grupo © í D © 
com o invariante @ ' i em @ i , e po r isso invariante 
no sub-grupo @i (~1 # • 

b) StAS'i é idêntico a ©, n #/(@i fl S) D ®'i g«e 
peio primeiro teorema da isomorfia é isomorfo a (@j " 
• ©'l/@'i. Ora (®i n $)) • é a imagem homo-
morfa de ©i fl 4} = -Si 7 1 0 homomorfismo © x ~ ©i/©'i 
e e por isso sub-grupo de @i/@'i • 

3 6 4 7 

R : De modo análogo a 3 6 4 2 . 

3 6 4 8 

R : Pondo % f l © 1 = C© D © i - l ) D © ' e, notando que 
n © 1 - 1 « ©i respectivamente um sub-grupo e 

um invariante de @i, conclui-se que f l © 1 & inva­
riante em © f l ©i-l e por isso = $ f ) ® ^ 
^ • • • ^ © D © n = € i uma série normal. 

Tomemos agora o factor desta serie 

S n n ©i = © n @i-i/C8 n ©i-0 n ©i ; 
aplicando o primeiro teorema da isomorfia reconhece-se 
que o segundo membro daquela igualdade é isomorfo a 
(© D • @i/@i que é um sub-grupo do factor da 
primeira série @i-i/@i • Tal sub-grupo é precisa­
mente a imagem do sub-grupo de , © D ©i-l > 
no homomorfismo canónico de @i-i sobre @ Í - I / @ Í • 

3 6 4 9 
R : Representando por x', a imagem de x e © tere­
mos 1 • x —>- 1 ' • x visto que o endomorfismo é opera­
tório e & é considerado como módulo com operadores 
à direita em © . Como 1 • x = x resulta então 

x ' = e- x e = l 1 e © . 

Por outro lado é fácil reconhecer que a igualdade 
x1 = e • x define um endomorfismo — © , de © consi­
derado como módulo com operadores à direita de ©. 

Os endomorfismos considerados oblêm-se portanto 
multiplicando à esquerda os elementos x e © por um 
elemento arbitrário p e 6 . 

3 6 5 0 
R : Cada elemento x e © tem a forma 

f* 

X ^ X Í + X J H + X ( l — 2 X| 
i - i 

em que x, e SO, sendo os 23i ideais direitos simples e 
distintos de ©. Em particular resulta para o ele­
mento 1 , 

t — et + Ox-i + e„ 

e podemos supor todos os es não nulos. 
Desta relação tira-se 

© = e 1 © + - - - + e i 6 + - - - + e „ © . 
Ora e, 0 é o ideal direito gerado por e, e 33; e como 

não é nulo identifica-se com 3Ji porque este ideal é 
simples. © toma então a forma 0 = 33i + 932 + ••• +55u 
que é uma soma directa porque as parcelas são simples 
e distintas. 

R é s o l u s s e s dos n . o s 3637 a 3650 de S . G u e r r e i r o . 

I . S. T . — MATEMÁTICAS GERAIS — 1." Exame ord inár io 
— 13 de Marco de 1953 — Parte p r á t i c a . 

3 5 5 9 — De te rminar a e q u a ç ã o b i n ó m i a de coefi­
cientes reais e g r au m í n i m o que admite como r a í z e s 
os dois n ú m e r o s : 

Z i =• cos 5 ir /13 -f- i • sen 5 i r / 1 3 

Si = cos 7 i r / 9 — i • sen 7 ic / 9 . 
Z l e Z j s ão r a í z e s p r i m i t i v a s ? Jus t i f icar . 

3 5 6 0 — Calcular a e b de modo que os planos de 
e q u a ç õ e s : 

x — y + 3z = è 
7x 4- ay + z = 8 

— ôx + ay + 2s =• 0 
p e r t e n ç a m ao mesmo fe ixe . 

3561 — A v e r i g u a r da natureza da sé r i e : 

V i n ! 6 » 

~ (è + a i ) • (26 + az) -•• (nb + a„) ' 

sabendo que a s u c e s s ã o de termo geral a„ tende para 
J ! > - 1 , e b è pos i t ivo e menor que 1 . 

3 5 6 2 — Dadas as rectas 
[ y - l / 2 . ( - » - 3 ) 
. 8 - 1 / 2 - ( ôx +-1) 

3x + y - z + 6 = 0 
•2 / + z + l = 0 

c—7 y z — i 

~~2~ = - 1 = õ~ 
a) provar que s ã o as arestas duma s u p e r f í c i e p r i s ­

m á t i c a t r i a n g u l a r ; 
b) escrever as e q u a ç õ e s do lugar dos pontos do 

e s p a ç o que d is tam igua lmente das t r ê s rectas. 

I . S. T . — MATEMÁTICAS GERAIS — I o Exame extraor­
d inár io — 16 de Março de 1953 — Parte prá t i ca . 

2 - y = 0 
3 5 6 3 — Resolver o sistema : 

í Z x + y -
^ 1 - 3 * + ! 

n) 

1/2 - Z = 0 
X. — z2 = 0 , 

apresentando as so luções na fo rma t r i g o n o m é t r i c a 
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3 5 6 4 — Determinar os pontos comuns aos t r ê s p l a ­
nos de e q u a ç õ e s : 

x + ay + a-z = 1 
ax + azy + z — 0 

a 2 x + y + az = 0 , 
sabendo que entre o ad junto e o r e c í p r o c o do deter­
minante formado pelos coeficientes que afectam as 
v a r i á v e i s , existe a r e l a ç ã o : A + R = 0 . 

3 5 6 5 — A v e r i g u a r da natureza da s é r i e : 

4̂ 1 (n + 1 ) • (n + 2) ••• ( 2 n - 1 ) • (2n) 

ir ~~*^ 
3 5 6 6 — Faz-se rodar uma recta r em torno de um 

dos seus pontos P (2 , 1 ) . Seja C o centro da c i rcunfe­
r ê n c i a de e q u a ç ã o : a ; ! + y ! - 4 a i = 0 e 4 e B o s pon­
tos em que r intersecta a c i r c u n f e r ê n c i a . 

a) De te rminar a e x p r e s s ã o da á r e a do t r i â g u l o va­
r i á v e l [ABC] ; 

b) Determinar a e q u a ç ã o do lugar do bar icentro 
do t r i â n g u l o . 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2." exame de fre­

q u ê n c i a ord inár io — 1 de Julho de 1953 — Parte 
prát i ca . 

3 5 6 7 — Considere-se a r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a da 
12 x3 + 4 x2 - 3 x - 1 

f u n ç ã o y = . 
x + 1 

a) De te rminar as i n t e r s e c ç õ e s com o eixo das 
abscissas, e os sinais da f u n ç ã o nos intervalos de que 
estes pontos s ã o extremos; b) Es tudar a sua pos i ção 
em r e l a ç ã o às a s s í n t o t a s ; o) Contar e separar os pon­

tos de estacionaridade, averiguando se se t r a t a de 
m á x i m o s ou m í n i m o s , e calcular com um decimal 
exacto o valor da abscissa de um deles; d) E s b o ç a r 
a r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a . 

3 5 6 8 — a) Deduzi r a e q u a ç ã o da p a r á b o l a que 
passa pelos focos da c ó n i c a : 16 x- + 25 yz — 400 = 0 , 
e pelo ponto A (2, — 1), onde admite a t angen te : 
y + 1 = 0 ; b) Calcular a d i s t â n c i a do foco da p a r á ­
bola à d i r ec t r i z ; c) Escrever as e q u a ç õ e s das t an ­
gentes t i radas pelo ponto B (5,0). 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2.° exame de fre­

q u ê n c i a ex traord inár io — 3 de Julho de 1953 — 
Parte p r á t i c a . 

3 5 6 9 — Dada a f u n ç ã o y = £017 ( x 4 — 8 x 3 + 3 x1 + 
+ 32 x — 2 8 ) : a) De te rminar os in tervalos em que é 
definida e os valores que toma nos seus extremos ; 
b) Recorrendo ao teorema de Sturm, provar que existe 
apenas um ponto de estacionaridade; ind ica r se se 
t r a t a de um m á x i m o ou de um m í n i m o , e calcular a 
sua abscissa com um decimal exacto; e) E s b o ç a r a 
r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a . 

3 5 7 0 — Considere-se a q u á d r i c a de e q u a ç ã o : 

4x2 + 32 — 8 x + 2 l / 2 y z - f - 4 z + l = 0 . 

a) Class i f ica- la ; b) Escrever as e q u a ç õ e s dos seus 
planos de s ime t r i a ; c) Ind icar precisamente como se 
poderia calcular o valor de B 2 3 , mantendo os outros 
coeficientes, para que a e q u a ç ã o representasse uma 
q u á d r i c a de r e v o l u ç ã o . 

E n u n c i a d o s dos n . o s 3559 a 3570 de F . A l v e s d a S i l v a 

P R O B L E M A S 
Problemas propostos ao concurso 

SECÇÃO ELEMENTAR 

3 6 5 0 — Se uma recta, r , t i r a d a do v é r t i c e C do 
t r i â n g u l o ABC d iv ide ao meio a mediana t i r ada 
do v é r t i c e A , e n t ã o essa recta r d iv ide o lado AB 
na r a z ã o 1 : 2 . 

3651 — Determine os pontos comuns a todas as 
c i r c u n f e r ê n c i a s (x — a) (x — 3) + y (y — 4 — a) = 0 • 
SECÇÃO M É D I A 

3 6 5 2 — Designando por [ x ] o maior in te i ro con­
t ido em x , demonstrar que, sendo n um in te i ro 
pos i t ivo e x u m n ú m e r o real se tem sempre 

[nas] = [ x ] + [ œ + - ^ ] + j j c + ^ ] + ' " + [ a ! + - ^ - • 

3 6 5 3 — Seja f (x) um p o l i n ó m i o de grau n , de 
coeficientes in te i ros , e a uma ra iz da e q u a ç ã o 
/ ( x ) = 0 . Mostre que todo o p o l i n ó m i o g (a) de 
coeficientes racionais se pode escrever sob a fo rma 

a 0 + a, a + aï a 2H l-a„_, a" - 1 , onde a 0 , a, , ••• a „ _ , 
s ã o n ú m e r o s racionais . 

SECÇÃO SUPERIOR 

3 6 5 4 — Mostre que se a e 6 são elementos do 
do grupo m u l t i p l i c a t i v o @ , e n t ã o existem em 
elementos x e y tais que abx = ba e yab = ba 
(comutadores do par a,b) . Que r e l a ç ã o existe entre 
os comutadores dos pares a"' ô - 1 e è _ 1 a~' ? 

3 6 5 5 — De te rminar a fo rma geral das f u n ç õ e s 
f ( x , y , z , p , q ) para os quais, as e q u a ç õ e s d i fe ren­
ciais das c a r a c t e r í s t i c a s da e q u a ç ã o / = 0 admi tem a 

c o m b i n a ç ã o i n t e g r á v e l d     
N. R . — N o próximo número da tGazera» serão publicadas 

as soluções dos problemas proposros no fascículo anterior. 

A Redacção 
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B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
N e s t a s e c ç ã o , a l é m de extrac tos de c r í t i c a s a p a r e c i d a s om r e v i s t a s e x t r a u g e i r a s , s e r ã o p u b l i c a d a s c r í t i c a s de l i v r o s 

e o u t r a s p u b l i c a ç õ e s do M a t e m á t i c a de que os A u t o r e s ou E d i t o r e s e n v i a r e m dois e x e m p l a r e s à R e d a c ç ã o . 

E m 1889, o eminente m a t e m á t i c o a l e m ã o , D A V I D 
H I L B E R T pub l i cou a p r i m e i r a e d i ç ã o de « G r u n d l a g e n 
der G é o m é t r i e » que teve enorme r e p e r c u s s ã o em todo 
o mundo c i en t í f i co e f o i logo t raduz ida em todas as 
l í n g u a s dos p a í s e s c iv i l izados , mas n ã o fo ra a inda 
t raduz ida em p o r t u g u ê s , o que não era honroso para 
a nossa cu l tu ra . 

A Senhora Dr.* D . M A R I A P I L A R R I B E I R O , em cola­

b o r a ç ã o com o D r . JOSÉ P A U L O , t raduzindo para por­
t u g u ê s aquela obra de H I L B E R T o o I n s t i t u t o para 
A l t a Cu l tu ra editando a t r a d u ç ã o , prestaram um re­
levante s e r v i ç o ao nosso p a í s e merecem, por isso, 
justos louvores. A estes louvores, devo associar o 
nome D r . H U G O R I B K I R O , actualmente professor da 
Univers idade de Nebraska, na A m é r i c a que, em 1947, 
d i r i g i u as sessões de s e m i n á r i o , à s quaes eu t i ve a 
honra de assistir, onde f o i estudado um c a p í t u l o de 
« G r u n d l a g e n der G é o m é t r i e » e que serviu de base à 
t r a d u ç ã o , como o af i rmam, de resto, os p r ó p r i o s t r a ­
dutores. 

A t r a d u ç ã o e s t á f e i t a com m u i t a clareza e o vo lu ­
me apresenta-se bem impresso. 

F o i pena que n ã o tivessem sido traduzidos os a p ê n ­
dices de « G r u n d l a g e n der G é o m é t r i e » . E certo que na 
ú l t i m a p á g i n a de « F u n d a m e n t o s da G e o m e t r i a » e s t ã o 
indicadas as revistas donde fo ram e x t r a í d o s . Mas eu 
suponho que essas revistas n ã o existem em Por tugal ) 
a l ém de que, sendo os ar t igos escritos em a l e m ã o , são 
pouco a c e s s í v e i s à l e i tu ra dos estudiosos portugueses. 

Pela minha parte, lamento a economia que resultou 
de ter sido sup r imida a t r a d u ç ã o desses a p ê n d i c e s . 

O I n s t i t u t o para A l t a C u l t u r a comple ta r ia o ser­
v iço que prestou, se promovesse a t r a d u ç ã o desses 
ar t igos e os publicasse em separata. 

Quanto à t r a d u ç ã o de « G r u n d l a g e n der G é o m é t r i e » , 
atrevo-me a fazer um l ige i ro reparo, sem mesmo sa­
ber, dada a minha to ta l i g n o r â n c i a da l í n g u a a l e m ã , 
se esse reparo t e r á c o n s i s t ê n c i a e mesmo, neste caso, 
ó um reparo de somenos i m p o r t â n c i a que em nada 
afecta as v i r tudes da t r a d u ç ã o , à qual presto a 
minha homenagem. 

A o p r ime i ro grupo de axiomas, estabelecidos por 
H I L B E R T , de 1—8, f o i dado em « F u n d a m e n t o s de 
G e o m e t r i a » o nome de axiomas de i n c i d ê n c i a . 

E m « P u n t o s c r í t i co s de la M a t e m á t i c a contempo­
r â n e a » , à p á g i n a 102, F . V E R A , a respeito deste grupo 
de axiomas, d i z : « L o s axiomas siguientes complé t a i t 
el p r imer grupo l lamado de pertenencia: verknt lnp-
f u n d » . L . GODEAUX, em «Les G e o m e t r i e s » , à p á ­
gina 112, chama, ao mesmo grupo de axiomas, « a x i o ­
mes d ' a s s o c i a t i o n » . 

N ã o t e r i a sido p r e f e r í v e l , em vez de termo i n c i d ê n ­
cia, escolher um termo mais a f im com os termos em 
espanhol ou em f r a n c ê s ? 

Este reparo, mesmo que tenha c o n s i s t ê n c i a , é de 
somenos i m p o r t â n c i a , r ep i to . O que interessa s ã o as 
ideias e n ã o as d e s i g n a ç õ e s ; como disse E Ç A DE Q U E I -
ROZ, «As palavras s ã o apenas o esqueleto das i d e i a s » . 

A c r í t i c a aos conceitos fundamentais da m a t e m á ­
t i ca e aos seus m é t o d o s v inha de longe e t a m b é m a 
geometr ia n ã o estava a coberto dessa c r í t i c a . 

As numerosas tenta t ivas , realizadas durante s é ­
culos, para demonstrar o postulado das paralelas; a 
n e g a ç ã o desse postulado sucessivamente por L O B A T -
CHEWSKY e por R I E M A N N que desse modo c r ia ram duas 
geometrias, diferentes entre si e diferentes da de 
EUCLIDES ; as c r í t i c a s de VERONESE, PASCH e outros ao 

de postulados da Geometria de Eucl ides ; a axioma-
t i z a ç ã o da a r i t m é t i c a por FREGE e por P E A N O ; l eva­
r a m H I L B E R T a proceder à a x i o m a t i z a ç ã o da geome­
t r i a , i s to é, t r a n s f o r m á - l a numa teor ia dedut iva . 

Estabelecidos os grupos de axiomas para funda ­
mento da geometr ia como teor ia dedut iva , H I L B E R T , 
demonstrou que esses axiomas eram independentes. 
O m é t o d o seguido por H I L B E R T , embora trabalhoso, 
f o i simples. Consist iu em cons t i tu i r grupos de axio­
mas independentes uns dos outros e ex t ra i r , de cada 
sistema, as conc lusões n e c e s s á r i a s , embora seja, por 
vezes, i m p o s s í v e l determinar todas as c o n s e q u ê n c i a s . 
E , para cada axioma, em cada grupo, considerar v á ­
lidos todos os restantes com e x c e p ç ã o daquele de que se 
quer demonstrar a i n d e p e n d ê n c i a , construindo, deste 
modo, uma geometr ia pa rc ia l . 

Por este processo demonstrou H I L B E R T que o postu­
lado das paralelas era um postulado independente 
dos v á r i a s sistemas de axiomas que estabeleceu. 

E m quanto que LOBATCHEWSKY e R I E M A N N negaram o 

postulado das paralelas, H I L B E R T f o i mais longe e 
mostrou a i n d e p e n d ê n c i a desse postulado. Quer d izer : 
n ã o é p o s s í v e l demonstrar o postulado das paralelas, 
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baseando-se nos sistemas de axiomas que fundamen­
tam a geometr ia Euc l id i ana . 

Para demonstrar que o sistema de axiomas que f o i 
adoptado era coerente, is to é, não conduzia a nenhu­
ma c o n t r a d i ç ã o , estabeleceu H I L B E R T uma correspon­
d ê n c i a b i u n í v o c a entre os axiomas g e o m é t r i c o s e a 
sua r e p r e s e n t a ç ã o a n a l í t i c a . 

Se houvesse entre os axiomas g e o m é t r i c o s a d m i t i ­
dos, qualquer c o n t r a d i ç ã o , ela seria denunciada por 
c o n t r a d i ç õ e s entre as p r o p o s i ç õ e s a n a l í t i c a s que lhes 
correspondiam. 

E , por isso, a a x i o m a t i z a ç ã o da a r i t m é t i c a r e a l i ­
zada por F R E G E e por PEANO, que estabeleceram teo­
r ias a n a l í t i c a s do n ú m e r o real , independentemente de 
qualquer r e p r e s e n t a ç ã o g e o m é t r i c a , ga ran t i am a n ã o 
c o n t r a d i ç ã o das p r o p o s i ç õ e s a n a l í t i c a s u t i l izadas . 
Is to é, H I L B E R T aceita a não c o n t r a d i ç ã o do sistema 
de postulados que adoptou para fundamentar a geo­
met r ia Euc l id i ana , tomando por base a n ã o con t rad i ­
ção da teoria dos n ú m e r o s reais, estabelecida ante­
r iormente por FREGE e PEANO. 

BROUWER, O i lus t re cr iador da l ó g i c a t r iva len te que 
é designada pelo seu nome, ( l ó g i c a Brouwer iana) n ã o 
se mostra mu i to convencido do r i g o r deste processo 
de d e m o n s t r a ç ã o quando a f i r m a : 

« . . . a false theory w h i c h is not stopped by a 
cont rad ic t ion is none the less false, j u s t as a c r i m i n a l 
po l icy uncheked by a r e p r i m a n d i n g cour t is none the 
less c r i m i n a l . » 

E m 1 9 3 1 , o m a t e m á t i c o e l o g í s t i c o G Õ D E L demons­
t r o u que a n ã o c o n t r a d i ç ã o de uma teor ia n ã o é de­
m o n s t r á v e l dentro da p r ó p r i a teoria, o que veio ab r i r 
uma for te crise nas teorias formal is tas da m a t e m á ­
t ica , dar r a z ã o às d ú v i d a s postas por BROHWER e ao 
neo-intuic ionismo. 

Como não podia deixar de ser os casos de c o n g r u ê n ­
cia de t r i â n g u l o s fo ram demonstrados por H I L B E R T 
sem recorrer ao chamado m é t o d o de s o b r e p o s i ç ã o . 

Com efeito, o m é t o d o de s o b r e p o s i ç ã o , pelas nume­
rosas c r í t i c a s que sofrera anteriormente, n ã o era con­
siderado um m é t o d o demonstrat ivo com val idade. 

Actua lmente , e depois da c r í t i c a verdadeiramente 
des t ru t iva que lhe fez RUSSELL, nenhum t ra tad i s ta da 
geometria , com autoridade, o usa; f o i postergado da 
geometria, mesmo elementar. 

No r e l a t ó r i o com o t í t u l o aThe teaching of geome­
t r y i n schools» da Mathemat ica l Associat ion, de I n g l a ­
te r ra (1 .* e d i ç ã o , em 1 9 2 3 ) , onde s ã o dados conselhos 
aos professores para o ensino da geometria, d i v i d i d o 
em v á r i o s e s t á d i o s , conforme a idade dos alunos, h á 
este conselho: 

« T h e method of superposit ion not be used a t any 
s t a g e . » 

T a m b é m o professor americano J . SWENSON em 
« G r a p h i e methods of teaehing congruence i n geome-
t r y » , acerca do m é t o d o de s o b r e p o s i ç ã o , a f i r m a : 

« T h e mathemat ic ian does not consider the method 
of proof by superposit ion very sat isfactory. The psy­
chologis t says we should int roduce no unnecessary 
habi ts i n connection w i t h the processes of learn ing . 
The use of superposi t ion i n surely one of these unne­
cessary habits because i t is a barely in t roduced 
before i t is d i s c a r d e d . » 

Infe l izmente , em P o r t u g a l o m é t o d o de sobreposi­
ção resiste vitoriosamente a todas as c r í t i c a s que lhe 
t ê m sido fe i tas e aparece triunfante nos nossos com­
p ê n d i o s de geometria para o ensino s e c u n d á r i o . 

Por esta e outras r a z õ e s « F u n d a m e n t o s da Geome­
t r i a » destinam-se a prestar u m s e r v i ç o i n e s t i m á v e l à 
cu l tu ra nacional e a sua l e i t u r a atenta d e v e r á i n f l u i r 
poderosamente, para uma melhor c o m p r e e n s ã o da 
geometr ia e dos m é t o d o s da m a t e m á t i c a , a que cor­
r e s p o n d e r á uma melhoria no ensino desta d i sc ip l ina . 

Antes de t e rminar esta breve n o t í c i a t ranscreverei 
as pr imei ras l inhas do texto de « F u n d a m e n t o s da 
G e o m e t r i a » . 

«Definição. Imaginemos t r ê s sistemas de objectos: 
aos objectos do pr imei ro sistema chamemos pontos e 
representemo-los por A, B e C, . . . ; aos objectos 
do segundo sistema chamemos rectas e representemo-
los por o , 6, c, . . . ; aos objectos do terceiro sistema 
chamemos planos e representemo-los por s , 0 , f , ...» 

Os i lust res t radutores de « G r u n d l a g e n der G é o m é ­
t r i e» n ã o recearam chamar objectos a entidades geo­
m é t r i c a s , como eu t a m b é m j á t i ve r a o c a s i ã o de fazer, 
tendo sido c r i t i cada , por esse mot ivo , por duas auto­
ridades nestts assuntos. Veja-se o meu a r t i go «Os 
poliedros n ã o são o b j e c t o s ? » (Labor N.° 116). 

M a r i a T e o d o r a A l v e s 
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Cap. IV—Mensurabilidade. Teorema de Riesz. 
Xotas complementares. 
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G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 
T r ê s n ú m e r o s p u b l i c a d o s e m 1 9 5 2 

N ú m e r o a v u l s o : 17 e s c u d o s e 5 0 c e n t a v o s 

Assinatura relativa a 1953 (3 números) 40 escudos 

P O N T O S D E E X A M E 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate­
mática é c o n s t i t u í d a pelos pontos de M a t e m á t i c a do 
exame do 3.° ciclo do ens>no liceal e de exames de 
a p t i d ã o às Universidades e pontos de exames de f r e ­
q u ê n c i a e f inais das cadeiras de m a t e m á t i c a das 
escolas superiores. 

2 . ' E D I Ç Ã O D O V O L . II ( N . M 5 a 8 ) 

Cont inua aberta a i n s c r i ç ã o para a nova e d i ç ã o do 
ano I I da Gazeta de Matemática (n. 0 * 5 a 8) ao p r eço 
de escudos 30. Esta nova ed i ção oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibilidade de comple­
tarem as suas colecções no formato e c a r a c t e r í s t i c a s 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as in sc r i ções a t i n j a m o n ú m e r o de 300, proceder-
- s e - á , à c o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o e d i s t r i b u i ç ã o da nova 
e d i ç ã o do ano IT. Depois de publicada, a segunda 
ed i ção do volume I I s e r á vendida ao p r eço de escu­
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazela de Matemática aceita, 
durante 1953 quando pedidas directamente, assinatu­

ras de t r ê s n ú m e r o s , ao p r eço de escudos 40, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da c o b r a n ç a . 
As assinaturas são renovadas automaticamente no 
seu termo, salvo aviso p r é v i o em c o n t r á r i o . Todas as 
assinaturas t êm in íc io com o pr imei ro n ú m e r o publicado 
ém cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à a d m i n i s t r a ç ã o da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes b e n e f i c i a r á 
de uma assinatura g r a t u i t a durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

E s t ã o completamente esgotados os n ú m e r o s 5 a 11 , 
13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes n ú ­
meros são vendidos aos p reços seguintes: 
N . " ' 1-4 (2.* e d i ç ã o do ano I , no formato 
actual e com o texto cuidadosamente revisto) 4 0 í 0 0 
X.°" 12 e 15 a 49, cada n ú m e r o .12^50 
N.° 50 G 0 Í 0 0 
X.°* 51 a 55, cada n ú m e r o 1 7 £ 5 0 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática exe­
cuta qualquer encomenda à c o b r a n ç a pelo correio. 

A N G A R I E A S S I N A N T E S P A R A 
A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

c o n c o r r e r á , a s s i m , para o m e l h o r a m e n t o 
de uma rev is ta sem o b j e c t i v o s c o m e r c i a i s 

P R E Ç O E S C . 1 7 $ 5 0 
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