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sentido
da fisica

O verdadeiro

do principio da

invariancia
moderna

por fioy Luis Gomes

E corrente apresentar a condi¢do da invariancia a
que satisfazem todas as equacdes da Teoria da Rela-
tividade Geral como alguma coisa de caracteristico
dessa teoria; alguma coisa que a distingue verdadei-
ramente da Fisica Classica ou, num plano mais con-
Mecénica de GALILEU- NEWTON. E na base
dessas consideragdes estd sempre um raciocinio deste
tipo.

creto, da

A) As equagdes fundamentais da Mecanica de GA-
LILEU- NEWTON
e F, 2,3
m = F, i=1,2,3,
@ dP
s6 mantém esta forma quando as coordenadas x', t
variam segundo o grupo de GALILEU

G as’ = 2 «ik"+ «iV +
t= K+ a,

no qual | a, || é uma matriz ortogonal, transforman-
do-se a0 mesmo tempo F' de acordo com

F-Sg,

e ficando na mesma o coeficiente m, massa de inércia.

O grupo G corresponde, como se sabe, a passagem
de um determinado sistema de coordenadas, onde
sdo aquelas equacdes que traduzem o essencial das
leis do movimento de um ponto material sob a acc¢do
de uma forga, F, para qualquer outro, animado de
uma translaccdo rectilinea e uniforme com relacédo
ao primitivo.

Resulta daqui, isto é da invariancia das equacdes

(1) em G, que s6 sdo equivalentes (!) aqueles  sistemas
de coordenadas, * t relacionados  entre si se-
gundo G.

B) Pelo contréario, as equacdes da Relatividade Ge-
ral, nomeadamente as que traduzem as leis do movi-
mento de uma particula de massa infinitamente pe-
guena (test particle) sob a accdo de um campo de
gravitacdo, quere dizer, as equacdes das geodésicas

3r AU, dx&  dxfi

w h1l»s . =0,
rfs’ *P ds ds !

(de caracter-tempo (*)) da métrica fundamental

ds' = 2 3ui dx* dx, [AV=1,2,3,4,

sdo invariantes para qualquer transformacédo do grupo

! X? = (X" X'\X" X*)
no qual ¢ sdo quatro funcdes independentes, con-
tinuas, com derivadas parciais (até a 2.* ordem) das
novas coordenadas x'>.

E como consequéncia da invariancia das equagdes (2)
em JT, tem-se: equivaléncia de todos os sistemas de

(1) Subentende-se para a traducdo matematica das leis fun-
damentais da Mecanica Cléassica.

(2) Tais que 2 7uvdx™ dx* < ° : P velocidade de uma

u
particula material é inferior a da luz. Por outro lado, os T"[?

que ali coincidem com os simbolos de CHRISTOFFEL de 2.° espé-
cie, | *r J, da forma quadrdtica &?, transformam-se segundo
jvv ,OX~_ di>? _f)xP_ . p, d X dv x>

oo~ dx? d¥ dx* V* JJ- JJrax<t'



quatro  coordenadas  obtidos
transformacéo de T .

Numa palavra —na Mecanica de GALILEU- NEWTON,
invariancia restricta, isto é, segundo o grupo res-
tricto G; na Relatividade Geral, invariancia ampla,
isto é, segundo ogrupo T que contém G como sub-
-grupo muito especial.

uns dos outros por  qualquer

E para muitos Fisicos, porexemplo, e ainda recen-
temente para SCHRODINGER (1), este principio de inva-
riancia geral «incarna aideia daRelatividade Geral».

No entanto, o mesmo autor, logo a seguir, acres-
centa: «1 will not commit myself to calling it
unshakable. One has occasionally tried to generalize
it, anditisdifficult to say whether quantum physics
might not at some time seriously dictate its genera-
lization. However, the principle as itstands appears
to be simpler than any generalization we might corn-
template and there seems to be no reason to depart
from itat the outset.»

Ora, do nosso ponto de vista, as perspectivas de
generalizacdo do principio em causa, que ressaltam
tdo claramente daquelas palavras, diminuem o valor
da afirmacédo primeira — deque ainvariadncia «incarna
a ideia da Relatividade Geral». E s6 nos parece pos-
sivel esclarecer o verdadeiro sentido do principio de
invariancia, retomando o problema ab initio, por con-
fronto dasduas teorias —cléassica e relativista —o que
levard necessariamente a conclusdo oposta de que um
tal principio n&docontém nada de caracteristico da
Relatividade Geral. Aomesmo tempo, a possibilidade
de generalizagdes, sustentada por SCHRODINGER, ndo
oferecerd nenhuma dificuldade de principio.

Voltemos, entdo, as equagdes fundamentais (1) e (2);
e para que as situagcdes sejam de facto comparaveis,
suponhamos que F' sao as componentes da forga
exercida sobre umaparticula de massa da inércia m
num campo de gravitagdo.

Tem-se, entdo,

FF'_ —m,grad (p
designando por <k o potencial (escalar) de gravitagéo

e por m, a massa oucarga da gravitacdo da parti-
cula. E as equagfes (1)tomam a forma

d? x< as$
o dfi dx’
sendo K=— cociente da massa de gravitacdo
m
pela massa da inércia —independente da natureza e
massa m da particula, quere dizer, uma constante
universal.

(1) Space —Time Structure, ed. Cambridge Unlrersity Press,
1950, p. 2.
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E este sistema que devemos comparar com (2);e a
conclusdo a quechegamos acima formula-se assim:

«(1') é invariante no grupo G, (2)nogrupo T.m

Na parte comum, que é precisamente G, os dois
sistemas de equagdes e portanto as duas teorias —
classica e relativista —comportam-se da mesma ma-
neira, sao ambas invariantes.

Este resultado pode parecer em flagrante contra-
dicdo comuma das mais conhecidas propriedades da
Teoria da Relatividade, logo na sua forma restricta.

Na verdade, todos sabem que a Relatividade Res-

trita admite como grupo da invariancia nao G
mas sim L —grupo de LORENTZ—
. ix = 2a_kx”+ t + a,
I + <+,

cujos coeficientes estdo ligados pelas equagdes

2o ST —
¢

2 «a, «ok + N7/

¢

—0,

— C'2 «o* + <*~J= 1

Como desfazer, entdo, o aparente absurdo ? Muito
simplesmente —nédo esquecendo a diferenca queha
entre coordenadas matemadticas, puramente conven-
cionais e coordenadas com auténtico significado fisico.

Assim, se nos colocarmos na Mecéanica Cléssica e
admitirmos que x',t sdorespectivamente distancias
euclideanas tais como as mediamos habitualmente
com réguas e tempo medido porumrelégio (*), en-
tdo, sO conservam esse mesmo significado fisico as
coordenadas x'“,t" ligadas as primeiras poruma
transformacdo do grupo G.

Pelo contrario, se noscolocarmos emRelatividade
Restrita, s6mantém umtalsignificado fisico, coorde-
nadas x", i' deduzidas de x',t poruma transforma-
¢do de L (endode Cr).

Mas se fizermos umatransformacdo G, isso, mes-
mo em Relatividade, continua a exprimir a passagem
de um sistema de coordenadas para outro, ambos ma-
tematicamente admissiveis, apenas haveréa que salien-
tar: dos dois sistemas s6 um, e nunca os dois,
podem ter aquele mesmo significado fisico natural
(em termos de réguas e relégios).

Por outras palavras: ambas as teorias sdo invari-
antes segundo G; mas s6numa, na Mecanica Clas-
sica, € que G transforma entre si coordenadas com
significado fisico.

(") Esse relégio é fundamentalmente o movimento da rotacéo
da Terra.
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Ndo ha, portanto, absurdo algum. Além disso a
resolucdo deste pseudo-absurdo é, s6 por si, uma
indicagcdo de que o principio da invariancia ndo con-
tém em si mesmo nada de caracteristico da Relativi-
dade Geral, pois que, reduzidas as duas teorias a um
denominador comum, que é G, sdo ambas invari-
antes. Mas podemos até alargar esse denominador
comum, isto é, passar de G para um grupo mais
amplo, inclusivé T, que nada de essencial se modifi-
cara.

De resto, nos cursos da Mecanica é corrente dar as
equacOes fundamentais da Mecéanica a forma cha-
mada de LAGBAKGE, de 2.* espécie (¥)

dix" ri *y dx* dx*
ds* t i ds ds

7 jkv
> sdo os simbolos de CRISTOFFEL da 2.*

espécie da métrica

ds* -=72 dx" = 2 9ikdx" dx'*,
forma essa invariante no grupo

(X = fi(ar x, ar)
1 t=t4a

em que »j sdo trés funcdes quaisquer, independentes
continuas e derivaveis; e os Q' sdo os transformados

por contravariancia de — R-—.
<)x'

Ora, ambas as teorias sdo invariantes no grupo
Ti =jtG de sentido mateméatico equivalentea G ou T
mas que nao conserva o significado fisico das coorde-
nadas nem numa teoria nem na outra.

E nenhuma dificuldade pode haver em escrever as
equacdes (1) numa forma invariante com relagdo ao
préprio grupo T mas o que acontecerd & que esse
grupo mais amplo T nada acrescentard, do ponto de
vista fisico, nem numa teoria nem na outra, pois
nesse dominio fisico os grupos caracteristicos sdo res-
pectivamente G e L e ndao T.

Que fica, entdo, do principio da invariancia? A
equivaléncia dos diferentes sistemas de quatro coor-
denadas, ligadas entre si pelo grupo T, para a des-
cricdo matemdatica das mesmas leis, sejam elas da
Mecanica Classica ou da Relatividade Geral.

(') Como 6 salientado no artigo de FOCK adiante citado.

Por outras palavras: como

rf x* pu. dx* dx$ 2 dx» [ <Px<*
ds2 - < ~ds~ ~ds~
* dx<' (foro
fa ds ds ]
se tivermos no sistema
tPx* pf- rfx  dx$
® ds* ©  «P ds ds O
sera
, , L tvodxet dx'S
@) st TN &0

que tem a mesma forma geral (3), noutro qualquer

sistema x'‘, relacionado com x* por meio de T,

visto ser ==0 o jacobiano dos em ordem aos Xx'".

A invariancia €, pois, e apenas, uma maneira su-
gestiva, clara, de patentear que as equagdes que tra-
duzem as mesmas leis, nos diferentes sistemas de
coordenadas ligadas por T, séao todas equivalentes
entre  si.

Podemos dizer isto mesmo assim : o invariancia e
uma condicdo suficiente  de equivaléncia. Mas ndo cons-
titue, de modo nenhum, uma condi¢do necessaria.

Portanto, é possivel, generalizar o principio de
invaridncia, como transparece daquela citacdo de
SCHRODINGER; mas hé de respeitar-se sempre, sob risco
de absurdo, o principio mais geral de equivaléncia
das equacOes que descrevem a mesma lei em mais do
gque um sistema de coordenadas.

E neste mesmo sentido, perfeitamente delimitado,
que se deve interpretar esta passagem de V.A. FOCK:
«Toute théorie physique—a moins d'étre visiblement
absurde —doit étre covariante» (*).

Fica, assim, parece-nos, esclarecido nos termos pre-
cisos o verdadeiro valor do principio da invariancia
que nada traduz de peculiar a Relatividade Geral.
E ao mesmo tempo chama-se a atencdo dos estudiosos
da Fisica Moderna para a diferenca, essa, sim, essen-
cial, entre coordenadas ligadas entre si apenas por
condicbes de correspondéncia biunivoca e continua —
coordenadas matematicas —e coordenadas que, além
disso, tém significacdo fisica. E este ponto é da
maior importancia para compreender a prépria Rela-
tividade Geral.

(*) Em—Le systtme de PloTomée et le systtme de Copernic a la
lumiére de la Théorie Général de la Relativitt  (Questions Scien-
tifiques, Physique, tolll!".. 1 1952, pp. 151).

Covariancia, no sentido aqui utilizado, coincide, no que res-
peita as equagOes em cada sistema de coordenadas, com inva-
riancia de forma.



Algebras

Devemos a publicacdo destatradugdo a amabilidade,
que agradecemos, do autor e do jornal «Blue Print»,
revista publicada pelos estudantes do «College of
Engineering and Architecture» da Universidade de
Nebraska, onde o artigo foioriginalmente publicado
no volume LU, N.° 5 de Outubro de 1952, pag. 13,
14 e 28.

A REDACGAO

1. Introducdo. Num inquérito entre engenheiros
torna-8e imediatamente aparente a importancia fun-
damental da mateméatica, quer como instrumento, quer
como uma fonte de ideias. A inddstria americana é
tradicionalmente progressiva e dindmica e o enge-
nheiro, quer procure pequenos mas importantes me-
lhoramentos em planos e técnicas, quer pertenca ao
grupo, rapidamente crescente, dos homens de investi-
gacdo e desenvolvimento, encontra na mateméatica um
instrumento indispensavel.

O tipo de matematica que o engenheiro usa depende,
evidentemente, do problema particular que deseja
atacar. O matemaético puro estd interessado, em par-
ticular, nagueles ramos da matemética que estdo em
processo de desenvolvimento, enquanto que o enge-
nheiro, cujo interesse se foca na resolucdo de um pro-
blema, usard aquele tipo de matemdtica de que no
momento necessite. Se a algebra, a trigonometriaou
mesmo a simples aritmética lhe chegam, ndo precisa de
se desculpar por apenas fazer uso delas. Estas técnicas
simples sao, de facto, o suficiente para a maioria das
aplicagdes industriais. Ramos «mais avangados» da
matematica tais como a teoria das equacdes diferen-
ciais lineares, etc. védo-se tornando cada vez mais
comuns. As chamadas matemaéaticas superiores estao
rapidamente perdendo esta categoria. O Dr. H. M.
EVJEN, fisico investigador da secgdo geofisica da
«Shell Oil Company» diz:

«Evidentemente que matematicas superiores signi-
ficam simplesmente aqueles ramos da ciéncia que nédo
encontraram ainda um vasto campo de aplicacdo e
portanto, digamos, ainda ndo emergiram da obscuri-
dade. E pois um termo temporario e subjectivo».

E assim que encontramos (*) a teoria das fungdes

(*) As aplicagbes aqui referidas fazem parte duma lista dada
no relatério do «National Resources Planning Board», publicado
em «Industrial Research» (1940). Uma lista actualisada seria de
certo tremendamente ampliada.

efe Boole e
por A4.S.
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analise de circuitos

Leevilr

duma varidvel complexa ao tratarmos da teoria do
potencial e transmissdes ondulatérias, da propagagéo
de correntes em fios, de campos gravitacionais e elec-
tromagnéticos, da pesquisa de 6leo, e nos projectos
de filros e equalisadores para sistema de comunica-
¢0es. Também a teoria das séries de Fourier e outras
séries ortogonais é usada em problemas sobre a pro-
pagacdo do calor, na passagem de correntes em linhas
de transmissdo, deformacdo evibracdo de gases, liqui-
dos e solidos elasticos, etc. A algebra de matrizes é
aplicada no estudo das méquinas eléctricas rotativas,
no estudo da vibragdo das asas de avides e nos pro-
blemas de equivaléncia na teoria do circuito. Mesmo
a teoria dos numeros é usada no projecto de reducgéo
de engrenagens e no desenvolvimento dum método
sisteméatico para entrelacamento de cabos telefdénicos.
Esta lista, que poderia extender-se quase indefinida-
mente, é de certo suficientepara ilustrara capacidade
de aplicacdo da matematica as modernas investigagdes
e desenvolvimentos industriais. Tem mesmo aconte-
cido que novas nocdes de matematica, ja esquecidas
por matematicos puros, foram desenvolvidas em cone-
ccdo com problemas de engenharia.

O ramo das matematicas mais intimamente ligado
com as aplica¢cdes industriais € o das «matemaéticas
aplicadas». O préprio matematico puro estd profun-
damente interessado na descoberta de aplicagdo
duma teoria, embora originalmente ela tenha sido
desenvolvida simplesmente pelo seu interesse teérico.
Sublinhando a «importancia» duma teoria e atraindo
trabalhadores para este campo, pode-se estimular
consideravelmente o seu desenvolvimento e isso tem
sucedido véarias vezes. De facto, o matematico tem
sido muitas vezes surpreendido ao notar que uma
teoria que ele considerava como excepcionalmente
abstracta foi apropriada e usada por algum jovem
e brilhante engenheiro.

2. Algebras de Boole. Um caso dessa natureza
envolvendo o uso do ramo da algebia abstracta mo-
derna chamado «algebras de BOOLE», é o que vai ser
discutido neste artigo. Esta aplicacdo particular
(& simplificacdo de electro-imans e de mudancas de
circuitos) foi sistematicamente estudada por CLAUDE
SHANNON (*) ao tempo um investigador assistente do

(*) «Uma analise simbélica dos eleetro-imans e mudangas de
circuitos», A. |I. E. E. Transactions, vol. 57 (1038) pp. 713-72S.
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M. L T. (Massachussets Institute of Technology) e
agora dos laboratérios da «Bell Téléphone».

Esta técnica tem sido extensivamente empregada
na analise do controle dos circuitos protectores de
sistemas eléctricos complexos tais como o0s que se
encontram em ligagfes telefénicas autométicas, no
equipamento industrial de controle de motores e efec-
tivamente em muitos dos circuitos utilisados para
efectuar automaticamente operacdes complexas. Em
tais casos esta andalise ajuda extraordinariamente a
obter um método sistematico de projectos e, mesmo
mais, a obter um meio sistematico de simplificar em
certos casos um circuito com caracteristicas especiais
no melhor circuito equivalente (no sentido de ter o
menor nimero possivel de ligagfes e pontos de con-
tacto).

Antes de discutirmos a sua aplicagdo a teoria do
circuito serd preferivel dar uma definicdo breve de
algebra de BOOLE e desenvolver alguns teoremas que
sdo usados nas aplicagdes. Tal como qualquer das
muitas outras possiveis algebras, a dlgebra de Boole
é um sistema de elementos (X, y, z,***) e certas ope-
racbes (+*+), obedecendo a um conjunto de postu-
lados preestabelecidos. Estes sdo os seguintes : [a
numeragdo estd de acordo com a de SHANNOM]
as leis comutativas

(la) X +y=y+ X (Ib) X-y = y*X,
as leis associativas

(2 a) X+ (y+x)=xX+y +z

(2 b) Xe(y*x) = (xy)-z,

a primeira lei distributiva

(3a) Xe(y+ z2) —X*y + Xz

Note-se que até aqui estas regras sdo precisamente
as das algebra ordinaria. O seguinte postulado (a se-
gunda lei distributiva) é contudo diferente:

(3b) X+yez—@+y +(X+)).

Suponhamos ainda que ha no sistema dois elemen-
tos especiais, chamados 0 e 1, e obedecendo aos pos-
tulados

(4 a) 0+ x = X
(4 b) 1ex o=*x
(5 a) 1+ x- 1
(5b) 0-x =0

E postulado ainda, que para cada x hé& um Gnico
elemento x' tal que :
(6 a) s+ *—1
(6 b) X *+x< - 0

Escrevendo (6a) e (6b) em ordem inversa, ¢

claro que
(8) (*<)'-*,

enquanto que de 0+ 1=1 e 0-1=0 [(4a) e (4b)]
se segue

(7 a) 0'=1
(7b) 1'=0
Finalmente, temos os postulados

(14 a) X+ X

(14b)

Note-se que nos postulados anteriores para cada lei
estabelecida corresponde uma outra obtida pela troca
do sinal + com « e 0 com 1. Isto conduz ao prin-
cipio de «dualidade» que diz que a cada teorema da
algebra de BOOLE corresponde um «teorema dual»
obtido por meio de tal troca. O trabalho do desenvol-
vimento da teoria esta, assim, reduzido precisamente
a metade.

Usando as leis distributivas [(3a) e (3b)] verifica-
-se facilmente que

(x+y) (X *y) =0 e (x+y)+ (xX*y) =1,

donde pela definicdo (6) do elemento x' temos (lei
de MORGAN)

(9a) (X +y) =xey’
e a sua dual

(9b) (xy) =x'+y

Antes de continuarmos com outros teoremas, ou
com as aplicagdes a teoria do circuito é, talvez, ins-
trutivo dar a aplicacdo deste sistema abstracto a
chamada algebra de légica. Esta aplicacdo particular,
foi de facto, o que conduziu originalmente GEORGE
BODLE (a volta de 1850) a inventar esta algebra. A
ilustracdo dé&, além disso, um sistema analogo ao en-
contrado na teoria do circuito. Na algebra de légica,
as varidveis Xx,y,asees sdo interpretadas como pro-
posigOes; isto é, sdo assercOes (verdadeiras ou falsas)
a respeito de qualquer coisa. A proposicdo combinada
x-y  definir-se-4 como a proposicdo <ambos x e y»
enquanto que x + y éinterpretada eomo «ou X Oou y».
0 elemento x' significard a negativa da proposigédo
x. Finalmente, como condi¢cdo especial requerer-
-se-4 que cada variavel tomara unicamente os valores
0 e 1 onde O é interpretado como falsidade e 1 como
verdade. Um momento de reflexdo convencerd que
este sistema satisfaz os postulados anteriores. Por



exemplo, a proposicdo x +y (que afirma x ou y) é
verdadeira se x € verdadeiro independentemente de
que y o seja. [isto é, 1+ y=1, como em (5a)].
Outro exemplo: o enunciado, que afirma uma pre-
posicdo e a sua negativa, é sempre falso (isto é
X *x< = 0).

A teoria das algebras de BOOLE tem sido aplicada
a muitas outras teorias tais como a teoria dos con-
juntos, teoria das probalidades, etc.

3. Algebra de BOOLE aplicada a analise do circuito.

Os Unicos circuitos aqui considerados sdo aqueles
que contém comutadores e interruptores tais que o
circuito entre dois quaisquer extremos é ou aberto ou
fechado. Portanto, como na 4algebra de ldgica, cada
varidvel (representando um circuito do sistema) toma
um dos dois valores 0 ou 1.

Dois dos circuitos podem ser combinados ligando-
-0s ou em série ou em paralelo. Um circuito obtido
pela ligagdo dos circuitos x e y em série designar-
-se-4 por x+y, e a ligacdo em paralelo de x e y
designar-se-a por x ¢y

X+Y

Y X Y

Uma pequena reflexdo convencer-nos-a4 que este
sistema também satisfaz os postulados de BOOLE
anteriormente enunciados. Como exemplo daremos a
interpretacdo, em termos de circuito, dos postulados
que contém 0 e 1. [(4a), (4b), (5a), (5b)].

Interpretacéo
1 +x=1 Um circuito aberto em série com
outro circuito é sempre um
aberto.

Um circuito fechado em paralelo com
outro circuito é sempre um circuito
fechado.

Se um circuito fechado estd em série
com um circuito x, o resultado depende
de x [fechado se x é fechado, aberto se
x é aberto].

Se um circuito aberto estd em para-
lelo com um circuito x o resultado
depende de x.

circuito

1 ex =X
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Das interpretagfes anteriores, é claro que x' deve
ser um circuito que estd ligado de modo que quando
x e fechado x' é aberto ereciprocamente. Em qualquer
sistema complexo pode suceder que varios circuitos
estejam ligados de modo a serem abertos ou fechados
conforme o circuito x € aberto ou fechado; em tal
caso esse circuito serd chamado x. Reciprocamente
qualquer circuito que seja o inverso de x chamar-
-se-& x'. Convida-se o leitor a verificar por si pro-
prio os restantes postulados e teoremas dados atras.
Por exemplo vé-se que os dois circuitos

sdo  equivalentes. Portanto x+ yez= (x+y) *(x+2z).

Alguns teoremas adicionais sdo extremamente Uteis
para obter simplificagdes. As provas sdo muitas vezes
muito simples; por exemplo

(15 @) x+ x-2=x-1+x-jl=x-(l+y) =x.1= x.

Donde o seu dual pode ser imediatamente escrito sob
a forma

(15 b) Xe(x+y = x.

Um Gltimo teorema que é de natureza mais geral :
Seja / (x,y,z,**?) uma funcdo de BOOLE das varia-
veis X,y ,z,+ entdo

(17 a) x-f(x,y,z,---)=*./(L,y ,«,s¢.).

Isto é, se multiplicarmos x por uma fungédo, o resul-
tado é o mesmo que se obtém se cada vez que X apa-
rece na funcdo ele é substituido por 1 (e evidente-
mente x' por 0).

Para justificar este teorema note-se, em primeiro
lugar, o possivel cardcter duma funcdo de BOOLK.
Desde que x-se —x e xex'= 0, segue-se que X
pode aparecer no maximo uma vez em cada produto.
Agora para cada termo com um sinal interior e+
pode ser usada a lei distributiva (3 a) para obter a
soma de dois termos [por exemplo, x+as(x + y) =
= X-z+ ze+y *a]. Por repeticdes deste processo
chega-se eventualmente a uma «étape» tal que
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/(ce ,y ,z,*s*) flea expresso simplesmente como uma
soma de termos, cada um dos quais é um produto de
algumas ou todas as variaveis x.)y ,z (como ou
sem ') . Por exemplo, seja f(x,y,z)=ye X + (x +
+y) *Z)=y e (X' + X eZ 4y ez')=X' ey -\-X ey ez'+y e 7'
Donde claramente x ¢/ (X ,y, z,***) eliminara todos
os termos envolvendo x' e assegurard um x colo-
cado em todos os restantes termos. Portanto, para a
funcdo no exemplo, anterior x «f(x,y,z) = x (X' *y +
+ Xy 7' +ye7) = x yzZ
Mas x-/(l, y,z) semelhantemente elimina todos
os termos envolvendo x'. Por as duas expressdes
xeof X,y,Zz ,-¢) e x-f(i,y ,z ,»s¢) sdo uma mesma
como queriamos provar. [No exemplo anterior
I (i)Y ,2) =0 ey+1isyez +y
portanto x «f (I )y ,2)=x

+ X- y-Z' X-y-z'.

eZ'=yez 4y o =ye7 e

ey ¢z'~\. O teorema dual ¢é
(17 b)
Desde que x= (x')', a fun¢do /(as,y,«,***) pode

também ser olhada como uma funcédo de X', y ,z ,ee*
Portanto (17 a) pode ser usada para provar que

(18 a)

X+/[(»,»,*, —)-as+/(0,y,«,—) .

x'-f(x,y,z,.-.) = <. /(0,y,z,%0)
com a sua dual
(18 b) (*,y,*,...)-*"+] (1, ,«,—)
Os quatro teoremas anteriores sdo especialmente

fiteis na simplificacdo de circuitos. Como exemplo
considere-se 0 seguinte circuito:

—.S'".—1
— e Ye—nZ"'oe—
|—+ Xe—oYo— —.V o—I
e W e—1|
S . c W' «2 e-
-eZ<

A funcdo representando o circuito pode ser escrita
imediatamente como w + W' (X +y) + (X +2z) (s +
+ W+ z)e(*ev +y + Z').

Exemplo de conjunto

Do Prof. RUY Luiz GOMKSrecebeu a Redacgdo uma
carta em que chama a atencdo para o erro em que
pode induzir o titulo dado ao artigo que nos enviou
para o n.°51 do G. M. Tal como se diz nas palavras
de introducdo, esse artigo é apenas uma transcrigéo,

acrescentada de todas as demonstracdes, do capitulo

nao

Usando (17 b) com w como variavel especial, [isto
g w+f(xy . zw ) =w+f(xy z,0 s )]
funcédo é igual a

esta

W +e0' e (X+y) + X +2)e(s+ 0 +2z)e(*ev+y+7).
Mas desde que 0'=1 e l+«+z =1, serd igual a
W+ X+y+ (X + z)e(s'ev+y+ 2.

Semelhantemente, usando (17 b), primeiro com x e
depois com y temos :

WX +y+ze(s'ev+y+ z')=iot xpy+ze(*eu+z').
E pela lei distributiva (3 a)

— >+ X +y + Z-8'-V.

Portanto um circuito equivalente muito mais simples :

Muitos outros problemas da teoria do circuito, tais
como a simplificagcdo de circuitos com operagdes de
sequéncia, a construcdo de circuitos selectivos com
caracteristicas especiais, etc., podem ser tratados por
métodos semelhantes. Para uma maior discussdo des-
tes problemas, ver o artigo de SHANNON atrads citado.
Varios investigadores russos tém trabalhado consi-
deravelmente neste problema.

Traducdo de-Maria Pilar Ribeiro.

mensuravel a Lebesgue
V11, intitulado Nonmeasurable Sets, das licbes  dadas
por J. von Neumann no Institute for Advanced Study
Princeton, nos anos lectivos de 1933-34 e 1934-35(1).
(") JOHN VON NEUMANN — Functional Operators, Vol. I : Mea-

sures and Integrals, Princeton University Preess, 1950.
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Sobre 0 ensino
por J. Sebastido
O alto nivel atingido pelos estudos matematicos na
Alemanha, desde longa data, e maiormente nope-

riodo em que sobressaem o0s nomes de GAUSS, RIEMANN
WEIERSTBASS, CANTOR e HILBERT, suscita facilmente a
curiosidade de saber como é estruturado e conduzido
0 ensino da Matematica naquele pais.

Ndo € quea forma, oumesmo o espirito do ensino,
cheguem para explicar umfendmeno quetem as suas
raizes profundas na tradicdo e na maneira de ser do
povo emque se manifesta. Ndo se trata aqui propria-
mente duma relagdo de causa e efeito, masantes du-
ma correlagéo; a formula serd esta: ensino e activi-
dade cientifica influenciam-se mutuamente, dentro de
certos limites e geralmente a longo prazo.

Também nédo deve, pordetrds daquela curiosidade,
abrigar-se umatendéncia no sentido de considerar
tudo o que se faz lafora, como perfeito e digno de ser
reproduzido ca dentro, fielmente, semprévia critica
ou reelaboracdo. N&o ha sistemas ideais de ensino,
qgque convenham indiferentemente a todas as épocas e
a todos os povos. Nopresente caso entdo, € preciso
contar comprofundas diferencas de psicologia, que
obrigam a usar de prudéncia, quando se pense em
transplantar dum campo para o outro uma dada nor-
ma pedagodgica.

Mas também se ndo deve irpara oextremo oposto
—que é o de fechar os olhos e o entendimento a tudo
0 gquese passa noexterior, numa atitude de auto-sufi-
ciéncia propria das pessoas que tém medo excessivo
das correntes de ar. E certo quevivemos aqui num
extremo da Europa, «onde a terra se acaba e o mar
comeca», e onde, porisso mesmo, chegam enfraque-
cidos os ecos de algumas vozes; mastalposicdo, se
por um lado nos é vantajosa, e muito, também por
outro lado oferece oOs seus inconvenientes, queim-
porta corrigir.

Ha& ainda umaterceira tendéncia, queconsiste em
aceitar a tese da nossa incapacidade para a criagdo
cientifica, eomeste corolario imediato: ndo precisa-
mos de assimilar os métodos de trabalho, masapenas
a ciéncia criada pelos outros. Simplesmente, a tese
ainda ndo foi demonstrada e, s6deixando de pérem
pratica o seu coroléario, estaremos em condi¢des de
saber se 6 verdadeira oufalsa O contrario é per-
manecer num circulo vicioso.

(") Hasem davida casos isolados quecontradizem a tose ; o
que néo temos tido é uma verdadeira escola de investigagéo.

da Matematica
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na Alemanha

e Silve

A mim parece-me que o estudo daorganizagdo do
ensino em diversos paises do mundo civilizado seréa
sempre um trabalho Gtil e meritério, especialmente
gquando se trata—e é este 0 caso—dum povo que te-
nha dado umforte contributo para o avan¢o da cién-
cia. Quanto ainterpretagdo dosfactos e as sugestdes
que eles possam oferecer, tudo isso pertence a uma
outra ordem de consideragfes, a que, pelo menos de
momento, ndo quero abalan¢ar-me. Procurarei, no que
se segue, manter-me numa linha de objectividade,
apenas cortada, aqui e além, poralgum breve comen-
tario.

Os dados que vao ser expostos ndo dizem respeito
a toda a Alemanha, masapenas aos dois estados que
tive a oportunidade de visitar, num periodo de pouco
mais deum més(*) —o da Renéania (Rheinland-Pfalz)
e o de Baden. Os elementos quemefoipossivel re-
colher ndo permitem pois, de nenhum modo, uma vi-
sdo completa e nitida do assunto ; subsistem muitas
lacunas, varios pontos obscuros a esclarecer ; além
disso, tais elementos referem-se mais a forma do que
ao espirito do ensino. Masnem porisso me pareceu
desprovido de interesse transmitir aos leitores da
Gazeta de Matematica osresultados destas primeiras
observagdes.

Ensino liceal (%)

Limitar-me-ei auma rapida digressdao neste campo,
apenas para se teruma idea de como esta alicergado
0 ensino superior.

O ensino liceal no estado de Renania (como, se-
gundo creio, nosrestantes estados da Alemanha oci-
dental) é distribuido por nove anos e ministradoem

trés tipos de escolas: o liceu de linguas antigas
(Altsprachliches Gymnasium), o liceu de linguas mo-
dernas (Neusprachliches Gymnasium) e o liceu  cienti-

fico (Naturvfissenschaftliches Gymnasium).
Consultando os «Lehrplane fttr die hoheren Schulen
in Rheinland-Pfalz» (Programas para os liceus da
Renédnia) de 1951, observa-se desde logo queo qua-
dro dasdisciplinas ndo varia grandemente dum para
outro tipo deliceu: adiferenca reside principalmente
no nimero de tempos lectivos atribuidos a cada dis-

() Com bolsa do Instituto de Alta Cultura.

(*) Traduzo aqui «Gymnasiumn por «liceu», dondo o adjec-
tivo nhceala aplicado ao ensino ministrado naquela categotia do
escolas.
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ciplina. Assim mesmo, a Matematica, que no liceu
cientifico dispde de 4 horas por semana em cada um
dos nove anos, sofre apenas a redu¢cdo duma hora a
partir do 4." ano, em qualquer dos liceus literarios.

No liceu cientifico, uma sé disciplina supera a Ma-
tematica no total dos tempos lectivos: é o Alemdo,
que nos dois primeiros anos absorve 6 horas lectivas
por semana, passando ao regime das 4 horas nos anos
seguintes.

Quanto as restantes disciplinas de carédcter cienti-
fico, a distribuicdo de tempos lectivos por semana é
a seguinte (no liceu cientifico) :

Fisica: 2 no quarto ano e 3 em cada um dos se-
guintes.

Quimica: 2 desde o quinto ao nono ano.

Biologia: 2 em cada um dos nove anos.

Todas as disciplinas pertencentes ao grupo das le-
tras (Alemdo, Latim, Francés, Histéria, etc.) acom-
panham as disciplinas de ciéncias até ao Ultimo ano,
sem qualquer espécie de ramificacdo. (Neste parti-
cular, parece-me preferivel, para nés, o sistema
actualmente em vigor nos nossos liceus; em todo o
caso, creio que nos seria vantajosa a continuagdo do
estudo das linguas vivas, pelo menos o de inglés ou
aleméo, (*) nas secgdes de ciéncias).

O objectivo fundamental do ensino da Matematica
nos liceus alemdes é desenvolver no aluno aptidédo para
0 pensamento  matematico  auténomo  (aqui «auténomo»
estd a traduzir «selbstandig», no sentido de «nédo-
-mecanizado»). Para tanto, considera-se fundamental,
ndo s6 dirigir o ensino no sentido da clara formacéo
dos conceitos, da expressdo exacta e da dedugdo 16-
gica, mas ainda habituar o aluno a fazer uso inteli-
gente do método mateméatico na interpretagdo do
mundo fisico.

O programa de Matematica atribuido a cada ano
(refiro-me sempre ao estado da Renania) é relativa-
mente moderado, o que permite fazer em ensino cui-
dadoso e torna possivel uma boa assimilagdo dos con-
ceitos. Em todo o caso, como é natural, consegue-se
ir mais longe do que entre nés. Os dois Gltimos anos
sdo dedicados ao Calculo infinitesimal e a Geometria
analitica (plana).

(") A expansdo do idioma inglés no mundo de hoje torna
cada Tez mais desejavel quo (sem descurar o ensino do francés)
o estudante saia do liceu com a possibilidade de, pelo menos, re-
digir em inglés um trabalho cientifico. Por outro lado, a com-
pleta ignorancia do alemdo continua a ser um «handicap» para
quem, nos ramos cientificos, procure manter-se «au point».
Quem escreve estas linhas beneficiou de dois anos de aleméo
no curso complementar de ciéncias (anos lectivos de 1931-32 e
1932-33) e s6 hoje sabe avaliar quanto lhe foi atil esse breve
estudo —bem mais Gtil do que a absorc¢do forcada duma con-
sideravel massa livresca de conhecimentos cientificos. As enci-
clopédias sdo sempre de féacil consulta, principalmente quando
se conhecem varias linguas...

No 8.° ano faz-se uma introducdo ao Céalculo dife-
rencial, que se prolonga até a teoria dos maximos e
minimos e ao estudo geral do gréafico duma funcédo
(casos simples), com aplicagdes a Geometriae a Fi-
sica ; segue-se um estudo pormenorizado da funcdo
inteira do 3.° grau.

No 9." ano, ap6s um breve complemento de calculo
diferencial, relativo as func¢des e* e logx, faz-se
uma introducdo ao Céalculo integral, que se concretiza
nos seguintes topicos: ointegral definido como limite
de somas de RIEJIANN; areas positivas e areas nega-
tivas; a 4rea dum trapezdéide como funcdo do limite
superior de integracdo ; teorema fundamental do cél-
culo integral; a integracdo como operacdo inversa da
derivacdo ; integracdes simples com aplicacdo ao cél-
culo de areas de superficies planas e de volumes de
s6lidos; a integragdo segundo o método geral de subs-
tituicdo (pequeno grau de dificuldade); aplicacdes
do integral a questdes simples da Fisica.

Quanto a geometria analitica, o programa inclui,
além do que entre nés costuma ser ensinado, uma
teoria elementar das cénicas (polo e polar, diametros
conjugados, representagcdo paramétrica, propriedades
Opticas, a elipse como imagem afim da circunferéncia
etc.); no final, é prescrito o estudo de lugares geomé-
tricos e o emprego do método analitico-algébrico em
demonstragfes geométricas de dificuldade média.

A trigonometria (plana) é ensinada integralmente
no 7.° ano. Mas nota-se em todo o programa a ausén-
cia da Aritmética racional(*) e daquele estudo da
equacdo de DIOFANTO que é tanto do agrado dos au-
tores dos nossos programas.

A cOpula dos estudos € pois formada pelo Célculo
infinitesimal e pela Geometria  analitica, atendendo  a
que sdo esses OS instrumentos que, desde o Renascimento,
justificam 0 tdo celebrado éxito da Matematica, nas
aplicagdes  as ciéncias fisicas e a  técnica.

Resta-nos finalmente assinalar, no programa do 9."
ano, alguns assuntos de caracter optativo: trigonome-
tria esférica, séries, método de aproximacdo de
NEWTON, anéalise combinatéria e férmula do binédmio,
rectificacéo, etc.

Porém, as anteriores considera¢cdes referem-se ape-
nas a programas. E sem duvida de todo o interesse
conhecer o quadro formal em que vé&o inserir-se os
dados concretos; mas falta depois o mais importante
— que sdo precisamente esses dados.

(") Passa-se isto num pais em que as investigagdes aritmé-
ticas ocupam de h& muito, um lugar previlegiado. Era GAUSS
quem dizia: «A Matemdtica é a rainha das ciéncias, o a Aritmé-
tica a rainha das matemaéticas». Ainda hoje, com a escola de
HASSE, O estudo da Teoria dos ndmeros se encontra em pleno
florescimento na Alemanha.
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Como é na realidade conduzido o ensino? Quais os
métodos seguidos?

Bem desejaria eu estar em condi¢des de responder
a tais preguntas. Mas um més de permanéncia num
pais que se visita pela primeira vez—pais, ainda por
cima, tao diferente do nosso—é muito pouco, quase
nada, para poder afoitamente falar sobre este assunto.
Todavia, a falta de melhor, as impressdes colhidas
sobre as péaginas de alguns textos de Anélise, com-
pletadas com referéncias ouvidas directamente, podem
talvez dar uma primeira indicacdo, que valha a pena
registar aqui.

Dos livros que folheei, ficou-me esta idea inicial :
a orientacdo adoptada no ensino da Analise é de in-
dole acentuadamente intuitiva, procurando-se dar a
génese psicolégica dos conceitos e a sua finalidade
pratica («donde vém e para onde vdo»), através de
numerosos exemplos, citagdes historicas e aplicacdes
concretas, constantemente referidas a existéncia do
homem no mundo fisico e no agregado social (todos
os textos fecham com um sugestivo capitulo sobre
Célculo das probabilidades e Estatistica).

Deste ponto de vista, os livros que examineiséo
na verdade notaveis, generosamente adubados de in-
tuicées e de imagens, com um bom recheio de exer-
cicios—e alguns deles apresentados com 6ptimo, ali-
ciante aspecto grafico. Influéncia especial das ideas
pedagégicas de FELIX KLEIN? Reflexo de modernas
correntes filoséficas, de raiz mais ou menos hege-
liana ?

Em qualquer hipdtese, seja-me permitido um reparo
pessoal. Julgo—sempre baseado no exame dos refe-
ridos textos—que se vai demasiado longe nesta reac-
¢do intuitivista (direi mesmo pragmatista), dei-
xando prejudicado um outro aspecto que, desde os
bons tempos helénicos, caracteriza por definicdo a
Ciéncia: o aspecto racional. Refiro-me especialmente
a maneira como se decide tratar a teoria dos limites (*).

E certo que, na Universidade,vira depois a desforra
—numa viragem brusca, que leva quase ao extremo
oposto—com todos os recursos de que se dispde num
pais onde a analise légica dos fundamentos da Mate-
méatica foi conduzida ao ultimo grau de subtileza. E
também certo que NEWTON, LEIBNITZ, EULEB, LAQBANQE
e outros mais ndo precisaram de saber consciente-

() Admite-se na Alemanha que o conceito de limite é dema-
siado melindroso para que possa ser desenvolvido com rigor
légico nos liceus. Mas parece-me isto exagerado, sobretudo
quando penso que, nos liceus alemdes, o Calculo infinitesimal é
ensinado normalmente nos anos que correspondem aos dois pri-
meiros das nossas universidades. Por outro lado, ouvi emitir a
opinido de que a teoria dos limites, assim ensinada, cria hé-
bitos mentais que é depois dificil desenraizar na Universidade.
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mente o que é «limite», para construirem o edificio
grandioso da Anaélise.

Mas muito haveria que dizer sobre este ponto—e
ja avancei demasiado num campo em que, repito, ndo
disponho de dados suficientes.

Ensino universitéario

A passagem do liceu para a universidade caracte-
riza-se por uma radical mudan¢a de ponto de vista.
Um dos objectivos essenciais do ensino universitario
é o de conduziraos modernos problemas e, mais ainda,
a moderna forma  do pensamento matematico ; de ma-
neira que o aluno se verd colocado, ndo sé perante
matérias novas, mas ainda —e € isso o mais notavel
— perante novos processos mentais, de natureza bem
mais elaborada. Ao mesmo tempo, a sua atitude para
com a ciéncia deixard de ser a de passivo espectador,
para tender progressivamente, a de comparticipante.

A organizagdo dos estudos difere profundamente
da que se observa nas universidades portuguesas e
ndo obedece a um modelo Gnico para as diversas uni-
versidades. Um primeiro ponto a assinalar é este:
todas as cadeiras sdo semestrais. No principio de cada
semestre, a universidade publica uma lista dos cur-
sos e seminérios a realizar nesse semestre, com os
respectivos horérios e a indicacdo dos professores que
08 regem. A razdo deste facto estd em que variam de
semestre para semestre, de ano para ano, de univer-
sidade para universidade, os cursos professados ou,
pelo menos, a orientacdo seguida em certos cursos.
Esta ampla variabilidade dos estudos é apenas um
sintoma do alto nivel do ensino ministrado nas uni-
versidades alemés.

Porém, na massa movedi¢ca dos cursos, destaca-se
um nucleo rigidamente estdvel, constituido néo so6
por aquelas disciplinas —tais como o Célculo infinité-
simal, a Geometria analitica, a Teoria das fungdes
analiticas e a Teoria das equagdes diferenciais—so-
bre as quais se firma necessariamente todo o ramo da
Matematica aplicdvel as ciéncias da natureza, mas
ainda por aquelas outras disciplinas que se conside-
ram indispensdveis a cultura geral dum matematico,
isto é: a Algebra superior (incluindo a Teoria dos
grupos e a Teoria de GALOIS) e a Geometria diferen-
cial (). Observe-se entretanto como é larga esta base
de cultura geral.

() Estes dados, como outros aqui expostos, foram extraidos
directamente do artigo do Prof. W. Suss «Das Studtum der
Mathematik», publicado num «guia do estudante* fornecido pela
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Friburgo (na Floresta
Negra).
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Mas o objectivo dos estudos universitarios nédo se
limita, de nenhum modo, a formacdo duma cultura
geral. E finalidade Gltima das universidades (sem a
qual perderiam o direito a esse nome) conduzir a um
campo de especializagéo, através do qual o estudante
possa rapidamente atingir as fronteiras do  conheci-
mento actual, colocando-se em condigdes de poder con-
tribuir, ele mesmo, para o progresso da ciéncia. Ora
o campo de especializagcdo é oferecidojustamente pe-
los cursos de cardcter mais ou menos varidvel ; o
aluno deverd, ap6s os 3 ou 4 primeiros semestres, es-
colher livremente alguns desses cursos, de acordo
com as suas inclinagdes, mas sem restringir dema-
siado a amplitude da escolha.

Examinemos agora mais de perto o mecanismo do
ensino universitario.

As licdes dos ja referidos cursos fundamentais séo
geralmente acompanhados de exercicios, cujo objec-
tivo ndo é tdo somente a formacdo duma técnica de
calculo (o que ja4 em grande parte se fez no ensino
secundario), mas ainda, e sobretudo, o esclarecimento
dos conceitos teéricos e do seu mutuo encadeamento
légico, mediante a andlise de questdes adequadas,
dispostas em ordem de dificuldade crescente, até
quési atingirem o nivel de verdadeiros temas de in-
vestigagdo. Tais exercicios sao propostos pelo profes-
sor durante as ligdes; ao aluno compete resolvé-los
em casa e apresentar as respectivas resolugfes ao
assistente. Este tem por dever corrigir cuidadosa-
mente, com observacdes & margem, todas as resolugdes
apresentadas ; além deste trabalho, que lhe absorve
cerca de dois dias por semana, as fun¢des didéacticas
do assistente reduzem-se a duas horas lectivas por
semana, durante as quais conversa com o0s alunos
sobre a maneira como foram resolvidos os problemas
e Bobre a melhor maneira de os resolver. Em todo o
tempo restante, o assistente  deve, no seu proprio inte-
resse, consagrar-se inteiramente ao trabalho de inves-
tigagdo, j& que é esse o Unico caminho a seguir para
ascender a posi¢cfes mais elevadas na carreira univer-
sitaria.

Porém, quando se entra na fase de especializacéo
(ap6s os 3 ou 4 primeiros semestres) o regime dos
exercicios cede inteiramente o lugar a um outro, de
categoria mais elevada: o dos seminarios. O que se
faz nestes «seminarios» é, por viade regra, o seguinte :
a cada aluno é distribuido um trabalho recentemente
publicado, para que o leia, e o analise, e ointerprete,
recorrendo a bibliografia, geralmente extensa, que
esse trabalho pressupde; depois o aluno devera, numa
sessdo do seminario, fazer uma exposicdo sobre o
assunto, perante os seus colegas e o professor; nofi-
nal, é feita uma critica da exposi¢cdo por parte dos
presentes e pode gerar-se uma discussdo tendente a

esclarecer as ideias expostas e porventura a levantar
novos problemas.

Um primeiro resultado pratico —o mais modesto,
mas também o mais frequente—que consegue obter-se
por tal processo, é o de ensinar o aluno o expdr cor-
rectamente assuntos de matemaéatica; o que ja éim-
portante, se atendermos a que, geralmente, ele se des-
tina a carreira do ensino.

Mas um outro objectivo mais alto costuma ser vi-
sado com o trabalho de seminério: o de estabelecer
um vivo contacto com a frente da investigacdo actual
para que, num ou noutro aluno mais bem dotado (as
raras e preciosas excepgdes), venha revelar-se a vo-
cacdo para a actividade criadora. Uma idea, um su-
bito lampejo, basta muitas vezes para lancar o eleito
no trilho aventuroso das investigacdes. Neste caso, o
papel do professor terda de assemelhar-se um pouco
aquele que SOCRATES se atribui jocosamente no dia-
logo com TEETETO: Ode ajudar a virem a luz as ideias.

Em tudo o que precede, ainda ndo foiusada uma
palavra que parece obrigatéria ao falar de ensino:
a palavra «exame». Mas ha que salientar desde ja o
seguinte: logo no primeiro contacto com as escola»
aleméds, observa-se que os esfor¢cos estdo muito mais
dirigidos no sentido de aprender ou ensinar (conforme
se trate de alunos ou de professores), do que para o
reverso da medalha, que consiste em prestar contas
ou julgar.

Todos nés sabemos que os exames sdo a parte in-
grata (de certo modo negativa) do ensino; praticada
em excesso, acaba por massacrar docentes e discentes,
fatigando-os inutilmente, tirando-lhes a vontade
para o trabalho construtivo, levando-os por vezes a
execrar a ciéncia e os cérebros que a geraram (*). E
evidente que se trata dum mal necessario, mas, por
isso mesmo que é um mal, conviria reduzi-loao mi-
nimo  necesséario.

Neste ponto, sdo para invejar 0os germanos, cuja
psicologia lhes permite fazer um uso moderadissimo
dos exames. Por exemplo, na Sec¢do de Matematica
da Universidade de Moguncia, sdo obrigatérios ape-
nas os exames de fecho dos estudos (exames de licen-
ciatura, ou actos grandes, como entre nés se diria) ;
had também exames a meio dos estudos, mas esses sdo
facultativos, concedidos aos alunos que desejem orien-
tar-se acerca das suas possibilidades.

As provas orais tém geralmente lugar no gabinete

(') Sem esquecer que, muitas vezes, o exame faz uma selec-
¢do errada, colocando em primoiro lugar o aluno mais especta-
culoso, mais expansivo, que ndo 6 goralmente o mais concen-
trado, o mais profundo.
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do professor, em estilo de conversa, a volta duma
mesa —apenas professor, assistente e aluno. E este
Gltimo que, quando se sente habilitado, se dirige ao
professor a pedir que lhe marque um dia e uma hora
para ser ouvido. Medite-se um pouco na soma de
energias nervosas que se economiza por tais processos !

Trés sdo os rumos para os quais os estudos mate-
maticos podem ser orientados: profissdes liberais,
magistério  secundario e magistério  superior. De acordo
com estas orientagdes, varia a duragdo dos estudos
(entre 6 e 10 semestres) e a natureza dos exames de
fecho.

A porta de entrada para a carreira do ensino supe-
rior € o exame de doutoramento. Neste caso, é exigido
a apresentagdo duma tese que, por definicdo, deve
conter  resultados novos, ja que o conceito de  ensino
universitario engloba necessariamente o de investigag&o.

S6 as provas orais de doutoramento (pelo menos
na Universidadede MogUlncia) costumam ser publicas,
mas sem qualquer espécie de solenidade.

A parciménia de exames, nas universidades alemés
é em grande parte compensada pelo sistema dos exer-
cicios e dos seminarios, por meio do qual o assistente
e, mais tarde, o professor vdo tomando conhecimento
do aluno sob véarios aspectos, sem o colocar na posi-
¢do inferiorizante e desconcertante de «pessoa que
se sente examinada».

Contra o sistema dos exercicios pode objectar-se
que, sendo resolvidos em casa, ndooferecem confianca.

Eis os termos em que ouvi responder a uma objec-
¢do deste tipo : «Primo, o aluno ndo tem qualquer
interesse em se ludibriar a si préprio, permanecendo
num curso para o qual nao sinta aptiddes ou ndo tra-
balhe o suficiente;secundo, o0 assistente, ao conversar
nas aulas com os alunos, tem sempre maneira de se
aperceber do grau de consciéncia com que foram re-
solvidos os exercicios». E ndo se pode dizer que nao
sejam aceitdveis estas razdes.

Mas ¢é sobretudo o trabalho de seminario que per-
mite ao professor fazer um juizo sereno e acertado
dos seus alunos, dando-lhe ainda aquela possibilidade
preciosa de descobrir as verdadeiras vocagoes.

Finalmente, algumas palavras sobre a distribuicéo
do trabalho lectivo em periodos de tempo.

As aulas do semestre de inverno comecam em prin-
cipios de Novembro e terminam em fins de Fevereiro,
com a interrupcdo de 15dias para as férias do Natal.
As aulas para o semestre de verdo comegam em prin-
cipios de Maio e terminam em fins de Julho, com a
interrupcdo de 7 dias para as férias de Pentecostes
Parece pois, que ao todo, ha cerca de seis meses de
férias, nada menos do que metade do ano. Isto a pri-
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meira vista torna-se chocante e, se ndo se tratasse
dum pais onde, notoriamente, o trabalho é a regra,
ndo faltaria quem visse ai um auténtico escéandalo.
Porém a verdade é que, desses seis meses, s6 uma pe-
gquena parte, talvez um més, costuma ser utilizada
para efeitos de férias propriamente ditas. Em todo o
tempo restante, os alunos dedicam-se ao estudo, com
possibilidades de concentracdo e serenidade mental
que ndo encontram nos periodos lectivos, demasiado
sobrecarregados com aulas, exercicios, seminarios,
etc. (') ; por sua vez, os professores meditam os seus
cursos, preparam as suas li¢cdes e, mais importante do
que tudo, prosseguem as suas investigacdes pessoais,
condicdo «sine qua non» para estarem a altura das
funcdes que desempenham.

E interessante verificar como, na Alemanha, se
deposita confianca em professores e assistentes, sob
varios aspectos, e em particular no tempo livre que
lhes é concedido; para isso contribui, certamente,
uma longa tradi¢do, cimentada em exuberantes mani-
festacdes de fecundidade. Sabe-se ali que o traba-
lho de félego, na Ciéncia como na Arte, mesmo (e
mais ainda) quando se trata dum RIEMANN OUdum
BEETHOVEN, exige longas horas, por vezes dias suces-
sivos de concentragédo.

Convém todavia salientar que, nos periodos lectivos
a densidade de servico docente € muito maior do que
entre noés(’).

Para concretizar em parte o que atras foi dito,
extraio do «Vorlesuugsverzeichnis» da Universidade
de Moglncia, para o semestre de verdo de 1952-53,
as seguintes indica¢des relativas aos cursos de Ma-
tematica, com os respectivos horarios e professores
que os regem :

1) Geometria  analitica I, com Exercicios, 6 horas,
3.",4." e 6." das 8 as 10 — KOTHE.

2) Anélise 11,com Exercicios, 6 horas 4.*', 5" e
S4ab.°' das 8 as 10 — ROHRBACH.

3) Algebra elementar, com Exercicios,
e 6." das 10 as 12 — SCHAFKE.

4) Equagdes diferenciais ordinarias, com
4 horas, 4"» e 5. das 8 as 10 — FURCH.

5) Algebra  superior, com Exercicios, 4 horas, 2."
das 8 as 10 e 6." das 10 as 12 — WEVER.

4 horas, 3."e 5."

4 horas, 2."

Exercicios,

6) Teoria aditiva  dos numeros,
das 10 as 12 — ROHRBACH.

() E preciso ndo omitir que. no momento actual, grande
parte dos alunos sdo forcados a procurar em diversas ocupacdes,
ate as mais humildes, o sustento diario.

{-) Note-se porém que, em casos especiais, quando o pro-
fessor estd ligado a certos institutos de investigacdo, é-lhe re-
duzido o servigo docente, por vezes a uma hora por semana.
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7) Teoria das fungdes |1, com Exercidos, 5 horas,
3." das 8 as 10 e das 12 as 13 e 6." das 8 as 10 —
GRUNSKY.

8) Topologia, 3 horas, 3." das 10 as 12 e 6." das
12 as 13 — FORCH.

9) Métodos da fisica matematica 11,4 horas, 2." e
5." das 13 as 15 — SCHAFKE.

10) Introducéo ao célculo das variagdes, 2 horas,
2." e 4." das 12 as 13 — GRUNSKY.

11) Espagos lineares, 3 horas, 2." das 11 as 12 e
4." das 10 as 12 — KOTHE.

12) AplicagBes escolhidas do célculo operacional,
mediante  a transformacédo de Laplace, a Fisica e a
Técnica, 2 horas, 3." das 15 as 17 — WAGNER.

13) Andlise pratica 1,4 horas, 5." das 10 as 12 e
das 15 as 17 — SCHMIEDEN.

14) Geometria  descritiva, com Exercicios,
3.%, 4." e 5." das 13 as 15 — NEUMER.

15) Os fundamentos filoséficos ~ da Matematica,
ras, 2.*, 4." e 6." das 16 as 17 — MARTIN.

16) A imagem astrondmica  do mundo no decorrer dos
tempos (Studium générale), 4 horas, 5** das 19 as 21
e S&b.°* das 10 as 12 — FLECKENSTEIN.

6 horas,

3 ho-

17) Prética  matematica 1,3 horas, 3.*" das 15 as
18 — ROHRBACH, WEVER.
18) Pratica  matematica I11,3 horas, 2." das 15 as

18 — SCRAFKE, WEVER.
19) Seminério superior,
— KOTHE, SCHAFKE.

2 horas, 6.*' das 15 as 17

20) Seminario superior, 2 horas, 4." das 15 as 17
— FURCH.

21) Seminario superior, 2 horas, 4."* das 10 as 12
— ROURBACH.

22) Seminario superior  (fungbes  especiais, teorias

espectrais), 2 horas, 2." das 8 as 10 — SCHAFKE.

23) Seminério inicial, 2 horas, 5." das 15 as 17—
GRUNSKY.

24) Seminério inicial, 2 horas, 2." das 13 as 15—
WEVER.

25) Coléquio matemdtico, 2 horas, 6." das 17 as 19

FURCH, GRUNSKY, KOTHE, NEUMEB, ROHRBACH, SCHAFKE,
WEVER.
26) Coloquio de filosofia

natural, 2 horas, 4." das

A teoria das

De acordo com o anunciado no n.° 54, foram reali-
zadas algumas démarches no sentido da GM apresen-
tar aos seus leitores uma série de artigos de introducéo
a teoria das distribuigdes.

Como resultado dessas démarches, verificou-se ser
preferivel facultar aos préprios leitores da GM a ela-
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17 as 19 — BECHEBT, BOLLNOW, FURCH, HOLZAMEB,
KOTHE, MARTIN, SCHULZ, STBASSMANN, TROLL, VOIT.

ObservagBes  acerca deste quadro: 0) A numeracédo
romana é usada para os cursos que se distribuem por
mais de um semestre. Assim, «Analise Il» (isto é
«Anélise, 2.* parte») é precedida de aAnalise I»,
leccionada no semestre anterior a este, e seguida de
«Analise Ill», que figurard na listado préximo semes-
tre de inverno.

6) Cada hora indicada para as li¢des costumain-
cluir um intervalo de 15 minutos. Assim, uma licdo
que, teoricamente, seja de 2 horas, é na realidade de
hora e meia.

c¢) Sao indicadas também as horas a que o profes-
sor atende os alunos.

d) O «Studium générale» consiste num conjunto de
cursos de cultura geral, a serem seguidos indistinta-
mente por estudantes de véarias faculdades.

e) Por «seminario superior» traduzimos a palavra
«Oberseminar» e por «seminario inicial» a palavra
«Proseminar».

/) E claro que, para o aluno que comega, poucos
sdo os cursos que pode escolher, entre aqueles indica-
dos no «Vorlesungsverzeichnis» ; poderd seguir as
licdes de Geometria analitica I,Algebra elementar e
Geometria descritiva, mas nédo, por exemplo, as de
Anélise 11,Equacdes diferenciais, etc. Também ja se
disse que os Seminarios sdo para ser seguidos unica-
mente por alunos que tenham previamente frequentado
cursos fundamentais.

Aos Professores GOTTFRIED KOTHE, da Universidade
de Mogiincia e WILHELM Suss, da Universidadede Fri-
burgo (na Brisgévia), bem como ao «Studien-Rat»
Sr. BERNHARD REIMANN, do liceu MATHIAS-CLAUSIUS de
Hamburgo, deixo aqui expressa a minha gratidéo,
pela maneira obsequiosa e eficaz por que correspon-
deram aos meus desejos no sentido de colher infor-
mac¢des sobre o assunto aqui tratado.

Ao Instituto de Alta Cultura cumpre-me agradecer
esta oportunidade que me ofereceu de entrar em con-
tacto com as escolas alemiés.

distribuicdes

boracdo de tais artigos. Nessas condigdes, a Redacgéo
enviou o questionario seguinte ao Prof. DoutorRUY
Luis GOMES ; os interessados poderdo, ajudados pela
orientacdo contida na resposta ao questionario, abor-
dar o estudo da teoria das distribuicdes e escrever,
em artigo, os resultados e impressdes colhidosem tal
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estudo. Tais artigos deverdo ter essencialmente o
caracter de informacdo do contetdo da Teoria das

Distribui¢cdes e das dificuldades que cada autor tenha
encontrado na sua elaboragdo. Serdo em seguida re-
vistos e apreciados pelo Prof. RUY LUIS GOMES e, se
de interesse, publicados na G. M.

QUESTIONARIO

1 — Acha queumaluno dematematica, com os conhe-
cimentos adquiridos no 2." ano das nossas uni-
versidades pode, com relativa facilidade, iniciar
o estudo da Teoria das Distribuigdes ?

2 — Que conceitos e nogdes, nédotratados nos pro-
gramas universitarios, deve possuir tal aluno
antes deiniciar esse estudo?

3 — Que elementos bibliograficos indica (sempre ao
nivel dos tais conhecimentos médios) e qual a
orientagdo a seguir no estudo desses elementos ?

4 — De ummodo geral, qual a importancia e que pro-
blemas foram resolvidos pela teoria das distri-

buigdes ?
J.G. T.

RESPOSTA A O QUESTIONARIO

Para responder a primeira pergunta suponho que
se deve comecgar poresclarecer, nostermos mais sim-
ples, o que se entende efectivamente por Teoria das
Distribuigdes.

Ora, a Teoria das Distribui¢des, desenvolvida pelo
matematico francés, LAURENT SCHWARTZ, a partir de
1945 (I), tem como objectivo fundamental alargar a
nocdo de fungdo pontual — point function — dema-
neira a assegurar a nova entidade todas as proprie-
dades das fungbes —tipo do Calculo Infinitesimal
clédssico, nomeadamente as de derivagdo e primitiva-
¢cdo. E que esse objectivo foiatingido mostra-o, por
exemplo, acircunstancia de umafunc¢do tdo estranha
(a face da definicdo corrente) mas tdo util (na
Fisica e de um modo geral no Célculo Operacional)
como a funcdo d' (x) de DIRAC,

8(x)- 0,x4=0
1 (0) = 00
a
8 (x)dx = 1,
0

se comportar no d&mbito das Distribuicdes como a

(1) O seu primeiro artigo foi publicado no t. 21,1945, dos
Annales de I'Université do Gronoble, sob o titulo « Généralisation
de la notion de /onction, de dérivée, de transformation de FOURIER,
et applications mathématiques et  physiques*.
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derivada  da conhecida fungdo de HEAVISIDK
r(x)=0 x< 0
r(x)y=1 0<x

Além disso, a nova defini¢cdo inclue, como de resto
era essencial, as fung¢des continuas, as funcdes local-
mente somaveis (segundo a definicdo classica de
LEBESOUE) e a respectiva derivada (distribuicdo deri-
vada) coincide coma noc¢do ordinaria, quando esta
Gltima existe e é localmente somavel. Mas abrange
ainda uma categoria muito mais vasta de funcgdes,
por exemplo, as fungdes de conjunto completamente
aditivas, que na teoria cladssica se chamam medidas;
e a funcdo (distribuicdo) 8(x) é precisamente um
exemplo de uma medida. Contém ainda outras enti-
dades que nemsé&o fungdes pontuais localmente somaé-
veis nemmedidas. E a repercussdo quea teoria das
distribui¢cbes ja produziu é de tal ordem que oseu
autor foiconsagrado no ultimo Congresso Internacio-
nal de Matematica (1950), como umdos maiores Ma-
tematicos da actualidade e porisso recebeu uma das
duas medalhas de ouro do Congresso.

E, pois, compreensivel e s6merece aplausos, o inte-
resse que os jovens estudantes portugueses manifes-
tam pelo estudo da Teoria das Distribuigdes.

Quanto a maneira mais simples de abordar essa
Teoria, precisamente no caso de um aluno do 2.°
ano das nossa Universidades, o preferivel é apro-
veitar ao méaximo as possibilidades que a proépria
andlise classica nos oferece ; e deixar para umase-
gunda etapa aqueles aspectos da Teoria e aquela
especializagdo que j& exigem conhecimentos mais ou
menos completos de Anélise Geral.

Nesta ordem de ideias aconselho, de entrada, um
folheto de HALPERIN intitulado — Introduction to the
theory of Distributions —redigido, segundo ligdes fei-
tas por SCHWARTZ, em Agosto-Setembro de 1949, no
Seminario do Congresso Matematico do Canada (Van-
couver).

Assim, o leitor comecard a familiarizar-se como
conceito de integral, encarado como funcional linear,
e podera sentir gradualmente a necessidade de refazer
o estudo desse conceito e das nocOes de topologiade
mais frequente aplicacéo.

O leitor pode ainda utilizar, para um problema
de andlise classica quesurge logo de entrada, o meu
primeiro artigo na Gazeta de Matematica —n.° 46 —
a partir de paginas 2 e as indicagfes bibliogréaficas
ai mencionadas.

Parecia-me também conveniente a leitura de um ou
outro trabalho de Célculo Operacional, para verificar
o interesse de fungdes estranhas como r (x), S (x),
tdo largamente utilizadas em mateméaticas aplicadas.
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Para esse efeito pode talvez servir o cap. 8 — Cal-
culo simbdélico — dos Compléments de Mathématiques
por A. ANGOT.

E num primeiro estudo, repito, ndojulgo de qual-
quer vantagem ultrapassar as possibilidades da ana-
lise classica e o interesse das Distribui¢gées no domi-
nio das matematicas aplicadas.

De resto, este meu ponto de vista vai ao encontro
do préprio objectivo deste inquérito e até das amplas
perspectivas que se abrem a insergdo das Distribui-
¢0es no quadro das disciplinas de um qualquer curso
de matematica — «the simplifications obtained and
not least the easy justification of different «symbolic»
operations often used in an illegitimate way by
technicians, is of such striking nature that it seams
more than a Utopian thougth that elements of the
theory of the SCHWARTZ distributions may find their
place even in the more elementary courses of the
calculus in universities and technical schools (!)».

Ruy Luis Gomes

Nota — A Junta de Investigacdo Matemética pos-
sue os elementos bibliograficos indicados nesta res-
posta e coloca-os a disposi¢do de todos os alunos que
desejem abordar o estudo das Distribuigdes.

Do Sr. JoAo COSME SANTOS GUERREIRO, finalista da
licenciatura em Ciéncias Matematicas, recebeu a Re-
daccdo uma carta de que se transcreve o seguinte :

«Ao iniciar h& pouco menos que um més o estudo
da teoria das distribuicdes, ndo possuia sendo o0s

(") IfARALD BOHR —Intervencdo feita no Congresso Internacio-
nal de Mateméatica na sessdo de entrega das medalhas de ouro.
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conhecimentos que correntemente se adquirem nos
dois primeiros anos da Faculdade de Ciéncias (e
pouco mais se aprende no resto do curso). Esbarrei
logo com dificuldadesprovocadas pela falta de conhe-
cimentos sobre integracdo, especialmente integracédo
4 LEBESGUE e & STIELTJES, e procedi entdo a uma fase
preparatoria, estudando o integral de LEBESGUE e o
integral de LEBESGUE-STIELTJES. Acho que isto é con-
veniente para os leitores interessados no estudo desta
teoria; de resto os estudantes dos nossos cursos supe-
riores pouco conhecem da teoria da integracdo, nunca
saindo do campo mais simples que é o das fungdes
continuas. Nesta fase preparatéria fiz a leitura de
alguns capitulos dos seguintes livros que utilizei:

VALLEE POUSSIN, C. DELA— Intégrales de Lebesgue,
fonctions  d'ensembles, classes de Baire — Paris.

LEBESGUE, H.—Legons sur Vintégration et la  recher-
che des fonctions  primitives — Paris.

CRAMER, HAROLD — Mathematical Statis-

tics —Princeton.

Methods  of

Da experiéncia adquirida, julgo que o estudo pode
ser conduzido de forma a se fazer ideia clara sobre
o problema da investigacdo das funcdes primitivas,
ndo sendo inuatil ir até o integral de DEKJOY. De
qualquer modo deve ser rapido, para ndo nos perder-
mos no emaranhado das teorias da andlise classica, o
que podera desviar o fim em vista.

Apoiando a iniciativa da Gazeta, que convida os
seus leitores ao estudo e ao debate na prépria Gazeta
da introducdo a teoria das distribui¢cdes, prometo pela
minha parte, para opréximo nimero, impressdes mais
detalhadas sobre este primeiro contacto com tal
teoria».

CIENTIFICO

CONTRIBUIGAO LATINO-AMERICANA A O PROGRESSO CIENTIFICO [¥

INTRODUGAO

Nos paises novos a matemdtica pura ndo aparece
sendo numa fase tardia da sua evolucéo. E isso 6 bas-
tante natural.Nos paises em desenvolvimento, a prin-
cipal exigéncia é satisfazer as necessidades vitais da
sua manutencdo e desenvolvimento: sdo necessarios
médicos, agrimensores e engenheiros. SO se requere
da matemadtica a parte que é Util a estes ramos da
ciéncia, isto é, o calculo, instrumento dos estudos
técnicos. Este capitulo particular da matematica
mantém-se, contudo, sempre, durante décadas ou
mesmo séculos, atrazado relativamente aos que se

estdo desenvolvendo e, consequentemente estas apli-
cagBes contribuem muito pouco para o progresso da
matematica. Tal é a razdo por que a América Latina,
que sempre produziu brilhantes técnicos matematicos,
como se pode provar pelas suas ousadas obras de
engenharia, em qualquer pais sem excepc¢do, ndo teve
sendo muito recentemente estudiosos de categoria de
mateméatica pura.

* Traducdo do fasciculo «Mathematics» a que ja se referiu
a G. M.no n.° 54, pp 23, devidamente autorizada pela Direcgilo
do uCentro de Coopération Cientifica para América Latina» da
UNESCO, a quem a «Gazeta de Matemdatica» apresenta os
melhores agradecimentos.
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A formacdo de um mateméatico, como a de qual-
quer outro cientista, requere um meio adequado.
Este meio é talvez maiB féacil de preparar do que
para outra disciplina; elerequere simplesmente uma

biblioteca: umabiblioteca bem provida dos livros
essenciais, classicos e modernos, e sobretudo, de
periédicos, tanto recentes como antigos. Os U(ltimos

ndo sadotao faceis de obter, mas sdo indispensaveis
pois a matematica, ciéncia conservativa, nunca
deixa noesquecimento velhas teorias.

Nenhuma escola matematica pode existir sem uma
biblioteca. Em todo o local em que um individuo de
visdo larga conseguiu, pormeio de uma universidade
ou doutro centro de estudos, criar uma boa biblioteca
matematica, logo surgiu um grupo debons matema-
ticos. Um bom exemplo é o do Uruguay onde GARCIA
DE ZUSIOA fundou a biblioteca mateméatica daFa-
culdade de Engenharia, talvez a melhor da América
do Sul e onde rapidamente surgiu uma brilhante
escola matematica.

Noutras ocasides a presenca de professores Euro-
peus, quer tempordria quer permanente, despertou
entre osjovens estudantes interesse para a investiga-
¢do matematica, originando grupos de pesquizas, que
depois continuaram sosinhos, desenvolvendo-se e
expandindo-se pelas varias universidades do pais.

Tal é ocaso deJ. REY PASTOK, Ocientista que de
facto iniciou a investigacdo mateméatica na Argen-
tina, e mais recentemente, o de BEFPO LEVI eA.
TERRACINI, para mencionar so6 grandes figuras.No
Brasil, visitas periddicas de mateméticos Italianos
(L. FANTAPFIE, A.BASSI e outros), a estadia tempo-
raria do matematico Frances ANDRE WEIL edo Norte-
-Americano O.ZARISKI e também o trabalho do Por-

SEGUNDO CcOLOQUIO DE

Todos os anos o Centro Belga de InvestigagOes
Matematicas organiza umcoléquio internacional”).

Em Julho de 1952 teve lugar emLiége 04.° colé-
quio que foi dedicado, como o primeiro em 1949, a
Geometria Algébrica. Participaram na reunido dis-
tintos cultores deste ramo de Matematica, represen-
tando duas tendéncias : a da Escola Italiana e a dos
que utilizam a Algebra Moderna.

Como anteriormente o C. B. R. M. publicou (°) o
conjunto das conferéncias realizadas de que apresen-
tamos a relagéo :

CHISINI, O. — Courbes de diramation
tiples et tresses algébriques.

des plans  mul-

n.”" 43,48e 51.
Algébrique,

(") Vidé Gazeta de Matematica,
(') Deuxiéme Colloque  de Géométrie
Liége o Masson et Cie..Paris, 1952.

G . Thone,

M. Z.
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tugués A . MONTEIRO encorajaram a criacdo e desen-
volvimento de centros matematicos em S. Paulo e
Rio de Janeiro. No Peru, o mateméatico Polaco
A. ROSENBLATTfoium excelente colaborador de GODO-
FREDO GARCIA, O conhecido autodidata criador da
escola Peruviana, que pelo seuesforgo isolado elevou
0 seupais aonivel matematico dos principais paises
da América Latina. No Chile, R.FRUCHT e no Equa-
dor P. THULLEN, ambos Alemées, influiram no inte-
resse que despertava pela matematica. No México,
as visitas frequentes de matematicos Norte-Ameri-
canos levaram a formacdo da escola Mexicana que
conta proeminentes figuras.

Uma vez criados oscentros matematicos, devida-
mente dirigidos e equipados, os resultados nao se
fazem esperar muito. Aqui e aliaparecem os pri-
meiros jornais e publicagfes de matematica pura,
arquivos do trabalho executado, onde se encontram
as contribui¢cdes, para o progresso da matemaética,
dos véarios centros. Também se fundaram Institutos
de Matematica onde, ao contrario das Faculdades,
tem prevaléncia ainvestigacdo sobre oensino (o «lIns-
tituto de Matematica» emRosario, Argentina, criado
em 1939; o «Instituto de Matematica y Estadistica»
em Montevideo,fundado em1942). Sentindo os mate-
maticos de varios paises a necessidade de sereunir
para formarem Unides ou Sociedades, apareceram :
a «Unién Matematica Argentina» (1936), a «Socie-
dad Matematica Mexicana» (1943), a «Sociedad
Cubana de Matematicas» (1942) e a «Sociedade Ma-
tematica de SaoPaulo» (1945), cada umacom o
seu jornal privativo ououtra publicagéo.

Trad, de M. Zaluar

GEOMETRIA ALGEBRICA

GAUTHIER, L.— Quelques travaux  récents concernant
la classification des courbes algébriques.

VILLA, M — Transformations ponctuelles et  transfor-
mations crémoniennes.

KAHLEH, E. — Sur la théorie des corps algébriques.

DOLBEADLT, P.—Formes différentielles méromorphes
sur lesvariétés  kilhlériennes compactes.

CONFORTO, F.- Problemes résolus et non résolus de
la théorie des fonctions abéliennes  dans ses  rapports
avec la géométrie algébrique.

ANDBEOTTI, A.— Les problémes de classification dans
la théorie des surfaces algébriques irréguliéres.

NERON, A.— La théorie de la base pour les diviseurs

sur lesvariétés algébriques.
GHOBNER, W . — La théorie

algébrique.

des idéaux etla géométrie
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GAETA, F. — Quelques
fication des variétés
jectif.

BURNIAT, P. — Modeéles
males de S3 et de genre

progres récents dans la classi-
algébriques d'un  espace pro-

de surfaces canoniques nor-
linfaire 11 <"p‘" <"N17.

A MATEMATICA NA ASSOCIACAO DOS

SEMANA DA MATEMATICA

Estd em preparacdo a Semana da Matematica, uma
realizagcdo da Secgdo Pedagégica da A. E.F.C.L.,
que tem por objectivo contribuir para o desenvolvi-
mento do interesse pela matemética no nosso pais.

Fundamentalmente pretende-se, através duma ex-
posicdo e de conferéncias acessiveis, exprimir o que
sdo a matematica e as suas aplicagcfes mais importan-
tes. Procura-se também formar cursos, que se prolon-
gardo pelo tempo que fornecessario e cuja introdugéo
serd feita durante a Semana.

Conta-se com a colaboragcdo de mateméaticos portu-
gueses e estrangeiros; receberam revistas, como oferta,
e a adesdo de centros de estudo, etc.

SEMINARIOS DE ESTUDO
Estdo em elaboracdo Seminarios de Matematica,
por iniciativa da Sec¢do Pedag6gica da A.E.F.C. L.,

CONGRESSO

Na sua sessdo final o Congresso Internacional de
Matematicos de 1950 (Cambridge, Mass.) escolheu,
por proposta da delegacdo holandesa, a Holanda para
pais hospedeiro do Congresso seguinte.

Em virtude desta decisdo o Congresso Internacional
de Mateméticos de 1954 reunir-se-& em Amesterddo
de 2 a 9 de Setembro do préximo ano, sob os auspi-
cios da Sociedade Mateméatica holandesa (Wiskundig
Genootschap), a qual espera sinceramente que o Con-
gresso de 1954, onde os matematicos de todas as
partes do mundo serdo benvindos, seja uma reunido
internacional fértil.

A Comissdo de organisagdo convidou certo nimero
de matematicos eminentes para fazerem conferéncias
de uma hora destinadas a dar um resumo do recente
desenvolvimento das matemaéticas.

O Congresso divide-se em sete secgdes:

Algebra e Teoria dos NUmeros.

Anélise.

Geometria e Topologia.

Célculo das Probabilidades e Estatistica.

. Fisica Mateméatica e Matematicas aplicadas.
Légica e Fundamentos da Matematica.

7. Filosofia, Histéria e Ensino.

Em cada um destes dominios, especialistas convi-
dados pela Comissdo de organisacdo, fardo conferén-
cias de meia-hora.

@ gk wN e
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NOLIIET, L .— Introduction des courbes quasi irréduc-

tibles d'une surface algébrique.  Application a la régu-
laritt  de certains  systémes linéaires.

GODEAUX, L.—Les singularités des points de dira-
mation isolés des surfaces  multiples. M. Z.

ESTUDANTES DA FACULDADE DE CIENCIAS

que témpor objectivo o estudo em conjuntode um ou
outro ramo de matematica. Visa-se especialmente
criar interesse por certos problemas e pelainvestiga-
cdo. A orientacdo serd feita por estudantes.

A titulo de experiéncia, funcionou em Junho ltimo
um seminério de Calculo Tensorial. Sob a orientagéo
dum finalista de matematica, estudou-se o conceito de
tensor sobre as transformagdes de coordenadas numa
variedade a n dimensdes, algebra e analise tensoriais
e aplicagdes a geometria de RIEMANN. OS resultados
foram bons e houve grande concorréncia, especial-
mente dos alunos do curso de Electricidade. Para o
préximo ano estdo projectados seminarios de Alge-
bra Moderna, Célculo Vectorial e Tensorial e Analise.

S. Guerreiro

DE MATEMATICOS DE 1954

Os membros do Congresso, que se tenham inscrito
para esse fim,poderdo fazer conferéncias breves, no
maximo de um quarto de hora. A sub-divisdo eventual
das secgdes dependerd do numero dessas conferéncias.

A Comissdo de Organisacdo planeou também reu-
nides de caracter recreativo e excursdes.

Os membros do Congresso dividem-se em duas ca-
tegorias: os membros ordinarios (membros) que tem o
direito de participar nas actividades cientificas e que
receberdo além disso as Actas do Congresso e 0s mem-
bros associados, que, acompanhando os membros ndo
tomardo parte no programa cientifico nem receberéo
as Actas do Congresso, mas que terdo odireito de par-
ticipar em muitas outras actividades do Congresso.

O custo da inscricdo ndoestd ainda definitivamente
fixado, mas provavelmente ndo ultrapassard a quan-
tia de 50 florins (cerca de 14 do6lares) para os mem-
bros e a quantia de 20 florins (5,5 ddlares) para os
membros associados.

Os que desejem participar no Congresso, devem
comunicar a Comissdo de Organisagdo o seu nome
(com titulos etc.) e a sua morada completa. A Comis-
sdo de Organisacdo enviar-lhes-4 entdo indicagdes
pormenorisadas que devem ser publicadas durante
este ano de 1953. Dirigir-se para isso a

Comité d'organisation
2e Boerhaavestraat 49 — Amsterdam — Holanda
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NOTICIARIO

CONGRESSO INTERNACIONAL DE FILOSOFIA

DAS CIENCIAS

A Unido Internacional de Filosofia das Ciéncias
encarregou o «Forum Internacional de Zurich» da
organizacdo de um Congresso Internacional de Filo-
sofia das Ciéncias que se realizarda de 23 a 28 de
Agosto de 1954, em Zurich. O Comité do Congresso
compde-se de : F. Gouseth, presidente, B, Eckmann,
P. Nolfi, P. Bernays, A. Pfluger, R. Nevanlinna.
P. Finsler, K. Dttrr, Mme. M. Ernst-Schwarzenbach,
D. Brinkmann, E. Walter, F. Kroner, E. Specker,
R.Meyer, M. Altwegg, S. Widmer, W. Boesch, E. Bieri,
A. Ostertag, A. Ostrowski, H.Guggenheimer, A. Mer-
cier, P. Rossier, S. Gagnebin, F. Fiala, M. Joray.

Serdo debatidos dois temas gerais :

o) Confronto das diferentes correntes e pontos de

vista.

6) Valor da filosofia das ciéncias na investigagdao.

A inscricdo provisoria para o Congresso deve ser
feita directamente ao Secretariado — Forum Interna-
cional de Zurich, Escola Técnica Federal, ou por
intermédio da G. M.

CONGRESSO LUSO-ESPANHOL PARA O AVANGO
DAS CIENCIAS

Como ja referimos no nimero anterior realisa-se de
27 de Setembro a 4 de Outubro, deste ano, o Con-
gresso Luso-Espanhol para o Avango das Ciéncias,
na cidade de Oviedo. Esperamos poder dar, no proé-
ximo numero, noticias da actividade do Congresso.

INSTITUTO DOS ACTUARIOS PORTUGUESES

O Nducleo de Estudos de Calculo das Probabilidades
e Estatistica Mateméatica relGne na tercga-feira, 6 de
Outubro, as 21h e 30in para planear as actividades
do proximo ano. Prevé-se a realizacdo de séries de
exposigcdes sobre: «Leis dos Grandes NUmeros», «In-
troducdo a Teoria dos Processos Estocasticos», «Teo-
ria Matematica das Populagfes», «Teoria da Decisdo
Estatistica». As pessoas interessadas sdo convidadas
a por-se em contacto com o Secretario da Direcgéo :
G. DK CASTRO (Laboratério Nacional de Engenharia
Civil).

PREMIO «ARTUR MALHEIROS>

O prémio «ARTUR MALHEIKOS» foieste ano atribuido,
pela Academia das Ciéncias, ao trabalho «Sobre as
relacdes entre Integral de RIEMANN e Integral de
LEDESGUE», do professor ROY LUIS GOMES. Este traba-
lho é por assim dizer uma conclusdo de trabalhos

anteriores do autor sobre a «Teoria da Medida»,
trabalhos que vem publicando, na sua maioria, nos
«Cadernos de Anéalise Geral» da Junta de Investiga-
¢do Matematica.

Muito deve a cultura matemdtica portuguesa a
a accdo continua do professor RUY Luis GOMES, que
tem procurado aumentar a restrita literatura mate-
matica nacional, renovando e actualizando os concei-
tos por uma critica aos fundamentos e as teorias clas-
sicas, fazendo uso dos métodos da Algebra Moderna
e da Topologia. Os trabalhos do professor RUY Luis
GOMES sobre o integral de RIEMANN e sobre o integral
de LEBESGUE-STIELTJES, este uUltimo de que estda em
preparagdo um segundo volume, deram lugar, pelas
investigacfes a que conduziram, ao trabalho apresen-
tado agora a concurso para o «Prémio ARTURMA -
LHEIROS». Pde nele o autoi em evidéncia o caracter
relativo da distincdo que usualmente se faz entre
Integral-L e Integral-R, mostrando bem a importan-
cia que tem ainda o conceito de integral de RIEMANN.

Esta nota tem por firn exclusivo noticiar a atri-
buicdo do prémio que veio mais uma vez pOr em
relevo os méritos do professor RUY LUIS GOMES,
de resto bem conhecidos do nosso meio matematico.

A Redaccdo da Gazeta felicita vivamente o seu
Amigo e Colaborador Prof. RUYLUIZ GOMES e espera
em futuro préximo fazer apreciagdo pormenorizada
da obra premiada.

OBRAS COMPLETAS DE ELIE CARTAN

O Comité National Francés de Matematicas conti-
nua a publicacdo das Obras completas de Elie Cartan.
A edicdo compreenderd, sob a forma de reprodugédo
fotografica, a totalidade das notas e memdrias, com
exclusdo Jos volumes. O conjunto da obra compde-so
de tres partes: | — Grupos de Lie (ja publicados);
Il — Sistemas diferenciais em problemas de equiva-
léncia ; 111— Geometria diferencial.

O Comité preparou a publicacdo da parte Il,sob a
forma de dois volumes, e, para tal, fez uma  subscri¢do
internacional. Os dois volumes compreenderdo um
total de cerca de 1365 paginas e podem ser adquiri-
das, ao prego de subscricio por 4.800 frs.— brochados
ou 5.500 frs.—encadernados (os dois volumes, em
conjunto). A subscricdo serd encerrada em 15 de
Dezembro. Os pregos de venda ao puUblico em geral
serdo mais elevados. A subscricdo pode fazer-se quer
directamente ao Secretario do Comité : Prof. ANDRE
LICHNEROWICZ, — College de France —ou a casa
Gauthier-Villars, quer por intermédio da G.M.
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Comité  Nacional Francés de Matematicas

Profs.J. Hadamard, Presidente de Honra; E. Borel,
presidente; H. Béghin, P. Belgodére, R. Brard, M. Bre-
lot, L. de Broglie, H. Cartan, A. Chatelet, J. Chazy,
G. Darmois, H. Delange, A. Denjoy, J. Dieudonnég,
Mme. Dubreil-Jacotin, P. Dubreil, C. Eliresrnann,
J. Favard, R. Fortet, M. Fréchet, G. Jalia, A. Lamo-
the, P. Lelong, J. Leray, P. Lévy. A. Lichnerowicz,
S. Mandelbrojt. P. Montel, J. Péres, C. Pisot, H. Pon-
cin, P. Robert, L. Schwartz, G. Valiron, H. Villat,
G. Choquet.

Comité de Edicdo das Obras de Elie Cartan

Profs. P. Montel, Presidente; A Lichnerowicz, Secre-
tario ; H. Cartan, A. Chatelet, G. Darmois, J. Leray.

MATEMATICAS
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International

Profs. U. Amaldi, R. T. Bachiller, G. Birkhoff,
S. Bochner, E. Bompiani, O. Boruvka, S. S. Chern,
C. Chevalley, E. T. Davies, A. Einstein, H. Freuden-
thal, L. Godeaux, V. Hlavaty, W. V. D. Hodge,
H. Hopt, S. lyanaga, S. Kakutani, A. Kawaguchi,
E. Kahler, D. D. Kosambi, C. Kuratowski, T. H. Le-
page, D. C. Lewis, M. Morse, L. Nachbin, J. Nielsen,
N. E. Norlund, L. Pontrjagin, A. Pouliot, C. Racine,
J. Radon, G. de Rham, F. Riesz, M. Riesz, L. Santal¢,
E. B. Schieldrop, J. A. Schouten, E. Schrodinger, B.
Segre, C. L. Synge, C. De La Vallée-Poussin, O.
Veblen, G. Vranceanu, A. Weil, H. Weyl, J. H. C.
Whitehead, Sir E. Whittaker, K. Yano, C. L. Siegel,
A. Stoilow, M. H. Stone, W. Sttss.

Comité de Honra

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS

Resoluc¢des dos n'** 3625 a 3650 do fase. 54 :

3625
R : E wuma indeterminacéo do tipo 1°°. Tomando o
logaritmo  neperiano
1 . log (cos x)

lim — <log (cos x) = hm
*=<> X2 Xx=n X2

Temos agora uma indeterminagéo do tipo

Aplicando  duas vezes a regra de L'HOSPITAL, vem para
valor deste dltimo limite : — '/,. Portanto, o  verdadeiro
valor da expressdo dada € :

1

3626
R : Verilina-se imediatamente que a fungdo sO existe no
intervalo  fechado (—1,1) e que é simétrica em relacdo
ao eixo dos yy .

Com facilidade se deduz para ela esta outra expressao
analitica

y= (1 -4x*) [ 1- x*

que nos mostra que a curva representativa corta 0 eixo
dos xx nos pontos de abeissas —1, —1/2, 1/2 e 1.

A 1" derivada da funcdo tem o valor

3x@4.2 - 3

GERAIS

1/3
Esta anula-se para x=0 e ainda para Xx= +

derivada  tem por valor

- 3- (8x* - 12x2 + 3)

A segunda

V/(I - x2)3

que nos mostra que a fungdo tem um maximo para x= 0

e minimos para 0s outros valores de x que anulam a
1." derivada. Por seu lado, a 2." derivada anula-se
+~3 -v/3
para x=+10, 6 onde a curva repre-
sentativa  apresenta  pontos de inflex&o.
3627
R : Obrigando a funcdo w a tomar os valores indica-
dos para o0s correspondentes valores de z, obtemos o
sistema
2a+ ci=0
5a-)-5b = 3c + 3d-4ci-4di
b+ 2di=0
Fazendo, por exemplo, c= 2, vem para as outras
constantes
a= —i;d=1i;b=2
A fungdo dada pode, pois, escrever-se
i+ 2z 2x + (2y — )i
2 + iz 2-vy) + xi
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Basta mostrar  que, para
a unidade, os valores
bém moédulo igual a

valores de z de mddulo igual
correspondentes de w tém tam-
unidade.

Como o0 moédulo dum cociente é o cociente dos mé-
dulos
ANoxt+ 2y — 12 VIS5 - a4y
mod w= = 1
/(2-y)* + x* 1/5-4y
atendendo a que x*+y’=1
3631
R: Comparando o infinitésimo dado com x, x' e x°
obtemos sempre um limite igual a zero, como se  verifica
facilmente.
Mas
. 2sen’x/2 —x'[2 ~sen 2 X — Xx*|
o [ an 1=T
r2cos2x— 1~| |~—sen 2x1
L 12"5 Jx=0" L 3-2x J,,0~
= =to
3 A

A ordem de y em relagio a x 6 pois, igual a 4.

3632
R : A expressdo analitica da funcéo mostra-nos que
a sua imagem geométrica  tem duas assintotas paralelas
ao eixo dos yy (x=0 e x= a) e uma paralela ao
eixo dos xx (y=0).
a2
A 1" derivada  é igual a y° lgua-
X" (a—x)*
lando-a a zero, obtemos uma equagdo cujas raizes  sdo
al a’
Xj = e Xj= . A 2" derivada é igual a
a+ b a— b
2 2 b2 L "
y" = 1 , Por  substituicéo, verifica-se
X’ (a — x)°
que a 2." derivada & positva em Xj e negativa em Xj .
A imagem  geométrica da fungdo  apresenta  ai, pois, um
minimo e um maximo, respectivamente.

Como o eixo dos xx é uma assintota, concluimos com

facilidade que ha um ponto de inflexdo, de abcissa maior
que X;.

3633

2X
R : Substituindo z por x-f-iy, vem : we +
(1—y)'+ x'

(I_y)_.2
t- . Portanto o fungédo w toma  valores

(1-y) +x <
reais para  0S pontos (x,y) tais que: x*-]-y*="I que e
uma circunferéncia de raio 1, com centro na  origem
dos eixos. A fungdo ~ w toma valores imaginarios puros

para  0s pontos
dos vyy.

(x,y) tais que: x=0 que é o eixo

GAZETA DE MATEMATICA

Dos dois pontos de encontro do eixo dos XX com a
circunferéncia indicada s6 serve A(0,—1i) visto que
para (0,1), w vein indeterminada.

Resolugées dos n." 3625 a 3633 do J. Il. Arandes

3637
R : Para verificar que é um homomorfismo basta  que,
sendo nem dois inteiros e n' e m' as suas imagens
em £, segja n+ m n"em', o que é imediato aten-
dendo a igualdade

N\\om l 4 | AN AN C

- a+ )"
Pelo teorema da homomorfia haverd  entdo um invari-
ante St em R tal que € ¢é isomorfo a R/9T, este in-
variante é o conjunto  dos inteiros n que correspondem
ao elemento 1 de € ; satisfazem por consequéncia a
relagdo at+i»- o1

Passando 0 primeiro membro da igualdade anterior

a forma  trigonométrica resulta a igualdade equivalente
v 2fiti+ i sen(N Ty 2j« -1
\ 4
que equivale por sua vez a -2ki (k inteiro
arbitrario) ou seja, n= 8k com Kk arbitrario, O
conjunto 9t é formado  pelos mdltiplos de 8.

3638
R : Basta provar que a relagdo

X.(4,-2, -4) + |x. (6,-3,1) - (0,0,0)
implica 1.=0 e u= 0, o que equivale a demonstrar
que o sistema homogéneo

4X + 6jx= 0
— 2X -3(1 =0
- 44X+ u=0
€ determinado. De facto o determinante
4 6
- 41

3642

R : Suponhamos que a é limite inferior do conjunto

dos numeros TJ; entdo a satisfaz  as condigdes

qualquer seja TJ

a) a <"Y]
1
b) se p~ f qualquer seja TJ é fi<J a .

Vamos prooar que as condigdes 1) implicam

ra) a” £ qualquer seja £

\'b) se p~>£ qualquer seja £ é " "> a
que definem a como limite  superior do conjunto dos
nimeros £, Comecemos por observar que para cada £ ¢é
£ <~f|, qualquer seja t]; por isso, atendendo a 1. b) re-

sulta 2. a). Por outro lado, dado $~"%, se fosse [PB< a
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os numeros do intervalo  (a, f3), que ndo sdo nimeros £
teriam  de ser nimeros Vvj o que contradiz 1.a). E por
conseguinte p”~ a. De modo andlogo se provaria  que
as condicdes 2) implicam as condi¢des 1). As duas  defi-

nicdes sdo portanto equivalentes.

3643
R : a) Pondo @'ifl# - (@ifl£) D @'i, reconhece-se
que J5'i= @'iri-i0 ¢ a interseccdo  do sub-grupo ©i D ©
com o invariante @'i em @i, e por isso invariante
no sub-grupo @il # -

b) StAS'i ¢é idéntico a ©, n #/(@i fl S) D ®'i g«e
peio primeiro  teorema da isomorfia € isomorfo a (@] "
«©'l/@'i. Ora (®in$))- € a imagem homo-
morfa de ©i fl 4} = -Si "** homomorfismo ©, ~ ©il©"i
e e por isso sub-grupo de @i/@'i *

3647
R : De modo andlogo a 3642.

3648
R: Pondo % fl©ol= COD®i-l1)D ©' e, notando que

nol-1 « © respectivamente um sub-grupo e
um invariante de @i, conclui-se que flol & inva-
riante em © fl©iH e por isso = $f)ye~n
N eee N © DON= € i uma série normal.

Tomemos agora o factor desta  serie
Sn NGI=0nNn@HC8 Nn©I-0 Nn©Oi ;
aplicando o primeiro  teorema da isomorfia reconhece-se

que o segundo igualdade  é isomorfo a
(© D d

série

membro  daguela

que é um sub-grupo do factor da
@i-i/@i » Tal
do sub-grupo de

@i-i sobre

sub-grupo €  precisa-
,© D GO >
@i-1/@fi »

primeira
mente a imagem

no homomorfismo canénico  de

3649
R : Representando por X', a imagem de xe © tere-
mos 1ex —>-1'ex visto que o endomorfismo é opera-
téorio e & é considerado como moédulo com operadores
a direita em ©. Como 1ex = X resulta entdo
X' = e- X e=1'e®©.
que a igualdade
—©, de © consi-
a direita de ©.
oblém-se portanto

Por outro lado ¢é facil reconhecer
x' = eex define um endomorfismo
derado como moédulo com operadores

Os endomorfismos considerados

multiplicando a esquerda o0s elementos x e © por um
elemento arbitrario pe6 .
3650
R : Cada elemento xe ®© tem a forma
f
XAXT + XJH +X(I—2X|
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em que X, e S0 sendo os 23i ideais direitos simples e
distintos de ©. Em particular resulta para o ele-
mento 1,
t —et+ Ox-i + e,
e podemos supor todos os e ndo nulos.
Desta relacéo tira-se

©=¢,0+--- +e,6 + ---+e, ©.

Ora e, 0 ¢é o ideal direito gerado por e, e 33; e como
ndo € nulo identifica-se com 3Ji porque este ideal €
simples. © toma entdo aforma O = 33i+ 932+ eee +55u
que é uma soma directa porque as parcelas sdo simples
e distintas.

Résolusses dos n.°* 3637 a 3650 de S. Guerreiro.

1. S. T.—MATEMATICAS GERAIS —1."* Exame ordinario
— 13 de Marco de 1953 — Parte pratica.

3559 —Determinar a equacdo bindémia de coefi-
cientes reais e grau minimo que admite como raizes
os dois numeros :

zi =-c0s 5ir/13 -f-i*sen 5 ir/13
Si=cos7ir/9 —iesen 7ic/9

Zl e Zjsdoraizes primitivas? Justificar.

3560 —Calcular a e b de modo que os planos de
equacgdes :

X— y+3z=2¢
7x 4-ay + z=8
—Ox +ay +2s=0
pertencam ao mesmo feixe.
3561 — Averiguar da natureza da série :
Vi n'é»
~ (&8+.,)(26 + az) ->= (nb + a,,) "
sabendo que a sucessdo de termo geral a,, tende para
J!>-1, e b & positivo e menor que 1.

3562 —Dadas as rectas
[y-I/2.(-»-3)
.8-1/2- ( 6x +-1)
iZxx+y-2z+6=0

N1-3*% +/+2z+1=0
c—7 y z— i
n) S o~

a) provar que sdo as arestas duma superficie pris-
méatica triangular ;

b) escrever as equagdes do lugar dos pontos do
espago que distam igualmente das trés rectas.

I. S. T.—MATEMATICAS GERAIS — 1 ° Exame extraor-

dindrio — 16 de Marco de 1953 —Parte pratica.
2-y =20
3563 — Resolver o sistema: w- z =0
X —z2 = B

apresentando as solucdes na forma trigonométrica
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3564 —Determinar os pontos comuns aostrés pla-
nos de equacgoes :
X + ay+az=1
ax + ay + z—0
a’x + y+ az=0,
sabendo que entre o adjunto e oreciproco do deter-
minante formado pelos coeficientes que afectam as
variaveis, existe arelagdo : A+ R = 0.

3565 — Averiguar da natureza da série:

HL(n+1) +(n+2)e=(2n-1) «(2n)
ir —~

3566 — Faz-se rodar uma recta r em torno de um
dos seus pontos P (2,1). Seja C ocentro dacircunfe-
réncia de equagdo : a;'+y'-4ai =0ed4eBos pon-
tos emque r intersecta a circunferéncia.

a) Determinar a expressdo da area dotridgulo va-
riavel [ABC] ;

b) Determinar
do triangulo.

a equacdo do lugar do baricentro

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — 2. exame de fre-
quéncia ordinario — 1 de Julho de 1953 — Parte
pratica.

3567 — Considere-se a representacdo grafica da

12x3+ 4x2- 3x- 1
funcdo y =
X + 1
a) Determinar as interseccfes com o eixo das

abscissas, e os sinais da fun¢do nosintervalos de que
estes pontos sdo extremos; b) Estudar a sua posigado
em relacdo asassintotas ; o) Contar e separar os pon-
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tos de estacionaridade, averiguando se se trata de
maximos ou minimos, e calcular comum decimal
exacto o valor da abscissa de umdeles; d) Esbocgar
a representagdo gréafica.

3568 — a) Deduzir a equacdo da parabola que
passa pelos focos dacénica: 16 x- + 25 y° — 400 =0,
e pelo ponto A(2,— 1), onde admite a tangente:
y + 1= 0; b) Calcular a distancia do foco da paréa-
bola & directriz; c) Escrever as equagdes das tan-
gentes tiradas pelo ponto B (5,0).

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — 2.° exame de fre-
gquéncia extraordinario — 3 de Julho de 1953 —
Parte pratica.

3569 — Dada a fungdo y = £017 (x* —8x°+ 3x +
+ 32 x —28): a) Determinar osintervalos emque é
definida e os valores que toma nos seus extremos ;
b) Recorrendo aoteorema de Sturm, provar que existe
apenas um ponto de estacionaridade; indicar se se
trata de um méximo ou de umminimo, e calcular a
sua abscissa comum decimal exacto; e) Esbocar a
representacdo gréafica.

3570 — Considere-se a quéadrica de equacéo :
4x2 + 32— 8x + 21/2yz-f-4z+ 1 = 0.

a) Classifica-la; b) Escrever as equacdes dos seus
planos de simetria; c) Indicar precisamente como se
poderia calcular o valor de B,,, mantendo os outros
coeficientes, para que a equagdo representasse uma
quédrica de revolucéo.

Enunciados dos n.°" 3559 a 3570 de F . Alves daSilva

PROBLEMAS

Problemas propostos ao concurso
SECGAO ELEMENTAR

3650 — Se umarecta, r, tirada dovértice C do
triangulo ABC divide ao meio a mediana tirada
do vértice A, entdo essa recta r divide olado AB
na razdo 1:2.

3651 — Determine os pontos comuns a todas as
circunferéncias (x—a)(x—3)+y (y—4—a)=0-
SECGAO MEDIA

3652 —Designando por [x] o maior inteiro con-
tido em x , demonstrar que, sendo n um inteiro
positivo e x umnumero real se temsempre

as] = [XI+ [+ -"T+]j +#7] + "+[ ' +-7r- -«

3653 —Seja f (xX) umpolinémio de grau n, de
coeficientes inteiros, e a uma raiz da equagédo
/(x)=0. Mostre que todo o polinédmio g(a) de
coeficientes racionais se pode escrever sob a forma

e

a, +a,a+a aH l-a,_, a
sdo numeros racionais.

onde a,,a,, *a,_,

SECGAO SUPERIOR

3654 —Mostre que se a e 6 sao elementos do
do grupo multiplicativo @ , entdo existem em
elementos x e y tais que abx =ba e yab =ba
(comutadores dopar a,b) . Querelagdo existe entre

0os comutadores dospares a"'6 ‘e é-‘a~"'?

3655 —Determinar a forma geral das funcgdes
f(x,y,z,p,q) para os quais, as equac¢des diferen-
ciais dascaracteristicas daequagdo / = 0 admitem a

combinacdo integravel d

N. R.—No préximo numero datGazera» serdo publicadas
as solugcdes dos problemas proposros no fasciculo anterior.

A Redaccgéo
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Nesta seccdo, além de extractos decriticas aparecidas om revistas extraugeiras, serdo publicadas criticas de livros

e outras publicacdes doMatematica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redacgédo.

Em 1889, o eminente mateméatico alem&o, DAVID
HILBERT publicou a primeira edicdo de «Grundlagen
der Géométrie» que teve enorme repercussdo em todo
o mundo cientifico e foi logo traduzida em todas as
linguas dos paises civilizados, mas nédo fora ainda
traduzida em portugués, o que ndo era honroso para
a nossa cultura.

A Senhora Dr.* D. MARIA PILAR RIBEIRO, em cola-
boragdo com o Dr. JOSE PAULO, traduzindo para por-
tugués aquela obra de HILBERT o o Instituto para
Alta Cultura editando a tradugdo, prestaram um re-
levante servico aonosso pais e merecem, por isso,
justos louvores. A estes louvores, devo associar o
nome Dr.HUGO RIBKIRO, actualmente professor da
Universidade de Nebraska, naAmérica que, em 1947,
dirigiu as sessdes de seminério, as quaes eu tive a
honra de assistir, onde foi estudado um capitulo de
«Grundlagen derGéométrie» e queserviu de base a
tradugdo, como o afirmam, de resto, ospréprios tra-
dutores.

A traducdo estd feita com muita clareza e o volu-
me apresenta-se bem impresso.

Foi pena que néo tivessem sido traduzidos os apén-
dices de«Grundlagen der Géométrie». E certo que na
Gltima pagina de «Fundamentos daGeometria» estdo
indicadas as revistas donde foram extraidos. Mas eu
suponho que essas revistas ndo existem emPortugal)
além de que, sendo os artigos escritos em aleméo, sdo
pouco acessiveis a leitura dos estudiosos portugueses.

Pela minha parte, lamento a economia que resultou
de tersido suprimida a traducdo desses apéndices.

O Instituto para Alta Cultura completaria o ser-
Vico que prestou, se promovesse a traducdo desses
artigos e os publicasse em separata.

Quanto atraducdo de «Grundlagen der Géométrie»,
atrevo-me a fazer um ligeiro reparo, sem mesmo sa-
ber, dada a minha total ignoradncia dalingua alema,
se esse reparo terd consisténcia e mesmo, neste caso,
6 umreparo de somenos importadncia que em nada
afecta as virtudes da tradugdo, a qual presto a
minha homenagem.

Ao primeiro grupo de axiomas, estabelecidos por
HILBERT, de 1—8, foi dado em «Fundamentos de
Geometria» o nome de axiomas de incidéncia.

Em «Puntos criticos de laMatematica contempo-
ranea», a pagina 102, F. VERA, arespeito deste grupo
de axiomas, diz: «Los axiomas siguientes complétait
el primer grupo llamado de pertenencia: verkntlnp-
fund». L . GODEAUX, em «Les Geometries», apa-
gina 112, chama, ao mesmo grupo de axiomas, «axio-
mes d'association».

Nédo teria sido preferivel, em vez determo incidén-
cia, escolher umtermo mais afim com ostermosem
espanhol ouemfrancés ?

Este reparo, mesmo que tenha consisténcia, éde
somenos importancia, repito. O queinteressa saoas
ideias e ndo as designacdes; como disse ECA DE QUEI-
ROZ, «As palavras sao apenas o esqueleto das ideias».

A critica aos conceitos fundamentais da matemaé-
tica e aos seus métodos vinha delonge etambém a
geometria ndo estava a coberto dessa critica.

As numerosas tentativas, realizadas durante sé-
culos, para demonstrar o postulado das paralelas; a
negacdo desse postulado sucessivamente por LOBAT-
CHEWSKY e por RIEMANN que desse modo criaram duas
geometrias, diferentes entre si e diferentes da de
EUCLIDES ; as criticas de VERONESE, PASCH e outros ao
de postulados da Geometria de Euclides ; a axioma-
tizacdo da aritmética por FREGE e porPEANO; leva-
ram HILBERT a proceder a axiomatizacdo da geome-
tria, isto é,transforma-la numa teoria dedutiva.

Estabelecidos os grupos de axiomas para funda-
mento da geometria como teoria dedutiva, HILBERT,
demonstrou que esses axiomas eram independentes.
O método seguido por HILBERT, embora trabalhoso,
foi simples. Consistiu em constituir grupos de axio-
mas independentes uns dos outros e extrair, de cada
sistema, as conclusdes necessarias, embora seja, por
vezes, impossivel determinar todas as consequéncias.
E, para cada axioma, emcada grupo, considerar va-
lidos todos os restantes com excepcédo daquele de que se
quer demonstrar aindependéncia, construindo, deste
modo, uma geometria parcial.

Por este processo demonstrou HILBERT que o postu-
lado das paralelas era um postulado independente
dos véarias sistemas de axiomas que estabeleceu.

Em quanto que LOBATCHEWSKY e RIEMANN negaram o
postulado das paralelas, HILBERT foi mais longe e
mostrou aindependéncia desse postulado. Quer dizer:
ndo é possivel demonstrar o postulado das paralelas,
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baseando-se nos sistemas de axiomas que fundamen-
tam a geometria Euclidiana.

Para demonstrar que o sistema de axiomas que foi
adoptado era coerente, isto é, ndo conduzia a nenhu-
ma contradi¢cdo, estabeleceu HILBERT uma correspon-
déncia biunivoca entre os axiomas geométricos e a
sua representagdo analitica.

Se houvesse entre os axiomas geométricos admiti-
dos, qualquer contradigcdo, ela seria denunciada por
contradigfes entre as proposi¢cdes analiticas que lhes
correspondiam.

E, por isso, a axiomatizagdo da aritmética reali-
zada por FREGE e por PEANO, que estabeleceram teo-
rias analiticas do namero real, independentemente de
qualquer representacdo geométrica, garantiam a néo
contradicdo das proposigdes analiticas utilizadas.
Isto é, HILBERT aceita a ndo contradicdo do sistema
de postulados que adoptou para fundamentar a geo-
metria Euclidiana, tomando por base a ndocontradi-
¢do da teoria dos numeros reais, estabelecida ante-
riormente por FREGE e PEANO.

BROUWER, Oilustre criador da l6gica trivalente que
é designada pelo seu nome, (légica Brouweriana)néao
se mostra muito convencido do rigor deste processo
de demonstracdo quando afirma:

«...a false theory which is not stopped by a
contradiction is none the less false, just as a criminal
policy uncheked by a reprimanding court is none the
less criminal.»

Em 1931, 0 matematico e logistico GODEL demons-
trou que a ndo contradicdo de uma teoria ndo é de-
monstravel dentro da prépria teoria, o que veio abrir
uma forte crise nas teorias formalistas da matema-
tica, dar razdo as duvidas postas por BROHWER e ao
neo-intuicionismo.

Como ndo podia deixar de ser os casos de congruén-
cia de tridngulos foram demonstrados por HILBERT
sem recorrer ao chamado método de sobreposicéo.

Com efeito, o método de sobreposi¢cdo, pelas nume-
rosas criticas que sofrera anteriormente, ndao era con-
siderado um método demonstrativo com validade.

Actualmente, e depois da critica verdadeiramente
destrutiva que lhe fez RUSSELL, nenhum tratadista da
geometria, com autoridade, o usa; foipostergado da
geometria, mesmo elementar.
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No relatério com o titulo aThe teaching of geome-
try in schools» da Mathematical Association,de Ingla-
terra (1.*edigdo, em 1923), onde sdo dados conselhos
aos professores para o ensino da geometria, dividido
em varios estadios, conforme a idade dos alunos, ha
este conselho:

«The method of superposition not be used at any
stage.»

Também o professor americano J. SWENSON em
«Graphie methods of teaehing congruence in geome-
try», acerca do método de sobreposi¢cdo, afirma:

«The mathematician does not consider the method
of proof by superposition very satisfactory. The psy-
chologist says we should introduce no unnecessary
habits in connection with the processes of learning.
The use of superposition in surely one of these unne-
cessary habits because it is a barely introduced
before it is discarded.»

Infelizmente, em Portugal o método de sobreposi-
¢do resiste vitoriosamente a todas as criticas que lhe
tém sido feitas e aparece triunfante nos nossos com-
péndios de geometria para o ensino secundario.

Por esta e outras razdes «Fundamentos da Geome-
tria» destinam-se a prestar um servigo inestimavel a
cultura nacional e a sua leitura atenta deverd influir
poderosamente, para uma melhor compreensdo da
geometria e dos métodos da mateméatica, a que cor-
responderd uma melhoria no ensino desta disciplina.

Antes de terminar esta breve noticia transcreverei
as primeiras linhas do texto de «Fundamentos da
Geometria».

«Definico.  Imaginemos trés sistemas de objectos:
aos objectos do primeiro sistema chamemos pontos e
representemo-los por A, B e C, ... ; aos objectos
do segundo sistema chamemos rectas e representemo-
los por o, 6, c, ... ; aos objectos do terceiro sistema
chamemos planos e representemo-los por s, 0, f, ..»

Os ilustres tradutores de «Grundlagen der Géomé-
trie» ndo recearam chamar objectos a entidades geo-
métricas, como eu também j4a tivera ocasido de fazer,
tendo sido criticada, por esse motivo, por duas auto-
ridades nestts assuntos. Veja-se o meu artigo «Os
poliedros ndo sao objectos?» (Labor N.°116).

Maria Teodora Alves
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Gazeta de Matemédtica  dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRAZADOS

Estdo completamente esgotados os nimeros 5 a 11,
13 e 14 da Gazeta de Matematica. Os restantes nu-
meros sdo vendidos aos pre¢gos seguintes:

N."" 1-4 (2.* edicdo do ano I, no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40§00

X.°" 12 e 15 a 49, cada numero .12750

N.° 50 GO0i00

X.°* 51 a 55, cada numero 17£50
A administragcdo da Gazeta de Matematica exe-

cuta qualquer encomenda a cobranca pelo correio.

PARA
MATEMATICA»

para o melhoramento

de uma revista sem objectivos comerciais

PRECO ESC. 17$50

DISTRIBUIDOR EXCLUSIVO PARA O BRASIL:
EDITORIAL LATINO AMERICANA — Caixa PostaM524 — RIO DE JANEIRO

Administracdo da Gazeta de Matematica

— Av. Jodo Criséstomo, 4, 7.°-D. — Lisboa-X— Telef. 55282



