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résultat
Choix de

Discuss/on d'un

«convergent».

de Tsien pour
la distribution

la détermination d'un

de vitesses sur I'axen

par A. Pereiro Gomes

Un probléeme qui se présente en Mécanique des
Fluides, d'un intérét immédiat pour les applications
est celui du dessin d'un cone de contraction pour le
passage de l'air, ou d'un autre fluide, qui est
couramment designé par «convergent».

Dans ses lignes générales, ce probléme peut étre
réduit a celui de trouver une fonction potentiel ou
une fonction de courant de fagon a satisfaire certaines
conditions, notamment que la vitesse a la paroi soit
monotonément croissante.

Considérons un écoulement incompressible de révo-
lution autour d'un axe Ox, défini par la fonction de
courant (x,r) . Le contour du convergent aura pour
équation i];(x,r) = C, C étant une constante conve-
nablement choisie.

Dans son étude «On the design of the contraction
cone for a wind tunnel» ('), H. S. TsiEN obtient, des
expressions des composantes de la vitesse d'un écou-
lement incompressible de révolution autour d'un axe
Ox, a partir de la distribution de vitesses sur I'axe.
Il en déduit ensuite la fonction de courant  ty(x,r)
relative a cet écoulement.

Soient u(x,r) et v(x,r) les composantes de la
vitesse  w(x,r) de [I'écoulement, respectivement,

(*) L.'d0tude qui fait I'objet de cette Note a été accompllo a
I"Institut de Mécanique des Fluides de Marseille, en Mars 1952,
pendant un séjour que nous avons fait dans cet Institut, comme
Attaché de Recherches du Centre National de la Recherche
Scientifique. Nous romcrcions M. J. VALENSI, Directeur de
I"Institut, pour les éléments bihliografiques qu'il a eu la gen-
tillesse de mettre a notre disposition.

() Journal of the Aeronautical Sciences, vol. 10 n.° 2, 1943
p. 68-70.

suivant l'axe Ox et lI'axe Or (orthogonal a Ox); et
posons sur  Ox:

@ u(x,0)=/(x),
2 v(x,0)=0.

Le mouvement étant irrotationnel, nous avons en
dehors de I'axe:

® ux dr 0;

faisant intervenir I'équation de continuité, nous avons

d{ru) d(rv) _ .
(@) dx

d< _ 0. Donc,
dr

est une fonction paire de r et nous pouvons écrire

On en déduit, pour r=0, u(x,r)

co

®) uxr) = 27" s»(*),
ou fi,,(x) est une fonction a déterminer.

De méme, v{x,r) étant une fonction impaire de r,
comme on vérifie aisément, nous posons

(6) vix,r) =27 " iloHi (@),
ft»-n  est une fonction a déterminer.

En tenant compte de (1), (2), (3), (4),(5), (6), il
n'est pas difficile d'obtenir des relations de récurrence
qui donnent /,,, et g, .. en fonction de/(x) et de ses
dérivées. H. S. TSIEN arrive ainsi aux expressions

SP-iFOADB PORTUGLIirrA
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La fonction de courant étant donnée par la

formule $(x,r)-* I r-u(x,r)dr, on en déduit
Jo

®)
(- D-(n+ 1)

L I—J«™-"(as) <+
~ an(.+» (())J)!)

L'équation du contour du «convergent» est celle
d'une ligne de courant fy(x,y) = C, le long de
laguelle la vitesse est toujours croissante, mais au
dela de laquelle cette propriété cesse d'étre vérifiée.
La constante C sera donc choisie d'aprés cette
condition et ii(x,r) est définie par (8).

La forme du contour dépend du choix de la fonction
initiale /(x), qui doit étre monotonément croissante.
TsikN fait la construction du convergent, en prenant
une distribution de vitesses sur l'axe /(x) = a+-

+ 6/ e~T~dx, avec a =0,55, b= 0,90/N/2~ir.

Suivant la méme méthode, B. szczeniowskl (¢) a fait
le calcul pour la fonction /(x)=a+hbtkex, ou ab,.c
sont des constantes.

Dans le mémoire de Tsien le choix de la fonction
/(x) est laissé complétement arbitraire, aucun rap-
port n'étant prévu entre cette fonction et la forme
désirée pour le convergent, notamment pour obtenir
une pente nulle a I'entrée et a la sortie.

En réalité il n'est pas difficile de pousser plus loin
I'analyse de TsieN et d'établir un critére relativement
général pour le choix de la fonction /(x), de facon
a satisfaire cette condition et, en méme temps, a
simplifier le calcul. C'est ce que nous allons faire par
la suite.

Les expressions de u et v données par TSIEN
rappellent I'expression générale des fonctions de
BESSEL

(@-la -1)=

et, en effet, on voit sans peine que si la fonction

I (x) vérifie les conditions

(") Construction for a wind tunnel, Journ. Aero. Sel. Toi. 10,
n.° 8, 1948, ARC 7S16.

o<l 30Q-
AM3TAV
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[l<*»> (x)-=«»M(!B),
(%) = p"-B(x)
les formules (7) deviennent
fu(x,n=AX1J, r)
I« (X,r) B(x) Jx(fir)

n=20,1 ,2,3,
n= 1,2,3,eee

Q]

avec

a et p pouvant étre des nombres réels ou imaginaires
purs, pourvu que dans ce dernier cas i B (x) soit réel.

Les fonctions qui vérifient les conditions (9) ne
sont autres que les solutions de I'équation /" (x) =
= a’/(x), dont la solution générale est: /(x) =
=ae" + 6 e**

Nous pouvons méme supposer que la premiére éga-
lité de (9) n'est satisfaite que pour n— 1,2,---.
L' équation /" (x) =a‘/" (x) donne alors la solution
f(x)=a+a e-*+b e-**

On a donc, en général :

u(x,r)=a-i-(ae” +6e"™ J, (*r)
1v(x,

(7»)

«0,a,6 étant des constantes arbitraires.
On en déduit:

@) 43> S rd | @etric)  @n);

d d
en effet, «—(r ./j(r))=r J, (r), donc —(r./, (».r)) =
ar dr

c :
| rdn(@r)ydr=—r Jj (ar); ceci,
J *

= nrj,(ar), d'ou

remplacé dans la formule amene
bien a I'expression (8") .

Il s'agit maintenant de faire un choix approprié des
constantes, pour le résultat qu'on a en vue.

Comme ij(x,r) = C doit définir une fonction
r = R (x), décroissant dans l'intervalle correspondant
a la longueur du «convergent», mettons (0, X), et
stationnaire aux extrémités de cet intervalle, nous
devons avoir :

(x,r) = j*urdr,

at o
— <0 ,0< x< &

1 dx
(10) o

0,x=0 et
dx

Mais, le long de +(x,r) = C, nous avons
a*
dr fa ‘
an dx dty «
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par conséquent, doit étre
(12) P<0,0<«<X,r-"(»)
112 =0,x=0et x= X, r=1i2(x),

puisque, par hypothése,
(13) u>0, 0<x<X.

La condition (v)A, = 0 peut étre satisfaite en
posant dans les équations (7"),
(14) b=a;

La condition 0 devient alors (e8X. ).
*J\ (@R (x)) =0 et est satisfaite par a tel que e* = e~>*

ou e2xx = 1.
On en déduit:

(15)

la solution «= 0, correspondant a t«-0, étant a
rejeter.

Le systeme (7") devient donc

u@, r) =an+2acos—itxel, | —itr

3

v (x,r) = 2a sin — irx -7;
ou, comme d'habitude, /,, (s)=i~" J, (iz) représente la
fonction de BesSEL modifiée de |'"" espéce.
La condition (©)(<*<x<0 exige maintenant

(16) h=1
17) a<o
car 1(z)~") pour z]>0. (16) assure, en méme

temps, la monotonie de la fonction /(as)=u(x,0).
Il ne reste qu'aimposer la condition « >0, 0<~x<[X
par un choix approprié des coefficients a<0 et ag>0

(puisque i,(2)""0 pour z”~>0).
Il faudra que: a,> —2a cos—x *TQ pour
0<Cx<JX, r=lix). La valeur maxima du second

membre est atteinte pour x=0,r= (0), car

cos ?x et R (x) sont des fonctionsdécroissantes de

x, et /o(’) est une fonction croissante de z; donc,
il suffitque a,> —2aT,\ R (0)
ou a,= —2ah —2al, (—R (0)), avec h> 0.

Posons —2a= , donc

(18) ao-0"A + Jo N -

M)

On aura finalement

19) f(x) =,,"h+ 1 R "
(19)  f(x) =.. . (0) wos X1
et o
u(x,r)=ajjAa+/,~ i1(0)j -
(7») cos  XeTn
X
x, r) = —ai sin: Bij /Il

avec aii'OjAi-0O arbitraires.
La fonction de courant est alors

@v) . (,r)- "~ "A+/,(j- R(0) \] -

X . * .

ai cos — Xerei,

1 X

Nous pouvons disposer des deux coefficientsarbi-
traires de facon a assurer certaines caractéristiques
pour le «convergent», par exemple, une ouverture
de sortie avec un rayon donné.

Il est a remarquer que aih
u(0,R(0)) au point (0,R(0)),

représente la vitesse
a l'entrée sur le

intour, et ttj |~ ., (TAA) ]

vitesse u(0,0), a l'entrée sur l'axe; ladifférence de

ces deux vitesses est a £/, “— RO —1 . 1l

cgnvient donc de prendre le rapport j~/, ~~—ii(0)" —

—1]/I< aussi petit que possible, pour que la vitesse
d'entrée soit aussi uniforme que possible (*).

D'autre part, si on peut affirmer, & priori, que u (x, r)
donnée par (7") est rnonotonément croissante, le long de

() Oo voit apparaitre ici Pinfluence de la longueur \ et du
rayon d'entrée A'(0), sur ia non uniformité de la répartition
do vitesses d'entrée. Pour la sortie, ia différence des vitesses

* sur le contour est a, jAi—/,, ~— R (X)”~j + Donc,

le rapport de la vitesse de sortie et de la vitesse d'entrée est,

on modulo, égal a <le C'est a dire que la

"(fr»«)-
non uniformité de la répartition de vitesses a la sortie est moins
accentuée qu'a l'entrée. Cette remarque a de l'intérét pour le
probléme du convergent avec un corps a l'ouverture de sortie-
Voir : A. PEBEIRA GOMES, *Determination, d'un convergent ayant
N corps a l'ouverture de sortie*, Port. Math. vol. 12, (1953), p.
49-56.



<li(x,r) = C, onne peut rien dire sur le comportement

de la fonction w=\Jtt +v*. En effet, la fonction
r=R{x) définie par i/(x,r) = G étant décroissante, le

*

*x
produit cos —x -1, (—r} est décrolssant pour

0<x<X donc u(xr) est croissante. Mais les

fonctions sin—x et /1 sont l'une crois-

(T*<"™>)
santé, l'autre décroissante pour 0<x<X et, sans
connaitre la fonction R (x), onne peut rien déduire
sur le comportement du produit, c'est a dire de
v (X, r).

Nous avons supposé, au début de cette analyse, que
I(x) =o,FfA(X) ouft (x) satisfaisait aux conditions
(9), et cette hypothése nous a conduit ala solution

/(x) = a,—«H cos X,a,>0,0,> 0, sil'on cherche

un «convergent» avec une entrée et une sortie pa-
ralleles a l'axe.
Mais nous pouvons élargir cette hypothese et
N

supposer que f(x)estde laforme f(x) =a,+ 2/P (")
p-i
ou les f,,(x) sont des fonctions qui satisfont les
conditions (9), pour p—1,2, es¢, ZV.
On aura das ce cas

(20) I(x) - a,+ 2 aleflv'+ be-**

et on voit sans peine que u et v prennent la forme

uxrn =a,+2 {aep +  be*p)a.r)
(21)
vix,r) = - 2 ("pe*"™* - be-*p*) J, for)
On en déduit
(22)
A p~1
+  be*P -Jifor)

Si nous voulons un «convergent* avec une entrée
et une sortie paralleles & l'axe, nous imposons
v (0, R (0))=i>(X,R (X))=0, par conséquent

H

(23) 2K -»,
p=|

KIK-K(°))="

N
(24) 2 Cp " —"P ™) P W) ="

GAZETA DE MATEMATICA

La premiére de ceséquations peut étre satisfaite si
I'on pose

(25) p =P IP-*;%)e if

et la seconde devient alors:
N
2 «p(e»*- e-*PX) Ji fo 2l (x)) = O ;
p=i

cette égalité peut étre satisfaite en supposant
(26) e~X-r»,). =0, pour p=1,2,%¢ N,
ce qui nous améne a

@7

ou k,, est un entier arbitraire =jtO, pour ~=1,2 — ,2V.

Dans ces conditions, on a:

Uu(x,r) —a, + 2’“p‘°*T"-" ( *r)
(217 pA ) '
v ~p /
VX, r) = 2A" "p*""—=* M | —*

(221 AX,r) = -"r2+ 2°«pl— cos-"-x-

* p-i oo *o

La solution a,=6,, p=1,2,s¢*V et a,=ii-J—

que nous venons de considérer équivaut a mettre
v (0O,r) =v(K,r)=0 pour tout r. Ceci corresponda

prendre un potentiel O (x,r) tel que

'9)0

et =0, c'est a dire, constant pour x =0

et x=X.. C'est la solution déduite directement par
THWAITES ().

Mais cette solution n'est pas unique. Nous pouvons
satisfaire aux conditions (23) et (24) par d'autres
hypothéses que (25) et (26), en faisant «(0,r)=0 et
v(\,r)=0 pour des valeurs particulieres de r,
correspondantes aux dimensions du convergent. Nous
serons ainsi amenés a d'autres expressions de u (x,r) ,

v(X,r) et <J/(x,r) qui permettent d'utiliser les fonc-
tions de BESSEL <70() °* Ji(’) dans le calcul
numérique.

() tOn the design of contraction/l foi- wind tunnels», Aeronautical
Research Council, R. & M. n."" 2278. 1916.



GAZETA DE MATEMATICA

Nota a "‘Uma demonstragéo

por Gustavo

1. A histéria das mateméticas estd cheia de claros
indicios do movimento colectivo de arrastamento  que
traz o grande progresso e alimenta de energia 0s
trabalhos individuais. Sem ignorar a importancia
dos colaboradores mais extraordindrios nesse pro-
gresso, tem de reconhecer-se que coisa de maior inér-
cia é responsavel pelo avangoininterrupto.

Um dos claros indicios desse arrastamento a que
se fez referéncia é o acumular de resultados, oesfusiar
de solucbes, que estugam o passo na via de solugéo
de cei'to problema numa dada época.

Ora, o Gltimo nimero da G. M. veio mostrar mais
uma vez como 0 mesmo é surpreendentemente verdade
até na pequena histéria das matematicas. Na pequena
historia das matematicas dum pequeno pais.

H4 um tempo a esta parte alguns trabalhadores
dumainstitui¢do onde se fazinvestigacdo aplicadavém
ponderando a nossa extraordinaria caréncia em mate-
maticas aplicadas e procurando imaginar possibili-
dades de solugdo... e eis que o Doutor PKREIRA
GOMES abre o problema na G. M.. Antes de mais
acentue-se a habilidade e a prudéncia com que o pro-
blema foiaberto; como P. G. se limita as questdes
mais ingénuas para que todos possamos partir do
inicio; como nos fornece a todos com a traducdo
de KARMAN uma base de onde comecar. Primeira
coincidéncia.

A segunda coincidéncia é a publicagdo no mesmo
nimero da G. M. duma nota de siLvA LoBo. A coin-
cidéncia reside aqui em que ela se presta admiravel-
mente para que se aborde um pequeno ponto ligado
ao debate geral. E a este pequeno ponto que se limita
esta minha nota.

2. O ponto aparenta-se ao das «sound functions*
as fungBes s&s ou sélidas — as functions honnétes de
BOREL — € a observacdo que faz aos matematicos o
Engenheiro de kARMAN de que «gastais muito tempo e
muito engenho para mostrar a existéncia de solugdes...
evidente...  por razles Obvias de natureza  fisica».

E que certos problemas de matematica pura sdo
problemas de matematica aplicada e neste aspecto as
vezes tdo imediatos que se Ihe conhecem um bom par
de solugdes. Pondo-se o problema ao matematico puro
pode ele, se ndo se informar disBO, realizar um esforgo
na sua resolucdo em certa medida escusado.

(*) Gazeta de Matematica, N.° 53, pg. 13-15, 1952.

por inducéo finita™

de Castro

Acentuemos que um tal facto se ndo pode evitar
sempre; maior esforco tem as vezes o mateméatico em
certificar-se queja ha solugdo do que em arranjar uma.
E acrescente-se que € as vezes muito Util um novo
esforgo pela introdugdo ou rodagem dum bom método;
pela iluminagdo de certos angulos do problema.

Acontece porém que em certos casos se poderia
evitar o arrombar de porta aberta se ndo fosse a erra-
da orientacdo que exagera, atéja no ensino secundario,
a separacdo entre as matematicas puras e as matemati-
cas aplicadas. No caso que nos interessa néo se enten-
de como se possa fazer a analise combinatdria e o
bindmio de NEwToN sem recurso a problemas simples
de probabilidades a ndo ser perdendo um material
sugestivo e uma boa ocasido para introduzir o aleaté-
rio, em troca duns exemplos um tanto ridiculos. Ndo
se entende como se podem por problemas sobre ndme-
ros do tridngulo de pascaL sem a tentativa de os tra-
duzir em termos de urnas de duas espécies.

3. Sejam entdo as n extrac¢Ges sucessivas com
reposicdo duma urna V (p,q) de duas espécies, com
pN bolas vermelhas e gN bolas azuis. A repeticdo
X de bolas vermelhas é uma bernoulliana— p,n:

Os seus dois primeiros momentos sdo

E (X)= 2 X (*) p*rg—: e E (Xt) = 2 a* C»-.

Pondo p=q =1/%

Como ninguém ignora

EX) =np e E@A2- nfl+ (n- 1)p]

0 que, para p=q= 1/2, conduz a

2*(£)-2-«« e 2*(")=2*-"n(«+1).

x=0 x=0

4. Recordam-se dois métodos, no fundo equiva-
lentes, para se obter os dois primeiros momentos de
binomial.



4.1. Tem-se

='pP2 X 0 A 2M== 5P (P4 )T = »2e

E analogamente

@B

2 [+ (» -

x=0

s (") D+ ) e

M-5

»(«-1) p* 2 ('~ F»r*l"‘l'

n—

»2>2("T)p*S~-

+

nin— )p°+np=np[l + (1 —1)p] .
4.2. Recorrendo a funcdo geradora (*)
P (9 = (, +pi)-
tem-se
S (X)=P (1)
Ora

S (Y») = P' (1) + P"(1).

P' (s)=np(q+ ps)'~
P" (9= A(>—1)p*(q+ ps)*-
de onde os resultados que se pretendiam.

(*) Veja-se (Feller, 50) : An Introduction to Probability
Theory... p. 212. CHAPMAN & HALL.. London.
Correcc/on a/ articulo «sobre

por M. A-

El Prof. L. M. BLUMENTHAL ha tenido la amabilidad
de hacernos notar que la generalizacién del teorema
de HELLT que creiamos haber dado en el articulo ci-
tado, no es correcta, ni puede existir una generaliza-
cion del mismo tipo, como prueba el siguiente intere-
sante contra-ejemplo debido al Prof. MmoTzKIN.

Consideremos el caso de pares de segmentos sobre
una recta. Considerando los mismos como bases de
rectangulos dei plano, o como ejes de cilindros de
revolucién en cualquier espacio, se comprende que el
ejemplo vale para un espacio de dimension cualquiera.

Sean los N+I pares de segmentos siguientes :

(?) Gazeta de Matemética, N.° 50, pp. 7-10, 1951.

GAZETA DE MATEMATICA

5. Ainda de outro modo, servindo-nos dos indica-
dores X, das sucessivas extraccdes

E(X)-p E"-py-pq
o que da
Ew =2 Ex)=np
E (X —np)'= 2 E (X;- p)*- npg
e E(Xi) =E (X - np)*+ [E (X)Y-=
—mpj4n'p’ = %ip[l+ (n—1)p].
6. Também se ndo deve esquecer a féormula de

ROMANOVSKY para os momentos & media duma ber-
noulliana:

/du.,, \
Fin =P2 [ ~ - + "KH-ij >

com [x--= e (A!=0.
N&o dispensa o conhecimento de E(X)=np,
abre o caminho para o céalculo de

mas

T-0 0

Ainda pelos momentos factoriais (como em 4.1) se
consegue 0 mesmo (**).

7. Esta nota ndo diminui o interesse da de siLvA
LoBo onde se visa claramente o meritério fim de
adextrar os cultores das Mateméaticas Elementares'num
excelente método. Possa ela mostrar um pequeno
aspecto das desvantagens da partilha da Matematica
em duas irmas estranhas, de costas uma para a outra.

(**) Veja-se,
Theory of Statistics,

por exemplo, (KENDALL, 47): The
Vol. I, Caps. 3 0 5.

Advanced

pares

Sanlelé

de figuras

convexas»

<?=intervalo (—2,—1)+intervalo (I,A")

S*- » (1,A™-1)+ X (N+I-t,N+l+t)
.S',- » (I,N-2)+ » (N,N+1)
= > (IN3+ » (N-iN+1)

» (2,XVT-1)+ o (tf+2,xV+3).

Es inmediato comprobar que cada A’ de estos
pares de segmentos tienen punto comin sin que sin
embargo exista punto comdn a todos los » + 1 .

El error de 13 demostracion que creiamos haber

dado estd en el Lema I1,el cual es evidentemente
falso.
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Alguns  teoremas

por M. A- Fernandes

A Gazeta de Matematica, «jornal dos estudantes
das escolas superiores», prestard a estes um bom ser-
vico sempre que possa facilitar-lhes o estudo de
algum capitulo importante das Matematicas.

Eis por que julgamos de interesse reunir aqui
alguns resultados da teoria dos limites, fundamental
na Analise moderna. Basta recordar que a teoria das
sucessOes estd na base da doutrina das séries e que
estas surgem a cada passo nas matematicas aplicadas.

Neste artigo encontram-se, além de observagdes
vérias sobre técnica de calculo, alguns teoremas que,
embora pouco divulgados, sdo extremamente Uteis e
faceis de apreender.

1. Sucessfes mondtonas.

Comecamos por dar varios exemplos de como se
pode tirar partido do conhecido

TEOREMA | — E convergente toda a sucessdo monétona
limitada (superiormente quando crescente, inferiormente
guando decrescente) ; uma sucessdo monoétona nado limi-
tada tende para o infinito (*).

Exemplo 1.

A sucessdo de t. g. V~a(a>l) € monotona decres-
cente e VV a > | para todos os valores de n; por con-

»

sequéncia [/a-*I"s>I. Mas, se fosse 1>1, ter-se-ia

a>|"  para todos os valores de «, 0 que é absurdo,

visto que i"->00. Deverd poisser 1=1. De modo
n

analogo se provariaque y a—ri com O<ac<|.

Exemplo 2.
Considere-se a sucessdo em que cada termo esta
ligado ao anterior pela relacao

L= VIATAT, (*>0)

designando por \ a raiz positiva da equagdo x? = x+k

e supondo Xx,-<C, tem-se X,—Xx,—h<0, donde
x| =x, +fc> xf e x,=t/x, + L<ty'l +Jc=i;.
Analogamente, se for x,<£, x'.,—x*=—(Xj—X,,—

(") Para a demonstracdo veja-se, por ex., J.V. GONGCALVES,
Curso de Algebra Superior, 2.* ed. vol. I, pg. 56.

sobre

limites de sucessdes
Costa
—£)>0 e x.=Vk +x,<[k-rl =I; é portanto
X,.,>X, € X,.,<.(,, isto é, a sucessdo é crescente e
limitada. E, por ser limx,.,, =limx,, a sucessdo

converge para G—(1+[/ak + I)I2.
Semelhantemente se provaria que, quando Xj>-1;, a
sucessdo é decrescente e tende também para C.

Por exemplo, "2 + 72 +\/2 f-eee =2 visto ser
aqui x, =V2 e k= 2.
Exemplo 3.

Seja a sucessdo definida pela lei de recorréncia
V.. = a -+ byj (ay,, + b) (y =a> 0,b> 0).
Mostremos que ela é crescente. De facto, a diferenga
Cyyoy—y, = a (yl—o.y,, —b) tem sinal contrario
ay,, +b
ao do trinémio entre parénteses. Ora, feitos os calcu-

los, verifica-se que y\—ay, —b=

\ay+ b)
—ay,,_,—b6); aquele trindmio tem pois o sinal de
yl-ay, —b—— b<O0.

A sucessdo serd portanto convergente ou tendera
para +00 . Se existir limite finito y, este sera for-
cosamente rai/. da equagdo y = a-{-byj (ay +b). Como

1

esta admite solucdes reais, a raiz positiva — (a+
2

+ v'a™+iab) é o limite da sucessdo dada.

Exemplo 4.

Sendo a>0, 6>0 e fazendo

a, =—(@+%* a,=Yy (o-!+i,.i)
e, em geral,

6, = y'ab 6,= [/"%- %,

mostrar que a,, e 6, tendem monotonamente para um
mesmo limite (média arilmo-geome'trica de a e 6).
1 . 1

>>-i-y(V

Ora ¢é facil provar

De a,,-5,,= Y K-i + - v
—(/s,,_.)'>0 deduz-se o0,,>6,,.

que, sendo u<v, se tem u< — (U+v)<rv e M<r

\'uv<v. Daqui resulta —(a,_,4-6,_,) < 0,_j €



* ,<Va,_,b, , ou seja a,< a,_, e b,> b_,
Quer dizer, a,, é decrescente e b, crescente ; e, por
ser 0,> b,, a primeira sucessdo é limitada inferior-
mente e a segunda limitada superiormente. Logo,
ambas sdo convergentes : a,—«-a, b,-*$, satisfazendo

a e p ascondicbes a=—(s +f}), (i=[/«p, de qual-
quer das quais se deduz ser a={3.

Déao-se a seguir alguns teoremas que constituem
atil complemento do teoremal .

TEOREMA |l —Se, para n~>n,, for u,>0 eu,h "
A>).u, (K> 1), entdo u,-*+00.

Com efeito,

see> X'y

u, > AM,_, > X- >

e X"-".-«+00.

COROLARIO — Sendo u,> 0 e limu,_/u, =/>1,
U,->+ 00 .

Porque, a partir de certa ordem, u,, / U,,>l—«>1.

TEOREMA |1l — Sendo, para nJ>n,,|u,..|<"u|u,
(O-<(i*<1), entdo u,-*0.

Demonstracdo analoga a anterior.

COROLARIO — Se limu,, /u,=1, com —1<i<1,

entdo u, -* 0.

Exemplo 6.

Considere-se a sucessdo M,=n"x" (x=j=0), onde r
é um inteiro qualquer.

In + if/
Como w™m,.1/u, — I — Ix-*x, mM,»+ 00 se

X > |
Supondo agora x <CO,

e «»0se 0< x<1.Sx=1I,«,>+o00.
idéntico critério mostra que

lu,,I n'IxI" tende para -+~o00 se |x|”>1 e para

zero se |X |<C 1. A sucessdo é pois oscilante infinita

se x<J—1 e converge para zero se — Il <x<0.
Exemplo 6.

Para a sucessdo u,,= Xx"'/n! tem-se u,,./«, =

=x/ (n+1) -+0, e o corol. do teor. Il mostra logo
que «,, <¢0 qualquer que seja X.
Exemplo 7.
m m—i)---(m—n-z-1
( ) ) x". Se m for inteiro,

«,=0 para n>m e lim M, =0. N&osendo m inteiro,
»l,. 11*,=x (m—n) / ;a+ 1) —x e portanto é ainda
lim M,,=0 se IxI| < 1.
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2. Sucessao enquadrada.

Recorre-se frequentemente ao teorema seguinte para
esclarecer a natureza duma sucessdo:

TEOREMA IV —Se v, e w, tenderem para 0 meshio
limite (finito, ou +oo0 ou —o0) e, de certa ordem em
diante, u,, estiver compreendido entre v, e w,,, tendera
u, para o mesmo limite.

Com efeito, convergindo v,, e te, para 0 mesmo
limite v, ter-se-& \v—»|<S para m> p e |M),—
—yI<CS para »> g; e, se «, estivercompreendido
entre v,, e te, parara> m, é Obvio que também
I"»~" 1< 8 a partir da maior das ordens m, p e Q.

A demonstracdo é analoga se v,, e ws, tendem con-
juntamente para + oo ou —oo. No primeiro caso,
por ex., vird v,,> a e w3,> a para n>p e n>q,
respectivamente ; e se w, se achar enquadrado por
v, e w, a partir da ordem m, serd w,> 4 quando
n exceda a maior daquelas ordens.

Exemplo 8.

O resultado anterior é imediatamente aplicavel a
sucessdo de t. g.

+ eee +

Vnﬁ-+I+I/n’+2 fn+2ra+ 1"

pois 2n+ /VAi'+2ra+Il<«, < (2n+l) /VIV+1;
e cada uma das sucessdes entre as quais u,, fica en-
quadrada tende para 2.

Exemplo 9.
+
Vin(n-f-1) ['(« + I)(ra+ 2)
1
+ 1/(2« - 1)2re
Por ser njVnnh+1) >"«,>«/1/(2ra—1) 2»,

— . Com efeito,
2
nj\OAnn+1) —1,ra/|/(2m-1) 2n -*1/2 e «, é
decrescente, visto que

tendera u,, para um limite entre | e

1

e

V'2n(2n + 1) 1/(2»+ 1) (2n + 2)
1/4(2re + 1) —v/2n + 2—\/2n
V(2n + 2)@2re+ 1)2»

>0,

como facilmente se verifica.
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Exemplo 10.

n
Seja a sucessdo det. g. v=Vu, onde u,,-*a>0.
Provemos que v, -*1. Com efeito, a partir de certa
n

ordem, a—S < u,*<a+S, e portanto V"""
n

ij/la+X, conformeajl; ora, como se viu no Ex.
1, cada uma das sucessdes enquadrantes tende para

1. Trata-se pois duma generalizacdo do resultado
n

\Ta~-+ 1.
Exemplo 11.
3-5-7..-(2n+1
& = — -, (— r)r—*O porque, para ra>3,
ac0e*0e°e (an—i)
3 /9\'|'—' (poi 2»+ | 9 3)
w< — .= ois < — para n> .
“S 210 P®sna "1

3. Alguns limites relacionados com o numero e

E fundamental o seguinte teorema, que constitui a
um tempo generalizagdo dos conhecidos teoremas
sobre o limite da poténcia e o limite da exponencial.
entédo

TEOREMA V —Se U,-+u >0 e v,—V,

u, ->-u".
tfn v,
Com efeito, lim u,, = lim6"°t™

_fC>>>° j, »= 0"* ™ — «,

= lime»" 4" =
Claro que, sendo u finito e v,,-*j °° ,«"™» -*

se n,-»co, também M, »» 0o, desde que
(]

v, ndotenda para zero ou —co, etc.
H4, porém, muitos casos que o teorema nao escla-
rece, como seja o de

lim(HI/n)"- e- 271828 eee
E sabido que (1+1/n)" se aproximado seu limite
por valores crescentes (*), circunstancia de que mui-
tas vezes se pode langar méo:
Exemplo 12.

n
\/n -*1. Com efeito, a sucesséo € decrescente, pois

+) »

I/re + 1-<V/re implica (n+1)"e<n"™ , ouseja (1+
+ 1/«)"<«; e esta condicdo verifica-se necessaria-
mente para n”>3, visto que (1+ 1/n)" tende cres-
centemente para e< 3. Como y n> 1, deverd exis-
tir um limite 1~>1. Ora, se fosse |> 1, ter-se-ia
n> condicdo que se ndo pode verificar para valo-
res de n suficientemente grandes, visto que [I'/n-*
-f-oo (11).

(') Ibid., pag. 57.

Um procedimento semelhante ao adoptado na de-
monstracdo de V permite resolver com facilidade
muitas questdes relativas a limites.

Por exemplo, se u,,-*0> 0, log, u,
n i

tende para o

valor finito log, a, e lim \Ju, —Ilim 6 ettty = &°=>1
como se viu no Ex. 10. Outro exemplo:
Exemplo 13.
tog(nj-I
u, = (2i+l)" *e, visto que log u,, 9(nj-1)
log n
log n + [log (n+1)— log v) _ log(l+I/n)
log « log ra

Adiante se encontrardo mais exemplos desta técnica.

TEOREMA VI —Se u, >0, V, » 00 e
tem-se (1+u,)'n -» e'.

u, v, -» |

De facto, pode escrever-se

\%§ O e

Vet M

/
e, como |/u,-*00, sabe-se (*) que\(l+-/ ) -*e,
Em vista de V, tem-se portanto lim (1 + «,)"» =
_im ", -
Evidentemente, se 11,1?,-> + 00,
quando u,”,-»—co, (1+«,)",.-+0.

T+wy, °°;

COROLARIO—Se X,-+X e «,->co, lim (1+ x,/u,,)"i«"e".

E uma generalizacdo da célebre formula de JoAo
BERNOULLI.

Exemplo 14.

lim (1+1/n)»*

+ =@
888
- -+ X
o A ll
P o—_

Exemplo 15.

(1—I/n»)»-*««—1

Exemplo 16.

lim (1+ 1/log )isi>(>+» = e"»" " » A"« =.e"(Ex. 13)
Exemplo 17.

lim u, (@ n—1)= loga, com |v, |-*co.

Com efeito, pondo x,=«, (a
que (1+£,/«,)"«= a, donde &«
= log a.

n—1), basta notar
=a, ousejalim x—

M
Em particular, loga=1lim n(ya—1).

() Ibid., péag. 70.



E interessante verificar algumas propriedades dos
logaritmos a partir desta igualdade. Por ex.,

log (I/a) = limn(V1Jd& —1)= lim —n (\f~a~—1)
:lim/ a= —loga;
logl=Ilimn(Vl - 1)=0;

logab — lim [n ( —1)V~b + n(
= log a+ log b ; etc.

Exemplo 18.

Calcular o limite de ii,=n log— (1 +x"") .

u,— log I"+Y ¢}l « Por su

Jim =i <> g-j-1Q0 x. 12N

Portanto, lim«,=—Ilogx.

Vamos agora esclarecer alguns casos que o teorema
V deixa obscuros.

TEOREMA VII — Se u,-»+o0o0 e J>,-»0 U«
easo u,V, seconserve limitado.
Com efeito, tem-se entédo

log ",

logu, =v, log«, =i, », «0,

u,
visto que loguju,, -»0 ().
Exemplo 19.

Para asucessdo de t. g. a,,=(V ~"~"> vem:

log a,=1log (1-2/»)-—log»-— log (1-a/n)""--
— —loge"=0.

Evitava-se este calculo notando que wu,v, = log (1—

—2/TH" ->loge"»"»™ =0; u,», € poislimitado e

a sucessdo a,, estd nas condicdes do teor. anterior.
Ttecorde-se também a sucessdo do Ex. 13.

»

TEOREMA VIII — S u,-»+ 0 e v,,-»0, u, -»1 desde
que Vv,/u, ««/o limitado.
‘t Y

Na verdade, logu, =+— (u,+logu,)-+0 (*).

Exemplo 20.
kin

sen — 1 —1

() «Tendendo para o infinitoou tendon '.0 para zero, os ndmo-
moros evoluem mais rapidamoute que qualquer potencia dos
rospectivos logaritmos»—ibid., pAg. 72.
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TEOREMA IX —Se wu, 1 e
vernente se ofor (u,-,) V..

De facto, («,- 1)—0 e lira [1+ (u,- Dp» =
= e>™<",>* (VI).Claro que, se (u,-I) v, -* +00,

v, ->+00, u, " e con-

também u,, -v -f-oo ; mas, quando (u,,—i) v,—> — 00,

-0.
Exemplo 21.
Na sucessdo de t. g. [log (n-|-1)/log n]", tem-se
log (li+ 1) — logn
»y— 1) . — .n -
log n
= log(1+1/n)"/logn-* 0,
e portanto lim flog (n+1) /logii]"=¢€e"=1.

4. Alguns teoremas particulares.

Este pardgrafo é consagrado a alguns teoremas de
grande utilidade pratica. Embora, por comodidade,
aqui se apresentem num encadeado ldgico, fazendo
fundamentalmente depender a demonstragdo de cada
um deles da demonstragdo dos precedentes, faz-se
notar que qualquer das proposi¢des mencionadas pode
ser provada independentemente, a partir da prépria
definicdo de limite.

TEOREMA X — Convergindo a,, para a, também

— (a,44a, 4
n

l-a,,)=s, converge para o mesmo limite,

Pondo o,=a+e, (A,-»-O), o teorema fica dcmons-
trado desde que se prove que E, _T(E' +e4d -

+ E,)—¢(). Ora, dado 5 arbitrariamente pequeno,
1,

existird uma ordem p para além da qual »,< —S;

e, fazendo |e, + sH he, |=ST, vem

[*. )< —|t, +ti+- o( ] + K1)
A 1
< — + - + — + l«»l)
< Knh +8(n- p)/2n< S7'n+S/2<

<S/2 + 5/2 =5,

para n superior ao maior dos numeros p e 2ii"5;
g. e. d.

Exemplo 22.

Hm (1+ 1/2+ eee1/»)/» = lim 1/» = 0.

Note-se, de passagem, que este resultado permite

concluir (VII)
1/1 + 1/2+ eee+1/J31 — 1.

Deixa-se assim ver qudo Util pode ser a associacdo
destes diferentes teoremas no célculo de limites.
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Exemplo 23.

3 "

1 —
lim — (1+ 1/2Z + V 3 + eee + </N) =
n

= lim/ n=1. (Ex. 12)

Observe-se que a reciproca de X nem sempre é
verdadeira; pode s,, convergir sem que a, tenha

1 1
limite : por ex.,, com a, = —[1—(=1)"], s,,-+—.

Pode também demonstrar-se, de forma analoga, que
s,—>¢ T 00 quando a,-* f co: nesta hipdtese, uma
ordem q existird a partir da qual o,,> A, por maior

que seja A. Entdo, s, > — (<z-|
«
Fazendo n—>00, 0 2." membrotende para A; o limite
de s, s6 pode pois ser porque é forcosamente
superior a A e este é arbitrariamente grande.
O teorema é portanto verdadeiro quer seja a finito
ou infinito.

l-a,) + A (n—g¢;)/n.

-r-oo,

TEOREMA X|— Se b,,-"b , também
*b (b finito ou + 00).

r.="b, bj---b,-

Pois que logr,, < (log 6,+log b, + — + \ogb,,)-

* logé (X).

TEOREMA XIl—Se c,—¢C,_, — A, também c/n— A
(A finito ou infinito).

De facto, pondo c¢,—c,,_ a,, vem c,= a, - Ya
e o teorema reduz-se a X.

TEOBEMA XIIl —Se u,/u,_,~B, também I/u, -*B
(B> 0, finito ou infinito).

Com efeito, logu,—Ilog «, > log B, e portanto

(log u,)/m=log y log B.

Podia também ter-se recorrido a X1, notando que

lim yu, =1lim v/ « XX} = lim
\Y M| «, ((”_i «,,_1
Este teorema, cuja reciproca (tal como a dos ante-
riores) pode n&do se verificar, € dos de mais larga
aplicacéo.

Exemplo 24.

lim VWV =lim (n+ )* /»*= 1 (cf. Ex. 12).

Exemplo 25.
lim V(n +1) (n+2)—2n/n = lim v/(n+ St -
-lim (2n+ 1) (2n + 2)n»/(n +
= lim@2n+1)(@2n+2)/(n+1) e
elimn*/(re+ Iy = 4/e.

Exemplo 26.
L in +1 1 n+1
hm 17/ tg— log
) /t 1 n+1 [ »/n +1 \
,im g g
V (( ~ (y ~ o~
1 n+2 |/ 1 »+ |\
l,m tg———-log — tg — log
n+1 n+ 1\ n n /
tg los 1 +
. n+1 + 1
ilim e -
1 ¢ 1 | /1 1\ »+'
- 0 + -
n+1 g 9
TEOREMA XIV - Se «C, também — —C

(U, , Vi, -» 00) .

Quando (u,,,—u,) e (vxzi —v,) convirjam, o teo-
rema resulta imediatamente de XII. No entanto, para
abranger todos os casos, hd que fazer uma demons-
tracdo directa.

Supondo C finito, uma ordem m etistird a partir
da qual

C —8< (byuw = «,)/ PVM- «,)< C + 38,
ou seja
(«WH—"P) (° - )< *VH - «,< (C+ 8)(«,., - »,);
dando a os valoresTO, TO+1 n—I e somando,
vem

—«J (C- 8) < «. -
donde

u,< (C+8(u-rj,

u, /&, + (1- v,,jv) (C—8)< « /B, <
<(C+0) (1-Vijv,6)+ I* /%

Ora, quando n aumenta indefinidamente, r,,— 00 ,
"m/'»""*0, *m/n-*0; uU,0), tem pois o0 seu limite
compreendido entre C—8 e C+8. Por ser 8 arbi-
trario, fica demonstrada a tese.

A justificagdo é analoga no caso de limite infinito.

Exemplo 27.
lim (1* + 2 H + n*) /n*+ =
= limm+ )*/[(n+ 1)*+ - n'+'j =
+ kn'-' + eee 1 k> 0)
= lim- >
*+ 1) »* + k+1
Exemplo 28.
- o locn+ 1) !
limI/[dg n!= lim V (X111)
lognl
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log (re + 1) + logre + e+« 4 log2
log n + eee + l0g2

. log (n+2)
lim —5 4 — =~ (XIV) = 1. (of. Ex. 13)
log (n + 1)
TEOREMA XV —Sendo b, > 0, (b,+b.,-t I-b,,)->
—@ e A, —* J., entdo
b, A 4 Db, A+ hb, A,
lim =a

b, + b, + see+b,

Com efeito,como 2 h
1
do teorema precedente, e

i esta-se na hipotese

2., 2"N-2 M,
lim = lim =
2», 2% 2%,

lim e lim A, = a.

Exemplo 29.

sen 6 + sen (- *** 4- sen —

2 re
1.,

sen 6 1 sen (0/2) 1 sen (i/n)

efl2 n fl/n

1 i 1
+ — + et
2 n

lim 6 ¢

sen (e/n)
hm =
6/n
Exemplo 30.

i e X e j
lim— 1 °*sen6 + 2* sen \- eee + ifl sen —
nl_ 2 nJ

1vi »
—lim— 7j k- sen — =
tr _
sen (8/i)

2*

6 n(«4-1) 7 »[*

2*

S I sen (6/n) 6
= —Ilim - —
2 8/n 2
TEOREMA XVI - Se 3,-»0, b,->0 e —

b,-b,
——*\.

b.

também
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A demonstracdo € analoga a de;XIV. Em vista da
hipétese, a partir de certa ordem m ter-se-4& (b—
—b,) (x-8) < a,—a, <(x4-8) (b,—s,.,); somando
a estas as correspondentes desigualdades para
p4-1 ,p+2,%ee, n—1, obtém-se (b—b,) (X—8)<a,—
—0, < X+38) (b—b,,) , ou seja

a,/6, + (1 - 6,/6,) (X -
< (X + 5)(1+ bjb,,)

8)< ajb, <
+ a,l/6,,

condicdo que deve verificar-se qualquer que seja n .
Fazendo entdo n-»00, vem X—8 < ajb, <X+S.
A partir da ordem m, alb, acha-se poiscompreen-

dido entre X—8 e X +8, e porisso ajb, »X, g.e.d.
TEOREMA XVIlI —Se a,,sa e b, b,
a b, t-eee+ a, b,
& ab
n
a, b,+ a, b,_, 4- e+ 3,b,
ab.

A primeira parte do teorema resulta imediatamente
de X.
Quanto a segunda sucessdo, pondo a,,=a+e,, o]
termo geral escreve-se
b, + 65 + «es +* b, S, b, 4-£56,_, 4- *e*4- ¢, b,
a 1 .
n n

Ora o primeiro termo tende para ab (X)e o se-

gundo, cujo médulo é inferior a — I[|*<I+ |*sH H
n

4- |»,| j X méx. , tende para zero.

Exemplo 31

Dadas as somas a, = u,4-"»H h», e b=v, +
4-ti 4 hf, , e calculados os valores w,=u, v,4-
4-«5t>,,-H 4-¢,'W| € Cn—tu~iOjH 1-«>,, € facil

verificar que e,°=u,b,+u,b_, + I-M,, ft™u,a,,4-
4-Uj a,,_, 4-+++4-u,a, € C 4-c.4 r-c,—0, &,,4-a, 6,_,4-
4----4-a,, ft, .

Daqui resulta que, se as series 2 < © 2 *'*
rem convergentes («, -*U,u, —V) , entdo (c,4Cs4-
4 \-c,,)/n -* uv (XVII). Por conseguinte,se 2 "-
for convergente, a sua sorna w=1lim w, e, em vista de

X, igual a uv (teorema de ABEL).

EXERCICIOS
1. Mostrar que a/n~* 4-00 se a>1 e que
b"n"-fO se |6|<1.

2. Estudar, para os diferentes valores de X, as
sucessdes
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LC-x) I (F+x9]",

(x» +n)/(x"-< +2n),

(X»-n)/(x» + «),
(X=x""") (L +x2"+)

3. Asucessdo definidapor re,, =2 (1+ u,)/(3-Mi,,)
é mondtona: crescente se «(<Cl e decrescente se
u > 1; olimite é1.

4. Se «,,. 1=A/(1-)-M,,), com k> 0 e w, > 0, sdo
monoétonas as sucessdes U, ,U,,U,,*-- e U, ,W,, U,
(urna crescente e a outra decrescente) ; e ambas ten-
dem para araiz positiva da equacdo tt'-tu=Kk.

5. Dada a sucessdo definida por u,—h, u,, -=-
—uj+i, sendo O</.<C7 e hum ndmero compreen-

dido entre as raizes a e O daequagdo U'—u+i=0,
provar que a< «,,,,< U, < p e determinar lim u,,

1 A 1/. A
6. Sendo M,°:—§U-| },re,:—<t|,-)
2 u 2 re,
(u>0, A= 0), provar que limM,=V/* [verifi-
ear que
q u, +\/A

7. Dada asucessdo definidaporit,=a+6 , M, —
= a-f-o—aél/«,,_! (a>0>0), mostrar que «,=(a"" —
—6"")/(a"—6") e determinar lim t«,, Discutir o
caso a=6>0.

8. Determinar o limite das sucessdes de t.g.

[n/(3n + I])*"", nelog[(3n+ 2)/(3n - 2)],

1\ «fin! (n+1) logn—relog(n+1)
log re
[(2n) Y2» (n1)]*, [1+ I/n(log »)»]-'*

9. Verificar que

Yret-»-co, /i - reflogrei—>-U& (" + b |
n+1 log re
xx[(*) TeAte g ey e

neloglogre/(logn)*-+o00, (re+ 1)/Nre!-»e,
(logre)"/™ t-»+ 0O, re™i 1, V'(2re)l/(«l)->4,

[/nl jn-flle, —1/(2n) lre:r— 4dle,
n

— [(«2+ 12) (re’+ 22)2...(,2. ,*)«]«,* 27/1/e ,
n
1 2 re 1 1/ 1\°
— 4+ — 4 eee 4+ AN — < + — +
re’ re’ re’ 2 re I\ n/
€ 7)o (e ISAVAE . I

13

n!/n" — 0O, re j1-\J (1-a/re) (1-i/n) |-+ (a+ 6)/2,
lrer + 1/ («+ 1) +--.+1/(2re)*-*0, 1L/IVA+1/VA»+T+
gl H/i/2n”~co, 1/viree + H hi/(/i?+s-*1.

10. Determinar os limites quando
sucessdes de termos gerais

(1+1/2* + e oo +l/n*)/n*,

n->co das

(I+2'1-eee+re)/n3,

Vin +af) e i) —n,

nNC=-i)/(+i), 2(A1+~-1),

2 y-i

k
(O0O<a<l

2(~1 +A2in3- 1) :

« + —

11. Sendo vy, —X,—aX,_,, comyo—x, * |*I<”,
exprimir X,, em «,, e provar que, quando y,-* v,
E, -ey/Cl—a).

12. Mostrar que a sucessao

JUvi22\2 72V2,—
é convergente e determinar o seu limite.

13. Sendo p (re) o numero de factores primos dis-
tintos de re, provar que p (re)/re-* 0 .

14. Provar quere!(a/n)" tende para zero ou 0o
conforme o é inferior ou superior a e .

15. Se a>6>0, Va" + I>""a. Generalizar,

provando que v/a" +aH ka)i -* méax. o,.

16. Sendo a,6>0, —(a'"+b''")->|/0€.

17. Se x,-i-0, log (1+«,)/»,

18. Se x,-*0, ("—I)/x, » 1. (Fazer, por ex.,
e"=1+1M, , com u->¢ °°).

19. Se vy,,-*0, 8. -[(l+y,)*_I]/y.-+fe.(Como

log(l "—1
vem i, — i 0g(l+y»)e

(I +2/») =g,
com a;,=& log (l1+y,) -<0).
1

re (logn)'+*

20. Provar que, sendo a,,

21. Se a>1,asucessdo X, = a,
X, =atti,

xMa'i,--
eee & convergente quando a<”"e'".
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Problemes de dépouillements — V*
Triangles imités du triangle arithmétigue de Pascal
par Pierre  Dufresne
u o1 3 1 ° Tableau  donnant en fon- A>B
- ction de 6 etde b les va- Y. (00) B> Vl- 4 (a+6-2) !
L leurs de: ' (a—2) 16!
3 \ASB i1 (@a+6-2)! @a+6—2)!
4 @ .b) . A_s (a_l) 1=(67ii1 (a+ 1) 1(6-3) !
® _ @@+ 6-2) !
6 On rappelle que si a>1
(a+2) !'(6—4)1
7
8 4> B 41 @f6-2) t (a+ 6-2)."
Vv, B> M- 3=
9 (a-4) '(6+ 277 (a-5)! (6+3)!
10
w -~ _ N 4> B- @+6-2) !
- N(@2,6) B> A- (a-7) 1(6+5) !
et que si
> 6+ 1 6 3 Tableau donnant en  fonction
a et 6> a— de h et de h les valeurs de:
|[i>B +1 _(@a+6-2)! A B+ 1
- i - ~ - 16
(«,i)I B> 4- 3 (a-2) 10T w,» BSA —5
(@a4-6-2)! . (a4-6-2)! (ad 6- 2)! On rappelle que si a> 1
- 1 - | ! - -
(a-1)1(6-1)! al (6-2)! (a+ 1)1 (6-3)I 4> B + 1
(@a+6-2)! («4-6—2)! A(a 1) B> A—5 —
(a-3) 1(64-1)!" (a-4) 1(6+2)1"~ A>B —1
(a+6—2) ! - Y(fl-2,b) B> A
(a-5) ' 6+3) I e et que si
t 1 et 6™>a
@ 1 2 3 4 5 Tableau  donnant en fon- N>B +1 .
11 ction de 6et de h les va- @ li>i -5 (@a+6-2) !
) leurs de: ' (a—2)!'6f
- - 1
a1 ASB 1 (a+ 6-2)! (@a+b-2)!
) S1)1(6-1)! ad-2) 1(6-4)1
) New) fi> 4- 4 (a-1)1(6-1)1  (ad-2)!(6-4)
S 1 On rappelle que si a> | @+6- 2! N
i 1(6-5)!
1 1 A> B+ 1 (@r3)1(6-5)
- - -6- 1
: 1 @a b) B> A- 4= (a+6-2) 1 ‘ 1(a462).
8 | " (a-5)! 6+ 3)! —
\A>B -1 (a-6) 1(6+4)!
o ! ""(a-2,6)|B>A-2 (@+6-2) 1
10 1 (a-9) ! (6+7) !
n 1 et que si

a>6+1e 6> a—4

" Conclusfto do artigo publicado nos n.** 44, 45, 46, 47 o 52
da U. M.
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oo 1 i s 4 Tableau donnant en fonction
11 fle 0 et de b les valeurs de:
S 1
la > B + 1
@t -‘(n,6) 'B > A — G
4 T 1
s 1 2 On rappelle que si a> 1
t 3 2
1>8B +1
7 1 S
8 Vi) B> A -6G=
; s A>fl—1
10 Ll 13 = Nﬂa'z‘ o /1> 4—4
11 11 34 et qUe Si
«>0 +| et 6>a —6
4> B + 1
(a+6- 2)!
«"(0,6)] B >4 6 =
(@a- 2)16!
(a+6-2) ! (a+ 6—2) !
+
~ (a-1) f(6—iJT" (a+3)!(6-5) !
(a+eé—2)1 (a+ 6-2)!
(a+4)!1(6-6)! ' (a-6) 1 (6+4)!
(a+6-2) ! (a+t 6—2) !

* (a-7)1(6 + 6)!

(«-11)1(6+9)!

Tableau donnant en fonc-
tion de 6 et de h les va-
leurs de:

A>B + I
N,. N> a-7
On rappelle que si a> 1

A>B + 1
Aw, ¥ iI?7> X—7 =

A> N- i
= AT'
et que si
a>6 + 1 et 6> a—7
+1
(a+6—2)!
B>4-7
(@a- 2)161
(a+ 6-2)I (a+ 6-2) !
(a-1) 1(6-1)1 ¥ (a+ 4)1 (6-6)! -
(a+6-2) ! (a+ 6-2)!
(a+5)1(677)1 (a-7)1(6 +5)!
(a+ 6-2) (a+6-2) !

(a-8)1(6 +6)!

(a-13) 16+11)!

10

11

t (a-3)1(6+2)1

15

Tableau donnant en fon-
ction de 6 etde b les va-
leurs de:

A> B + 1
A'(a,4) B> 4- 8

On rappelle que si a> 1

A>B + 1
B> 4 -8
A>B-1
(a-2,1) B >A-6

et sia”>6 + | et b's>a—8

A>B +1
(@a- 2)16!
(a+ 6-2)! (a+6-2) !

(a-1)! (6-1)! T (a+5)1 (6-7)1 —
(a+6-2)! (a+ 6-2)!
(a+6)! (a-8)1 T (a-8)! (6+6)!

(a+6-2) ! (a+ 6-2)!
+ .

(a-9)! (6+ 7)1 (u-15)! (6+ 13)!

1 2 4 |5
‘lableau  donnant en fon-
ction de O et de b les va-
leurs de:
- A>B
"(«,») B>A-2
On rappelle que:
. si a>.6> a—2
A>B
B> A-2
J4>B-1
Z?2>n-1
(@a+6-1)! (a+6-1)! (a+6- 1)!
(a-1)16! al(6-1)! (a+l)1(6-2)!
(a+6-1)! (. J_1)
(a+2)1(6-3)1 " (a-2)1(6 + 1)1
(a+ 6-1)! (a+6-1) !

(a-4) 1(6+3)! T
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Tableau donnant en fon- Tableau donnant en fonction de a et de h les
ction de 6 etde b les va- valeurs de:
leurs de: N@,b,c)a> B> 0
pour c=1 dans ce cas particulier laformule
A>B

N@a ,b,c)lIA>B>C] —
« b B>A - a—b a—c b—c (a+ 6+ c)!
a+6 a+c 6+c al6lc!
On rappelle que devient :
A(,s,1)[A>B> C] —
si an>6">a—3 a-6 a-1 6—1 (@a+6+1)!

a+6 a+1 6+ 1 alé!ll!

| A>B
(a,b)\B>A-S" 9 1

H 16.016

A>B-1 7 4.004 14.586

(a-1 , 5 B>A-2 6 990 3.375 9.152

(g+ 6-1) ! (@a+6-1)! (a+6—1)1 5 240 858 2.156 4.576

(a-1)'16! al (6-1) (0+2) 1(6-3)1 4 56 198 486 1.001 1.848

v 611 (a+6-1) 1 3 42 100 198 350 572

© )! ’ * 2 718 30 50 77 112
(a+3)1 (6-4)! "" (a-3) ! (6+ 2)! L
(o+6-1) ! (a+6-1) ! o

(a—4)1(6+3)! (a—6)1(6+5)! v oo 1 2 4 s & 7 s 0

Tableau donnant en fonction de a et de b Tableau donnant en fonction de & et de b les
valeurs de: valeurs de:

Na .b o [A> B> C] N@ b,c) [4>B> c]
I pour c= 2 dans ce cas particulier laformule
pour c=0 dans ce cas particulier la formule
N(@ b,c)m> 8> c1—
N@ be) [X>B>C] =
a—b a—c b—c(a + 6+ o)

a—b6 a— 6 —cC a+6+cC)!
a—c ( ) atd a+c 6+c alélc!

a+6 a+c 6+e alé!lc! i
devient :
devient : N(@,b 2)[a> B> c] —

a—6 (a+ 6)! 6 a—2 6-2 (a+6- 2)1
N@ ,0,0) > S > C] =

a+6 al6! a+6 a+2 6+2 alel2!
9 9
8 1430 8 93.366
7 429 1430 7 19.448 77.350
6 132 429 1001 6 3.850 15.444 43.816
5 42 132 297 572 5 702 2.860 8.019 18.720
4 14 42 90 165 275 4 110 462 1.300 3.003 6.125
3 5 14 28 48 75 110 3 12 54 154 352 702 1.274
2 2 6 9 14 20 27 35 2
1 1 2 3 4 5 6 7 8 1
0 1 1 101 1 1 11 1 0
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Tableau donnant en fonction de a, et de h les

valeurs de:
N(a,b,c) [~>B>c]
pour c=3 dans ce cas particulier la formule
N@ be)[A>ti>C] —
a—b a—c¢ b—c (@a+b-f-c)!
a+6 a+c b-\-e aldlcl

devient:
N(a,b,S)IA>B>C] =

a-b a-3 6—3 (a+6+ 3)I
°°a-rb a+3 6+3 al6!3!
A teoria das

«H4& mais de 50 anos que o engenheiro Heaviside
estabeleceu as suas regras de calculo simbélico, numa
audaciosa memdria onde calculos matematicos, defici-
entemente justificados, sdo utilizados para a solugdo
de problemas de fisica. Este calculo simbélico, ou
operacional, ndo deixou de se desenvolver desde entdo
e serve de base aos estudos tedricos dos electricistas.
Os engenheiros utilizam-no sistematicamente, cada
um dentro da sua concepc¢do pessoal, com a conscién-
cia mais ou menos tranquila; tornou-se uma técnica
«que ndo é rigorosa mas que da bons resultados». De-
pois da introducdo por Dirac da famosa fungéo S(x) ,
gue seria nula em todos os pontos, excepto para
x mm 0, e seria infinita para x = 0, por forma que

/ +30S(x) dx —+ 1, as férmulas dc calculo simbdlico
tornaram-se ainda mais inaceitaveis para o espirito
de rigor dos matematicos. Escrever que a funcdo de
Heaviside Y (x), igual a 0 para x<0 e a 1 para
sc>0, tem por derivada a funcdo de Dirac S (x)
cuja prépria definicdo é matematicamente contradito-
ria, e falar de derivadas 8 (x), X" (x) desta fun-
cdo destituida de existéncia real, é ultrapassar os
limites que nos sdo permitidos. Como explicar o su-
cesso destes métodos? Quando uma tal situagdo con-
traditéria se apresenta, é bem raro que dela ndo
resulte uma nova teoria matematica que justifique,
sob forma modificada, a linguagem dos fisicos; ha
nessa mesma situagdo, uma fonte importante de pro-
gresso das matematicas e da fisica...

Generalizdmos a nocdo de funcdo, primeiramente
pela nocdo de medida, depois pela de distribuicdo. S
sera uma medida e ndo uma func¢do, 8 uma distri-
bui¢do e ndo uma medida. Haja mesmo muito tempo
que os tedricos do potencial magnético utilizam os

17

8 370.500
7 03.648 277.134
6 9.856 44.200 136.13']
5 1.274 ii.006 18.900 48.620
4 110 572 1.872 4.875 11.000
s

2

1

0

V., o 1 2 3 4 & 6 7 8 9

distribuicGes
¢

doublets ou dipolos, os folhetos ou dupla camada,
etc. .. ; mas sdo todos seres diferentes, de definicéo
alias duvidosa, sem ligagcdo alguma com as do cal-
culo simbdlico dos electricistas . ..».

Assim inicia LAURENT SCHWARTZ, um dos mais
jovens e valorosos mateméaticos da actualidade, a
sua bela obra em dois volumes, Théorie des Dis-
tributions ().

A Redacgdo da G. M., interessada, a0 maximo, em
dar realizacdo ao seu objectivofundamental, ser efec-
tivamente um «jornal dos estudantes de matematica
das escolas superiores», «convertendo-se num instru-
mento de trabalho de reconhecida utilidade», pretende
apresentar brevemente aos seus Leitores uma série
de artigos de introducdo a Teoria das Distribuicdes.

Tais artigos devem dirigir-se ao tipo médio de estu-
dante dos dois Ultimos anos das nossas  Universidades,
isto é, devem pressupor da parte dos seus leitores ape-
nas conhecimentos rudimentares de Analise infinitési-
mal. Um problema grave do nosso ensino reside na
existéncia de uma juventude estudiosa que, salvo
rarissimas excepcdes, se encontra a dois passos da
vida pratica, apenas com as perspectivas adquiridas
através duma «sebenta», ou, mais discretamente, de
«folhas».

hegosijar-nos-iamos se, como complemento do es-
tudo de tal série de artigos, alguns dos nossos jovens
universitarios sentissem interesse no prosseguimento
e aplicacbes dum tdo recente ramo das matematicas
como o da Teoria das Distribuigdes.

. G.T.

(') liormann & Cie., Editeurs, Paris



18

GAZETA DE MATEMATICA

CONSULTORIO

Com esto nimero a O. M. inicia uma nova sec¢do na qual serdo dadas respostas as perguntas que uos forem dirigidas pelos
nossos leitores. Procuraremos sempre que 0s assuntos sejam tratados por especialistas, com o desenvolvimento necessario, de modo a

quo a resposta constitua um verdadeiro esclarecimento do assunto.
se tnrue um elemento Util aos seus leitores e sirva as suas necessidades

Pretende-se, deste modo fazer com que a Gazela

e preocupacbes. Esta secgdo visa, pois, um maior contacto com os leitores cujas porguutas nos iudlcardo as suas dificuldades, os

pontos que mais necessitam ser esclarecidos.
Para os assuntos de maior interesse ou que ca-e¢cam de
especiais, fora mesmo da secgéo.

O que é uma axioméatica?

O conceito de axiomatica é dos que mais tém evo-
luido ao longo dos séculos. Distinguiremos aqui duas
formas sucessivas de tal conceito: a forma classica e
a forma moderna.

0 conceito classico de axiomatica é o que se en-
contra implicito na teoria das ciéncias dedutivas, se-
gundo AHISTOTKLES: A designagdo ciéncia dedutiva
aplica-se entdo a todo o sistema S de termos e de
proposicdes acerca desses termos, que se sucedem inde-
finidamente uns aos outros de tal modo que:

a) Toda a proposicdo que seja ou venha a ser de-
monstrada a partir de proposi¢des de S pertencerd
ainda a S.

b) Existe em S um numero finito de termos (cha-
mados termos primitivos), que ndo podem ser definidos
logicamente, e a partir dos quais se definem todos os
restantes termos de S (chamados termos derivados).

c) Existe em 6' um nUmero finito de proposi¢des
(os postulados ou axiomas*), que n&do se demonstram
logicamente e das quais se deduzem todas as outras
proposicdei de S (os teoremas).

Pressupfe-se, além disso, que o sistema <Sde ter-
mos e de proposigOes diz respeito a um, e um soé, do-
minio de seres, cuja existéncia é postulada. Os termos
primitivos corresponderiam a dados da intuicdo —a
conceitos psicologicamente elementares, de apreensdo
imediata. Analogamente, os axiomas proviriam da
intuicdo e teriam assim um caracter de evidéncia,
que permitiria aceitd-los como verdadeiros, sem mais
explicacdes.

Modelo perfeito, e mesmo Unico, de ciéncia dedutiva
era entdo a Geometria de Euclides.

A axiomatica duma ciéncia dedutiva seria, natural-
mente, o conjunto dos seus axiomas. Uma primeira
nuance, uma primeira tendéncia no sentido da evolu-
¢cdo do conceito de axiomatica, manifesta-se ao ser

* Antecipamos aqui um pouco o ponto de vista moderno, se-
gundo o qual ndo ha que fazer distingdo entre «postulado» e
taxio mai*.

um amplo desenvolvimento, as respostas serdo dadas om artigos

reconhecida uma certa arbitrariedade na escolha dos
termos que hao de figurar como primitivos e das pro-
posicbes que devem aceitar-se como postulados. Mas
0 que provoca decididamente a passagem a nova for-
ma do conceito é o aparecimento sensacional das geo-
metrias ndo-euclideanas, no século passado, com
incalculaveis repercussdes em todos os sectores do
pensamento.

Para dar uma primeira idea do que se entende hoje
por «axiomatica» comegarei por tomar como exemplo
a seguinte defini¢do de «conjunto ordenado»:

«Chama-se conjunto ordenado todo o conjunto U
ndo vazio no qual esteja definidauma relagdo binaria
gue designaremos pelo simbolo « » (ler: «precede»
ou «é anterior a»), de modo que resultem verificadas
as seguintes condigdes:

|. Dados dois elementos X,y de U, é sempre verifi-
cada xima, e uma s0, das trés hipoteses :

ey ox-y,

Il. Todas as vezes que, dados trés elementos X,y ,z
de U, setiver x-"y ey z , serd também x-<Jz».

(Costuma exprimir-se a condicdo |, dizendo que
a relagdo < é tricotdbmica e a condi¢do |11, dizendo
que a relacdo & transitiva).

Estamos em presenca duma definigdo axiomatica;
porém, nao haja equivocos: o que se define aqui ndo
é o0 termo « » (termo primitivo), mas sim a classe
dos conjuntos ordenados ou, 0 que é equivalente, o
conceito de relacdo de ordem. As condigbes I,11 sdo
os axiomas da definicdo: proposicdes que envolvem o
termo indeterminado « » (sin6nimo de «precede»)
e lhe fixam, por assim dizer, os limites da variabili-
dade, de maneira implicita. Na verdade, o simbolo
« » pode ser interpretado de infinitos modos diver-
sos, até dentro dum mesmo conjunto U. Por exemplo
0 conjunto de todas as palavras duma lingua é um
conjunto ordenado, se adoptarmos o conhecido crité-
rio de ordenagdo alfabética; sdo ainda conjuntos
ordenados o conjunto li dos numeros reais ou o
conjunto iV dos nUmeros naturais, quando o termo

y-<Xx
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«precede» significa «menor que». Mas ndo resultara
ordenado o0 conjunto dos numeros complexos, se
adoptarmos por exemplo o seguinte critério:

a+bi-{c+di, se,esdse a< c,b<d(a,bc,d
ndmeros reais; i° 1), visto nado ser entdo verifi-
cada a condigdo | ;porém tal conjunto pode ser orde-
nado, definindo dum outro modo a relagdo -«J.

Os conjuntos ordenados constituem as chamadas
realizagbes da axiornatii a considerada. Dados dois
conjuntos ordenados 17,17', e designando por -/,-«{'
as respectivas relacdes de ordem, diz-se que tais con-
juntos ordenados sao isomorfos (ou, em terminologia
mais especifica: seme/ha?ites), quando, entre os ele-
mentos  X,y,— de U e os elementos x' ,y'— de
W se pode estabeler uma correspondéncia biunivoca
xJ x!,y £ y', eee de tal modo que se tenha

X Yy, se esése X - VY,
guaisquer que sejam os elementos x,y de U consi-
derados.

Por exemplo, o conjunto P dos numeros positivos
e 0 conjunto R dos nUmeros reais, com a habitual
nogdo de «menor que», sdo conjuntos ordenados iso-
morfos, porque entre os elementos de P e os de R

se pode estabelecer a correspondéncia biunivoca
x N x'—loyx ,

gue respeita nos dois sentidos a relagdo de ordem. Mas
o conjunto ordenado R dos nimeros reais nao é iso-
morfo ao conjunto ordenado N dos numeros naturais:
para o reconhecer, basta observar que, dados dois
elementos x,y de R tais que x <y, existe sem-
pre, pelo menos ura outro elemento z de R tal que
X<z<y\ ora esta propriedade néo se verifica em N.

Diz-se que dois conjuntos ordenados tém o mesmo
tipo de ordem, quando sdo isomorfos. Também se dira
neste caso que representam a mesma solucdo da axio-
matica dos conjuntos ordenados. O facto de existir
pelo menos uma solugdo desta axiomatica traduz-se
dizendo que a axiomatica é compativel (ou possivel);
o facto de existirem varias solugbes (isto é, varias
realizac6es da mesma, ndo isomorfas entre si), expri-
me-se dizendo que a axiomatica ndo é categorica.

Mas nés podemos restringir o dominio das solucdes
da axiomética, ampliando-a com axiomas independen-
tes dos primeiros, isto &, com novas condi¢Ges que nao
sejam consequéncias logicas de | e I1.Porexemplo
imponhamoa a relagdo - esta outra condicdo :

I1l. Para lodo o subconjunto X de U nao vazio
existe um elemento y de X tal que, qualquer que seja
o elemento x de X, setemy =x ouy -i x (0 que se
exprime dizendo que todo o subconjunto X de U
ndo vazio tem um primeiro elemento).
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Dizem-se bem ordenados 0s conjuntos ordenados que
verificam esta condigdo suplementar. As realizagdes
da axiomatica I, 11,111 sdo pois os conjuntos bem
ordenados.

O conjunto dos numeros naturais, com a usual re-
lagdo <, é um conjunto bem ordenado. Mas ja naoo
é o conjunto dos numeros reais: basta observar que,
por exemplo o conjunto dos numeros reais maiores
gue 1 ndo tem primeiro elemento; o préprio conjunto
R nao tem primeiro elemento. Estes simples exemplos
provam que o axioma |11 é independente dos axiomas
I, 1.

Porém, ha conjuntos bem ordenados que nédo sao
isomorfos a sucessdo dos nimeros naturais. Exemplo:
0 conjunto dos numeros

2 n
— ?2ees) B
3 n+1

Nl
-

ordenados com a habitual relacdo «menor que». Mas
introduzamos este novo axioma:

IV. Pai-a todo o elemento x de U que ndo seja o
primeiro*, existe um elemento imediamcnle anterior a
X, isto é umelemento y de U anterior a x e tal que,
qualquer que seja oelemento z de U menor que X, «e
tem z=y ou z-gy.

E facil ver que, no dltimo exemplo citado, néo se
verifica a condi¢do IV, porquanto o elemento 1, que
ndo é ali o primeiro, ndo tem antecessor (isto é, ele-
mento imediatamente anterior).

Todavia, a adjun¢do do axioma IV ainda ndo con-
duziu a urna axiomatica categérica: sdo realizagdes
da nova axiomdtica, ndo s6 a sucessdo dos numeros
naturais, como ainda todo o conjunto ordenado finito.

A categorieidade pode ser atingida com a adjuncao
dum altimo axioma, que exclue os conjuntos ordena-
dos finitos:

V. l'ara todo oelemento x de U existe um elemento
y de U tal que x-"y (0 que se exprime dizendo que
néo existe em U um ultimo elemento).

Com efeito, a axiomatica I, Il,111, 1V, V admite
uma unica solugdo, constituida por infinitas realiza-
¢Oes isomorfas a sucessdo dos nimeros naturais. Pode-
mos pois dizer que se trata duma axiomatica dos nu-
meros naturais, com a seguinte reserva: a sucessdo dos
nimeros naturais fica apenas definida a menos dum
isomorfismo. Na verdade ha infinitos conjuntos orde-
nados, isomorfos a este: a sucessdo dos numeros pares,
a sucessdo dos nimeros primos, etc. etc. O que fica na
realidade definido é o tipo de ordem de tais conjuntos
ordenados.

* O termo «primeiro» define-se facilmonte a partir do termo

«precede», conforme estd indicada UB condicédo I'l1.
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Note-se que a mais conhecida axiomatica dos nume-
ros naturais nao é esta, mas sim a de PEANO, em que
se toma para primitivo otermo «sucessor de», a partir
do qual se define depois o termo «menor que»
(enquanto nesta se define «sucessor de» a partir de
«menor que») .

Mas até agora apenas apresentei exemplos de axio-
maticas. Sobre a maneira de chegar a uma concep¢do
geral das axiomaticas no sentido moderno, iimitar-
-me-ei a muito breves e esquematicas indicagoes.

Chamarei estrutura matematica a todo oconjunto U

(dominio de individuos ou universo légico), sobre o
qual sejam designadas como primitivas certas entida-
des «,p,ees. Estas entidades podem ser: individuos

(elementos de U), classes (subconjuntosde U, fami-
lias de subconjuntos de U, etc.) ou relagdes (defini-
das em U ouem conjuntos construidos a partir
de U)*.

No exemplo dos conjuntos ordenados ha uma sé
entidade primitiva que é uma relagdo bindria. Mas a
Matematica apresenta-nos ainda, a cada passo, rela-
¢cOes ternarias, relagbes quaternarias, etc. (um dos
grandes progressos da logica moderna a respeito
da légica classica é precisamente o de fazer um
estudo sistematico das relacdes, em pé de igual-
dade com as classes). Por exemplo, sejam XY,z
pontos de varidveis do espago ordinario e considere-
mos a expressao

«X, r e 2 estdo em linha recta»

Trata-se manifestamente, duma propriedade rela-
tiva, que se verifica para determinados ternos de pon-
tos e ndo se verifica para outros (ndo tera sentido
quando aplicada a pares de pontos, € menos ainda
quando aplicada a pontos, individualmente). Diremos
entdo, que aexpressao considerada defineuma relacdo
ternaria entre pontos; designando tal relacdo pelo
simbolo Rt, convenciona-se escrever a mesma expres-
sdo, abreviadamente, tal como segue :

RE(X,Y,Z).

Analogamente, se escrevermos Tr (X,Y ,Z) como
abreviatura da expressdo aX estd situado entre Y
e Za, serd Tr o simbolo duma relacdo ternaria dis-
tinta de Rt (h& ternos ordenados que verificam Rt
sem verificar Tr) ; se escrevermos Eq (X,Y, U, V)
como abreviatura da expressdo «a distancia de X a

Também so podem apresentar estruturas matematicas com
mal le ..m dominio de individuos, mas a roducdo ao caso de
uui s6 dominio é sempre possivel, quo mais ndosoja considerada
a reuuiao dos primeiros.
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Y éigual adistancia de U a V» serd Eq o simbolo
duma relagdo quaternaria ; ete. As relagBes Ht, Tr
e Eq sdo as entidades tomadas para primitivas
em algumas axioméaticas da Geometria euclideana
(note-se porém que é possivel definir Rt e Tr por
meio de Eq) .

Postas estas consideragfes preliminares, poderemos
dizer que uma axiomatica é um conjunto de condigdes

Pi )

P%  («&)
impostas a certos simbolos indeterminados a,[3,---,
representativos de entidades definidas sobre um con-

junto fundamental U, igualmente indeterminado.
Os simbolos de a, p, *e= serdo os lermos primitivos e

as condigbes impostas a a,p,--- 0s axiomas da axio-
matica em questdo,
Realizagdo da axiomatica serd toda a estrutura

matematica [V ,a ,p',*ss] que a verifique, isto é,
tal que, substituindo U por U' a.por a', p por
P',---, todos os axiomas se convertam em proposi¢des
verdadeiras. A axiomatica dir-se-a compativel se
admitir pelo menos uma realizagéao.

O conceito de «realizagdes isomorfas» pode ainda
ser definido no caso geral, tal como segue : Dadas
duas estruturas [U,, %\, Px, ¢ee] e [O],»],p., **°],
diremos que estas estruturas sao isomorfas, relativa-
mente a ordem por que sdo nomeados 0s entes primi-
tivos, quando for possivel aplicar biunivocamente t/j
sobre f/j,de modo que aj se convertaem a2,pj em
02, etc.*

Daqui decorrem imediatamente os conceitos de
«solugdo» e de «categoricidade» duma axiomatica.

O conceito de «axioméatica categ6rica» é o legitimo
descendente do conceito classico de axiomética, tal
como o delineamos no inicio destas consideracdes. Mas
gque imensa distancia os separa ! Que profunda diver-
géncia de pontos de vista!

Agora os termos primitivos ja ndo designam seres
bem determinados, dos quais «temos um conheci-
mento intuitivo imediato» ; agora os termos primiti-
vos sdo simplesmente indeterminadas, semelhantes as
incégnitas ou varidaveis dum sistema de equag0es.

* O sentido da palavra «converter» aqui empregada néao
carece de explicagdes quando se trata de Individuos (elementos
de U, Ut) ; Se a, for uma classe, diremos que a, se couverte
em 3ti, quando a, fiir a classe dos elementos de U, corres-
pondentes aos elemeutos de a,; se ot for uma relagdo bina-
ria, diremos que a, se converte em a,, quando a. fora
a relacdo binéaria verificada pelos fares ordenados de elementos
de Ut correspondentes aos pares ordenados de elementos de U,
que verificam a, ; e assim por diante.
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E os axiomas estdo bem longe de ser aquelas «verda-
des de tal modo intuitivas, de tal modo elementares,
gue se nos tornam evidentes» : agora sdo apenas con-
dicbes, verificadas por certas estruturas, néo verifica-
das por outras. Por sua vez, os teoremas relativos a
axiomatica serdo to las aquelas condigfes implicadas
pelos axiomas (isto é, que resultam automaticamente
verificadas desde que 0 sejam todos os axiomas).

O que interessa fundamentalmente € que a axiomatica
seja compativel, isto &, que exista pelo menos uma sua
realizagdo. Mas aqui levanta-se um problema em que
s6 muito superficialmente posso tocar : Como averi-
guar se uma dada axiomatica € ou ndo compativel ?

Quando se trata, por exemplo, duma axiomatica de
Geometria euclideana, formulada com os termos pri-
mitivos lit, Tr e Eqg, pode obter-se uma realizacao
da axiomatica, do seguinte modo: Chamemos pontos
aos termos ordenados de ndmeros reais, tais como
©o,—1,[/2),(i/2,0,—1), etc. e facamos ainda
as seguintes convencgdes : dados trés pontos
X= < . Y= (yyiy) e Z=(z,,2.,2),
diremos que «X, Y ,Z estdo em linha recta» quando
as diferencas

Xi —z, X, —2Z,, X —2,

forem ordenadamente proporcionais* as diferencgas

20— *i> 22 - H, 2/13 — «sb

diremos que «Z esta situado entre X e F», quando
verificada a hipoétese anterior, a constante de propor-
cionalidade é um determinado ndmero negativo;
finalmente, dado um quarto ponto 7= (»i ,u, , M3)
diremos que «a distdncia de X a Y éigual adis-
tacia de Z a U» quando se tiver

- 2my+ F>i- 20y + <3 — 3y = (i - +
(<2 - "M2) 4+ (33 - «3>

Pois bém, é facil reconhecer que o conjuto R* de
todos os ternos ordenados de ndmeros reais, com as
relacbes Rt, Tr e Eq assim definidas, constitui
uma estrutura matematica [R, St, Tr,Eq] que
satisfaz a referida axiomatica da Geometria  eucli-
deana**. Esta axiomatica sera pois compativel, desde

que se admita a existéncia da totalidade dos nUmeros

« Aqui o termo «proporcionais» é tomado no sentido com qne
costuma sor aplicado em geometria analitica, ao enunciar a con-
dicdo de colinea'idade de trés pontos dados.

** Prova-se facilmente que uma tal axiomatica 6 categdrica.
Quanto ao problema de saber se o uaodélo euclideano se ajusta
bem ou n&do a descrever a realidade empirica, isso ndo competo

propriamente ao mateméatico, mas antes ao fisico e ao filésofo.
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reais. Suponhamos por sua vez provada a existéncia
do conjunto R, desde que se admita a existéncia do
conjunto N dos ndmeros naturais. Mas existe o con-
junto iV? Por outras palavras :

E compativel a axiomatica dos nimeros naturais ?

HILBERT e os l6gicos do sua escola tentaram provar
a compatibilidade de certas axiomaticas dos numeros
naturais (ampliadas com axiomas da l6gica formal),
demonstrando que tais axiomaticas ndo sdo contradi-
torias. («Existéncia» e «ndo-contradigdo» sdo termos
inicialmente assumidos como equivalentes, de acordo
com a frase célebre de POINCAKE: «<Em Matemaética,
existir significa ser isento de contradigéo»).

O objectivo ideal do programa hilbertiano pode
considerar-se inatingivel, sobretudo apés os resulta-
dos sensacionais de GODEL, cuja descrigéo esta fora do
ambito deste apontamento. Mas o impulso que tal
programa deu as investigacdes logicas foi uma recom-
pensa generosa do esfor¢o dispendido. Gragas a esse
impulso, o mecanismo l6gico do pensamento matema-
tico foi dissecado com profundidade e agudeza extre-
mas, fazendo uso do instrumento mais adequado a
esse fim:a légica simbolica. Deu-se inicio a uma
teoria da definicdio e a uma teoria da demonstracao,
que tomam o lugar da légica formal de ARISTOTELES
e se encontram hoje em pleno desenvolvimento, com
repercussdes filos6ficas e um alargamento de pers-
pectivas que chegam a causar vertigens.

E mais nédo ouso dizer sobre questdes de tal enver-
gadura *.

Quais as vantagens dos métodos axiomaticos?

A resposta depende, naturalmente, do conceito de
axiomatica em questdo. Se nos reportarmos ao con-
ceito classico de axiomética, a pergunta parece equi-
valente a esta outra: «Quais sdo, em geral, as vanta-
gens das ciéncias dedutivas, como por exemplo a
Geometria de EUCLIDES, a Mecanica de NEWTON ou a
Termodindmica de CLAUSIUS? «Na verdade, basta ter
presente a definicdo de «ciéncia dedutiva», para se
reconhecer que ciéncia dedutiva ndo haonde ndo hou-
ver axiomatica. Racionalizar uma ciéncia, isto &,
torna-la dedutiva (o que, a ser possivel, se costuma
interpretar como investidura no grau de perfeigdo
maxima) o mesmo é que axiomatizar essa cién-
cia. Verdadeiramente, a Geometria de EUCLIDES
s6 foi totalmente racionalizada no século passado,
porque sO entdo foidada uma sua axiomatica com-
pleta, como é aque figura nos «Grundlagen der Géo-
métrie», de HILBEKT.Porém, os arquitectos do edificio

* A melbor maneira de estar ao corrente sobre o que se passa
neste campo é consultar «The Journal of Symbolic Logic».
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euclideano foram sem divida os antigos, que deixa-
ram tracadas as linhas mostras da edificagdo, mesmo
no que se refere aos fundamentos.

Axiomatizar é necessidade imperiosa, desde que se
faca qualquer tentativa séria de construcdo racional
Porque se eu quero demonstrar uma proposi¢cdo admi-
tindo como verdadeiras outras proposicdes, que, por
sua vez, foram demonstradas a partir de outras ainda,
e assim por diante (ou antes, para tras,..), tem de
de haver por forga um termo deste processo; de con-
trario, estou condenado a uma regressdo ao infinito,
por naturesa inconcludente —ou, pior ainda, a um
circulo vicioso. E 0 mesmo se diga a respeito das defi-
nicbes. Ndo me hoi-de esquecer de uns apontamentos
de Fisica que me vieram em tempos as maos, no qual
figuravam, uma ap6s a outra, estas duas definicoes

Corpo —é toda a porgdo limitada de matéria.

Matéria —é aquilo de que os corpos sdo formados.

O autor, se ndo era um ironista, ndo se pode dizer
gue fosse um habil prestidigitador de ideias, como
tantos que por ai andam, a deitar poeira em olhos de
incautos.

Se passarmos porém ao conceito moderno de axio-
matica, as vantagens sdo de outra ordem, principal-
mente no que se refere as axiomaticas ndo categoricas-
Basta lembrar que sdo deste tipo as axiomaticas
dos conceitos de grupo, de anel, de corpo, de espago
vectorial, de espaco topoldgico, do espagco meétrico,
de espago vectorial topoldgico, de espago norrnado,
de anel topoldgico, de grupo ordenado, de conjunto
parcialmente ordenado, de reticulado, de algebra de
BOOLE, etc. etc.. Neste sentido, o método axiomatico
(ou, como também se diz, formal ou abstracto) é a
principal caracteristica das matematicas modernas.
Cada teoria formal, engloba, com a indeterminagéo
dos seus termos primitivos inimeras possibilidades de
concretizagdo : —inUmeras teorias especificai que se po-
dem desenrolar nos mais variados ramos do saber. As
teorias formais constituem deste modo, sistemas de
raciocinios, mecanismos mentais, construidos uma vez
por todas e prontos a serem utilizados em bloco, na
primeira ocasido.

Uma das vantagens deste método &, como se vé
desde logo, uma consideravel economia de pensamento,
evitando a repeticdo de raciocinios analogos em cam-
pos diversos, com terminologia e notacdes diversas.

Mas ha também aquela aproximagdo de ramos dis-
tintos da Matematica sob uma teoria comum, que tem
sido sempre uma fonte de estimulos fecundos.

Com esta nova orientacdo, a Matematica ganha
muito, certamente, em rigor logico e em valor esté-
tico ; e, embora haja quem diga que se afasta assim
da intuigdo criadora, a verdade é que se torna mais
apta a penetrar no amago das questdes, por um maior
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poder de esquematizacdo e de separagdo entre o que
é acidental e o que é essencial.

E preciso acrescentar que a Matematica moderna
utiliza ainda, frutuosamente, certas axiomaticas cate-
goricas, que ndo encontram directa interpretacdo
intuitiva no mundo empirico Tal é, por exemplo, a
axiomatica do espago hilbertiano —espaco com infi-
nitas dimens6es, dotado duma geometria muito seme-
lhante a do espaco euclideano ordinario. Trata-se
duma axiomética, que admite infinitas realizagdes,
todas isomorfas entre si: as mais usadas sdo aquelas
em que 0s pontos se apresentam, ou como sucessdes
infinitas de nimeros (tais que a série dos respectivos
quadrados seja convergente), ou como classes de fun-
cdes de quadrado somavel. Estes dois tipos de reali-
zagdo correspondem as duas orientagfes diversas que
se podem seguir na estruturagdo matematica da Me-
canica quéntica —a da «Mecénica matricial» de
IIEISENBERO-BOHS-.IORDAN e a da «Mecéanica ondulat6-
ria» de ScmtniNQEB —cuja equivaléncia formal indu-
ziu VON NEUMANN a estabelecer a respectiva axioma-
tica unificadora*.

Todas es ciéncias dedutivas devem ser axioma-
tizadas ?

Creio que ja respondi em parte a esta questdo.
A resposta pode formular-se nos seguintes termos:

Atendendo & propria  definicdo de ciéncia  dedutiva
no sentido aristotélico, uma ciéncia que ndo estiver
axiomatizada ndo é dedutiva **.

Naturalmente, ha nesta resposta um certo extremis-
mo que convém mitigar. Por exemplo, seria contrario
a todo o bom-senso pretender ensinar nos liceus uma
Geometria cem-por-cenlo dedutiva. O ensino da Geo-
metria elementar como se admite hoje correntemente
em pedagogia, deve comegar por ter um caracter
intuitivo —experimental, com a preocupagdo de con-
duzir o aluno, a pouco e pouco, a0 pensamento racio-
nal. O contacto com as primeiras formas de demons-
tracdo—com aquela possibilidade de provar rigorosa-
mente leis geométricas n&do evidentes, sem fazer

*« VONNEUMANN chama «espago do IIILBEIIT» & primeira das
realizagdes consideradas e «espago de IIILBERT abstracto» ao
tipo das ostruturas isomorfas a primeira, isto é, a'juilo quo,
segundo a nossa terminologia, é a SO'U(}&O (Gnica) da axiomatica
do espago hi'.nortlano.

° Quando se trata, por exemplo, da tecia do espaco hilber-
tlano, ou bem se considera tal teoria como um capitulo da teo-
ria dos nimeros reais, ou liem se considera como teoria autono-
ma, e entdo precisara de ser axiomatizada. Por sua voz, a teoria
dos nUmeros reais, se nao for considerada como fazendo parte
da aritmética dos inteiros (ou da teoria das irraitdezas continuas),
precisara do ser axiomatizada. em Ultima analiie, uma axioma-
tica devera sempre existir.
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verificacdes experimentais, mas apenas admitindo
verdades elementares evidences e desenvolvendo racio-
cinios—é um momento grandioso, de sUbita e lumi-
nosa revelagcdo, comparavel ao momento histérico em
gue o espirito grego descobre o racionalismo—em que
a razdo toma conhecimento de si mesma. A partir de
entdo, o ensino deve encaminliar-se rapidamente do
intuitivo para o racional, embora, no curso dos liceus
ndo seja possivel a racionalizagdo completa. Deveria
contado al.udir-se entdo a possibilidade de la chegar,
mediante uma axiomatica  conveniente.

Né&o pretendo com isto insinuar que, no ensino supe-
rior, o racional deve substituir por completo o intituivo
(0 que mesmo, de resto, seria metafisicamente impos-
sivel). Muito pelo contrério, tanto na teoria como na
pratica do ensino, o ideal que me norteia é: conciliar
0 maximo de racionalidade como maximo de intuitim-
dade.

No ensino superior, pode e deve fazer-se um largo

MOVIMENTO
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emprego dos métodos axiomaticos; mas perdera sen-
tido e vitalidade o ensino que ndo se apoiar em s6-
lidas intuicOes, criadas pelos problemas reais que ao
ser humano se levantam, nesta ardua luta pela exis-
téncia a superficie da Terra.

NOTA —Tenho o dever de lembrar que a introdugéo
dos modernos métodos axiomaticos em Portugal se
deve ao Professor Anténio Aniceto Monteiro, cuja
accdo no dominio das matematicas, entre nos, foi
notoriamente profundae renovadora, apesar de se ter
desenvolvido num periodo infelizmente tdo breve. E
sobretudo na perspectiva do tempo (apenas sao pas-
sados uns dez anos), que o alcance da sua obra pode
ser devidamente apreciado. O que ha de essencial nas
ideas acima explanadas, dele o recebi, transmitido
com o cunho da sua personalidade, com aquele fervor
comunicativo que o situa, fundamentalmente, no
campo da actividade cientifica pura e desinteressada.

José Sebastido e Silva

CIENTIFICO

CONTRIBUIGAO LATINO-AMERICANA AO PROGRESSO CIENTIFICO

O Centro de Cooperacdo Cientifica da Unesco para
a America Latina publicou recentemente um fasciculo
da série latin American  Contribution to Scientific
Progress dedicado a Matematica. Este fasciculo,
Unico no género, constitue um guia as contribuigdes
mais importantes, anteriores a 1951,a esse ramo da
ciéncia.

A sua preparacdo foiconfiada ao matemético espa-
nhol DR.LUIZ A.SANTALO, que se encontra radicado
na Argentina ha varios anos, contando também com
a colaboragdo dos DRS. GODOFREDO GARCIA (do Peru),
RAFAKL LAGUARDIA (do Uruguai), e MARIO O. GONZALEZ
(de Cuba). Das 32 paginas do texto, 4 sdo dedicados a
aspectos comuns aos paises latino-americanos, 15 a
Argentina, 3 ao Brasil, 2 a Cuba, 2 a0 México, 3 ao
Peru, 3 ao Uruguai e 3 conjuntamente ao Cbilej
Venezuela, Porto Rico e Paraguai. As pessoas e ins-
tituicdes que desejem obter um exemplar desse fas-
ciculo devem se dirigir ao referido Centro, Bulevar
Artigas 1320, Montevideu. O Centro de Cooperacédo
da Unesco pretende suplementar o presente fasciculo
com outros, publicados de dois em dois anos e relati-
vos aos periodos em questéo.

L. Nachbin

A Redaccdo da G M. aproveita a oportunidade
para apresentar a tradugdo do capitulo referente ao
Brasil, que nos d& ideia da natureza desta publicagdo

da Unesco, ao mesmo tempo que fornece elementos
acerca do trabalho dos matematicos brasileiros e
da accdo do professor DE.ANTONIO MONTEIRO durante
a sua estadia no Brasil.

# #

H& no Brasil duas escolas de matematicas: uma
em S. Paulo outra no Rio de Janeiro. A primeira
recebeu o seu inicial impulso dos matematicos ita-
lianos contratados e, mais tarde, do francés ANDRE
WEIL e do norteamericano O. ZARISKI, entre outros;
ela publica o Boletim da Sociedade Matematica de
S8 Paulo. No Rio de Janeiro, a Fundagdo G. Vargas
iniciou, em 1942, a publicacdo da excelente Summa
Brasiliensis Mathematicae e em 1948, publicou sob a
direccdo de A. MONTEIRO numa série de monografias
intitulada Notas de Matematicas, importante colecgdo
sobre diversos tépicos das matematicas modernas de
cardcter nao meramente exposicional, mas onde cada
capitulo contém, também, contribuigées originais ao
assunto desenvolvido. Outro jornal brasileiro, duma
natureza mais geral, mas onde se encontram muitos
trabalhos de matemaética, sdo os Annaes da Academia
Brasileira de Ciéncias.

Nos udltimos anos, o trabalho do portugués A. MON-
TEIRO exerceu uma influéncia fundamental na escola
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do Kio. Aparte os seus primeiros trabalhos, os publi-
cados por MONTEIRO depois da sua chegada ao Brasil
(1945) devem ser considerados como producdo Latino-
Americana. E além disso pertinente a mengdo aqui
dos seus trabalhos sobre filtros e ideais, Notas de
Matematicas, N.°’' 2 e 5, sobre a aritmética dos nime-
ros primos, C.R. Acad. Sei., Paris 1947, e em geral
na aritmética dos espacgos topolégicos, quesdouma
contribuigcdo de singular significado no campo da
topologia geral.

Um brilhante discipulo de MONTEIRO é L. NACHBIN,
um jovem expoente da moderna matematica no Brasil
autor de numerosos trabalhos sobre topologia geral,
algebras de BOOLE e analise funcional. Escreveu, entre
outros, os seguintes artigos: «Combinagdo de Topolo-
gias» e «Espagos vectoriais topoldgicos», Notas de Ma-
tematicas, 1 e 4 (1948), «On linear Expansions»
Summa Brasil. Math., 1946, «Une propriété caracté-
ristique des algébres Booliennes» Port. Math. 1947,
trés comunicacdes intituladas «Sur les espaces unifor-
mes ordonnés» C. R. Acad. Sei., Paris, 1948, «Sur les

algebres denses des fonctions differentiables sur une

variété» C. R. Acad. Sci., Paris 1949, «A characteri-
zation of the normed vector ordered Spaces of conti-
nuous Functions over a compact Space» American
Journal of Mathematics, 1949.

No campo da teoria dos conjuntos, espagos abstrac-
tos e funcgdes reais deve mencionar-se o livro de
Lélio |. Gama, Introdugdo a Teoria dosConjuntos e
varios artigos originais e comunicagdes: «Sur 1'addi-
tivité du contigent» C. R. Acad. Sci., Paris 1938.
«Sur l'additivité de I'accumulatif» C. R. Acad. Sci.,
Paris 1938, «Limites d'ensemble dans les espaces
abstraits» Summa Brasil. Math.,, 1947, «Sobre uma
integral imprépria» An.Acad. Bras. Ci., 1941, contri-

NOTI

UNIVERSIDADE DO RECIFE

Mais um Amigo que a vida nosleva para longes
terras.

O Dr. Manuel Augusto Zaluar Nunes foi contratado
professor catedratico para a cadeira de Geometria
Analitica, da Faculdade de Ciéncias e Letras, e para
a cadeira de Célculo das Probabilidades — Teoria dos
Erros — Aplicagbes (curso do 2.°ano), da Faculdade
de Engenharia, da Universidade do Recife.

A «G. M.» congratula-se pelo tacto, na medida em
gue ele representa a justa consagracdo de um valor
gue a causa do desenvolvimento dos estudos da mate-
matica tem dedicado o seu melhor esforgo.

Esse esfor¢o € bem patente no seu trabalho na «Ga-
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buindo para um problema discutido por"B. LEVI e
B. GROSS e «Notion de proximité et espaces a structure
spheroidal™ Amer. J. Ma/h., 1945.

Sdo também no campo das fungles reais os traba-
lhos de M .MATOS PEIXOTO particularmente aqueles
gue dizem respeito a nocdo de «convexidade» nos
quais pOe emn evidéncia a importancia e aplicagdes
desta nocdo dando, tambhém, diferentes generalizacdes
da mesma: «Convexidade das curvas» Notas de Mate-
matica, N.° 6, 1948, «On the Existence of Derivatives
of generalized convex Functions* Summa Brasil.
Math., 1948, «Generalized convex Functions and
second order differential Inequalities» Bult.  Amer.
Math. Soe., 1949.

Qutro representante da Escola do Rio é J. ABDELHAY

com o seu trabalho sobre «Reticulados vectoriais»
Notas de Matematicas, N.° 3, 1948.
Um notéavel trabalho tem sido realizado por OMAR
CATUNDA na Escola de S.Paulo nocampo da Teoria
das Funcgdes e célculo das variagOes: Sui sistemi di
equazioni alie variazioni totali in piu funzionali
incogniti» Atti delia rea/e Accademia d'ltalia, 1941,
«Sobre uma modificacdo da férmula do CAUCIIY»
Summa Brasil. Math.,, 1944,

C. DASILVA DIAS tem desenvolvido trabalhos de
investigacdes sobre a teoria das funcdes analiticas e
sobre a teoria dos grupos e espagos topoldgicos:
«Sobre el concepto de funcional analitico» An. Acad.
Bras. Ci., 1943, «Aplicaciones de la teoria de los
funcionales analiticos al estGdio de lasoluciéon de las
ecuaciones diferenciales de orden infinito», An. Acad-
Bras. Ci., 1943. F. FURQUIM DE ALMEIDA tem traba-

lhado emanélise algébrica e outros campos: «Sobre
una férmula de Cipolla» Summa Brasil. Math.,
1946.

AR1O

zeta de Matematica», e na «Portugaliae Mathematical
o qual garantiu, quase desde o inicio, a continuidade
destas publicacdes; trabalho ingrato, sem brilho, mas
tdo util e necessario que, podemos mesmo dizer, sem
ele, de ha muito que quer a «Gazeta» quer a «Portu-
galiae», teriam deixado de se publicar.

A «Gazeta», sentindo bastante a falta do seu mais
esforcado trabalhador conta, no entanto, com a sua
necessaria colaboragdo e espera que o seu exemplo
seja estimulo que nos auxilie a vencer as dificuldades
inevitaveis em publicacdes desta natureza. S6 0 seu
afastamento de Portugal, que nos enehe de tristesa,
nos obriga a tomar a tarefa que o Ur. Manuel
Zaluar conseguiu sempre levar a termo com animo
gue desejamos bem. ndo nosfaleca ands.
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Outro Amigo e colaborador da Gazeta igualmente
contratado para professor catedratico das mesmas Fa-
culdades da Universidade do Recife, é o Dr. Alfredo
Pereira Gomes que, desde ha anos, trabalhava em
Franca como Attaché de Recherches du Centre Nati-
onal de la Recherche Scientifique.

Na Faculdade de Ciéncias e Letras vai reger a Ca-
deira de Analise de Matematica 1,e na Faculdade de
Engenharia a cadeira de Calculo Infinitesimal (cadei-
ra do 1." ano).

A «G. M. », regosija-se com o facto que atesta sufi-
cientemente o valor do Dr. Pereira Gomes como
investigador e professor, e deseja-lhe, no seu novo
cargo, as maiores felicidades.

CONGRESSOS E CONCURSOS

Como foiresolvido no Ultimo congresso de Malaga
de 1951, o préoximo Congresso Luso-Espanhol para o
Progresso das Ciéncias celebrar-se-4 de 27 de Setem-
bro a 4 de Outubro do corrente ano na cidade de
Oviedo. A Sociedade Portuguesa de Matematica en-
viou aos seus associados uma circular solicitando a
apresentacdo de trabalhos para a participacdo na
referida reunido.

A General Reinsurance Company Ltd.of Amster-
dam, no sentido de dar incentivo ao estudo do Tra-
tado de Resseguro conhecido por Excess of Loss
estabeleceu uma competicdo onde serdo concedidos
prémios aos autores das trés melhores contribuicdes
ao problema da tarifacdo, sob o ponto de vista
actuarial ou estatistico.

Para particularidades e condigfes poderdo os inte-
ressados escrever para:

«General Reinsurance Company Ltd. — Competition
Secretary — 388, Herengracht—Amsterdam-Holanda».

Em 1954 realisa-se em Madrid o X1V o Congresso
Internacional dos Actudarios. Segundo informacdo do
Instituto dos Actuarios Portugueses, damos a seguir
indicagdo de alguns temas que ali poderdo vir a ser
discutidos :

a) Condicdes que devem concorrer num risco para
se tornar seguravel.

b) Sobre os problemas actuariais do resseguro, em
particular do que respeita a0 Ramo Vida.

c) Sobre os meios de obter o equilibrio financeiro
do organismo segurador (privado, publico, etc).

M. z.
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d) Inquérito documentario sobre o ensino actuarial
nos diversos paises representados no Comité Perma-
nente dos Congressos Internacianais de Actuéarios.

INSTITUTO DOS ACTUARIOS
PORTUGUESES

ACTIVIDADES DO

Foi criado neste Instituto um Nucleo de Estudos
de Calculo das Probabilidades e Estatistica Matemati-
ca que se propde promover uma actualizacdo de conhe-
cimentos sobre alguns problemas fundamentais e es-
timular, na medida do possivel, uma comparticipacdo
nacional na sua investiga¢do. Adopta de comego como
forma de actividade a exposigdo historica ecritica das
contribui¢gbes fundamentais para o avango dos proble-
mas, seguida de troca de esclarecimentos e discusséo.

Iniciou-se o estudo do problema das «Leis dos Gran-
des NUumeros» com algumas exposi¢des do Dr. Gustavo
de Castro que se prolongardo. O Prof. Sebastido e Silva
fez uma exposicdo sobre «Axioméaticas». Prevé-se o
tratamento duma axiomética do Céalculo das Probabi-
lidades e uma introducdo ao estudo dos Processos Es-
tocasticos, visando as aplicagfes actuariais.

MANIAC

Um grupo de matematicos e engenheiros electro-
técnicos dirigidos por JOHN VON NEUMANN idealizou e
construiu um cérebro electrénico, o MANIAC  (Ana-
lisador matematico, integrador numérico e calcula-
dor), capaz de realizar em meia hora calculos compli-
cados que o seu antecessor ENIAC (Integrador e cal-
culador numérico, electrénico), leva um dia a efectuar.
Tem ainda a vantagem de um tamanho pequeno e
peso reduzido. Foi construido pelo laboratério de
Los Alamos, Universidade de Berkeley (Califérnia,
U. S . A).

INSTITUTO DE MATEMATICA DE S. PAULO

O professor CANDIDO LIMA DA SILVA DIAS, do Insti-
tuto da Engenharia de S. Paulo, projectou a criacao
de um Instituto de Matematicas, a formagdo de uma
biblioteca especializada, publicacdo de livros erevis-
tas, contrato de especialistas estrangeiros, introducgédo
de um regime de bolsas para estudantes e de investi-
gadores «full-time». A ideia central é a de um
instituto destinado exclusivamente a investigagao
matematica pura, de grande interesse para os inve-
tigadores de fisica, estatistica, aerodindmica e outros
ramos de matematica aplicada. E salienta que ja
existem institutos similares, nomeadamente.- Institut
for Advanced Study, Princeton (U. S. A.); Colégio de
Franca, Paris; Instituto de Alta Matematica, Roma;
Istituto de Matematicas, Rosario (Argentina).
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INTERNACIONAL DE CALCULO
MECANICO

CENTRO

No rlia 6 fie Dezembro fundaram as Nagdes Unidas,
por iniciativa da Unesco, um Centro Internacional de
Calculo, cuja sede é em Roma.

Este Centro tem trés func¢des principais: investiga-
cdo, educagdo e servigo de consulta e calculo.

Para isso criard e manterd um ou mais laborat6-
rios de diferentes tipos de maquinas de calcular;
dirigird investigacdes relacionadas com a utilizagédo
e aperfeicoamento dos meios de célculo; fomentara a
colaboragdo entre os institutos de calculo de todo o
mundo, coordenando o0s seus trabalhos e estimulando

MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME DO 3°

E DE EXAMES

Ensino Liceal —Ano de 1952 —Exame do 3." ciclo—
Prova escrita deMateméatica—2.* época.

ATENGAO —Sa nao souber resolver qvalquer alinea duma
questdo, nao deixe de tentar as seguintes. A resposta a

cada uma delas n&do depende das anteriores.
As respostas s6 sédo validas com as respectivas justificagdes.

3611 — Dados os pontos A (4,- 1) e D (2,- 5)
determine: a) A equacdo da recta que passa poi A
e é perpendicular a AB.

b) A equagcdo da circunferéncia cujo diametro é o
segmento AB definido pelos dois pontos dados.

li: A equacdo da recta AB e dada pela equagdo
(y+1):(-1+5)=(x—4):(4—2) ouseja y= 2x-9;
a recta que lhe é perpendicular e passa pelo ponto A
serd y+1=—1/2 (x—4) .

b) O cent-o da circunferéncia  tem de coordenadas
X=(4+2):2=3 e y=(-1-5):2=-3. O raio da
circunferéncia édado por r=V,y(4 —2Z) + (—I1-foj'—
= 12t/4+16-=1/5. A equagdo pedida € por isso
(y+3)2 + (x-3j2=5.

3612 —Determine B de modo que o polindmio
P {x)-=2x*+ 6x"-2 kx+3k admita araiz x= -2.

R: Para isso deverd ser 2x16—6x8+4k+3k=0
ou 7k-16 =0ek = 16/7 .

3613 —Considere a equacdo (2c— 1)x-—2 (n+
+ 1) j;-t-1 =0 em que c é um parametro real. a) Jus-
tifique que, para qualquer valor de c, as raizes da

DE APTIDAO A5 ESCOLAS
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as suas actividades; elaborard um programa de estu-
do, no plano internacional, de problemas de ciéncia
pura vinculados com o célculo; assegurard a publica-
cdo e distribuicdo dos resultados das suas investiga-
cbes e a de outros trabalhos de caracter analogo;
procurara formar especialistas; procurara assegurar
o funcionamento de um servi¢co de consultas e insti-
tuird e mantera um servico de calculo.

NOTA—UGltimas trés noticias foram transcritas
da «Regista dela Sociedad Cubana de Ciéncias Fisicas
y Malcmatieas», Vol. 3, N.° 1, Janeiro de 1953— BA-
BAS A. (R.L.G)

ELEMENTARES

CICLO DO ENSINO LICEAL

SUPERIORES

equacdo sdo reais e diferentes. 6) Determine c de
modo que o nimero —1 fique compreendido no in-
tervalo das raizes da mesma equacao.

R:a) Como A= (c4-1)2-(2c—1) ==c*+2 é sempre
positivo as raizes da equagdo sdo reais e diferentes
para. qualquer valor de c. Nole-se no entanto que para
o valor c='j2 a equacdo ndo é do2 °grau, mas sucede
que quando c tende para >/j, uma das raizes tende
para 00 e a outra para

b) Quando o coeficiente de x’ é positivo, isto €', quando
c>'/, otrinébmio lormara para x=—1 o sinal con-
trario ao do coeficiente de x’, iso &, deverd ser negativo,
quer dizer (2c— 1)+ 2(c+1)+1<0 ou seja 4c +

+-2<0 ou,c< —, incompativel com O * /\. Quan-

do for c<'/j deverd ser c>
-Vi<C<Vi-

isto é, deve ser

3614 — Dois nimeros, cada um dos quais menores
que 100, tem respectivamente oito e doze divisores.
Determine esses nimeros sabendo quo o seu m. d. c.
é 20.

R: Como m. d. c. e 20 = 2.’5, dois e cinco s&o 0s
factores primos comuns aos dois ndmeros. Assim a =
=2"5."p e b=2"5'"q onde rem sao iguais ou
maiores que dois. Tendo a oito divisores, e por ser
8=22.2=4.2, vé se facilmente que l°) a so tem dois
factores primos portanto 2 e 5; 2°) que o expoente de
5 n&o pode ser 3 por ser a< 100, loge a=2."5=40.
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Como o numero de divisores de b i 12=3.4=2.6 =
= 2.2.3 vé-se também que b deve ter trés factores pri-
mos que o expoente de 2 é 2 e que o expoente dos outros
é 1. Nestas condicbes o terceiro factor s6 pode ser 3,
visto ser ainda b< !00. Logo é b=2."3.5=60 .

3615 — a) Calcule os arcos positivos e inferiores

a 2ic ralianos, solu¢des da equacdo sen2x = —y3/2.

6) Determine f'(x) sabendo que f (x) s=(senx +
+ cos X) :senXx. Simplifique o resulto.

c) Do ponto P conduziram-se tangentes, PA e PD
a circunferéncia de centro C. Sabendo que o angulo
APB mede 75° 45' e que o segmento PA, compreen-
dido entre P e oponto de tangencia A, mede 437,80
metros, détermine o raio da circunferéncia. Resolva
por logaritmos e inlique o resultado, aproximando a
menos de 1 centimetro.

R: a) Osarcos inferiores
sdo os arcos 4n/3 e 5n/3, quer dizer
X=2n/3 e 2X=5TC/3 ou x=5it/6.

b) f (x) = [(cos x —sen x)sen x — cos X (sen X +
- cos x)] :sen* x = [—sen- x —cos® x]:sen” X = —
—1/sen® x= —cosec’ X .

c) o éangulo AVO mede (75°45"):2=37» 52'30".
No tridngulo rectdngulo em A, [AOP] , AO, quee'um
cateto, € o raio da circunferéncia.  Assim sera AO =
= APtg(APB:2) istoé, ACT=437,80xtg37°52'30"
e log AO~= log 437, 80+ log tg 37» 52' 30" = 2,64128 +
+ 1,89086 =2,53214 daqui se conclue ser AO =
=340, 54 m.

a 2ic cujo seno é —\/'S/2
2x =4it/3 ou

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas, e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militarese curso de engenheiros
geografos — Ano de 1952 —Ponto n.° 2.

3616— Provar que a soma de trés nimeros impares
(positivos) consecutivos nunca é um nUmero primo.
R: Sejam 2n—1, 2n-|-I e 2n-f-3 os trés ndmeros
impares consecutivos ; a sua soma é 6n-t-3=3 que ndo
é. por isso, um nimero primo.

3617 — Determinar o nimero inteiro compreendido
entre 900 e 1000 que dividido por 7 dé resto 4 e divi-
dido por 13 dé resto 11. R: Seja 900< N < 1000.
Pelas condicbes do enunciado é N= 7n+4= 13r-t-11
ou seja 7n—13r =7, equagdo cujas solugdes gerais, em
ndmeros inteiros, sdo dadas por n=1+13m e r=7m
onde m éum inteiro qualquer. Daqui resulta N=91m +
+ 11 edas duas primeiras desigualdades obtem-se m>9

79
e m< 10 —,

istoé, m=10 e N= 921.
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3618 — Se dois nimeros inteiros tiverem o maximo
divisor comum d e o menor multiplo comum m e se
um deles for a, quanto vale o outro? Enuncie e de-
monstre o teorema que justifica a resposta. R: Vole
(md):a, porque o produto de dois numeros é igual ao
produto do seu m. d. c. pelo seu m. m. c.

361Q — Determinar o valor de n para o qual o
nimero de arranjos de n+ 1 objectos 4 a 4 é igual
a 30 vezes o numero de combinacdes de n objectos
2a2. R: (n+1)n(n-1) (n-2)=36n(n-1) :2, equa-
cdo equivalente a n°’—n—20=0 da qual séserve a
solugdo positiva n=5.

3620 — Determinar o pardmetro m da equacgdo
16 x*—4 rnx'+in-1 —O0 de modo que as raizes estejam
em progressdo aiitmética. R: As raizes da equagdo
sdo +1/2 e +1/2ym—1. Dado queha dois jiares de
nimeros  simétricos, que devem ser reais, a escolha do
primeiro termo da progressdo determina a dos restantes,
tendo em conta que existem, desde logo, iguais as diferen-
cas (1/2)- (1/Sj/m~Q) e (—1/avm~i) - (—1/2).
Assim se o primeiro termo for —1/2 o segundo ser&

—1/21/m —1 , oterceiro +1/2 1/m— leoquarto, + — .

r=—121/m—1 4-1/2 ou
1/2(1—tfin—1)—

A razdo, neste caso, sera
r=+ 1 2/m~AT+I/2v/irT-"ic/ol)iiee

=1/m—1, e daqui resulta m=10/9. Obteriamos o
1
mesmo valor de m se oprimeiro termo fosse 4-—eo
segundo  +1/2\/m —1- Se o primeiro termo for
1
—1/2l/m—1 e osegundo —1/2, serd r= —(1—
—Ilm~~1) ou r=1/2—( —J =1 e daqui 1—
—I/m—1=—2 e portanto m=10. Se consideras~
semos +1/21/m—21 como primeiro termo obteriamos o

mesmo valor para m.

3621 —Se a equacdo ax’4 6x fc=0, decoeficien-
tes reais, tem a raiz a+0», onde a e ? sdo reais
P=£0 e i=I/—1, qual é a outra raiz? Enuncie e
demonstre o teorema que justifica a resposta.
R: A outra raiz é a—pi. Porque se a outra raiz for
u+vi como a soma das raizes (a+ pi) + (u+ vi) =
= (@+u) + (P+Vv)i é um nimero real —b/a, terd que
ser p+v=0 ou seja v=—P. Por outro lado como o
produto (*4 3i)(u -pi)- (au+P’)+ (u—x)gi é tam-
bém um nGmero real c/a, deverd ser u—x=0, pois
070, eentdo é u=ot.

Enunciados dos n."" 3611 a 3621 do J. Silva Paulo.
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SUPERIORES

FINAIS

MATEMATICAS GERAIS E COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
4 de Outubro de 1952.

3622 — Dada a funcdo y=(x—I)e"
e y=0 para x —1,

para x=£I1
estude a sua continuidade era

x =1 . Determine 0s seus extremos e a equa¢do da

tangente a curva no infinito. R: Pvndo x= 1—h

vem y (1—h) ——h «e" H' donde y(l—0)=0; pondo
e

i
x=1+h vemy (1+1li)= heif = donde y (1+0)=

—o00. A fungdo € descontinua no ponto x= |, mas
continua & esquerda ; a descontinuidade & de primeira
espécie e a oscilagdo é visivelmente igual a 1.

, — X-2

A derivada y'=e*' e € negativa com X noin-
X -1

tervalo aberto (1.2) e positiva fora do intervalo fechado

(1,2). Portanto funcdo crescente em (—oo0.l), decres-

cente em (1,2) e crescente em (2,00) . H& um minimo
em x=2 de valor e.

A equagdo da tangente no ponto M(X,y) pode
escrever-se:
Y=[e,\"|'i]x’ [Y-XXATEA]

e, fazendo com que M descreva qualquer dosramos infi-
nitos que a curva possui no 1° e 3." quadrantes  obtemos
como posicdo limite daquela recta Y = X.

3623 — Desenvolva em série de poténcias de —

X

a seguinte func¢do racional /(x)= e deter-
X__

mine o respectivo intervalo de convergéncia. R: Pondo

! = z*(l+ z*+2z'-) +z'-]-"-)"
1-z
0o 1 L.
7. z2'""" e entdo leremos = 7. valido
X— 1 X"«
para | zl— <1oulxI>1.

1*1

3624 — Defina determinante caracteristico e, dado
0 sistema
X —y4-s =3
2x —Sy—3z =0
3Xx —y —4s= 4
ax 4 by —9z-= — 2
.ax + 3by -r 5z=8

calcule a e 6 de forma que este sistema seja com-
pativel.
Determine a solucdo do sistema. R: Tomemos a

matriz dos coeficientes
-1 1
-3 -3
-1 —4
b —9
3b 5
Chama-se  determinante  principal a um qualquer
determinante de ordem méxima, n&o nulo, tirado desta
matriz
1-1 1
a,= 2 -3 -3 = 17
3-1 - 4

S&o determinantes  caracteristicos
de a, orlando com os coeficientes
principal,

aqueles que se obtém
duma equagdo nao
dispostos em linha, e ostermos independentes)

dispostos em coluna.
1 -1 1 3
ac, 2 83 -3 0 544170 —110
s -1 -4 4
a b -9 -2
1 —1 1 3
2 -3 -30_ 5,445 b-51
3 -1 —4 4
a 3b 5 8

Para que as equagdes sejam compativeis deverdo ser

nulos os caracteristicos
f3a +b- 4=0 = —2
| a+b-1=0 - a =3
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A solucdo determina-se com. a regra de CRAMER

3 - 1 1
0-3 - 3
4 — 1 - 4
=3
17
1 1 — 13
- 3 2— 3 0
-4 3— 14
= 1 -
1? 17

Euunoiados e solucdo dos D.°" 3622 a 3624 de J. R. Albuquerque

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — 1" exame de fre-
guéncia ordinario - 13 de Margo de 1953.
|
3625 — Calcular:
i
lim (cos x) =
3626 —Estudar e representar graficamente a fun-
céo :
y = cos (3earc sen Xx)
3627 — A fungdo

a + bz
dz
toma os valores
4i
respectivamente, para z=0, z=1 e 2= 00.

Mostrar que o afixo de w=u+iv descreve a
circunferéncia de raio 1, com centro na origem dos
eixos (u +v*=l), quando o afixo de z=x +iy des-
creve a mesma circunferéncia (x’-t jI'=1).

I

3628 — Estude a representagdo geométrica da po-

tenciacdo e da radiciagdo de nimeros complexos.

Averigue em que condicdes o afixo da poténcia
de expoente n dum nimero complexo podera coincidir

com o afixo de uma das determinagBes da raiz de
indice n do mesmo complexo.
3629 —Estabeleca o0s conceitos de limites e de

derivadas laterais. Considere as duas funcdes

11

y = e y=1xl

X
no intervalo (—a, a). Ser-lhes-d0, nesse intervalo,
aplicaveis, respectivamente, os teoremas de CAUCHI e
de ROLLE? Justifique.

3630 —Defina fungdo composta, de uma sé variavel

final, e deduza a regra de derivacdo correspondente.

Considere a fungdo s=f(u,v), com
fu—g .y
\v—h(x,y)

e, por analogia, deduza as regras de derivacdo de z
em ordema X ea Y.

2<3

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS —i." exame de fre-
guéncia extraordinario — 14 de Margo de 1953.

|
3631 — Determinar a ordem do infinitésimo y=I —

—cos x—Xx/2  era relacdo a x.
3632 —Estudar e representar graficamente a
a*
funcdo: y- + (a>6>0).

7+ .
3633 —Dada a funcdo w— determine os
iz +

pontos (x,y) para os quais ela toma, respectivamente,
valores reais e valores imaginérios puros.

Qual é o afixo de z cujo transformado é a origem
dos eixos no plano dos wuv? (w=u +iv; z=X + 1iy).

3634 — Defina representagdo conforme e relacione
este conceito com o de analiticidade de uma funcé&o.

Verifique que a funcdo o= senz é analitica e cal-
cule a sua derivada.

Sendo z=x + iy, determine as curvas transformadas
dos eixos dos xx e dos yy.

3635 —Diga o0 que entende por funcdo monoténica
num intervalo e se é sempre possivel a sua inverséo.

Verifique, pelo teorema de LAGRANGE, que se uma
funcdo tem derivada de sinal constante em todos os
pontos de um intervalo, entdo ela é monotonica nesse
intervalo.

3636 — Estabelegca o conceito de derivada para
uma funcgdo de duas variaveis.

Como aplicacdo, considere uma funcdo Z=/(M),
onde u=x +g(y), e verifique que, se/ e g forem duas
funcdes derivaveis, se tem:

t)z d*z dz a'z
Sx  dxdy dy ax*
3625 a 3636 de J. II.

Enunciados dos o Araudes.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — Exame Ordinario —
13 de Margo de 1953 — Parte teoérica.
3637 — Considere o grupo R dos nimeros inteiros,
no qual a operagcdo de grupo é a soma ordinaria.
Considere o grupo C dos complexos da forma

— 1 -(1+«")", onde n &inteiro, e no qual a ope-

ragdo do grupo é o produto. Dado n, estude a cor-

72\

respondéncia n-*1-— 1e¢(1+i). Diga se se trata

dum homomorfismo. No caso afirmativo, diga qual é

o invariante 31, em R, talque C-”"il/St.
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3638 — Considere os dois vectores que ligam a
origem das coordenadas aos dois pontos (4,-2,-4)
e (6,-3,1). Mostre que os dois vectores séo linear-
mente independentes.

3639 — Suponha que a sucessdo z,,z,,*e,Z,, ***
de nudmeros reais tende para um limite z,. Mostre
que a sucessdo dos seus valores absolutos tende para
o limite l«ol e

3640 — Tome o plano OAB, cujo trago OA, no
plano Oty , é a bissectriz do angulo recto xOy; de-
pois, tome a bissectriz OB do angulo recto AOz.
Quais sdo as coordenadas do ponto do infinito da
recta OB?

3641 —Demonstro a continuidade,
valor de X, da fungdo sen(2x +5).

3642 —Considere ura conjunto (E de numeros
limitado inferiormente. O nimero a, limite inferior
principal de <£, define-se como limite inferior dos
ndmeros m, tais que lid uma inli.iidade de numeros
de € inferiores a n. Demonstre que a.também se
pode definir como o limite superior dos nimeros %,
tais que h& apenas um numero finito de nimeros de €
inferiores a \.

para todo o

L S. T.— MATEMATICAS GERAIS — Exame extraordi-
nario — 19 de Margo de 1953 — Parte tedrica.
3643 —© é um grupo e ®\ e ®'i sdo dois sub-

grupos tais que @' € invariante era em ©i. Seja

$) um sub grupo de ©. Prove:
a) S'i'®'inS éinvariante em Ji=0i DO ;
b) Th/i)i é isomorfoa um sub-grupo de @/©'z-
3644 — Tome a sucessdo de imaginéarios Z|,zj,---,

»,,**s. Diz-se que ela tende para um limite z, se,

dado e>0, existir A’ tal que

\'n ~‘ol<*> quando n>N.

Suponha U|, a,, ***, a,,** numeros reais tendendo
para a,; depois suponha b\, b,, e, b, ,**+ nlimeros
reais tendendo para A,. Demonstre que a sucessdo
ai +ibi, aj+1'if,---, a,+ib, ¢e¢ tende para o limite
o, + ié,-

3645 —Tome no plano y=\
biasectriz do angulo PAQ,

a recta R que é
inclinada de 46° sobre o

GAZETA DE MATEMATICA

plano xy. Diga quais sdo as coordenadas do seu
ponto no infinito.
y' x*
3646 — Verifique que a funcdo /(x.y)
X+ y

é¢ uma funcdo continuade x, quando o ponto (X,Y)
se aproxima do ponto (0,0), percorrendo uma recta
que passa pela origem. A continuidade subsiste, ainda
que o ponto (X,y) se mova sobre o eixo Ox, conti-
nuando a aproxitnar-se da origem das coordenadas

3647 —Considere um conjunto C de nameros, limi-
tado, superiormente. O nUmero a limite superior
preciso de CAUCHY (limite principal de C) define-se
como o limite superior dos numeros r,, tais que ha
uma infinidade de nimeros de C superiores a n. De-
monstre que a também pode ser definido como o limite
inferior (infimo) dos numeros C, tais que h& apenas
um nGmero finito de ni.neros de C superiores a E.

F. C. L.— COMPLEMENTOS DE ALGEBRA — 26 de Feve-
reiro de 1953.

3648- Suponha 1©=© i ©,i ***2®,3 ©,,,-(1) |
uma série normal de ©. Se jr) 6" " sub-grupo de ©,
mostre que >#=£n@, 2 ft n©"2+++2 §nO_ n =
e=(1)] é uma série normal de Q. Em seguida, prove
que os factores da segunda série normal sdo isomorfos
a sub-grupos dos factores da 1.* série.

3649 —Suponha @ um anel com elemento um.
Considere © como um grupo abeliano com os se-
guintes operadores: os elementos de ©, aplicados
a direita de 0. Veja como pode definir os eudomor-
firmos —Q, de Q.

3650 — S é um anel com elemento um, gerado
pelos seus ideais direitos simples. Prove que 6 é uma
soma directa dutn numero finito de ideais direitos
simples.

Enunciados dos n.” 3637 a 3650 de A. Almeida Cosia

N. R.—Por falta de espagco s6 no préximo numero
serdo publicadas as solugdes dos n<" 3625 a 3630, bem
como os enunciados e solugdes de pontos de outras dis-
ciplinas. Deste facto pedimos disculpa aos nossos Lei-
tores e Colaboradores.

A Redacgéo

PROBLEMAS

Problemas propostos ao concurso
SECCAO ELEMENTAR
3651 - Se |no n. [A BC],
oi=6(b+ c).
3652 — Resolver o sistema:
f Ax*y*- + 16x*y + 16Xx?2 =4 - 4xt/3+ x* <+ 3 x'y*
1 2x-y + 4X + 2y — Xy- = Xy

dc™M=2. C, entio

SECCAO MEDIA

3653 — Seja B o ponto, distinto da origem, em que
arecta y =xtci a encontra a curva x-+y' — 6x—38j/=0i
e seja A o ponto, também distinto da origem, onde o
eixo dos xx encontra a mesma curva. Mostre que
AB — 10 sen a.



GAZETA DE MATEMATICA

3654 —Seja /(x) um polinémio racionalmente
irreiluctivel e a. uma raiz complexa da equacéo
/(x)=0. Seja g (x) um polinémio de coeficientes
racionais tal que g (%) =f=Q. Mostrar que existe um
polinémio h (x), de coeficientes racionais e grau
menor do que ode/ (x) tal que g(a)eh(a)=1.

SECGAO SUPERIOR

3655 -Seja F=R(\V2) 0 corpo que se obtém
por adjuncdo de {/ 2 ao corpo if dos nimeros racio-
nais, isto é, o corpo cujos elementos sdo todas as
funcdes racionais de y/2 com coeficientes em JT.
Mostre que todos os inteiros do corpo F séo da forma
0+64/2 onle a e 6 sdointeiros de R. (Note que
se chama inteiro do corpo quadratico F toda a raiz
duma equacdo quadratica x'+ 0iX +a*—0O onde Oj
e Ojsédo inteiros do corpo R).

3656 — Provar que a transformacéo
/1 \Y
Y =elogl— sen x)

\'y |
¢ uma transformagdo de contacto.

X =y cotg x

Resolucdo dos problemas do concurso propostos
no n.° 52

3553 — Apresentou a solucdo completa o Sr. José
Macliado Gil a qual se publica:

Segundo o enunciado, terd de ser, na base 8»

06 0 — —

— «e— o0u abec—a *bow.
be :

=68+ cc)a0n) e ace8+ 6c=+a6°+84 ac (I) ou
00= 604-8,7 (11). Substituido em (1) ac pelo seu va-
lor, vem ac = ab+g. Consequentemente ab +g=bhc +
+ 8.7 ou 6(a—C) =79, indicacdo de que 7 divide um
dos factores do primeiro membro.

Donde (a-8 +6)c =

Para 6=7 vem a—c=g e (ll)d& ac=8a —c ou
8-c
No méaximo é c=7 e consequentemente a= 7, para
;=-6 vem a=3; para c=4 vem o=1.Temos a&siin
~ 37 17 ..
as solugbes do problema: e e ﬂ' Unicas, porque

ndo pode ser 6=7,nem a—c—7, quando a base é 8 e
c”rrO. Exclui as solugbes com a=6=c como parece
que pretende o enunciado.

Apresentou Vinha

Novais.

solucdo incompleta o Sr. J.

3554 — Apresentaram solucfes certas os Srs. J.
Vinha Novais e J. Machado Gil; publica-se a solucéo
deste Gltimo.

Tragco por B e por M respectivamente BO e
Mi' paralelos a Al).

ile BO

Sejam O o ponto de inteisec¢éo

com a paralela a CD, que passa por M ; e

A" o ponto de intersec¢cdo de MA' com Ali ;e O' o
ponto de interseccdo de MU com AL).

Represento UO = h e Aw=d. E d=2h e V, a
soma dos volumes gerados por [O'MBA] e por [0'DM]
Vi= h[. a"+TC(a + 2/i)"+ \fn*a- {a+ 2Aj’] +

1
h— (o -h) ir(a+ 2A)
o

Por outro lado Fj é a diferenca entre o volume gerado
por [ADMA\ e 0 gerado por [BM/i]

— (0 + 2h) frro* + -n/i*+ 1/V a*AZ]——3 kW- 2 A
fi

Donde
(a+2A)(a*+ Ai+o0/i)-2A3 13
P, Ala'+(a +2A) +a(a+2A)] + (a-A)(a+ 2~A7°22
a’ + 3/3 + 3aA 13
a’ t-6A°+ tiali- 22

e
4h' + 4ah —3a* = 0
-3a a

com as rafzes 0o —
2 2

E solucdo do problema A= —,
2

M & extremo da mediana do traptizio.

ou, o que é o

mesmo,

3555 — Apresentaram
Gil e J. Vinha Novais;

solugbes os Sr. J. Machado
publica-se a solugdo deste

Gltimo.
E condigcdo necessaria e suficiente para que
1. f B ) 1o
hm - + - + ..+ - =1, . _ o+ 4+
x-»x \ X X X/ | V' x x

H A —11! seja um infinitamente pequeno”

Ora,
1 1 1\ I 1/(x)
_+_+..-+_).|:!_ -
X X X) | ¢
M(x) |Al(x)
e como IM(x)|< 1, serd
\M(x,\
Ix] 1*1
|717(x)| 1
<S (S arbitrario) para x > —
1*1
\M(X)\
0 que demonstra ser — um infinitamente
1*1

pequeno.
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3556 — Enviaram solucdes correctas os Srs. J.Vi-
nha Novais e J. Machado Gil;publicamos a solucéao
deste ultimo.

*

1
Nos pontos onde ¢é —:"r(Z?i—fl)? ; Jfe+ oo, com
X

n inteiro, positivo ou negativo, a funcgéo

thl 1 1
= — = tg— etg —
X g ng

é continua, por ser o produto de duas funcdes conti-

2
Para x = )
@n +1)x

nuas nesses pontos. vem y =

= tg® i-*-+ mir*= + 00 e tg°’ + rait + 0"=»+00

e tg° (— + n«—0j = +00. Estes pontos sdo de

continuidade imprépria. Para a=0, ¢ + 00 €

y(+Q) = +00,y(+0)=0e y (-0;=+QQ,y (-0)=0.

Este ponto é de descontinuidade infinita de 2.* es-

pécie.
O Sr. Vinha Novais ainda nota que a «origem ¢
2
ponto de acumulacdo do conjunto x = ».

BOLETIM
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3557 — Na&ao foram recebidas solucdes deste pro-
blema

A aceleragdo do ponto serd devida apenas a varia-
¢do da direc¢do da componente varidvel da veloci-
dade; normal, portanto, a essa direc¢do. O movimento

dt
é pois central, de centro 0: Ja|=u—,
dt

> (p.6)1

c

ou, exprimindo na constante das areas, |o|=v — —

= — . A formula de BINET permite determinar ime-

diatamente a equacdo da trajectéria :

(cbnica)
p v (cos 0 + 1)

3558 — Nao foram recebidas solugdes deste pro-
blema.
7
Basta observar que, sendo —
f (o

o residuo de

no ponto r, ¢ f-=-«-0, em que f repre-
/(»)

renta um contorno a JORDAN envolvendo globalmente
todos os pontos r,.
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Q9-HAO WANG, et M NAUGHTON, ROBERT
— Les sistemes axiomaliquas de la théorie des en-
sembles — Gauthier- Villars —Paris — 1953.

E este o IV volume da Collection de Logique Ma-
thématique — Série A, dirigida por M"'" DESTOUCHES
— FEVRIER. Os autores s&o, o primeiro, professor da
Universidade de Harvard e o segundo da Universi-
dade de Ohio, e ambos tern dado a sua contribuicao
para o estudo das questdes que o livro aborda. O Ili-
vro dé&, principalmente, uma panoradmica do estado
actual da Teoria dos Conjuntos expondo os diversos
sisteiras de axiomas propostos para a sua construcgdo.
E particularmente Gtil aos que se querem iniciar no
estudo axiomatico da teoria dos conjuntos e nos méto-
dos de investigagcdo usados neste capitulo da matema-
tica. A rica e abundante bibliografia que termina o li-
vro permite ao estudioso procurar as demonstracdes e

o desenvolvimento de qualquer parte dos assuntos
abordados sinteticamente neste livro, dado o seu redu-
zido nimero de paginas (cerca de 50). Nos dois Gltimos
capitulos, em especial, os autores chegara ao limite
do conhecimento actual sobre a matéria (consisténcia
e forca dos diversos sistemas). Para se ter um ideia
dos assuntos tratados damos os titulos dos diversos
capitulos da obra.

| — CANTOR e a teoria dos conjuntos, de um ponto de
vista ingénuo.

Il —Teoria dos tipos.

Il — A teoria dos conjuntos de ZERMELO.

IV — A teoria dos Conjuntos de VON NEUMANN-BER-
NAYS.

V— Os Sistemas da Teoria dos Conjuntos de QUINE.

VI — Algumas Teorias dos Gonjuntos mais fracas.

VN —A forga dos Sistemas.

Bibliografia. j-0 e
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CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA

POR BENTO DE JESUS CARACA

Nova edicdo englobando num volume as duas primeiras partes ja publi-
cadas e a terceira pune inédita, quo so compde dos seguintes capitulo» :

| — O método  dos limites.
Il — O novo instrumento numérico — as série».
Il — 0 problema da continuidade.

Nova tiragem em 1952

| HEGO :

60

EsC.

integral de Lebesgue-SMelfjes num espaco localmente compacto—i

por RUY Li is (TOSJES

Cap. I — Prolongamento >por continuidade.

Cap. I — Prolongamento de uma funcional linear e ndo-negativa.
Cap. Ill—Prolongamento de uma funcional linear ¢ continua.
<\>ji. IV—Mensurabilidade. Teorema de Riesz.

Xotas complementares.
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Nimero avulso:

publicados em 1952

17 escudos e 50 centavos

Assinatura relativa a 1953 (3 numeros) 40 escudos

PONTOS DE EXAME

Uma das secgOes permanentes da Gaze/a de Mate-
matica é constituida pelos pontos de Matematica do
exame do 3." ciclo do ensino liceal e de exames de
aptiddo as Universidades e pontos de exames de fre-
iluéncia e finais das cadeiras de mateméatica das
escolas superiores.

2" EDIGAO DO VOL.Il (N<" 5 o0 8)

Continua aberta a inscricdo para a nova edi¢do do
ano | I da Gazeta de Matematica (n.°*5 a 8) ao precgo
de escudos 30. Esta nova edicdo oferece aos leitores
da Gazeta de Matematica a possibilidade de comple-
tarem as suas colecgcdes no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscrigdes atinjam o ntimero de 300, proeeder-
-se-4, a composigdo, impressdo e distribuicdo da nova
edicdo do ano 1 1. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 1 Iserd vendida ao preco de escu-
dos 40.

CONDIGCOES DE ASSINATURA

A administragcdo da Gazeta de Matematica aceita,
durante 1953 quando pedidas directamente, assinatu-

ANGARIE
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ras de trés nimeros, ao preco de escudos 40, para o que
basta indicar o nome, a morada e o local da cobranca.
As assinaturas sao renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas as
assinaturas téminicio com oprimeiro nimero publicado
em cada ano.
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Todo o assinante que indique a administracdo da
tiazeta &e Matematica  dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.
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Kstdo completamente esgotados os nimeros :>a 11,
13 e 14 da Gazeta de Matematica. Os restantes nu-
meros sdo vendidos aos pregcos seguintes:

X.'" 1-4 (2.* edicdo do ano | ,no formato

actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40£00
X.°" 12 e 15 a 49, cada nimero 12750
N.° 50 G0i00
N.°* 51 e 52, cada nUmero 17#50

A administracdo da Gazeta de Matematica exe-
cuta qualquer encomenda a cobranga pelo correio.
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