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Guido C a s f e í n u o v o 
por J o s é S e b a s t i ã o e Silva 

No d i a 2 7 de A b r i l de 1 9 5 2 perdeu a I t á l i a uma 
das suas mais venerandas f i gu ra s de cient is ta e per­
deu a M a t e m á t i c a um dos seus mais valiosos cultores 
— G U I D O CASTELNUOVO, o eminente g e ó m e t r a que, em 

cerca de 8 7 anos, deu ao mundo um raro exemplo de 
v i d a nobremente v i v i d a . 

G U I D O CASTELNUOVO nasceu em Veneza em 1 4 de 

Agosto de 1 8 6 5 . De seu pa i , ENRICO CASTELNUOVO, es­

c r i t o r e romancista de talento, herdou o temperamento 
a r t í s t i c o . 

Desde mui to cedo manifestou i n c l i n a ç ã o para as 
m a t e m á t i c a s , e um h á b i l professor, FAIFOFER, no L i c e u 
FOSCARINI de Veneza, soube descobrir e av iva r essa 
t e n d ê n c i a do j o v e m G U I D O . 

A O S 2 1 anos formou-se na Universidade de P á d u a 
sob a o r i e n t a ç ã o de GIUSEPPE VERONESE, um dos mais 

bri lhantes d i s c í p u l o s de CREMONA. L o g o em seguida 
f o i para T u r i m como assistente de D ' O V I D I O e t r avou 
a l i conhecimento com CORRADO SEQRE, g e ó m e t r a de 

e l e i ção , que exerceu i n f l u ê n c i a p ro funda e decisiva 
sobre a e v o l u ç ã o c i e n t í f i c a de C A S T E L N U O V O ^ ) . 

E m 1 8 9 1 , apenas com 2 6 anos e j á notabi l izado 
pelos seus trabalhos, é nomeado Professor da Cadeira 
de Geometria A n a l í t i c a e Pro jec t iva da Universidade 
de Roma. Nesse luga r se m a n t e r á in in te r rup tamente 
a t é 1 9 3 5 , ano em que a t inge o l i m i t e de idade. 

Pouco depois da v inda de CASTELNUOVO para Roma, 
deu-se um facto que v i r i a a ter as mais felizes reper­
cussões na c i ê n c i a i t a l i ana . FEDERIQO ENRIQUES, e n t ã o 
rapaz de 2 1 anos, c o n c l u í d a a sua f o r m a t u r a na Escola 
N o r m a l Superior de' Pisa, e j á evidenciado com a l ­
guns trabalhos de i n v e s t i g a ç ã o em geometr ia projec­
t i v a hiperespacial, veio para Roma em Novembro de 
1 8 9 2 como estudante de a p e r f e i ç o a m e n t o , a f i m de i n i ­
c iar as suas pesquisas no campo da Geometr ia A l g é -

( ' ) C . NKGIÍK era apenas dois anos mais velho do que C A S . 
T E L N U O V O e veio a ser, como este, uma das figuras mais repre­
sentativas da escola geométrica Italiana. 

br ica . E r a este ura novo ramo da Geometria, que t i ­
nha por objecto o estudo das propriedades i nva r i an ­
tes a respeito das t r a n s f o r m a ç õ e s b i r racionais . Es­
tava e n t ã o em Roma L U I Q I CREMONA, O grande mestre 
4ue f o i em I t á l i a o pionei ro da Geometria A l g é b r i c a 
com a descoberta das t r a n s f o r m a ç õ e s b i r rac ionais , 
t a m b é m chamadas t r a n s f o r m a ç õ e s cremonianas, e à 
vo l t a de quem se fo rmara um verdadeiro enxame de 
de estudiosos, animados pelo fe rvor de explorar as 
novas sendas de i n v e s t i g a ç ã o . 

CASTELNUOVO e ENRIQUES encontrarara-se nesse pe­

r í o d o . Teve e n t ã o i n í c i o uma s ó l i d a camaradagem que 
hav ia de prolongar-se por toda a v ida e a que veio 
dar maior c o n s i s t ê n c i a o m a t r i m ó n i o de CASTELNUOVO 
com E L B I N A ENRIQUES, i r m ã de FEDERIGO. Naquele ano 

de 1 8 9 2 j á CASTELNUOVO era homem c é l e b r e por a l g u ­
mas suas m e m ó r i a s em que se ocupa das propriedades 
invar iantes a respeito das t r a n s f o r m a ç õ e s b i r rac ionais 
das s u p e r f í c i e s (*) e que f i c a r a m como pilares da nova 
teoria , hoje conhecida por « G e o m e t r i a sobre uma su­
p e r f í c i e » . E m longos, i n t e r m i n á v e i s passeios pelas 
ruas de Roma (no tempo em que eram calmas e si len­
ciosas as ruas das grandes cidades) CASTELNUOVO expôs 
ao companheiro os mais recentes resultados obtidos 
no novo campo e indicou- lhe as q u e s t õ e s que c o n t i ­
nuavam abertas. Decorr idos poucos meses, com f u l ­
gor genia l , ENRIQUES levantava um outro p i l a r da 
mesma teoria , escrevendo uma m e m ó r i a que f o i p u ­
bl icada em 1 8 9 3 . 

E assim CASTELNUOVO, in ic iando o amigo, aclarava 
ele mesmo as suas ideias e c r iava e s t í m u l o s mais 
fortes à p r ó p r i a act iv idade criadora. Dos seus pas­
seios com SEORE em T u r i m se disse que t inha pascido 
e n t ã o uma nova Geometr ia . Dos seus passeios com 

(') Deve, no entanto, especificar-se que os primeiros impor­
tantes trabalhos de C A S T E L N U O V O se referem à reconstrução da 
teoria das séries lineares sobre as curvas (Geometria sobre uma 
curva) com base na geometria numerativa, 
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ENRIQUES se veio a dizer que v á r i o s progressos deci­
sivos da Geometria A l g é b r i c a f o r a m feitos nas ruas 
de Roma. 

E m 1 8 9 4 , ENRIQUES v a i paTa a Univers idade de 
Bologna, donde só 2 8 anos depois é t ransfer ido para 
Roma ; mas de nenhum modo este afastamento veio 
a f rouxar a sua c o o p e r a ç ã o com CASTELNUOVO. 

Sobre a base c o n s t i t u í d a pelas concepções a l g é b r i ­
cas e a n a l í t i c a s vindas da Alemanha (RIEMANN, B R I L L , 
NOETHER, K L E I N , etc.), os dois cunhados g e ó m e t r a s de­
senvolvem, no decorrer de anos calmos e laboriosos, 
a sua obra monumental , que h á de conduzi-los à g l ó r i a . 

«Mai t an ta collaborazione f a m i l i a r e f u oosi f r u t -
t u o s a » — d i s s e FRANCESCO SEVERI na a l o c u ç ã o p rofe r ida 

pela r á d i o no d ia seguinte ao do falecimento de 
CASTELNUOVO. 

Mas a eles se veio j un t a r , com uma d i f e r e n ç a de 
poucos anos, esse outro astro da escola g e o m é t r i c a 
i t a l i a n a —FRANCESCO S E V E R I — no momento em que 

novas ideias e novos m é t o d o s eram int roduzidos em 
Geometria A l g é b r i c a com o a f luxo da c o n t r i b u i ç ã o 
m a t e m á t i c a francesa (POINCARÉ, P I C A R D , P A I N L E V É , etc.). 

Ass im como n ã o é p o s s í v e l dissociar os nomes de 
ENRIQUES e CASTELNUOVO no d o m í n i o da p r o d u ç ã o cien­

t í f i c a , assim . t a m b é m é i n e v i t á v e l nomear SEVERI 
quando se fa la dos pr imeiros (*). Qualquer dos t r ê s é 
colocado entre os fundadores e os mais insignes c u l ­
tores da Geometria A l g é b r i c a . 

Hoje , com a moderna o r i e n t a ç ã o a b s t r a í a d á Á l g e b r a 
e d á Topo log ia , a Geometria A l g é b r i c a envereda por 
uma v i a morosa de c o n s o l i d a ç ã o e de a p e r f e i ç o a m e n t o 
l ó g i c o ; mas é a eles, é ' à i n t u i ç ã o prodigiosa dos g e ó ­
metras i ta l ianos , que se deve grande parte das con­
quistas essenciais. 

CASTELNUOVO e ENRIQUES t i ve ram em Roma por compa­

nheiros dilectos dois outros grandes m a t e m á t i c o s que 
embora em campos diversos, c o n t r i b u í r a m igualmente 
para a g l ó r i a da c i ê n c i a i t a l i a n a : V I T O VOLTERRA e 
T U L L I O L E V I - C I V I T A . ENRIQUES e L E V I - C I V I T A res i ­

diam ambos no n.° 50 de V i a Sardegna. No e s c r i t ó r i o 
de CASTELNUOVO destacavam-se os retratos de VOLTERRA 

e de L E V I - C I V I T A : f i g u r a austera a do p r ime i ro , 
homem int rans igente e combat ivo, de antes quebrar 
que torcer ; sorridente e comunicat ivo o segundo, 
alma para, de transparente bondade ideal is ta . ' 

# 

N ã o é meu p r o p ó s i t o descrever aqu i , nem sequer 
s u m á r i a m e n t e , a obra de CASTELNUOVO: para tan to me 
falecera, a l é m do mais, oportunidade e c o m p e t ê n c i a . 

(-) E m 1907, E N R I Q U E S e S E V E R I alcançam o prémio Bordin 
da Academia das Ciências de Paris com uma memória sobre as 
superficies biperelipticas, que é considerada como uma das obras 
primas da literatura matemática italiana deste século. . . 

Sobre a c o n t r i b u i ç ã o i t a l i a n a à geometr ia das super­
f í c i e s pode consultar-se o a r t igo da E n c i c l o p é d i a 
A l e m ã das C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s , r ed ig ido por 
CASTELNUOVO e ENRIQUES em 1 9 1 4 , ou o segundo vo­

lume da « T h é o r i e des fonct ions a l g é b r i q u e s de deux 
variables i n d é p e n d e n t e s » de PICARD, OU ainda qua l ­
quer das obras de ENRIQUES sobre o assunto. Por oca­
s i ã o do j u b i l é u de CASTELNUOVO, f o r a m publicadas as 
suas «Memor ie s ce l t e» . (*) 

Mas n ã o posso deixar de me re fe r i r a outros aspec­
tos f u n d a m e n t a i s da personalidade c i e n t í f i c a de 
CASTELNUOVO. D i g n a do m á x i m o relevo é a sua a c t i v i ­
dade propr iamente p e d a g ó g i c a . S ã o bem conhecidas 
nos nossos meios u n i v e r s i t á r i o s as suas « L e z i o n i d i 
Geometr ia A n a l í t i c a » que serviram de modelo à f u s ã o 
dos ensinos da Geometria A n a l í t i c a e da Geometr ia 
P ro jec t iva , operada em toda a I t á l i a ; e t a m b é m o seu 
t ra tado de C á l c u l o das Probabi l idades , que desde 
logo se tornou c l á s s i co . A CASTELNUOVO se devem pre­
ciosas c o n t r i b u i ç õ e s esclarecedoras ao m é t o d o dos 
momentos de TCHEBÍTCHEFF e ao m é t o d o e s t a t í s t i c o que 
i n f o r m a a M e c â n i c a A t ó m i c a e Nuclear dos nossos dias. 

N o t á v e l a inda o seu l i v r i n h o sobre a T e o r i a da 
Rela t iv idade — « S p a z i o e tempo secondo le vedute 
d i A . E I N S T E I N » — em que se ref lectem as p r e o c u p a ç õ e s 
f i l o s ó f i c a s do ú l t i m o seu p e r í o d o . 

A l é m da cadeira de Geometria A n a l í t i c a e Pro­
j ec t i va de que era professor, CASTELNUOVO regeu ainda, 
em é p o c a s diversas, cursos de Geometria Superior, de 
C á l c u l o das Probabil idades e de M a t e m á t i c a s Comple­
mentares. E m todos estes campos a sua a c t u a ç ã o é 
igualmente luminosa e fecunda. D o ê x i t o das suas 
l ições de C á l c u l o das Probabil idades resulta a funda­
ç ã o de Ins t i tu tos de C i ê n c i a s D e m o g r á f i c a s e A c t u a ­
r i a i s , que adquirem fama no estrangeiro. E é ainda 
g r a ç a s à s suas d i l i g ê n c i a s que v i n g a a ide ia de c r i a r 
uma cadeira de F í s i c a T e ó r i c a para o jovem. ENRICO 
F E R M I . A sua fina i n t u i ç ã o , que o levava a descobrir 
as r e c ô n d i t a s belezas do mundo g e o m é t r i c o , t a m b é m 
lhe serviu para entrever a v o c a ç ã o dum grande 
f í s i co , hoje conhecido em todo o mundo. 

Precisamente, um dos aspectos que mais impres­
sionam em CASTELNUOVO é a sua elasticidade de e s p í ­
r i t o , a agi l idade com que passa das l o c u b r a ç õ e s mais 
abstractas aos assuntos de ordem t é c n i c a e p r á t i c a . 
Bas ta r ia c i t a r a este respeito as suas c o n t r i b u i ç õ e s 
em m a t é r i a de seguros e de à c t u a r i a d o . Mas deve 
ainda evocar-se o pa r t i cu la r interesse que sempre lhe 

(') Podem ler-se ainda a noticia necrológica dada pelo g e ò -
metra R. G A R N I E R nos «Comptes Rendus* da Academia das C i ­
ências de Paris, de 4 de Junho, e o artigo de F . CONFORTO sobre 
F . E N R I Q U E S , nos vRendiconti di Matemática e delle sne appli. 
cazioui», serie V, vol. V I (1947). 
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mereceram as q u e s t õ e s de ensino, mesmo as do ensino 
elementar, porque — e é este um t r a ç o bem curioso da 
sua personalidade — mostrava um tacto especial para 
os pontos delicados das q u e s t õ e s d i d á c t i c a s , q u á s i 
como se delas tivesse uma e x p e r i ê n c i a directa . 

# 
E m 1938 CASTELNUOVO é a t ing ido pelas duras leis 

rac ia is . Duran te esse p e r í o d o doloroso, que se 
pro longa por seis anos e em que ele arrosta o per igo 
com serenidade e s t ó i c a , organisa Cursos U n i v e r s i t á " 
r ios de M a t e m á t i c a para jovens hebreus, aos quais é 
vedada a f r e q u ê n c i a das Universidades I ta l ianas , e 
consegue que os respectivos diplomas sejam validados 
pela Univers idade de F r i b u r g o , na S u i ç a . No p e r í o d o 
da o c u p a ç ã o a l e m ã , que v a i de 8 de Setembro de 1943 
a 4 de Junho de 1944, enquanto a p o p u l a ç ã o romana 
se def inha ,e segue ansiosa a lenta e v o l u ç ã o das tropas 
aliadas na f rente de Cassino e na de A n z i o e Net tuno, 
CASTELNUOVO m a n t é m - s e na « C i d a d e A b e r t a » , hospe­
dado com nome falso em casa de alunos. 

Mas terminada a guerra, melhores dias lhe e s t ã o 
reservados. Desde logo elei to Presidente da renascida 
Academia dos « L i n c e i » (da qua l o ú l t i m o presidente 
t i nha sido VOLTJCRRA), ele dedica o melhor dos seus 
cuidados à p r i n c i p a l academia i t a l i ana , a que d á uma 
est rutura francamente est imuladora da act iv idade de 
i n v e s t i g a ç ã o . É t a m b é m nomeado C o m i s s á r i o Geral 
no Conselho Nacional de I n v e s t i g a ç ã o , Presidente da 
d e l e g a ç ã o i t a l i ana à U N E S C O e da Sociedade E u r o ­
peia de Cu l tu ra . 

Mas t a m b é m é chamado a i n t e r v i r nos destinos da 
N a ç ã o . E m 1948 á escolhido como u m dos cinco sena­
dores em v ida eleitos pelos seus m é r i t o s excepcionais. 

E agora, na ú l t i m a quadra da e x i s t ê n c i a , sem 
mesmo repousar da longa caminhada, volta-se de novo 
para o que f o i o leit-motiv da sua v ida , fonte inexau­
r í v e l de harmonias fe i t ice i ras : a Geometria A l g é b r i c a ; 
e consegue resolver u m problema que h á m u i t o o 
absorvia, r e l a t i vo ao n ú m e r o dos m ó d u l o s duma super­
f í c i e i r r egu la r . 

O seu ú l t i m o acto p ú b l i c o f o i a mensagem d i r i ­

g ida à Assembleia Geral Cons t i tu in te da U n i ã o Ma te ­
m á t i c a In te rnac iona l que se rea l izou em Roma em 
M a r ç o deste ano. A mensagem f o i l i d a no i n í c i o dos 
trabalhas pelo Prof . E . B O M P I A N I Í ( * ) . CASTELNUOUO 

estava re t ido em casa, enfermo de grave hepati te . 
* 

Homem acolhedor, modesto, de olhar t r anqu i lo e 
arguto , levemente i r ó n i c o , recebia todos, grandes e 
pequenos, com a mesma afabi l idade , o mesmo desejo 
de ser ú t i l , a mesma decidida vontade de socorrer e 
de encorajar. 

Sobretudo a serenidade — a calma c o n t e m p l a ç ã o 
dos homens e dos factos, como se os visse dum outro 
mundo em que tudo é claro e objec t ivo — era a nota 
que mais se f a z i a sentir a quem dele se abeirava 
pela p r i m e i r a vez. E assim, t a m b é m , a m a g n a n i m i ­
dade, a largueza de vistas com que encarava a t é o 
maior i n i m i g o ; disto se apercebeu, e f i c o u impressio­
nado, o embaixador a l e m ã o em Roma V O N BBENTANO 
que estrei tou com ele r e l a ç õ e s de sincera amizade. 

O homem de c i ê n c i a na sua e x p r e s s ã o mais elevada 
— pondo» as alegrias do e s p í r i t o acima dos interesses 
mater ia is , devotado a um ideal sem deixar de ser 
humano, p rofundo no seu campo especulativo e con­
tudo senhor duma apurada cu l tu ra e de f i n a sensibi­
l idade a r t í s t i c a — encontrou em Grano CASTELNUOVO 
uma e s p l ê n d i d a r e a l i z a ç ã o . E com homens desta en­
vergadura que se m a n t é m , perene e cr iadora, a t r a d i ­
ç ã o c i e n t í f i c a na p á t r i a de G A L I L E U . 

Nota — Para a e l a b o r a ç ã o deste a r t igo f u i l a rga­
mente coadjuvado pela Prof.* E M M A CASTELNUOVO, a 
quem deixo aqu i expressa a minha v i v a g r a t i d ã o . ' A 
ú l t i m a o p o r t u n i d a d e que t i ve de ver reunidos 
CASTELNUOVO e ENBIQUES f o i em 1946, quando, no L i c e u 

Tasso de Roma, assistiam a uma c o n f e r ê n c i a da Prof.* 
E M M A CASTELNUOVO, f i l h a dum e sobrinha do outro . 
Dessa c o n f e r ê n c i a d é m o s uma t r a d u ç ã o no n.° 33 da 
Gazeta de M a t e m á t i c a . ENRIQUES faleceu pouco tempo 
depois, em 14 de Junho de 1946. 

(') Transcrita adianto em «Movimento Cientifico». 

P r o b l è m e s efe dépouillements — IV 
Triangles imités du triangle arithmétique de Pascal 

per Pierre Dufresne 

Pour l ' é t u d e des p r o b l è m e s de d é p o u i l l e m e n t s t r a i ­
t é s dans le premier chapi t re nous avons u t i l i s é des 
lemmes q u i ont servi de bases à nos d é m o n s t r a t i o n s . 

Ce sont ces m ê m e s lemmes q u i nous permet tent 
d ' é t a b l i r des t r iangles (ou des tableaux) i m i t é s d u 
t r i a n g l e a r i t h m é t i q u e de PABOAL. 

I l est possible de fondre les é n o n c é s de tous les 
lemmes dans un é n o n c é t r è s g é n é r a l . 

Rappelions d 'abord comment ont é t é posé s nos 
p r o b l è m e s de d é p o u i l l e m e n t s . 

Continuação dos n . 0 ! 44-45, 46 e 47. 
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Ón a s u p p o s é d o n n é le nombre t o t a l des bul le t ins 9 
• q u i ont é t é d é p o s é s lors d'une é l ec t ion et la r é p a r ­

t i t i o n de ces 8 bul le t ins entre les d i f f é r e n t s candi ­
dats A,B---N. On a s u p p o s é que le d é p o u i l l e ­
ment serait e f f e c t u é bu l l e t in par bu l l e t i n ce q u i 
permet d 'obtenir (0—1) r é s u l t a t s par t ie ls et le r é s u l t a t 
complet. 

E t puis on a posé une condi t ion , ou un ensemble 
de condit ions, tou jours les m ê m e s pour un m ê m e 
p r o b l è m e auxquelles devaient sat isfaire non seule­
ment le r é s u l t a t complet mais encore chacun des (6 — 1) 
r é s u l t a t s par t ie ls . 

Nous avons a p p e l é d é p o u i l l e m e n t s favorables — un 
d é p o u i l l e m e n t peut ê t r e c o n s i d é r é comme amalgame 
de (S —1) r é s u l t a t s par t ie ls et du r é s u l t a t complet — 
les d é p o u i l l e m e n t s q u i sat isfaisaient depuis le pre­
mier j u s q u ' a p r è s le dernier bu l l e t in so r t i aux condi­
t ions posée s . 

E t le p r o b l è m e a c o n s i s t é à calculer le nombre des 
d é p o u i l l e m e n t s favorables ou p l u t ô t d ' é t a b l i r une 
fo rmule qu i d o n n â t ce nombre. 

Nous avons d'abord r a p p r o c h é les condit ions 
i m p o s é e s et le r é s u l t a t f i n a l ob l iga to i rement connu. 
E t nous avons d i t et c'est en cela que r é s i d e n t tous 
les lemmes. «Ou le r é s u l t a t f i n a l , et nous le connais­
sons à l'avance, v é r i f i e les condit ions i m p o s é e s ou i l 
ne les v é r i f i e pas. S ' i l ne les v é r i f i e "pas c'est q u ' i l 
n 'y a pas de d é p o u i l l e m e n t favorable. S ' i l les v é r i f i e 
c'est l a preuve que ce ne sera pas le dernier bu l l e t i n 
d é p o u i l l é q u i pourra e m p ê c h e r un d é p o u i l l e m e n t 
d ' ê t r e favorable . E t par suite le nombre des d é p o u i l ­
lements favorables possibles des 6 bul le t ins est l a 
somme de tous les d é p o u i l l e m e n t s favorables d i f f é ­
rents possibles des m ê m e s bul le t ins moins un — le 
bu l l e t i n r e t r a n c h é appartenant à n ' impor te quelle 
f a m i l l e » . 

Ce lemme qu i nous a permis d ' é t a b l i r des formules 
va nous permettre maintenant de calculer de proche 
en proche les nombres des d é p o u i l l e m e n t s favorables 
pour des valeurs croissantes de 6. 

Lorsque le p r o b l è m e posé ne met en jeu que deux 
candidats i l sera faci le d ' é t a b l i r des tableaux à dou­
ble e n t r é e donnant les nombres de d é p o u i l l e m e n t s 
favorables en fonc t ion des valeurs de a et de 6 ou 
de 6 et de a ou encore de 6 e de 6 . 

Nous avons v u que les lemrnes ne sont applicables 
que pour des ensembles de valeurs de a , de 6 et de 
8 , q u i ne sont pas incompatibles avec les condit ions 
énoncées . I l y aura l ieu de s é p a r e r nettement les 
cases q u i correspondent à des ensembles de valeurs 
v é r i f i a n t les condit ions de celles qu i correspondent 
à des ensembles incompatibles . Les p r e m i è r e s seules 
seront remplies. Soi t à d é t e r m i n e r le nombre ou les 
nombres « g é n é r a t e u r s » . Lorsque 8 = 1 on peut 

avoi r soi t a = \ et 6 = 0 soi t 6 = 1 et a = 0 ; dans 
les deux cas un seul d é p o u i l l e m e n t possible. On ins ­
c r i r a donc le ch i f f r e 1 dans chacune des deux cases 
( a = l , 6 = 0 ) et (6 = 1 , a = 0) ou au moins dans 
celle de ces deux cases q u i n'est pas « i n c o m p a t i b l e » . 
Si les deux cases é t a i e n t incompat ibles i l est c la i r 
q u ' i l ne p o u r r a i t j amais y avoi r de d é p o u i l l e m e n t 
favorable . 

Nous p r é s e n t e r o n s deux m o d è l e s de tableau : le pre­
mier é t a b l i en fonc t ion de 6 et de 6 les valeurs de 
8 é t a n t croissantes vers le bas et celles de 6 é t a n t 
croissantes vers l a droi te . L e nombre à inscr i re dans 
une case « c o m p a t i b l e » est la somme de deux nom­
bres inscr i t s sur la l i gne s u p é r i e u r e le. premier d i rec­
tement au dessus, le second dans la colonne i m m é d i a ­
tement à gauche. L e d e u x i è m e é t a b l i en fonc t ion de 
a , e t de 6 les valeurs de a é t a n t croissantes vers 
l a dro i te et les valeurs de 6 é t a n t croissantes vers 
le haut. L e nombre à inscr i re dans une case « c o m p a ­
t i b l e» est l a somme de deux nombres inscr i t s l ' un 
dans l a m ê m e colonne mais sur la l igne i n f é r i e u r e , 
l 'autre sur la m ê m e l igne mais dans la case à 
gauche. 

Lorsque les p r o b l è m e s p o s é s concernent un plus 
grand nombre de candidats la r e p r é s e n t a t i o n par des 
tableaux n'est plus aussi a i s ée . Dans le cas de t ro i s 
candidats on peut u t i l i se r une suite de tableaux cha­
cun correspondant à une valeur d é t e r m i n é e de c . 
L e nombre à inscr i re dans une case du tableau est 
la somme de t ro i s nombres q u i correspondent respec­
t ivement à des valeurs de a , de 6, et de c d i m i ­
n u é e d'une u n i t é . Les deux premiers nombres se 
t rouvent i m m é d i a t e m e n t sur le m ê m e tableau le 
t r o i s i è m e sur le tableau p r é c é d e n t . 

0 î 2 

î 

2 

1 

3 1 

4 1 

5 1 

fi 1 

7 1 î 

8 1 2 

9 T 3 2 

10' i 4 i 

11 i S 9 5 

Tableau donnant en fonction 

de 8 et de b les valeurs de : 

On rappelle que s i a ^ 6 - | - 4 

( « , 6 ) M > i ( + 4 ] = 

d - 6 - 4 (a + 6 — 4 ) ! 

a + 6 - 4 ( a - 4 ) ! 6 ! 

(si 6 = 0 quelle que soi t l a valeur de a i l a t ou ­
jours un d é p o u i l l e m e n t favorable) . 
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a \ 0 i a 3 4 

í 1 

2 T 
S í 
4 i 

5 i 

6 i í 

7 T t 

8 T :i 2 

D i 4 S 

10 i 9 

11 1 « 14 14 

Tableau donnant en fonction 

de 8 et de b /es valeurs de: 

N(a,b)[A>B + 3] 

On rappelle que s i a ^ b + 3 

• A r ( a , 6 ) [ ^ > B + 3] ™ 

_ a — b- 3 (a + 6 - 3 ) ! 
_ a + 6 - 3 (a - 3) ! 6~7 

(si 6 = 0 quelle que soi t l a 
valeur de a i l y a toujours un 
d é p o u i l l e m e n t favorable) . 

f ) \ 
0 î S 3 4 6 Tableau donnant en 

1 1 ction de 6 et de b 

2 valeurs de : 

3 1 î 
N ( a , b ) [A>B] • 4 T 2 N ( a , b ) [A>B] • 

S 3 2 
On rappelle que : 

6 4 
On rappelle que : 

7 6 9 5 s i o ^ 6 
8 î 6 14 14 

9 i 7 20 28 14 N(a,b)[A>BJ = 

10 _l 8 27 48 42 a - b (a + b)l 
11 1 9 35 75 90 42 a + b al bl 

6 X 0 1 2 3 4 

1 1 

2 » 

3 1 

4 l " 

5 1 1 

6 •>• , 2 

7 1 3 2 

8 1 4 5 

9 " l !, il S 

10 1 6 14 14 

11 1 7 20 28 11 

Tableau donnant en fonction 
de 6 et de b les valeurs de: 

N ( a , b ) [ ^ > B - f 2 ] 

On rappelle que: s i a^>6 + 2 

a - 6 - 2 (a + 6 - 2 ) ! a + 6 - 2 (a — 2 ) 1 6 1 

(si 6 = 0 i l y a tou jours un 
d é p o u i l l e m e n t favorable quelle 
que soi t la valeur de a) . 

s 

3 2 

4 5 

5 9 

6 14 

7 ; 20 

8 ; 27 

9 j 35 

10 I 44 

Tableau donnant en 
fonction de 6 et de b les 

valeurs de : 

N(a,b)lA>:B-l • 

On rappelle que : 

Si 6 = 0 

(",b)[A>:B] 

(a+b) ! 

o ! 6! = 

0 î 2 1 3 4 5 

1 1 

3 V 
4 i r 
5 i .2 

6 V" 3 2 

7 T 4 

8 i 6 i) B 

9 i 6 14 14 

10 i 7 20 28 14 

11 i S 27 IS 42 

Tableau donnant en fon­

ction de 0 et de b tes Da­

teurs de : 

• ^ ( o , 6 ) [ ^ > f l + l ] • 

On rappelle que : 

s i a J> 6 + 1 

^ ( o , b)[A> B+l] -

a - 6 - 1 (a + 6 - 1 ) ! 

a + 6 - 1 ( a - l ) ! 6 ! 

(si 6 = 0 i l y a toujours un d é p o u i l l e m e n t favorable 
•auelle que soi t la valeur de a) . 

6 > 1 
et 

a > 6— 1 

(o, 6) [A>B] 
(a + b) 1 ( a + 6 ) 1 

a ! 6! ( a + 1 ) ! ( 6 - 1 ) 

Remarque. Les deux formules c i dessus peuvent 

ê t r e c o n d e n s é e s en une seule : 

Si 6 = 0 ou si 

( o , 6 ) [ 4 > B ) 

6 > 1 
a > 6 — 1 

a —6 + 1 (a + 6 ) ! 

a + 1 a ! 6 1 
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î 2 3 4 5 6 Tableau donnant en 
fonction de 6 et de b les 

valeurs de: 

0 î 2 S 4 6 6 7 

1 1 î 

Tableau donnant en 
fonction de 6 et de b les 

valeurs de: 
1 1 î 

2 j 2 

Tableau donnant en 
fonction de 6 et de b les 

valeurs de: 
2 j 9 1 

3 1 S 2 • ^ ( a , b) [A > S -2 ] = 3 , 3 3 1 

4 T 4 5 On rappelle que: 4 T 4 6 4 

5 i r> 9 S 
S i 6 < 1 

N{a,b)[A>B-2] = 

S i 5 10 10 4 

6 1 _6 14 14 S i 6 < 1 

N{a,b)[A>B-2] = 
6 i 6 16 20 14 

7 i 7 20 28 1 1 

S i 6 < 1 

N{a,b)[A>B-2] = 7 7 21 33 34 14 

8 i 8 27 48 42 (o-f 6) ! 8 » 8 28 56 0!) 48 

9 • i 9 sa 75 90 42 a l 6 ! 9 i 9 36 81 125 117 48 

10 i 10 44 110 165 199 et 6 > 2 10 i 10 45 120 203 242 165 

11 11 M 154 178 237 132 si a > 6 - 2 11 i 11 55 165 323 451 407 165 

Tableau donnant en 
fonction de 6 et de 

b les valeurs de: 

On rappelle que 

S i 6 < a 

N(a,b)[A>B-4] ~ 

(a + 6 ) l 

a\bl 
(a + b)\ (a+b) I 

» ( o , 5 ) [ ^ > B ^ 2 ] a ! 6 , ( a + 2) ! ( 6 - 2 ) ! " 

Remarque. Les deux formules c i dessus peuvent 
ê t r e condensées en une seule : 

Si 

Si 6 <^ 1 ou s i 

N, 

6 > 2 
a > 6 - 2 
(a + b+l)(a-

\a,b)[A>B-i] 

6 > 4 

o > 6 - 4 

( a + 6 ) l (a + b) ! 

a ! 6 ! (o + 4 ) l ( 6 — 4 ) I 

6 + 2) (a+b) 
(a,b) [A>B-2} (o + l ) (o + 2) a ! 6 ! 

e x 
0 • » 3 4 . S 6 7 

î i î 

2 ~ T 9 1 

3 i 3 3 

4 i 4 6 3 

5 i 5 10 9 

6 i 6 15 19 9 

7 î 7 21 34 28 

8 T 8 28 55 62 28 

g î 9 36 S3 127 90 

10 i 10 45 119 200 207 90 

î i 11 55 164 319 407 237 

Tableau donnant en 
fonction de 0 et de b 

les valeurs de : 

N ^ , b ) [ A > B - a y 

On rappelle que: 

S i 6 < 2 

N{a,b)lA>B-S] = 

(a + b) 

£ 0  

î 

Si 

(a + b)l 

o ! 6 ! 

6 > 3 

o > 6 - 3 

( o + 6 ) ! 

î 

3 1. 

6 I 4 

10! 10 

15 20 

21 j 35 

28) 56 

36 84 

Tableau donnant en 
fonction de 6 et de 

b les valeurs de : 

N(a,b)lA>B-!,] 

On rappelle que 
S i 6 < 4 

(a, 6) [ 4 > B - 5 ] 

o ! 6 ! 

y, ( a , 6 ) [ J á > S - 5 ] 
(a + 6 ) ! 

a ! ôT 
(a , 6) [A > B-S] a\b\ (a + 3) 1 ( 6 - 3 ) ! 

P E D A G O G I A 

A I N D A O P R O G R A M A DE M A T E M Á T I C A D O 1.° C I C L O 

por M a r i a Teodora Alves 

(o + 6) ! 

Si 6 > 5 

a > 6 — 5 

- (o + 6) 1 

( o + 5 ) ! ( 6 - 5 ) ! ' 

(continua) 

O meu p r ime i ro a r t igo sobre «O programa de Mate­
mática da actual reforma do ensino liceal», referente 
ao 1." ciclo, e inserto no n." 48 da Gazeta de Matemá­
tica, de Julho de 1951, teve a honra de sugerir ao 
Sr. D r . A B R E U F A R I A , i lus t re professor do l iceu , em 

se rv i ço no C o l é g i o M i l i t a r , longas e valiosas conside­
r a ç õ e s expostas no n.° 122 da rev is ta Labor, de Maio 
de 1952, sob o t í t u l o , «Dizei uma só palavra... e o 
«meu» programa será conexo». 

Pede-me o i lus t re professor desculpa por apresentar 
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op in iõe s divergentes daquelas que eu expus n.° 48 da 
Gazeta de Matemática. Ora, tendo eu af i rmado, no 
meu a r t igo , que « e x p o s t a a minha o p i n i ã o sobre as 
de f i c i ênc i a s do programa de M a t e m á t i c a do 1.* ciclo 
da actual reforma, resta-me ind i ca r as a l t e r a ç õ e s a 
i n t roduz i r , sujeitando-as à c r í t i c a de quem se in t e ­
resse pelo a s s u n t o , » estava o Sr. D r . F A R I A , ÒU quem 
quer que desejasse c r i t i c á - l a s , dispensado, para as 
c r i t i ca r , de pedir desculpa. Mas é uma amabi l idade 
que fico devendo à genti leza do i lus t re professor, 
juntamente com outras que, embora eu r e c o n h e ç a 
serem imerecidas, me sinto na o b r i g a ç ã o de agra­
decer. 

Vejamos como o Sr. D r . F A R I A entende que d e v e r á ser 
organizado o programa de uma d i sc ip l ina do cur­
r i c u l u m . 

Depois de perguntar , Por que razão as sucessivas 
reformas que se têm levado a efeito nestes últimos anos, 
no ensino liceal, não têm servido nem a gregos nem a 
troianos?» diz o seguinte : Na resposta a esta pergunta 
— que se nos afigura crucial no problema do ensino — 
duas hipóteses apenas se nos apresentam viáveis: — 
seguir o caminho empírico da improvização de um pro­
grama ainda que fortemente baseado na larga experi­
ência e profundo saber de alguns professores, ou o 
caminho da experimentação pedagógica, feita na eicolai 
com métodos adequados, com o tempo necessário à con­
firmação ou rejeição das hipóteses postas à lógica da 
criança, que não é evidentemente a lógica dos adultos. 

O primeiro é o caminho intuitivo, o segundo è o 
cientifico. 
. A importância de tal facto reconhece-a a própria 

reforma actual ao criar um Instituto de Investigação 
Pedagógica, organismo da mais alta importância na 
organização e orientação da vida educativa de uma 
nação. Será deste organismo que o Estado poderá espe­
rar a palavra de ordem, digamos, proba, cientifica, 
que o habilite a promulgar uma reforma verdadeira e 
Útil à Nação». 

M u i t o bem ! 
Vejamos agora como o Sr. D r . F A R I A que, no seu 

a r t igo inserto na Labor, declara ter sido um dos cola­
boradores, da c o m i s s ã o organizadora, do programa 
de M a t e m á t i c a do 1." ciclo, i n f o r m a que a c o m i s s ã o 
t r aba lhou : «Trabalhou-se no caminho da intuição e eis 
portanto a razão fundamental da minha contrariedade, 
ao ver-me arrastado para um trabalho de antemão 
condenado ao insucesso, por não assentar em bases 
cientificas». 

«... Trabalhou-se em condições excepcionais : No tempo, 
porque houvemos que substituir alguns anos de experi­
mentação pedagógica por escassos meses de meditação e 
estudo teórico, no espaço, porque tivemos de substituir a 

escola, o verdadeiro laboratório onde devem ter lugar 
as complicadas reações entre alunos, programas e méto­
dos, pelo gabinete onde reagem apenas os nossos pensa­
mentos com as doutrinas dos filósofos da educação.» 

Como prestou o Sr. D r . F A R I A a sua c o l a b o r a ç ã o à 
c o m i s s ã o organizadora dos programas do L * c ic lo? 

E le p r ó p r i o d á a resposta a esta p e r g u n t a : . . . pro­
curei conjugar os meus fracos conhecimentos pedagó­
gicos com a minha já regular experiência. 

Mas porque eu, que considerei o programa de 
M a t e m á t i c a do t.° ciclo desconexo e descompensado 
na d i s t r i b u i ç ã o da m a t é r i a pelos dois anos do cicloi 
propus, no n.° 48 da Ga,zeta de Matemática, algumas 
co r recções , o Sr. D r . F A R I A , chamando programa à s 
co r r ecções propostas por m i m , observa: « D e resto, o 
programa que a articulista propõe em sua substituição 
ou qualquer outro organizado em circunstâncias idên­
ticas, não passa de um programa que em boa verdade 
poderemos classificar do «tira aqui» e do «acrescenta 
além», programa aleatório e sobretudo inadaptável às 
realidades da escola! 

Um programa onde apenas conta a análise combi­
natória .'». 

Para melhor entendimento desta o b s e r v a ç ã o do 
Sr. D r . F A R I A comparemos o p rograma de M a t e m á t i c a 
do 1." ciclo da actual Reforma com o do 1.° ciclo da 
Reforma de 1936. 

A d iv i s ib i l i dade por 2, 3, 5 e por qualquer p o t ê n c i a 
de 10; o m. d. c. e m . m. c. de v á r i o s n ú m e r o s ; os 
n ú m e r o s p r imos ; as o p e r a ç õ e s com n ú m e r o s f racc io-
n á r i o s e r e d u ç ã o a d í z i m a que pertenciam ao p ro ­
grama do 1 ° ano da reforma de 1936 aparecem no 
programa do 2.° ano da reforma de 1948 (a actual) . 

A ra iz quadrada e o sistema m é t r i c o decimal e os 
n ú m e r o s complexos que pertenciam ao p r o g r a m a d o 
2." ano da Reforma de 1936 aparecem no programa 
do 1.° ano da Reforma de 1948. ' . 

A c o m i s s ã o organizadora do programa de M a t e m á ­
t ica do 1." ciclo da actual reforma, com a c o l a b o r a ç ã o 
do Sr. D r . F A R I A , para cons t i tu i r o programa que 
apresentou, fez sa l t i t a r as rubricas do programa de 
1936 de u m ano para o outro . 

Quem f o i que organizou u m programa de M a t e m á ­
t i ca para o 1 ° ciclo, alheando-se do m é t o d o c i e n t í ­
fico, pa ra recorrer ao impressionismo da sua expe­
r i ê n c i a pessoal e das suas lei turas, um-programa que 
apoderemos classificar do « t i r a a q u i » e do « a c r e s c e n t a 
a l é m » e «onde apenas conta a a n á l i s e c o m b i n a t ó r i a » ? 

Mais uma vez se conf i rma o velho r i f ã o popu la r : 
E mais f á c i l ver o argueiro no olho do v i s i n h o . . . 

O que é ainda mais curioso é que, tanto o Sr. 
D r . F A R I A , que colaborou com a c o m i s s ã o o rgan iza ­
dora do programa de M a t e m á t i c a do t.* c ic lo , e eu 
que o c r i t i q u e i no n.° 48 da Gazeta de Matemática, 
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estamos de pleno acordo acerca das graves d i f i c ênc i a s 
desse programa. 

O Sr. D r . F Á B I A a t é repudia o programa em que 
colaborou com estas severas pa lavras : « O tão desejado 
programa coerente, harmonioso, sem contradições, numa 
palavra adaptado às capacidades dos alunos — foi 
apenas uma pura ilusão! 

O programa de M a t e m á t i c a do 1.° ciclo da actual 
Reforma do ensino l iceal , n ã o poderia sofrer maior 
c o n d e n a ç ã o : O repudio de um dos colaboradores da 
c o m i s s ã o que o organizou I 

E u creio ter sido mui to mais generosa para com o 
programa de M a t e m á t i c a do ciclo, pois pre tendi 
e n f o r m á - l o em melhor c o m p e n s a ç ã o , propondo a lgu­
mas co r r eções , sem o condenar em bloco. 

Vejamos agora a c o n s i s t ê n c i a das o b s e r v a ç õ e s do 
Sr. D r . F A K I A ao meu a r t igo do n.° 48 da Qazeta de 
Matemática. • 

Para ter oportunidade de produzi r longas conside­
r a ç õ e s , corr ige a minha a f i r m a ç ã o de que «No ensino 
h á dois aspectos d is t in tos a considerar: 

«Os conceitos e a sua o r d e n a ç ã o l ó g i c a ; a t é c n i c a do 
cá l cu lo e as suas a p l i c a ç õ e s » , do modo seguinte: As 
considerações expendidas no preâmbulo deste artigo per-
mitem-me chegar já á conclusão de que a ideia defen­
dida na primeira proposição è incompleta. Ela deveria 
considerar-se assim :— Os conceitos e a sua ordenação 
lógica e psicológica. 

Simplesmente, o i lus t re professor n ã o se lembrou 
de que, antes daquela minha a f i r m a ç ã o , eu c i t a ra 
esta frase do eminente DECROLY: « L e s programmes 
ont é t é i n s p i r é s par des hommes t r è s savants dans 
leur s p é c i a l i t é , mais t rop peu p r é o c c u p é s de la Psy-
cologie, pour eux l 'enfant est acces so i r e» , como 
p o d e r á ler-se no n.° 48 da Gazeta de Matemática. 
A co r r ecção f o i , pois, f e i t a para ter oportunidade de 
produz i r judiciosas o b s e r v a ç õ e s sobre psicologia , 
dando a i m p r e s s ã o de que me eram es t ranhas . . . 

Como o programa de M a t e m á t i c a do 1." ano se 
refere a med ições de comprimentos, de s u p e r f í c i e s , de 
volumes, de capaciJades e de massa, que s ã o 
depois tornadas como centro de interesse de v á r i o s 
estudos e, como não se pode medir sem que se escolha 
um sistema de unidades e, mesmo que seja escolhido 
somente o sistema m é t r i c o decimal, o problema de 
m u d a n ç a de unidade surge necessariamente, eu c r i t i ­
quei as « O b s e r v a ç õ e s ao p r o g r a m a » por n ã o se refe­
r i r em a este impor tan te problema. 

O Sr. D r . F A R I A p roduz iu a este respeito t a m b é m 
longas c o n s i d e r a ç õ e s , entendendo que só no 2." ano, 
depois do estudo da proporcional idade inversa, os 
alunos p o d e r ã o compreender o problema de m u d a n ç a 
de unidade e, para j u s t i f i c a r a sua a f i rma t iva , enuncia 
concretamente um problema de m u d a n ç a de unidade 

e conclue assim: «Trata se nitidamente de um proble­
ma de proporcionalidade inversa e, consequentemente, é 
ainda um problema a tratar posteriormente à propor­
cionalidade directa. 

E u vou t a m b é m enunciar concretamente um pro­
blema, para mostrar , ao c o n t r á r i o do i lus t re professor, 
que' os alunos podem ser inic iados no problema de 
m u d a n ç a de unidade, independentemente do conceito 
de proporcional idade inversa. 

Mandando desenhar aos alunos, numa fo lha de pa­
pel quadriculado do p r ó p r i o caderno d i á r i o , um qua­
drado de lado i g u a l a 12 lados da quadr icu la podem 
ser postas aos alunos q u e s t õ e s como estas, por 
exemplo: 

Qual é a á r e a do quadrado desenhado, tomando por 
unidade de á r e a : 

a) O quadrado de lado i g u a l a um lado da qua­
d r í c u l a . 

b) O quadrado de lado i g u a l a 3 lados da qua­
d r í c u l a . 

r ) O r e c t â n g u l o cujos lados consecutivos são res­
pectivamente igua i s a 3 e a 4 lados da q u a d r í c u l a . 

S ã o problemas de m u d a n ç a de unidade resolvidos 
por simples contagem e que podem, depois, ser resol­
vidos pela o p e r a ç ã o d i v i s ã o ; 

Se o professor mandar construir , aos alunos, cubos de 
car to l ina com 3 ou 4 c e n t í m e t r o s de aresta, d i s p o r á de 
uma co lecção de cubos que lhe p e r m i t i r á fo rmar cubos 
e p a r a l e l e p í p e d o s r e c t â n g u l o s , por s o b r e p o s i ç ã o con­
veniente dos cubos c o n s t r u í d o s , e p o d e r á apresentar 
aos alunos problemas de m u d a n ç a de unidade que se 
resolvem por simples contagem e que, depois, s e r ã o 
resolvidos pela o p e r a ç ã o d i v i s ã o . 

A n à l o g a m e n t e com a m e d i ç ã o de comprimentos. 
Estes problemas de m u d a n ç a de unidade s ã o resol­

vidos no plano concreto do 1." dos e s t á d i o s , a que se 
refere o Sr. D r . F A R I A no seu a r t i g o da I.abor, e que, 
embora n ã o o tenha d i to , fo ram e x t r a í d o s de «Le rai­
sonnement mathemátique de l'adolescent» por L . J O H A N -
NOT, segundo creio. 

Quando os alunos estudarem o conceito de n ú m e r o 
f r a c c i o n á r i o e o de r a z ã o , os mesmos problemas, e 
a inda outros s e r ã o sucessivamente resolvidos por 
ou t ra ordem de c o n s i d e r a ç õ e s . 

E o d o m í n i o de « T h e three k inds of p r o b l e m s » . 
Ou entende o Sr. D r . F A R I A que o problema de 

m u d a n ç a de unidade d e v e r á ser ensinado aos alunos 
num BÓ j a c t o ? Ë certo que estamoB na é p o c a do 
a v i ã o de j a c t o . . . 

O aluno que seja ensinado a medir s u p e r f í c i e s sem 
o entendimento do problema de m u d a n ç a de unidade 
é conduzido a esta regra mui to cor r ique i ra em que 
f o r a m iniciados na i n s t r u ç ã o p r i m á r i a e que c o n t i ­
n u a r ã o durante o seu curso do l iceu a reci tar assim: 
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A á r e a do quadrado é lado vezes lado. Regra esta 
que persisto em c h a m a r . . . t r i s te regra, como a da 
d a n ç a da v í r g u l a , na m u l t i p l i c a ç ã o ou d i v i s ã o por 
uma p o t ê n c i a de 10. 

T e n t a r á o Sr. D r . F A I R A expl icar a necessidade da 
r e c i t a ç ã o desta regra como tentou explicar a da d a n ç a 
da v í r g u l a ? 

E u concordo plenamente com o Sr. D r . F A R I A , quan­
do lamenta os professores que só sabem usar de uma 
metodologia na sua v ida prof iss ional . 

Mas mais lamento os professores que, acerca de uma 
dada q u e s t ã o de ensino, n ã o possuem nenhuma. 

Servindo-me da imagem sugest iva que o Sr. D r . 
F A R I A apresentou, d i r e i que esses professores e s t ã o 
na s i t u a ç ã o daqueles beligerantes que, no momento 
decisivo da batalha, n ã o d i s p õ e m de nenhum a v i ã o . • . 
L u t a m à s cegas. 

Apesar da longa e substanciosa a r g u m e n t a ç ã o do 
Sr. D r . F A R I A , cont inuo f i rmemente convencida de 
que a o m i s s ã o de r e f e r ê n c i a s ao problema de m u d a n ç a 
de unidade é uma grave o m i s s ã o das « O b s e r v a ç õ e s 
ao p r o g r a m a » . 

E certo que o Sr. Dr . F A R I A acha de somenos impor ­
t â n c i a a e x i s t ê n c i a de « O b s e r v a ç õ e s ao p r o g r a m a » . 
Parece-me que a t é as condena. E nisso j u l g o que é 
o r i g i n a l . Todos os programas de M a t e m á t i c a que 
conheço , de escolas estrangeiras, vêm acompanhados 
de minuciosos esclarecimentos, não somente para 
l i m i t a r a sua i n t e r p r e t a ç ã o , mas ainda para a coorde­
n a ç ã o da%suas rubricas e metodologia . A l é m disso, 
ain la os organismos of ic ia i s e as sociedades c i e n t í ­
f icas, por i n t e r m é d i o das suas revistas, ou pub l ica ­
ções p r ó p r i a s , esclarecem e aconselham os profrssores 
no modo de or ientar o ensino. 

Ci to por exemplo a m a g n í f i c a co lecção com o t í t u l o : 
« T h e teaching of i n schoo ls» , com r e f e r ê n c i a a 

Á l g e b r a , Geometria, T r i g o n o m e t r i a e C á l c u l o , o r g a n i ­
zada pela « M a t h e m a t i c a l A s s o c i a t i o n » de Ing la te r ra . 
S ã o pequenos e m a g n í f i c o s r e l a t ó r i o s , em que s ã o 
dados conselhos aos professores para a o r i e n t a ç ã o do 
ensino. 

Porque o p rograma se refere a proporcional idade 
sem que f a ç a qualquer r e f e r ê n c i a à r a z ã o de duas 
grandezas, i n f e r i que se pretendia tomar, para d e f i n i ­
ç ã o de grandezas proporcionais , uma d e f i n i ç ã o que 
n ã o fosse baseada no conceito de r a z ã o . Por exemplo, 
esta d e f i n i ç ã o : 

Duas classes de grandezas h o m o g é n é a s f i n i t a s 
dizem-se proporcionais se: 

a) Aos estados igua is de uma das grandezas corres­
pondem estados igua i s da outra grandeza 

6) A soma dos estados quaisquer de uma das gran- ' 
dezas corresponde a soma dos estados corresponden­
tes da outra . 

Demonstra-se, e é mu i to f ác i l f azê - lo , que esta d e f i ­
n i ção de grandezas proporcionais é equivalente à 
d e f i n i ç ã o de grandezas proporcionais , estabelecida 
recorrendo ao conceito da r a z ã o de duas grandezas. 

E à d e f i n i ç ã o que eu acabei de c i ta r que se refere 
o meu c o m e n t á r i o : 

«É certo que se pode de f in i r a proporcional idade 
independente do conceito de r a z ã o . Do ponto de v is ta 
l ó g i c o n ã o h á reparos a fazer, mas do ponto de v i s t a 
p e d a g ó g i c o é erro t ã o grosseiro que suponho, n i n g u é m 
d e f e n d e r á » . 

Ta lvez porque não c i t e i aquela d e f i n i ç ã o e o Sr. 
D r . F A R I A n ã o se lembrou da sua e x i s t ê n c i a , a t r ibue-
-me outros i n tu i t o s , produz longas c o n s i d e r a ç õ e s e 
pede-me a m á v e l m e n t e l i cença para servir-se das m i ­
nhas palavras e e x p r i m i r exactamente a o p i n i ã o con­
t r á r i a à minha . 

Depois deste meu esclarecimento f i c a o Sr. D r . F A R I A 
autorizado a f a z ê - l o . . . 

Devo dizer que estou plenamente convencida de 
que n ã o aprovei ta a a u t o r i z a ç ã o que lhe concedo. . . 
e c o n c o r d a r á comigo. 

O meu a r t i go do n.° 48 da Gazeta de Matemática 
teve a honra de sugerir longas e valiosas considera­
ções ao Sr. D r . F A R I A , mas n ã o teve a honra de ser 
l ido com a t e n ç ã o ! 

H á a inda uma pequena o b s e r v a ç ã o a fazer às con­
s i d e r a ç õ e s do Sr. D r . F A R I A sobre a proporcional idade ' 
de f in ida pela r a z ã o de duas grandezas : 

R a z ã o de dois n ú m e r o s e r a z ã o de duas grandezas 
s ã o conceitos d is t in tos , e para estabelecer a propor­
cionalidade de duas grandezas, baseada no conceito 
de r a z ã o , h á que estabelecer os dois conceitos e o Sr. 
D r . F A R I A apenas se refere a um deles. 

Ju lgo que vem a p r o p ó s i t o esta pe rgun ta : 
Por que mot ivo fo ram omit idos , no programa de 

M a t e m á t i c a do 1.° ciclo os conceitos de r a z ã o de dois 
n ú m e r o s e r a z ã o de duas grandezas, quando um dos 
colaboradores da c o m i s s ã o organizadora é de o p i n i ã o 
que o conceito de proporcional idade deve ser baseado 
no conceito de r a z ã o ? 

O longo a r t i g o do Sr. D r . F A R I A na Labor t e rmina 
por ind ica r as cond ições a que d e v e r á satisfazer um 
programa. E uma e s p é c i e de decreto com 10 ar t igos . 
Devo dizer que n ã o concordo com todos os ar t igos 
desse novo d e c á l o g o , mas lamento que o Sr. D r . F A R I A 
não os fizesse acatar pela c o m i s s ã o organizadora do 
programa, com a qua l « o l a b o r o u . 

Quanto a « T h e three kinds of p rob l em3» não h á 
que lhes adaptar qualquer programa, nem que o f i c i a ­
l i z á - l o s . E m qualquer programa que verse a o p e r a ç ã o 
d i v i s ã o o conceito de n ú m e r o f r a c c i o n á r i o e o conceito 
de r a z ã o , « T h e there k inds of p r o b l e m s » adaptam-se 
a esse programa e of ic ia l izam-se por s i p r ó p r i o s , ao 
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menos para aqueles professores que cuidam da f o r m a ­
ção mental dos alunos em vez de cuidarem do seu 
adestramento.. 

H A B B Y W H E A T , em «A theory of instruction for the 

middle grades», refere-se a « T h e three kinds of p ro -
b l e m s » . 

Endende o Sr. D r . F A R I A que deve g e n e r a l i z á - l o s a 
4 , 5 , etc. problemas. E s t á no seu d i re i to . 

W H E A T enuncia-os de um modo geral , a f i m de i n c l u i r 
o caso da d i v i s ã o de n ú m e r o s inteiros, conceito de 
n ú m e r o f r a c c i o n á r i o e de r a z ã o de dois n ú m e r o s . 

Entende o Sr. D r . F A R I A que deve e n u n c i á - l o s ape­
nas no caso pa r t i cu la r dos n ú m e r o s f r a c c i o n á r i o s . 
Cont inua a exercer um d i re i to que n i n g u é m lhe pode 
contestar. 

. H á ainda uma a f i r m a ç ã o que o Sr. Dr . F A R I A faz e 
que, por mui to repetida, constitue um lugar comum, 
com o sabor ao refervido c h á de T O L E N T I N O : 

N ã o h á maus programas, havendo bons profes­
sores. 

E evidente que o programa de uma d isc ip l ina esco-

A N T 
B O U R B A K I E 

B O I I R B A K I é um grupo de uma dezena de m a t e m á ­
ticos, fundado pouco antes da guerra, que se p r o p õ e , 
pela p u b l i c a ç ã o regular de l iv ros , estudar as « e s t r u ­
t u r a s » fundamentais das m a t e m á t i c a s . 

B O D B B A K I n ã o se ocupa de problemas part iculares , 
reservados aos especialistas, mas exclusivamente da­
queles que s ã o de ordem geral , e servem de funda­
mento às m a t e m á t i c a s , exagerando talvez um pouco, 
dos problemas que todo o m a t e m á t i c o deveria conhe­
cer. Os m é t o d o s são mui to abstractos, a á l g e b r a e a 
topologia desempenham a í um papel essencial, de 
resto aquele que lhes compete normalmente. Cada 
teor ia é dissecada de t a l maneira que ela se exprime 
numa s u c e s s ã o de teoremas, p r o p o s i ç õ e s e co ro l á r io s 
com d e m o n s t r a ç õ e s mui to curtas, cada uma das quais 
é uma c o n s e q u ê n c i a quase imedia ta da precedente. 
O papel destes l iv ros é pois, sobretudo, p e d a g ó g i c o ; a 
maior parte dos resultados n ã o s ã o novos, embora 
expressos em geral por fo rma o r i g i n a l . E certo que es-

* Transcrição da Les mathématiques en France pendant et 
après la guerre, conferência do Prof. L . S C W A R Z , da Universi­
dade de Nancy, feita no 2.° Congresso Canadiano de Matemá­
tica, em Vancouver, 1949. 

Sobre a aotividade do grupo BOURBAKX vide Qazeta de Mate­
mática, n." 39, 40 e 48. N. R . 
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l a r não possue as vi r tudes de um amuleto ; n ã o actua 
por s i p r ó p r i o . Precisa da i n t e r p r e t a ç ã o e o r i e n t a ç ã o 
do professor. 

Mas esta a f i r m a ç ã o t i n h a toda a validade quando 
o professor se podia mover à vontade dentro do p ro ­
grama, dando-o parc ia l ou totalmente e com a or ien­
t a ç ã o que quizesse e, tudo dependendo, depois, da sua 
exclusiva a p r e c i a ç ã o . . 

Mas, quando um programa é tornado t axa t ivo , 
devendo ser cumprido integralmente , acatando-se a t é 
a ordem das suas rubricas , num ensino d i r i g i d o a 4 0 
alunos e que g r a v i t a em torno de um exame de resul­
tados apreciados em percentagens, a maior parte das 
vezes extrapoladas, eu permito-me perguntar , se um 
programa nestas cond ições n ã o é um factor da m á x i m a 
i m p o r t â n c i a e decisivo na v ida escolar, quer de a l u ­
nos, quer de professores? 

N ã o respondo à pergunta , nem f a ç o quaisquer 
c o m e n t á r i o s por motivos óbv ios , mas p e ç o ao Sr. D r . 
F A R I A que, de acordo com a sua recta i n t e n ç ã o , dê a 
s i p r ó p r i o a resposta à pergunta que eu fo rmule i . 

tes l iv ros , e o e s p í r i t o « b o u r b a q u i s t a » em geral , 
comportam um certo p e r i g o : o exagero e sco lá s t i co , a 
« h i p e r a x i o m a t i z a ç ã o » e a « h i p e r g e n e r a l i z a ç ã o » , o 
estilo exageradamente abstracto. F o i sem d ú v i d a o 
que afastou ao p r i n c í p i o muitos m a t e m á t i c o s ; ac tua l ­
mente p o r é m o ê x i t o de B O U B B A K I é c o n s i d e r á v e l , 
sobretudo jun to da nova g e r a ç ã o , que aprende muitas 
vezes as teorias mais importantes pelos l iv ros de 
B O U R B A K I . 

É no fundo pos s íve l classif icar os e s p í r i t o s c i e n t í ­
ficos em d u á s categorias (com todo o a r b i t r á r i o que 
comporta qualquer c l a s s i f i c a ç ã o ) : os e s p í r i t o s f inos 
(esprits f i n s ) e os e s p í r i t o s gerais (espri ts g é n é ­
raux) , n ã o sendo nenhuma destas categorias de 
modo a lgum superior à outra . Os e s p í r i t o s f inos 
interessam-se por q u e s t õ e s precisas, geralmente d i f í ­
ceis, necessitando grandes meios ; interessam-lhes 
mais os resultados que as d e m o n s t r a ç õ e s , os proble­
mas mais que os m é t o d o s ; estes problemas, muitas 
vezes demasiado part iculares, s ã o geralmente o r i g i ­
nais e tratados em todos os seus pormenores. Os e s p í ­
r i tos gerais interessam-se sobretudo pelas teorias 
gerais, que tentam s imp l i f i c a r ao m á x i m o , tendo de 
certo modo a v e r s ã o à s « d i f i c u l d a d e s » de que os e s p í ­
r i tos f inos gos tam; as d e m o n s t r a ç õ e s interessam-lhes 

O L O G I A 
A S U A I N F L U Ê N C I A * 

par L. Schwarz 
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mui tas vezes mais que os problemas de que procuram 
sobretudo descobrir o p o r q u ê . Cada uma das duas 
categorias tem representantes de é l i t e ; cada uma tem 
os seus excessos, como o e s p í r i t o f i n o que p a s s a r á 
anos a procurar problemas quase i n s o l ú v e i s e de 
interesse nulo , ou o e s p í r i t o gera l que f a r á no vazio 
teorias evidentes e sem a p l i c a ç õ e s . S ã o estes exces­
sos e p r o v à v e l m e n t e a natureza humana que fazem 
com que, muitas vezes, os m a t e m á t i c o s de uma cate­
gor ia tenham t e n d ê n c i a a desprezar os da ou t ra (os 
e s p í r i t o s gerais c e n s u r a r ã o os e s p í r i t o s f inos por f a ­
zerem trabalhos i n ú t e i s e demasiado par t iculares , os 
e s p í r i t o s f inos c e n s u r a r ã o os e s p í r i t o s gerais por n ã o 
terem in t roduz ido ideias novas). O desenvolvimento 
duma teoria m a t e m á t i c a é em geral o seguinte : s ã o 
em pr ime i ro luga r os e s p í r i t o s f inos que in t roduzem 
uma q u e s t ã o nova, e t ra tam-na, em geral , por m é t o d o s 
novos, por tanto d i f í c e i s e imperfe i tamente elaborados; 
são os pioneiros que desbravam um terreno v i r g e m 
e fo rmu lam os grandes problemas. A sua tenacidade 
impede-os de ser detidos pelas numerosas dif iculdades 
da e m p r ê s a , enquanto que os e s p í r i t o s gerais gostam 
mais das belas teorias bem c o n s t r u í d a s ; sem os e s p í ­
r i tos f inos n ã o se crear iam t e o r i á s novas. Mas uma vez 
real izada essa obra, é preciso m e l h o r á - l a , destacar o 
p r i n c i p a l , as grandes ideias directr izes, que f a r ã o da 
teor ia i n i c i a l , complicada e incomple ta , uma c i ê n c i a 
a s s i m i l á v e l ao maior n ú m e r o , que e n t r a r á no d o m í n i o 
corrente. 

. Certas ideias in i c i a i s dos creadores a p a r e c e r ã o 
como inu t i lmente complicadas e s e r ã o regeitadas. 
Fixam-se os conhecimentos, m é t o d o s e resultados, os 
ú n i c o s ú t e i s para o f u t u r o . Sem esta obra de o r g a n i ­
z a ç ã o nenhum progresso seria pos s íve l ; as novas ge­
r a ç õ e s não poderiam aprovei tar as conquistas das que 
as precederam. Os e s p í r i t o s gerais r ea l i zam. obra 
mais p e d a g ó g i c a do que realmente creadora, mas t ã o 
i n d i s p e n s á v e l e d i f í c i l como a outra . 

Só quando esta fase é a t i ng ida é que e s p í r i t o s 
hipergeneralizadores fazem g e n e r a l i z a ç õ e s abstractas 
que n ã o trazem nada de novo, ou que e s p í r i t o s h iper-
f inos t r a t am de problemas que a c i ê n c i a ultrapassou, 
e só esta parte do t rabalho de uns ou de outros f i c a à 
margem do progresso e conserva-se e s t é r i l . 

Observemos que para os e s p í r i t o s f inos uma grande 
tenacidade é n e c e s s á r i a para resolver q u e s t õ e s á r d u a s 
com meios potentes; os e s p í r i t o s gerais s e r ã o mais 
p r e g u i ç o s o s mas t e r ã o maior sentido e s t é t i c o , e gera l ­
mente c o n t o r n a r ã o as dif iculdades, prontos a t é a m u ­
dar os p r ó p r i o s enunciados dos problemas. 

B O U B B A K I é pois caracterizado pelo e s p í r i t o geral . 
Todos os seus membros, apesar de d i f e r e n ç a s consi­

d e r á v e i s de c o n c e p ç ã o m a t e m á t i c a , t ê m is to de comum : 
s ã o e s p í r i t o s gerais. 

A r e d a c ç ã o de um l i v r o de B O U B B A K I faz-se da 
seguinte maneira. Keunem-se em congressos p e r i o d i ­
camente (3 ou 4 vezes por ano; na P á s c o a o grande 
congresso dura 15 dias, os outros só 8). Estes congressos 
comportam um trabalho intensivo, de cerca de 6 a 8 
horas d i á r i a s . O p r ime i ro redactor de uma teor ia é 
encarregado de um simples r e l a t ó r i o de 15 a 30 p á g i ­
nas, contendo o essencial da q u e s t ã o , a ordem dos 
diferentes ramos, e as n o t a ç õ e s . Este r e l a t ó r i o é l ido 
e discut ido num congresso; geralmente mu i to c r i t i ­
cado, tomam-se d e c i s õ e s e uma r e d a c ç ã o « e s t a d o 1» 
é confiada a um outro redactor. E l a s e r á l i d a e d is­
cu t ida ponto por ponto num congresso u l te r io r . A í 
tomam-se novas dec i sõe s , e um outro redactor s e r á 
designado para u m « e s t a d o 2» num congresso u l te r ior . 
E em geral depois de 4, 5, 6 estados sucessivos 
que um l i v r o a t inge o estado d e f i n i t i v o e s e r á en­
tregue à i m p r e s s ã o sob a assinatura de B O U B B A K I . 

Pertencer a B O U B B A K I exige por tanto o não ter um 
excesso de a m o r - p r ó p r i o ; as ideias pessoais de um 
membro ou doutro n ã o f i g u r a r ã o com o seu nome na 
r e d a c ç ã o f i n a l , e sobretudo as suas r e d a c ç õ e s t e r ã o 
sido copiosamente cri t icadas, por vezes demolidas 
em congressos. Isto exige evidentemente u m a 
grande camaradagem, preparada pela f ra ternidade 
da Escola Norma l , e acompanhada duma intensa 
atmosfera de « c a n u l a r » (p ra t i ca i j oke ) que in t roduz 
um grande à vontade no ambiente sé r io dos con­
gressos, em que as d i s c u s s õ e s são por vezes mui to 
v ivas . 

A or igem do nome B O U B B A K I perde-se na noite dos 
tempos e p o d e r á servir de tema aos historiadores do 
f u t u r o . A p r ó p r i a pessoa de B O U B B A K I é um m i s t é r i o 
i m p e n e t r á v e l ; tem acontecido que aparece em certas 
sessões excepcionais, que se tome uma r e f e i ç ã o com 
ele, mas geralmente a sua p r e s e n ç a manifesta-se sobre­
tudo no plano esp i r i tua l . 

As p u b l i c a ç õ e s B O U B B A K I * são a t é hoje (Hermann, 
Paris) : 

L i v r o I — Teoria dos conjuntos. 
F a s c í c u l o de resultados. 

L i v r o 2 — Algebra. 
Capi tu lo 1 : Es t ru turas a l g é b r i c a s . 
C a p í t u l o 2 : A l g e b r a l inear ( E x p o s i ç ã o completa da^ 

teor ia elementar dos e s p a ç o s vectoriais e dos 
m ó d u l o s ) . 

C a p í t u l o 3 : A l g e b r a mu l t i l i nea r ( E x p o s i ç ã o das 
. formas mul t i l ineares , tensores, algebra exter ior 

de Grassmann, sem u t i l i z a r coordenadas). 
C a p í t u l o 4 : P o l i n ó m i o s e f r a c ç õ e s racionais. 
C a p í t u l o 5 : Corpos comutat ivos ( teor ia de Galois) 

* L i s t a actualizada. 
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C a p í t u l o 6 : Grupos e corpos ordenados. 
C a p í t u l o 7 : Módu los sobre os a n é i s p r inc ipa i s . 

L i v r o 3 — Topologia geral. 

C a p í t u l o 1 : Es t ru turas t o p o l ó g i c a s . 
C a p í t u l o 2 : Es t ru turas uniformes. 
C a p í t u l o 3 : Grupos t o p o l ó g i c o s . 
C a p í t u l o 4 : N ú m e r o s reais. 
C a p í t u l o 5 : Grupos a um p a r â m e t r o . 
C a p í t u l o 6 : E s p a ç o s n u m é r i c o s e e s p a ç o s projec­

t ivos . 
C a p í t u l o 7 : Os grupos ad i t ivos R". 
C a p í t u l o 8 : N ú m e r o s complexos. 
C a p í t u l o 9 : U t i l i z a ç ã o dos n ú m e r o s reais em T o ­

pologia geral . 
C a p í t u l o 1 0 : E s p a ç o s funcionais ; d i c i o n á r i o . 

L i v r o 4 — Funções duma variável real. 
C a p í t u l o 1 : Der ivadas . 
Capi tu lo 2 : P r i m i t i v a s e in tegra i s . 
C a p í t u l o 3 : F u n ç õ e s elementares. 
C a p í t u l o 4 : E q u a ç õ e s diferenciais . 
C a p í t u l o 5 : Estudo local d á s f u n ç õ e s . 

C a p í t u l o 6 : Desenvolvimentos taylorianos genera­
lizados ; f ó r m u l a s o m a t ó r i a de Eu le r -Mac lau r in . 

C a p í t u l o 7 : A f u n ç ã o gama. 

L i v r o 6 — Integração. 

C a p í t u l o 1 : Desigualdades de convexidade. 
C a p í t u l o 2 : E s p a ç o s de Riesz. 
C a p í t u l o 3 : Medidas em e s p a ç o s localmente com­

pactos. 
C a p í t u l o 4 : Prolongamento duma medida. Espa­

ços L . p 

Os l iv ros de B O U R B A K I conquis taram a jovem gera­
ção m a t e m á t i c a da F r a n ç a ; mas a sua i n f l u ê n c i a n ã o 
se l i m i t a a isso. U m s e m i n á r i o B O U B B A K I tem luga r 
sob a sua é g i d e t r ê s vezes por ano em Paris , para 
estudar as m e m ó r i a s novas do ano (cada vez t r ê s dias, 
só de tarde, duas sessões cada tarde ; quer dizer seis 
sessões por s e m i n á r i o , dezoito por ano) Os auditores 
são numerosos, vindos de todos os pontos de F r a n ç a 
e a t é da B é l g i c a . 

Trad, de Ruy Luis Gomes 

SOBRE AS ORIGENS DA T O P O L O G I A 

por J. G. Crowlher 

. . .U l t imamen te , os cultores da M a t e m á t i c a Pura t êm 
manifestado interesse nas i n v e s t i g a ç õ e s de M A X W E L L 
e T A I T em Topo log ia . Esta é a c i ê n c i a da A n á l i s e 
Posicionai , ou Analysis Situs, em que os conceitos de 
proximidade e v i z i n h a n ç a são mais importantes que 
os de e x t e n s ã o e forma. L E I B X I T Z p rev iu a impor ­
t â n c i a da topologia mas f o i incapaz de fornecer qual ­
quer c o n t r i b u i ç ã o , dada a d i f icu ldade , na é p o c a , do 
p r ó p r i o m é t o d o . As pr imeiras c o n t r i b u i ç õ e s v ie ram de 
E U L E R e GAUSS. As propriedades dos corpos e das 

s u p e r f í c i e s conexas, como nós em cordas, dependem 

de p r i n c í p i o s t o p o l ó g i c o s . T A I T interessou-se por p ro ­
priedades de nós , e M A X W E L L na sua teor ia do electro-
magnetismo f o i levado a considerar certas s u p e r f í c i e s 
conexas. O desenvolvimento da topologia , hoje um" 
dos ramos da m a t e m á t i c a c o n t e m p o r â n e a , f o i i n i c i ada 
por POINCARÉ que pub l i cou alguns dos seus mais i m ­
portantes ar t igos em Londres, em homenagem, como 
se a f i rma , às i n v e s t i g a ç õ e s t o p o l ó g i c a s de M A X W E L L 
e T A I T . . . 

Extraído de Bristith Scientists of the 
Nineteenth Century - V o l . I I , pàg. 362. 
Trad, de J . O. Teixeira. 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
U N I Ã O MATEMÁTICA I N T E R N A C I O N A L 

^ Nos dias 6 , 7 e 8 de M a r ç o ú l t i m o teve luga r em 
Roma a Assembleia Geral Cons t i tu in te da U n i ã o Ma­
t e m á t i c a In ternacional . Os objectivos deste organismo 
são , como vem especificado nos respectivos Es ta tu tos : 
a) promover a c o o p e r a ç ã o in ternacional em m a t e m á ­
t i c a ; b) apoiar e f a c i l i t a r os Congressos Internacionais 
de M a t e m á t i c o s e outras r e u n i õ e s ou c o n f e r ê n c i a s c ien­
t í f i c a s internacionais ; c) encorajar e socorrer outras 
actividades m a t e m á t i c a s internacionais s u s c e p t í v e i s 
de con t r ibu i r para o desenvolvimento da c i ê n c i a ma­
t e m á t i c a sob qualquer das suas formas : pura , apl icada 

e p e d a g ó g i c a . Para a o b t e n ç ã o destes f i n s a U . M . I . 
é expl ici tamente mas n ã o exclusivamente autor izada 
a : a) aderir ao I . C. S. U . ( In te rna t iona l Counci l of 
Scien t i f ic Unions) ; b) organizar r e u n i õ e s e c o n f e r ê n c i a s 
m a t e m á t i c a s internacionais ; c) empreender ou sub­
vencionar a p u b l i c a ç ã o e a d i s t r i b u i ç ã o de mater ia l 
c i e n t í f i c o no d o m í n i o das m a t e m á t i c a s , contanto que 
as respectivas despezas sejam i n c l u í d a s numa deter­
minada conta reservada a « d e s p e z a s e s p e c i a i s » ; d) 
empreender actividades m a t e m á t i c a s de c a r á c t e r i n ­
ternacional ou prestar a u x í l i o e conselho a outras 
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o r g a n i z a ç õ e s internacionais que par t ic ipem em tais 
act ividades, contanto que as respectivas despezas 
sejam i n c l u í d a s na refer ida conta das « d e s p e z a s espe­
c ia i s» ; e) promover e f a c i l i t a r as trocas in ternacio­
nais de m a t e m á t i c o s e de estudantes de m a t e m á t i c a , 
para fins c i e n t í f i c o s ; / ) publ icar e d i f u n d i r i n f o r m a ç õ e s 
re la t ivas à o r g a n i z a ç ã o e às actividades da U n i ã o . 

Como vem ainda especificado nos Estatutos , a a d e s ã o 
dum p a í s à U . M . I . efectua-se por i n t e r m é d i o dum 
organismo nacional aderente, que pode ser a sua aca­
demia p r i n c i p a l , uma sociedade m a t e m á t i c a nacional , 
o seu conselho nacional de i n v e s t i g a ç õ e s c i e n t í f i c a s 
ou qualquer ou t ra i n s t i t u i ç ã o nacional ou a s s o c i a ç ã o 
de i n s t i t u i ç õ e s nacionais, ou ainda um ó r g ã o apro­
pr iado do seu governo. E m qualquer caso, o o rga­
nismo nacional aderente deve cons t i tu i r uma c o m i s s ã o 
nacional para a m a t e m á t i c a e a sua a d e s ã o à U . M . I . 
n ã o pode tornar-se efect iva sem que a c o m p o s i ç ã o da 
c o m i s s ã o tenha sido levada ao conhecimento da A s ­
sembleia Geral e reconhecida por ela. 

A p ó s a p r i m e i r a Assembleia Geral real izada em 
Roma, eram em n ú m e r o de 22 os membros da U . M . I . : 
Alemanha, A r g e n t i n a , A u s t r á l i a , A u s t r i a , B é l g i c a , 
C a n a d á , Cuba, Dinamarca , Espanha, Estados Unidos, 
F i n l â n d i a , F r a n ç a , G r ã - B r e t a n h a , G r é c i a , Holanda, 
I t á l i a , J a p ã o , Noruega, P a q u i s t ã o , Per i l , S u i ç a , Jugos­
l á v i a . Desses 22 p a í s e s , 18 enviaram d e l e g a ç õ e s à 
Assembleia, geralmente c o n s t i t u í d a s por alguns dos 
seus professores mais categorizados. 

Do i s p a í s e s que, a t é à data, a inda não ader i ram 
à U . M . I . — a P o l ó n i a e P o r t u g a l —enviaram observa­
dores à Assembleia Geral . 

Pa r t i c ipavam ainda na Assembleia um delegado da 
U N E S C O e um out ro do I C S U . 

Os trabalhoB da Assembleia, que se d i s t r i b u i r a m 
pelas m a n h ã s e pelas tardes de 6, 7 e 8 de Março i 
realizaram-se no P a l á c i o da Farnesina, a convi te da 
Academia dos « L i n c e i » , e fo ram inaugurados com 
uma mensagem do Presidente da Academia, Prof . 
G U I D O CASTELNUOVO, l ida pelo Prof. ENRICO B O M P I A N I , 

estando o Prof. CASTELNUOVO impedido de comparecer 
por mot ivo de doença . Nos trabalhos da Assembleia 
tratou-se, entre outroB, doB seguintes assuntos: 

1. " — A d m i s s ã o de quatro p a í s e s como membros da 
U n i ã o (Argen t ina , P a q u i s t ã o , Espanha, Jugos lavia) . 

2. " — C o n s t i t u i ç ã o de v á r i a s comis sões com as se­
guintes f inal idades : 

a) Es tudar a possibil idade de c r i a ç ã o dum gu ia ou 
indice geral de m a t e m á t i c o s e de o r g a n i z a ç õ e s mate­
m á t i c a s . 

b) Es tudar os m é t o d o s de f a c i l i t a r a d i s s e m i n a ç ã o 
da c i ê n c i a m a t e m á t i c a mediante v á r i a s formas de 
p u b l i c a ç ã o . 

e) Es tudar os v á r i o s aspectos do problema de 

s u m a r i a ç ã o e c r í t i c a de ar t igos de m a t e m á t i c a , con­
sultando, para esse efeito, as v á r i a s o r g a n i z a ç õ e s 
actualmente empenhadas nesse t rabalho (Mathemat i ­
cal Reviews, Zen t ra lb la t t , etc.) e, em par t i cu la r , estu­
dando maneiras de promover mais í n t i m a c o o p e r a ç ã o 
entre essas o r g a n i z a ç õ e s . 

d) Es tudar todos os m é t o d o s de f a c i l i t a r o in te r ­
c â m b i o de m a t e m á t i c o s , tanto professores como estu­
dantes, entre as v á r i a s n a ç õ e s . 

e) Considerar a possibil idade de preparar uma com­
p i l a ç ã o de s í m b o l o s m a t e m á t i c o s com as de f in i ções 
em cinco l í n g u a s ( i n g l ê s , f r a n c ê s , a l e m ã o , i t a l i ano e 
russo). 

(Todas estas comis sões devem apresentar um rela­
t ó r i o ao C o m i t é Execut ivo ou à Assembleia Geral na 
sua p r ó x i m a se s são o r d i n á r i a ) . 

3. " — N o m e a ç ã o duma nova c o m i s s ã o para o ensino 
m a t e m á t i c o , in tegrada na U . M . I . , em s u b s t i t u i ç ã o 
da «Commis s ion In ternat ionale de l 'Enseignement 
M a t h é m a t i q u e » , de que era S e c r e t á r i o Geral o Prof. 
H . F E H R . (Numa car ta apresentada à Assembleia, o 
Prof. F E H R oferecia a d e m i s s ã o da refer ida C o m i s s ã o , 
sugerindo que a obra desta fosse continuada pela 
U . M . I . o oferecendo ao mesmo tempo os seus p r é s ­
t imos à nova C o m i s s ã o ) . 

4. ° — E l e i ç ã o do C o m i t é Execu t ivo , que f icou cons­
t i t u í d o como segue : 

Presidente: Prof. E . M . H . STONE 
1. ° Vice-Presidente: Prof. E . BOREL 
2. " Vice-Presidente: Prof. E . K A M K E 
S e c r e t á r i o : Prof. E . B O M P I A N I 
Outros Membros: P r o f . ' W . D . HODGE, S. IVAHAGA 

e B . JESSEN. 

5. " — E l e i ç ã o do Presidente ( s u b s t i t u í d o , na Bua 
a u s ê n c i a , pelo S e c r e t á r i o ) e do Prof. BOREL, para 
membros do C o m i t é Execut ivo do I C S U , tornando-se 
a e le ição efect iva, se, e quando, a U n i ã o fô r reco­
nhecida corno aderente ao I C S U . 

6 ° — Emendas v á r i a s ao projecto dos Esta tutos . 
Reconhecimento dos textos i n g l ê s e f r a n c ê s como i g u a l ­
mente providos de autoridade. 

7.° — Q u e s t õ e s f inanceiras. 
En t r e as dec i sões tomadas, parece d igna de r e l ê v o 

pelas c o n s e q u ê n c i a s que p o d e r á ter no f u t u r o da U . 
M . I . , a seguinte d i s p o s i ç ã o , in t roduz ida nos Estatutos 
( A r t i g o 13), em v i r tude duma proposta i t a l i ana : 

Prevendo um eventual a c r é s c i m o da U n i ã o , o Co­
m i t é Execu t ivo t e r á o poder, em qualquer é p o c a an­
te r ior à segunda se s são o r d i n á r i a da Assembleia Ge­
ra l , e por uma d e c i s ã o tomada sobre a maior ia de 
dois t e r ç o s , de elevar o n ú m e r o dos seus membros de 
7 a 9 pela a d i ç ã o s i m u l t â n e a dum terceiro Vice-Pre­
sidente e dum quarto membro eleito, contanto que o 
C o m i t é proceda logo em seguida a uma v o t a ç ã o por 
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c o r r e s p o n d ê n c i a para designar os t i tu lares dos postos 
assim criados. Na h i p ó t e s e dum aumento do n ú m e r o 
de membros do C o m i t é Execut ivo , de acordo com esta 
d i s p o s i ç ã o , as e le ições para os postos assim criados 
seriam feitas segundo as normas a p l i c á v e i s aos postos 
similares, por o c a s i ã o da segunda sessão o r d i n á r i a da 
Assembleia Geral . 

De acordo com o A r t i g o 19 dos Estatutos , o d o m i ­
cí l io legal da U n i ã o é o gabinete do S e c r e t á r i o . Por 
isso, neste momento, a sede da U . M . I . encontra-se 
no e d i f í c i o do I n s t i t u t o M a t e m á t i c o da Universidade 

de Roma. Toda a c o r r e s p o n d ê n c i a deve ser d i r i g i d a 
para o S e c r e t á r i o , Prof. EHBICO B O M P I A N I . 

Os trabalhos da Assembleia Geral Const i tu in te da 
U . M . I . decorreram numa atmosfera de excelente cor­
dial idade e r e c í p r o c o entendimento. A Academia dos 
« L i n c e i » , a U n i ã o M a t e m á t i c a I t a l i a n a e em p a r t i ­
cular o Prof. E B O M P I A N I , prestaram aos par t ic ipantes 
na xVssembleia um ó p t i m o acolhimento, cr iando-
-lhes um ambiente deveras a p r a z í v e l , que deixou 
em todos a melhor r e c o r d a ç ã o dos momentos a l i 
passados. j . 8. • silva 

M E N S A G E M D O P R O F . G . C A S T E L N U O V O À A S S E M B L E I A G E R A L C O N S T I T U I N T E D A U N I Ã O 

M A T E M Á T I C A I N T E R N A C I O N A L 

Signori, 

dolente che una indisposizione mi impedisca di assis-
tere alla sedula inaugurale del convegno, vi porgo col 
presente messaggio il cordiale saluto dell'Accademia dei 
Lincei, liela di accogliervi in questa villa che le appar-
tiene. Io spero che le mirabili proporzioni delia sala ove 
si svolgeranno i vostri lavori, ispireranno ad essi quel 
senso delia misura che tanto peso ha nelle discussioni di 
temi, ove intervengono anche delicati problemi inlerna-
zionali. 

Non è la prima volta che VAccademia dei Lincei 
riunisce nel suo seno matematici di tutto il mondo. Nei 
1908 VAccademia accolse nel vicino palazzo Corsini, 
che e la sua sede, il IV Congresso Internazionale dei 
Matematici. Ed io, che di quel Congresso ero il Segre-
tario générale, ebbi la fortuna di poter allora avvici-
nare scienziati insigni quali Poincare', Picard, Dar-
boux, Mittag-Leffler, Giorgio Darwin, Newcomb e 
tanti altri di cui per brevità devo tacere i nomi. Erano 
presenti anche tutti i nostri Maestri, purtroppo oggi 
scomparsi, Dini, Bianchi, Corrado Segre insieme a 

Vito Volterra, Tullio Levi-Ci vi ta, Federico Enriques 
le cui morti recenti ci lasciarono un gran vuoto. 

Se vi ricordo tutti questi grandi nomi è perche ad 
essi vi ispiriate nelle risoluzioni che starete per prendere. 
Succède talvolta che giovani, anèiosi di aprire nuove 
vie alla scienza, rivolgano i loro sguardi soltanto all'av-
venire e lascino in ombra le glorie del passato. Consen-
tite a me, giunto ormai al termine delia vita, di farvi 
presente che le istituzioni veramente solide e durature 
riposano sulla tradizione. Resiste all'uragano Valbero 
che ha radiei profonde nella terra, mentre l'arbusto le 
cui radiei sono alla superficie viene abbattuto dalla 
prima burrasca. 

Io auguro a nome mio e deli'Accademia che vi ospita} 

che queste vostre riunioni si concludano con la creazione 
di una Unione perenne tra i matematici delle princi-
pali Nazioni, la quale permetta facili e frequenti con-
tatti tra colleghi di vari paesi, tenga al corrente 1'uno 
dei progressi compiuti dall'altro e permetta cosi un 
progresso piu rápido delia nostra scienza. 

Con questo augúrio vi .invito a iniziare i vostri 
lavori. 

N O T I C I Á R I O 

U N I Ã O M A T E M Á T I C A I T A L I A N A 

Realizando-se em Roma nos dias 6, 7 e 8 de M a r ç o 
a Assembleia Geral Cons t i tu in te da U n i ã o M a t e m á ­
t ica In ternacional , a U n i ã o M a t e m á t i c a I t a l i ana apro­
ve i tou esta oportunidade para organizar um grupo 
de c o n f e r ê n c i a s com a p a r t i c i p a ç ã o de algumas das 
indiv idual idades que assist iram à Assembleia. As 
c o n f e r ê n c i a s realizaram-se nos dias 10 e 11 de M a r ç o 
conforme o seguinte programa : 

10 de M a r ç o 
H . C A B T A N — A propos d'une extension du t h é o r è m e 

des c h a î n e s de syzygies de H I L B B B T . 
M . STONE — L i n e a r i t y and order i n f u n c t i o n a l analysis. 

R . CACCIOPPOLI — F u n z i o n i anal i t iche ; f a m i g l i e 
normal i e teoremi d i P I C A B D , L A N D A U , SCHOTTKY : 
una generalizzazione q u a l i t a t i v a . 

K . K N O P P — F o l g e n r ã u m e und L imi t i e rungsve r f ah ren . 
SKOLEM—Remarks on the Diophan t ine equat ion ax'-t-

+ byZ + cz* = 0 . 
11 de M a r ç o 

W . D . HODGE — S t ructure problems on complex 
manifolds . 

W . GBOBNEB — Alcune appl icaz ioni delia teor ia 
deg l i i dea l i a l ia geometr ia a l g é b r i c a . 

K . K u N U G i — Sur quelques points de l 'analyse m a t h é ­
mat ique. 

B . JESSEN — Recent work i n analysis i n Danmark 
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(DIRICHLET series; almost periodic functions ; i n f i ­
nitely different]able functions). 

C . KURATOWSKI — Sur le problème du prolongement 
des fonctions continues en Topologie. 

Estas conferências tiveram lugar no Instituto Ma­
temático e foram pretexto para se reunirem em Roma 
muitas das figuras mais representativas do meio ma­
temático italiano. 

J . S. e Silva 

3.» C O N G R E S S O A U S T R Í A C O D E M A T E M Á T I C O S 

A Sociedade Matemática Austríaca convida os 
matemáticos de todos os países a participarem nesta 
reunião que terá lugar em Salzburg, de 9 a 14 de 
Setembro de 1952. O congresso compreenderá as se­
guintes secções : Análise, Geometria e Topologia, 
Álgebra e Teoria dos Números, Matemáticas A p l i ­
cadas, e História e Filosofia. Os resumos das comuni­
cações apresentadas serão publicados nos Nachrichten 
der Òsterreichiscken Mathematischen Gesellschaft. 

M. z. 

C O L Ó Q U I O D E L Ó G I C A M A T E M Á T I C A 

Por solicitação das Sociedades internacionais de 
Lógica Simbólica e Filosofia das Ciências, a Facul­
dade das Ciências de Paris promoveu um «Colóquio 
de Lógica Matemática» que teve lugar no «Instituto 
Henri Poincaré», de 25 a 30 de Agosto de 1952. Nele 
tomaram parte : 

F. GONSETH (Zurich), F E Y S (Louvain), JOHANSSON 
(Oslo), B E T H (Amsterdam), VAN UANTZIG (Amsisrdam) 
G U I T E L (Paris), SUBLET (Trey sur Payerne, Suissa), 
VUYSJE (Amsterdam), K R E I S E L (Reading, Inglaterra), 
FBAISSE (Alger), ROBINSON (Toronto), LORENSEN (Bonn) ; 

BOCHENSKI (Friburgo, Suissa), KUREPA (Zagreb, lugos-
lávia), HEYTING (Amsterdam,), M E Y E R (Enschede, 
Países-Baixos), WOÒDGER (Londres), REICHENBACH 
(LOB Angeles), DESTOUCHES (Paris), CHÂTELET (Paris), 
BODIOU (Marseille), CURRY (Pensilvânia), RIQUET 
(Londres), ROSE (Ulverston, Inglaterra), BORGEHS 
(Louvain), DOPP (Louvain,) CARACCIOLO (Turim), 
BRUINS (Amsterdam), DOCKS (Bruxelas), BRITSCHWAYR 
(Mttnchen), FÉVRIER (Paris), FISCHER (Amsterdam), 
GREENWOOD (Quebec), KOYRB (Paris), LEROY (Paris) ) 

PERELMANN (Bruxelas), PROCA (Paris), Luiz F R E I R E 
(Recife, Brasil). 

Os mais variados e relevantes assuntos de Lógica 
Matemática e Filosofia das Ciências, os desta última 
relacionados aos da primeira, foram apresentados ao 
plenário do Colóquio e nele amplamente debatidos. 

Serão os trabalhos do Colóquio publicados, sob 
forma sintética, no «Journal of Symbolic Logic». 

Foram apresentadas as comunicações: . 

F E Y S — Présentation du problème des applications de 
la Logique Mathématique. 

JOHANSSON — Symboles logiques dans l'enseignement 
des théories déductives. 

B E T H — La Logique et le fondement des mathéma­
tiques. 

K R E I S B L — Applications of mathematical logic to va­
rious branches of mathematics. , 

FRAISSE — Sur les rapports entre la théorie des rela­
tions et la sémantique au sens de A. TARSET. 

ROBINSON — L'application de la logique formelle aux 
mathématiques. 

LORENZEN — Diè Rolle der Logik in der Grundlagen-
krisis der Analysis. 

CHATELET — Logique mathématique dans la géométrie 
grecque. 

HEYTING — Logique et intuitionnisme. 
MEYER — L'autonomie de la physique vis-à-vis de 

l'ontologie. 
FREIRE (LUIZ) — Des rapports entre le langage et les 

mathématiques. 
REICHENBACK — Les fondaments logiques de la théorie 

des quanta. 
FÉVRIER — Sur la logique des propositions expéri­

mentales. 
DESTOUCHES — La Logique et les théories physiques. 
BODIOU — Dificulté d'utisation du tormalisme quan-

tique à la topologie d'un treillis non modulaire 
de propositions. Possibilité de son utilisation à la 
modification du concept de «corpuscule localisé». 

WOODGER—Problems arising from the application of 
mathematical logic to'biology. 

CURRI — The logic of Program composition. 
SUBLET — Essai de formalisation complète du raison­

nement mathématique sur la base de trois opé­
rations. 

KUREPA — Sur la relation d'inclusion et l'axiome de 
choix de ZERHELO. 

Temas postos em discussão : 

I . A quelles conditions un système doit satisfaire 
pour être appelé: 

1. °) un sistéme de l 'arithmétique 
2. °) » > » l'analyse. 

I I . A quelles conditions une fonction de nombres 
réels peut être dite effectivement calculable. 

I I I . Discussion générale sur la logique et les ma­
thématiques. 

I V . Discussion générale sur la logique et la phy­
sique. 

L Freire 
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PRÉMIO N A C I O N A L G O M E S TEIXEIRA 

Afirmou a Gazeta de Matemática no n.° 50, publi­
cado em homenagem ao grande matemático portu­
guês, que o prémio GOMES T E I X E I R A , havia sido uma 
única vez atribuído até à data a um estudante das 
nossas escolas superiores. Era falsa a nossa afirma­
ção e temos, ao corrigi-la, a grande satisfação de 
comunicar aos leitores da Gazeta de Matemática e 
de sermos, talvez, os primeiros a tornar pública a 
notícia, de que foi premiado também, por trabalho 
apresentado em 1947, o então aluno da Faculdade 
de Ciências de Lisboa, Sr. FERNANDO ROLDÃO DIAS 

A GUDO. 
Lastimamos porém não se ter dado há mais. 

a publicidade devida a tão importante acontecimento 
da vida universitária portuguesa e admiramo-nos 
bastante por este facto ter passado desapercebido do 
nosso, infelizmente tão restricto, meio matemático. 

Sinceras e vivas felicitações ao Sr. Dr. F . R. DIAS 
AGCDO pela honra merecida e também os nossos 
melhores agradecimentos por ter acedido ao pedido 
da Redacção da Gazeta de Matemática para a publi­
cação nesta revista do trabalho premiado, que se i n ­
ti tula «Sobre um teorema de KAKEYA» e que apare­
cerá num dos próximos números. 

M. Z . 

PRÉMIO I N T E R N A C I O N A L G . FUBINI 

A União Matemática Italiana, em homenagem ao 
ilustre matemático Prof. GUIDO FUBINI , criou um 
prémio internacional que será atribuído ao autor de 

M A T E M Á T I C A S 

Ensino Liceal — Ano de 1952 — Exame do 3.° ciclo 
— 1.* chamada. 

ATENÇÃO — Se não souber resolver qualquer alínea duma 
ques tão , não deixe de tentar as seguintes. A resposta a 
cada uma delas não depende das anteriores. 
As respostas s ó s ã o válidas com as respectivas justifi­
c a ç õ e s . 

3442—O polinómio P (x) = x 3 — x*-f 4x—4 admite 
a raiz x = l . 

Determine as outras duas raízes deste polinómio. 
R : Como P (x) é divisível por x — 1 , será P (x) = 
= (x — 1) (x 2 +4) . Os outros zeros do polinómio são as 
raiz'i da equação x 2 + 4 = 0 ou seja x = ^ 2 i . 

3443 — Os vértices dum triângulo são os pontos 
A ( 0 , 0 ) , B.(ò ,0) , C (3, - 4) . Escreva a equação da 
recta que passa por A e é paralela ao lado BC. 

trabalhos publicados de Janeiro de 1946 a Dezembro 
de 1952 reconhecidos como contribuição importante 
ao progresso da Geometria Diferencial. 

O prémio é indivisível e a quantia atr ibuída em 
liras italianas é equivalente a 550 gr. de ouro. 

A Comissão deliberadora é composta pelos Profs. : 
S. BOCHNER, da Universidade de Princeton, C . EHRES-
MANN, da Universidade de . Strasburgo e A. TEURACINI, 
da Universidade de Turim. 

Caso a Comissão entenda não poder atribuir o 
prémio às investigações no domínio da Geometria 
Diferencial, conferi-lo-á a trabalhos da teoria das 
funções automorfas ou teorias relacionadas. 

M. Z . 

PROF. DR. R E N A T O PEREIRA C O E L H O 

Em 2 e 3 de Junho de 1952, no Instituto Superior 
de Agronomia, realizaram-se provas de concurso 
para professor extraordinário do 3.° grupo (Matemá­
tica e Cálculo). 

Foi concorrente único o assistente da mesma escola 
Dr. RENATO PEREIRA COELHO. A lição, criticada pelo 
Prof. Dr. BEDA NETO, da Universidade de Coimbra, 
versou sobre «Secções planas das superfícies de revo­
lução. Caso particular da esfera». 

A dissertação apresentada intitulava-se «Estudos 
sobre a regularidade dos espaços topológicos» e dela 
foi arguente o professor do Instituto, Doutor JOSÉ 
SEBASTIÃO e SILVA. 

Ao candidato aprovado apresenta a Gazeta de Ma­
temática vivas felicitações. 

M. Z. 

E L E M E N T A R E S 

R : A equação da recta que passa pelos pontos B e C é 
( x - 5 ) / ( 5 - 3 ) = ( y - 0 ) / ( 0 + 4) ou seja y = 2x —10 e 
portanto a recta que lhe é paralela e que passa pela 
origem (ponto A) é y = 2x . 

3444 — a) Estude as variações de sinal da função : 
1 

y = — (1 — x) (x + 3) no intervalo (—oo , 4- oo) . 
SI 

6) Calcule a inclinação da tangente à parábola 
definida pela função anterior, no ponto de abcissa 
x«=0. c) Determine o valor de h de modo que a 
recta y= — 2x + h seja secante àquela parábola. 
R : A função pode escrever-se sob a forma 

y - - y ( * - i ) ( * + 3) ; 

como os zeros do polinómio do segundo membro são 
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x' «- 1 x" = — 3 , e em virtude das propriedades do 
trinómio do 2." grau, temos : 

a) quando x — • — c o y —*•—oo 
o o < x < — 3 y < 0 

» - 3 < x < l y > 0 
» 1 < X < + oo y < 0 
» x-*+co y —• — oo 

b) Como y' = —x—1 o coeficiente angular da tan­
gente no ponto de abcissa 0 é — 1 e a tangente forma 
um angulo de 135." com a parte positiva do eixo dos xx. 

c) As abcsissas dos pontos de encontro da recta 

y = — 2 x + h com a parábola y = (x — 1) (x + 3) 
2 

são as raízes da equação — 2x + h = — — (x —1) (x-f 3) 

ou seja as da equação x 2 —2 x + 2 h —3=0. 
Para que a recta seja secante à parábola é necessário 

que tenha dois pontos distintos de comum com a pará­
bola e portanto que aquela equação tenha duas raízes, 
reais e distintas o que se obtém determinando h de modo 
que o descriminante seja positivo, isto é, que 

l - ( 2 h - 3 ) > 0 donde h < 2 . 

3445 - o) Se for : 

X = COS a + COS 2 a 
y = sen a + sen 2 a 

prove que x 2 + y* = 2 + 2 cos a. 
6) Resolva a equação : sen x + sen 2 as = 0 . R: 
a) Tem-se x 2 + y 2 = cos2a + sen2a + cos22a + sen22* + 

+ 2 [cos a (cos2 <x — sen2 a) + sen a (2 sen a cos a)] = 
= 2 + 2 cos « . 

b) sen x + sen 2 x = 0 é equivalente a sen x (1 + 
+ cosx) = 0 donde senx=0 ou x = k i r , e cosx = —1/2 
ou seja x = k ir + ( — l ) k 2ir/3. 

3446 — Um fio está preso a dois postes pelas suas 
extremidades A e B. Em C fixou-se uma massa 
M que mantém tensos os 
segmentos AC e BC. 

Sabendo que AC e B C 
medem respectivamente 20 
e 12,6 metros e que a dis­
tância entre os pontos A e 
B è 18 metros, determine 
a medida do ângulo A CB. 
(Empregue logaritmos). R: 
Como se sabe t a g C/2 = 

- , / ( P - » ) ( P -
V P ( p - c ) 

a, b e c são as medidas 
dos lados e p o semi-peri-
metro. Assim teremos 

onde 

log tag C/2 = [log (p - a )+ log (p - b) + colg p + 
+ colg ( p - c ) ] : 2 = (log 12,7 + log 5,3 + col g 25,3 + 
+ colg 7,3) : 2 = (l,10380+0,72428 +2759688 + 
+ 1,13668).-2 = 1,78082 

e daqui 0/2 = 31° V 10" e portanto C = 6 2 « 14' 20". 

3447—a) Determine o número iV , inferior a 84, 
que satisfaz às seguintes condições: m. d. c. (A*,84) = 
= 12 , m. m. c. (N , 132) = 396 . 

6) Calcule o resto da divisão por 5 de 84 1 5 . 
a) Pela i." parle do enunciado couclui-se que 

N = 1 2 n < 8 4 , logo como n é um inteiro só pode ter os 
valores 0, 1 , 2 , 3 , 4 , 5 e 6. Pela segunda parte deve 
ser Nm=396 ou 12nm = 396 donde mn = 33 ou mn = 3.11 
e conduise que n = 3 e N = 12.3 = 36. A solução 
n = l , m = 33 não serve por ser m. m. c. (12,132)^396. 

b) Como 4 é o resto da divisão de 84 por 5, o resto 
pedido é igual ao resto da divisão de 4 1 5 por 5. Além 
disso 4 2 dá de resto 1 quando dividido por 5, e o mesmo 
sucede, portanto, com 4 1 4 =(4 2 ) 7 , e daqui se conclue ser 
4 o resto da divisão de 84 1 5 por 5. 

Nota — Esta última questão resolvia-se mais rapida­
mente por meio de congruências, notando que 84 = 4 
(mod 5) e que portanto 84 í 5 =? 4 1 5 (mod 5) ; além disso 
por ser 4 2 = 1 (mod 5) seria 84 1 5 = 4 1 5 = (4 1 ) 7 • 4 = 
= 1-4 = 4 (mod 5 ) . 

SoluçSes dos D . o s 3442 a 3447 de J . da Silva Paolo 

Exames de aptidão para f requênc ia do Instituto 
Superior de Ciências Económicas e Financeiras 
— Ano de 19S2—9 de Agosto. 

I 

3448 — Supondo que os inteiros a , b , x e y sa­
tisfazem às condições : 

m. d. c. (a ,b) = m. d. c. (b , x) = m. d. c. (a , y) = 1 

demonstre que os inteiros ax + by e ab são primos 
en tre si. R : Demonstremos por redução ao absurdo. 
Seja d um factor primo comum aos inteiros ax + by e 
ab. Se d , primo, divide ab com a e b primos entre si, 
por hipótese, divide um dos seus factores. Seja a = d . 
Então será ax = d e, por ser ax + by = d, como supuze-
mos lerá que ser lambem by = d o que é absurdo visto que 
sendo b e y primos com a, por hipótese, não admitem 
divisor algum de a. (Raciocínio análogo se tivéssemos 
suposto b = d) . 

3449 — Calcule o resto da divisão por 7 de 18 1 0 0 0 . 
R: Por ser 18 1 0 0 0 = (7 + 4 ) i«»=7+4 1 0 < l o =7 '+4 • 4 9 9 9 = 
= 7 + 4 • 21998 = 7 + 4 • (23)66» = 7 + 4 • (7 + 1) = 7 + 4, o 

resto pedido é 4 . 
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I I 

3450 — Defina combinações simples de n elemen­
tos fraie verifique a seguinte identidade 

fc-Cí = n - C t i ( n > t ) . 

R:- Com efeito, é 

n! n ! 
k - Cî - k • 

n - C j r ! = n-

k l ( n - k ) ! ( k - l ) ! ( n - k ) ! 

( n - 1 ) ! n l 
( k - 1 ) 1 ( n - k ) ! ( k - 1 ) ! ( n - k ) ! 

com n J > k ^ 1 . 

3451 — Dado o trinómio / ( x ) = x J — 2x + í:* - f k 

determine /.• de modo que o trinómio seja maior do 

que — , seja qual for o valor real atribuído a x. 
2 

R : Terá que ser f ( x ) —1/2 ;>0 qualquer que seja x_ 
real. Por ser positivo o coeficiente do termo em x J bas­
tará que se tenha A - 6 — 4 k * - 4 k < 0 ou — ( l + t /7 ) /2< 
< k < ( - l + t / 7 ) / 2 . 

I I I 

3452 — Verifique a seguinte identidade 

cotg x • cotg y — 1 
cotg (x + y) — 

R : Se em 

cotg (x + y) 

cotg x4- cotg y 

1 1 - t g x - t g y 
* g ( x + y) t g x + t g y 

1 1 
substituirmos t g x por « t gy por - — , / ica 
provada a identidade. 

ctgx cotg y 

3453 — Calcule os ângulos positivos e inferiores a 
360° que satisfazem à igualdade 

t g (x + Y) + C O T G (T ~ 3 *) = ° ' 
R : 4 equação proposta è equivalente a t g ^x + — ̂  + 

( « \ is 
x + — I -=tg (—3x) donde x + — = 

= n i r - 3 x ou x = ^ ° ^ g ^ n ( n **l*irò). As soluções 

pedidas são as que correspondem aos valores inteiros 
de l<^n<^8 e que são: T C / 6 , 5TE/12, 2it/3, l l j r / 1 2 , 
7it/6, 17w/12, 5w/3 e 23TI/12. 

Soluções dos n.°* 3418 a 3453 de Orlando M. Rodrigues 

Exames de aptidão para frequência do Instituto 
Superior Técnico e Faculdade de Engenharia do 
Porto — Ano de i 952 — 9 de Agosto. 

3454 — Resolva a equação 

5(0—1)1 1 / x 
+ 1 

determinando os valores das incógnitas expressos em 
números decimais com a aproximação até milésimas. 
R: A forma canónica da equação dada é 11 x2— 36 x + 
+ 26 = 0 . As raizes são 2,196 e 1,076. 

3455 — Determine a ordem do termo que não con­
tém x do desenvolvimento de (x+l/x?)11 sem fazer 
este desenvolvimento. Determine a seguir o valor 
daquele termo. R : O termo de ordem p-t-1 è 

ser 21—3 

) oitavo, é T8-=» ( 

21 
X21—3p 

Deverá ser 21—3p = 0, p = 7. O termo pedido, que é 

' 2 1 ' 
7 

3456 — Simplifique a fracção 

3?~x 4- (x—l )v /2 

x ^ — 2 x - ( x + l ) y / 2 ' 

R: O* zeros do numerador são 1 e — ^ 2 . Nenhum dos 
zeros do numerador anula o denominador, pelo que a 
fracção é irreductível. 

3457 — Diga qual o maior número de circunfe­
rências que podem ser determinadas por 15 pontos 
complanos onde há 5 que estão sobre a mesma cir­
cunferência. R : Supondo que não há qualquer grupo 
de 3 pontos colineares, será 

+ 1 . 

3458 — Determine os valores de m para os quais 
a equação 2 (m — 1) x 2 — (m2 — 28) i - 7 f f l J = 0 tem 
uma raiz positiva e outra negativa sendo aquela a 
maior em valor absoluto. R : Representando por P 
e S, respectivamente, o produto e a soma das raizes 

7 m 2 

teremos P < 0 e S > 0 . Isto è: — < 0 e 
m í - 2 8 

2 ( m - l ) 

2 ( l - m ) 

> 0 donde m > / 2 8 . 

Soluções dos o.4* 3454 a 3458 de Laureano Barros 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — £.• exame de frequên­
c i a - 1951-52. 

3459 —Provar que a função y = x? para x<J2 e 
y= +\/l + x para x > 2 tem extremo no ponto x = 2-

3460 — Calcular a primitiva da função 

y = (5a; + 2 ) / v / 3 x 2 - x - l . 

R: - l / 3 ï 4 - x -
3 * 

17 
1 + log 

6 j / 3 

1/6 

V/Ï3/36 + 

+ 
x- 1/6 \ 2  

V/Ï3/36/ ~ 

3461 - Calcular o l im [ í 3 n « + log - g ^ j 1 

quando ÍI->OO . R: —3/2. 

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR 
quência, 1951-52. 

2.° exame de fre-

3462 — Dada a cónica de equação x2+áxy — 3 y 2 — 
— 2 x = 0 determinar a direcção com que é conjugado 
o diâmetro 5x —11 y - ( - 1 = 0 . R : £ a direcção 
m = — 3 . 

3463 — Determinar os planos tangentes à esfera 
x 2 -4- j / 2 + z2 — 2x •+• 4z — 1 = 0 que são perpendicula­
res à recta definida pelos pontos P ( 1 , - 2 , 3 ) e 
Q ( 2 , l , 4 ) . R: x + 3y + z + l+v/66 = 0 . 

3464 — Discutir e resolver o sistema : 
2 x - y + 3z = 4 

x + 5y—2z = 1 
5x + 14?/- - 3z = a. 

R : O sistema é incompatível •para a.=f=l. Para 
7 é compatível e indeterminado com as soluções 

13 21 7 2 
= P • x = p — . 

11 y 11 
V = — P • 1 1 P 11 

F. C. C — ÁLGEBRA SUPERIOR — Exame final —1951-52. 

3465 — Achar a primitiva da função 
3 x - l 

f i x ) = 
J v ' (x 2 +4) (x 2 + 9) ' ' 

R : 
3 x 2 + 4 1 x 1 x 

i õ l 0 g x i T 9 - l õ a r C t g - 2 + Í 5 a r C t g ¥ " 

3466 — Escrever as equações dos planos que con­
têm o eixo Oy e são tangentes à esfera de equação 
x 2 + yi + Z 2 ._8z + 15 = 0 . R : z=±l/lôx . 

3467 — Calcular os máximos e mínimos da função 
/ ( x ) = a 2 sen2 x + ò 2 cos2 x (com a > & ) . R : Mínimo 
m = b 2 nos pontos x = ; Máximo M = a2 para 

x = k* + I . 
Soluções dos n . M 3460 a 3467 de L . If. de Albuquerque 

I. S. C. E. F. — ALGEBRA SUPERIOR — 1.» exame de 
frequência — 15 de Março de 1952. 

3468 — Determine a equação geral das circunfe­
rências que são tangentes à circunferência de equa­
ção 2 x 2 + 2 j / 2 = l e cujos centros se encontram na 
recta y = 2x. Fixe uma das circunferências e es­
creva a equação da tangente comum. R: Seja C(x ,2a) 
o centro da circunferência. A equação procurada i: 
(x - a) 2 + (y - 2 a) 2 = [t/a 2 +.4 a 2 ± 1 / \/^J = 5 a 2 + 
+ 2 t/5/2 a + 1/2 . 

.Esta equação para a = 0 conduz à circunferência 
dada. Qualquer dos dois trinómios do segundo membro 
tem descriminanle nulo, portanto há dois valores de a 
que conduzem a circunferências de raio nulo. 

Fora desses três valores de a., aquela equação res­
ponde ao problema. As tangentes comuns são as rectas 
perpendiculares à recta dada e passando pelos pontos 
de encontro dela com a circunferência dada. 

3469 — Inverta a função x = sen y por forma a 
conseguir uma inversa unívoca. Estude a continui­
dade dessa função inversa, inclusivamente nos pontos 
em que a derivada é infinita. Exprima por logaritmos 
a inversa da função y = shx. R : Encontram-se 
inversas unívocas da função x = sen y nos intervalos 
(—ir<2 , ir/2) ou (0, K/2) OU (TC / 2 , 3 w/2) por exemplo, 
ou em qualquer intervalo ( y 4 , y 2 ) onde não se encon­
trem dois y y que exprimam, em radianos, arcos com 
os mesmos senos. 

Se x = f ( y ) e'continua no ponto b = <p (a) , tem-
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-se I f (y) — f ( b ) I < S quando for | y — b | < e e 
portanto para | y — b | < S' < e . 

Então, dado S'<e tem-se |y — b | = | ç (x) —tp(a) | <S ' 
se for. I f (y) — f (b) | «= | x — a | < S ; a inversa de uma 
função continua é continua. 

Por outro lado a inversa de x = seny é y = arc sen x, 
em qualquer dos intervalos considerados, por exemplo, 
( — ir/2, ir/2) . Em qualquer ponto interior a função 
x = seny tem derivada não nula, logo a função y = 
= arc sen x tem derivada finita e é pois continua. 
Para y — + 7r/2 a derivada de x = sen y é nula, 
logo em tais pontos a função y = arc sen x tem deri­
vada infinita ; estudemos então nestes pontos a conti­
nuidade da função. Pela continuidade de sen y , 
teremos |seny + l | < S quando for | y + r c / 2 | < s ; 
portanto, dado S'< e será . | arc sen x + ir/2 | <C S1 

quando | x +_ 11 < S . 

3470 — Escreva a fórmula de TAYLOR da função 
f (x) na vizinhança do ponto o . Defina série de 
TAYLOR da mesma função, relativa ao ponto a. 
Indique uma condição para que a soma desta série 
seja f ( x ) . Prove a necessidade e a suficiência. 
Enuncie uma condição apenas suficiente e prove a 
suficiência. Desenvolva 3* nas vizinhanças de a: = — 1. 
Em que pontos pode calcular a função aproveitando 
este desenvolvimento ? R : Aproveitando o desenvol-

y2 

vimento de eT = l + y + — -\ válido qualquer que 
JJ \ 

seja y . teremos, atendendo a que 3 x = e x l o < ' 3 , o desen-
• „ , . x 2 l o g 2 3 

volvimento desejado : 3* = 1 + x log 3 -\ 
2 1 

Esta série permite calcular 3" em todo o campo real. 
3471—Demonstre o teorema de LAGRANGE, para 

a função f ( x ) regular era (a,6) e prove que f ( x ) 
è propriamente crescente no intervalo, se / ' (x) > 0 . 
E se for / ' (a ; )J>0? R: Tem-se, depois de demons-

f ( x , ) - f ( x 2 ) 
trado o teorema de LAGRANGE, = f ' ( x 3 ) 

x, - Xí 
quaisquer que sejam Xi < Xj tomados no intervalo 
(a, b) e sendo x 1 < x J < X 2 . Supondo f ( x ) ^ 0 
(nunca nula) no intervalo (a ,b) vem a fracção ^>0 
(nunca nula) e os seus termos do mesmo sinal (o nume­
rador nunca nulo). Logo, para x j < x^ será f (xj) <J 
< f (X2) (ou sempre f (xj) < f (x 2 ) ) . 

particular, ache as equações daquelas circunferên­
cias, da família, de raio igual a 2. R : A equação 
da tangente no ponto (2,1) é y — x + 1 •= 0 . Sendo 
C(o,c) o centro da circunferência, a distância de C a r 

o + l i í , -v | . • • 
A equação procurada é: x J + vem a ser 

V/2 
+ (y — c ) '= (c + l)'-/2. Para o raio 2 virá (c + l ) 2 / 2 = 4, 
donde c = — l*+^3 . As equações das circunferências 
pedidas são pois : x 2 + (y + 1 +T v/8)2 = 4 . 

3473 — Se | a» | tem limite f ini to, mostre que o 
conjunto dos números a„ é limitado. 

Determine o intervalo de convergência absoluta 
da série de termo geral o„ x" . Enuncie vima condi­
ção necessária e suficiente de convergência desta 
série num ponto. Indique um intervalo de conver­
gência uniforme da mesma série e prove a afirmação. 

Em que pontos a soma da série é uma função 
contínua Î Enuncie o teorema em que fundamenta a 
resposta. 

J5, n íx\* 
Dada a série > ] (—1)" ( — | determine, 

, r 1 « 2 + i \ 2 / ' 
justificando, o intervalo (0, a) de maior amplitude, 
de convergência uniforme. R : Seja A o limite finito 
de I a„ I ; fixado e >• 0 , só um número f inito de 
números a„ ficarão fora do intervalo (—A — e, A + e) . 
Se os números a„ fora daquele intervalo são em 
númei o finito, há um menor que todos, seja a , e um 
maior que todos, seja A . Dos dois números a e A 
um pelo menos tem maior valor absoluto ; seja p esse 
valor absoluto. Então, todos os números a„ caiem no 
intervalo fechado [—A—e —p,A + e + p ] . Como 

n + 1 |x |"+ ' n 
1„LIS"(n + l ) 2 + l 2"+' ' n ' + l 

| x | (n + l ) ( n 2 + l ) 
= —— 11 m 

2 = « n [ ( n + l ) 2 T - l J 

1*1 ' 
2° 

111 
2 

1*1 o intervalo de convergência absoluta é dado por < 1 

e portanto, — 2 < x < 2 . Mas a série 2 ( — 1)" • 
n 2 + l 

é alternada decrescente, convergente, e pelo teorema de 
A B E L , a série proposta é uniformemente convergente no 
intervalo (máximo) (0,2) . 

L. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.° exame 
de frequência — 14 de Março de 1952. 

3472 — Determine a equação da tangente — r— à 
curva y — x — sen irx/4 no ponto de abeissa x = 2 . 
Deduza a equação da família das circunferências de 
centro no eixo OY e tangente à recta -f ,— ."Em 

3474—Defina função contínua num ponto —c-
interior ao domínio. 

Se a função f (x) 6 limitada no intervalo (a, b) 
e num ponto interior desse intervalo tem uma des­
continuidade, estude aí a oscilação. Justifique. 

Prove que se f (x) é contínua no conjunto l imi ­
tado e fechado - X- ela é limitada em X. 
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Determine os extremantes da função / (x) = 
= (x — 2) J • x 3 . R : Com x no intervalo (a , b) é 
1 <J f (x) <^ L . Seja c interior a (a , b) e ponto de 
descontinuidade. Dada uma I (c, e) sejam L (c , e) 
e 1 (c , e) os limites próprios ou impróprios de f (x) 
com x em I (c, e) . Tendendo e para zero, existem, 
próprios ou impróprios, os limites f (c) = H m L (c,e) 

e f (c) •= l i m 1 (c , e) . 
— i—o 
Como e é interior a (a , b) , para s suficiente­

mente pequeno I (c , 3) está inteiramente contida em 
(a , b) e portanto : 1 < f (c) < f (c) <^ L . 

Então, « (c) = f (c) — f (c) é finita . 

De f (x) = (x - 2)2 x 3 vem : f (x) = 2 (x - 2) x 3 + 

+ 3 (x - 2)2 x 2 - x 2 (x - 2) ( 5 x - 6) = 5x2 ^ x _ _ j | ( x _ 2 ) . 

6 
São extremantes os valores x< = — e x» = 2 . 

5 
São extremos os valores 

f (XÍ) = Máximo e . f (x 2) = mínimo . 

Trata-se de extremos locais. 
3475 — Supondo que a recta y = mx + p é assin­

to ta da curva y = f { x ) , prove que / ( x ) = mx + p + 
-t-tp(x) onde l i m t p ( x ) = 0 . Nas condições anteriores 

qual o lim<(>'(x)? Porquê? Como determina a 

posição daquela curva em relação à assíntota ias 
vizinhanças do infinito ? R : A primeira parte 
resulta imediatamente da definição de assíntota. Sendo 
assim, temos ç (x) = f (x) — mx — p donde <p' (x) = 

f (x ) 
— f (x) — m . Aías como l i m —— r l i m f (x) = m 

»—•».;; x •»•• 
então será 1 i m <p' (x) = 0 . 

X = 00 • 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEEAIS — 2." Exame freq. 
- 30 de Junho de 1952. 

3476 — Defina zero inteiro de / ( x ) . Dada a função 
f { x ) = (x — a)2i|< (x) que condições deve impor à função 
<{.(x) para que a seja zero duplo? 

Prove que nessas condições a é zero duplo. 
Se a é zero triplo de / ' (x) indique, justificando, o 

número de variações perdidas por F' (x) (sucessão de 
Fourier de / ' (x)) quando x passa por o. 

Utilize a sucessão de Rolle na separação das raízes 
de x 4—6 x ? 4-8x4-4=0. R : f (x) tem a por zero simples 
se e só se : f(a) = 0 e f ' (a) =j= 0, 00 . f (x) tem a por zero 
duplo se e só se: f (a) = f ' ( a ) = 0 e t" (a) = £ 0 , 0 0 , e 
assim sucessivamente, de modo que: a é zero inteiro de 
f (x) se e só se f (a) =0 e alguma derivada da função è 
diferente de zero e infinito para x = a . 

Para que a seja zero duplo de f ( x ) = (x—a) 2 (x) é 
suficiente que: 

1. ") t}> (x) diferente de zero e infinito para x = a, por­
que então f ( a ) = 0 . 

2. °) (x — a) <j/ (x) seja contínua para x = a , porque 
f(x) 

então, de = (x — a) (x) -resulta f 1 (a) = 0 . 
x—a 

3") (x — a) ^(x) tenha derivada finita para x = a , 
porque de f (x) = (x—a) [(x —a)+ (x)] derivando vem 
f ' (x ) 

— i - i - - <Kx) + [ ( x - a ) fr(*)]i o ?«e rfá f" ( 3 ) ^ 0 , 0 0 . 
Tem-íe f (x) = 4 x 3 — 12x + 8 = 4 (x +2) ( x - l ) 2 ; à 

sucessão — 00 , —2,1,-t-oo corresponde a sucessão de 
Rolle f ( — 0 0 ) , f (—2) , f (1), f (4-tx>) com os seguintes 
sinais: +, — , + , + ; como f ( — 3 ) > 0 conclui-se com os 
teors. de Rolle e Cauchy que há uma raiz real em 
( — 3, — 2) e outra em ( — 2 , 1 ) ; as outras duas são 
complexas (conjugadas). 

3477 — Demonstre que f ( x , y ) é contínua nos 
pontos onde seja diferenciável. Se f ( x , y ) é diferen-
ciável em P (a , b) e se nesse ponto f {x ,y) — C ê nula, 
mas fy{x,y)>0, provoque f ( x , y ) = C define uma 
e só uma função y (x) nas vizinhanças de x = a. 

Dada f(x,y)=x! + 3xy+2y'! = 0 que figuras repre­
senta no plano e no espaço esta equação? Determine 
o grau de homogeneidade de f ( x , y ) e decomponha-a 
em soma de quadrados. R : Faça-se F (x , y) = 
- i ( x , y ) - C e será F,—f, ,FJ — f j . As funções f ( x , y ) 
e F ( x , y ) são diferenciáreis em P , logo com derivadas 
finitas em P, sendo ainda F (a ,b ) = 0 e F J ( a , b ) > 0 -
Então, as funções parciais tiradas de F são continuas, 
por terem derivadas, e uma é monótona, por ser positiva 
a respectiva derivada. 

São as condições do teorema de existência; a unici­
dade resulta do facto da função parcial em y ser pro­
priamente crescente, pois que a sua derivada è não nula 
em eerta vizinhança de P, e se deve, para isso, supor 
continua em P. 

A equaçãa f (x , y ) = x 2 + 3 x y + 2 y 2 = 0 representa, no 
plano, uma curva de segunda ordem, porque é do se­
gundo grau; representa no espaço uma superfície de 
segunda ordem. 

O grau de homogeneidade de f (x ,y) e' 2 : 
f ( x t , y t ) = t 2 f ( x , y ) . 

x2 4- 3xy 4- 2 y 2 - x 2 4- 2x (—y ) 4 - 2 y 2 = 

x 4- 2 • 

2 9 
v 2 

2 

+ 2 y 

Fazendo a mudança de eixos X x + • 
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resulta para equação das figuras X 2 — Y 2 = (X 4- Y) 
(X - Y) = O. 

No plano: duas rectas concorrentes na origem. No 
espaço dois planos passando por OZ. 

4378 _ Demonstre que se um polinómio P (z) de 
grau efectivo tem uma raiz, tem precisamente n 
raízes e deduza as fórmulas de Girard. 

Utilize a teoria da eliminação para determinar a 
condição necessária e suficiente de existência de raiz 
dupla na equação x3+px + q*=0. R: Eliminando x 
entre x 3 + p x + q e a derivada 3x 2 +-p vem o determi­
nante 

3 

que deverá ser igualado a zero. 
Para abaixamento de ordem temos: 

Portanto : 
2 
¥ p 

Xj = p 
q 

p 
o 

(0) 

p q 

2 
0 T P 

q p 2 

q 

(I 

q 

• p 3 — q 2 = 0 ou 
27 F H 

+ 
q \ 2 

o. 

3479 — Enuncie o teorema de Rouché e deduza a 
regra de Cramer para a resolução de sistemas. 

Qual a condição para que o sistema 

r amxk = 0 (í - 1 , 2 , • • • ,» ) 
í (fc = l , . . , n ) 

tenha, pelo menos, uma solução não nula. 
Sirva-se dessa condição para resolver o seguinte 

problema: 
Determine a equação do plano que passa pelo ponto 

(x 0 , y0 , z0) e é paralelo às rectas de equações 

x—x' 

X 

y-y' 
b 

m y_ _ 
b' 

z—a' 

R : A equação do plano que passa pelo ponto, e as con­
dições de paralelismo, dão o sistema 

A (x - x 0) + B (y - y„) + O (z - z 0) - 0 
Aa + B b + C c = 0 
A a1 + B V + C c' = 0 

de equações lineares e homogéneas em A , B , C. Para 
que haja solução não nula deverá ser (e basta) 

x — x 0 y — y 0 z — z 0 

a b e 
a' b' c' 

que è a equação do plano. 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame f ina l — 
21 de Julho de 1952. 

3480 - Exprima a função P (x) = 4 x 3 - 1 5 x 2 + 
+ 16x-t-8 sob a forma ax (a; —1) (x—2) + f ix (x — 1) + 
-t- fx + S onde a , (3, f , S são coeficientes constan­
tes. R : Da relação P (x) = a x (x — 1) (x — 2) + 
+ px(x —1) + T X + X" se vê que S , f e f$ são res-
pectivamante : o resto da divisão de P (x) por x ; o 
resto da divisão por x — 1 , do cociente da divisão an­
terior ; o resto da divisão por x —2, do cociente da 
divisão anterior. Então, a regra de ROFFINI, dá 

S = 8 , f = 5 e p = - 3 . 
• 

P(x) = 4 x ( x - l ) ( x - 2 ) - 3 x ( x - l ) + 5 x + 8. 

3481 — Duma função interpoladora f ( x ) , são 
conhecidas as seguintes diferenças finitas 

A O / ( 0 ) » = 2 * • / ( ! ) = 2 
4 i / ( 0 ) = 0 A » / ( l ) 6 
d 2 / ( O ) =- - 6 A - V ( l ) 18 
A 3 / ( 0 ) 12 - A ' / ( l ) = - 1 2 

Deduza a respectiva tabela de diferenças, os va­
lores / ( 4 ) e / ( —1) e determine por último a inter­
poladora. R : A tabela de diferenças pode reconsti-

X A ° f A l f A 2 f A 3 f 

0 2 
0 

1 2 — 6 
6 - 1 2 

2 - 4 — 18 
24 

3 - 28 

tuir-se facilmente . Prolongando a tabela vem 

f (4) = - 82 f ( - 1 ) - 8. 

A interpoladora de GBEOOEY- NEWTON é 
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x ( x - l ) x ( x - l ) ( x - 2 ) 
f (x) =- 2 - 6 — - 1 2 - ^ ' - -

w 2 ! 31 
= 2 - 3x ( x - 1 ) - 2x ( x - 1 ) ( x - 2 ) •• 
= - 2 x 3 4- 3 x 2 - x + 2 . 

3482 — Mostre que a equação x 3 — y3 — 2xy + 
+ 2 = 0 define uma só função j / = ip(x) no inter­
valo 0 < x < + °° • Determine a equação da super­
fície gerada pela revolução, em torno de OX, da 
tangente à curva y = <p (x) no ponto (1,1) . 

R : A equação y 3 + 2 xy — 2 — x 3 = 0 é de 3." grau 
em y e, com x nulo ou positivo, pela regra de D E S ­
CARTES, apresenta sempre uma só variação e não tem 
mais que uma raiz real y (x) (x ^> 0) . As derivadas 
parciais do polinómio, f ' x (x , y) = — 3 x 2 + 2 y , 
f , (x , y) = 3 y 2 + 2 x , são finitas e não nulas para 
x > 0 , e também em x = 0 porque então é y=jb0. 
Isto basta para afirmar que tal equação define uma 
função y (x) no intervalo 0 ^ x < + oo , e uma 
unicamente. 

A equação da tangente à curva y = tp (x) no ponto 

(1,1) 4. y - ± x t r ± . 

A equação da superfície de revolução : y 2 + z 2 — 
1 4 \ 2 

— x H  
5 ô, 

Soluções dos n . o s 3468 a 3482 de J . Ribeiro de Albuquerque 

I . S. T. — .MATEMÁTICAS GERAIS — 2." exame de fre­
quência ordinário — 7 de Julho de 1952. 

I 

3483 — Estudar e representar graficamente a fun-
I & V . • 3 " 

ção definida por y • (Sx—1) 4 (3x—1) <— 8 . R : 
as* 

A função pode escrever-se 
8 3 8 x 2 - 9 x + 3 

7 = 3 x - l ~" " I 2 = x 2 - (3 x - 1 ) ' 

A curva representativa de y (x) não corta o eixo 
dos xx a distância finita e 

y ( + o o ) = + 0 ; y ( - o o ) 0 . 

Assintotas paralelas aos eixos : 

x - 0; x = 1/3; y = 0 . 

Descontinuidades : 

y ( + 0 ) _ y ( _ Q ) - - o o 

y (1/3 + 0) - + oo ; y (1/3 - 0) oo . 

Máximos e mínimos : 

- 2 4 6 —24x 34-54 x 2 - 3 6 x 4 - 6 

y ' _ 0 - ^ 4 x ' - 9 x 2 + 6 x - l - 0 - * x 1 - x 2 - l e x 3 = l / 4 . 
Mas temos 

y ' ( 1 + 0 X 0 ; y ' ( l - 0 ) < 0 
y ' ( l / 4 + 0 ) < 0 ; y' (1/4 — 0) > 0 Máximo. 

No ponto 1 não há estacionaridade. 
Pontos de inflexão : 

144 18 8 x * - 2 7 x 3 4 - 2 7 x 2 - 9 x + l 
yM _ 18 • 
' ( 3 x - l ) 3 x* x * - ( 3 x - l ) 3 

Y H _ 0 -* i j - 1 efica 8x 3 - 19x 2 + 8x — 1 - 0 . 

A última equação tem a raiz real X j = l,89 e as 
outras duas são imaginárias. Além disso, 

y" (1 + 0) < 0 ; y " (1 - 0) > 0 Inflexão 
y" (x 2 + 0) > 0 ; y " (xt — 0) < 0 Inflexão 

3484 — Mostrar que a série 

JL + 2

 a - ( f f l + 1> 3 « - ( a + l ) - ( o + 2 )  
6 - 6 - ( Ô 4 - l ) ' 6- (6 + 1) • (6 + 2) 

onde a , 6 > 0 , é convergente para 6 > a + 2 . R : 
O termo de ordem n escreve-se 

u„ — n • 

( 3 x - l ) 2 x 3 x 3 - (3x — l ) 2 

a - ( a + l ) ••• (a + n - 1 ) 

' b - ( b + l ) . . . ( b + n - l ) " 

Aplicando o critério de DUHAMEL : 

l i m n - ( — 1 | — b — a — 1 . 

A série é pois convergente para b — a — 1 > 1 ou 
seja b > a + 2 . 

3485 — Escrever a equação da parábola que 
admite como tangente no ponto (0, — 1) a recta 
3x4-5t/ + 5—0 e que tem como diâmetro conjugado 
com o eixo dos x x a recta 2x+4!/ + l = 0 . Estabe­
lecer a equação normal da parábola. R : A parábola 
tem por equação 

2x 2 + 8xy + 8y 2 + 2x + 6y - 2 -= 0 . 

A equação normal ou canónica da parábola i 

i/5 
Y» - ^ X . 

25 

I I 

3486 — O critério de KCMMER afirma o seguinte ' 
aSeja a„ uma função positiva de n . A série de ter­
mos positivos, £ M„ , é convergente se o limite 

l i m (a,-— a „ + 1 ) - L 

for positivo; a série é divergente se aquele limite 
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for negativo e, além disso, for divergente a série que 
tem l/a„ como termo geral». 

Nestas condições, verifique que para o„ = 1 se 
obtém o critério de d'ALEMBERT e para a„ = re o de 
DUHAMEL. 

3487 — Enuncie algumas propriedades dos deter­
minantes adjuntos. Considere o determinante: 

A = b 
d 

Se forem A , D e F os complementos algébricos 
de a, d e / mostre que aqueles têm o mesmo sinal 
quando A = 0 . 

3488- — Diga em que consiste o problema da 
eliminação algébrica e mostre, baseando-se nele, 
como pode realizar-se o cálculo das raízes imaginá­
rias duma equação algébrica inteira de coeficientes 
inteiros. 

3489 — Defina focos duma cónica e indique como 
pode fazer-se a sua determinação. Como exemplo, 
ache os focos da parábola y1 = 2 px . 

Sabendo que as directrizes duma cónica são as 
polares dos focos em relação à cónica, determine as 
directrizes da parábola acima. 

I. S. T. — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2 . ° exame de fre­

quência extraordinário — 10 de Julho de 1952. 

3490 — Estudar e representar graficamente a fun­
ção y (x) definida por 

,,2 = ( a 2 — x 2 ) • ( x 2 - 6 2 ) 2 (a > 6 > 0) . _ 

R : A função pode escrever-se 

. y = ± (x s — b2) • \/a 2 - x*. 
O domínio da função é: — a <J x < J a . 

Pontos de encontro com os eixos : 

x = 0 , y = + a • b 2 

y = 0 , x = + a e x = + b . 

A curva representativa é simétrica em relação aos 
dois eixos coordenados e à origem. 

Máximos e mínimos : 
x- (2a 2 + b 2)—3x3  

y " ( a 2 - x 2 ) ' " í 

y i = 0 - * x = 0 e x =.+ i / (2a 2 + b 2 ) /3, 

(b < t / ( 2 a 2 + b2)/3<a) . 

Valores da função nos pontos de estacionaridade : 

2 
y = j f a b 2 e y = + 

3-V3 
(a 2 — b 2 ) 3 ' 2 

Nos pontos x = + b temos duas tangentes distintas: 

f = ± 2 b - ( a 2 — b 2 ) " 5 . 

No/a: Há três máximos: M j , M j e M3 . Há três 
mínimos: m i , mj e . Há 2 pontos de inflexão 
para cada ramo : l i e I j . 

3491 — Achar os valores reais de X para os quais 
o sistema 

x - f - ( X — 1) -z = 0 

X - y + z — 0 
X2 • x + z = 0 

tem soluções não nulas. R : A condição para a exis­
tência de soluções não nulas é 

1 0 
0 X 

X2 0 

X — 1 
1 
1 

= X + X' — X* - 0 . 

Uma das soluções e X = 0 e obtém-se X3 —X 2 — 1 = 0 . 
Esta equação tem apenas uma raiz real positiva 

X = l ,47 . Para X = 0 , o sistema tem soluções não 
nulas do tipo x = z — 0 e y qualquer. 

3492 — 0 ponto P , afixo do complexo z = x + i-y , 
descreve, no plano de CAUCHY, uma circunferência 
com centro no ponto C (2 , 0) e raio R = 1 . 

a) Deduzir a equação da cónica descrita no mesmo 
plano pelo afixo P t do complexo zí^(2-ri) -z , indi­
car o seu género o determinar o centro. Escrever 
a equação reduzida da cónica, tomando o centro para 
origem das coordenadas. 6) Fazem-se passar pela 
origem rectas perpendiculares aos segmentos PP\ . 
Qual deve ser o complexo z para que a perpendi­
cular correspondente passe pelo vértice da parábola 
a • x 2 — 2 a - x — y + a — 1 = 0 ? R: As coordenadas 
de Pi são: x j = 2x — y ; y t — x -f- 2y . 
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Eliminando x e y entre as três equações 
(x - 2) 2 + y 2 = 1 

(1) 2 x - y = x x 

. x + 2y = yi 
obtêm-se a equação da cónica descrita por P 4 : 

x? + y ? - 8 X l — 4 y 1 + 15 = 0 . 
Trata-se duma circunferência com centro em Cj (4,2) 

e raio R j •= ̂ 5 . .4 equação reduzida da cónica é pois 
X 2 + Y 2 = 5 . 

O coeficiente angular das rectas definidas por P e 
Pi <f 

ra , y<~y _ x + y 
X j — x x — y 

As perpendiculares a PPj passando 'pela origem 
têm por equação: 

v — x 
(2) Y = 2 _ _ X . 

x + y 
Como se trata duma parábola do ei.co vertical, o vér­

tice corresponde ao ponto de estacionaridade da fun- • 
ção y = a x 2 — 2 ax +• a — 1 ou seja, V ( 1 , — 1) 
Das condições do enunciado e das equações (1) e (2) 
resultam as soluções : z' = l e z" •—3. 

I I 
3493 — Indique alguns processos indirectos de 

desenvolvimento duma função em série inteira. Como 
exemplo, estabeleça o desenvolvimento de 

l o g — -

e diga como poderia utilizar este desenvolvimento 
para o cálculo do log 10 com um erro inferior a um 
valor dado. 

3494 — Definição e propriedades do produto ma­
tricial . Caso particular do produto duma matriz pela 
sua inversa. Aplicação aos sistemas de equações 
lineares. 

3495 — Defina transformada duma equação algé­
brica e indique os tipos mais • importantes de 
transformações. Aponte as principais aplicações das 
transformadas na resolução numérica das equações 
algébricas inteiras. 

3496 — Defina directrizes duma cónica e diga 
como se podem determinar. Como aplicação, ache as 
directrizes das cónicas com centro, definidas pelas 
suas equações normais. 

L S. T. — MATEMÁTICAS GEEAIS — Exame final — 29 de 
Julho de 1952. 

I 
3497 — A função y (r) ó definida implicitamente 

pela equação 

_ / 2 x + « + l x 
F a r c *8 —m—ri- > a r c ** 

-2y + l 
x + 2 ^ + 1 

dy 

2x+y+l 
= 0 . 

Calcular ——, mostrando que é independente da 
dx 

função F. R: 

dy 
dx 

onde 

gx 
àF 
dy 

ÒF dm àF 
àv 

àF 
(íu 

da | ÒF 
dy àv 

àv 
dy 

arc tg 

arc t g 

Logo, 
da 
dx 

àv 
ax 

2 x + y 4 l 
x + 2 y + l 
x + 2 y + l . 
2 x + y + l 

3y + l 
( x H - 8 y + l ) » + ( 2 x + y + l ) « 

Atendendo às expressões de u e v reconhece-se imediata­
mente que 

dv _ à*_ 3 x + l  
ày dy 

Tem-se, portanto, 
(x + 2y + l ) , + ( 2 x _ f - y + l ) ' 

3y + l ày__ 
dx ~ 3x + l 

3498 — Deduzir a equação do plano que passa 
pela recta: x = s, j / = 3 , e corta, segundo uma circun­
ferência de raio 3, a esfera 

x1 + i / ! + a s - 4 x 4- 2 z - 11 = 0. 
R : A equação do plano é da forma : x — z + X • (y — 3) — 0. 
A condição imposta ao plano deste feixe obriga a ser 

9 + V/9Î 
X = . 

I I 

3499 — Enuncie as principais propriedades das 
equações binóraias, escritas sob a forma normal, e 
deduza daquelas o caminho a seguir para a resolução 
das equações. . . 

3500 — Defina função limitada num intervalo e 
indique as suas propriedades fundamentais. 

3501 — Diga o que é uma série absolutamente 
convergente e aponte algumas das suas propriedades 
características, incluindo as que se referem a opera­
ções sobre elas praticadas. 

3502 — Dependência linear ; propriedades relativas 
a determinantes e matrizes. 

3503 — Equações duma recta no espaço: diferentes 
aspectos que podem tomar, sua relação e discussão. 

Enunciado» e soluçSas dos n. 0 ' 3183 a 3503 de J . H . Arando». 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. C. — CÁLCULO INFINITESIMAL — 1." exame de fre­
quência, 1951-52. 

log (x + a) 
3504 — Primitivar a função J (x) = (-

bx+ab 
+ sen x sh x . 

R : — [log (x + a)]' ; + — (sen x eh x — cos x sh x) . 

3505 — Determinar os quatro primeiros termos 
x 

não nulos do desenvolvimento da função f ( x ) = 
2 + e* 

em série de potências de x . 

I l l 1 
R : — x x 2 x 3 -{ x* + ••• . 

3 9 54 162 

3506 — Determinar a envolvente e o lugar dos 
pontos singulares da família de curvas de equação 
(y—l)2 = e a x — ax . R : A envolvente é constituída 
pelas rectas y «= 0 e y = 2 . 

3507 —Em que direcções emergentes da origem 
é nula a derivada direccional da função f ( x , y ) = 
— x 2 +- y2 — x + yB y . R : As direcções pedidas 
definem com o eixo Ox os ângulos nir + ir/6 (n inteiro). 

3508 — Demonstre que nos pontos da superfície 
regular e fechada F (x , y , s) = 0 em que é máxima 
ou mínima a soma das coordenadas, o plano tangente 
faz ângulos iguais com os eixos coordenados. R . 
A função a extremar é f ( x , y , z ) = x + y + z , 
com a condição F (x , y , z) = 0 . Sendo X um pa­
râmetro, è * (x , y , z) = (x + y + z) — X F (x , y , z) , 
cujas derivadas são nulas nos pontos extremantes : 
1 - X F ' X = 0 , l - X F ' y = 0 , 1 - X F ' S = 0 . Qual­
quer que seja X, verifica-se que são iguais os coefi-

1 , 
cientes F'x = F ' r = F ' ; =• — do plano tangente na­
queles pontos, como queríamos. 

F. C. C. — CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre­
quência - 1951-52. 

r1 dx 
3509 - Calcular / = \ , . 

J o V x - x + 1 
3510 — Determinar a área da região limitada pela 

semi recta x > l , y — O, pela curva y = l / ( x 5 + x ) e 
pela recta x — l . R : log 2 . 

3511 —Sabendo que o integral geral de xy"—y'=0 
é y=c1x' + c â, determinar o integral de xy" — y'= 

' X ' log x . 

R. I -i- x log x — i x + h) & + 

+ log X + x 3 V 
— + *2 I • 
18 7 

Soluções dos n . 0 8 3 504 a 3511 de L . M. de AJbuquerque 

I. S . C . E. F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — 1.° Exame 

de frequência — Fevereiro de 1951. 

3512 - Demonstre que A^/\B/C=~ (a A P / T ) 4 sa­
bendo que 

^ — (a A P ) A (P A -y) 

B = ( p A T ) A ( T A a ) 

C'= (f A a) A (a A p) . 

R: Efectuando o cálculo dos produtos quádruplos vem: 

A A B / C - [ ( « A P / - Í ) P - ( » A p / p ) T ] A 
A [ ( p A - r / , z ) T - ( p A T / T ) « ] / [ ( T A « / p ) « - ( 7 A a / a ) p ] = 

= [(a A P / - , ) P] A [(a A P / T ) T ] / [(a A p / T ) «] = 
= ( * A P / T ) * . 

3513 - Dada a função z = xev+x""\ calcule: 
a) grad z , b) div grad z , c) rot grad z e d ) Lap z . 

z 
R : a) grad z = (1 + x sen y) — I + (1 •+- x cos y) z J . 

- x 
b) div grad z = e , + I " n ' sen y (2 + x sen y — x 2 ) -f-
+ x e1"1"1 s e n » (1 + x cos y ) 2 , c) rot grad z é sempre 
igual a zero, d) Lap z = div grad z . 

»+i 
3514 = Calcular /= 

dx 

- x ) 3 + l / ( l + x ) 3  

R : Faça-se x = cos 2 t e t=it/4 + z . Vem: 

•Ï 
• / — T E 

cos2 z — sen2 z 
cos z (cos2 z + 3 sen2 z) 

dz e fazendo senz=y 

X + VSM 1 

vu* 5 - ? 

_ 2 y 2 

*+Vïh 

2 ) ( i + 2 y 2 ) 

l - 2 y * 
( l - y 2 ) ( l + 2 y 2 ) 

d y . 

dy 

t l 1 - v 2 t /2 „ "Wilt 

6 1 ° e i + 7 + - 3 - a r C t g 4 / a y J 0 ? 
- _ l o g ( 3 - 2 t / 2 ) + V w -

3 3 
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3515 — Calcule por aproximação o integral da 

função ——-—— entre — 1 e + 1 , pela regra de 
J4-ox 2/4 

SIMPSON, dividindo o intervalo em 6 partes. R : 
r + 1 dx ._2_r_^ , 4 / 12 12 \ 

J _ i 2 + 3 x ; / 4 ~ 18 Ll l + U + \~2ò+~2õ) + 2 + 3x'V4 
/ 3 1 3 \ - | 15. 546 

325 
3516 — Demonstre que 

X . / ( x ) dx r*'1  

— = 2 I / (o cos* « + 6 sen* 6) de. 
_ \/{x-a)(b-x) J0 \/(x — a)(b—x 

J . v / ( x - a ) ( b -

• r 
' f (a cos2 6+ b sen2 6) x 2 (b —a) sen 6 cos 6 d8 

^ ( b - a ) sen 2e(b — a) cos2 8 
/•TT/-2 

- 2 I f (a cos2fl-|-b sen26) de . 
•'o 

3517— Utilize o resultado anterior no cálculo dos 
integrais : 

x dx e 

x dx. 
x- — a* 

R: Para a) e" f (x) = x ( b - x ) e 
/»TC/-2 

/ = 2 / f (a cos2 6 + b sen? 6) d 6 =• 

Para b) faça-se x 2 = y . Kem 

2 J . . V y - a ! 2 j a l V / ( b 2 - y ) ( y - a 2 ) y 

b ' ; - 3 a 2 f 2ab 
~ 8 

b2—a2 

[b 2 — (a !cos 2e + b 2sen 2e)] de = ic. 

I. S. C. E . F. — ANÁLISE MATEMÁTICA — Exame final 
- Outubro de 1951. 

3518 — Achar os máximos e mínimos da função 

/ < » ) R : 

P(x) 

\fs . y , 
arctg — d y . 

x 2 

J "\F% — 2 y x . irx / ir , 4 \ 
— dy H = ( log — ) : 

f i (x) = 0 — x = 0 e f"(0) = l o g — > 0 . Tra-
3 y/3 3 

ta-se pois de um mínimo. 

3519 — Seja A o ponto de encontro com OX da 
ordenada de um ponto P da curva C. A distância 
do ponto A à tangente em P é -4Af = o . Supondo 
a constante, achar a equação da curva. R : A equa-

cão e — = resolúvel em y ou em y' •= p . 
y v / l + y 1 2 ' ' p 

dy 
dx 

dy 

l / y 2 - a2 

donde 

± a arcosh \- C 
a 

a cosh • 
•C 

3520 — Dada a curva definida por 
r yl + Z 2 = 4 

1 sen x = y/2 
escrever as suas equações paramétricas em função 
do arco * e determinar as coordenadas do centro 
de curvatura no ponto P ( 0 , 0 , 2 ) . R: 

Logo x = 
s s 

2 sen —- a2 = 4 cos2 -
V/5 V/5 v/5 V/5 

As coordenadas do centro de curvatura são : 
d 2 x d 2 y 

X = p2 = 0 , Y = p2 — - - 0 
r d s 2 ' p ds2 

Z - 9 + f» ds2 V - 2 , 
Soluções dos n . 0 ! 3512 a 3520 de M. A. S. Madureira 

I . S. C. E . F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — 1." Exame de 
frequência —1952. 

/•» x 5 dx 
3521 - Calcular / — — — 

3522 - Calcular : 

a) grad— A grad ——, 6) Lap r3, c) r o t r a , com 
r H 

r = v/x 2 + y2 + z1 e a = xl + xyJ + xyzK. 

3523 — Calcular a derivada de : 

dx 

e deduzir o valor do integral 

/*» dx 

áo 

f 
J 0 (2 - sen x ) ' 
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I. S. C. E. F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — 2.° Exame de 
frequência - 30-6-52. 

3532 — Veja que é aplicável ao integral 

3524 — Dada a curva 
!#*- y* + (Se-a) 2 = O 

determinar : a) os máximos e mínimos ; 6) os pontos 
múltiplos ; c) o raio de curvatura referente ao ponto 
x = a y — l; d) a envolvente da família de curvas de 
parâmetro a ; e) a área compreendida entre o ramo 
de ordenadas positivas mais elevadas, o eixo dos X X 
e as rectas "x= —1/2 e x = l / 2 quando o parâmetro 
o = 0 ; / ) outros elementos complementares, e repre­
sentar a curva na hipótese de ser a = 0 . 

3525 — Calcular o integral triplo 

i dx dy dz J f L 
sendo V o volume do sólido limitado pelo cilindro 
(x—l) 2 -I - j / ? = 1 , pela esfera x 2 + j / 2 + s-=.4 (ramo supe­
rior) e pelo plano x + j / + z = 2 . 

3526 — Determinar as curvas para as quais o raio 
de curvatura é igual ao comprimento da normal. 

í S. C. E. F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — Exame final 
— Novembro de 1951. 

3527 — Determinar a envolvente da família de 
rectas x + ay 4- 3 a2 4- a 3 = O (a é um parâmetro 
arbitrário). (Convém usar equações paramétricas)^ 

3528 — Calcular os máximos e mínimos da função 
z = sen x 4- sen y + sen (x 4- y) 

3529 —Integrar a equação 
x2 y1 — — x 3 y- 4- axy — a 

sabendo que y — — é um integral particular. 
x 

I. S. T. — CÁLCULO — 1.° exame de frequência — 
Fevereiro de 1952. 

3530 — a) Diga que propriedades caracterizam o 
vector a (P) e o escalar u(P) , quando for 
1) rota = gradw P(x,y,z) 

b) — Mostre que A ot é um gradiente, c)' Mostre 
que (gi ad u) 2 é uma divergência, d) Mostre que 
a é harmónico se for um rotor. 

3531 — Veja se se verifica a condição necessária 
e suficiente para que o polinómio de matrizes 

1 O" P(A) = 2^43 + 3 A2 + E 

tenha a raiz A = ^ J 1 ) 

E = 
O 1 

É'(á) — f a' (x 2 4-a 2 )dx 

a regra da derivação paramétrica e verifique, sobre 
a derivada, se í ' ( a ) é máxima ou mínima para a — l . 

3533 — Classifique os seguinteB conjuntos como 
espaços algébricos, justificando a classificação : 

1. " O conjunto de todas as matrizes quadradas 
de ordem n , de elementos numéricos. 

2. ° O conjunto de todas as matrizes unitárias de 
ordem n, de elementos numéricos. 

3. ° O conjunto de todas as matrizes hcrmíticas de 
ordem n , de elementos numéricos. 

4. ° O conjunto dos polinómios reais de variável 
real. 

5. ° O conjunto das funções reais de variável real. 

I. S. T. — CÁLCULO — 2.° exame dé frequência — 
23-6-1952. 

3534 — Determinar as superfícies tais que todas 
as suas normais encontram a recta X = O , Y = Z. 

3535 — Verifique que yt = axl è um integral da 
equação pz x — 2py + ax = O ; e diga se é parti­
cular ou singular. De quantas maneiras pode fazê-lo ? 

1) 

3536 — É dado o sistema 

fy (Xj ,Xj, ••• , x r  

h - O 

que tem uma solução no ponto (ai,az,- • • a„ ,bi,b2í- • -b„). 
Supõe-se que, numa vizinhança desse ponto, as deri-

j . . Ófi í / f , . . vadas parciais e (i,k = 1 , 2 ••• n) exis-
dxk dyk 

tem e são contínuas, sendo diferente de zero o Ja-
d ( / . / 2 •••/«) cobiano . 
o ( j f t v* : • • y») 

Como se sabe, o sistema 1) define nesse caso, 
Vi> Vi i y« como funções implícitas de x\, x2, • • • x„, 
contínuas e admitindo derivadas. 

Diga quando é possível afirmar que essas funções 
yi'Vzj •••2/n independentes, sem as tornar explí­
citas. 

3537 Averiguar que a função 

xy2 

z = l o g i 

( x - 1 ) 2 (y 

não tem máximos nem mínimos. 

•2) 
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M E C Â N I C A R A C I O N A L 

I. S. T. — MECÂNICA RACIONAL • 
quência, 7-II-52. 

1.° exame de fre-

3538 — Acharas geodésicas da superfície: x*=u, 
y = 2v, z = ;t2 + 1 . 

3539 — Resolver a equação integral 

<p (*) — p j t (1 + s) tf (<) dt = s . 

3540 — Examine as condições para que seja inde­
terminada a função z = z(x,y) que torna estacio­
nário o integral duplo JJ f (x , y , z ,p , q) dx dy, e 

cujos valores são conhecidos sobre o contorno da 
área A. Diga qual é o significado geométrico dessa 
indeterminação. Verifique que essa indeterminação 
não pode dar-se quando a função z (x, y) for har­
mónica em A. 

culo diferencial 

3541—Mostre que o teorema da inversão do cál-
/ fif d*f . . I = — quando forem con-
\ dxdy dydx 

t ínuas^ nem sempre subsiste para as segundas de­
rivadas covariantes dum vector (Xt) , em cálculo 
absoluto . 

3542 — Numa variedade a três dimensões, escreva 
a expressão do produto mixto de três vectores, em 
coordenadas gerais. Será um trivector? 

I . S. T. — MECÂNICA RACIONAL — 2." exame de fre­
quência — 9 de Julho de 1952. 

3543 —Um ponto pesado move-se, sem atrito, 
1 

sobre o paraboloide z ——(ax 2 + by-), sendo o 
2 

semi-eixo OZ, positivo dirigido segundo a vertical 
ascendente. 

Mostre que, na origem dos eixos, que é uma posi­
ção de equilíbrio, esse equilíbrio é estável quando 
a e 6 forem ambos positivos. R : As equações do mo­
vimento são 

d2x d 2 y d 2 z 
m = — A ax, m = — X by, m — — = X — mg, 

dt 2 dt 2 J dt 2 e ' 
e as condições de estacionaridade da função de forças 
— X ax = 0, X by = 0, X = m g ; então a função de forças é 
máxima no ponto (0 , 0,0) se a , b > 0 e mínima no 
caso contrário. 

3544 —Mostre que, se o movimento dum fluido 
perfeito é rotacional e o vector turbilhão « é har­
mónico, o movimento fluido cuja velocidade é V% = 
= r o t n é um movimento irrotacional. Sendo F = 

• ul + v j + m K, yz + V = X 2 + : 

w = ce2 -f- yz , a velocidade do primeiro movimento, 
verifique que f) é harmónico e determine o potencial 
das velocidades do segundo movimento. R : Se 

1 
n = — rot V ̂ fcO e \Cl — 0 é V ^ r o t n = graddiv V 

2 

e rot V j = 0. Aplicação : Se Cl — — rot V = (y — z) I + 

+ (z — x) J + (x — y) K , A n = 0, \\ = rot n = - 2 
( I +• J + K)• — — g i adU e U - 2 (x + y + z) . 

3545 —Sondo P(x,y,z) um ponto qualquer do 
espaço tridimensional, são dados dois campos F (P) 
e a (P), dos quais o primeiro é o momento do se­
gundo em relação á origem dos eixos coordenados. 
a) Mostre quo o campo F (P) não é conservativo 
quando a. (P) é constante. 6) Fazendo u(P)=XI+ 
+ YJ+Z&. e sendo X independente de x , Y inde­
pendente de y e Z independente de z, procure 
determinar a (P) do modo que F (P) seja conser­
vativo. R : Se CL (P) = A I + BJ + CK, F (P) = (yC -
- z B ) I + ( z A - x C ) J + ( x B - y A ) K e r o t F = 
= 2 (— A I + B J - CK) 4= 0 . 

b) Se a (P) = X I + YJ + ZK devemos ter 
I J K -

_d_ J_ J_ 
dx dy àz 

(yZ - zY) (zX - xZ) (xY - y X ) 

0 

dX 
ou 2 X + y —— 

ày 
1 1 

+ y 2 z 2 

- + 

ax 

Então 

= ()••• relação satisfeita por 

1+ ^ J + K. 

3546 — o) Verifique no caso duma translacção 
paralela a Oyi , que a transformação de LOBENTZ 
deixa invariante a forma 
1) dyï= dyl — dy] — dy\ — dy\ \ 
b) Mudando os sinais de alguns termos, quais são as 
formas resultantes de 1) que ficam invariantes para 
a mesma transformação de LOBENTZ ?»c) Caracterize 
as matrizes de LORENTZ e verifique que elas formam 
um grupo. 

Soluções dos o. o s 3543 a 3515 de J . Gaspar Teixeira. 
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L S. T. — MECÂNICA RACIONAI. — Exame final (teó­
rico) — Outuhro de 1951. 

3547 — E dado um sistema holónomo con­
servativo e de ligações independentes do tempo, 
sendo F{ a força activa aplicada ao ponto P{ ( x ; , 
Vi > z i ) 0 = 1 > 2 ••• n) . Supõe-se que a função de 
forças U é homogénea de grau — 2 , em relação às 
coordenadas dos pontos . 

Deduzir do teorema de CERRUTTI para os viriais, 
d2I 
—— = V + 2 T, que o momento de inércia / , em 
relação à origem dos eixos, é uma função quadrá­
tica do tempo : 

/ = o í ! + b t + c (a , 6 , c constantes) . 

3548 - É dada uma força F(X,Y,Z) função 
apenas das coordenadas do ponto P (x , y , z) sobre 
o qual actua. Mostrar que, para que exista uma su­
perfície f ixa sobre a qual o ponto P está em equi­
líbrio em todas as posições, é necessário e suficiente 
que Xdx + Ydy + Zdz = 0 seja completamente 
integrável. 

3549 — Seja <u o vector velocidade angular, no 
movimento dum sólido com um ponto fixo. Mostrar 
que a aceleração dum ponto qualquer do sólido é a 
soma de dois vectores : 1.° A velocidade que teria o 

P R O B L 
Problemas propostos ao concurso 

SECÇÃO ELEMENTAR : 
16 

3553 — Se na fracção cortarmos no numera-
v 64 

dor e no denominador o número 6, obtemos, por meio 
de uma operação incorrecta, um resultado correcto. 

Determinar um par de números de dois alga­
rismos (no sistema de base 8), gosando da mesma 
propriedade. 

3554 — Seja [ABC D"] um trapésio rectângulo de 
base paralelos AB — a e CD — 3o . Seja AD = a 
o lado perpendicular às bases e consideremos um 
ponto M sobre o lado BC. Sejam V j e V 2 os 
volumes dos sólidos gerados pela rotação, de ampli­
tude 2w, do quadrilátero convexo [ABMD] em 
em torno, respectivamente, de AB e de A D. De-

Pi 13 
terminar a posição de M de modo que —— = -jjjr-. 

K 2 22 
SECÇÃO MEDIA : 

3555 — Representemos por 1 (x ) o maior inteiro 

ponto se a velocidade angular fosse to1 = — ; 2.° A 
d t 

aceleração que teria o ponto se a velocidade angular 
Co fosse constante. 

L S. T .—MECÂNICA RACIONAL — Exame final (prá­
tico) — -Outubro de 1951. 

3550 —Um ponto M (x ,y) é obrigado a mover-se, 
sem atrito, sobre a parábola y2 = 2 px , e é atraído 
pelo ponto A (p, p/2) do plano da curva com uma 
força Ff cuja grandeza é função só da distância 
MA = r . Mostrar que há uma posição de equilíbrio 
que é independente da grandeza da força . 

3551 — o) Mostre que o cóne de revolução homo­
géneo, limitado pela superfície cónica x- + y1 = 5zJ 

e de altura h = 3 , tem pontos focais de inércia. 
b) Determine esses pontos e verifique se as respec­
tivas esferas de inércia se intersectam. (Eixos rectan­
gulares) . 

3552 — Dado o campo de vectores 
X = a + bx + cy + dz 

« r = a j + bix + cty + a\ z 
Z = Oj + ê 2 x + c2y + + dzz 

onde ai,bi,ci,di são constantes, será possível deter-
• —*• 

minar essas constantes de modo tal que o campo a. 
seja um campo de momentos? Discussão. 

E M A S 
contido em x e por M (x) a mantissa de x, isto é 
M (x) = x — T(x) . Demonstrar que 

l i m ' (— + — + ••• + — \ = 1 
«-•oo \_ X X X J 

se o número de parcelas que figura dentro do parên­
tesis for / (x) . 

3556 — Estudar as descontinuidades da função 
definida no intervalo (— n , + ir) pela expressão 

1 
y — tg* — . 

x 
SECÇÃO SUPERIOR : 

3557—A velocidade dum ponto P tem duas com-
—*• —» 

ponentes, r j , D 2 , de igual módulo, v ; a primeira é 
constante, a segunda perpendicular, em cada instante, 
ao vector de posição de P, em relação a uma ori­
gem O . Estudar o movimento de P . 

3 558— Sejam r±, r 2 • • • r„ os zeros simples do poli-
* f . 

nómio f ( z ) d e g r a u » ; provar que S r . .' . = O • 
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B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, a lém de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

9 3 - H A S S E , H E L M U T und K L O B E , W A L T E R 
— Aufgabensammlung zur h õ h e r e n Algebra , zweite, 
verbesserte und vermehrte A u f l a g e ; Saramlung 
Gõschen, Band 1082, Walter de Gruyter & C.°, Berlin» 
1952. 

E s t a 2.* edição «melhorada e aumentada» é a do 
livro companheiro de Hõheren Algebra, I e I I , do 1." 
autor, revisto no Boletim Bib l iográ f i co da Gazeta de 
Matemática n.° 49 — uma rev i são que inclui comentá ­
rios de natureza geral que se aplicam também ao 
presente volume. 

A s di ferenças que notamos ao comparar com a 
ed ição anterior não são muito s e n s í v e i s : alguns exer­
c íc ios foram subs t i tu ídos , algumas ind icações para os 
resolver foram subs t i tu ídas ou melhoradas, e acres-
centaram-se duas p á g i n a s de um úti l índ ice de nomes 
e de assuntos. 

Para os que não conhecem este livrinho de algibeira 
de exerc íc ios (não de exerc íc ios de algibeira !) mencio­
namos que contem umas seis centenas de questões 
ordenadas tal como as correspondentes ideias dos dois 
volumes de texto, cada uma delas imediatamente 
seguida de ind icações para a so lução . Trata-se de 
verdadeiros e x e r c í c i o s ; trata-se de dar ao estudioso, 
e de uma maneira organizada, oportunidades bastantes 
para que ele possa, por si próprio, esclarecer, controlar, 
completar as ideias, os resultados e as estruturas das 
teorias que encontra na leitura do texto, para que ele 
participe de uma maneira activa, esforçada, eficaz, na 
formação da sua. cultura m a t e m á t i c a ; e aprenda como 
aprender. 

Mas o que é especialmente notáve l nesta obra é o 
número das questões e é o nivel delas, sobretudo das 
que se refeiem aos ú l t imos capí tu los do texto: excedem 
nitidamente, o que encontramos nos textos mais mo­
dernos (e em certo sentido mais completos) de Á l g e ­
bra. Por isto é uma obra preciosa não só para os 
leitores de Hlihere Algebra; e é, provavelmente, 
ind i spensáve l a uma preparação bem orientada de 
qualquer algebrista. O seu uso nas nossas Universi­
dades, a sua divulgação^entre os nossos estudantes de 
Matemát i ca afiguram-se-nos altamente recomendáve i s . 
Acreditemos que ao nosso pa í s faltam uma estrutura 
económica e social, um desenvolvimento técn ico que, 
de uma maneira natural, suportem e fomentem as 
CiênciaB puras e o ensino no níve l que atingem em 

obras como esta de colecções estrangeiras t ã o acess í ­
veis como a colecção Gòsclien ; mas não esqueçamos , 
nem por um momento, que os nossos jovens devem, 
como todos os outros, ter o direito, ina l ienáve l , a 
oportunidades de acesso às Ciênc ias puras no seu 
mais alto nível . 

Hugo Ribeiro (Univ. of Nebraska, U . S. A.) 

9 4 — C A S T R O , F . M. D E O L I V E I R A — O n d a s 
em Linhas de T r a n s m i s s ã o — R i o de Janeiro, 1949. 

Se bem que os problemas que conduzem a equações 
às derivadas parciais possam ser consideradas como 
extensão de problemas que conduzem a equações di­
ferenciais ordinárias , a teoria geral das primeiras 
equações não se apresenta como uma genera l i zação 
da teoria geral das segundas. Há uma di ferença fun­
damental entre as duas teorias. 

Assim, por exemplo, dentro das conhecidas condi­
ções de e x i s t ê n c i a ( C A U C H Y - L I F S C H I T Z ) , uma equação 
diferencial ordinária de ordem n possue um integral 
que assume, com as suas (n—1) primeiras derivadas, 
valores dados para um dado valor da var iáve l . 

Não há teorema a n á l o g o para as equações às deri­
vadas parciais, e se apenas considerarmos as equações 
de 2." ordem, por exemplo 

fit fiz 
R— + 2 S + T 

òlz 
+ v = o, 

/ d" dz\ 
R , S , T , U ( x , y , z , ° - , a - ^ , 

as propriedades da e q u a ç ã o e do respectivo integral 
dependem da c ircunstânc ia de o discriminante A = 
= <S2 — ST ser negativo (equação do tipo e l íp t ico) , 
nulo (paraból ico) ou positivo (h iperból ico) . 

P a r a a determinação (quando poss íve l ) do inte­
gral relativo a urn domínio , de uma equação do tipo 
e l íp t ico , basta conhecer os valores da função a deter­
minar sobre o contorno desse domínio (Problema de 
D I R I C H L B T ) ; para uma equação do tipo hiperból ico , 
o conhecimento do integral z (x , y) e das respectivas 

derivadas parciais — , — ao longo dum arco recti-
d x ày 

f i cáve l (método de R I E M A S N ) ; se a equação é do tipo 
paraból ico , basta conhecer o integral sobre um deter­
minado arco de curva. 

6 
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Os integrais das equações do tipo e l ípt ico são de­
terminados em re lação a um domínio dado ; a exis­
tênc ia dos integrais das equações dos tipos h iperbó­
lico ou paraból ico é assegurada apenas localmente, 
na v i z inhança do arco sobre o qual se fixam os 
dados. 

Assim, a determinação do estado de equi l íbr io 
dum continuo bi-dimensional conduz-nos a uma 
equação do tipo e l íp t i co ; se o cont ínuo é uni-dimen-
sional e o meio é dotado de inérc ia a equação res­
pectiva é do tipo hiperból ico ; se o meio é desprovido 
de inérc ia , a equação é do tipo paraból ico . 

N a oDi s ser tação apresentada à C o n g r e g a ç ã o de 
Esco la Nacional de Engenharia da Universidade do 
Bras i l» — Ondas em Linhas de Transmissão—o A. 
pretende fundamentalmente «tornar mais conhecidos 
alguns resultados obtidos em 1 9 3 0 por A . K O R N , 

sobre a ap l icação do método de R I E M A N N , ao estudo 
da propagação de ondas em linhas de transmissão». 

Partindo de uma interpretação elementar das leis 
da c irculação do vector campo e léctr ico , e da conser­
vação da carga e léctr ica , estabelece o A. o sistema 
de equações diferenciais que conduz à equação dos 
telegrafistas. 

E s t a equação pode ser do tipo hiperból ico — se 
o circuito tem indução e capacidade—, ou parabó­
l i c o — caso sejam nulas, ou a indução ou a capaci­
dade. 

O A. em eguida aplica à equação de propagação 
por ondas amortecidas a fórmula generalizada de 

G R E E N , extendida por H A D A M A E D à equação geral do 
tipo hiperból ico —fórmula essa que representa, na in ­
tegração das equações lineares de movimentos ondu­
latórios unidimensionais, o mesmo papel que a fór­
mula de G R E E N na in tegração da equação de L A P L A C E . 

Antes de enunciar e estudar o Problema de K O B N , 

refere-Be ainda à função de R I E M A N N que desempenha 
na in tegração da equação de ondas amortecidas papel 
semelhante ao da função de . G R E E N na i n t e g r a ç ã o da 
equação de L A P L A C E . 

O Problema de K O R N , enuncia-se : Determinar a 
solução regular da equação geral dos telegrafistas no 
quadrante œ > - 0 , í > 0 com as condições V (x , 0 ) = 0, 

f — \ = 0 para a ; > 0 e V(0,t) = F(t) para 0 0 . 
\ dt/«=o 

P a r a a sua resolução segue-se de perto o método 
de R I E M A N N - V O L T E R R A , ap l i cação do método das ima­
gens de T H O M P S O N na resolução de problemas de F í s i c a 
Matemát i ca com certas condições limites. 

Nesta expos ição , clara e bem ordenada, encontrarão 
os engenheiros e 'ectrotéenicos exemplo de como o 
estudo teórico das equações às derivadas parciais tem 
interesse fundamental em problemas de técnica . 

E pena que a mesma expos ição não seja mais i lus­
trada com cons iderações de ordem f í s i c a e técn ica , o 
que permitiria uma melhor compreensão de outros 
fenómenos , não abrangidos a l iás no objectivo deste 
trabalho, como os de absorpção nas v i z i n h a n ç a s de 
superf íc ies de separação de meios tridimensionais. 

José Gaspar Toixeira 

Nos próximos números Gazeta de Matemática publicará: 

Matemática Pura e Matemática Aplicada, por A. P E R E I R A G O M E S 

Forjar Matemática para Engenheiros, por T . VON KÁRMÁN 

Sobre um teorema de Kakeya, por F . R. D I A S A G U D O 

Problèmes de dépouillements—V, por P I E R R E D U F R E S N E 

além das habituais secções, Pedagogia, Movimento Científico, Antologia, Problemas, Boletim 

Bibliográfico, pontos dos exames de aptidão às Escolas Superiores e dos exames de frequência 

e finais de Matemáticas Gerais, Cálculo Infinitesimal, Mecânica Racional, etc. 



NOTAS DE MATEMÁTICA 
Colecção fundada por A . A . MONTEIRO 

e continuada sob a direcção de L . NACHBIN e C . S I L V A D I A S 

L. N A C H B I N , C o m b i n a ç ã o de Topologias 

Estudo de propriedades do conjunto ordenado de todas as topologias sobre 
um conjunto , E s c #50,00 ou Cr #25,00 

L. N A C H B I N , E s p a ç o s vetoriais topológicos 

Estudo dos espaços topo lóg icos , corpos, corpos topo lóg icos , espaços veto­
riais, e spaços vetoriais topo lóg icos , partes limitadas, topologias fracas e 
fortes E s c #140,00 ou Cr #70,00 

A . A . M O N T E I R O , Filtros e ideais 

'Estudo dos reticulados ou «latt ices» distributivos, reticulados e lóg i cas de 
Brouwer, reticulados e á lgebras de Boole, ar i tmét ica dos filtros primos e 
máximos E s c #100,00 ou C r #50,00 

M . M . P E I X O T O , Convexidade das curvas 

Estudo das funções convexas no sentido c láss ico e no sentido generalizado 
de Beekenbach e suas re lações com as desigualdades diferenciais E s c #100,00 ou Cr #50,00 

M . L. M O U S I N H O , E s p a ç o s projelivos 

Estudo dos reticulados completos modulares complementados e seu emprego 
na caracter ização ordinal dos espaços projetivos de d imensão qualquer . . E s c #70,00 ou Cr #35,00 

C . S ILVA D I A S , Curso de Topologia Algébrica 

Estudo dos complexos lineares, c la s s i f i cação das superficies fecliadas, com­
plexos simpliciais, grupos de homologia, grupos de I'oincaré e debomotopia E r a impressão 

Estas obras podem ser obtidas através das seguintes livrarias : 

LIVRARIA S Á D A C O S T A E D I T O R I A L L A T I N O A M E R I C A N A 

Rua G a r r e t t , 1 0 0 - 1 0 2 Rua S e n a d o r D a n t a s , 7 6 , G r u p o 5 0 5 

L i s b o a — P o r t u g a l Rio d e J a n e i r o — B r a s i l 

Integral de Lebesgue-Slielrjes num espaço localmente compacto—I 

por Rey Lui s G O M E S 

Cap. T—P r o l o n g a m e n t o por continuidade 
Cap. II — Prolongamento de uma funcional linear e n ã o - n e g a t i v a . 
Cap. I l l — Prolongamento de uma funcional linear e c o n t í n u a . 
Cup. I V — Mensural idade. Teorema de Riesz. 
Notas complementares. 

P U B L I C A Ç Ã O D A J U N T A DE I N V E S T I G A Ç Ã O M A T E M Á T I C A 

O S A N Ú N C I O S D E S T E N Ú M E R O N Ã O 8 A O P A G O S 
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