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Guido

Casfeinuovo

por José Sebastido e Silva

No dia27de Abril de 1952perdeu a Itdlia uma
das suas mais venerandas figuras de cientista e per-
deu a Mateméatica umdosseus mais valiosos cultores
— GUIDO CASTELNUOVO, o eminente gedmetra que, em
cerca de 8 7anos, deuao mundo umraro exemplo de
vida nobremente vivida.

GUIDO CASTELNUOVO nasceu em Veneza em 14 de
Agosto de 1865. De seu pai, ENRICO CASTELNUOVO, es-
critor e romancista de talento, herdou o temperamento
artistico.

Desde muito cedo manifestou inclinagdo para as
matematicas, e um habil professor, FAIFOFER, no Liceu
FOSCARINI de Veneza, soube descobrir e avivar essa
tendéncia do jovem GUIDO.

AOS 21 anos formou-se na Universidade de Padua
sob a orientagdo de GIUSEPPE VERONESE, um dos mais
brilhantes discipulos de CREMONA. Logo em seguida
foi para Turim como assistente de D'OVIDIO e travou
ali conhecimento com CORRADO SEQRE, gedmetra de
eleicdo, que exerceu influéncia profunda e decisiva
sobre a evolugdo cientifica de CASTELNUOVO").

Em 1891, apenas com 26 anos e ja notabilizado
pelos seus trabalhos, é nomeado Professor da Cadeira
de Geometria Analitica e Projectiva da Universidade
de Roma. Nesse lugar se manterd ininterruptamente
até 1935,anoemqqueatinge o limite de idade.

Pouco depois davinda de CASTELNUOVO para Roma,
deu-se umfacto queviria a ter as mais felizes reper-
cussdes naciéncia italiana. FEDERIQO ENRIQUES, entdo
rapaz de 21 anos, concluida asuaformaturana Escola
Normal Superior de'Pisa, e j& evidenciado comal-
guns trabalhos deinvestigacdo em geometria projec-
tiva hiperespacial, veio para Roma em Novembro de
1892 como estudante de aperfeicoamento, afim de ini-
ciar as suas pesquisas nocampo daGeometria Algé-

(') C .NKGIIK era apenas dois anos mais velho do que CAS.
TELNUOVO e veio a ser,como este, uma das figuras mais repre-
sentativas daescola geométrica Italiana.

brica. Eraeste ura novo ramo da Geometria, que ti-
nha porobjecto o estudo das propriedades invarian-
tes a respeito das transformacdes birracionais. Es-
tava entdo em Roma LUIQI CREMONA, O grande mestre
4ue foi em Itdlia o pioneiro da Geometria Algébrica
com a descoberta das transformacdes birracionais,
também chamadas transformagfes cremonianas, e a
volta de quem se formara um verdadeiro enxame de
de estudiosos, animados pelo fervor de explorar as
novas sendas de investigacéo.

CASTELNUOVO e ENRIQUES encontrarara-se nesse pe-
riodo. Teve entdo inicio uma s6lida camaradagem que
havia de prolongar-se por toda a vida e a queveio
dar maior consisténcia o matriménio de CASTELNUOVO
com ELBINA ENRIQUES, irma de FEDERIGO. Naquele ano
de 1892 ja CASTELNUOVO era homem célebre poralgu-
mas suas memorias emquese ocupa das propriedades
invariantes arespeito dastransformagdes birracionais
das superficies (*) e queficaram como pilares da nova
teoria, hoje conhecida por«Geometria sobre uma su-
perficie». Em longos, interminaveis passeios pelas
ruas de Roma (notempo em que eram calmas esilen-
ciosas as ruas das grandes cidades) CASTELNUOVO expds
ao companheiro os mais recentes resultados obtidos
no novo campo e indicou-lhe as questdes que conti-
nuavam abertas. Decorridos poucos meses, comful-
gor genial, ENRIQUES levantava um outro pilar da
mesma teoria, escrevendo umamemoéria que foipu-
blicada em 1893.

E assim CASTELNUOVO, iniciando o amigo, aclarava
ele mesmo as suas ideias e criava estimulos mais
fortes a propria actividade criadora. Dos seus pas-
seios com SEORE em Turim se disse que tinha pascido

entdo umanova Geometria. Dos seus passeioscom

(') Deve, no entanto, especificar-se que os primeiros impor-
tantes trabalhos de CASTELNUOVO se referem & reconstrucédo da
teoria das séries lineares sobre ascurvas (Geometria sobre uma
curva) com base nageometria numerativa,



ENRIQUES se veio a dizer que varios progressos deci-
sivos da Geometria Algébrica foram feitos nas ruas
de Roma.

Em 1894,ENRIQUES vai paTa a Universidade de
Bologna, donde s6 28 anos depois é transferido para
Roma ; mas de nenhum modo este afastamento veio
afrouxar a sua cooperagcdo com CASTELNUOVO.

Sobre a base constituida pelas concep¢des algébri-
cas e analiticas vindas da Alemanha (RIEMANN, BRILL,
NOETHER, KLEIN, etc.), os dois cunhados gedmetras de-
senvolvem, no decorrer de anos calmos e laboriosos,
a sua obra monumental, que ha de conduzi-losa gléria.

«Mai tanta collaborazione familiare fu oosi frut-
tuosa»—disse FRANCESCO SEVERI na alocugédo proferida
pela radio no dia seguinte ao do falecimento de
CASTELNUOVO.

Mas a eles se veio juntar, com uma diferenca de
poucos anos, esse outro astro da escola geométrica
italiana —FRANCESCO SEVERI— no
novas ideias e novos métodos eram introduzidos em
Geometria Algébrica com o afluxo da contribuicéo
matemaéatica francesa (POINCARE, PICARD, PAINLEVE, etc.).
Assim como ndo é possivel dissociar os nomes de
ENRIQUES e CASTELNUOVO no dominio da producédo cien-
tifica, assim .também é inevitdvel nomear SEVERI
quando se fala dos primeiros (*). Qualquer dos trés é
colocado entre os fundadores e os mais insignes cul-
tores da Geometria Algébrica.

momento em que

Hoje, com a moderna orientacdo abstraia da Algebra
e da Topologia, a Geometria Algébrica envereda por
uma via morosa de consolidacdo e de aperfeicoamento
l6gico; mas é a eles, é'a intuicdo prodigiosa dos ge6-
metras italianos, que se deve grande parte das con-
quistas essenciais.

CASTELNUOVOeENRIQUES tiveram em Roma por compa-
nheiros dilectos dois outros grandes matematicos que
embora em campos diversos, contribuiram igualmente
para a gléria da ciéncia italiana: VITO VOLTERRA e
TULLIO LEVI-CIVITA. ENRIQUES e LEVI-CIVITA resi-
diam ambos no n.° 50 de Via Sardegna. No escritério
de CASTELNUOVO destacavam-se os retratos de VOLTERRA
e de LEVI-CIVITA: figura austera a do primeiro,
homem intransigente e combativo, de antes quebrar
que torcer; sorridente e comunicativo o segundo,
alma para, de transparente bondade idealista.’

#

Ndo é meu propoésito descrever aqui, nem sequer
sumariamente, a obra de CASTELNUOVO: para tanto me
falecera, além do mais, oportunidade e competéncia.

(-) Em 1907, ENRIQUES e SEVERI alcancam o prémio Bordin
da Academia das Ciéncias de Paris com uma memdria sobre as
superficies biperelipticas, que é considerada como uma das obras
primas da literatura matematica italiana deste século.
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Sobre a contribuigdo italiana a geometria das super-
ficies pode consultar-se o artigo da Enciclopédia
Alema das Ciéncias Matematicas, redigido por
CASTELNUOVO e ENRIQUES em
lume da «Théorie des fonctions algébriques de deux
variables indépendentes» de PICARD, OUainda qual-
quer das obras de ENRIQUES sobre o assunto. Por oca-
sido do jubiléu de CASTELNUOVO, foram publicadas as
suas «Memorie scelte». (¥)

Mas nédo posso deixar de me referir a outros aspec-
tos fundamentais da personalidade cientifica de
CASTELNUOVO. Digna do maximo relevo é a sua activi-
dade propriamente pedagdgica. Sdo bem conhecidas
nos nossos meios universitarios as suas «Lezioni di
Geometria Analitica» que serviram de modelo a fusao
dos ensinos da Geometria Analitica e da Geometria
Projectiva, operada em toda a Italia; e também o seu
tratado de Calculo das Probabilidades, que desde
logo se tornou classico. A CASTELNUOVO se devem pre-
ciosas contribui¢gdes esclarecedoras ao método dos
momentos de TCHEBITCHEFF e ao método estatistico que
informa a Mecanica Atémica e Nuclear dos nossos dias.

1914, ou o segundo Vvo-

Notavel ainda o seu livrinho sobre a Teoria da
Relatividade — «Spazio e tempo secondo le vedute
di A.EINSTEIN» — em que se reflectem as preocupacdes
filos6ficas do Ultimo seu periodo.

Além da cadeira de Geometria Analitica e Pro-
jectiva de que era professor, CASTELNUOVO regeu ainda,
em épocas diversas, cursos de Geometria Superior, de
Célculo das Probabilidades e de Mateméaticas Comple-
mentares. Em todos estes campos a sua actuacdo é
igualmente luminosa e fecunda. Do éxito das suas
licdes de Calculo das Probabilidades resulta a funda-
¢do de Institutos de Ciéncias Demograficas e Actua-
riais, que adquirem fama no estrangeiro. E é ainda
gracas as suas diligéncias que vinga a ideia de criar
uma cadeira de Fisica Tedrica para o jovem. ENRICO
FERMI. A sua fina intuicdo, que o levava a descobrir
as reconditas belezas do mundo geométrico, também
lhe serviu para entrever a vocagcdo dum grande
fisico, hoje conhecido em todo o mundo.

Precisamente, um dos aspectos que mais impres-
sionam em CASTELNUOVO é a sua elasticidade de espi-
rito, a agilidade com que passa das locubragfes mais
abstractas aos assuntos de ordem técnica e préatica.
Bastaria citar a este respeito as suas contribuigfes
em matéria de seguros e de actuariado. Mas deve
ainda evocar-se o particular interesse que sempre lhe

(") Podem ler-se ainda a noticia necrolégica dada pelo ged-
metra R. GARNIER nos «Comptes Rendus* da Academia das Ci-
éncias de Paris, de 4 de Junho, e o artigo de F. CONFORTO sobre
F. ENRIQUES, nos vRendiconti di Mateméatica e delle sne appli.
cazioui», serie V, vol. VI (1947).
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mereceram as questdes de ensino, mesmo as do ensino
elementar, porque — e é este umtra¢co bem curioso da
sua personalidade — mostrava umtacto especial para
os pontos delicados das questdes didacticas, quasi
como se delas tivesse umaexperiéncia directa.

#

Em 1938 CASTELNUOVO é atingido pelas duras leis
raciais. Durante esse periodo doloroso, que se
prolonga por seis anos e em que ele arrosta o perigo
com serenidade estéica, organisa Cursos Universitd"
rios de Matematica para jovens hebreus, aos quais é
vedada a frequéncia das Universidades lItalianas, e
consegue que osrespectivos diplomas sejam validados
pela Universidade de Friburgo, na Sui¢a. No periodo
da ocupacédo alemd, quevai de 8 de Setembro de 1943
a 4 de Junho de 1944, enquanto a populacdo romana
se definha,e segue ansiosa a lenta evolugdo das tropas
aliadas na frente de Cassino e na de Anzio e Nettuno,

CASTELNUOVO mantém-se na «Cidade Aberta», hospe-
dado com nome falso em casa de alunos.
Mas terminada a guerra, melhores dias lhe estéo

reservados. Desde logo eleito Presidente da renascida
Academia dos «Lincei» (daqual o Gltimo presidente
tinha sido VOLTICRRA), ele dedica o melhor dos seus
cuidados a principal academia italiana, a quedéa uma
estrutura francamente estimuladora da actividade de
investigagdo. E também nomeado Comissario Geral
no Conselho Nacional de Investigagdo, Presidente da
delegacédo italiana @ UNESCO e da Sociedade Euro-
peia de Cultura.

Mas também é chamado a intervir nosdestinos da
Nacdo. Em 1948 & escolhido como um dos cinco sena-
dores emvida eleitos pelos seus méritos excepcionais.

E agora, na Gltima quadra da existéncia, sem
mesmo repousar dalonga caminhada, volta-se de novo
para o que foio leit-motiv da suavida, fonte inexau-
rivel deharmonias feiticeiras: a Geometria Algébrica;
e consegue resolver um problema que ha muito o
absorvia, relativo aonimero dos médulos duma super-
ficie irregular.

O seu Gltimo acto publico foia mensagem diri-

Problémes
Triangles

per Pierre

Pour I'étude des problémes de dépouillements trai-
tés dans le premier chapitre nous avons utilisé des
lemmes qui ontservi debases a nos démonstrations.

Ce sont ces mémes lemmes quinous permettent
d'établir des triangles (ou des tableaux) imités du
triangle arithmétique de PABOAL.

efe dépouillements
imités du triangle arithmétique de Pascal

gida a Assembleia Geral Constituinteda Unido Mate-
méatica Internacional que se realizou em Roma em
Margco deste ano. A mensagem foilida noinicio dos
trabalhas pelo Prof. E. BOMPIANII (*). CASTELNUOUO
estava retido em casa, enfermo de grave hepatite.

*

Homem acolhedor, modesto, de olhar tranquilo e
arguto, levemente irdnico, recebia todos, grandes e
pequenos, coma mesma afabilidade, o mesmo desejo

de ser util, a mesma decidida vontade de socorrer e
de encorajar.

Sobretudo a serenidade — a calma contemplagéo
dos homens e dos factos, como se os visse dum outro
mundo em que tudo é claro e objectivo— era a nota
que mais se fazia sentir a quem dele se abeirava
pela primeira vez.E assim, também, a magnanimi-
dade, a largueza de vistas com que encarava atéo
maior inimigo ; disto se apercebeu, e ficou impressio-
nado, o embaixador alemdo em Roma VONBBENTANO
que estreitou comele relagdes de sincera amizade.

O homem de ciéncia nasuaexpressdo mais elevada
—pondo» as alegrias doespirito acima dos interesses
materiais, devotado a um ideal sem deixar de ser
humano, profundo no seu campo especulativo e con-
tudo senhor duma apurada cultura e de fina sensibi-
lidade artistica —encontrou em Grano CASTELNUOVO
uma espléndida realizacdo. E com homens desta en-
vergadura que se mantém, perene e criadora, a tradi-
¢do cientifica na patria de GALILEU.

Nota —Para a elaboragdo deste artigo fui larga-
mente coadjuvado pela Prof.* EMMA CASTELNUOVO, a
quem deixo aqui expressa a minha viva gratiddo.' A
Gltima oportunidade que tive de ver reunidos
CASTELNUOVO e ENBIQUES foiem 1946, quando, no Liceu
Tasso de Roma, assistiam auma conferéncia daProf.*
EMMA CASTELNUOVO, filha dum e sobrinha do outro.
Dessa conferéncia démos umatradugcdo non.° 33da
Gazeta de Matemaética. ENRIQUES faleceu pouco tempo
depois, em 14 de Junho de 1946.

(") Transcrita adianto em «Movimento Cientifico».

— IV

Dufresne

Il est possible de fondre les énoncés de tous les
lemmes dans un énoncé trés général.

Rappelions d'abord comment ont été posés nos
problémes de dépouillements.

Continuacdo dosn.’' 44-45, 46 e 47.



On a supposé donné le nombre total des bulletins 9
e qui ont été déposés lors d'une élection et la répar-

tition de ces 8 bulletins entre les différents candi-
dats A,B---N. On a supposé que le dépouille-
ment serait effectué bulletin par bulletin ce qui
permet d'obtenir (0—1)résultats partiels et le résultat
complet.

Et puis on a posé une condition, ou un ensemble
de conditions, toujours les mémes pour un méme
probléme auxquelles devaient satisfaire non seule-
ment le résultat complet mais encore chacun des (6—1)
résultats partiels.

Nous avons appelé dépouillements favorables — un
dépouillement peut étre considéré comme amalgame
de (S—1) résultats partiels et du résultat complet—
les dépouillements qui satisfaisaient depuis le pre-
mier jusqu' apres le dernier bulletin sorti aux condi-
tions posées.

Et le probleme a consisté & calculer le nombre des
dépouillements favorables ou plutét d'établir une
formule qui donnat ce nombre.

Nous avons d'abord rapproché Iles conditions
imposées et le résultat final obligatoirement connu.
Et nous avons dit et c'est en cela que résident tous
les lemmes. «Ou le résultat final, et nous le connais-
sons a l'avance, vérifie les conditions imposées ouil
ne les vérifie pas. S'il ne les vérifie"pas c'est qu'il
n'y a pas de dépouillement favorable. S'il les vérifie
c'est la preuve que ce ne sera pas le dernier bulletin
dépouillé qui pourra empécher un dépouillement
d'étre favorable. Et par suite le nombre des dépouil-
lements favorables possibles des 6 bulletins est la
somme de tous les dépouillements favorables diffé-

rents possibles des mémes bulletins moins un — le
bulletin retranché appartenant a n'importe quelle
famille».

Ce lemme qui nous a permis d'établir des formules
va nous permettre maintenant de calculer de proche
en proche les nombres des dépouillements favorables
pour des valeurs croissantes de 6.

Lorsque le probléme posé ne met en jeu que deux
candidats il sera facile d'établir des tableaux & dou-
ble entrée donnant les nombres de dépouillements
favorables en fonction des valeurs de a et de 6 ou
de 6et de a ou encore de 6 e de 6.

Nous avons vu que les lemrnes ne sont applicables
que pour des ensembles de valeurs de a, de 6 et de
8, qui ne sont pas incompatibles avec les conditions
énoncées. Il y aura lieu de séparer nettement les
cases qui correspondent a des ensembles de valeurs
vérifiant les conditions de celles qui correspondent
a des ensembles incompatibles. Les premiéres seules
seront remplies. Soit a déterminer le nombre ou les
nombres «générateurs». Lorsque 8= 1 on peut

GAZETA DE MATEMATICA

avoir soit a=\ et 6=0 soit 6=1 et a= 0; dans
les deux cas un seul dépouillement possible. On ins-
crira donc le chiffre 1 dans chacune des deux cases

(a=1, 6=0) et (6= 1, a=0) ou au moins dans
celle de ces deux cases qui n'est pas «incompatible».
Si les deux cases étaient incompatibles il est clair
qu'il ne pourrait jamais y avoir de dépouillement

favorable.

Nous présenterons deux modeles de tableau : le pre-
mier établi en fonction de 6 et de 6 les valeurs de
* étant croissantes vers le bas et celles de 6 étant
croissantes vers la droite. Le nombre a inscrire dans
une case «compatible» est la somme de deux nom-
bres inscrits sur la ligne supérieure le.premier direc-
tement au dessus, le second dans la colonne immédia-
tement a gauche. Le deuxiéme établi en fonction de
a,et de 6 les valeurs de a étant croissantes vers
la droite et les valeurs de 6 étant croissantes vers
le haut. Le nombre a inscrire dans une case «compa-
tible» est la somme de deux nombres inscrits I'un
dans la méme colonne mais sur la ligne inférieure,
I'autre sur la méme ligne mais dans la case a
gauche.

Lorsque les probléemes posés concernent un plus
grand nombre de candidats la représentation par des
tableaux n'est plus aussi aisée. Dans le cas de trois
candidats on peut utiliser une suite de tableaux cha-
cun correspondant a une valeur déterminée de c.
Le nombre & inscrire dans une case du tableau est
la somme de trois nombres qui correspondent respec-
tivement a des valeurs de a, de 6, et de c¢ dimi-
nuée d'une unité. Les deux premiers nombres se
trouvent immédiatement sur le méme tableau le
troisiéme sur le tableau précédent.

o 1 2
A Tableau donnant en  fonction
1 1
) de 8 et de b les valeurs de:
3 1
4 1
5 1
fi 1 On rappelle que si a~6-|-4
7 1 1
&1 («,6)M>i(+4] =
9T 3 2
o4 d-6-4 (a+ 6—4)!
i s 95 a+6-4 (a-4)16!
(si 6= 0 quelle que soit la valeur de a il a tou-

jours un dépouillement favorable).
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a\ 0
i1
2 T
s
4
5
6
7T
8 T
D
10
1
6 °
1 1
2 »
3 1
4 qn
5 1
6 ..,
701
8 1
9 |
10 1
n 1

0
1 1

3 V
4
5
6 V'
7T
8
9
10
u i

(si 6=0

W N e

»w N o o b

a 3
2
S
9
14 14
2 3
2
5
il S
14 14
20 28
213
2
) B
14 14
20 28
27 1S

4

4

14
42

5

Tableau donnant en  fonction

de 8 et de b /es valeurs de:
"(a,b)[A>B + 3]

On rappelle que si a” b+ 3
*"(a,6)[*>B + 3] ™

_a—b- 3 (a+6-3)!

a+6-3 (a- 3)!167

(si 6 =0 quelle que soit la

valeur de a ily a toujours un
dépouillement favorable).

fonction
de:

Tableau  donnant en
de 6 et de b les valeurs

“(a,b) [*>B-f2]

On rappelle que: si a”>6 + 2

3382 @51

(si 6=0 il y a toujours un
dépouillement favorable quelle
que soit la valeur de a) .

Tableau donnant en fon-
ction de O et de b tes Da-
teurs de :

N (0,6)[>Fl+1]

On rappelle que :
si alJ>6+ 1
~(o, b)[A> B+l]
a-6-1 (a+ 6-1)!
a+6-1 (a-1)16!

ily a toujours un dépouillement favorable
cauelle que soit la valeur de a) .

5
)\ 0O 17 S 3 4 8 Tableau  donnant en
11 ction de 6 et de b
2 valeurs  de :
3 1 1
4 T 2 “(a,b) [A>B] -
S 3 2
On rappelle que:
6 4
7 6 9 5 si 0N 6
g8 1 6 14 14
9 | 7 2 28 14 "(a,b)[A>BJ =
0 8 277 48 & a-b (a+ b
1+ 9 35 75 90 42 a+b al bl
Tableau donnant  en
fonction de 6 et de b les
valeurs de :
s
“(a,b)IA>:B-I .
3 2
4 5 On rappelle que :
5 9
Si 6=10
6 14
7.2 (" b)[A>:B]
8 ;27
9i 35 (a+b) !
101 44 o! 6!
6>1
et
a> 6—1
(a+b)1 (a+6)1
(0, 6) [A>B] al 61 (a+1) ! (6-1)
Remarque. Les deux formules ci dessus peuvent

étre condensées en une seule:

Si 6=0 ou si g> 1

a>6—1

a—6+ 1

(0.6)[4>B) a+1

(a+ 6)!
al6l
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i 2 3 4 5 & Tableau donnant en 01 2 s 4 6 6 7 Tableau donnant  en
101 0 fonction de 6 et de b les 11 fonction  de 6 et de
. valeurs  de: : :
5 i 2 2 i 9 b les valeurs de
31 s 2 Na A S-2] = 3, 3 3 1
4T 4 5 On rappelle que: 4T 4 4
e s Si 6<1 s i 51014 On rappelle que
6 ' g 14 14 6 | 6 16 20 4
7 | 7 2028 11 {an)A>8-2] = 7 7 21 33 % 1 Si 6<a
8 | 8 21 8 & (o-f 6)! 8 , 8 28 56 0) 48
9 4 9 s B 9 & al 6! 9 | 9 3% 8 1% 117 48 ‘@b)A>B-4] -
10 | 10 44 110 165 199 et 6>2 10 | 10 45 120 203 242 165 @+ o)l
1 11 M 154 178 237 1R si a>6-2 11§ 1 55 165 323 451 407 165 abl
(@a+ b\ (a+b) | Si 6>4
»(0,5)[~">B~2] (. +2)1(6-2) I"
. o> 6- 4
Remarque. Les deux formules ci dessus peuvent
étre condensées en une seule : (a+6)l (@a+b)!
Si 6<"1 ou si 6>2 \a,b)[A>B-i] al 6! (0+ 4)I(6 — 4)I
a>6-2
(a+ b+h@ 6+ 2) (atb)
N, X
(ab) [A>B-2} (0+ 1) (0+ 2) als: £ Tablf:au donnant  en
i fonction de 6 et de
.0 , » 3 4.s 6 7 Tableau donnant en R b les valeurs de:
eT - fonction de O et de b !
les valeurs de: 3 1 "@b)IA>B-1]
2 ~T 9 1 614
3 i 3 3 "hub)[A>B-ay on rappelle que
10! 10 .
4 j 4 6 3 Si 6<4
On rappelle que: 15 20
5 5 10 9 . R
i Si 6<2 21j 35 (a, 6) [4>B-5]
6 i 6 15 19 9 28) 56 o!6!
R “{a,b)IA>B-S =
7 1 7 21 34 28 {a,b)IA>B-S] 3% & (o + 6)!
8 T 8 28 55 62 28 (a+b) Si 6>5
i 90
g 1 9 36 S3 127 o!6! a>6->5
10 | 10 45 119 200 207 90 Si 6>3
T 11 55 164 319 407 237 0>6-3 y (a+6)! -(0+ 6)1
"(a,6)[,4>S-5 ~ .
@+ b (0+6)! (2.0 1 Q18T (0+5) 1(6-5)1
(a.6[A> BS] a\b\ (a+3) 1(6-3)! (continua)
PEDAGOGIA
AINDA O PROGRAMA DE MATEMATICA DO 1° CICLO
por Maria Teodora Alves
O meu primeiro artigo sobre «O programa de Mate- servico no Colégio Militar, longas e valiosas conside-
méatica da actual reforma do ensino liceal», referente ragbes expostas no n.° 122 da revista Labor, de Maio
ao 1." ciclo, e inserto no n." 48 da Gazeta de Matema- de 1952, sob o titulo, «Dizei uma s6 palavra... eo
tica, de Julho de 1951, teve a honra de sugerir ao «meu» programa  Sera  CONexo».
Sr. Dr. ABREU FARIA, ilustre professor do liceu, em Pede-me o ilustre professor desculpa por apresentar
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opinides divergentes daquelas que eu expus n.° 48 da
Gazeta de Matematica. Ora, tendo eu afirmado, no
meu artigo, que «exposta a minha opinido sobre as
deficiéncias do programa de Matemadtica do 1.* ciclo
da actual reforma, resta-me indicar as alteragdes a
introduzir, sujeitando-as a critica de quem se inte-
resse pelo assunto,» estava o Sr. Dr. FARIA, OU quem
quer que desejasse critica-las, dispensado, para as
criticar, de pedir desculpa. Mas é uma amabilidade

que fico devendo a gentileza do ilustre professor,
juntamente com outras que, embora eu reconheca
serem imerecidas, me sinto na obrigacdo de agra-
decer.

Vejamos como o Sr. Dr. FARIA entende que devera ser
organizado o programa de uma disciplina do cur-
riculum.

Depois de perguntar, Por que razdo as sucessivas
reformas  que se tém levado a efeito nestes dltimos  anos,
no ensino liceal, ndo tém servido nem a gregos nem a
troianos?»  diz o seguinte: Na resposta a esta pergunta
— que se nos afigura crucial no problema do ensino —
duas hipoteses apenas se nos apresentam vidveis: —
seguir o caminho empirico da improvizagdo de um pro-
grama ainda que fortemente baseado na larga experi-
éncia e profundo saber de alguns professores, ou o
caminho da experimentacao pedagogica, feita na eicolai
com métodos adequados, com o tempo necessario a con-
firmacdo  ou rejeicdo das hip6teses postas a légica da
crianga, que ndo é evidentemente  a légica dos  adultos.

O primeiro é o caminho
cientifico.

A importancia
reforma  actual
Pedagogica, organismo
organizagao e orientacéo

intuitivo, 0 segundo € O

de tal facto reconhece-a a prépria
ao criar um |Instituto  de Investigacéo
da mais alta importancia na

da vida educativa de uma
nagdo. Serd deste organismo que o Estado poderd  espe-
rar a palavra de ordem, digamos, proba, cientifica,
que o habilite a promulgar uma reforma verdadeira e
Util &  Nagéo».

Muito bem !

Vejamos agora como o Sr. Dr. FARIA que, no seu
artigo inserto na Labor, declara ter sido um dos cola-
boradores, da comissdo organizadora, do programa
de Mateméatica do 1." ciclo, informa que a comisséo
trabalhou: «Trabalhou-se no caminho da intuicdo e eis
portanto  a razdo fundamental da minha contrariedade,
ao ver-me  arrastado para um trabalho de  antemao
condenado ao insucesso, por nao assentar em bases
cientificas».

«.. Trabalhou-se  em condi¢Bes excepcionais : No tempo,
porque houvemos que substituir  alguns anos de  experi-
mentagdo pedagégica  por escassos meses de meditagdo e

estudo tedrico, no espago, porque tivemos de substituir a

escola, o verdadeiro laboratorio
as complicadas  reagBes entre alunos, programas e méto-
dos, pelo gabinete onde reagem apenas 0S noss0S  pensa-
mentos com as doutrinas dos filésofos da  educagéo.»

Como prestou o Sr. Dr. FARIA a sua colaboragédo a
comissdo organizadora dos programas do L* ciclo?

Ele préprio d4 a resposta a esta pergunta: ... pro-
curei conjugar  0s meus fracos  conhecimentos pedagd-
gicos com a minha ja& regular experiéncia.

Mas porque eu, que considerei o programa de
Matematica do t.° ciclo desconexo e descompensado
na distribuicdo da matéria pelos dois anos do cicloi
propus, no n.° 48 da Ga,zeta de Matematica, algumas
correcgdes, o Sr. Dr. FARIA, chamando programa  as
correcgdes propostas por mim, observa: «De resto, o

onde devem ter lugar

programa que a articulista propde em sua substituicdo
ou qualquer outro organizado em circunstancias idén-
ticas, ndo passa de um programa que em boa verdade
poderemos  classificar do «tira aqui» e do «acrescenta
além», programa aleatério e sobretudo inadaptavel as
realidades da escola!

Um programa onde apenas conta a analise combi-

natéria  .'».

Para melhor entendimento desta observacdo do
Sr. Dr. FARIA comparemos o programa de Matematica
do 1."ciclo da actual Reforma com o do 1.° ciclo da
Reforma de 1936.

A divisibilidade por 2, 3, 5 e por qualquer poténcia
de 10; o m. d. c. e m. m. c. de varios nimeros; o0s
nimeros primos; as operagfes com numeros fraccio-
narios e reducdo a dizima que pertenciam ao pro-
grama do 1° ano da reforma de 1936 aparecem no
programa do 2.° ano da reforma de 1948 (a actual).

A raiz quadrada e o sistema métrico decimal e os
nimeros complexos que pertenciam ao programado
2." ano da Reforma de 1936 aparecem no programa
do 1.° ano da Reforma de 1948.

A comissdo organizadora do programa de Matema-
tica do 1." ciclo da actual reforma, com a colaboracéo
do Sr. Dr. FARIA, para constituir o programa que
apresentou, fez saltitar as rubricas do programa de
1936 de um ano para o outro.

Quem foique organizou um programa de Matema-
tica para o 1° ciclo, alheando-se do método cienti-
fico, para recorrer ao impressionismo da sua expe-
riéncia pessoal e das suas leituras, um-programa que
apoderemos classificar do «tira aqui» e do «acrescenta
além» e «onde apenas conta a analise combinatdria»?

Mais uma vez se confirma o velho rifdo popular:
E mais facil ver o argueiro no olho do visinho...

O que é ainda mais curioso é que, tanto o Sr.
Dr. FARIA, que colaborou com a comissdo organiza-
dora do programa de Matematica do t.* ciclo, e eu
que o critiqguei no n.° 48 da Gazeta de Matematica,



estamos de pleno acordo acerca das graves dificéncias
desse programa.
O Sr. Dr. FABIA até repudia o programa em que

colaborou com estas severas palavras: «O tdo desejado
programa  coerente, harmonioso, sem contradigdes, numa
palavra adaptado as capacidades dos alunos — foi
apenas uma pura ilusdo!

O programa de Mateméatica do 1.° ciclo da actual
Reforma do ensino liceal, ndo poderia sofrer maior
condenagédo: O repudio de um dos colaboradores da
comissdo que o organizoul

Eu creio ter sido muito mais generosa para com o
programa de Matemética do ciclo, pois pretendi
enformé-lo em melhor compensagdo, propondo algu-
mas corre¢gdes, sem o condenar em bloco.

Vejamos agora a consisténcia das observacdes do
Sr. Dr. FAKIA ao meu artigo do n.° 48 da Qazeta de
Matematica. .

Para ter oportunidade de produzir longas conside-
racdes, corrige a minha afirmacdo de que «No ensino
h4 dois aspectos distintos a considerar:

«Os conceitos e a sua ordenagdo logica; a técnica do
calculo e as suas aplicagdes», do modo seguinte: As
consideragdes  expendidas  no preAmbulo  deste artigo per-
mitem-me  chegar j& & conclusdo de que a ideia defen-
dida na primeira  proposicdo € incompleta. Ela  deveria
considerar-se assim :— Os conceitos e a sua  ordenacdo
légica e  psicoldgica.

Simplesmente, o ilustre professor ndo se lembrou
de que, antes daquela minha afirmagdo, eu citara
esta frase do eminente DECROLY: «Les programmes
ont été inspirés par des hommes trés savants dans
leur spécialité, mais trop peu préoccupés de la Psy-
cologie, pour eux I'enfant est accessoire», como
poderd ler-se no n.° 48 da Gazeta de Matematica.
A correccdo foi, pois, feita para ter oportunidade de
produzir judiciosas observacdes sobre psicologia,
dando a impressdo de que me eram estranhas...

Como o programa de Matematica do 1." ano se
refere a medi¢des de comprimentos, de superficies, de
volumes, de capaciJades e de massa, que sao
depois tornadas como centro de interesse de varios
estudos e, como nédo se pode medir sem que se escolha
um sistema de unidades e, mesmo que seja escolhido
somente o sistema métrico decimal, o problema de
mudanca de unidade surge necessariamente, eu criti-
quei as «Observacfes ao programa» por nédo se refe-
rirem a este importante problema.

O Sr. Dr. FARIA produziu a este respeito também
longas consideragfes, entendendo que sé no 2." ano,
depois do estudo da proporcionalidade inversa, os
alunos poderdo compreender o problema de mudanca
de unidade e, para justificar a sua afirmativa, enuncia
concretamente um problema de mudanca de unidade
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e conclue assim: «Trata se nitidamente de um  proble-
ma de proporcionalidade inversa e, consequentemente, é
ainda um problema a tratar  posteriormente a  propor-

cionalidade directa.

Eu vou também enunciar concretamente um pro-
blema, para mostrar, ao contrario do ilustre professor,
que' os alunos podem ser iniciados no problema de
mudanca de unidade, independentemente do conceito
de proporcionalidade inversa.

Mandando desenhar aos alunos, numa folha de pa-
pel quadriculado do préprio caderno diario, um qua-
drado de lado igual a 12 lados da quadricula podem
ser postas aos alunos questdes como estas, por
exemplo:

Qual é a area do quadrado desenhado, tomando por
unidade de &rea :

a) O quadrado de lado igual a um lado da qua-
dricula.

b) O quadrado de lado igual a 3 lados da qua-
dricula.

r) O rectangulo cujos lados consecutivos sdo res-
pectivamente iguais a 3 e a 4 lados da quadricula.

S&do problemas de mudanc¢a de unidade resolvidos
por simples contagem e que podem, depois, ser resol-
vidos pela operagdo diviséo ;

Se o professor mandar construir, aos alunos, cubos de
cartolina com 3 ou 4 centimetros de aresta, disporda de
uma colecgdo de cubos que lhe permitird formar cubos
e paralelepipedos rectangulos, por sobreposi¢cdo con-
veniente dos cubos construidos, e podera apresentar
aos alunos problemas de mudanca de unidade que se
resolvem por simples contagem e que, depois, serdo
resolvidos pela operagdo diviséo.

Analogamente com a medicdo de comprimentos.

Estes problemas de mudanc¢a de unidade sdo resol-
vidos no plano concreto do 1." dos estddios, a que se
refere o Sr. Dr. FARIA no seu artigo da labor, e que,
embora nédo o tenha dito, foramextraidos de «Le rai-
sonnement  mathematique de l'adolescent»  por L . JOHAN-
NOT, segundo creio.

Quando os alunos estudarem o conceito de nimero
fracciondrio e o de razdo, os mesmos problemas, e
ainda outros serdo sucessivamente resolvidos por
outra ordem de consideragdes.

E o dominio de «The three kinds of problems».

Ou entende o Sr. Dr. FARIA que o problema de
mudanca de unidade deverd ser ensinado aos alunos
num BO jacto? E certo que estamoB na época do
avido de jacto...

O aluno que seja ensinado a medir superficies sem
o entendimento do problema de mudanca de unidade
é conduzido a esta regra muito corriqueira em que
foram iniciados na instrucdo primaria e que conti-
nuardo durante o seu curso do liceu a recitar assim:
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A area do quadrado é lado vezes lado. Regra esta
que persisto em chamar... triste regra, como a da
danca da virgula, na multiplicacdo ou divisdo por
uma poténcia de 10.

Tentarad o Sr. Dr. FAIRA explicar a necessidade da
recitacdo desta regra como tentou explicara da danga
da virgula ?

Eu concordo plenamente com o Sr. Dr. FARIA, quan-
do lamenta os professores que sé sabem usar de uma
metodologia na sua vidaprofissional.

Mas mais lamento os professores que, acerca de uma
dada questdo de ensino, ndo possuem nenhuma.

Servindo-me da imagem sugestiva que o Sr. Dr.
FARIA apresentou, direi que esses professores estédo
na situagcdo daqueles beligerantes que, no momento
decisivo da batalha, ndo dispdem de nenhum avido. .
Lutam as cegas.

Apesar da longa e substanciosa argumentacdo do
Sr. Dr. FARIA, continuo firmemente convencida de
que a omissdo de referéncias ao problemade mudanca
de unidade é uma grave omissdo das «Observagdes
ao programanr.

E certo que o Sr. Dr. FARIA acha de somenos impor-
tdncia a existéncia de «Observagdes ao programa».
Parece-me que até as condena. E nisso julgo que é
original. Todos os programas de Mateméatica que
conheco, de escolas estrangeiras, vém acompanhados
de minuciosos esclarecimentos, ndo somente para
limitar a sua interpretagdo, mas ainda para a coorde-
nacdo da%suas rubricas e metodologia. Além disso,
ain la os organismos oficiais e as sociedades cienti-
ficas, por intermédio das suas revistas, ou publica-
¢Oes proprias, esclarecem e aconselham os profrssores
no modo de orientar o ensino.

Cito por exemplo a magnifica coleccdo com o titulo :

«The teaching of in schools», com referéncia a
Algebra, Geometria, Trigonometriae Calculo, organi-
zada pela «Mathematical Association» de Inglaterra.
Sdo pequenos e magnificos relatérios, em que sédo
dados conselhos aos professores para a orientagcdo do
ensino.

Porque o programa se refere a proporcionalidade
sem que faga qualquer referéncia a razdo de duas
grandezas, inferi que se pretendia tomar, para defini-
¢do de grandezas proporcionais, uma defini¢cdo que
ndo fosse baseada no conceito de razdo. Por exemplo,
esta definicédo :

Duas classes de grandezas
dizem-se proporcionais se:

a) Aos estados iguais de uma das grandezas corres-
pondem estados iguais da outra grandeza

homogénéas finitas

6) A soma dos estados quaisquer de uma das gran-'

dezas corresponde a soma dos estados corresponden-
tes da outra.

Demonstra-se, e € muito facil fazé-lo, que esta defi-
nicdo de grandezas proporcionais é equivalente a
definicdo de grandezas proporcionais, estabelecida
recorrendo ao conceito da razdo de duas grandezas.

E a definicdo que eu acabei de citar que se refere
0 meu comentario :

«E certo que se pode definir a proporcionalidade
independente do conceito de razdo. Do ponto de vista
l6gico ndo hé& reparos a fazer, mas do ponto de vista
pedagdgico é erro tdo grosseiro que suponho, ninguém
defendera».

Talvez porque nédo citei aquela definicdo e o Sr.
Dr. FARIA nédo se lembrou da sua existéncia, atribue-
-me outros intuitos, produz longas consideragfes e
pede-me améavelmente licenca para servir-se das mi-
nhas palavras e exprimir exactamente a opinido con-
traria a minha.

Depois deste meu esclarecimento fica o Sr. Dr. FARIA
autorizado a fazé-lo. ..

Devo dizer que estou plenamente convencida de
que ndao aproveita a autorizacdo que lhe concedo. ..
e concordard comigo.

O meu artigo do n.° 48 da Gazeta de Matematica
teve a honra de sugerir longas e valiosas considera-
¢bes ao Sr. Dr. FARIA, mas nédo teve a honra de ser
lido com atencéo !

H& ainda uma pequena observacdo a fazer as con-
sideragcdes do Sr. Dr. FARIA sobre a proporcionalidade
definida pela razdo de duas grandezas:

Razdo de dois nimeros e razdo de duas grandezas
sdo conceitos distintos, e para estabelecer a propor-
cionalidade de duas grandezas, baseada no conceito
de razdo, ha que estabelecer os dois conceitos e o Sr.
Dr. FARIA apenas se refere a um deles.

Julgo que vem a propésito esta pergunta:

Por que motivo foram omitidos, no programa de
Matematica do 1.° ciclo os conceitos de razdo de dois
nimeros e razdo de duas grandezas, quando um dos
colaboradores da comissdo organizadora é de opinido
que o conceito de proporcionalidade deve ser baseado
no conceito de razédo?

O longo artigo do Sr. Dr. FARIA na Labor termina
por indicar as condi¢des a que deverd satisfazer um
programa. E uma espécie de decreto com 10 artigos.
Devo dizer que nédo concordo com todos os artigos
desse novo decdlogo, mas lamento que o Sr. Dr. FARIA
ndo os fizesse acatar pela comissdo organizadora do
programa, com a qual «olaborou.

Quanto a «The three kinds of problem3» nédo héa
que lhes adaptar qualquer programa, nem que oficia-
lizad-los. Em qualquer programa que verse a operacao
divisdo o conceito de numero fraccionario e o conceito
de razdo, «The there kinds of problems» adaptam-se
a esse programa e oficializam-se por si préprios, ao
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menos para aqueles professores que cuidam da forma-
¢do mental dos alunos em vez de cuidarem do seu
adestramento..

HABBY WHEAT, em «A theory of instruction for  the
middle grades», refere-se a «The three kinds of pro-
blems».

Endende o Sr. Dr. FARIA que deve generaliza-los a
4,5, etc. problemas. Estd no seu direito.

WHEAT enuncia-os de um modo geral, afim de incluir
o0 caso da divisdo de numeros inteiros, conceito de
nimero fraccionario e de razdo de dois numeros.

Entende o Sr. Dr. FARIA que deve enuncia-los ape-
nas no caso particular dos numeros fraccionéarios.
Continua a exercer um direito que ninguém lhe pode
contestar.

. Hé& ainda uma afirmagdo que o Sr. Dr. FARIA faz e
que, por muito repetida, constitue um lugar comum,
com o sabor ao refervido cha de TOLENTINO:

Ndo ha maus programas, havendo bons profes-
sores.

E evidente que o programa de uma disciplina esco-
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lar ndo possue as virtudes de um amuleto ; ndo actua
por si proprio. Precisa da interpretacdo e orientacdo
do professor.

Mas esta afirmacdo tinha toda a validade quando
o professor se podia mover a vontade dentro do pro-
grama, dando-o parcial ou totalmente e com a orien-
tacdo que quizesse e, tudo dependendo, depois, da sua
exclusiva apreciacdo.

Mas, quando um programa é tornado taxativo,
devendo ser cumprido integralmente, acatando-se até
a ordem das suas rubricas, num ensino dirigido a 40
alunos e que gravita em torno de um exame de resul-
tados apreciados em percentagens, a maior parte das
vezes extrapoladas, eu permito-me perguntar, se um
programa nestas condi¢cdes ndo é um factorda maxima
importancia e decisivo na vida escolar, quer de alu-
nos, quer de professores?

Nado respondo a pergunta, nem faco quaisquer
comentarios por motivos 6bvios, mas peco ao Sr. Dr.
FARIA que, de acordo com a sua recta intencdo, dé a
si préprio a resposta a pergunta que eu formulei.

AANTO LOGIA

BOURBAKI
par L.

BOIIRBAKI ¢ um grupo de uma dezena de matemaé-
ticos, fundado pouco antes da guerra, que se propde,
pela publicacdo regular de livros, estudar as «estru-
turas» fundamentais das matemaéticas.

BODBBAKI n&do se ocupa de problemas particulares,
reservados aos especialistas, mas exclusivamente da-
queles que sdo de ordem geral, e servem de funda-
mento as matematicas, exagerando talvez um pouco,
dos problemas que todo o mateméatico deveria conhe-
cer. Os métodos sdo muito abstractos, a algebra e a
topologia desempenham ai um papel essencial, de
resto aquele que lhes compete normalmente. Cada
teoria é dissecada de tal maneira que ela se exprime
numa sucessdo de teoremas, proposi¢cdes e corolarios
com demonstragdes muito curtas, cada uma das quais
é uma consequéncia quase imediata da precedente.
O papel destes livros é pois, sobretudo, pedagégico; a
maior parte dos resultados ndo sdo novos, embora
expressos em geral por forma original. E certo que es-

* Transcricdo da Les mathématiques en France pendant et
apres la guerre, conferéncia do Prof. L. SCWARZ, da Universi-
dade de Nancy, feita no 2.° Congresso Canadiano de Matema-
tica, em Vancouver, 1949.

Sobre a aotividade do grupo BOURBAKX vide Qazeta de Mate-
matica, n." 39, 40 e 48. N. R.

E A SUA

INFLUENCIA™*

Schwarz

tes livros, e o espirito «bourbaquista» em geral,
comportam um certo perigo: o exagero escoléstico, a
«hiperaxiomatizacdo» e a «hipergeneralizacdo», o
estilo exageradamente abstracto. Foi sem ddvida o
que afastou ao principio muitos matemaéaticos; actual-
mente porém o éxito de BOUBBAKI é consideravel,
sobretudo junto da nova geracdo, que aprende muitas
vezes as teorias mais importantes pelos livros de
BOURBAKI.

E no fundo possivel classificar os espiritos cienti-
ficos em duds categorias (com todo o arbitrario que
comporta qualquer classificagdo): os espiritos finos
(esprits fins) e os espiritos gerais (esprits géné-
raux), nao sendo nenhuma destas categorias de
modo algum superior a outra. Os espiritos finos
interessam-se por questdes precisas, geralmente difi-
ceis, necessitando grandes meios ; interessam-lhes
mais os resultados que as demonstragfes, os proble-
mas mais que os métodos; estes problemas, muitas
vezes demasiado particulares, sdo geralmente origi-
nais e tratados em todos os seus pormenores. Os espi-
ritos gerais interessam-se sobretudo pelas teorias
gerais, que tentam simplificar ao maximo, tendo de
certo modo aversdo as «dificuldades» de que os espi-
ritos finos gostam; as demonstracdes interessam-lhes
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muitas vezes mais que os problemas de que procuram
sobretudo descobrir o porqué. Cada uma das duas
categorias tem representantes de élite; cada uma tem
0S seus excessos, como o espirito fino que passaré
anos a procurar problemas quase insollveis e de
interesse nulo, ou o espirito geral que fara no vazio
teorias evidentes e sem aplicagdes. S&o estes exces-
sos e provavelmente a natureza humana que fazem
com que, muitas vezes, os matematicos de uma cate-
goria tenham tendéncia a desprezar os da outra (os
espiritos gerais censurardo os espiritos finos por fa-
zerem trabalhos inGteis e demasiado particulares, os
espiritos finos censurardo os espiritos gerais por nédo
terem introduzido ideias novas). O desenvolvimento
duma teoria matematica é em geral o seguinte : sédo
em primeiro lugar os espiritos finos que introduzem
uma questdo nova, etratam-na, em geral, por métodos
novos, portanto dificeis e imperfeitamente elaborados;
sdo os pioneiros que desbravam um terreno virgem
e formulam os grandes problemas. A sua tenacidade
impede-os de ser detidos pelas numerosas dificuldades
da emprésa, enquanto que o0s espiritos gerais gostam
mais das belas teorias bem construidas; sem os espi-
ritos finos ndose creariam teorids novas. Mas uma vez
realizada essa obra, é preciso melhoréa-la, destacar o
principal, as grandes ideias directrizes, que fardo da
teoria inicial, complicada e incompleta, uma ciéncia
assimiladvel ao maior nimero, que entrard no dominio
corrente.

Certas ideias iniciais dos creadores aparecerao
como inutilmente complicadas e serdo regeitadas.
Fixam-se os conhecimentos, métodos e resultados, os
Unicos Uteis para o futuro. Sem esta obra de organi-
zagdo nenhum progresso seria possivel ; as novas ge-
racdes ndo poderiam aproveitar as conquistas das que
as precederam. Os espiritos gerais realizam. obra
mais pedagdgica do que realmente creadora, mas tédo
indispensavel e dificil como a outra.

S6 quando esta fase é atingida é que espiritos
hipergeneralizadores fazem generalizacdes abstractas
que ndo trazem nada de novo, ou que espiritos hiper-
finos tratam de problemas que a ciéncia ultrapassou,
e sO esta parte do trabalho de uns ou de outros fica a
margem do progresso e conserva-se estéril.

Observemos que para os espiritos finos uma grande
tenacidade é necessaria para resolver questdoes arduas
com meios potentes; o0s espiritos gerais serdo mais
preguicosos mas terdo maior sentido estético, e geral-
mente contornardo as dificuldades, prontos até a mu-
dar os préprios enunciados dos problemas.

BOUBBAKI é pois caracterizado pelo espirito geral.

Todos os seus membros, apesar de diferengas consi-
derdveis de concepgdo matematica, témisto de comum:
sdo espiritos gerais.
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A redaccdo de um livro de BOUBBAKI faz-se da
seguinte maneira. Keunem-se em congressos periodi-
camente (3 ou 4 vezes por ano; na Pascoa o grande
congresso dura 15dias, os outros s6 8). Estes congressos
comportam um trabalho intensivo, de cerca de 6 a 8
horas diarias. O primeiro redactor de uma teoria é
encarregado de um simples relatério de 15 a 30 pagi-
nas, contendo o essencial da questdo, a ordem dos
diferentes ramos, e as notagOes. Este relatério é lido
e discutido num congresso; geralmente muito criti-
cado, tomam-se decisées e uma redaccdo «estado 1»
é confiada a um outro redactor. Ela serd lida e dis-
cutida ponto por ponto num congresso ulterior. Af
tomam-se novas decisdes, e um outro redactor seréa
designado para um «estado 2» num congresso ulterior.
E em geral depois de 4, 5 6 estados sucessivos
que um livro atinge o estado definitivo e serd en-
tregue a impressdo sob a assinatura de BOUBBAKI.

Pertencer a BOUBBAKI exige portanto o nédo ter um
excesso de amor-préprio ; as ideias pessoais de um
membro ou doutro ndo figurardo com o seu nome na
redaccdo final, e sobretudo as suas redacgfes terdo
sido copiosamente criticadas, por vezes demolidas
em congressos. Isto exige evidentemente uma
grande camaradagem, preparada pela fraternidade
da Escola Normal, e acompanhada duma intensa
atmosfera de «canular» (praticai joke) que introduz
um grande & vontade no ambiente sério dos con-
gressos, em que as discussdes sdo por vezes muito
vivas.

A origem do nome BOUBBAKI perde-se na noite dos
tempos e podera servir de tema aos historiadores do
futuro. A prépria pessoa de BOUBBAKI é um mistério
impenetravel; tem acontecido que aparece em certas
sess0es excepcionais, que se tome uma refeicdo com
ele, mas geralmente a sua presenca manifesta-se sobre-
tudo no plano espiritual.

As publicacbes BOUBBAKI * sdo até hoje (Hermann,
Paris) :

Livro | — Teoria dos conjuntos.
Fasciculo de resultados.
Livro 2 — Algebra.

Capitulo 1: Estruturas algébricas.

Capitulo 2: Algebralinear (Exposi¢cdo completa da®
teoria elementar dos espacos vectoriais e dos
maédulos).

Capitulo 3: Algebra multilinear (Exposi¢do das
. formas multilineares, tensores, algebra exterior
de Grassmann, sem utilizar coordenadas).

Capitulo 4: Polinédmios e fracgdes racionais.

Capitulo 5: Corpos comutativos (teoria de Galois)

* Lista actualizada.
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Capitulo 6 : Grupos e corpos ordenados.
Capitulo 7: Mo6dulos sobre os anéis principais.

Livro 3 — Topologia geral.
Capitulo 1: Estruturas topolégicas.
Capitulo 2: Estruturas uniformes.
Capitulo 3: Grupos topolégicos.
Capitulo 4: NUmeros reais.
Capitulo 5: Grupos a um parametro.
Capitulo 6 : Espagcos numéricos e espagos projec-
tivos.
Capitulo 7: Os grupos aditivos R™.
Capitulo 8: Numeros complexos.

Capitulo 9: Utilizacdo dos numeros reais em To-
pologia geral.

Capitulo 10: Espagos funcionais; dicionério.
Livro 4 — FuncBes duma variavel real.

Capitulo 1: Derivadas.

Capitulo 2: Primitivas e integrais.

Capitulo 3: Funcdes elementares.

Capitulo 4: Equacdes diferenciais.

Capitulo 5: Estudo local das fungdes.

SOBRE ASORIGENS

por J. G.

...Ultimamente, oscultores daMateméatica Pura tém
manifestado interesse nas investigagcdes de MAXWELL
e TAIT em Topologia. Esta €& a ciéncia da Anéalise
Posicionai, ou Analysis  Situs, em que os conceitos de
proximidade e vizinhan¢ga s&omais importantes que
os de extensdo e forma. LEIBXITZ previu a impor-
tancia datopologia masfoiincapaz defornecer qual-
quer contribuicdo, dada a dificuldade, na época, do
préoprio método. As primeiras contribui¢cfes vieram de
EULER e GAUSS. As propriedades dos corpos e das
superficies conexas, como nésem cordas, dependem

MOVIMENTDO

UNIAO MATEMATICA

Nosdias 6, 7 e 8 de Margo uGltimo teve lugar em
Roma a Assembleia Geral Constituinte daUnido Ma-
teméatica Internacional. Osobjectivos deste organismo
sdo, como vem especificado nos respectivos Estatutos:
a) promover a cooperagdo internacional em matema-
tica; b) apoiar efacilitar os Congressos Internacionais
de Matematicos eoutras reunides ou conferéncias cien-
tificas internacionais ; c) encorajar e socorrer outras
actividades matematicas internacionais susceptiveis
de contribuir para o desenvolvimento da ciéncia ma-
tematica sob qualquer dassuas formas :pura, aplicada
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Capitulo 6 : Desenvolvimentos taylorianos genera-
lizados ; formula somatéria deEuler-Maclaurin.
Capitulo 7: A fungdo gama.

Livro 6 — Integracéo.
Capitulo 1: Desigualdades de convexidade.
Capitulo 2: Espacos de Riesz.
Capitulo 3: Medidas em espacos localmente com-
pactos.
Capitulo 4: Prolongamento duma medida. Espa-
gos L.’

Os livros de BOURBAKI conquistaram a jovem gera-
¢do0 matematica da Franca; masa suainfluéncia nédo
se limita a isso. Umseminadrio BOUBBAKI tem lugar
sob a sua égide trés vezes por ano em Paris, para
estudar as memdrias novas doano (cada vez trés dias,
s6 de tarde, duas sessfes cada tarde ; quer dizer seis
sessdes porseminario, dezoito porano) Os auditores
sdo numerosos, vindos de todos os pontos de Franga
e até da Bélgica.

Trad, de Ruy Luis Gomes

DA TOPOLOGIA

Crowlher

de principios topoldgicos. TAIT interessou-se por pro-
priedades de no6s,e MAXWELL nasuateoria do electro-
magnetismo foilevado a considerar certas superficies
conexas. O desenvolvimento da topologia, hojeum™
dos ramos da matematica contemporanea, foiiniciada
por POINCARE quepublicou alguns dos seus mais im-
portantes artigos em Londres, em homenagem, como
se afirma, asinvestigagbes topolégicas de MAXWELL
e TAIT...
Extraido de Bristith  Scientists of the

Nineteenth  Century -Vol. Il, pag. 362.
Trad, de J.O. Teixeira.

CIENTIFICO

INTERNACIONAL

e pedagdgica. Para a obtencdo destes finsa U. M. I.
é explicitamente mas ndo exclusivamente autorizada
a: a) aderir ao I.C. S. U. (International Council of
Scientific Unions);b)organizar reunides e conferéncias
matematicas internacionais; c) empreender ou sub-
vencionar a publicacdo e a distribuicdo de material
cientifico nodominio das matematicas, contanto que
as respectivas despezas sejam incluidas numa deter-
minada conta reservada a «despezas especiais» ; d)
empreender actividades matematicas de caracter in-
ternacional ou prestar auxilio e conselho a outras
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organizacdes internacionais que participem em tais
actividades, contanto que as respectivas despezas
sejam incluidas na referida conta das «despezas espe-
ciais» ; e) promover e facilitar as trocas internacio-
nais de mateméaticos e de estudantes de matemaética,
para fins cientificos;/) publicar e difundir informacdes
relativas a organizagdo e as actividades da Unido.

Como vem ainda especificado nos Estatutos, a adesao
dum pais a U. M. I . efectua-se por intermédio dum
organismo nacional aderente, que pode ser a sua aca-
demia principal, uma sociedade matematica nacional,
o seu conselho nacional de investigacdes cientificas
ou qualquer outra instituicdo nacional ou associacéo
de instituicdes nacionais, ou ainda um O6rgdo apro-
priado do seu governo. Em qualquer caso, o orga-
nismo nacional aderente deve constituir uma comissao

nacional para a mateméatica e a sua adesdo a U. M. I .

ndo pode tornar-se efectiva sem que a composi¢do da
comissdo tenha sido levada ao conhecimento da As-
sembleia Geral e reconhecida por ela.

Apés a primeira Assembleia Geral realizada em

Roma, eram em nimero de 22 os membros da U.M. |.:

Alemanha, Argentina, Austrédlia, Austria, Bélgica,
Canada, Cuba, Dinamarca, Espanha, Estados Unidos,
Finlandia, Franga, Gréd-Bretanha, Grécia, Holanda,
Italia, Japdo, Noruega, Paquistdo, Peril, Suiga, Jugos-
lavia. Desses 22 paises, 18 enviaram delegacfes a
Assembleia, geralmente constituidas por alguns dos
seus professores mais categorizados.

Dois paises que, até a data, ainda ndo aderiram
a U.M.I.—a Poldénia e Portugal —enviaram observa-
dores a Assembleia Geral.

Participavam ainda na Assembleia um delegado da
UNESCO e um outro do ICSU.

Os trabalhoB da Assembleia, que se distribuiram
pelas manhds e pelas tardes de 6, 7 e 8 de Margoi
realizaram-se no Paldcio da Farnesina, a convite da
Academia dos «Lincei», e foram inaugurados com
uma mensagem do Presidente da Academia, Prof.
GUIDO CASTELNUOVO, lida pelo Prof. ENRICO BOMPIANI,
estando o Prof. CASTELNUOVO impedido de comparecer
por motivo de doenga. Nos trabalhos da Assembleia
tratou-se, entre outroB, doB seguintes assuntos:

1." —Admissdo de quatro paises como membros da
Unido (Argentina, Paquistdo, Espanha, Jugoslavia).
2." — Constituicdo de varias comissées com as se-

guintes finalidades:

a) Estudar a possibilidade de criagdo dum guia ou
indice geral de mateméaticos e de organizacdes mate-
maticas.

b) Estudar os métodos de facilitar a disseminagdo
da ciéncia mateméatica mediante varias formas de
publicacéo.

e) Estudar os varios aspectos do problema de
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sumariacdo e critica de artigos de matemética, con-
sultando, para esse efeito, as varias organizagdes
actualmente empenhadas nesse trabalho (Mathemati-
cal Reviews, Zentralblatt, etc.) e, em particular, estu-
dando maneiras de promover mais intima cooperagéo
entre essas organizacdes.

d) Estudar todos os métodos de facilitar o inter-
cambio de matemaéticos, tanto professores como estu-
dantes, entre as varias nacgoes.

e) Considerar a possibilidade de preparar uma com-
pilacdo de simbolos mateméaticos com as defini¢gdes
em cinco linguas (inglés, francés, alemdo, italiano e
russo).

(Todas estas comissdes devem apresentar um rela-
tério ao Comité Executivo ou & Assembleia Geral na
sua proxima sessdo ordindria).

3." — Nomeagdo duma nova comissdo para o ensino
matematico, integrada na U. M. |.,em substituicdo
da «Commission Internationale de I'Enseignement
Mathématique», de que era Secretario Geral o Prof.
H. FEHR. (Numa carta apresentada & Assembleia, o
Prof. FEHR oferecia a demissdo da referida Comissdo,
sugerindo que a obra desta fosse continuada pela
U. M. I. o oferecendo ao mesmo tempo 0s seus prés-
timos a nova Comissdo).

4.° — Eleicdo do Comité Executivo, que ficou cons-
tituido como segue :

Presidente: Prof. E. M. H . STONE

1.° Vice-Presidente: Prof. E. BOREL

2." Vice-Presidente: Prof. E. KAMKE

Secretario : Prof. E. BOMPIANI

Outros Membros: Prof.'W. D.HODGE, S. IVAHAGA
e B. JESSEN.

5." —Eleicdo do Presidente (substituido, na Bua
auséncia, pelo Secretdrio) e do Prof. BOREL, para
membros do Comité Executivo do ICSU, tornando-se
a eleicdo efectiva, se, e quando, a Unido for reco-
nhecida corno aderente ao ICSU.

6° —Emendas varias ao projecto dos Estatutos.
Reconhecimento dos textos inglés e francés como igual-
mente providos de autoridade.

7.° —Questdes financeiras.

Entre as decisdes tomadas, parece digna de relévo
pelas consequéncias que podera ter no futuro da U.
M. I., a seguinte disposicdo, introduzidanos Estatutos
(Artigo 13), em virtude duma proposta italiana :

Prevendo um eventual acréscimo da Unido, o Co-
mité Executivo terda o poder, em qualquer época an-
terior a segunda sessdo ordinaria da Assembleia Ge-
ral, e por uma decisdo tomada sobre a maioria de
dois tercos, de elevar o nimero dos seus membros de
7 a 9 pela adicdo simultanea dum terceiro Vice-Pre-
sidente e dum quarto membro eleito, contanto que o
Comité proceda logo em seguida a uma votagdo por
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correspondéncia para designar os titulares dos postos
assim criados. Na hipotese dum aumento do nUmero
de membros do Comité Executivo, de acordo com esta
disposicdo, as eleicdes para os postos assim criados
seriam feitas segundo as normas aplicdveis aos postos
similares, por ocasido da segunda sessdo ordinéaria da
Assembleia Geral.

De acordo com o Artigo 19 dos Estatutos, o domi-
cilio legal da Unido é o gabinete do Secretdrio. Por
isso, neste momento, a sede da U. M. |. encontra-se
no edificio do Instituto Matemético da Universidade
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de Roma. Toda a correspondéncia deve ser dirigida
para o Secretario, Prof. EHBICO BOMPIANI.

Os trabalhos da Assembleia Geral Constituinte da
U. M. I .decorreram numa atmosfera de excelente cor-
dialidade e reciproco entendimento. A Academia dos
«Lincei», a Unido Matemadtica Italiana e em parti-
cular o Prof. E BOMPIANI, prestaram aos participantes
na xVssembleia um 6ptimo acolhimento, criando-
-lhes um ambiente deveras aprazivel, que deixou
em todos a melhor recordagdo dos momentos ali
passados. j .8. ¢ silva

MENSAGEM DO PROF. G. CASTELNUOVO A ASSEMBLEIA GERAL CONSTITUINTE DA UNIAO

MATEMATICA

Signori,

dolente che una indisposizione mi impedisca  di  assis-
tere alla sedula inaugurale del convegno, vi porgo col
presente  messaggio il cordiale saluto dell’Accademia dei
Lincei, liela di accogliervi in questa villa che le appar-
tiene. 1o spero che le mirabili  proporzioni delia sala ove
si svolgeranno i vostri lavori, ispireranno ad essi quel

senso delia misura che tanto peso ha nelle discussioni di

temi, ove intervengono anche delicati  problemi inlerna-
zionali.
Non e la prima volta che VAccademia dei Lincei

riunisce  nel suo seno matematici di tutto il mondo. Nei

1908 VAccademia accolse nel vicino palazzo Corsini,
che e la sua sede, il IV Congresso Internazionale dei
Matematici. Ed io, che di quel Congresso ero il  Segre-
tario générale, ebbi la fortuna  di poter allora awvici-
nare scienziati insigni quali  Poincare’, Picard, Dar-
boux,  Mittag-Leffler, Giorgio Darwin, Newcomb e
tanti altri di cui per brevita devo tacere i nomi. Erano
presenti  anche tutti i nostri  Maestri,  purtroppo oggi
scomparsi, Dini,  Bianchi, Corrado  Segre insieme a
NOTICI

UNIAO MATEMATICA ITALIANA
Realizando-se em Roma nos dias 6, 7 e 8 de Margo
a Assembleia Geral Constituinte da Unido Matema-
tica Internacional,a Unido Matematica Italiana apro-
veitou esta oportunidade para organizar um grupo
de conferéncias com a participagdo de algumas das
individualidades que assistiram a Assembleia. As
conferéncias realizaram-se nos dias 10 e 11 de Margo
conforme o seguinte programa :
10 de Margo
H. CABTAN—A propos d'une extension du
des chaines de syzygies de HILBBBT.
M. STONE — Linearity and order in functional analysis.

théoréme

INTERNACIONAL

Vito  Volterra, Tullio  Levi-Ci vita, Federico Enriques
le cui morti recenti ci lasciarono un gran vuoto.

Se vi ricordo tutti questi grandi nomi & perche ad
essi vi ispiriate  nelle risoluzioni che starete per prendere.
Succede  talvolta  che giovani, aneiosi di aprire nuove
vie alla scienza, rivolgano i loro sguardi  soltanto all'av-
venire e lascino in ombra le glorie del passato. Consen-
tite a me, giunto ormai al termine delia vita, di farvi
presente  che le istituzioni veramente  solide e durature
riposano  sulla tradizione. Resiste  all'uragano Valbero
che ha radiei profonde  nella terra, mentre [l'arbusto le
cui radiei  sono alla superficie viene  abbattuto dalla
prima burrasca.

lo auguro a nome mio e deli'Accademia che vi ospita,
che queste vostre riunioni si concludano  con la  creazione
di una Unione perenne tra i matematici delle princi-
pali  Nazioni, la quale permetta facili e frequenti con-

tatti  tra colleghi di vari paesi, tenga al corrente 1'uno

dei  progressi compiuti dall'altro e permetta  cosi un
progresso  piu rapido delia nostra scienza.
Con questo  augUrio vi .invito a iniziare i vostri
lavori.
ARI1O
R. CACCIOPPOLI — Funzioni analitiche; famiglie
normali e teoremi di PICABD, LANDAU, SCHOTTKY :

una generalizzazione qualitativa.

K. KNOPP—Folgenrdume undLimitierungsverfahren.

SKOLEM—Remarks on the Diophantine equation ax'-t-
+ byz +cz* = 0.
11 de Margo

W. D. HODGE — Structure
manifolds.

W. GBOBNEB — Alcune applicazioni
degli ideali alia geometria algébrica.

K. KuNUGi — Sur quelques points de lI'analyse mathé-
matique.

B. JESSEN — Recent work

problems on complex

delia teoria

in analysis in Danmark
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(DIRICHLET series; almost periodic functions ; infi-
nitely different]able functions).

C. KURATOWSKI —Sur le probléme du prolongement
des fonctions continues en Topologie.

Estas conferéncias tiveram lugar no Instituto Ma-
tematico e foram pretexto para se reunirem em Roma
muitas das figuras mais representativas do meio ma-

tematico italiano.
J. S. e Silva

3» CONGRESSO AUSTRIACO DE MATEMATICOS

A Sociedade Matemdtica Austriaca convida o0s
matematicos de todos os paises a participarem nesta
reunido que terd lugar em Salzburg, de 9 a 14 de
Setembro de 1952. O congresso compreenderd as se-
guintes seccbes : Anélise, Geometria e Topologia,
Algebra e Teoria dos Nameros, Mateméaticas Apli-
cadas, e Histéria e Filosofia. Os resumos das comuni-
cacBes apresentadas serdo publicados nos Nachrichten

der Osterreichiscken Mathematischen Gesellschaft.
M. Z.

COLOQUIO DE LOGICA MATEMATICA

Por solicitacdo das Sociedades internacionais de
Légica Simbdlica e Filosofia das Ciéncias, a Facul-
dade das Ciéncias de Paris promoveu um «Col6quio
de Légica Matemdtica» que teve lugar no «Instituto
Henri Poincaré», de 25 a 30 de Agosto de 1952. Nele
tomaram parte :

F. GONSETH (Zurich), FEYS (Louvain), JOHANSSON
(Oslo), BETH (Amsterdam), VAN UANTZIG (Amsisrdam)
GUITEL (Paris), SUBLET (Trey sur Payerne, Suissa),
VUYSJE (Amsterdam), KREISEL (Reading, Inglaterra),
FBAISSE (Alger), ROBINSON (Toronto), LORENSEN (Bonn)
BOCHENSKI (Friburgo, Suissa), KUREPA (Zagreb, lugos-
lavia), HEYTING (Amsterdam,), MEYER (Enschede,
Paises-Baixos), WOODGER (Londres), REICHENBACH
(LOB Angeles), DESTOUCHES (Paris), CHATELET (Paris),

BODIOU  (Marseille), CURRY (Pensilvania), RIQUET
(Londres), ROSE (Ulverston, Inglaterra), BORGEHS
(Louvain), DOPP (Louvain,) CARACCIOLO (Turim),

BRUINS (Amsterdam), DOCKS (Bruxelas), BRITSCHWAYR
(Mttnchen), FEVRIER (Paris), FISCHER (Amsterdam),
GREENWOOD (Quebec), KOYRB (Paris), LEROY (Paris),
PERELMANN (Bruxelas), PROCA (Paris), Luiz FREIRE
(Recife, Brasil).

Os mais variados e relevantes assuntos de Ldgica
Matematica e Filosofia das Ciéncias, os desta Ultima
relacionados aos da primeira, foram apresentados ao
plenario do Coldquio e nele amplamente debatidos.

Serdo os trabalhos do Coléquio publicados, sob
forma sintética, no «Journal of Symbolic Logic».
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Foram apresentadas as comunicagoes:

FEYS —Présentation du probléme des applications de
la Logique Mathématique.

JOHANSSON — Symboles logiques dans l'enseignement
des théories déductives.

BETH — La Logique et le fondement des mathéma-
tiques.

KREISBL — Applications of mathematical logic to va-
rious branches of mathematics.

FRAISSE — Sur les rapports entre la théorie des rela-
tions et la sémantique au sens de A. TARSET.
ROBINSON — L'application de la logique formelle aux

mathématiques.

LORENZEN — Dié Rolle der Logik in der Grundlagen-
krisis der Analysis.

CHATELET — Logique mathématique dans la géométrie
grecque.

HEYTING — Logique et intuitionnisme.

MEYER — L'autonomie de la physique vis-a-vis de
I'ontologie.

FREIRE (LUIZ) — Des rapports entre le langage et les
mathématiques.

REICHENBACK — Les fondaments logiques de la théorie
des quanta.

FEVRIER —Sur la logique des propositions expéri-
mentales.

DESTOUCHES —La Logique et les théories physiques.

BODIOU — Dificulté d'utisation du tormalisme quan-
tique a la topologie d'un treillis non modulaire
de propositions. Possibilité de son utilisation a la
modification du concept de «corpuscule localisé».

WOODGER—Problems arising from the application of
mathematical logic to'biology.

CURRI — The logic of Program composition.

SUBLET — Essai de formalisation compléte du raison-
nement mathématique sur la base de trois opé-
rations.

KUREPA — Sur la relation d'inclusion et l'axiome de
choix de ZERHELO.

Temas postos em discussao :

I. A quelles conditions un systéme doit satisfaire
pour étre appelé:

1.°) un sistéme de l'arithmétique

2.°) » > » l'analyse.

II. A quelles conditions une fonction de nombres
réels peut étre dite effectivement calculable.

IIl. Discussion générale sur la logique et les ma-
thématiques.

IV. Discussion générale sur la logique et la phy-

sique.
L Freire
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PREMIO NACIONAL GOMES TEIXEIRA

Afirmou a Gazeta de Matematica no n.° 50, publi-
cado em homenagem ao grande matematico portu-
gués, que o prémio GOMES TEIXEIRA, havia sido uma
Gnica vez atribuido até a data a um estudante das
nossas escolas superiores. Era falsa a nossa afirma-
¢cdo e temos, ao corrigi-la, a grande satisfagdo de
comunicar aos leitores da Gazeta de Matemética e
de sermos, talvez, os primeiros a tornar puUblica a
noticia, de que foi premiado também, por trabalho
apresentado em 1947, o entdo aluno da Faculdade
de Ciéncias de Lisboa, Sr. FERNANDO ROLDAO DIAS
A GUDO.

Lastimamos porém ndo se ter
a publicidade devida a tdo importante acontecimento
da vida universitaria portuguesa e admiramo-nos
bastante por este facto ter passado desapercebido do
nosso, infelizmente tdo restricto, meio matematico.

Sinceras e vivas felicitacdes ao Sr. Dr. F. R. DIAS
AGCDO pela honra merecida e também o0s nossos
melhores agradecimentos por ter acedido ao pedido
da Redacgdo da Gazeta de Matemética para a publi-
cacdo nesta revista do trabalho premiado, que se in-
titula «Sobre um teorema de KAKEYA» e que apare-

cerd num dos préximos numeros.
M. Z.

PREMIO INTERNACIONAL G. FUBINI

A Unido Matematica Italiana, em homenagem ao
ilustre matematico Prof. GUIDO FUBINI, criou um
prémio internacional que serd atribuido ao autor de

MATEMATICAS

Ensino Liceal — Ano de 1952 — Exame do 3.° ciclo
— 1.* chamada.

ATENGAO — Se n&do souber resolver qualquer alinea duma
questdo, ndo deixe de tentar as seguintes. A resposta a
cada uma delas ndo depende das anteriores.

As respostas s6 sdo validas com as respectivas
cacoes.

justifi-

3442—0 polinémio P (x) = x* —x*-f 4x—4 admite
araiz x=1.

Determine as outras duas raizes deste polinédmio.
R : Como P (x) é divisivel por x —1, serd& P (x) =
= (x—1) (x"+4) . Os outros zeros do polinémio sdo as
raiz'i da equagdo x°+4 =0 ouseja X="2i.

3443 —Os vértices dum triangulo sdo os pontos
A (0,0), B.(0 ,0), C(3, - 4). Escreva a equagdo da
recta que passa por A e é paralela ao lado BC.

dado ha mais.
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trabalhos publicados de Janeiro de 1946 a Dezembro
de 1952 reconhecidos como contribuicdo importante
ao progresso da Geometria Diferencial.

O prémio é indivisivel e a quantia atribuida em
liras italianas é equivalente a 550 gr. de ouro.

A Comissdo deliberadora é composta pelos Profs.:
S. BOCHNER, da Universidade de Princeton, C. EHRES-
MANN, da Universidade de . Strasburgo e A. TEURACINI,
da Universidade de Turim.

Caso a Comissdo entenda ndo poder atribuir o
prémio as investiga¢gdes no dominio da Geometria
Diferencial, conferi-lo-4& a trabalhos da teoria das

fun¢des automorfas ou teorias relacionadas.
M. Z.

PROF. DR. RENATO PEREIRA COELHO

Em 2 e 3 de Junho de 1952, no Instituto Superior
de Agronomia, realizaram-se provas de concurso
para professor extraordinario do 3.° grupo (Matema-
tica e Célculo).

Foi concorrente Unico o assistente da mesma escola
Dr. RENATO PEREIRA COELHO. A licdo, criticada pelo
Prof. Dr. BEDA NETO, da Universidade de Coimbra,
versou sobre «Secgfes planas das superficies de revo-
lugdo. Caso particular da esfera».

A dissertagdo apresentada intitulava-se «Estudos
sobre a regularidade dos espacos topolégicos» e dela
foi arguente o professor do Instituto, Doutor JOSE
SEBASTIAO e SILVA.

Ao candidato aprovado apresenta a Gazeta de Ma-

teméatica vivas felicitacdes.
M. Z.

ELEMENTARES

R: A equacdo da recta que passa pelos pontos B e C é
(x-5)/(5-3) =(y-0)/(0 +4) ou seja y=2x—10 e
portanto a recta que lhe é paralela e que passa pela
origem (ponto A) é y=2x .

3444 — a) Estude as variagdes de sinal da funcédo:
1
y = 3 (1—x) (x + 3) no intervalo (—oo0 , 4- 00) .

6) Calcule a inclinacdo da tangente a parabola
definida pela fungéo anterior, no ponto de abcissa
x«=0. c) Determine o valor de h de modo que a
recta y= —2x + h seja secante aquela parabola.
R : A func@o pode escrever-se sob a forma

y--y(*-i)(* + 3)

como os zeros do polinémio do segundo membro sao
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X' «-1 X" =—3, e em virtude
trinémio do 2." grau, temos:

das propriedades do

a) quando X—+—CO y—*—00
00<X<-3 y <0
» -3 <x<I y>0
» 1<X< + 00 y <O
» X-*+Cco y—=— 00
b) Como y"= —x—1 o coeficiente angular da tan-

gente noponto de abcissa O é — 1 e a tangente forma
um angulo de 135." com a parte positiva doeixo dos xX.

c) As abcsissas dos pontos de encontro da recta
y = —2x+ h com apardbola y = (x—1) (x+ 3)
sdo as raizes da equagdo —2X+h=—— (x—1) (x-f3)

ou seja as da equagdo x*—2 X+ 2 h —3=0.

Para quea recta seja secante a parabola é necessario
que tenha dois pontos distintos de comum com a para-
bola e portanto que aquela equagdo tenha duas raizes,
reais e distintas 0 quese obtém determinando h de modo
que o descriminante  seja positivo, isto €, que

1-(2h-3)>0 donde h<2.

3445 - o) Se for:

x = C0Sa+ COS2a
y=sena+ sen2a

prove que X*+ y*= 2+ 2cos a.

6) Resolva a equagdo: senx + sen2a&s = 0. R:

a) Tem-se X°+y’=cos’a+ sen‘a+ cos’2a+ sen’2* +
+ 2 [cos a(cos’x—sen’a) + sena (2sen acosa)] =
= 2+ 208 «.

b) senx + sen2x = 0 é equivalente a senx (1 +
+ cosx) =0 donde senx=0 ou x=Kkir, e cosx=—1/2
ou seja x=Kkir+ (—I1)" 2ir/3.

3446 — Um fioestd preso a dois postes pelas suas
extremidades A e B. Em C fixou-se uma massa
M que mantém tensos os
segmentos AC e BC.

Sabendo que AC e BC
medem respectivamente 20
e 12,6 metros e que a dis-
tancia entre os pontos A e
B & 18 metros, determine
a medida do angulo A CB.

(Empregue logaritmos). R:
Como se sabe tag C/2 =

L I(P-») (P-
vV P(p-c)
a, b e c sdao as medidas
dos lados e p o semi-peri-
metro. Assim teremos

onde
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log tag C/2 = [log (p- a)+log (p- b) +colgp +
+ colg (p-c)] :2=(log 12,7+ log 53 + col g 25,3 +
+ colg 7,3) :2= (1,10380+0,72428 +2759688 +
+ 1,13668).-2 = 1,78082

e daqui 0/2=31° V 10" e portanto C=62« 14'20".

3447—a) Determine o nimero iV, inferior a 84,
que satisfaz as seguintes condi¢des: m. d.c. (A*,84) =
=12, m.m. c. (N, 132) = 396.

6) Calcule o resto da divisdo por 5 de 84* .

a) Pela i."" parle do enunciado couclui-se que
N=12n<84, logo como n éum inteiro sé pode ter os
valores 0, 1,2,3,4,5 e 6. Pela segunda parte deve
ser Nm=396 ou 12nm = 396 donde mn =33 ou mn =3.11
e conduise que n= 3 e N = 123 = 36. A solugdo
n=1, m=233 ndo serve por ser m. m.c. (12,132)"396.

b) Como 4 é oresto da divisdo de 84 por 5, o resto
pedido éigual ao resto da divisdo de 4* por 5. Além
disso 4° da deresto 1 quando dividido por 5, e 0 mesmo
sucede, portanto, com 4*'=(4%)", e daqui se conclue ser
4 oresto da divisdo de 84* por 5.

Nota — Esta Ultima questdo resolvia-se mais rapida-
mente por meio de congruéncias, notando que 84= 4
(mod 5) e que portanto 84" =?4** (mod 5); além disso
por ser 4°= 1 (mod 5) seria 84“= 4= (4') «4 =
= 1-4= 4 (mod 5).

SolugSes dos D.*" 3442 a 3447 de J. da Silva Paolo

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras
— Ano de 19S2—9 de Agosto.

3448 — Supondo que os inteiros a,b,x e y sa-
tisfazem as condicgdes :

m.d.c.(@a,b) =mdcb,x)=mdec(@ay =1

demonstre que os inteiros ax + by e ab s&o primos
entre si. R: Demonstremos por redugdo ao absurdo.
Seja d um factor primo comum aos inteiros ax +by e
ab. Se d, primo, divide ab com a e b primos entre si,
por hipétese, divide um dos seus factores. Seja a=d.
Entdo serd ax=d e,por ser ax +by=d, como supuze-
mos lera que ser lambem by = d o que é absurdo visto que
sendo b ey primos com a, por hip6tese, ndo admitem
divisor algum de a. (Raciocinio andlogo se tivéssemos
suposto b=d) .

3449 — Calcule o resto da divisdo por 7 de 18*.
R: Por ser 18°" = (7T+4)i«»=7+4"<"=7'+4 ¢ 4°""=
= 7. 421998= 7+ 4 +(23)66»= 7+ 4(7+1)=7 +4, o
resto pedido é 4.
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3450 — Definacombinacdes simples de n elemen-

tos fraie verifique a seguinte identidade
fc-Ci = n-Cti (n>t).
R:- Com efeito, é
R n! n!
k-Gl ke k)t (k1)1 (n-K) !
- |
n-Cjrt=n- (|<-1()n 11(){14()! (k-l)n!l(n-k)!

com nJ>k”" 1.

3451 —Dado o trinémio /(x)= x'—2x + i*-fk
determine /> de modo que o trinémio seja maior do

que - seja qual for o valor real atribuido a x.

R: Terd que ser f(x)—1/2 ;>0 qualquer que seja X_
real. Por ser positivo o coeficiente do termo em x’ bas-
tard que setenha A-6—4k*-4k<0 ou —(lI+ t/7)/2<
<k<(-1+t/7)/2.

3452 — Verifique a seguinte identidade
cotgxecotgy—1

cotg (X + y) — a0 x4 X
cotg x4-cotgy
R : Seem
cotg (x + y) 1 1-tgx-tgy
*g( +y) tgx + tgy
1 1

substituirmos tgx por ctgx «tgy por gotgy /ica
provada a identidade.

3453 — Calcule os angulos positivos e inferiores a
360° que satisfazem a igualdade

tg (X + Y) +COTG (T 3 *): ow
R : 4 equagdo proposta € equivalente a tg”™x + —" +

«\ is
(x + — |-=tg (—3x) donde x+ — =

= nir-3xoux= ~"°Agn

(" **1*ir0). As solucdes

pedidas sdo as que correspondem aos valores inteiros
de I<~"n<”8 e que sdo: TC/6, 5TE/12, 2it/3, Iljr/12,
7it/6, 17w/12, 5w/3 e 23TI/12.

Solugbes dos n.°* 3418 a 3453 de Orlando M. Rodrigues
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Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior Técnico e Faculdade de Engenharia do
Porto — Ano de 1952 — 9 de Agosto.

3454 —Resolva a equagao

50—1)1 1y X
+1

determinando os valores das incognitas expressos em
nimeros decimais com a aproximacao até milésimas.
R: Aforma candnica da equacdo dada é 11x—36x +
+26=0. As raizes sdo 2,196 e 1,076.

3455 — Determine a ordem do termo que néo con-
tém x do desenvolvimento de (x+I/x?)* sem fazer
este desenvolvimento. Determine a seguir o valor
daquele termo. R: O termo de ordem p-t-1 &

21
21—3p

Devera ser 21—3p=0, p=7. O termo pedido, queé

) oitavo, é T-=» ( .

3456 — Simplifique a fraccdo

3?7~x 4- (x—I)v/2
XN—2x-(x+1)y/2'

R: O*zeros do numerador sdo 1 e —”2. Nenhum dos
zeros do numerador anula o denominador, pelo que a
fraccdo € irreductivel.

3457 —Diga qual o maior nimero de circunfe-
réncias que podem ser determinadas por 15 pontos
complanos onde ha 5 que estdo sobre a mesma cir-
cunferéncia. R: Supondo que ndo ha qualquer grupo
de 3 pontos colineares, sera

3458 — Determine os valores de m para os quais
a equagdo 2(M—1)x'— (M —28)i-7ffl'=0 tem
uma raiz positiva e outra negativa sendo aquela a
maior em valor absoluto. R : Representando por P
e S, respectivamente, 0 produto e a soma das raizes

7m*

P<0e S>0. 2(|_m)—<0 e

teremos Isto é:
mi-28

2(m-1) > 0 donde m> /28 .

Solugdes dos 0.* 3454 a 3458 de Laureano Barros
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — £.« exame de frequén-
cia- 1951-52.
3459 —Provar que a funcdo y=x? para x<J2 e

y= +VI + x para x>2 tem extremo no ponto x= 2-

3460 — Calcular a primitiva da funcéo
y= (5a; + 2)/v/3x*-x-1.

. 17 1/6
R: 3T -x- 1+ -
3 6j/3 V/i3/36
x- 16 \*
V/13/36/ ~
3461 -Calcularo lim [i3n«+ log -ghj o1

quando i1->00. R: —3/2.

F. C. C. —ALGEBRA SUPERIOR 2.° exame de fre-

gquéncia, 1951-52.

3462 —Dada a conica de equagdo x+axy —3y'—
—2x=0 determinar a direccdo com que é conjugado
o didmetro 5x —11y-(-1=0. R: £ a direccdo
m= —3.

3463 —Determinar os planos tangentes a esfera
X' 4jl'+ 72 —2x sdz —1 =0 que sdo perpendicula-
res a recta definida pelos pontos P (1,-2,3) e
Q(2,1,4). R: x+3y+z+1+v/66 =0.

3464 — Discutir e resolver o sistema :
2x-y + 32 =4
X+ 5y—2z =1
5x + 14%-- 3z = a.

R : O sistema é incompativel epara a.=f=l. Para

7 é compativel e indeterminado com as solugdes
13 21 7 2

X = p — . V=

o N = Pe
117 11 11 11

F. C. C— ALGEBRA SUPERIOR — Exame final —1951-52.

3465 — Achar a primitiva da funcéo

3x-1
fix)=

Tovo

(x*+4) (x'+9) "

3 X'+ 4 1 X 1 X
i "XiT9-16c'"-2 < jgerctoyn

3466 — Escrever as equagbes dos planos que con-
tém o eixo Oy e sdo tangentes a esfera de equacdo
2. yi +.,2.8 +15=0. R: z=xl/ldx

3467 —Calcular os maximos e minimos da fungédo
/(x) = a’sen’x+0°cos’x (com a>&). R: Minimo
m = b® nos pontos x = ; Maximo M = a° para

X = k* + 1

Solucdes dos n." 3460 a 3467 de L. If. de Albuquerque
I. SO C. E. F. — ALGEBRA SUPERIOR — 1» exame de
frequéncia — 15 de Margo de 1952.

3468 —Determine a equacdo geral das circunfe-
réncias que sdo tangentes a circunferéncia de equa-
cdo 2x° + 2j/'=1 e cujos centros se encontram na
recta y = 2x. Fixe uma das circunferéncias e es-
creva a equacdo da tangente comum. R: Seja C(x,2a)
o centro da circunferéncia. A equagdo procurada i:
x- a)y+ (y- 2a)= [t/a" +4a+1/V] =5a +
+ 2t/5/2 a+ 12 .

.Esta equagdo para a= 0 conduz & circunferéncia
dada. Qualquer dos dois trinémios do segundo membro
tem descriminanle  nulo, portanto ha dois valores de a
que conduzem a circunferéncias de raio nulo.

Fora desses trés valores de a., aquela equacdo res-
ponde ao problema. As tangentes comuns sdo as rectas
perpendiculares a recta dada e passando pelos pontos
de encontro dela com a circunferéncia  dada.

3469 —Inverta a funcdo x = sen y por forma a
conseguir uma inversa univoca. Estude a continui-
dade dessa funcdo inversa, inclusivamente nos pontos
em que a derivada éinfinita. Exprima por logaritmos
a inversa da funcdo y = shx. R: Encontram-se
inversas univocas da funcdo x = sen y nos intervalos
(—ir<2,ir/2) ou (0, K/2) OU (IC/2, 3w/2) por exemplo,

ou em qualquer intervalo (y.,y.) onde ndo se encon-
trem dois yy que exprimam, em radianos, arcos com
0S Mesmos Senos.

Se x=f(y) e'‘continua no ponto b= ¢9(a) , tem-
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-se If(y) —f(b) < S quando for
portanto para |y —b|< S < e.

Entdo, dado S'<e tem-se |y —b]|= |¢ (X)—tp(@)]| <S'
se for. If(y) —f(b) |« |x—a|< S;ainversa de uma
funcdo continua é continua.

Por outro lado a inversa de x= seny é y = arc sen X,
em qualquer dos intervalos considerados, por exemplo,
(—ir/2,ir/2) . Em qualquer ponto interior a funcao
x=seny tem derivada ndo nula, logo a funcdo y =
= arc sen x tem derivada finita e é pois continua.
Para y — + 7r/2 a derivada de x= seny € nula
logo em tais pontos a fungdo y=arc sen x tem deri-

ly —b|<ee

vada infinita ; estudemos entdo nestes pontos a conti-
nuidade da funcdo. Pela continuidade de sen vy,
teremos |seny + | | <S quando for |y+rc/2|<s;
portanto, dado S'< e sera.|arc sen x+ ir/2 |<C§
quando |x +_ 11 < S.

3470 — Escreva a férmula de TAYLOR da fungédo
f (x) na vizinhanca do ponto o. Defina série de
TAYLOR da mesma funcdo, relativa ao ponto a.
Indique uma condi¢do para que a soma desta série
seja f(x). Prove a necessidade e a suficiéncia.
Enuncie uma condicdo apenas suficiente e prove a
suficiéncia. Desenvolva 3* nas vizinhancas de a = —1.
Em que pontos pode calcular a fungdo aproveitando
este desenvolvimento? R : Aproveitando 0 desenvol-
vimento de e = 1l+y+ — -\
seja y . teremos, atendendo a que 3*= e*'°*'*, o desen-

. » , . xlog*3

volvimento desejado : 3* = 1+x log 3 A

valido qualquer que

21
Esta série permite calcular 3" em todo o campo real.
3471—Demonstre o teorema de LAGRANGE, para
a funcdo f(x) regular era (a,6) e prove que f(x)
& propriamente crescente no intervalo, se /' (x) > 0.
E se for /'(a;)J>0? R: Tem-se, depois de demons-
f(x,)-f(x.)
trado o teorema de LAGRANGE, = f'(3)
X, - Xi
quaisquer que sejam Xi < Xj tomados no
(a, b) e sendo x,<x,<X2. Supondo f (x)"0
(hunca nula) no intervalo (a,b) vem a fraccdo >0
(hunca nula) e os seus termos do mesmo sinal (0 nume-
rador nunca nulo). Logo, para xj < x* sera f (x]j)<J
< f(X2) (ou sempre f(xj)< f(x.)).
L. S C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 1.°
de frequéncia — 14 de Marco de 1952

intervalo

exame

3472 — Determine a equagdo da tangente —r— a
curva y — X — sen irx/4 no ponto de abeissa x = 2.
Deduza a equagdo da familia das circunferéncias de
centro no eixo OY e tangente a recta -f,— ."Em
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particular, ache as equagBes daquelas circunferén-
cias, da familia, de raio igual a2. R: A equacdo
da tangente no ponto (2,1) é y —x + 1«=0. Sendo
C(o,c) ocentro da circunferéncia, a distancia de C a r

o+ | i

vem a ser VP A equacdo procurada  é:

X'+
+ (y—c)'=(c+1)-/2. Para o raio 2 vira (c+1)/2 = 4,
donde ¢ = —I1*+73 . As equagBes das circunferéncias
pedidas sdo pois : x* + (y + 1 Tv/8) = 4.

3473 —Se |a» | tem limite finito, mostre que o
conjunto dos ndmeros a, é limitado.

Determine o intervalo de convergéncia absoluta
da série de termo geral o, x. Enuncie vima condi-
cdo necessaria e suficiente de convergéncia desta
série num ponto. Indique um intervalo de conver-
géncia uniforme da mesma série e prove a afirmacéo.

Em que pontos a soma da série ¢ uma fungéo
continua T Enuncie o teorema em que fundamenta a
resposta.

J5, n ix\* )
> (—1)" (—| determine,
, r «'+i \2/ !
justificando, o intervalo (0, a) de maior amplitude,
de convergéncia uniforme. R : Seja A o limite finito
de la,l; fixado e>0, s6 um numero finito de
ndmeros a,, ficardo fora do intervalo (—A —e, A+ e¢).
Se o0s numeros a, fora daquele intervalo sdo em
numei o finito, ha& um menor que todos, seja a, e um

Dada a série

maior que todos, seja A . Dos dois numeros a e A
um pelo menos tem maior valor absoluto ; seja p esse
valor absoluto. Entdo, todos os numeros a, caiem no
intervalo fechado [—A—e—p,A + e+ p]. Como
n+1 [x]"+' n 1%
LS"(n+ 1)+ My nt+ | oo
+ P+
- [X] 1m (n+ 1)(n"+1) 111
2 =«n[(n + 1)'T-1] 2
o intervalo de convergéncia absoluta édado por ™ < 1
e portanto, —2<x<2 . Mas a série 2 (_1)"}1‘ .

\
é alternada  decrescente, convergente, e pelo teorema de
ABEL, a série proposta € uniformemente convergente no
intervalo (méximo) (0,2) .

3474—Defina funcdo continua num ponto
interior ao dominio.

Se a funcdo f (x) 6 limitada no intervalo (a, b)
e num ponto interior desse intervalo tem uma des-
continuidade, estude ai a oscilagdo. Justifique.

Prove que se f (x) é continua no conjunto limi-

tado e fechado - X-

—C-

ela é limitada em X
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Determine os extremantes da fungdo / (x) =
= (Xx—2)'*x*. R: Com x no intervalo (a,b) é
1<Jf(x) <AL . Seja c interior a (a,b) e ponto de
descontinuidade. Dada uma I (c,e) sejam L (c,e)
e 1(c,e) os limites préprios ou impréprios de f (x)
com x em | (c,e). Tendendo e para zero, existem,

proprios ou improprios, os limitess f () = HmL (c,e)
e f(c) =liml(c,e).

— o

Como e é interior a (a, b), para s suficiente-
mente pequeno | (c,3) estd inteiramente contida em

(a ,b) e portanto 1< f(c)< f(c)< L.
Entdo, « (c) = f(c) —f(c) é finita

De f(x) = (x- 22x" vem: f (x)=2(x- 2)x* +

+3(X-22x - X" (X-2)(5x-6)=5x2"~, _ _jl(._2).
6
S80 extremantes osvalores x<= — e x»= 2.
5

S&o extremos os valores
f (XI) = Méaximo e .f(x,) = minimo .
Trata-se de extremos locais.
3475 —Supondo que arecta y=mx + p é assin-
tota da curva y=f{x), prove que /(X)= mx+p +
-t-tp(x) onde limtp(x)=0. Nas condi¢des anteriores

qual o lim<(>'(x)? Porqué? Como determina a

posicdo daquela curva em relagdo a assintota ias

vizinhangas do infinito ? R: A primeira parte

resulta imediatamente da definicdo de assintota.  Sendo

assim, temos ¢ (X) = f(xX) —mx —p donde <P (Xx) =
f(x)

lim—-,  Iimf (X)=m

»—=en.;; X oyee

entdo serd lim<p(x)= 0.
X 00

—f (X)—m . Aias como

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GEEAIS — 2." Exame freq.
- 30 de Junho de 1952.

3476 — Defina zero inteiro de /(x) . Dada a fungao
f{x)= (x—a)il< (x) que condi¢bes deve impor & funcéo
<{(x) para que a seja zero duplo?

Prove que nessas condi¢Bes a é zero duplo.

Se a é zero triplo de /' (x) indique, justificando, o
nimero de variagfes perdidas por F' (x) (sucessdo de
Fourier de /' (x)) quando x passa por O.

Utilize a sucessdo de Rolle na separagdo das raizes
de x'—6 x"4-8x4-4=0. R: f(x) tema por zero simples
seesose: f(a) =0 e f'(a)=j=0,00. f(x) tema por zero
duplo se e s6 se: f(a) =f'(a)=0 e t" (a)=£0,00, e
assim sucessivamente, de modo que: a é zero inteiro de
f (x) seesdse f(a) =0 ealguma derivada da funcdo &
diferente de zero e infinito para x=a.

21
Para que a seja zero duplo de f(x)=(x—a)* (x)é
suficiente que:
1.") ¥ (x) diferente dezero e infinito para x=a, por-
que entdo f (a)=0.
2.°) (x—a) 9 (x) seja continua para x=a, porque
f(x)
entdo, de = (x—a) (x)-resulta f'(a)=0.
X—a
3") (x—a) ~(x) tenha derivada finita para x=a,

porque de f(x)= (x—a) [(x—a)+ (x)] derivando vem
f'(x)
—i-i- - <Kx) +[(x-a) fr(*)]i o ?«e rfa f"(3)"0, 00.

Tem-ie f (X) = 4x°—12x+ 8=4 (x+2) (x-1)*; a
sucessdo —00, —2,1,-t-00 corresponde a sucessdo de
Rolle f(—00), f(—2) ,f(1), f (4-tx>) com os seguintes
sinais: +, —,+,+; como f(—3)>0 conclui-se com os
teors. de Rolle e Cauchy que hd uma raiz real em
(—3,—2) e outra em (—2,1); as outras duas sao
complexas  (conjugadas).

3477 — Demonstre que f(x,y) é continua nos
pontos onde seja diferencidvel. Se f(x,y) é diferen-
cidvel em P (a,b) e se nesse pontof {x ,y) —C énula,
mas f{x,y)>0, provoque f(x,y)= C define uma
e s6 uma funcdo y (x) nas vizinhancas de x= a.

Dada f(x,y)=x' + 3xy+2y" =0 que figuras repre-
senta no plano e no espaco esta equag¢do? Determine
o grau de homogeneidade de f(x,y) e decomponha-a
em soma de quadrados. R: Facase F(x,y) =
-i (x,y)-C esera F—f, ,FI—fj. Asfuncdes f(x,y)
e F(x,y) sao diferenciareis em P, logo com derivadas
finitas em P, sendo ainda F(a,b)=0 e FJ(a,b)>0-
Entdo, asfungdes parciais tiradas de F sdo continuas,
por terem derivadas, e umaé mono6tona, por ser positiva
a respectiva derivada.

S8o as condicbes do teorema de existéncia; a unici-
dade resulta dofacto da fungdo parcial em y ser pro-
priamente crescente, pois quea sua derivada € ndo nula
em eerta vizinhanca de P, e se deve, para isso, supor
continua em P.

A equacda f(X,y)=x*+3xy +2y°=0 representa, no

plano, uma curva de segunda ordem, porque é do se-
gundo grau; representa nNoO espaco uma superficie de
segunda  ordem.

O grau de homogeneidade de f(x,y) € 2:
f(xt,yt) = 2f(x,y).
X2 4-3xy 4-2y* - X' 4-2x (—y )4-2y° =
2
9

X4-2. 2 4 2y

Fazendo a mudanca deeixos X x +.
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resulta para equagdo das figuras X°—
(X-Y)=o0.

No plano: duas rectas concorrentes
espaco dois planos passando por OZ.

Yi= (X4 Y)

na origem. No

4378_ Demonstre que se um polindmio P (z) de
grau efectivo tem uma raiz, tem precisamente n
raizes e deduza as féormulas de Girard.

Utilize a teoria da eliminacdo para determinar a
condigdo necessaria e suficiente de existéncia de raiz
dupla na equagdo x+px +g*=0. R: Eliminando X
entre xX'+px +q e aderivada 3x°+-p vem o determi-
nante

3

que deverd ser igualado a zero.
Para abaixamento de ordem temos:

p (0
°© p q
2

Xj = p
Portanto a a
2
¥p
. p°—qg*=0 ou
s 27" "
q p
q
g\ 2

3479 — Enuncie o teorema de Rouché e deduza a
regra de Cramer para a resolucdo de sistemas.
Qual a condicdo para que o sistema

rax, =0 (i- 1,2, eoe)»)
i @=1,..n

tenha, pelo menos, uma solugdo néo nula.

Sirva-se dessa condi¢do para resolver o seguinte
problema:

Determine a equagdo do plano que passa pelo ponto
(X, ,Y, ,z,) e é paralelo as rectas de equacdes

GAZETA DE MATEMATICA

R : A equagdo doplano que passa pelo ponto, e as con-
dicdes de paralelismo, d&o o sistema
AKX-X)+B(y-vy,)+0O@-1z)-0
Aa +Bb +Cc =0
A a + BV + Cc =0
de equagBes lineares e homogéneas em A, B, C. Para
que haja solucdo n&o nula deverd ser (e basta)

X—X, Yy —Y,

a b e

z— 2z,

a' b’ c'
que € a equagao do plano.

I. S. C.E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
21 de Julho de 1952.

3480 - Exprima afungdo P (X) = 4x°-15x* +
+ 16x-t-8 sob a forma ax (g —1) (x—2) + fix (x —1) +
t+fx +S onde a, (3, f,S sdo coeficientes constan-
tess. R: Da relagdo P (X)= ax(x—1)(x—2) +
+px(x —1) + T*+ X se vé que S,f e f5sdo res-
pectivamante : o resto da divisdo de P (x) por Xx; o
resto da divisdo por x—1, do cociente da divisdo an-
terior ; o resto da divisdto por x—2, do cociente da
divisdo anterior. Entdo, a regra de ROFFINI, d&

S=8,f=5 e p=-3.

P(x) = 4x(x-1)(x-2) -3x(x-1) +5x + 8.

3481 —Duma funcdo interpoladora f(x), sé&o

conhecidas as seguintes diferengas finitas

AO/(0)»= 2 *eof/(1) = 2

JA/(0) =0 Ax»/(l) 6
d’/(0) = -6 A-V(l) 18
A3/(0) 12- A'/(l)y= -12

Deduza a respectiva tabela de diferengas, os va-
lores /(4) e / (—1) e determine por Gltimo a inter-

poladora. R: A tabela de diferencas pode reconsti-
X A AlIf Af A'f
0 2
0
1 2 6
6 -12
2- 4 —18
24
3- 28

a tabela vem
f(-1) - 8.

de GBEOOEY-NEWTON ¢é

tuir-se facilmente Prolongando
f4) = - 82

A interpoladora



GAZETA ErE MATEMATICA

g =2- 62X X0 (x-2)
M 2! 31
= 2- 3X(X-1)- 2X (X-1)(X-2) =
= 2X7 43X - X+ 2.

3482 — Mostre que a equagdo X' —y' —2xy +
+ 2= 0 define uma sé fungdo j/= ip(x) no inter-
valo 0< x < + °°e Determine a equacdo da super-
ficie gerada pela revolugcdo, em torno de OX, da
tangente a curva y = 9(x) no ponto (1,1).

R : A equagdo y’+2xy—2—x°'= 0 é de 3." grau
em y e com X nulo ou positivo, pela regra de DES-
CARTES, apresenta sempre uma sé variacdo e ndotem
mais queuma raiz real y (x) (x~>0). As derivadas
parciais do polinémio, f' (x,y) = —3x*+ 2y,
f, (x,y)= 3y"+ 2x, séo finitas e ndo nulas para
x>0, etambém em x= 0 porque entdo é y=jbO0.
Isto basta para afirmar que tal equacdo define uma
funcdo y (X) no intervalo 0"~ x< + 00, € uma
unicamente.

A equagdo da tangente a curva y = P(x) no ponto
11 4. y-+x,, .

A equacdo da superficie de
1 4\
—XH
5 0,
Solucdes dos n.°* 3468 a 3482 de J. Ribeiro de Albuquerque

revolugdo : y* + z°—

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS —2" exame de fre-
quéncia ordinario — 7 de Julho de 1952.

3483 —Estudar e representar graficamente afun-

2

cdo definidapor vy« (Sx—1) 4 a:* (3x—1)<«< 8. R:

A funclo pode escrever-se
8 3

R PY O R

8x°-9x+ 3
X*- (B8x-1)

A curva representativa de y (x) ndo corta 0 eixo
dos xx a distancia finita e
y(+00) = +0 ; y(-00) 0.

aos eixos :

x=1/3;, y=0.

Assintotas paralelas
x - 0;

Descontinuidades

y(+0) _y(_Q)- -oo0
y (1/3+0)- + o00; y(1/3- 0) 0 .
Maximos e minimos :
-24 6 —24x°4-54 x*-36%x4-6
(3x-1)* x* x'- (3x —1)°

23

y'_0-"x"-9x"+6x-1-0-*x,-x,-1 e x,=1/4.
Mas temos
y(L+0XO0; y'(l-0)<o0

y'(1/4+0)<0;
No ponto 1 nédo ha

y' (1/4—0) > 0 Méximo.
estacionaridade.
Pontos de inflexd@o

144 18

™ _
' (3x-1)* X*
LH_ 0-*ij- 1 efica 8x' -
A Ultima equacdo tem a raiz real

.8x*-27x34-27xz-9x+ |
X*-(3x-1)°

19x* + 8x —1-0.

Xj=189 e as

18

outras duas sdo imaginarias. Além disso,
y'*(1+ 0)< 0; y"(1- 0)> 0 Inflexdo
y" (x, +0)> 0; y" (X, —0) < 0 Inflexdo

3484 — Mostrar que a série

NGRS
6 6-(04-1)

. «-(a+ 1)-(o0+2)
6- 6+ 1) «(6+ 2)

onde a,6> 0, é convergente para 6> a+ 2. R:
O termo de ordem n escreve-se

a-(a+l) eee(@a+ n-1)

7b-(b +1)...(b+n-1)"

Aplicando o critério de DUHAMEL :

u,, —

limn -(— 1| —b—a—1.

A série é pois convergente para b—a—1>1 ou
seja b> a+ 2.

3485 —Escrever a equagdo da parabola que
admite como tangente no ponto (0,—1) a recta
3x4-5t/ + 5—0 e que tem como didmetro conjugado
com o eixo dos xX a recta 2x+4!/ +1=0. Estabe-
lecer a equagdo normal da parabola. R: A parédbola
tem por equacao

2x* + 8xy + 8y’ + 2x + 6y - 2-=0.
A equagdo normal ou canénica da parabola i
i/5
Y» - A X,
25

3486 —O critério de KCMMER afirma o seguinte '
aSeja a,, uma funcdo positiva de n. A série de ter-
mos positivos, £ M,, é convergente se o limite

lim (a,— a,..) - L

for positivo; a série é divergente se aquele limite
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for negativo e, além disso, for divergente a série que
tem 1/a,, como termo geral».

Nestas condicdes, verifique que para o,,= 1 se
obtém o critério de d'ALEMBERT e para a,=re o de
DUHAMEL.

3487 —Enuncie algumas propriedades dos deter-
minantes adjuntos. Considere o determinante:
A = b
d

Se forem A, D e F os complementos algébricos
de a, d e/ mostre que aqueles tém o mesmo sinal
guando A= 0.

3488- —Diga em que consiste o problema da
eliminacdo algébrica e mostre, baseando-se nele,
como pode realizar-se o célculo das raizes imagina-
rias duma equacdo algébrica inteira de coeficientes
inteiros.

3489 — Defina focos duma cénica e indique como
pode fazer-se a sua determinagcdo. Como exemplo,
ache os focos da parabola y' = 2px.

Sabendo que as directrizes duma coénica sdo as
polares dos focos em relagdo a conica, determine as
directrizes da pardbola acima.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS—2.° exame de fre-
guéncia extraordinario — 10 de Julho de 1952.

3490 —Estudar e representar graficamente a fun-
¢cdo y (x) definida por
2= (2—x7) (X - 6) (@a> 6> 0) ._
R : Afungdo pode escrever-se
.y = £ (X — Db’ e\/a’ - x*.
O dominio dafuncdo é: — a<Jx<Ja.
Pontos de encontro com 0s €ixos :
x=0, y = +a+b’
y =0, X=+a e x=+b.
A curva representativa € simétrica em relacdo aos
dois eixos coordenados e a origem.
Méaximos e minimos :
x- (2a*+ b*)—3x3
- (at-x')"™

yi = 0-* x=0 e x =+ i/(2a’+ b")/3,

GAZETA DE MATEMATICA

(b <t/(2a*+ b2)/3<a) .
Valores da fungdo nos pontos de estacionaridade

2
y=jfab® e y= + (@ —b?)™
3-V3

Nos pontos x = +b temos duas tangentes distintas:

f =+2b-(a’ — b?)"".

No/a: Ha trés maximos: Mj,Mje MB. Ha trés
minimos: mi, mj e H& 2 pontos de inflexao
para cada ramo: li el j.

3491 — Achar os valores reais de X para os quais
0 sistema
x-f-(X — 1) -z = 0
X-y +z—0
Xex +2=0
tem solucdes ndo nulas. R : A condigdo para a exis-
téncia de solugbes ndo nulas é

1 0 X—1 =Xx+X—x-0.
0 X 1
x 0 1

Uma das solugdes e X=0 e obtém-se X'—X' —1=0.

Esta equagdo tem apenas uma raiz real positiva
X=1,47. Para X=0, o sistema tem solugbes n&o
nulas dotipo x=z—0 e y qualquer.

3492 —0 ponto P, afixo do complexo z=x+i-y |,
descreve, no plano de CAUCHY, uma circunferéncia
com centro no ponto C(2,0) eraio R= 1.

a) Deduzir a equacdo da conica descrita no mesmo
plano pelo afixo P, do complexo z/~(2-i) -z, indi-
car 0 seu género o determinar o centro. Escrever
a equacdo reduzida da cénica, tomando o centro para
origem das coordenadas. 6) Fazem-se passar pela
origem rectas perpendiculares aos segmentos PP\
Qual deve ser o complexo z para que a perpendi-
cular correspondente passe pelo vértice da parabola
asx’'—2a-x —y+a—1=0? R: As coordenadas
de Pi sdo: Xxj=2x—y; y, —x f-2y.
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Eliminando x e y entre as trés equagdes
x- 2y+y =1
() 2x-y = X,

X+ 2y = i
obtém-se a equacdo da conica descrita por P, :
X?, y?-8,, —4y,+ 15= 0.

Trata-se duma circunferéncia com centro em Cj (4,2)
eraio Rje="5. .4equagdo reduzida da conica é pois
X'+ Y'=5.

O coeficiente angular das rectas definidas por P e
Pi <
yY<~y _ Tty

Xj—X X—Yy

a PPj passando ‘pela

As perpendiculares origem

tém por equacao:

V—X
@ Yy=2__X.
X+y

Como se trata duma parabola do ei.co vertical, o vér-
tice corresponde ao ponto de estacionaridade da fun-e
cdo y = ax*—2ax ++a—1 ou seja, V(1,—1)
Das condi¢des do enunciado e das equagdes (1) e (2)
resultam as solugdes : z'=1 e z"+—3.

11

3493 — Indique alguns processos indirectos de
desenvolvimento duma func¢do em série inteira. Como
exemplo, estabele¢a o desenvolvimento de

log—-

e diga como poderia utilizar este desenvolvimento
para o calculo do log 10 com um erro inferior a um
valor dado.

3494 — Definigdo e propriedades do produto ma-
tricial. Caso particular do produto duma matriz pela
sua inversa. Aplicacdo aos sistemas de equacdes
lineares.

3495 —Defina transformada duma equagdo algé-
brica e indique os tipos maiseimportantes de
transformacgOes. Aponte as principais aplicagcdes das
transformadas na resolugdo numérica das equagdes
algébricas inteiras.

3496 — Defina directrizes duma coénica e diga
como se podem determinar. Como aplicacdo, ache as
directrizes das cénicas com centro, definidas pelas
suas equagbes normais.

L S. T. — MATEMATICAS GEEAIS — Exame final — 29 de

Julho de 1952.
|

3497 — A funcgdo y (r) 6 definida implicitamente
pela equagéo

25

_ 2x+«+| x -2y + 1
T el > T oy

d
Calcular L, mostrando que é independente da

dx
funcdo F. R:
OF dm aF
dy gx av
dx aF aF da , OF av
onde dy (iu  dy av  dy
2x+y4l
arc tg X+2y+1
X+2y+1
arc tg 2x+y+1
Logo,
da av 3y + |
dx ax (XH-8y+I)»+(2x+y+1)«

Atendendo as expressdes de u e v reconhece-se imediata-

mente que

dv _ar_ 3x+1
ay dy (x+2y+ 1) + (2x_,-y+I)'
Tem-se, portanto,
ay_ 3y + |
dx ~ 3x+ |

3498 — Deduzir a equagdo do plano que passa
pela recta: x=s, j/=3, e corta, segundo uma circun-
feréncia de raio 3, a esfera

X +i/l'+ a- 4x 42z- 11= 0.
R : Aequacdo do plano édaforma : x—z + X+ (y—3)—0.
A condicdo imposta ao plano deste feixe obriga a ser
9+ vial

3499 —Enuncie as principais propriedades das
equagOes binoraias, escritas sob a forma normal, e
deduza daquelas o caminho a seguir para a resolucdo
das equagles. . .

3500 — Defina fun¢do limitada num intervalo e
indique as suas propriedades fundamentais.

3501 — Diga o que é uma série absolutamente
convergente e aponte algumas das suas propriedades
caracteristicas, incluindo as que se referem a opera-
cdes sobre elas praticadas.

3502 — Dependéncia linear ; propriedades relativas
a determinantes e matrizes.

3503 —Equacgdes duma recta no espago: diferentes
aspectos que podem tomar, sua relagdo e discussao.

Enunciado» e solugSas dos n.’* 3183 a 3503 de J. H. Arando».
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CALcCULO

F. C. C.— CALCULO INFINITESIMAL — 1" exame de fre-
guéncia, 1951-52.

3504 — Primitivar a funcdo J (x) log (x+ 2)

— mmitv X) = -
ung bx+ab

+ sen x sh x.

R: —[log (x+ a)]" + — (sen x eh x — cos X sh x) .

3505 — Determinar os quatro primeiros termos

X

ndo nulos do desenvolvimento da fungdof(x) = 2ser

em série de poténcias de X.
I :
R: —X X x*

X* + eee
3 9 54 162

3506 — Determinar a envolvente e o lugar dos
pontos singulares da familia de curvas de equacgdo
(y—I =e” —ax. R: A envolvente é constituida
pelas rectas y «<0 e y = 2.

3507 —Em que direcgdes emergentes da origem
é¢ nula a derivada direccional da fungcdo f(x,y) =
—X"+y —x +yBy . R: As direcches pedidas
definem com o eixo Ox os angulos nir+ir/6 (n inteiro).

3508 —Demonstre que nos pontos da superficie
regular e fechada F (x,y,s) =0 em que é maxima
ou minima a soma das coordenadas, o plano tangente
faz angulos iguais com os eixos coordenados. R.
A funcdo a extremar ¢é f(x,y,z)=x +y+ z,
com a condigdo F (x,y,z) = 0. Sendo X um pa-
rametro, & *(x,y,z)= (x+y + z2)—XF (x,y,2),
cujas derivadas sdo nulas nos pontos extremantes :
1-XF', =0, I-XF', =0, 1-XF', =0. Qual-
quer queseja X, verifica-se que sdo iguais 0s coefi-

1
cientes F'. = F' = F' ==— do plano tangente na-
queles pontos, como queriamos.

F. C. C.— CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre-
guéncia - 1951-52.

r dx
3509 - Calcular / = \ , .
JoV"-x+1
3510 — Determinar a area da regido limitada pela
semi recta x > 1, y— O, pela curva y=1/(x*+x) e
pelarecta x—1.R: log 2.

GAZETA DE MATEMATICA

INFINITESIMAL

3511 —Sabendo que o integral geral de  xy"—y'=0
é y=cx' + c,, determinar o integral de xy" — y'=
x- log x .
R. I-Fxlogx—1 x +h) & +
X’ Vv
+ log X +_ x| e

7
Solugdes dos n.** 3504 a 3511 c}e8L. M. de AJbuquerque

1. S. C. E. F. — ANALISE INFINITESIMAL — 1° Exame
de frequéncia — Fevereiro de 1951.
3512 - Demonstre que AMB/C=~ (@ AP/T)* sa-

bendo que

N —@APAPAY

B = (pPA.)A(-Aa)

C=(fAa A(@AD.
R: Efectuando o célculo dos produtos quadruplos vem:
[(«API-T)P- (»Ap/p).]A
Al(pA-rl,z),-(pA /) «II[(A«/p)«-(;Aala)p] =

= [(@Arr-)yPrA @A P/, 1/[(@ADP]) «] =
= (*AP/,)*.

AABI/C

3513 - Dada a fungdo z = xe™""\ calcule:
a) grad z, b) divgrad z, c) rotgradzed) Lapz.
z
R: a) gradz= (1+xseny)— 1+ (Le~xcosy)zJ.
X
b) divgradz= e """seny (2+ xseny —x*)-f-
+ xe™™ " » (1 + xcosy)’, c) rotgradz é sempre
igual a zero, d) Lap z = divgrad z.

»+i dx
3514 = Calcular /= )+ 1+ x)
R: Faca-se x = cos2t e t=it/4 + z. Vem:
') cos’ z—sen‘z
® , ., 0z efazendo senz=y
cos z (cos’ z+ 3 sen’z)
e X + VSM 1_2y°
vux  5-2)(1+2y7)
*+Vih l-2y*
: oY
(r-y))(1+2y7)
t| 1-v 2t/2 . Wilt
61oei 7+ _3_arcxgway\] r)

-_|30§(3-2t/2) + Vo
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3515 — Calcule por aproximacdo o integral da

funcéo Jaoxia entre —1 e + 1, pelaregra de
SIMPSON, dividindo o intervalo em 6 partes. R :
r~ dx .2r ", 4 /12 12\
J_i 2+3xV4~ 18 LIl © U \~20'~20)
/3 1 3\-| 15.546
325

3516 — Demonstre que

. 1(x)dx r*"
— =21 / (ocos*«+ 6sen*6) de.
\ V{x-aytbag[b—x J,

J. v/(x-a)(b-
'f (acos’6+bsen’6)x 2 (b—a) sen 6 cos 6d8
°r A(b-a) sen‘e(b — a) cos*8
FTTI2
- 2 1
-'0

f (a cos’fl-|-b sen’6) de .

3517— Utilize o resultado anterior no calculo dos
integrais :

xdx e
X dx.
X- —a*
R: Para a) e f(x) = x(b-x) e
s b'-3a’ f 2ab
/| =2/ f(acos’6+ bsen 6)d6=e ~8

Para b) faca-se x°=y. Kem

‘J..Vy-*" 2j./(b*-y)(y-a’)

b*—a*
[b* — (a'cos’e + b’sen’e)] de = ic.

I. S. C. E. F. — ANALISE MATEMATICA — Exame final
- Outubro de 1951.

3518 — Achar os maximos e minimos da funcdo

\fs .
arctg dey )
R: [<») X
"\F% — 2y X irx / ir 4
P(x) J X dy H = |09—\ :

fi(x) = 0—x=0 e f'(0) = log—>0. Tra-

ta-se pois de um minimo.
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3519 —Seja A o ponto de encontro com OX da
ordenada de um ponto P da curva C. A distancia
do ponto A atangente em P é -4Af= o. Supondo
a constante, achar a equacdo da curva. R: A equa-

cdo e —= resolivel em y ouem y'e=p.
y vil+ y** ' ' ’
dy dy
dx Iy - a
+ a arcosh \-C
donde a
C
a cosh

3520 —Dada a curva definida por
ryl+ 2= 4
1 senx = y/2
escrever as suas equagles paramétricas em fungdo
do arco * e determinar as coordenadas do centro
de curvatura no ponto P(0,0,2). R:

Logo x= 2 sen S a’ = 4 cos’ S
V/5 vis VI/5
As coordenadas do centro de curvatura Ss&o :
d’x d'y
X =p =0, Y=p—--0
‘ds” ' *ods
Z- 9+f»dsz V2,

Solugdes dos n.*" 3512 a 3520 de M.A. S. Madureira

I. S. C. E. F. —ANALISE INFINITESIMAL —1" Exame de
frequéncia —1952.

fo»  x° dX
3521 - Calcular /

3522 - Calcular:

a) gradT A grad 6) Lapr, c) rotra, com

e

r=vix’+y +2z e a=xl +xyJ + xyK
3523 — Calcular a derivada de :

dx

e deduzir o valor do integral
f*» dx

J, @- senx)’
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I. S. C. E. F.— ANALISE INFINITESIMAL —2.° Exame de
frequéncia - 30-6-52.

3524 — Dada a curva
*- y*+ (Se-a)’' = O

determinar : a) os maximos e minimos ; 6) os pontos
multiplos ; c) o raio de curvatura referente ao ponto
x=a y—I; d) a envolvente da familia de curvas de
parametro a; e) a area compreendida entre o ramo
de ordenadas positivas mais elevadas, o eixo dos X X
e as rectas ""x=—1/2 e x=1/2 quando o parametro
0=0; /) outros elementos complementares, e repre-
sentar a curva na hipétese de ser a=0.

3525 — Calcular o integral triplo

J f Lidxdydz

sendo V o volume do sé6lido limitado pelo cilindro
(x—1)*-1-j'=1, pela esfera x*+j/*+ s-=.4 (ramo supe-
rior) e pelo plano x+j/+z=2.

3526 — Determinar as curvas para as quais o raio
de curvatura é igual ao comprimento da normal.

i S. C. E. F. —ANALISE INFINITESIMAL — Exame final
—Novembro de 1951.

3527 —Determinar a envolvente da familia de
rectas x + ay 4-3a° 4-a°= O (a é um parametro
arbitrario). (Convém usar equacles paramétricas)”

3528 — Calcular os méaximos e minimos da fungéo
z=sen x 4-seny + sen (x 4-y)

3529 —Integrar a equacéo
Xy ——X'y- 4 axy —a

sabendo que y —— é um integral particular.
X

. S. T.—CALCULO —1.° exame de frequéncia—
Fevereiro de 1952.

3530 —a) Diga que propriedades caracterizam o
vector a (P) e o escalar u(P) , quando for

1) rota = gradw P(x,y,2)

b) —Mostre que Ad é um gradiente, c)' Mostre
que (giadu)* é uma divergéncia, d) Mostre que
a é harménico se for um rotor.

3531 —Veja se se verifica a condicdo necessaria
e suficiente para que o polinémio de matrizes

1 o

P(A) = 274 + 3A" + E E =
A + 3 o1

tenha a raiz =”"J 1)

GAZETA DE MATEMATICA

3532 — Veja que € aplicavel ao integral

E'@) — f a' (x*4-a’)dx

a regra da derivacdo paramétrica e verifique, sobre
a derivada, se i'(a) € maxima ou minima para a—|.

3533 — Classifique os seguinteB conjuntos como
espacos algébricos, justificando a classificagéo :

1." O conjunto de todas as matrizes quadradas
de ordem n, de elementos numéricos.

2.° O conjunto de todas as matrizes unitarias de
ordem n, de elementos numéricos.

3.° O conjunto de todas as matrizes hcrmiticas de
ordem n, de elementos numéricos.

4.° O conjunto dos polinémios reais de variavel
real.

5.° O conjunto das fungOes reais de variavel real.

. S. T. —CALCULO —2.° exame dé frequéncia —
23-6-1952.

3534 — Determinar as superficies tais que todas
as suas normais encontram arecta X = 0, Y= Z

3535 — Verifique que ¥y = ax' & um integral da
equagdo p'x—2py + ax = O; e diga se é parti-
cular ou singular. De quantas maneiras pode fazé-lo ?

3536 —E dado o sistema
fy o5 0, e x,

1 h-o

gue tem uma solucdo no ponto (ai,az,- *+a, bib,- *+-b,).
Supde-se que, numa vizinhanga desse ponto, as deri-
Jj .. Ofi ilf
vadas parciais e
dx, dy,
tem e sdo continuas, sendo diferente de zero o Ja-
d (/.7, esol)

O (jft V¥ oo y»)

Como se sabe, o sistema 1) define nesse caso,
Vi>Vii  y« como funcgdes implicitas de x\, x,, ***X,,,
continuas e admitindo derivadas.

Diga quando é possivel afirmar que essas fungdes

(i,k = 1,2 e n) exis-

cobiano

yi'Vzj eee2/n independentes, sem as tornar expli-
citas.
3537 Averiguar que a funcao

Xy’
0g,
(x-1)"(y *2

ndo tem maximos nem minimos.

z=1
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MECANICA
1. S. T.— MECANICA RACIONAL-. 1° exame de fre-
guéncia, 7-11-52.

3538 — Acharas geodésicas da superficie: x*=u,

y=2v, z=t +1.

3539 — Resolver a equacdo integral
P —pj tl+s)tFQ dt=s.

3540 — Examine as condigfes para que seja inde-
terminada a funcdo z=1z(x,y) gue torna estacio-
nario o integral duplo JJ f (x,y,z,p ,q)dxdy, e
cujos valores sdo conhecidos sobre o contorno da
adrea A. Diga qual é o significado geométrico dessa
indeterminacdo. Verifique que essa indeterminacdo
ndo pode dar-se quando a fungdo z(x, y) for har-
ménica em A.

3541—Mostre que o teorema da inversdo do cal-

1 *
culo diferencial ( fif = d*f_ quando forem con-
\ dxdy dydx
tinuas® nem sempre subsiste para as segundas de-

rivadas covariantes dum vector (X) , em calculo

absoluto .

3542 — Numa variedade a trés dimensdes, escreva
a expressdo do produto mixto de trés vectores, em
coordenadas gerais. Sera um trivector?

I. S. T.— MECANICA RACIONAL — 2 exame de fre-
guéncia — 9 de Julho de 1952.

3543 —Um ponto pesado move-se, sem atrito,
1

sobre o paraboloide z-——(ax’+ by-), sendo o

semi-eixo OZ, positivo dirigido segundo a vertical

ascendente.

Mostre que, na origem dos eixos, que é uma posi-
cdo de equilibrio, esse equilibrio é estavel quando
a e 6 forem ambos positivos. R : As equagdes do mo-
vimento sdo
dx de— XmeZ—Xm
dt’ v - Mg s o me
e as condigdes de estacionaridade da funcdo de forgas
— Xax=0, Xby = 0, X=mg; entdo afuncdo de forcas é
maxima no ponto (0,0,0) se a,b> 0 e minima no

caso contrario.

m = —Aax, m

29

RACIONAL

3544 —Mostre que, se 0 movimento dum fluido
perfeito é rotacional e o vector turbilhdo « é har-
ménico, o movimento fluido cuja velocidade é V% =
=rot n é um movimento irrotacional. Sendo F=

eul +vj+mK, y o+ V- ox
w= ce -y , a velocidade do primeiro movimento,
verifique que f) é harmoénico e determine o potencial
das velocidades do segundo movimento. R : Se

1
n = 7rotV"ch e \Cl—0 é V~Arotn = graddivV

e rotVj= 0. Aplicagdo : Se Cl— —rotV = (y—z) I +
+ Z—x)J+ x—y)K, an=0, \ =roth =- 2
(I ++J + K)» ——giadU e U- 2(x+ vy + 2).

3545 —Sondo  P(x.y,z) um ponto qualquer do
espaco tridimensional, sdo dados dois campos F (P)
e a(P), dos quais o primeiroé o momento do se-
gundo em relacdo & origem dos eixos coordenados.
a) Mostre quo o campo F (P) nao é conservativo
guando a. (P) ¢é constante. 6) Fazendo u(P)=XI+

+ YJ+Z&. e sendo X independente de x, Y inde-
pendente de y e Z independente de 1z, procure
determinar a (P) do modo que F (P) seja conser-

vativo. R: Se CL (P) = Al+ BJ + CK, F (P)= (yC
-zB)I + (zA-xC)J + (xB-yA)K e rotF =
= 2(—Al+ BJ- CK)4=0.

b) Se a(P) = X1+ YJ + ZK devemos ter

| J K -
A 3 3 0
dx dy az
(yZ - zY) (zX - xZ) (xY - yX)
dX L
ou 2X + y— ax - ()ees relagdo satisfeita por
ay
1 1 Entéo
y, + 7°
-+ 1+ N J + K.

3546 —o0) Verifique no caso duma translaccdo
paralela a Oyi, que a transformagdo de LOBENTZ
deixa invariante a forma
1) dy= dyl —dy] —dy\ —dy\ \

b) Mudando os sinais de alguns termos, quais sdo as
formas resultantes de 1) que ficam invariantes para
a mesma transformacdo de LOBENTZ ?»c) Caracterize
as matrizes de LORENTZ e verifique que elas formam

um grupo.
Solugbes dos 0.” 3543 a 3515 de J. Gaspar Teixeira.
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L S. T.—MECANICA RACIONAI. —Exame final (te6-
rico) — Outuhro de 1951.

3547 — E dado um sistema holénomo con-
servativo e de ligacdes independentes do tempo,
sendo F, a forca activa aplicada ao ponto P, (X,
Vi>i) 0 = 1>2eeen). Supde-se que a funcdo de
forcas U é homogénea de grau —2, em relagdo as
coordenadas dos pontos

Deduzir do teorema de CERRUTTI para os viriais,
dl
—= V+ 2T, que o momento de inércia /, em
relacdo a origem dos eixos, é uma funcdo quadra-
tica do tempo :

/| =oi'+bt+c (a,6,c constantes) .

3548 - E dada uma forca F(X,Y,2) fungéo
apenas das coordenadas do ponto P (x,y,z) sobre
o qual actua. Mostrar que, para que exista uma su-
perficie fixa sobre a qual o ponto P estd em equi-
librio em todas as posicdes, é necessario e suficiente
gque Xdx + Ydy + Zdz = 0 seja completamente
integravel.

3549 — Seja <u o vector velocidade angular, no
movimento dum so6lido com um ponto fixo. Mostrar
gue a aceleracdo dum ponto qualquer do sélido é a
soma de dois vectores : 1.° A velocidade que teria o

P RO BL

Problemas propostos ao concurso

SECGAO ELEMENTAR :
16

cortarmos no numera-
64
dor e no denominador o numero 6, obtemos, por meio
de uma operagdo incorrecta, um resultado correcto.

Determinar um par de numeros de dois alga-
rismos (no sistema de base 8), gosando da mesma
propriedade.

3554 — Seja [ABC D] um trapésio rectangulo de
base paralelos AB —a e CD —30. Seja AD = a
o lado perpendicular as bases e consideremos um
ponto M sobre o lado BC. Sejam Vj e V, os
volumes dos soélidos gerados pela rotacdo, de ampli-
tude 2w, do quadrildtero convexo [ABMD] em

em torno, respectivamente, de AB e de AD. De-
i 1

Pi 13
P

3553 — Se na fraccdo

terminar a posicdo de M de modo que
SECCAO MEDIA :

3555 — Representemos por 1 (x) o maior inteiro

GAZETA DE MATEMATICA

ponto se a velocidade angular fosse to'= —

dt
aceleracdo que teria oponto se a velocidade angular
(o fosse constante.

L S. T.—MECANICA RACIONAL — Exame final (préa-
tico) —-Outubro de 1951.

; 2° A

3550 —Um ponto M (x,y) é obrigado a mover-se,
sem atrito, sobre a parabola y* = 2px , e é atraido
pelo ponto A (p, p/2) do plano da curva com uma
forca Ff cuja grandeza é funcdo s6 da distancia
MA = r. Mostrar que ha uma posi¢cdo de equilibrio
gue é independente da grandeza da forca.

3551 —o0) Mostre que o cone de revolugcdo homo-
géneo, limitado pela superficie conica x-+y = 57
e de altura h= 3, tem pontos focais de inércia.
b) Determine esses pontos e verifique se as respec-
tivas esferas de inércia se intersectam. (Eixos rectan-
gulares) .

3552 — Dado o campo de vectores

X=a+ bx +cy + dz
aj+ bix +cy +a\z

Z=0j+ é,x+cy + + dz
onde a,b,c,d sao constantes, serad possivel detg—s
minar essas constantes de modo tal que o campo a.
seja um campo de momentos? Discussao.

EMAS

contido em x e por M (x) a mantissa de X, isto é
M (x) = x —T(x) . Demonstrar que

lim' (— + - . oo+ — =1

«-*00 \ X X XJ
se 0 numero de parcelas que figura dentro do parén-
tesis for / (x).

3556 — Estudar as descontinuidades da funcdo

definida no intervalo (—n, + ir) pela expressao
1
y—tg*r—.

X

SECGAO SUPERIOR :

3557—é*velocidade dum ponto P tem duas com-
ponentes, rj,D,, de igual modulo, v; a primeiraé
constante, a segunda perpendicular, em cada instante,
ao vector de posicdo de P, em relagdo a uma ori-
gem O. Estudar o movimento de P .

3 558— Sejam r+, r, ***r,, 05 zeros simples do poli-

* f.

némio f(z) degrau»; provarque S ... =0-¢
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93 - HASSE, HELMUT und KLOBE, WALTER
—Aufgabensammlung zur hdheren Algebra, zweite,
verbesserte und vermehrte Auflage; Saramlung
Goschen, Band 1082, Walter de Gruyter & C.°, Berlin»
1952.

Esta 2.* edicdo «melhorada e aumentada» é a do
livro companheiro de Hdoheren Algebra, l ell,d 1.
autor, revisto no Boletim Bibliografico da Gazeta de
Matematica n.° 49 — uma revisdo que inclui comenta-
rios de natureza geral que se aplicam também ao
presente volume.

As diferencas que notamos ao comparar com a
edicdo anterior ndo sdo muito sensiveis: alguns exer-
cicios foram substituidos, algumas indica¢des para os
resolver foram substituidas ou melhoradas, e acres-
centaram-se duas paginas de um util indice de nomes
e de assuntos.

Para os que ndo conhecem este livrinho de algibeira
de exercicios (ndode exercicios de algibeira!) mencio-
namos que contem umas seis centenas de questdes
ordenadas tal como as correspondentes ideias dos dois
volumes de texto, cada uma delas imediatamente
seguida de indica¢des para a solucdo. Trata-se de
verdadeiros exercicios; trata-se de dar ao estudioso,
e de uma maneira organizada, oportunidades bastantes
para que ele possa, por si préprio, esclarecer, controlar,
completar as ideias, os resultados e as estruturas das
teorias que encontra na leitura do texto, para que ele
participe de uma maneira activa, esforcada, eficaz, na
formacéo da sua.cultura matematica; e aprenda como
aprender.

Mas o que é especialmente notavel nesta obraé o
nimero das questdes e é o nivel delas, sobretudo das
que se refeiem aos Ultimos capitulos do texto: excedem
nitidamente, o que encontramos nos textos mais mo-
dernos (e em certo sentido mais completos) de Alge-
bra. Por isto é uma obra preciosa ndo s6 para o0s
leitores de Hlihere  Algebra; e é, provavelmente,
indispensdvel a uma preparacdo bem orientada de
qualquer algebrista. O seu uso nas nossas Universi-
dades, a sua divulgagdo”entre os nossos estudantes de
Matematica afiguram-se-nos altamente recomendaveis.
Acreditemos que ao nosso pais faltam uma estrutura
econémica e social, um desenvolvimento técnico que,
de uma maneira natural, suportem e fomentem as
CiénciaB puras e o ensino no nivel que atingem em

obras como esta de colec¢des estrangeiras tdo acessi-
veis como a colecgdo Gosclien ; mas nédo esquegamos,
nem por um momento, que 0S NOssos jovens devem,
como todos os outros, ter o direito, inaliendvel, a
oportunidades de acesso as Ciéncias puras no seu
mais alto nivel.

Hugo Ribeiro (Univ. of Nebraska, U. S. A.)

94 — CASTRO,
em Linhas de Transmissdo—Rio

F. M. DE OLIVEIRA — Ondas
de Janeiro, 1949.

Se bem que os problemas que conduzem a equacgdes
as derivadas parciais possam ser consideradas como
extensdo de problemas que conduzem a equagdes di-
ferenciais ordinarias, a teoria geral das primeiras
equacfes n&do se apresenta como uma generalizagdo
da teoria geral das segundas. Ha uma diferen¢a fun-
damental entre as duas teorias.

Assim, por exemplo, dentro das conhecidas condi-
¢0es de existéncia (CAUCHY-LIFSCHITZ), uma equagédo
diferencial ordindria de ordem n possue um integral
que assume, com as suas (n—1) primeirasderivadas,
valores dados para um dado valor da variavel.

N&o ha teorema anélogo para as equagdes as deri-
vadas parciais, e se apenas considerarmos as equacdes
de 2." ordem, por exemplo

fit fiz 0z
R— +

2S + T +V:O'

‘o
>N

R,S,T,Uéx,y,z,g-,‘ s

as propriedades da equacdo e do respectivo integral
dependem da circunstancia de o discriminante A =
= <§—ST ser negativo (equacdo do tipo eliptico),
nulo (parabélico) ou positivo (hiperbdélico).

Para a determinacdo (quando possivel) do inte-
gral relativo a urn dominio, de uma equacdo do tipo
eliptico, basta conhecer os valores da funcdo a deter-
minar sobre o contorno desse dominio (Problema de
DIRICHLBT) ; para uma equac¢do do tipo hiperbélico,
o conhecimento do integral z (x,y) e das respectivas

derivadas parciais — , — ao longo dum arco recti-
dx ay

ficAvel (método de RIEMASN) ; se a equagdo € do tipo

parabdlico, basta conhecer o integral sobre um deter-

minado arco de curva.
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Os integrais das equagdes do tipo eliptico sdo de-
terminados em relagdo a um dominio dado; a exis-
téncia dos integrais das equacdes dos tipos hiperbo-
lico ou parabdlico é assegurada apenas localmente,
na vizinhanca do arco sobre o qual se fixam os
dados.

Assim, a determinagdo do estado de equilibrio
dum continuo bi-dimensional conduz-nos a uma
equacdo do tipo eliptico ; se o continuo é uni-dimen-
sional e o meio é dotado de inércia a equagdo res-
pectiva é do tipo hiperbélico ; se o meio é desprovido
de inércia, a equacdo é do tipo parabdlico.

Na oDissertagdo apresentada a Congregacdo de
Escola Nacional de Engenhariada Universidade do
Brasil» —Ondas em Linhas de Transmissdo—o A.
pretende fundamentalmente «tornar mais conhecidos
alguns resultados obtidos em 1930 por A. KORN,
sobre a aplicacdo do método de RIEMANN, ao estudo
da propagacdo de ondas em linhas de transmissdo».

Partindo de uma interpretacdo elementar das leis
da circulacdo do vector campo eléctrico, e da conser-
vacdo da carga eléctrica, estabelece o A. o sistema
de equacgdes diferenciais que conduz a equacdo dos
telegrafistas.

Esta equacdo pode ser do tipo hiperbélico — se
o circuito tem inducdo e capacidade—, ou parab6-
lico— caso sejam nulas, ou a indugdo ou a capaci-
dade.

O A. em eguida aplica a equagdo de propagacéo
por ondas amortecidas a férmula generalizada de

Nos proximos numeros Gazeta de Matemética

Matematica Pura e Matematica Aplicada,

Forjar Matematica para Engenheiros,
Sobre um teorema de Kakeya,

Problémes  de dépouillements—V,
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GREEN, extendida por HADAMAED a equacdo geral do
tipo hiperbdlico —férmula essa que representa, na in-
tegracdo das equacdes lineares de movimentos ondu-
latérios unidimensionais, o mesmo papel que a fér-
mula de GREEN na integracdo da equagdo de LAPLACE.

Antes de enunciar e estudar o Problema de kosN,
refere-Be ainda a funcdo de RIEMANN que desempenha
na integracdo da equacdo de ondas amortecidas papel
semelhante ao da fungdo de .GREEN na integracdo da
equagdo de LAPLACE.

O Problema de KORN, enuncia-se : Determinar a
solucdo regular da equagdo geral dos telegrafistas no
quadrante e>-0, i > 0 com as condi¢bes V (x,0)=0,

f—\ =0 para a;>0e V() = F(t)
\ dt/«=0

Para a sua resolugdo segue-se de perto o método
de RIEMANN-VOLTERRA, aplicacdo do método das ima-
gens de THompPsoN na resolucdo de problemas de Fisica
Matematica com certas condigdes limites.

Nesta exposi¢do, clara e bem ordenada, encontraréo
0os engenheiros e'ectrotéenicos exemplo de como o
estudo tedrico das equagdes as derivadas parciais tem
interesse fundamental em problemas de técnica.

E pena que a mesma exposi¢cdo né&do seja mais ilus-
trada com consideracdes de ordem fisica e técnica, o
que permitiria uma melhor compreensdo de outros
fenémenos, ndo abrangidos alids no objectivo deste
trabalho, como os de absorpcdo nas vizinhancas de
superficies de separacdo de meios tridimensionais.

para 0 0 .

José Gaspar Toixeira

publicaré:
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por T.VON KARMAN
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Coleccdo fundada por A. A. MONTEIRO
e continuada sob a direc¢do de L. NACHBIN e C. SILVA DIAS

L. NACHBIN, Combinacéado de Topologias

Estudo de propriedades do conjunto ordenado de todas as topologias sobre

um conjunto , Esc #50,00 ou Cr #25,00
L. NACHBIN, Espacgos vetoriais topoldgicos

Estudo dos espagos topoldgicos, corpos, corpos topolégicos, espagos veto-

riais, espacos vetoriais topologicos, partes limitadas, topologias fracas e

fortes Esc #140,00 ou Cr #70,00
A. A. MONTEIRO, Filtros e ideais

'Estudo dos reticulados ou «lattices» distributivos, reticulados e légicas de

Brouwer, reticulados e algebras de Boole, aritmética dos filtros primos e

méaximos Esc #100,00 ou Cr #50,00
M. M. PEIXOTO, Convexidade das curvas

Estudo das fung¢des convexas no sentido cldssico e no sentido generalizado

de Beekenbach e suas relacdes com as desigualdades diferenciais Esc #100,00 ou Cr #50,00
M. L. MOUSINHO, Espagos projelivos

Estudo dos reticulados completos modulares complementados e seu emprego

na caracterizagdo ordinal dos espac¢os projetivos de dimensdo qualquer . . Esc #70,00 ou Cr #35,00
C. SILVA DIAS, Curso de Topologia Algébrica

Estudo dos complexos lineares, classificacdo das superficies fecliadas, com-

plexos simpliciais, grupos de homologia, grupos de l'oincaré e debomotopia Eraimpresséo

Estas obras podem ser obtidas através das seguintes livrarias :

LIVRARIA SA DA COSTA EDITORIAL LATINO AMERICANA

Rua Garrett, 100-102 Rua Senador Dantas, 76, Grupo 505

Lisboa—Portugal Rio de Janeiro—Brasil

Integral de Lebesgue-Slielrjes num espa¢co localmente compacto—I

por Rey Luis GOMES

Cap. T—Prolongamento por continuidade

Cap. Il— Prolongamento de uma funcional linear e ndo-negativa.
Cap. Ill— Prolongamento de uma funcional linear e continua.
Cup. IV —Mensuralidade. Teorema de Riesz.

Notas complementares.
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