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Sur la distance d'un point

par Lucien

1.—Soit M un point extérieur & un ensemble donné
E. La plus grande sphere ouverts centrée en M et
disjointe de E (ou sphére d'appui de E centrée
en M) a pour rayon p, la distance de M a E , et
se note Si,. Les points de E situés a la surface de
Si, sont des projections de M sur E et constituent
I'ensemble fermé CT (M) Quant aux segments recti-
lignes qui joignent M a ses projections, ce sont les
projetantes de M sur E et leur faisceau se note
P(M) . Mx désignant une demi-droite issue de M
et extérieure a <b(M), " le plus grand cone de révo-
lution indéfini et ouvert d'axe Mx et disjoint de
P(M) est le «cone d'appui» de * (M) axé sur Mx
et son demi-angle au sommet ¢ est la «distance
angulaire» de Mx a <t>(M) . Ilse note T%.

2, — Considérons deux points M et M' situés res-
pectivement aux distances p et p' de E . Selon le
.systeme de notations sus-indiqué <6(M) et < (AP)
désignent respectivement les faisceaux de projetantes
de ces deux points, tandis que a (M) et u(M") sont
les ensembles de leurs projections.

THEOREME 1. *(M) et * (M’ sont respectivement  du

méme cOte’ au sens large ** que le point correspondant
par  rapport au plan radical des deux spheres Sj, '
s&:

Cela est évident si et Sy son disjointes, puis-

* Docteur-és-Sciences, Professeur a I'Ecole Wiliam Ponty,
Sébikotane, et chargé du cours de Mathématiques du S. P. C. N.
a Plnstitut Universitaire de Dakar.

() Si ¢+{M} ne remplit pas S°, c'est-a-dire la fermeture de

o4 -

(*) «au sens large» -signifio que [OU ET (JV)] peut
avoir tout ou partie de sos points dans lo plan radical des deux
spheéres.

variable a un ensemble fixe
Chamard*
que sr (M) appartient a 4, a {M) a et que

le plan radical de deux spheres sans point intérieur
commun les sépare. Si les deux sphéres S$, et Sj,.
ont des points communs, le plan radical sépare encore
les parties des spheres non communes, parties qui
portent respectivement a (M) et ET(il/") .

Dans ce dernier cas, c'est-a-dire si MjW'<p + p°,
on peut présenter la proposition précédente sous la
forme suivante:

THEOREME 1I'. <p(M) et <P(M') sont respectivement
de méme cOté que M et M 'par rapport a la  surface
du cone de révolution qui a pour sommet le milieu |
d MM', pour axe IM"" et pour demi-angle au

sommet Vangle tu définit par
rie'—e 1 (P+P) 1
QoS () = | — - ¢« — -
[_LMM"  ~2(pi+p’)*-MlpJ

En effet, la surface du cdne en question, qui passe
par le cercle commun aux surfaces des deux spheres,
sépare sr (M) et ra(M) au méme titre que le plan
radical et laisse M du coté de o (M) et M' du coté
de a (M") .

Cas particulier: Pour p= p', les deux propositions
précédentes s'identifient avec la proposition que
M. GEORGES DURAND a donnée sous la dénomination de
Lemme des deux points

On sait que les faisceaux de projetantes jouissent
de la supérieure d'inclusion ou
sc/'',

semi - continuité
c'est-a-dire que si M tend vers M,

(+) DaDSs le cas ou P>P

(*) GEORGES DURAND, «Sur une généralisation des Surfaces
Convexes» These, Paris, 1931 ou Journal de Math, pures et
appliquées,  9.* série, Tome X. Année 1931. Fasc. n.° 4, Chap. I,
§ 16, p. 347.

(*) GEOROES BOULIGAND. Introduction
tésimale Directe, N.° 77.

a la Géométrie Infini-



I'accumulatif de * (M) est inclus dans «(Ai).

Cette propriété associée au théoréeme |', m'a
conduit a ce résultat

THEOREME 11.—Soit Mx une demi-droite  issue d'un
point M extérieur & un ensemble E , demi-droite elle-
-méme  extérieure au faisceau des projetantes de M.
On peut trouver une suite )Mji de points tendants
vers M, admettant Mx comme demi-tannente unique et
telle  que I'accumulatif des faisceaux de projetantes
t>(MJ est formé de projetantes de M situées a la sur-

face du cone d'appui TJ, * (M) axé sur Mx.

du Théoréme Il: Du Théoreme 1 et
de la <S.C.l. des projetantes, on déduit immédiate-
ment ce résultat : L'accumulatif des faisceaux de
projetantes pour toute suite de points admettant Mx
comme demi-tangente unique appartient au sous-
-f'aisceau des projetantes de M qui se trouvent sur
la surface du cone d'appui de <i(il/) qui a pour axe
Alas, et pour demi-angle au sommet < et pour nota-

Démonstration

tion rS,.

Nous allons démontrer que toute
de M la surface de T\
I'accumulatif des projetantes de quelque
points admettant Mx comme demi-tangente unique.
Cela est évident si M n'a qu'une projetante sur la
surface de r%, et, en particulier, si M est un point
ordinaire (doué d'une seule projetante sur E) .

projetante MA
appartient a
suite de

située sur

Mais supposons que M ait plus d'une projetante sur
la surface de F%, et considérons I'une d'elles, soit
MA. Toute demi-droite issue de M et située dans
I'angle AMX est I'axe d'un cbne d'appui de * (M)
ne portant pas d'autre projetante de M que MA
sur sa surface.

MA appartient donc a l'accumulatif des projetantes
de toute suite de points admettant une demi-droite

quelconque de I'angle AMx comme demi-tangente

unique. Considérons, dans l'angle AMX, une suite

de demi-droites jMx [I-1,7T)3,-" définie par

(Mx,Mxi) — — et soit <71 un secteur sphéro-

-conique de sommet M, d'axe Mx, de rayon e
et de demi-angle au sommet r.i. Le rayon e, est

arbitraire et E;= tandis que re —

Loge 204
Chaque secteur sphéro-conique contient des
points dont l'accumulatif des projetantes, pour t

donné, contient MA . On peut choisir dans <77' un
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point Mi de telle sorte que la suite ]Mi\ admette
Mx comme demi-tangente unique. Chaque point Mi
de la suite se projette sur un voisinage 3l, de A,
d'apres la S. C.I. et le raisonnement complémen-
taire que nous venons de donner. Lorsque i par-
court la suite des entiers, M, tend vers M suivant
Mx et l'aceumulatif de ses projetantes comprend
visiblement MA puisque le voisinage Slj est éva-
nescent.

Notons que, d'aprés le Théoréme précédent, ¢ n'est
autre que Il'angle u de la formule du Théoreme 1°*

lorsque M' tend vers M en modme temps que p'

tend vers p.

cos -T, imlJEziL . Ji_]1- _ L \1ZA]
v _ MM ~T?] W M \

on en déduit que — cos p n'est autre que la dérivée
de la fonction de point p (M) dans la direction Mx.

On retrouve donc la un résultat déja établi par
M. DKMISES“' qui n'a pas dégagé le rdle de la notion
purement géométrique de cone d'appui des faisceaux
des projetantes.

4. —On sait que, pour une fonction p (M)
admettant des surfaces de niveau douées d'une nor-
male en chaque point, le gradient en M est un
vecteur dont la direction orientée, normale a la sur-
face de niveau qui passe par M, est celle de
I'accroissement B «le plus rapide» de p(M), ou
mieux celle de l'accroissement de p(M) qui corres-
pond au déplacement rectiligne MM® le plus court.

La fonction p(M) qui fait l'objet de la présente
étude a des ensembles de niveau qui n'ont péas par-
tout le caractere do surface; de plus, de méme en
leurs parties superficielles, ces ensembles de niveau
rie sont pas, en général, doués d'une normale en cha-
que point; enfin il se peut qu'en certains points de
ces parties superficiellesla fonction ne puisse croftre.

Pour étre sOr qu'un point M ait ses environs
superficiels sur I'ensemble de niveau Fp quile porte
et qu'en ce point la fonction p(M) puisse croftre
nous nous limiterons a la partie de i®p qui
mérite le nom de frontiere extérieure pour Il'ensemble
ouvert des points situés a une distance de E
moindre que p'” . Une telle frontiére est formée de

(") R.DEMISES. La base géomelrujtic du Theorbae de M. MANDEI..
BitojT. Comptes-rendus de |'Acad. des Se. de Paris. 205-1"37,
pp. 1353, 1355.

() Un point de la frontiere extérieure d'un ensemble est un
point de la frontiere de cet ensemble qui est aussi point
daccumulation de points extérieurs a l*ensemble.
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points (a) et éventuellement de certains points (3) .*"'
Si M est un point (a), il existe pour * (M) un
«cone d'appui maximal» unique'™ F%, dont le demi-

angle au sommet 6 est le maximum de I'angle 9
introduit dés le début de cette étude. Pour un point
(a), 9 est obtus. Dans la direction Mz, la dérivée
de p(M) est —cos6=maxlim
w-+M M M
Si M est un point (0), il convient de remar-
quer de suite que 6= — et que
op{M) - (M)
max 11 m — 0
H'A-M MM

et qu'il peut exister plus d'un cone d'appui maximal
pour * (M) Les axes des cOnes d'appui en question
remplissent un angle plan dont la mesure peut pren-
dre n'importe quelle valeur entre 0 et 2ir inclusive-
ment ou bien encore sont deux demi-droites oposées.

Ce qui précede justifie la définition suivante :

DEFINITION: On appelé «gradient» (généralisé) de
la Jonction p (M) en un point M le collectif des recteurs
dont la direction orientée est celle de tout cone  d'appui
maximal de >t> (M) et dont la longueur est le cosinus
du supplément du demi-angle au sommet de ce cone
d'appui mammal.

En un point (a) le gradient se réduit a un vecteur
unique de longueur inférieure ou égale a 1 (l'égalité
est atteinte pour un point ordinaire, c'est-a-dire
doué d'une seule projetante).

. En point (p) ou p{M) peut croitre, le gradient,
formé de vecteurs nuls ne se manifeste plus que par
les directions de ces vecteurs.

En un point (g) ou p (M) ne peut croitre ou bien
en un point (y) le gradient n'existe pas.

5. — On sait qu'en Analyse classique on considére
les lignes de forces ou lignes de gradient définies
par le fait qu'en chacun de leurs points elles sont
tangentes au gradient de la fonction de point envi-
sagé. Dans le cas de la fonction p(M) , on doit con-
sidérer plus généralement les «ensembles de gra-
dients» caractérisés par le fait que leur contingent
postérieur est, a chaque point, formé par le gradient
de p(M) au méme point.

J'ai pu établir le résultat suivant:

() Un point m est un point par lequel passe un plan
d'appui du faisceau de ses projetantes ne portant aucune de
ces projetantes. Un point (P) admet encore un plan d'appui
pour ses projetantes mais ce plan d‘appui contient obligatoire-
ment deux d'entre elles. Un point (7) n'a pas de plan d‘appui
de projetantes.

(p) Cette unicité s'établit par un
celui qu'on trouve dans l'ouvrage de M. T. BOXNESEN «£fes
Problémes des Isopirimétres et des Jsepiphanes. Collection des Mo~
nographies  sur la Théorie des Fondions. Paris. Gauthler-Villars.
1929. Chap. 111, N.° 25 p. 44,

raisonnement analogue a

3

THEOBEME |11— L'ensemble de gradient de la fon-
ction  distance p (M) issu® du point M est formé
de points de multifurcation si. M est lui-méme un point
de multifurcation.

En effet, considérons Il'ensemble de niveau F.
(p'> p) et la sphere d'appui S%" de F,, centrée
en M. MM est la plus petite distance de M a

. pM) - p (M)

F7i,  donc le rapport est, grace au
fait que M' est une projection de M sur F,i, aussi
grand que possible. Je dis que, si M est un point
de multifurcation il en est de méme de M'. En effet,
supposons pour un instant le contraire, c'est-a-dire

que M' soit ordinaire et soit M" A" la projetante de
W sur E . La sphére S}J" passe, comme S%." par
le point M' et doit étre incluse dans S$, . Son

centre M doit donc étre sur le rayon A* M' de S%™
c'est-a-dire sur la projetante M'A'" de M. Mais alors,
on sait que tout point situé sur une projetante d'un
autre point est ordinaire "". M serait donc ordinaire
contrairement a I'hypothése. Aussi nous devons
admettre que M' est un point de multifurcation.

Ce fait subsiste quelle que soit la différence p —p
ou, ce qui revient au méme, la proximité des points
M et M.

En résumé, si M est un point de multifurcation et

pmM) - pmM
si M' est un point tel que

3 4

conserve
MM*

une valeur maxima, si petit que soit M M', M' ne
cesse pas, dans les mémes conditions d'étre un point
de multifurcation, de sorte que la limite de la demi-
-droite  MM' apartient a la fois au gradient de
p (M) et au ctg postérieur de I'ensemble des points
de multifurcation relatifs a I'ensemble E

C. Q F.D.

Si M était ordinaire, le gradient de p(M) en M
serait opposé a la projetante unique et I'ensemble de
gradient issu de M serait le prolongement de cette
projetante jusqu'a ce qu'on rencontre éventuellement
un point de multifurcation.

6. — p désignant toujours la valeur de la fonction
distance a partir de laquelle on définit les ensembles
de gradient, si on fait tendre p vers zéro, on s'aper-
¢oit qu'au départ de E , les points frontaux de E ,
c'est-a-dire les points de E qui livrent passage a
la surface d'une sphére d'appui non nulle, se compor-
tent comme des points ordinaires tandis que les
autres sont «comme» des points de multifurcation.

sur cet ensemble
supérieure a la

(°) J'entends par la que je ne considéere
que des points situés a une distance de /'
distance p du point M.

("i G. BoCcLiGAND. Introduction a la Géométrie Infinitésimale
Directe, Paris, Vuibert, 1982, Chap. XII, N.° 91, p. 93.
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nao mensuravel a

GAZETA DE MATEMATICA

Lebesgue

por Ruy Luis Gomes

Dado o grande interesse tedrico deste assunto, por
um lado, e por outro a circunstancia de n&do ser con-
siderado sendo em bibliografia ainda hoje pouco
acessivel aos estudantes das nossas Universidades,
pareceu-nos Util trazer ao conhecimento dos leitores
da «Gazeta de Mateméatica» um exemplo simples de
conjunto ndo-mensuravel.

E fazemo-lo transcrevendo, acrescentado de todas
as demonstracdes, o capitulo  VII, intitulado Non-
Measurable  Sets, das licdes dadas por J. von Neu-
mann no Institute for Advanced Study, Princeton, nos
anos lectivos de 1933-34 e 1934-35"".

Trata-se da exposicdo de um dos maiores matemé-
ticos da actualidade e até do ponto de vista didatico
se impde com um modelo de clareza e desimplicidade.

E nada mais é preciso invocar para justificar a
sua publicagdo nesta revista.

Demonstragdo da existéncia de conjuntos
ndo-mensuraveis a Lebesgue

nameros
de M se

DEFINIGAO 1. Dado
reais diz-se que o numero a é um periodo
(x+a) eM quando e s6 quando xe M.

Segundo esta definicdo, zero é sempre um periodo
de qualquer conjunto M de nimeros reais.

um conjunto M de

TEOREMA 1. Designemos por P o0 conjunto
riodos de M . P & um grupo aditivo.

Dem. Basta provar que P contém, com a e b,
a —b. Ora, escrevendo

dos pe-

x + (@a—hb))+b=x+a

e notando que a e b sdo, por hipdtese, periodos
de M, imediatamente se deduz que a —b é um pe-
riodo.

THEOREMA 2. Seja P o conjunto dos periodos de

M. tlad-de realizar-se uma destas trés hip6teses : 1) P
s6 conttm o periodo O; 2) P conttm um periodo
minimo, positivo, a, e todos os seus elementos sdo mul-

tiplos inteiros, na, << a: 3) P é denso no conjunto,
R, dos nameros reais.

Dem. Se P contém um periodo diferente de zero,

d) JOHN VONNEUMANN — Functional Operators, Vol. I : Mea-
sures and Integrals, Princeton University Press, 1950.

é evidente que contém um periodo positivo, por isso
mesmo que P é um grupo aditivo. Designemos,
entdo, por a o infimo dos periodos positivos de P
e suponhamos, como primeira hip6tese, que esse
infimo é o menor dos periodos positivos de P .

Seja 6 outro periodo qualquer. Existe um inteiro
e um sé, n, tal que H<”"6/a <n-\- , donde 0 <"&—
—an-<a. Ora, como b—an também é um periodo
e ndo-negativo, terd de ser b—an =0 ou 6= an,
pois a é o menor dos periodos positivos.

Suponhamos, finalmente, que P naoadmite minimo
positivo; mas designemos a o infimo dos periodos
positivos de M . Pela definicdo de infimo, existe um
periodo positivo 6 tal que a-<6< a + e e, conse-
gquentemente, um outro periodo positivo c tal que
a<c<é. Segue-se daqui que 0<c6—o<e, sendo
b—a um periodo positivo de M. Dados, entdo, dois
nimeros quaisquer » <p é sempre possivel arranjar
um periodo positivo a'-<|} —a, donde a' + a<p.
Depois, determinemos o inteiro n tal que

(n —1)a a, a< na'.
Vira
a<na —(Mh—1a +a< a+ a< P,

como se pretendia demonstrar.

DEFINIGAO 2: Seja M um conjunto de nameros
reais e representemos por |, .0 intervalo semi-aberto
a X< b. Def inims f(a,b) como wu.(l,, M), sendo
[i, a medida exterior - L .

E imediato que f (a,b) é finito, ndo-negativa e

/(a,6)<|i(/.)-i-a.

TEOREMA 3: Dados trés numeros
f(a,c)=f(a,b) + f(b,c).

a<l) <c tem-sc

Para fazer a demonstragdo comegamos por recor-
dar o seguinte

LEMA : Todo conjunto aberto G se pode escrever
como soma de uma sucessdo monotonamente ascendente,
IM,!, de conjuntos fechados tais que

P(M,,1- M,.,)> 0.

Com efeito, como 1— G ¢é fechado, se o ponto P
pertence a G, d (P, | —G) >0 e inversamente. Con-
sequentemente, G=2M, sendo M, o conjunto dos
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pontos de G tais que a(P ,1—(?) > —. E ¢é evi-

dente que Ai,C Ai,,, e M, =M,, pois p(P,1—(?)
¢ uma funcédo continua em ordem a P.

Posto isto, representemos por P um ponto de M,
e por a um ponto de 1—M,,,. Tem-se

visto que a $AIl,. Consequentemente, existe um pon-

to -fiel —(? talque p@©, fi) < --ij sendo, por ou-

|
tro lado, p(P, fi) > -

De p(P,Q) + p(Q.,fi)>p(P,fi), vem, pois

p(P, <3)>p(P, fi)- ?>(Q.fi) > Y~~ZT "
1

, donde finaimente p(A/j, 1 —Af,. )=
K (k-r 1)

i(i-f-1)

Nestas condigfes, dado um conjunto aberto G de

medida finita e um conjunto qualquer M, temos

PAf =2 M, MM M+ M.,M-MM +ees  donde
* M M

L@ M) < i O Al + 2 ~ > e

Por outro lado, temos

(1) . (M*+iA*-A*» Al)+ pL, (M, AM-M,, *)+.-

limi.. (Af,., —AI Al) +
- p»(Af,.,., Ai- Al», Al =
- Hm X, (Al....,.. AT Al AJ)
e
it (Al AT- M, A+ A (I, AT—M, M) + oo
) =limlp. M, M—M, Af)+ — +
H P (ATt+H, AT — Af) j

- limee (e AT - A% AF),

pois os conjuntos que figuram em (1) e em (2),tém

entre si distancias positivas e quando isto se veri-

fica a medida exterior a Lebesgue, w, é aditiva.
Ora, como

AlH-IP-H M — M,M czGM
M,..,,Ai- Af,, M c G M

segue-se que as duas séries (1) e (2) sdo ambas con-
vergentes, dai resultando que o mesmo sucede a série
f}ji», (A, M — Af,_, M) ,

soma das duas anteriores.

Tomando, entdo, k suficientemente grande, resulta
20,(M,., M —M,.,_, M < =,
donde [|t,(GM) < |*.(M, M) -f-3,
e, portanto, u. ((? A/)<limii, (Af,Al).
' A— 00

Combinando esta desigualdade com

(GAf)>limu. (Af, Af),
ft= oo

consequéncia imediata de GM ZDM, M, vem

I», (G M) = lim a, (Af, Ai) .

ft
Ora, sendo
l,- (a,6) + (ft,0) + (ft)

e escrevendo (a, b) e (6,c) como soma dos respec-
tivos conjuntos M, vem

(a,6)-ZI1P», (6,«)-**2,
l« Ai= SM\' M + SA»M + (b)M
(7., Ai) = limp. (M", M+MT"M)

k

= limu, (M, M) + limp. (A/l' Ai)
k " k
= 1.(/,, Ai) + a, (/* M)
ou
/(a,c) -/(a,6) +/(ft,e) .
TEOREMA 4: >% p é um periodo
entio f(a+p,b+p) = f(a, b).

do conjunto M,

Na verdade se x' e l,+ M, temos x'eM e
X'—piX, xel,,. E como p é um periodo resulta
também xe.lf, quere dizer, I,.,, .. Mdl,, M e in-
versamente, donde f (a+ p,b+p)=f (a,6).

TEOREMA 5: Se a”a, b'<”b, resulta

f(a',b')<f (a,b).

Basta atender a que 1I,,cz |I,,.

TEOREMA 6: Se | Item um conjunto de periodos
denso em toda a parte, e se b —a=b'—a', tem-se

f(a,b) =f(a',b'), de modo que f(a,b) é&na reali-
dade uma funcdo g (b —a) de comprimento de 1,
exclusivamente.

Dem. Como b—a = b— a'\ vem b—6'= a— a'
Determinemos, entdo, um periodo p tal que

a—a’' < a—a +s
<2< * e
Teremos
a<a'+p<a +e 6<0'-|-i><i+ E

e, em consequéncia,

/(o',6)-/(a'+p,6"+p)</(a,ft+.)</(«, ft)+ ..



Igualmente terfamos

/(«,6)</(a'6"') + »

donde
f(a,b)- /(a',6") .
Daqui por deante suporemos que M admite um
conjunto de periodos denso em toda a parte.
TEOREMA 7 : Dados dois nUmeros positivos quais-
quer u, v, g (u)+ g (v)= g (Uu+v).
Dem. Determinemos trés nimeros a<o0<c, tais

que b—a=u, c—b =v
+ / (b,c) donde o teorema.

Vem f(a,c) =/(a,6) +

TEOREMA 8:
positivo  qualquer,

Se k designa um numero racional

tem-se g (ku) = kg (u).
Dem. Se k é inteiro, trata-se de uma consequén-

cia imediata do teorema 6. Se k ¢ da forma — , vem
n
/m \ 1 /m \ 1 m
gl—u) =-ng\—u\l=-g(mu) = g (a) .
\n / n \n / n n

TEOREMA 9: g (u) = cu, onde 0< c<| 1.

Dem. Pelo teorema 7, vem O7”g (t»-f-u) —g (») =
g(v) ou 07g(x)—g(y) " x—y, com y=u, X—u-rv,
donde se conclue que g (U) é uma funcdo continua,
de u. Aproximando este resultado do teorema 8,
resulta g (x)-=xg(l) = cx. Ora, sendo 0<[/(a ,0)<

N 6—o0, vem 0<Mc<J 1.

TEOREMA 10: Se g(u)=cu, entio c=1, amenos
que M seja um conjunto de medida nula e neste caso
c= 0.

Dem. Seja / um intervaloe facamos m=u.(I M) <
<o0o0. Em virtude da definicdo da medida exte-
rior-L podemos cobrir IM com uma familia nume-
ravel de intervalos abertos, J,, de comprimento total
inferior a m+ c. Consequentemente, IMczJ\M +
+t M+ —, w-it.(2QA)< [t,@0i M) +y.(J, M)+ —
B (li -r'l, + eee)<c (m + e), designando por
?j o comprimento de ./.. Mas, sendo m<c(m-M),
vem m~cm, 0<”c<”l, resulta que c=1, ando
ser que ra = 0. E se m= u. (/Al), para todo I,
tem-se’ N~ (M) = 0.

TEOREMA 11: Se M tem um conjunto de
denso em toda a parte, realiza-se uma destas trés hipd-
teses : 1) M tem medida nula; 2) 1—M tem medida
nula;3) a,(M)=1li..(I-M) =00 e ,.,(M)=j» (I-M)-0.

Dem. Em virtude do teorema anterior, se u.(M)"fcO,
tem-se ¢c= 1. Seja, entdo, N um conjunto mensura-

periodos

vel contido em | —M. A defini¢cdo de conjunto men-
«> Basta tomar |A'i| tal que M C K, f-K, + ¢+ | pois sera
\>. (_M)=u.eWK, + MK\ )£ u., (IFK) +}H, (UK) + .-.= 0.

@ Se A é um conjunto mensuravel tem-se u.. (X) = p. (AX)-J-
f-u., (X—4), q.qg. seja X (Carathéodory). Basta, pois, aplicar
esta igualdade ao caso X = 1| {M-\- A7), A= IN
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surdvel'' permite-nos escrever jx.(/(M+ N)) =
p, (IM) + (IN),geqge* seja o intervalo /. Por-
tanto, designando por a, b os extremos de 7, vem
0=(6-a) -(6-a) = (2) (/Al)y> ~ (I (M+N)) -
— (TM) = |i.(/N), donde wu,(/JV)=0 e depois
(j.. (A") = 0. Quere dizer, a medida interior de 1—Mj
Pill-M) - 0.

Sendo assim, ou também é u, (1—M) =0, e, portanto,
1—M tem medida nula. Ou u.(1—M) >0 . Aten-
dendo ainda a que, pela definicdo de periodo M e
1—M tém os mesmos periodos, resulta que M tem
medida nula ou, entdo, p.(M) —0 e (/,(M)> 0.

Na hipétese, a (M) > 0, u,(1—M) > 0, vem,
A(MAANTTI-MAN™O e portanto, u, (M)=*  (I-M)=ca
mensuraveis.

Em consequéncia, M el —M néo sédo

TEOREMA 12 (construgdo de um conjunto
tem conjuntos n&o mensuraveis.

Dem. Definamos no conjunto dos nimeros reais a
seguinte relacdo de equivaléncia: x~y se x—y =
= racional. E designemos por C, a classe dos
nimeros equivalentes a x. O conjunto dos nimeros-
reais é evidentemente a soma das classes C,,e tem-
se: 1) a classe C, coincide com o conjunto dos
nimeros racionais; 2) se X e X sdo ambos racio-
nais C, = CVj 3) se x e X' sdoambos irracionaisC, C,
é vazio, sendo vazio pois C, C_,, para x irracional.

Consideremos agora os pares [C, C_] em que Xx
é irracional e ndo facamos distingdo entre [C, C_]
e [CL~AMCJ. Segue-se daqui que para x~y ou
—x~y, [C,,C_,] néo se distingue de [C, C_] .

Aplicando entdo o axioma de Zermelo escolhamos
um C, de cada um dos pares distintos [C, C_]
e representemo-lo por C- . Fagamos finalmente

M) :  exis-

c=S C-,C =58 C_- Temos CC = 0, C, +
+ C + C = conjunto dos nimeros reaise 1 - C = Co +
- C. Por outro lado, cada um dos conjuntos, C,
C,C admite um conjunto denso em toda parte de
periodos, a saber a totalidade dos nimeros racionais
e além disso u.(Co) = 0.

Se C é mensurdavel o mesmo acontece a 1 — C
e portanto a C em virtude de 1 — C = C" + CQ .
E sendo C, C transformados um do outro por in-
termédio da simetria y= —x as suas medidas terdo
de ser iguais. Ora, por forca de C,+ C+ C = conj.

dos nameros reais conclue-se que nem C nem C
podem ter medida nula. Entdo, pelo teorema anterior,

combinado com 1— C=C + Co, |A(CQ —0, vem

» (C) - u,(0) = oo_e
se deduz que
ndo mensuraveis

donde
conjuntos

ni(C)= p,(&)=0,
C e C sao exemplos de
(de nimeros reais).
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O PROGRAMA DE MATEMATICA DA ACTUAL REFORMA DO ENSINO LICEAL

por Maria Teodora

O programa de Mateméatica do 3." ciclo consta de
Aritmética, Algebra, Trigonometria e Geometria
Analitica.

A Aritmética é estudada no 6." ano, a Geometria
Analitica no 7." ano e a Algebra e Trigonometriaséo
estudadas tanto no 6." como no 7." anos.

O programa de Matematica neste ciclo €, pois,
dispersivo. Mas, pior do que a dispersdo por quatro
ramos da Matematica, ha a dispersdo que provém dos
assuntos tratados em cada um destes ramos nédo terem
sido bem coordenados, apresentando solugdes de conti-
nuidade, até com saltos bruscos.

Na Aritmética, no 6.° ano, a teoria dos numeros
Inteiros é estudada com a recomendagdo expressa de
que «A teoria da adicdo e da multiplicacdo sdo apre-
sentadas pelo método da indugdo» ;em Algebra no 7.°
ano é estudado o nimero complexo a duas unidades «
mas o numero fraccionadrio nao é objecto de estudo
neste ciclo. O aluno é, portanto, deixado com as ideias
intuitivas, e referidas apenas a técnica de calculo, que
adquiriu no 1." ciclo. Quanto ao nimero irracional, o
aluno é também deixado com a nocdo a que se refere
o programa do 4.° ano, o que equivale a dizer que é
deixado sem nenhumas ideias a tal respeito.

Em resumo: O aluno termina o curso dos liceus sem
ter adquirido o conceito de nimero ;ignora os méto-
dos a que a Matemdatica recorreu para generalizar
sucessivamente o0 conceito de numero e as condigdes
de unificacédo desse conceito nas generalizagcdes e ana-
logias que foram estabelecidas.

O aluno opera com nimeros mas ndotem o conceito
de nimero !

O programa de
seguintes rubricas:

«Infinitamente grandes; infinitésimos; infinitésimos
simultaneos, teoremas relativos ao produto e a soma
de infinitésimos.

Algebra do 6.° ano inclui as

Limite de uma variavel;
operacdes sobre limites.
nuidade de uma funcéo».

A estas rubricas segue-se esta outra: «Propriedades
dos polinémios inteiros».

Mas no programa do 7." ano surge desgarrado o
conceito de derivada de uma func¢do, perdido entre

limite de uma funcéo;
Nocédo elementar de conti-

* Vide Oazeta de Matematica, n." 48 e 49.

Alves

estas duas rubricas: «Problemas do 1." e 2.° grau;
discussdo» e «Férmulas da soma e da diferenca de
de dois angulos».

J& tive ocasido de me referir na Gazeta de Mate-
matica (N.° 43) @ mé& localizagcdo do conceito de deri-
vada de uma fungédo, no programa de Matemética do
3." ciclo, e também ao facto desse programa nao pedir
nenhuma das aplicagdes desse importantissimo con-
ceito.

N&do vale a pena introduzir no programa o conceito
de derivada de uma fungdo somente para que o aluno
aprenda a derivar fungfes constituidas por radicais e
fracgbes empoleiradas umas nas outras, que a imagi-
nagdo dos autores dos livros de exercicios, ou dos
professores, possa constituir.

Se nédo é possivel introduzir no programa algumas
aplicagdes do conceito de derivada de uma funcéo, é
preferivel que esse conceito seja suprimido. Por outro
lado, hd uma omissdo no programa de Matematica do
3.° ciclo que afecta gravemente todos os alunos que
terminam o curso dos liceus: Ndo h& nenhuma refe-
réncia ao céalculo aproximado das operagdes numéricas
nem aos erros dos resultados operatérios.

E vulgar, na resolucdo de problemas de Matemaética,
em que intervenham medidas, os alunos apresentarem
resultados sem nenhum significado, porque excedem —
e em muito—os limites dos erros cometidos nos dados
do problema.

Em Fisica é também vulgarissimo os alunos apre-

sentarem resultados com seis e mais casas decimais
de aproximacdo, quando a 3.* casa decimal é ja
incerta.

Medir e operar com medidas, sem a consciéncia
dos erros cometidos, ¢ medir mal. E é dificilmente
justificavel que a escola secundaria, ensinando o

aluno a medir as mais diversas grandezas, e em
varios sistemas de unidades, ndo dé ao aluno o sen-
tido justo da medicéo.

E, por isso, que surgem casos como este: Um
nimero recente de uma categorizada revista cientifica
portuguesa, com expansdo no estrangeiro, insere um
artigo em que h& medidas estatisticas aproximadas
a décimas, com erros provaveis aproximados a sete
casas decimais !.

Pouco depois da guerra,
hebdomadéario londrino «The

em 1945,
Observer»

o importante
entrevistou,



por intermédio de um correspondente especial, SIR
EDWAHD APPLETON, que durante a guerra ocupou o
importante cargo de «Secretary of the Departament
of Scientific and Industrial Research».

Vou transcres'er alguns periodos da notavel entre-
vista, inserta em aThe Observer», onde a meu ver, a
funcdo da escola secundaria é posta com justo relevo:
SIH EDWARD is in favour of a good general education
even for those who will later become scientific
specialists.

He emphasises the dangers of too early specialisa-
tion and thinks the examination system should be
adjusted to prevent this.

«It is wrong» he says «that schoolboys should be
asked to answer easy questions about advanced
science when they ought be asked difficult questions
about elementary science.»

Devo transcrever mais alguns periodos dessa nota-
vel entrevista, para que se ndo julgue, com a trans-
cricdo que acaba de ser feita, que APPLETON pretende
diminuir a importadncia da especialializacdo : SIR
EDWARD believes that the day of the lonely genius,
working alone in his secluded laboratory, may be
almost over: the future lies mainly with teams.

Com efeito, o radar, os anti-bidticos, os estudos da
Fisica nuclear, etc: confirmam a opinido de APPLETON
acerca do trabalho de investigagdo cientifica por
equipes.

Este ilustre professor e investigador, considerado
actualmente dos mais notaveis homens de ciéncia,
entende que a especializacdo é uma necessidade impe-
riosa imposta pelo enorme desenvolvimentoda ciéncia,
mas deve ter por base sé6lida cultura geral.

E é a escola secundaria que deverd fornecer essa
cultura geral.

Os programas da escola secundaria tém que ser
bem estudados e coordenados.

Os professores de todos os graus de ensino devem
colaborar na organizagdo dos programas da escola se-
cundaria. Em especial, a organizacdo dos programas
das disciplinas do 3.° ciclo precisa da colaboragdo dos
professores do ensino superior. Trata-se da resolucéo
de um alto problema cientifico que interessa a toda
a mocidade do nosso pais. Nenhum professor pode
eximir-se a colaborar na resolugdo e discussdo desse
problema.

Indicadas as deficiéncias do actual programa de
Matematica do 3." ciclo, na minha opinido, apresen-
tarei as directrizes gerais a que esse programa devera
obedecer. Julgo nao esquecer que a caracteristica da
escola secundaria, mesmo no 3.° ciclo, é essencial-
mente formativa, de caradcter geral, e ndo de técnica.

E possivel imaginar varios arranjos nas matérias
que podem constituir o programa de Matematica do
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3.° ciclo e eu manifesto a minha preferéncia por
aquele que a seguir exponho e que fica submetido a
apreciacdo de quem se interesse por estes assuntos.

No 6." ano seria somente estudada Algebra e Tri-
gonometria.

No 7.° ano seria também somente estudada Algebra
e Aritmética Racional.

O actual programa de Algebra do 6." ano seria
acrescido do conceito de derivada de uma funcéo,
colocado a seguir a rubrica do programa actual
«Conceito de continuidade de uma funcdo» e tendo

como aplicacdo o estudo da variagdo das seguintes
funcgdes :
m ax + b
y= ax \-0; y=ox +ehx+c e y = .
ax + b

Ainda o actual programa de Algebra do 6." ano
seria acrescido do estudo da funcédo exponencial e dos
logaritmos. (Matéria a deslocar do programa do 5."
ano. Veja-se Gazeta de Matematica, nimero 49).

No 7.° ano seria esjtudada a Algebra que consta do
actual programa e a Aritmética Racional, acrescida
da teoria do nimero fraccionario, do nimero irracio-
nal e do céalculo das aproximacdes numéricas.

A propésito do estudo do numero irracional e das
dificuldades que o aluno encontra nesse estudo, R.
COURANT, que é um investigador e tratadista notavel
das ciéncias Matemaéticas, diz o seguinte :

Some modem text books on mathematics repel many
students by starting with a pedantically complete
analysis of the real number system.

Mas eu considero que, de fazer uma completa ana-
lise do sistema de nimeros reais, a ndao fazer nenhuma,
h& muitissimas situagdes intermedidrias e é uma
dessas situagfes intermediarias que preconizo para
o programa de Mateméatica do 3.° ciclo, tanto mais
que o estudo do numero irracional permitiria’ ao
aluno aplicar o conceito de limite, que estudou no 6."
ano, firmando e esclarecendo as suas ideias a respeito
desse importantissimo conceito.

Estes acrescentamentos ao programa de Matematica
do 3.°ciclo torna-lo-iam mais homogéneo e, no arranjo
final das matérias que o constituiriam, também mais,
aliviado, porquanto a Aritmética Racional seria des-
locada para o 7.° ano e a Geometria Analitica seria
suprimida.

Poderéa parecer descabida a supressdo da Geometria
Analitica, no programa do 3.° ciclo. Mas vejamos : No
1." ano do Liceu, o aluno éiniciado na leitura e cons-
trucdo de graficos cartesianos. No 2." ano estuda a
representacdo grafica da proporcionalidade directa,
aplicando-a & resolugcdo de problemas simples. No 3.°,
estuda a representacdo de um ponto num plano (em
coordenadas cartesianas rectangulares) e representa-
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¢do grafica de y=ax ey~ax +bem que o e 6 sdo
valores numéricos. Ainda no 3." ano, estuda a
resolucdo grafica da equacdo numérica do 1.° grau a
uma incognita; de um sistema de duas equac¢des nu-
méricas do 1." grau a duas incognitas e desigualdades
inteiras do 1." grau a uma incdgnita. No 7." ano
estuda a resolucdo grafica da equacdo do 2.° grau
e a representacdo grafica do trinémio do 2.° grau.

Depois de tudo isto, o actual programa intercala o
estudo da Trigonometria, seguindo-se depois, final-
mente, a Geometria Analitica.

MOVIMENTO

CONGRESSO LUSO-ESPANHOL PARA O

De 9 a 16 de Dezembro de 1951 realizou-se em Ma-
laga o X1V Congresso Luso-Espanhol para o Pro-
gresso das Ciéncias. Juntaram-se naquela cidade
espanhola cerca de duzentos intelectuais espanhdis e
portugueses, que apresentaram os resultados dos seus
trabalhos de investigacdo e discutiram as matérias
que os interessam nos varios ramos da ciéncia.

A Seccdo de Matematica reuniu-se sob a presidén-
cia do Prof. Alfonso Rey Pastor (Univ. de Madrid) e
a vice-presidéncia do Prof. Diogo Pacheco de Amorim
(Univ. de Coimbra), secretariados pelo Prof. Aldea-
nueva Salguero (Escuela de Peritos Industriales de
Malaga). O discurso inaugural foi pronunciado pelo
Prof. Almeida Costa (Univ. do Porto), que se ocupou
do tema : «Histéria dos dominios multiplicativos
associativos».

Os trabalhos apresentados, que, por vezes, susci-
taram atentas discussdes, foram os seguintes :

1. «Latabulacién numérica de ecuaciones», por Juan
Garcia.

2. a0 teorema de Pohlke e a sua generalizagdo ao
caso da projecgdo central», por Jayme Rios de
Souza.

3. «Nuevos métodos nomograficos», por J. Belgrano.

4. «Sobre o conceito de posi¢do», por Renato Pereira
Coelho (que se deslocou subsidiado pela Sociedade
Portuguesa de Matematica).

5. «Critérios para comparar estimadores», por Sixto
Rios.

6. «Estimaciéon de las reservas mateméaticas por
medio de muestras», por Juan Béjar (comunica-
¢do apresentada por Sixto Rios).

coLoOQulo

Promovido pelo Centro Belga de Investiga¢cdes Ma-
teméaticas realizou-se, em Louvain, em Abril de 1951,
um coléquio sobre Geometria Diferencial que reuniu

INTERNACIONAL

Leia-se, agora, oprograma de Geometria Analitica
e ver-se-a que é constituido por «easy questions about
advanced science...», a que se refere o ilustre
APPLBTON. .

Mas se se quiser que seja dada aos alunos uma ideia
da existéncia da Geometria Analitica, como ramo
préprio das ciéncias mateméaticas, bastard que as
instrucdes que acompanhem o programa destinem uma
ou duas ligdes para que o professor apresente uma
sintese dos conhecimentos dos anos anteriores que o0s
alunos ja possuem desse ramo da Matematica.

CIENTIFICO

PROGRESSO DAS CIENCIAS — Malaga - 1951

7. «Sobre la construccion de funciones continuas no
derivables» por Rey Pastor.

8. «Esquemas indefinidos de Poisson», por Diogo
Pacheco de Amorim.

9. «Sobre algunas funciones algebraicas relacio-
nadas con la integracién sistematica de diferen-
ciales elementales», por Manuel Velasco Pando
(comunicagdo apresentada por Rey Pastor).

10. «Algunos teoremas sobre las funcionales lineales».
por San Juan (também apresentada por Rey
Pastor).

11. «Modificacion del test de Lawley para pequeiias
muestras», por Alfonso Guiraum (comunicagdo
lida por Sixto Rios).

12. «Sobre una generalizacion de las curvas de Pear-
son», por S. Navarro Sagrista (idem).

13. «Sobre os dois grupos de fungdes de conjunto de
primeira classe e a axiomatica dos espagos topo-
l6gicos mais gerais», por Luis Albuquerque (re-
presentante da Sociedade Portuguesa de Mate-
matica).

14. «Las mateméaticas en la mecéanica cuantica», por
Antonio Lopez Franco (lida pelo Prof. Ifiiguez,
vice-reitor da Univ. de Zaragoza).

15. «Sugerencia acerca de la construccién de apa-
ratos para el calculo de intégrales dobles y la
integracion de sistemas de ecuaciones diferenci-
ales ordinarias», por J. Belgrano.

Na reunido final das direc¢des das Associagcbes Es-
panhola e Portuguesa para o Progresso das Ciéncias
foi resolvido que o préximo Congresso se realizasse
em 1953, em Oviedo. L.A.

DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

um grupo de especialistas deste ramo da Geometria.
E o terceirocoléquio internacional organizado pelo
C. B.L M.e segue-se aos de Geometria Algébrica e
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de Topologia das variedades fibradas, que tiveram

lugar em 1949 e 1950 e a que a Gazela de  Matema-
tica (43 e 48) ja se referiu.
As comunicagdes enviadas e conferéncias feitas

foram reunidas em volume* podendo assim delas
beneficiar um maior nimero de matemaéticos.

Para dar uma indicagcdo dos assuntos tratados, re-
produzimos o indice da publicacéo:

BOMPIANI, E, Topologie des éléments
quelques applications.

FAVARD, J., Sur quelques problémes de

TERRACINI, A., La notion d‘incidence
niments voisins».

SCHOUTEN, J., A., Sur les tenseurs
tions principales V,_,— normales.

VINCENSINI, P., Sur les réseaux et les congruences (w).

HAANTIJES, J., Sur la géométrie infinitésimale des
espaces métriques.

différentiels et

couvercles.
de plans «infi-

de V,, aux direc-

SOBRE OS

Xo Laboratério de Engenharia Civil, M.O.P., foi
realizado um curso sobre Instrumentos Matematicos
da Estatistica que teve inicio em 21 de Janeiro e
termo em 21 de Margo. Foi constituido por 15 licdes
e regido pelo matemético da instituigéo.

0 curso apoiou-se sobre um outro realizado no
Laboratério em Maio e Junho de 1951 para o seu
pessoal técnico e sobre trabalho realizado na pre-
visdo de comportamentos ligada a problemas de
dimensionamento de estruturas e de tracado de es-
pecificagfes. Foi imediatamente motivado por neces-
sidades reveladas no seguimento destes trabalhos ;
a extensdo da possibilidade de frequéncia a funcio-
narios das Direc¢des Gerais, nas Universidades, Ins-
titutos, etc., surgiu do sentimento da possivel utili-
dade. A justeza do sentimento ficou patenteada pela
larga inscricdo e sobretudo pela frequéncia as licdes
e pelo interesse revelado nos periodos de questdes
que prolongaram cada exposigao.

As licdes assumiram a forma de tratamento de
varios temas sem preocupacdo de ligagdo entre eles e,
dentro de cada um, sem intuito de compendiagdo ; o
expositor visou muito deliberadamente conceitos e
métodos —e ndao resultados. Em particular, sé iniciou
uma ou outra demonstragdo para esclarecer um con-
ceito ou exemplificarum método suspendendo-a onde
ou quando o seu fimparecia atingido.

Segue a lista dos temas com a indicagdo suméria
dos nameros de sessdes que cada consumiu e um
breve sumério com uma ou outra indicacdo de
método, alcance, ponto de vista, etc.

* Colloqgue de Glomilrie Différentielle — C. B. R. M., George
Thone, Liége et Masson & Cie, Paris, 1951

GAZETA DE MATEMATICA

LICHNEROWICZ, A., Généralisations de la  Géométrie
k&hlérienne globale.

BOMPIANI, E., Géomélries riemannienncs d'espéce  su-
périeure.

HLAVATY, V., Géométrie différentielle de contact.

KUIPER, N .H., Sur les propriétés conformes des

espaces d'Einstein.

SiMUNAK i, F., Le théoreme fondamental de la géo-
métrie  textile.

VAN BOUCHOUT, V., L,es lignes hexagonales dans les
réseaux de  surfaces.

B ACRES, F., La méthode du pentasphére oblique mo-
bile et ses applications.

GODEAUX, L.,Sur les surfaces associées a une suite
de I™aplace terminée.

ROZET, O., Sur les congruences non W de  droites.

DEBKVER, R., Les espaces de I"électromagnétisme.

INSTRUMENTOS MATEMATICOS DA ESTATISTICA

(1) Introdugdo  (1). —Fez-se a justificacdo do mé-
todo que iria ser utilizado nas exposi¢cdes ; em parti-
cular distinguiu-se o «papel da demonstracdo na
matematica» do «papel da demonstracdo na exposi-
¢do da mateméatica.» Criticou-se certo cepticismo
superficial e espectacular que foi moda entre distin-
tos cultores do Calculo das Probabilidades e que
induz o principiante (com os «paradoxos», por exem-
plo) em divagagfes extemporaneas e faz de cada um
autor duma teoria da probabilidade. Desta maneira
se procurou evidenciar o interesse duma axiomatica
das probabilidades como base capaz para o desenvol-
vimento do. Célculo das Probabilidades e, principal-
mente no curso, como introducdo Gtil as meditacdes
sobre a natureza do aleatério a que todo o usuario
dedica necessariamente algum tempo. Desta forma
ficou colocado na sua perspectiva o tema Probabili-
dade e Medida.

(1) Probabilidade e Medida (4). —Introduzindo a
distribui¢do uniforme no intervalo (0,1) e um meca-
nismo adequado, pds-se o problema da probabilidade
dum conjunto de pontos desse intervalo.Por exem-
plo, considerou-se demoradamente o conjunto ter-
nario de CANTOR e procurou-se a sua probabilidade
no contexto indicado. A axioméatica dos corpos ele-
mentares de probabilidade de KOLMOGOROFF foio fio
condutor que permitiu abandonar a possibilidade
duma probabilidade que fosse um «nUmero» por uma
que fosse «extensdo» e chegar a medida B pela cri-
tica da medida J e a medida S pela generalizacéo
da medida L. A axiomatica da medida P (Cramér;
apareceu como solucdo do problema posto: a pro-
babilidade é uma medida P .
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O problema do valor médio pds o do integral defi- dernizadas. E finalmente,na posi¢cdo de LAPLACE, como
nido; primeiro a CAUCHY, depois a RIEMANN —JORDAN, lei do erro resultante para certo tipo de composicao
a BOREL e finalmente & LEBESGUE —considerando sem- dos erros elementares (também sujeitos a condigdes).
pre a distribuicdo uniforme em (0,1). Os integrais de Esclareceu-se (LAPLACE-LIAPOUNOFF) a posigdo cen-
STIKLTJES correspondentes apareceram quando nos tral que a lei de LAPLACE-GAUSS ocupa na teoria das
libertdmos desta hipdtese e suposemos uma distri- probabilidades e o dominio em que ela aparece em
buicdo da massa 1 definida pela sua cumulante, variadas circunstancias como uma lei assintética.
qualquer. Acentuou-se, por outro lado os riscos de uma aceita-

(1) Distribuicdes (4). — Este grupo de licdes ¢do por grosso da hipoétese da normalidade (distri-
visou um objectivo duplo: procurou-se a familiari- buicdo de CAUCHY, distribuicdo dos valores extremos).
dade com as densidades e cumulantes das distribui- (VII) Estatisticas da Distribuigéo quase Ignorada
¢des fundamentais e a facilidade no uso das tabuas (1). — Levantou-se os problemas da existéncia de dis-
que permitem o calculo efectivo. Para tanto partiu-so tribuicdo e do tratamento de distribuicdes sobre as
das distribuicdes gama e beta (a maneira de WEAT- quais s6 podem afirmar-se, além da existéncia, pro-
HKRBUBN, um pouco encurtada talvez) e estabelece- priedades muito gerais. Esclareceu-se com os teore-
ram-se os nexo3 com a normal, as do 7-, de i, de z e mas fundamentais das estatisticas ordenadas as pos-
F, binomial e de Poisson ; desta maneira as «Tables sibilidades e deu-se um panorama de resultados
of the Incomplete T-Function» e as «Tables of the neste ramo recente e prometedor da estatistica.

Incomplete B — Function» de KARL PEARSON tomaram - -
(VIIl) Estatisticas Ordenadas (1). — Definiu-se o

problema das distribuigfes exactas e das distribuicdes
assintdéticas de estatisticas ordenadas. Considerou-se
primeiro o caso dos quantilhos para que se deu a
distribuicdo exacta (conhecida a cumulante) e uma
distribuigdo limite. Terminou-se com as estatisticas

(1V) FuncGes  Geradoras (1).— O titulo e uma de ordem fixa (extremos e outras) pela exposigdo e
breve introducdo procuraram avivar o convivio com critica da solugdo de FISHER e TIPPET e da de GUMBEL.
estes (teis instrumentos e permitiramuma arrumacéo
da fungdo caracteristica. Esta foiporém o centro de
interesse ; ndo tanto, de resto, como funcdo geradora
de momentos como pelo teorema da inversdo apoiado
no da caracteristica da soma e nos dos limites.

0 lugar central que lhes compete enquanto que pelo
caminho ficavam a claro as transformagdes simples
que das funcdes de EULER levam as densidades e cumu-
lantes referidas. Exemplificou-se com uma estima de
parametro e um ensaio de hipdteses.

Em fecho recordou-se que o curso ndo foium epi-
s6dio sem passado nem futuro no trabalho da insti-
tuicdo mas que, muito pelo contrdrio serviu de ponte
obrigatéria de uma para outra parte de trabalhos em

(V) A Lei Normal (2).— Viu-se a chamada leinor- progresso. Foi referida também a inevitabilidade da
mal aparecer como um artificio de calculo em Moivre organizagdo no nosso meio de certa actividade do
(1733). Estabeleceu-se de novo como lei de erros que tipo seminario  de matematicas  aplicadas que preste a
satisfaz a certas condigbes simples : as de GAUSS, mo- engenharia a assisténcia necessaria.

N OTICIARIO

DOUTORAMENTO NA F.C L. Eliminacdo (polinémios de uma varidvel); 4 — Raizes
imaginarias em equagdes (inteiras) reais; 5— Teore-
mas de redutibilidade (equacgdes de coeficientes intei-
ros) ; 6 — Estudo analitico das qudadricas regradas;
7 — O problema da intersecgdo das superficies em
Geometria Descritiva; 8 —Figuras geradas por fei-
xes de planos; 9—Func¢des de variagcdo limitada;
10 — As formas quadraticas fundamentais na teoria
das superficies; 11— Equacdes lineares as derivadas
parciais de 1.* ordem; 12— O problema fundamental
do Célculo das Variagdes.

Tiveram lugar, em Fevereiro de 1952,na Faculdade
de Ciéncias da Universidade de Lisboa, as provas
para doutoramento em Ciéncias Matematicas do
assistente do Instituto Superior de Ciéncias Econd-
micas e Financeiras, José Ribeiro de Albuquerque,
nosso querido colaborador.

A tese intitulada «Teoria dos conjuntos projec-
tivos»”) foidiscutida pelo Prof. Doutor José Vicente
Gongalves. OB pontos afixados foram os seguintes :
1 —Formas quadraticas; transformacgdes lineares e
invariantes gerais; 2—Func¢des simétricas (em geral);
funcdes simétricas das raizes de um polinémio ; 3—

Os interrogatorios, relativos aos pontos n.’' 6 el12,
tirados a sorte, foram feitos, respectivamente, peloB
Profs. Doutores J. V. Gongalves e J. F. Ramos e Costa.
() Revista da Faculdade de Ciéncia», 2." série, A—Vol. 1 A Gazeta de Matematica felicita o Doutor J.

pags. 345 a 400, Lisboa, 1951. Ribeiro de Albuquerque.



CONGRESSO INTERNACIONAL DE MECANICA

TEORICA E APLICADA

De 20 a 28 de Agosto deste ano realizar-se-4 na
Universidade de Istambul o 8" Congresso Internacio-
nal de Mecénica Tedrica e Aplicada. As comunicagdes
apresentadas serdo distribuidas por 5sec¢des: 1—Elas-
ticidade, plasticidade e reologia; 2 — Mecénica dos
fluidos (aerodindmica e hidrodindmica) ; 3 — Meca-
nica dos sdlidos (balistica, vibracdes, atrito e lubri-
ficacdo); 4 — Mecanica estatistica, termodinamica
e propagacdo do calor; 5 —Mateméaticas da Fisica
e Mecénica e métodos de calculo.

As linguas oficiais do Congresso sdo :inglés, fran-
cés, alemdo e italiano.

A direccdo do Secretariado é: P. O. Box 245 —
Istambul — Turquia.

MATEMATICAS

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciatu-
ras em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
-Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatorios
para as escolas militares e curso de engenheiros
gedgrafos — Ano de 1951 — Ponto n.° 2.

3336—Demonstrar que, se 0os inteiros positivos a e
6 forem primos entre si, a+ be a—a6+ é" ou séo pri-
mos entre si ou tém o méaximo divisor comum 3. R :
Sabe-se que, se a e b sdo primos entre si, a+b e ab
também s&o. Mas

a’- ab + b*= (a+ b)’—3ab.

Vé-se entdo que todo o divisor comum a a’ —ab + b’
e a+ b é divisor de 3 ab e, portanto, s6 pode ser 3 (além
de 1) visto a+b e ab serem primos entre si.

3337 — Considere-se a sucessdo dos numeros pri-
mos até p; seja a o produto de alguns desses nume-
ros, 6 o produto dos outros; demonstrar que a+b
admite um divisor primo superiora p R: St a+b ¢é
primo, a proposicdo  é evidente. Se a+ b ndo é primo,
admitird  um divisor primo ¢ qut ndo pode ser nenhum
dos factores de a ou b. Na verdade, supondo ¢ um dos
factores de a, por ex. seria b= c (teorema fundamental
da divisibilidade), 0 que é absurdo porque, nestas  condi-
¢Oes, c¢ seria também um dos factores de b (se um ndmero
primo divide um produto de factores primos ¢é igual a
um  deles).

3338 — Demonstrar que 3 ¢2°""' + 7 n—6,
é inteiro positivo, é sempre divisivel por 49.

onde n

GAZETA DE MATEMATICA

PREMIO

O «lInstituto for the Unity of Science» concedera
um prémio de $500 a melhor memdria sobre o tema
«Mathematical Logic as a Tool of Analysis : Its Uses
and Achievements in the Sciences and Philosophy».
Dois prémios adicionais de 200 dollars cada seréo
atribuidos aos dois outros melhores trabalhos. Trata-
-se duma competicdo internacional a que todos podem
concorrer. Os trabalhos ndo devem conter mais de
25.000 palavras, podem ser escritos em inglés, fran-
cés, ou alemdo e tém de ser apresentados antes de
1 de Janeiro de 1953. Para informacfes mais porme-
norizadas dirigir-se a: Institute for the Unity of
Science, American Academy of Arts and' Sciences, 28,
Newbury Street, Boston, 16, Mass. U. S. A.

M. Z.
(De Acta Mathematical) 87— Uppsala, 1952)

ELEMENTARES

N. B. — Escrevendo f(n)=3 «2'"""+ 7n—6 cal-
cular / (1), formar a diferenca 8/(ra)—/(n+1) e
proceder por inducdo completa. R :

f(l) = 32>+ 7¢1—6= 49
8f (n) - f(n+ 1) = 2°[3-2""+" + 7n - 6] -
— [3-2"+*+ 7(n + 1) - 6] - 49n - 49 = 49,
Portanto,

demonstra
verificado

se f(n) =49 também f(n+1)=49, o que
a proposicdo  por indugdo completa, visto estar
que f(l1)=49.

3339 — Decompor de todos os modos possiveis
1164 em duas parcelas inteiras positivas, multiplas
de 13 e de 29 respectivamente. R: Sendo (x,,y,) uma
solucdo inteira positiva da equagdo 13x + 29y = 1164,
a correspondente  solugdo do problema proposto €

18X4, 29y,.
3340 — Demonstrar que o produto dos n primeiros

numeros impares é igual a — Ci"P, onde Cf" e P,

representam respectivamente o nimero de combina-
¢Oes de 2n objectos n an e onlmero de permutacdes
de n objectos. R :

(2n)

!
c* P, = o0 =

2» " 2» n!

>

SomsT () (- W~ C+H0C+ =
= (2n - 1) (2n - 3) eee3- 1

atendendo a que 2n—2k=—2 (n —K) .
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3341 — Para que valores de m tem a equagédo
x* + 4x —3 =TO(X + 12 — TO)

raizes reais e desiguais ? R : A equacdo dada ¢é
lente a

equiva-

+ (4—m)x + (mM—12m —3) = 0.

Deve ser A> 0, isto e,

2
—— < m< 14.

—3m*+40m+ 28> 0. Vem

Solucdes dos 0." 3136 a 3341 de Laureano Barros

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras
— Ano de 1951 —Ponto n.° 2 — Outubro.

|

3342— A soma dos nimeros a,6 e c éigual a 255 e
o seu menor multiplo comum é 1785. Sabe-se ainda que
m. d. c. (o,b) = m.d.c. (@a,c) = m.d.c. (6,c) —17.

Calcule os nimeros ab e c. R: Tem-se a= 17k;
b=17k"'; c=17k", com k, k' e k" primos entre si
dois a dois.

Substituindo nas relagdes dadas, fica k+ k'+ k" =
- 255:17=15; m. m. c. (k,k"', k")- k ek' k"
= 1785:17 =105=3x5x 7. Donde, por ex. k= 3,
k'_5, k"=7 e a=51, b= 85, ¢c= 119.

3343 — Demonstre que n°+ (n+ 2)° é divisivel por
4, qualquer que seja o inteiro n. R: n*+ (n+2)° =
= 2n°+6n°+ 12n + 8= 2n’(n + 3) + 4. Conside-
rando 0s casos n par e n logo se vé que a
primeira  parcela é também divisivel  por 4.

impar
sempre

3344 —Calcule os valores inteiros e positivos de
a e b que anulam a raiz da equacdo a(x—17) +
4- 204 = 26(5—x). R: A equagdo dada €é equiva-
lente a (a+ 2b) x —(17a+ IOb —204) =0 . As condi-
¢les a impor sdo: 1) 17a + 10b = 204; 2) a+ 2b=£0.
A equagdo 1) tem uma sO solugdo em ndmeros inteiros
e positivos, a = 2, b= 11, que satisfaz também 2).

3345 — Dado o trinémio /(x) = px* —¢x + 1
deduza a relagdo que deve existir entre p e g para
que o trinémio admita uma raiz superior e outra
inferior a 1. R : Deve terse pf(l)e<0, isto ¢
p(p-qg + 1)<0.

3346 —Determine os angulos x positivos e infe-
riores a * radianos que tornam positiva a fraccdo

2 sen’x+sen x—1
sen x — 1

R : O denominador  da fraccdo ¢ n&ao positivo
pois: 2 sen’x-f-senx —1 < 0, istoé,

; deve ser,
—Il<senx<l/2.

o7
Donde,

O«™x<it/6; -<X<AT;.

18

3347 — Mostre que se o triangulo A B C é rectan-

i sen B + sen C
guio em A, se tem = sen’A -fcos" A .
cos B + cos C

R: Se A=90°, B=90<>-C, donde:

senB + senC senB-f-cosB

cosB-t-cosC cosB-t-senB
= 1= sen" A -f~cos’ A, c. g. d.
SolucBes dos n.” 3.(42 a 3347 de Fernando S. Dayid

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior Técnico e Faculdade de Engenharia do
Porto —Ano de 1951 — Outubro.

3348 — Determinar m de maneira que a soma dos
quadrados das raizes da equagédo

X"+ (m- 2)x —(TO+ 3)=0

seja igual a um namero N. A que se reduzem as
raizes da equagdo dada para o menor valor de N't
R : Sendo Xx e x, as raizes, teremos X'+ X|= (X,-(-x.,)’—
—2X,X,=m*-2m-i-10 = N, donde m=>+ "N —9 .

Supondo que a segunda parte do problema se refere
ao menor valor de N que torna reais os coeficientes

= |+ /17

da equacdo (N=19) as raizes pedidas sdo )

3349 — Qual o nimero de tridngulos que se podem
obter tomando para vértices dez pontos num plano,
sendo trés deles colineares? R: C3' —1 =119 .

3350 —Resolver a equagéo
X' —12x*+ 9 =0
fazendo, ae preciso, a transformagdo dum radical duplo

na soma de dois radicais simples. R:

X=%/6%x371 = x(y/|xy/]|

-2 (T™h2v/T)
3351 — Que valor deve ter m para que o terceiro
e o oitavo termos do desenvolvimento do bindmio

(> . sejam dois termos equidistantes
\t/3x
dos extremos? Calcule entdo o valor desses ter-
ceiro e oitavo termos. R: m—2=7, dondke m=9:
16 x'ylx, T,= -1536-"-
373

3352 — Qual é o menor nGmero inteiro que veri-
fica a inequacdo :
X'—4x—5
X (x—l)(x+l).
Solucdes dos »."> 3348 a 3352 de Fernando S. David

>0. R: x= 6.
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS

F. C.C.— ALQEBBA SUPERIOR — 2."" Exame de frequén-
cia —1949-50.

3353 — Discutir e resolver o sistema :

x-Sy +z-4 =0, 2x-3y +2z+ 1- 0,

—2X + y—3a—2=0, —x+y—a —3= 0.

3354 — Em que pontos (x ,y) tem a funcdo

1 +t(s-1)
¢y -~ 5 :
Zz — i
nm valor real? E um valor imaginério puro? Pode
prever-se que as linhas obtidas tém um ponto comum?
Qual e porqué?

3355 — Seja para a curva x°—t/'=1,PQ o0 seg-
mento de normal em P, entre P e o eixo das abcissas.
Determinar e estudar a equac¢do do lugar geomé-

trico dos pontos médios de PQ .

1. S. A. — MATEMATICAS GERAIS+ -1.° Exame de fre-
quéncia —15-2-1952.

3356 —Diga o0 que entende por série convei gente
e por soma e resto duma tal série. Enuncie e demons-
tre ocritério de convergéncia de D'ALEMBERT e o res-
pectivo corolério.

3357 — O que entende por classes contiguas de
nimeros racionais? Sendo X wuma grandeza posi-
tiva e a um numero positivo definido por duas
classes contiguas H, K de numeros racionais posi-
tivos como se passa da grandeza X para a gran-
deza « | . Demonstre que dadas duas grandezas A
e B positivas existe sempre um nimero positivo a
tal que A= aB.

3358 —Deduza a equagdo da circunferéncia de
centro em C (2,1) tangente a recta y—2x—2=0.
Designando por A o ponto em que a recta é tan-
gente a circunferéncia e por O a origem das coor-
denadas, escreva a equacdo do lugar geométrico dos
vértices dos tridngulos de base OA e de area igual
a do tridngulo O AC.

GERAIS
WiQ)
3359 — Sabendo que cos = 1- (WiQ)
10 21!
(n/10)* " (-/10)" calcular
a1 FEDT 6,
cosl—0 com érro inferior a 0,01
3360 - Calcular:
Sjx'—3X .
i . b i
a) lim, - ) i+ 1+2""
v/i2x3+ x - |
1
l1im

3361 — Facultativo— Represente graficamente o
conjunto dos pontos (x,y) que verificam a condicdo
(8y-*y>2) n (y-x)-
exame de fre-

I. S. A. — MATEMATICAS GERAIS 1"

quéncia.

3362 —Diga o que entende por série absoluta-
mente convergente e demonstre que toda a série' abso-
lutamente convergente é convergente. Enuncie e’
demonstre um teorema relativo a séries de sinais al-
ternados.

3363 —Defina soma de dois numeros positivos a
e p. Demonstre que se for a=(A\A") e P=(B| BY),
sendo A ,A" por um lado e B ,B"' por outro pares
de classes contiguas de nUmeros racionais, se tem:
%+p-(A+B\A'+B<).

3364 — Considere a paradbola y=6x e a recta
y= x+lc. a) Determine o valor de k para que a recta
seja tangente & paréabola e designe por P o0 corres-
pondente ponto de tangencia, b) Escreva a equacdo
do lugar geométrico dos pontos tais que o quadrado
da sua distdncia a P seja igual a distancia a recta
4a;-3y+6=0 .

3365 —Calcule, a menos de 0,001, a soma da
o J
série 5Jé L.
o 5"n!
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oyl x-1
3366 —Calcular a) Ilim
r-*0
Hm
o4 x*—2x4- 1 it Xt —2x + 1

3367 — Facultativo — Represente graficamente o
conjunto dos pontos (x,y) tais que (X -;y*= 1) fI
n(3a;-42/>0).

I. S. A. — MATEMATICAS
quéncia — Maio 1952.

GERAIS — 2.° exame de fre-

3368 — Definr os conceitos de maximo e minimo
locais e o de fungdo regular num dado intervalo.
Enuncie e demonstre o teorema de ROLLE.

3369 —Defina o conceito de assintota e deduza

as formulas usuais para a determinagdo das assin-
totas duma curva caso estas existam.
3370 - Estudar a fungdo /(x) = e re-

X*—X—2

presenta-la graficamente.

3371 —Separar as raizes da equacdo x°'—3x —1 =0
e determinar uma delas, a menos de 0,01.

x+ Gy +Ss=I

3372 — Discutir o sistema  4x + 6y + pz =2
6x 4 Spy 4 15z= 8.
I. S. C.E. F—MATEMATICAS GERAIS —Exame final

— 3 de Outubro de 1951.

3373 — Estude e represente graficamente a funcéo

(a-x)”
a+ X
Dominio. (—oo0 ,—a)e(—a, +00); limy= —o0;
lim y=—o00; |lim x=4-00; limy= 4 o00.
10 X—s+0 00
Continuidade. E continua em todos os pontos do
dominio.
Tragos. Ospontos (a,0) e (0, a).
. 4 a*
Crescimento, v = x—3a + e portanto
a-t-x
i 4 a»
y'=1 que se anula quando 4ar = (a 4 x)°
(@t xy
isto é: Xx,=—3a e X, = a. Fungdo crescente em

(—o0,—3a); crescente
em (a, + 00).

Méaximos e minimos.

decrescente em (— 3a,a);

M(—3a, —8a) e m(a,0).
8 a*
Concavidade. y " =
(a+ 9
negativa; y">0em (—a, +00) concavi-
N&o h& inflexdfo em ponto algum do

; y'<;0 em (-00,-a)

concavidade
dade positiva.
dominio.

15

Assintotas. A recta deequacdo X+ a=0 e assintota;
4a»

de y = x—3aH resulta outra assintota de
a+ X

equagdo y=x—3 a. As assintotas de umacurva algé-
brica, n&o sao, evidentemente, em nUmero superior ao
grau da equagdo da curva (neste caso 2).

A curva é uma hipérbole.

3374 — Determine a, 6, c, d, e,f de tal modo que :
[(1)=21"-5X -5X' + 2X+ 1= O(1-2)" +
+bhb(x—2)y+c(x- 2)y+d(x- 2)y+e(x—2) + /
e aproveite o resultado para indicar o nimero de

raizes de /(x) superiores a 2. (Enuncie a regra que
lhe permitiu indicar este nimero de raizes). R: For-

ma-se a transformada em (x —2)
2 —5 0 -5 2 1
2 4 -2 -4 -18 -32
2 —1 -16 1-31
4 -2
4 -1 -18
14 36
18 135
22
11 40
4
2 |15
Temos portanto
f(x) - 2x°- 5x"- Bx*+ 2x + 1 =
= 2(x- 2)+ 15(x- 2)'+ 40(x- 2)' +
4-35(x—2)*- 18(x - 2) - 31.

O ndmero de raizes superiores a um nimero a hao
excede o numero de variagbes dos coeficientes da trans-
formada em (x —a) e, quando inferior é da mesma
paridade.

H& uma raiz superior a 2.

3375 — Utilize a sucessdo de STURM na contagem
e separacdo das raizes de X'+ x'—3x'+4x—2=0.

R : Forme-se a sucessdo de STURM com o algoritmo
conhecido
f (x) 1 1 -34-2
f,(x) 4 3 -6 4
-1 6 -12 8
27 -54 36
3 -6 4

S desnecessario prosseguir no algoritmo das divisdes
sucessivas, porque a terceira funcdo mantém o sinal
em (— o0, 4-00) visto ter raizes imaginérias.
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Calculados os limites das raizes
NEWTON) L=1 e 1=>—3, teremos :

(pelo método de

X —o00-3 -2 —1 0 1 + oo
X'+ X'~3x-+4x-2 + — — +  +
4x°+3x'-6x + 4 — + + + 4+
3x*-6x+4 + 4+ + + 4+ 4+
N.° de variagBes 2 2 1 1 1 0 O
Confrontando a primeira e Ultima colunas, teremos
2>ara resultado da contagem, duas raizes reais ; uma

raiz no intervalo (—3, —2) outra em (0,1). H& qua-

tro raizes, duas reais ja separadas e duas complexas
conjugadas.
3376 — Quantas fungdes y (x) define implicita-

mente a equacdo f(x,y)=2x"+ (2—By) x+y—2 =0
nas vizinhangas do ponto x=1. Enuncie o teorema
de existéncia. Determine os trés primeiros termos do
desenvolvimento em série de alguma das funcdes y (x),
atrds definida, na vizinhanca do ponto a=1. R:
Enunciado do teorema de existéncia. «Se a funcéo
f (x.y) se anula no ponto P (a,b), isto é: f(a, b) =0;
se numa vizinhanca de P (a, b) a funcdo ¢é continua
como fun¢do de x; se numa vizinhanca de P o funcéo
é continua e mondtona como funcdo de y; e' possivel
determinar uma vizinhanca de a, tal que a cada x ai
tomado, corresponde um e um s y, de tal modo que os
pares assim associados anulam f (x,y)» .

Pode demonstrar-se ainda que, nas hipéteses do teo-
rema enunciado a fungdo y (x) é continua em qualquer
ponto x do seu dominio (a vizinhanga de a que se deter-
minou) e, por consequéncia, €é representada no plano
xOy por um arco de curva continua passando por P (a,b).

Demonstra-se  também que, nas hipéteses do teorema
enunciado e supondo ainda que f (x,y) é diferenciavel
em P (a,b) e com derivada fE(a,b)”r0, oo a funcao
y (x) é diferencidvel no ponto x= a; admite pois ai uma

fi(a,b) ,
derivada finita dada por v (a) = . Geome-
o " fi(a,b)
tricamcnle, o arco de curva continua que representa y (X)
admite uma tangente ordinaria ndo paralela a Oy, no
ponto P (a, b).

Se a derivada IC (a,b) é continua no ponto P, além
de finita n&o nula, oarco de curva que representa y (X),
é um arco de curva regular e sem tangente alguma para-
lela a Oy, em alguma vizinhanca de P.

Fortalecendo as hipdteses do teorema de existéncia,
atras enunciado, obtem-se: ase a fungdo f(x,y) é nula
no ponto P (a,b); se T (x,y) éfinita em cada ponto
de uma vizinhanca de P; se f£(x,y) é finita, nunca
nula e sempre do mesmo sinal em cada ponto de outra
vizinhanga de P : entdo f (x,y)=0 define uma e s6 uma
funcdo y (x) na vizinhanca de x= a».

Fortalecendo ainda mais as hipéteses obtem-se final-
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mente um teorema de existéncia de uso corrente:  «se
f(x,y) énula noponto P (a, b); se f[ (x,y) & continua
em P; se (I,(x,y) écontinua e ndo nula em P ; entdo,
f (x,y)=0 define uma e s6 uma fungdo y (x) em certa
vizinhanga de x= a».

Para x=1 afuncdo f(Xx,y) = 2x*+(2—3y) x+ y*-2
enula comy=1ey=2. Noponto P (1,1) é fE=4x +
+2—3y e {,= —3x + 2y manifestamente continuas e
com fj(1,1) mm —1, H& pois uma fungdo y, (x) def inida
implicitamente na vizinhanga de x=1, e que vai assu-
mir valores vizinhos de 1.

No ponto P (1,2) as derivadas parciais sdo conti-

nuas e fj(l,2)=+1; ha& pois uma fungdo yj(x) defi-
nida implicitamente na vizinhanga de x=1, e que vai
assumir valores vizinhos de 2.
O desenvolvimento da primeira fungdo ¢é:
y- (0 -y d) + (x-1) y<(M+ o Y @) A
, 4x+2-3y
y.(h) =15 y(x)=-
-X + 2y
donde yi(l) = 3; yp>Xx =
(3x-2y)(4-3y")-(4x-2-3y) (3-2y')
(3x-2y)*

donde y',"(1) = 4.
Portanto: y (X)=1+3(x-1)+2(x—I)"H
Solugdt-s dos n.” 3373 a 337G do J. Ribeiro do Albuquerque

I. S. T.— MATEMATICAS GEBAIS — 1"
quéncia ordinario — 23-2-1952.

exame de fre-

3377 — Determinar a relacdo que deve existir
entre os coeficientes a e b para que sejam reais todas
i—x\"
as raizes da equagdo - .

quac i-rXj

Resolver a equagdo, nessa hipdtese, supondo conhe-

=a+ bi

cido o argumento a do complexo atbi. R: Supondo
i—Xx
x real. tem-se que o médulo do complexo é igual
i+ X
a unidade. A relagdo entre a e b é, portanto, a‘*+b*=1.
De a+ bi«=cosa + i *sena, vem
i—x a+ 2kir a+ 2kjr
= cos h 1 esen =
|+ x
= COS p 4 iesen 3
Daqui tira-se:
X=tgl-=t,",, (k=0,1,2, ...,n-1).



GAZETA DE MATEMATICA

3378 — Considere um arco de circunferéncia. Tire
tangentes pelo seu ponto médio e pelas extremidades.
Seja A a érea do triangulo formado pela corda do
arco e pelas tangentes nas extremidadades, e B a
area do triangulo formado pelas trés tangentes. Mos-
tre que liinyl/Z? =4 quando o comprimento do arco
tende para zero. R: A figura mostra-nos que

Vé-se imediatamente que

A sen‘(a/2)
B" " 4 esen’ (a/4)

e daqui resulta

3379 — Calcular a derivada da funcédo
< i

y = (COSX) " * e(sen x) " K +e

+ chlog x + shlog x — x.

Poder-6e-ia prever o resultado obtido sem efectuar
a derivacdo? R: Repare-se que

f(x) '«'<*) = e

e que chlogx+shlogx=x. Logo y=e’ ea sua deri-
vada € nula.
I

3380 — Mostre que o reciproco dum complexo é
igual ao cociente do seu conjugado pela normacomum.
Deduza daqui que as poténcias do mesmo expoente,
inteiro, de complexos conjugados sdo também com-
plexos conjugados.

3381 — Diga se o teorema de CAUCHY significara
que uma funcdo derivada, continua num intervalo,
toma sempre sinais contrarios nos extremos, onde se
supde que a funcgdo primitiva tem valores iguais.

Verifique que o teorema de ROLLE se pode conside-

IT

rar um caso particular do de LAGRANGE e que este,
por sua vez, estd incluido no desenvolvimento duma
funcdo pela férmula de TAYLOK.

3382 —Estabelega as propriedades mais impor-
tantes da funcdo tangente hiperbdlica e represente-a
graficamente. Escreva a sua funcdo inversa sob a
forma duma fun¢do logaritmica.

I. S. T. — MATEMATICAS GERAIS — 1" Exame de fre-
quéncia extraordindrio — 29-2-1952.

3383 — Dado no plano de CAUCHY O afixo dum
complexo z, determinar o afixo dum complexo z', tal
que [z—Z] = a-|s| e ocociente z'jz seja um imaginério
puro (a—numero real positivo). Discutir o problema
para os diferentes valores de a e interpretd-lo geome-
tricamente. R: A segunda condi¢cdo obriga a ser
cos (@— a)-=0, ouseja, a=7rl2-(-a ou a=3JT/2+ a.

Quanto a primeira condi¢do, temos

asp=I/p*t-p-—2pep'+cos (a:

a) ep'=p-ejlar—1.

Havera 2 solugbes para a>1, uma solucdo paia a=1I
e nenhuma para a*ClI.

3384 — Dada a fungdo y=f(x), admitindo deri-
vada de 3.* ordem continua, calcular

f (x + 3?i)-3-f{x + *2h)+-a-f(x+h)-f(x)

R : Desenvolver f (x+3h),f(x+2h) ef (x+ h)pela for-
mula de TAYLOR, para n=3 e com resto de LAGRANGE.

Verifica-se  imediatamente  que o limite procurado .
igual a P" (x) .

3385 — Mostrar que a funcéo

m m\
y—x-(a-cos }6esen —)
X X

)
satisfaz & equacéo

X'-?2/"— 2x°-2/'+ (2x' +'»') ey - O.
R : Calcule-se

y'= 2xe (a*cosm/x + besen m/x) +
+ me(a+sen m/x —b ¢ cos m/x)

y* = 2e (a*cosm/x + besen m/x) -

+ 2m/x ¢ (a-sen m/x — b ¢ cos m/x) —

—m*/x* «(a+cos m/x -fbesenm/x).
Substituindo

na equacdo dada obtém-se uma identidade.

3386 — Demonstre que a soma das poténcias de
expoente m das n raizes de indice n da unidade é
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igual a n se m é multiplo de n e é nula se m néoé
multiplo de n.

Qual sera o valor daquela soma para as n raizes de
indice n dum complexo?

3387 —Defina ordem dum infinitésimo. Que valo-
res pode ela tomar? Prove que a ordem de p=e™* em
relacdo a a=I1/x, infinitésimos quando x tende para
infinito, € um infinitamente grande. Para isso, veri-
fique primeiro que

e*
11m— =+ o00.

jc=+00 X

3388'— Enuncie as propriedades mais importantes
das funcdes inversas. A fungdo poténcia transcendente,
de expoente maior que a unidade, pode inverter-se?

CALCULO

F. C. C.— CALCULO INFINITESIMAL— 2.° Exame de fre-
guéncia —1949-50.

3389 — Extremar a funcdo

xyz) = @3 (p-y)(p-2)
com x+y+ z=2p.
3390 — Determinar as trajectérias ortogonais da
familia de rectasy—ax+3a=2.

3391 —Calcular o integral da funcdo Ya*—x' no
intervalo (a,a 1/3/2).

F. C. C.— CALCULO INFINITESIMAL — Exame final de
1949-50.

3392 —Extremara fungdo xy ¢ (x+2y —3).
3393 — Resolver a equagédo diferencial :
yiv-yi>i-3y" + By>-2y = 1620(1 + x°) e~

3394 — Considerar a circunferéncia x‘+i/* —8y +
+9=0 e o sector circular limitado pelo eixo Oy e
pelo segmento de recta de unido do centro da circun-
feréncia com o ponto A em que esta curva intersecta
a parte positiva do eixo Ox.

Calcular a area deste sector.

F. C. P. — CALCULO INFINITESIMAL - 4."
revisdo -1950-1951.

3395 —Dada a linha y = logx determinar:
a) Assintotas e grafico da linha; b) A equagdo da
evoluta ; c¢) A circunferéncia osculadora no ponto

Exercicio de

GAZETA DE MATEMATICA

Caso afirmativo, faca um estudo sumario dessa fun-
¢do inversa e represente-a graficamente.
Enunciados e solugdes dos n.°* 3377 a 3388 de J. H. Arandes

ERRATA — Exercicio 3310, Gazeta de
49, Outubro de 1951.

Matematica,

O Sr. Eng. Arandes assinala-nos uma incorrecgéo
no exerc. 3310. A abscissa G do ponto variavel P
é dada pela conhecida relagao :

XA-_TXA — 2a —(—2) - a

1-(-2) ~

Analogamente, para a ordenada, YJ, teriamos
f]= —2a°’. O lugar geométrico dos pontos P ¢é pois
0 eixo 0-n das ordenadas (¢=0) e ndo uma circun-
feréncia, M. z.

1-r !

INFINITESIMAL

x = Wi ; d) O comprimento do arco compreendido
entre os pontos x=0 e x—w/6. R:

Assintotas X = ir/2+ kT, k inteiro.
X = x—tgx
{Y —logcosx—1.
Circunferéncia osculadora :
centro (x,= w/4—1, y,= —log2/2—1)
raio R -=1/2,

equagdo: fa —£ + 1N*+(Y , + -109g2+1.N =2.
Comprimento do arco:
c«n
s=1J yl+tgixdx =

-[logtg (1 + J)X"°-

3396 —Sendo p= I+tgfl determinar: a) As
equagdes das assintotas ; b) O grafico; c) A éarea
da regido do 4.° quadrante limitada pela linha dada
e pela linha p= cos6. R: A linha é simétrica com
respeito a origem p(@) = pO+x) .

Assintotas f= 00 para ®@=ir/2

/1+tg*t+2tge\

CrrN - [ 1+tg*9 )y Ao-
. 1
Uma assintota : p=
cos 6 )
Outra assintota (pela simetria referida) o= .
cos e
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Area :

1 no 1 fo
A=-1 cos’6d6 / (I+tg’e + 2tge)da =

23-17/2

=J, i[lo,,-1]-

3397 — Determinar as linhas para as quais o
comprimento de arco entre um ponto fixo e um ponto
corrente seja igual ao quadrado da ordenada desse
ponto
Ay =y

1

Derivando em ordem a X e elevando ao quadrado
ambos 0s membros vem 1+y* = 4y y* ou

(t-\N7Tin~T i) (1 Jayi=i y) =0 (D)
que se desdobra em duas equagbes diferenciais das quais
s6 integraremos uma

1- yAR —1y<=1). )
Separando varidveis e integrando vem
Juty - 1dy = x+ k.
Fazendo 2y = cht vem
sh’ldt= - (shtcht —t)
= -[2yv/4d4y’-1-log(2y+.,4y’-1)].

O integral geral de (2) é entdo
2y My* - 1- log 2y + t/iy”~i) - (©))
- 2x+ c=0.
O integral geral da outra equacgdo referida e
- 2y v/i4y2—1 + log(2y+ «/4y2-1) — (@)
-2XxX+ C 0.
Multiplicando membro a membro (3) e (4) obtem-se

a equagdo das linhas  pedidas.

F. C. P. — CALCULO INFINITESIMAL —5.°
revisao - 1950-1951.

Exercicio de

3398 — Calcular ~=ff ;j f?2dd: sendo o dominio
"D
D limitado pelas linhas p=1+cos a ep =2co0s6. R’

J2COS6

19

do /
*/2 Jo

[(1+ cos 6) —4cos’ 8 da +

bip

—/
2J-ff/2

1 /3712
H | (1+ cosa)dO

1 /"3ir2 I'</a
—/ (I + 2cosa+ cos’a)da- 2 j cos‘ede
- c[2«+ ] -« - -

3399 — Considerando a superficie <S gerada pela
rotacdo em torno do eixo dos xx do ramo onde
x> 0 da linha x* —y*= 1, determinar: a) a area
da zona desta superficie limitada pelo paralelo
x = 1/2; b) o volume do sélido limitado pela super-
ficie S e pelo plano do paralelo x=2. R:

a) dA = £iryds,

ds = y/l+ydx, y'—xl/y:

A=2.JJ,"V221dx. Fazendo I/2x=cht «em

Jarg ch 2
A=— | sh’tdt=— shtcht-t
Jarg ch\j 2
V/i2jar,chv”2 ~2 L I»
=N j2\/3—argch2 - yl2 + argchf\z.]
="~r2v/3-/2 + loglx"].
yl2 L 2+t/3j
b) dv = «y’dx
V=T;/ (x*-1)dx=-,..

F. C. P. — CALCULO
revisdo — 1951-52.

INFINITESIMAL — 1" exercicio de

3400 — Calcular, a partir da defini¢do, a derivada
de y=x’tgx para x=w. R:
(ir + hptgirc + h) — irtgir
- hm —_ ° o

»*> A
tgh
= Hm(«+ h ) * = A%,
X

3401 — Derivar y = j/chlog,,cos x. R:

y' - \/chlog, , cosx j*—” logchlog,,, cos X -

1
th log,, , cos X ¢
X
tg x* logth x—coth x «(1—th*x) log cos x
log® thx



3402 — Determinar a ordem e a parte principal de
= X —sen X com respeito a a= 1—cos X para

—0. R:
. . 3T~ 51+ . 3!
lim =1lim = lim  =A
*50 " xi\
4t
Para n= 3/2 (ordem de 3 comrespeito a a) ien
.32 1/2
A= lim— = —
3! x3 3
t/2
0=— a” +e
e — infinitamente pequeno de ordem superior a 3/2

com respeito a a.
I

3403 — Determinar 0s maximos e minimos de
(x-1)(x4-2) . .
y - e fazer a representagdo grafica. R:
X (x+ 1)
Axd.2 zeros x = — 12
X4- N
Pontos de  descontinuidade:
X2(1+ X)’
@+ X x=0, x= —1
y', L K=-T 1 i>0 — X = - — minimo.

Para valores suficientemente pequenos de h> O vem

2-41.

H > O Crescente

24 ah Crescente
yab = > O Crescente
y'-i-h) < O Decrescente Decrescente
y'-ith) < 0 Decrescente
X=+0 —y=+o00l x=0
Xx=—1+0—>sy = + 00 ! Assimptotas X =—
XxX—+o00 y -1 J y=1

Para — I<x<0-»y>f =9

Para x< —1 ou x>0-»y<l]|

Para x= —2 ee x=1-+y=20.
v
3404 - Calcular JV2x* + | dx=I. R: Fazendo
sht
X - vem
y/2

GAZETA DE MATEMATICA

I= — / eh*tdt. Integrando por partes
V2.

1
| = (shtcht + t) + C
272

1 jXxyll 42,0 4~ argshvexJ +C

[*xv/1+"2x2 + - L log (v/2x4-v/14~2T2)J + C.

3405 -
= 2cht tem

Calcular jy*- 4dx —J. R: Fazendo

J =4 J"sh?tdt = 2[shtcht—t] 4 C
- |- I/xT"4 - 2argch-1+ C
= —vix2—4 - 2log (x 4-v/x2-4) 4-K.

Outros problemas saidos:
3406 - Derivar (log,,» x) """ .

3407 — Calcular a derivada de sh x* a partir da
definicéo.

3408 —Desenvolver em série de MAC-LAURIN
y = sen’x e analisar o resto de LAGRANGE.

3409 — Determinar os maximos e minimos de

CoS X .
y=x-e~" edey = e desenhar os respectivos
1—cos x
graficos.
3410 —Calculak: | dx
J v/-x'4-2x + 4
/ — ; faretgl/l 4- x dx .
3 (1+ x+ xy J

Solugbes dos n.”" a 3395 a 3410 de Rogério Nuaes

. S. A, — CALCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILI-
DADES —1.° exame de frequéncia — Marco 1952.

00
3411 —Seja 2 *"*" * " * série de poténcias de
n

variavel complexa tal que limv/| a,,\ = —. Sabe se

esta série é convergente para z=e"'"'? Justifique
a resposta.
3412 — Calcule duas das raizes da equagédo

.0_.5,4_33 _5,2.1=0.
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3413 — Primitive as seguintes fungoes :
arcsen (7x)

x—1. b V/i-49x2 "

a) ylax-4log

3414 — Calcule uma primitiva da funcéo
/5 11
(cosx + 1)'1 — senx+ — cosx—14 cotg x+14 cosecx

(cosx—1) (2 + sen x -f-2 cos x)*

Nota: dispensa-se o célculo dos coeficientesrela-
tivos a uma das raizes e pede-se o resultado sob
forma real.

I. S. A, —CALCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILI-
DADES —2.° exame de frequéncia — Maio 1952.

3415 - Seja /(X)=1—2%x2 + X* + eee ¢ F (X) a
primitiva de f(x) que, para x=0, toma o valor 1.

MECANICA

F. C. L. — MECANICA RACIONAL — 1" exame de fre-
guéncia 1950-51. 1.» chamada 20-1-951.
3419 —Produto mixto de trés vectores: definicdo

e propriedades.

3420 — Sistemas de vectores equivalentes.

3421 —Centro de um sistema de vectores para-
lelos : defini¢do e propriedades.

3422 — Movimento central: definicdo e proprie-
dades. Importancia da féormula de BINET

R «U/r 1\
rr\ dx

3423 - Dado o plano TT= P = O+ é— 3e, + 5e-t-
+ X(2e,—e,+e)+ Yy (4e +5e,+2e) e arecta r =
= Q= O+ Se, + 2e, + e, +vfo—5e, + e,) escrever a
equagdo vectorial do plano normal a ir que passa
pelas intersec¢Bes da recta r com os planos OXY e

OYZ. R: Seoplano a—e—| *  sendo QXY *©
QOYZ pontos da recta, oplano pedido a-—e—r.
Sendo n1— teremos .e. a equacdo do plano

iaH —O+d+ Ce+nNn M= 0 + 38" + 2", +
e, + T (ei—5e, + e) + f](-e! + 2&,).
3424 —E dado no plano OXY o segmento AB

tendo as duas extremidades sobre o0s eixos coorde-
nados e fazendo com o sentido negativo de OX o
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Escrever os quatro primeiros termos do desenvolvi-
mento de F (x) e os trés primeiros termos do de
[F (X)]' em série de poténcias de Xx.

3416 — Seja z a funcdo de t e v definida pelas

condigbes z=X +y, X=t+uty, y=/(<), " =0(0-

Calcular e e sem efectuar substituicdo
dt* Oto»

alguma.

3417 —Sendo V o vector (x—y,xX) e C o arco
da parédbola y = x- desde o ponto (0,0) até ao

ponto (1,1), calcular / VdP .

3418 —Calcular o volume limitado pelas super-
ficies z=x"+y', lU=x" e z=1.

RACIONAL

Considere-se um sistema de 4 vectores
V2= —6e,, v, = heiiVi=lcei aplicados:
em C (ponto médio de AB), «4

angulo a.
vi=  — aei,
Viev, emA;
em B.

Supondo dados os valores de a e b determinar
os valores de h, Je, e a para que este sistema seja
equivalente a zero. R : Para queosistema seja equi-

iR=0

16=0

valente a zero ter4d deser em relagdo a qual-

quer ponto do espaco.
Como R=vi+v,+v, +v,= (—a + k)ej+ (h—b) e,,

[R=0

em relagdo ao ponto A  teremos

5.=o0
G~= (C-A)AV,+ (B-A) Av,
G, = A- be+ (B-A) Akex.
Sera entéo:
(—a+k)ei + (h-b)e,=0 k=a
A-bé,+(B-A)Ake, =0

A be,=(B-A) Ake,

— cosa = ksena .a= aret
2 92k

Resposta:  h=b k=a a=arctg—,

2k
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P
1+ ecos
com um movimento central em relacdo a um dos focos
e sendo omaddulo da sua velocidade quando passa no
vértice mais préoximo do foco igual a 1+e. a) De-
terminar os mddulos da velocidade e aceleragdo do
ponto e a constante das areas, b) A partir das com-
ponentes radial e transversa da velocidade, decompor
este vector segundo as perpendiculares ao eixo maior
da elipse eao raio vector, c) Determinar o valor de
todas as grandezas indicadas nasduas alineas ante-
riores quando O ponto passa naperpendicular ao
eixo maior tirada pelo foco. R : a) Nas condigdes do
enunciado, podemos utilizar as seguintes expressoes :

c=(P-0)Av "ormoCP- O)= 1

3425 — O ponto P descreve a elipse

v=1+e
+e

obtém-se c=—— (1+e) sen 90' p
l+e

vi=1l+e +2 cosfp v="+2ecosp
cera»ilr ri
Ld<P rj

(1 + e cos tp)

b) Designemos por vje v, respectivamente as
componentes da velocidade segundo as perpendicidare*
ao eixo maior e ao raio vector.

_dp dr
Como v.= iy 4t teremos as seguintes
relagdes
Vjsen p Vjcos if + v. = v,
dr ce ce
Mas como — = — sen p V. =
dt P ' P
obtém-se
de c
r—= —(1- ecos =
it p ( L) v, =
c) Neste caso p=90° e jIn +e, a=

- P>vi—ejvj— 1.

Solugdes dos u.""3419 a 3425 deJ. d'Oliveira Vicente
S. T.—MECANICA RACIONAI, —1.° exame de fre-
quéncia — 16-2-51.
3426 —E dado o campo de vectores

X—5+z7—2
Y =2 +2x + 3z
Z _7-3y — x.

GAZETA DE MATEMATICA

Serd ele um campo de momentos? Anular-se-a
nalgum ponto ?

3427 — Conceitos e propriedades das funcdes har-
moénicas — Definicdo do problema de DIRICHLET.

3428 — Legitimidade de utilizacdo da série trigo-
nométrica do seno e da série trigonométrica do
€oseno.

I. S. T.— MECANICA RACIONAL — 1.9 exame de fre-
quéncia extraordinario — 1951.

3429— Determinar uma curva plana talque o
centro de gravidade da area limitada pelos eixos
coordenados, pela curva epela recta X =x, tenha

. ax e
por abcissa Xxi = . R:

r y d x
ou

(@ +x)MdxE f(x)dx= x"*"f(x)dx
derivando duas vezes vem

@- 3y =xy

d¥ dx

- -3x)

y x*

logy +3logx = —

X

3430— Funcgdo de GREEN. Sua utilizacdo nareso-
lucdo do problema de DIRICHLET.

3431 — Componentes da velocidade e da acelera-
cdo dum ponto em coordenadas gerais. — Comparar
as componentes da aceleracdo com os primeiros mem-
bros das equacdes das geodésicas, em calculo abso-
luto. E concluir dessa comparacdo que a grandeza da

) , s
aceleracdo, sobre uma geodésica, €
,.

I. S. T..MECANICA RACIONAL — 2."" exame de fre-
quéncia — Julho de 1951.

3432 — Integrar as equagbes do movimento dum
s6lido com um ponto fixo, nocaso em que o ponto
fixo € o centro de gravidade do sélido eo elipsoide
central de inércia é de revolugdo. R : As equacdes
de EULER reduzem-se a equaces diferenciais de coefi-
cientes constantes cujos integrais sdo imediatos.
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3433 — a) Principio de HAMILTON da mecanica
einsteineana ; b) Verifique que as transformacdes
especiais de LORENTZ formam um grupo.

3434 —a) Classifique os movimentos dum fluido
perfeito; b) Num movimento irrotacional, que pro-
priedade deve ter o potencial das velocidades para
gue a velocicade seja um rotor?

Quais as consequéncias ? R: Sefor v = grad @ =
= rota serd& divgradp= lap = divrota= 0. toe
funcdo harmonica.

3435 —Seja £ (ii,ft C», "i,«» eee* ' '"g

funcdo qualquer dos seus argumentos, admitindo
derivadas. E seja =L + S] (</,— z).
i O*
PROB

No n.» 49, a Redacgdo da G. M. anunciou abrir,
a partir do presente n.°, duas secgdes permanentes:

1 —Inquérito aos Leitores.

2 —Concurso de Problemas.

E, desde entdo, se pedia a todos os Leitores o au-
xilio de comunicarem a Redacgdo as suas impressdes
sobre a orientagdo actual e futuros melhoramentos
a introduzir na nossa Revista—que essas impressdes
venham sob todas as formas, oral ou escrita, de todos
os lados, Continente, llhas, Ultramar ou Estrangeiro,
e de todos os sectores matematicos, principiantes,
alunos de cursos médios e superiores e professores
de Matematica.

Particularmente se dizia: «Mais do que nunca se
torna necessario que esses professores apontem qual
o0 caminho a seguir, quais as modificacdes a fazer na
nossa Revista».

Em resposta a este eshoco de inquérito, a Redaccédo
recebeu até a data da composicdo do presente n.° a
opinido de dois leitores: JMF de Lisboa e L M dos
Acores.

Este facto levanta um novo problema a orientagédo
da Gazeta : odo esclarecimento perante os Leitores
dos objectivos da Revista:

1 —A G.M.nédo tem quaisquer intuitos lucrativos;
0s andncios ndo sdo pagos, os autores dos artigos
publicados néo recebem um «centavo», quase todos os
colaboradores pagam as respectivas assinaturas.

2 — A G. M. «pretende ser um instrumento de
trabalho e um guia» para todos os estudiosos de Ma-
tematica. Este facto exige uma perfeita e intima co-
laboracdo entre os seus Leitores e Redactores, por
forma que estes possam, efectivamente, imprimir a
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Verifique que as equacgdes de estacionaridade do
r*i

integral 1) | adt se reduzem as equacdes de LA-
M

GRANGE da fungdo L, com z, —q\. R: As equacles

de estacionaridade de 1) sé&o

a =+ V-——(d-2)- —— =0

b) — + 2 T—T-@h-m- 3—-0]
rfz, "(Jzhit, <iz,

a) reduz-se ao sistema de LAGRANGE
identicamente.

paro z,= (',
e b) verifica-se

Solucdes dos n.» 3429 a 3435 de J. Gaspar Teixeira

LEMAS

mais (til orientacdo. Em reiumo: A G. M. vive
exclusivamente dos seus Leitores e para os seus Lei-
tores ; € necessario pois que sejam estes, através da
Redaccdo, os verdadeiros orientadores da Revista.

E este, na realidade, o problema fundamental da
G. M.: resolvido, estardo implicitamente solucionados
os restantes, incluindo o da grave situagdo financeira.

A Redaccdo agradece reconhecida as duas cartas
recebidas em resposta ao inquérito iniciado e pede
insistentemente a atengdo dos Leitores para a necessi-
dade do desenvolvimento do mesmo inquérito.

Serdo apresentados a apreciacdo dos leitores resu-
mos das sugestdes recebidas.

Inicia-se no presente n.° o Concurso de Problemas
anunciado no n.° 49, cujo regulamento é o seguinte:

Regulamento do Concurso de Problemas

1 —E aberto um concurso, entre os leitores da
G. M., de problemas propostos pela Redacc¢do, dividido
em 3 seccdes: a) Elementar, b) Média e c) Superior.

2 — Cada solucionista poderd concorrer a uma ou
a todas as secgoes.

3 — O Concurso, em cada secc¢do, consistira na
resolucdo de seis problemas publicados em numeros
sucessivos da G.M., dois em cada nimero.

4 — As solucdes devem ser apresentadas até ao fim
do trimestre a que respeita 0 numero da G.M.em
qgue sairam os problemas, afim de serem publicadas
as melhores no mais préximo nimero em que for pos-
sivel (em geral no segundo nimero posterior a publi-
cagdo do problema).

5 — As solugbes deverdo ser apresentadas em folhas
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soltas e escritas de um sé lado e cada folha so6 con-
terd um problema, e indicard o nome do solucionista.

0) Os simbolos deverdo ser escritos a méao.

b) Os desenhos deverdo ser apresentados em folhas
separadas e cobertos a tinta da China, com indicagdo
do problema a que se referem e o0 nome do autor da
solucédo.

6 — Serdo atribuidos os seguintes prémios ao me-
lhor solucionista que, em cada seccdo apresentar
um minimo de 5 solucdes certas:

Secgdo elementar — 1 assinatura dum ano da G. M.

e 1 exemplar dos Conceitos Fundamentais
tica por BENTO DE JESUS CARAGA.

Seccdo média — 1 exemplar do Vol 1, fases. 1 e 2
da Algebra Moderna
exemplar do Vol. | do Boletim da S. P. M.

Secgdo superior —um exemplar do Integral de
Riemann por RUY LUIS GOMES O1 exemplar do Gltimo
volume publicado da Porlugaliae Mathematica.

de Matema-

Problemas propostos
SECGCAO ELEMENTAR :
3436 — Existe um so triangulo em que os trés

lados e uma altura sdo nimeros inteiros consecutivos.
Determine um tal triangulo.

BOLETIM

por L. VAN DEK WAERDEN e 1

GAZETA DE MATEMATICA

3437 — Mostrar que nao ha base de sistema de
numeracdo na qual um nimero de trés algarismos
iguais seja o cubo desse algarismo, isto ¢, aaa=a’.

SECCAO MEDIA ;

3438 — Demonstrar que  sen - 4 sen - +
8, yI7
+tseny ——.

3439 — Determinar o lugar geométrico do centro
de uma circunferéncia variavel que passa por um
ponto fixo e que corta uma recta fixa segundo um
angulo constante.

SECCAO SUPERIOR :

3440 — Determinar a regido de convergéncia da
série 1+ rcosz+ ricos2z +

3441 — Mostrar que uma homografiaque conserva
a recta no infinito do plano xOy (eixos cartesianos
rectangulares) conserva ainda o centro de gravidade
de toda a area homogénea S contida no mesmo
plano  xOy.

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, alem de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serfto publicadas criticas de livros
e outras publicagdes de Matematica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redaccéo.

92 —LESE'INARD, V.et PERNET, R. —Arithmé-
tique, Classe de Mathématiques Elémentaires (et
Technique), 2." éd., Lib. André Desvigne, Lyon.

Trata-se de um manual destinado a estudantes dos
cursos preparatérios das Escolas Superiores.

Nesses cursos, 0s programas de Aritmética sao
sensivelmente os mesmos, em Portugal e Franga,
pelo que se torna Util a professores e estudantes por-
tugueses o conhecimento de livros como este. Da sua
leitura e do confronto consequente com 0s NOSSOs
livros congéneres devem resultar, em geral, alguns
ensinamentos.

Embora, no prefacio, os Autores se refiram a simpli-
cidade de uma construgdo axiomatica da Aritmética
e tudo pareca indicar que véo fazer uma exposicdo
desse tipo, da leitura do livro conclui-se que é total-
mente diferente a orientacdo seguida. Esta é a vulgar-
mente utilizada nos livros elementares de Aritmética;
trata-se, no entanto, de uma exposicdo clara e, de
forma geral, precisa (dentro do quadro utilizado).

Excepcionalmente, os autores ddo um desenvolvi-
mento pouco usual a um ou outro ponto (por ex., a
divisdo de ndmeros naturais) e renovam, num ou

noutro capitulo, a exposi¢do. De forma particular,
referimo-nos a teoria da divisibilidade que é exposta,
neste livro, com base no conceito de congruéncia.
Tanto entre nds como em Franga, s6 ha pouco, em
livros elementares, comecou a ser utilizado este pro-
Cesso.

S6 excepcionalmente, também, aparecem aspectos
grosseiros como o seguinte :

Definido produto de um niimero a por um namero b
como soma de O numeros iguais a a: axb=a +a+
+ eee +a3 (b vezes) (1) concluem os autores que
ax0O=0 «porque no 2.° membro da igualdade (1) ndo
figura nenhum namero a».

Os exercicios propostos, embora pouco NnumMerosos,
constituem uma colectanea interessante quer pela
variedade quer pelo nivel (superior, em geral, ao
encontrado nos nossos livros didatieos, mesmo em
livros de exercicios). Sé por isso valera a pena ser
consultado pelos nossos estudantes, embora conhe-
camos outros compéndios franceses da «Classe de
Mathématiques», em que a extensdo e variedade
dos problemas propostos €é incompardvelmente
maior (por ex., Arithmétique de Brachet et Du-
marqué). Laureano Barros
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Colecgdo fundada por A. A. MONTEIRO
e continuada sob a direc¢cdo de L .NACHBIN e C. SILVA DIAS

L. NACHBIN, Combinacdo de Topologias

EstuJo de propriedades do conjunto ordenado de todas as topologias sobre
um conjunto Esc #50,00 ou Cr #25,00

L. NACHBIN, Espacos vetoriais topoldgicos

Estudo dos espagos topoldgicos, corpos, corpos topolégicos, espagos veto-
riais, espacos vetoriais topolégicos, partes limitadas, topologias fracas e
fortes Esc #140,00 ou Cr #70,00

A. A.MONTEIRO, Filtros e ideais

Estudo dos reticulados ou «latticesu distributivos, reticulados e logicas de
Brouwer, reticulados e algebras do ISoole, aritmética dos filtros primos e
maximos Esc #100,00 ou Cr #50,00

M. M. PEIXOTO, Convexidade das curvas

Estudo das fungdes convexas no sentido classico e no sentido generalizado
de Beckenbach e suas relacdes com as desigualdades diferenciais Esc #100,00 ou Cr #50,00

M. L.MOUSINHO, Espagos pro/e/ivos

Estudo dosreticulados completos modulares complementados e seu emprego
na caracterizacdo ordinal dos espagos projetivos de dimensdo qualquer . . Esc #70,00 ou Cr #35,00

C. SILVA DIAS, Corso de Topologia Algébrica

Estudo dos complexos lineares, classificacdo das superficies fechadas, com-
plexos simpliciais, grupos de homologia, grupos de l'oincaré e de bomotopia Em impressédo

Estas obras podem ser obtidas através das seguintes livrarias :

LIVRARIA SA DA COSTA EDITORIAL LATINO AMERICANA
Rua GarreH, 100-102 Rua Senador Danfas, 76, Grupo 505
Lishoa—Portugal Rio de Janeiro Brasil
NO PRELO:

INTEGRAL DE LEBESGUE-STIELTJES PORKUY LUIS GOMES

PUBLICACAO DA JUNTA DE INVESTIGACAO MATEMATICA

0OS ANUNCIOS DESTE NUMEKO SAO SAO PAGOS
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Nimero avulso:

nimeros

em 1952

17 escudos e 50 centavos

Assinatura relaMva a 1952 (3 numeros) 40 escudos

PONTOS DE EXAME

Uma das secgbes permanentes da Gazeta de Mate-
rnat ira € constituida pelos pontos de Matematica do
exame do 3." ciclo do ensino liceal e de exames de
aptidao as Universidades e pontos de exames de fre-
quéncia e finais das cadeiras de matematica das
escolas superiores.

2« EDICAO DO .VOL. Il (N." 5 a 8)

Continua aberta a inscrigdo para a nova edicdo do
ano Il da Gazela de Matemética (n.'" £a 8) ao preco
de escudos 30. Esta nova edigdo oferece aos leitores
da Gazeta de Matematica a possibilidade de comple-
tarem as suas coleccBes no formato ¢ caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscrigbes atinjam o numero de 300, proceder-
-se-a, a composigdo, impressdo e distribuicdo da nova
edicdo do ano 1. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 serd vendida ao pre¢o de escu-
dos 40.

CONDICOES DE ASSINATURA

A administracdo da Gazela de Matematica aceita,
durante 10)>2 quando pedidas directamente, assinatu-

ANGARIE
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Concorrera, assim,

ASSINANTES
DE

ras de trés nimeros, ao pre¢o de escudos 40, para o que
basta indicar o nome, a morada e o local da cobranga.
As assinaturas sd@o renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas as
assinaturas tém inicio com oprimeiro nimero publicado
em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS

Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Matematica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao ila sua assinatura.

NUMEROS ATRAZADOS

Estdo completamente esgotados os nimeros 5 all,
13 e 14 da Gazeta de Matematica. Os restantes nu-
meros sdo vendidos aos pre¢os seguintes:

N.°" 1-4 (2.* edicdo tio ano | ,no formato
actual e com o texto cuidadosamente re-

Vvisto) 40*00
N."* 12 e 15 a 49, cada nimero 12$50
N.° 50 60100

A administracdo da Gazeta de Matematica exe-
cuta qualquer encomenda h cobranca pelo correio.

PARA
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para o melhoramento

de uma revista semobjectivos comerciais

PRECO ESC. 17$50
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