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A O L E

Todas as publicagdes que desempenham uma funcédo util
estdo sujeitas a evoluir — a propria natureza da sua funcdo o
impde.

Uma publicacdo é lancada com um determinado objectivo
que procura realizar de certa maneira, dirigindo-seaum certo
plblico. Ao fim de alguns nimeros, as reac¢des do publico,
0s seus desejos, 0 agrupamento dos seus leitores em sectores
determinados, indicam claramente se a publicagcdo tem condi-
¢cdes de vida e, nesse caso, em que sentido deve orientar-se
para bem servir o seu publico. »

A «Gazeta de Matemdtica» possui jd a experiéncia neces-
sdria a sua orientacdo definitiva e vem portanto no seu 5.°
nimero, dar conta dos resultados dessa experiéncia

1.° A «Gazeta de Mateméatica» tem condi¢cdes de vida, e
verifica-se que ela correspondeu a uma necessidade da nossa
populagdo académica.

2.° A «Gazeta» deve fazer incidir a sua acg¢do, em especial,
a preparacdo para a aptiddo as Escolas Superiores e
E ai que a expe-

sbbre
sobre os primeiros anos dessas Escolas.

riéncia mostrou residir principalmente o publico que dela
"necessita.
3.° Em consequéncia desta verificagdo, a «Gazeta» vai,

ndo dizemos mudar a orientagdo, mas rectifica-la e afirma-Ila.

melhor no seu sector principal de acc¢édo.

A LOGICA MATEMAT

As convencgdes e 0s métodos da Légica matemdtica tém-
-se imposto gradualmente, como valiosos instrumentos de
andlise das idéias, a despeito das fortes reac¢cdes que de ini-
cio se opuzeram a sua introdu¢do no dominio da Ciéncia
Pareceu-nos, em particular, que, para uma clara e perfeita
compreensdo da parte do programa de matematica do 3.° ciclo
dos liceus, que se refere aos métodos da Geometria, muito
haveria a lucrar com o emprego judicioso de alguns ele-
mentos de Légica matemdtica, ministrados previamente ao
aluno, numa extensdo do programa que, sem o0 sobrecarregar
em excesso, teria a compensadora vantagem de o favorecer
em grande parte do seu trabalho, contribuindo apreciavel-
mente para o desenvolvimento das suas faculdades de anélise.
No esbdégco que, em seguida, apresentamos, fomos além do
gque seria necessario para uma simples aprendizagem dos
métodos da Geometria : a idéia que nos orientou foiade mos-
trar, ainda que modestamente, até que ponto chegam, tanto
neste como em outros dominios de aplicagdo, as possibilida-
des didacticas da Loégica matemdtica. Assim, ver-se-a que
também o estudo da Aritmética racional e o das inequacdes
podem ser nitidamente beneficiados com esta orientacédo.

I T O R

Como V Dedicando, ao ensino das cadeiras gerais das Esco-
las Superiores — Algebra, Calculo Infinitesimal, Mecanica
Racional —uma actividade maior do que asimples publicacédo
e resolugcdo de pontos. Vai passar a dar indicagdes mais gerais,
mais completas, porventura mais Uteis. A partir do préximo
nimero, vai publicar exposi¢gdes sistematicas da pratica refe-
rente a capitulos das cadeiras referidas. Quantas vezes o estu-
dante se sente embaragado pela falta de um bom guia que o
ajude na resolugdo de problemas — o estudo duma curva, a
realizacdo dum cdalculo numérico, etc. A «Gazeta» vai procurar
suprir essa deficiéncia ; daqui por diante publicard, em cada
nimero, um guia pratico dum problema geral.

O mesmo vai procurar fazer-se no que diz respeito as
preparagcdes para admissdo as Escolas. Cada numero ficara
constituido por uma parte, digamos, transitéria — os pontos
safdos nos periodos imediatamente anteriores — e uma parte
permanente que, acumulada, nimero a numero, formard ao
fim de algum tempo um instrumento — guia de trabalho pre-

cioso.

A «Gazeta» julga, déste modo, orientar o seu esforco
naquéle sentido em que a préatica indica que éle pode ser mais
Gtil ; os nossos leitores dirdo se acertamos.

B. C.

ICA E O ENSINO MEDIO

1 — Considerando as trés proposi¢cdes seguintes:

x— X é um triangulo ;

5, — O Sol é uma estréla ;

s — Todos os multiplos de 3 sdo pares;
vé-se imediatamente que, enquanto a primeira é falsa ou ver-
dadeira conforme a figura geométricda 4 que X , na realidade,
se refere, a segunda é incondicionalmente verdadeira e a
Gltima, incondicionalmente falsa. A veracidade da proposi-
¢do a é, pois, condicionada pela natureza de X, por isso que
serd verdadeira para umas determinagdes, e falsa para outras
determinagoes, daquela variavel -': diremos entdo que a ¢
uma proposicdo condicional em X (ou, simplesmente, uma

m Estas reac¢des foram devidas, em grande parte, a alguns exageros
reprovéveis dos logisticos. E inteiramente justa aironia de H. Poincaré,
ao comentar as célebres definigdes do nimero 1, dadas em simbolos do
sistema de Peano.

fJ Pressupde-se, é claro, que X satisfaz a uma condigdo prévia, neste
caso expressa pela proposicdo 'X é uma figurageométrica™. Frases, como
«A alma é um triangulo», em que nédo se atende a éste preceito, sdo —nao
propriamente falsas, porque ndo se chega a por aqui o problema do "Ver-
dadeiro ou falso» mas antes vazias de sentido.




condig&o), e para o porem evidéncia podemos escrever *(A),
em vez de 7.. Por outro lado, as proposi¢des tais como p e -
dir-se-ao categoricas, por isso que a sua veracidade ndo
depende de circunstancia alguma: ou bem sdo verdadeiras,
e sdo-no entdo em qualquer caso, ou bem sédo falsas, e nédo
h4 possibilidade de as tornar verdadeiras. Se lembrarmos
que tdoda a igualdade entre expressdes algébricas encerra, na
verdade, uma proposi¢do, apenas formulada em linguagem
diferente da usual, encontraremos, logo, exemplos de propo-
sicbes categoricas verdadeiras, nas identidades; de proposi-
¢O0es categoricas falsas, nas igualdades impossiveis, e de pro-
posigdes condicionais, nas equacdes. Exemplos andlogos nos
fornecem as inidentidades, as desigualdades impossiveis e as
inequacdes.

Podem ainda, naturalmente, apresentar-se
condicionais em mais de uma variavel, como por exemplo a
seguinte «A', Y e Z sdo trés rectas que se intersectam no
ponto U », que é, como se vé.condicionalem X , Y, Z e U ;
mas tudo o que dissermos para as proposi¢cfes condicionais
em uma s6 varidvel facilmente se generaliza a todas as outras
proposicdes; além de que, como é evidente, um sistema qual-
quer de variaveis, X ,Y, Z ,e+es, pode sempre, mediante um
acto mental simples, considerar-se como uma variavel dUnica,
de categoria diferente, W = (A, Y, Z , o)

proposicdes

2 — Dadas as duas proposigdes
jj—X é um multiplo de C;
S—X é um multiplo de 3;
nota-se que, sempre que a primeira é verdadeira, a segunda
também o é, ou o que vem a dar o mesmo, que, sempre que
esta é falsa, aquela é falsa também ; de modo que podiamos
escrever: «Se X é um multiplo de G, X serd também um
multiplo de 3» ou «A é divisivel por 6, logo é divisivel por 3».
Diremos entdo que 7.implica 3, ou que 8 é consequéncia de 7.,
ou que p resulta de 7. (todas estas expressdes sdo equivalen-
tes), e escreveremos, simbolicamente, >—*p.
E facil ver que, dadas trés proposigdes 71,
»—>71e y-t—*xj, entdo

7., e 73, se
%\ —e 73; 0 que se exprime dizendo
que a implicagdo légica goza da propriedade transitiva. Por
exemplo : a proposi¢gdo «A €é um quadrado» implica a pro-
posicdo «A é um rectangulo», a qual por sua vez implica a
proposicdo «A é um paralelogramo», donde resulta que a
primeira implica a terceira.

Convém notar que as proposigdes catego6ricas se compor-
tam como proposi¢cdes condicionais, quando ainda se ignora,
ou se supde ignorar, se elas sdo afinal verdadeiras ou falsas.
Assim, antes de averiguar se qualquer das proposi¢cdes «153 ¢
multiplo de O» e €153 é multiplo de 3» é ou ndo verdadeira, ja
se pode assegurar que a segunda é verdadeira, se a primeira
o for, e que esta serad falsa, se a segunda for por sua vez falsa;
isto é, podemos dizer, como para as proposi¢des condicionais,
que a primeira implica a segunda. Observagdes anélogas se
devem aplicar a tudo o que dissermos em seguida.

3 — Os exemplos anteriores bastam para mostrar que,
dadas duas proposicées X|e 7.?, se %\—> 7., ndo se deve daf
concluir, sem mais, que também 7.,—* 71; isto é, a implicagéo
légica ndo goza da propriedade simétrica, embora goze da
propriedade reflexiva (qualquer proposigcdo se implica a si
mesmo). Pode no entanto acontecer que se tenha, ao mesmo
tempo, 7j—>7ie 7.,->+ T.: dir-se-4 entdo que as proposigdes
a, e %zsdo equivalentes, e escrever-se-a 71= %%
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Exemplos : as proposi¢des «A é um triangulo equiladtero»
e «A é umtriangulo equiangulo» sdo equivalentes; do mesmo
modo sdo equivalentes as proposi¢gdes «v é um nUmero com-
preendido entre 3 e 4» e «x verifica a desigualdade x™—7x +
-)-12<0». Outros exemplos:

| — (« édivisivel por 3, por 4 e por 5)=(«é divisivel por GO)
I —(- 6<2*<3)= (- 3<x< —\

Il — (A é um ser vivo) = {X é um animal ou uma planta).

Quando uma prop. 7.implica uma prop. 3, também se diz
que 7. é condicdo  suficiente para que se verifique p, ou que B
¢ condigéo necessaria para que se verifique a.; e ainda se
costuma dizer que p é uma condigdo mais restritiva ou mais
forte do que a, ou que 7.é uma condigd0o menos  restritiva ou
mais  fraca do que p. Se a= (3, é também wusual dizer que 7.
(ou p) é condigdo necessaria e suficiente para que se verifi-
que p (ou 7.).Esta terminologia é muito conhecida.

A equivaléncia légica goza evidentemente das proprieda-
des reflexiva, simétrica e transitiva.

E também manifesto que todas as proposigdes categéricas,
reconhecidas como verdadeiras, sdo entre si equivalentes, o
que levou a representa-las, indistintamente, pelo simbolo 1.
Analogamente, as proposicdes absolutamente falsas sdo equi-
valentes entre si, e recebem, por isso, a representagdo
comum O. Posto isto, eu direi que toda a prop, 7. implica a
prop. 1, baseando-me na seguinte consideracdo : sempre que
7.é verdadeira, a prop. 1 também o é, por isso que é sempre
verdadeira. Do mesmo modo direi que O implica qualquer
prop. 7.: com efeito, sempre que 7.é falsa, a prop. 0 também
o é, por isso que é sempre falsa. Assim, qualquer que seja a
prop. 7. ter-se-4 : 0 —>-7.—>-1.

4 —Sejam agora as proposi¢cdes:
7. — X é divisivel por 5;
B— A é divisivel por 3;
1 —X é divisivel por li>.
E féacil reconhecer que, sempre que as proposigdes
se verificam simultaneamente,

7eB
e s6 entdo, a Ultima é verda
deira. Portanto, afirmar simultaneamente 7.e Bequivale a sim-
ples afirmagdo de 7. Diremos, néste caso, que a proposicdo Y
equivale ao produto logico das proposicdes 7.e B, e escreve-
remos -;= *e?+ Déste modo, o sinal substitui a conjuncéo
copulativa e. Outros exemplos:
| — (A"é um losango). (A é um
drado) ;
I —(-3<.*<4). (1l <x<7)= (1<A-<4);
I —(12=») .(18=«) = (6 n ).

Como facilmente se pode verificar, a multiplicacéo
goza das propriedades comutativa e associativa. Além disso,
tem-se, qualquer que seja 7.: 7.1s a, x.0=0. Por outro lado,
se 7—>13 73= 7., e reciprocamente, se 73= 7., 7.—>B; em

rectangulo) = {X é um qua-

l6gica

particular }..% = .
Consideremos ainda as proposi¢cdes formuladas em se-
guida :

7.— X divide 4;
p— A'divide 6;
- — A"é um divisor de 12, menor que 10.

Ve-se faciimente que a Ultima é verdadeira, quando, e sé
quando, uma, pelo menos, das primeiras se verifica. Déste
modo, afirmar - equivale a dizer que uma, pelo menos, das
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proposicdes « e p é verdadeira. Diz-se entdo que a proposi-
¢cdo 7 é a soma ldgica.das proposicles a e p, e escreve-se
&= a+p, onde o sinal + substitue a conjuncdo disjuntiva ou.
Outro exemplo: (X é um numero inteiro) + (A' é um numero
fraccionario) s (A"é um numero racional).

A adicdo légica goza das propriedades comutativa e asso-
ciativa, e ainda das seguintes: 1) a+ (0=%; 2) ».+1= 1,.qualquer
que seja a proposicdo >; 3) %+ p=p é equivalente a >—>P,
(donde, em particular, «+*= «).

Pode ainda verificar-se, o é muito importante, que,
ndo s6 a multiplicacdo légica é distributiva em relacdo a adi-
¢do logica, como esta é distributiva em relacdo aquela; isto é,
quaisquer que sejam as proposi¢cdes ot,P,7, tem-se: a.(P+f) =
= ot.fl+*.-y e x+p.7= (z-r-p).(*+ 7>

Muito facilmente se definem somas e produtos
com mais de dois dados, o que deixamos ao cuidado do

l6gicos,
leitor.

f>— Considerando agora as proposigdes

7.— 0O nGmero inteiro A"é par;

P— O nGmero inteiro X é impar ;
vé-se que ndo podem tais proposi¢cdes ser simultaneamente
verdadeiras, nem simultaneamente falsas; isto é, se uma ¢
verdadeira, a outra é necessariamente falsa, e se uma é falsa,
a outra é necessariamente verdadeira. Diremos entdo que
estas proposigdes sdo contraditdrias, ou que uma nega a outra,

e escreveremos: p= *" ou »= p'<s". Outros exemplos:

I —(x>5)=0<s5);
Il — (Todos os multiplos de G sdo multiplos de 3)= (Alguns
multiplos de Gnédo sdao multiplos de 3)"'.

Dada uma proposi¢cdo & é facil reconhecer a.a =0 (prin-
cipio da nédo contradi¢do) e «-)-«'= 1 (principio do terceiro
excluido). As duas condi¢cdes *.p = 0, «-(-p=1 sdoalém disso
suficientes para que i = p'.

Sd0 muito importantes as seguintes propriedades

1) (<»")'==«; 2) Se a-vp, 3) (*+P)'s al.P';

4) (*.p)'=«"+p'; 5)1'= 0.

p'—>.«";

evidéncia a dualidade
légica e o produto

A negacdo l6gica pbe assim em
que se verifica, por exemplo, entre a soma
l6gico.

E necesséario ndo confundir proposi¢cdes contraditérias
com proposicdes incompativeis, aplicando esta designacdo a
duas ou mais proposi¢cdes cujo produto l6gico seja igual a 0.
Exemplo :as proposi¢des «A'é um nimero primo» e *X é um
multiplo de G» sdoincompativeis, mas ndocontraditérias, por-
que podem ser simultaneamente falsas.

G— As convencgdes anteriores constituem a base do cha-
mado célculo  proposicional, em que o papel dos nimeros apa-
rece desempenhado pelas proposi¢des, e em que os sinais de
relagdo e de operagcdo correspondem as palavras se, ndo, ou, e.
E manifesta a analogia entre as relacdes a—vp (onde a e p

designam proposi¢cdes) e a > b (onde a e b representam nume-
ros) ; e ainda entre as relagées a=p e o=A. Uma diferenca
h4&, porém, que desde ja convém assinalar enquanto, para

~ada par de nimeros a e b, se verifica necessariamente uma
das relacdes a<b, a=b, a>b (ou, o que é o mesmo, uma
das relacdes a<b, b>a), pode acontecer que, dadas duas
proposi¢cdes i e 3, ndo se verifiqgue nenhuma das relagdes
x—>+ P, P—>*_ Porém, conforme o que se viu, as regras for-
mais do céalculo proposicional ndo diferemconsiderdvel mente
ias do céalculo numérico, como também se pode ajuizar do

exemplo: («-HP) (7+ S)= «7+ aS+ py+ pS. Outra analogia : das
relagdes «—>-p, 7—>S, deduz-se a+ 7—>ep-+5, e ainda
7.7—v pS. Convém, contudo, nunca perder de vista as dife-
rengcas que existem entre um e o outro célculo.

7— Devemos agora notar que toda a proposi¢gdo categ6-
rica pode apresentar-se sob a formaduma implicacdo ldgica
(afirmada ou negada) entre duas proposi¢cdes condicionais,
como facilmente se infere dos seguintes exemplos:

| — (5éum nimero digito) = (AT é igual a 5—>-A'"é um digito);

Il — (Todos os multiplos de Gsédo pares)=(« é 6 —>-n é par);

Il — (Alguns mualtiplos de 3 ndo sdo pares) =(Y é 3 —>- Y ¢é
par)' ;

IV — (Nenhum mualtiplo de Gé primo) = (W é 6 —> W ndo ¢
primo) ;

V — (Algunslosangos sdorectangulos) = (X é um losango —>«
—>eX ndo é um rectangulo)’.

Assim, em geral, a tbda a proposigdo catego6rica 1. pode
dar-se uma das formas seguintes : A—>t ou (A—>-t)', onde fi
e t designam proposi¢cdes condicionais ; isto é, ou a= (-fi—>-1) ,
ou a= (A—><()'. No primeiro caso, dé&-se a Ao nome de hipé-
tese eatonome de tese da proposi¢cdo % ; podemos dizer entdo
que a transjorma &em t, e escreveremos «|A=1t. Duas pro-
posicdes e p, tais que «—(a,—>a,), p~(ij—»-i,), sendo
a, = e a,=tj (a tese de cada uma coincide com a hipdtese
da outra), dizem-se reciprocas, e, quando enunciadas conjun-
tamente (isto é, quando se efectua o seu produto l6gico),
obtém-se a proposicdo mais Jorte ar= a,; por exemplo, as
proposi¢cdes «todo o divisor do m. d. c. de dois nimeros divide
também ésses numeros» e «todo o divisor comum de dois
ndmeros divide o seu m.d. c.» sdo entre si reciprocas, e fun-
dem-se na proposi¢cdo «para que um dado numero n divida
dois nimeros a e b quaisquer, é necessario e suficiente que
divida o seu m. d.C»,

H4& ainda outros modos de enunciar proposicdes categoé-
ricas, empregando proposi¢cOes condicionais: assim, a propo-
sicdo do exemplo V pode formular-se do seguinte modo:
«(A" é um losango). (-V é um rectangulo) =/=0 ; a do exem-
plo Il é equivalente a «(.~ndo é G)+ (X é par) = 1»"", etc.

Observagdes :1) Uma proposigdo categdérica Rescrita sob
a forma (A—>+*) ou (A—>-t)' ndo depende, evidentemente,
do simbolo escolhido para representar a varidvel que figura
nas proposi¢cdes A e t, contanto que ésse simbolo seja o
mesmo em ambas ; assim, em Il podiamos poér Z, X ou
qualquer outra letra, em vez de n " A proposi¢cdo n. traduz,
por assim dizer, o que existe de constante entre A e t, atra-
vés de todas as mudancas possiveis do simbolo representa-
tivo da variavel.

2) Para especificar que uma proposicdo c{X) ndo é veri-
ficada por mais de uma determinacdo de X , pode fazer-se
uso da seguinte implicacdo: 1.(Y).o.(2)—*(Y=2). Assim,
por exemplo, a expressdo «(A é um multiplo comum de Je G,
menor que 20).(Y é um miltiplo comum de 4 e G, menor
que 20)—>-(A"= Y)» significa «ndo existe mais de um multiplo
comum de 4 e G, inferior a 20».

* O sinal substitui, portanto, o advérbio néo.
' «Existem losangos que também sédo rectangulos».
'"«Dado um numero inteiro, de duas uma: ou ésse nimero é par ou
nao é multiplo de
Deve, é claro, respeitar-se qualquer convencdo prévia, relativaa
escolha do simbolo.



Exercido : Mostrar que o produto loégico das implicagdes
a—ve,t—>3, ¢ e.quivalente a implicacdo Unica a f C—> a'3 4-
+ Ve + cd .

8— Nas suas modalidades mais frequentes, o silogismo
ndo é mais do que uma aplicacdo da propriedade transitiva da
implicacdo lo6gica. Seja, por exemplo, o raciocinio «Todos os
multiplos do 6 sdo pares; 12 é mualtiplo de 6 logo 12 é par»,
cujas premissas, postas sob a forma de implicacdo légica, sédo
as seguintes :

1: X é £—>X ¢é par ;

p: Y éigual al1l2 -*. Y é 6;
e representemos por »,*,°, 3, respectivamente, a hipotese
de a a hipotese de p, a tese de a e a tese de p. Atendendo

a observacdo 1 do pardgrafo anterior, podemos substituir Y
por X, em p, o que permite identificar a com 3, isto é por
a(Y)=3(X), e portanto, escrever G—> 3 —*c,donde G—>c.

EXAME DE APTIDAO AS

Cursos da Faculdade de Engenharia da Universidade

do Porto

433 — Encontrar os trés lados dum tridngulo rectangulo,
sabendo que o lado médio ¢é igual a semi-soma dos outros
dois e que o nlimero que exprime a sua superficie € o mesmo

que exprime o seu perimetro. R : Se forem b o cateto médio,
bc

c o outro e a a hipotenusa sera 2b =a-i-c; — a+b+c e
a’ = b*+ c¢* donde, resolvendo o sistema, a—10, b= e ¢
J. C

434 — Qual a razdo entre os quintos termos dos desen-

volvimentos dos binémios (I —a)" e (1-)-«)"? Se a ordem dos

termos correspondentes for par, qual serd a sua razédo?

R: T, (—a),; ~N™ at dotd -p - e Se a ordem

correspondente fosse  par, entdo a raz8o seria —1, como é Obvio.
J. C.

435 — Na equacdo 0. + 12x + 4=0 indicar, sem resolver,

gqual a natureza das rafzes; dizer os sinais, a sua soma e 0 seu

produto. R: Como 4a=b®—4ac= 144 -141=0 as raises sdo reais
e iguais. Por ser a soma S = —4 3, as raises sd0 negativas c
0 seu produto ¢ P= 49. j.c.

436 — Calcule por logaritmos o volume dum paralelipi-

pedo de que se conhece a diagonal da base 20,35m e um éan-
gulo adjacente 28° 30' 4" e a altura 750 m . R: Se o para-

lelipipedo for rectangulo a base €& um rectangulo de area
20,352
A = 2(),35°.sen 7.cos am’ = - — sen 2am- designando por a o
7,50x20,35; .
angulo de 28° 30" i" , e 0o volume é V = - — sen 2am-i
logo log .V «log 7,50 2 log 20,35 log sen 57"0" 8" colog:
-3,11475 epor isso V = 1302,5 nv'. J. C.
437 — Simplificar a expresséo
sen 3TI'-: 4v
1+ tg' v
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A proposi¢do t — , que podemos representar por ~ , é, evi-
dentemente, a conclusdo do raciocinio, e resulta, como se
acaba de ver, da aplicagdo sucessiva de p e de a sdbre <:
p|t =3, atl3 =e¢ donde *|p|4 = 7|6 =s. Podemos entdo

escrever 7.|p=7 e dizer, por analogia com o que fizemos para
as proposicdes condicionais, que ¢ transforma p em -; para
justificar «sta convencdo, basta notar que, escrita sob a forma
«12 é 0», a proposicdo p coincide afinal com a hipdtese de a,
desde que se ponha 12 no lugar de X, e assim
—>e «12 é par», isto é, p—>¢¢ (segundo a).

Consideremos agora um raciocinio cujas premissas sejam
do tipo:(a —>+6)' 1proposi¢do a/), c—v i (proposicdo i,) . Néste
caso a conclusdo ser& (a —pois que, se a implicagdo
o—>ec fosse verdadeira, como se tem c—>l (segundo a,) ter-
-se-ia a—>-{», 0 que, segundo xj, é falso.

«l2 é 6» —>

(Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA
ESCOLAS SUPERIORES
3T
cos vV +
2
R : e
1+ tg’ — V-2V, cos- V
cos 2 v+ cos®.r - — COSec X
J. ¢

438—Pelo método geométrico do problema inverso, da-
das duas rectas paralelas AX e BY e um ponto fixo O
plano a distdncia d da mais proxima,
duma perpendicular comum CD
que do ponto se veja CD

com-
determinar a posicédo
as duas paralelas dadas tal

sob um angulo dado a. Discutir as

solucdes possiveis. iQual o valor maximo que pode ter ».?
(Vir  solugéo no préximo ndmero).
439 —a) 1Com os algarismos 0,1,2, -+ 8 ¢ 9 poder-se-a

escrever um nlOmero
tema decimal que

na base 13? b) eQual o ndmero no sis-
corresponde a 371 na base 7? R: a) Nem

todos 0s nUmeros do sistema da base 13 podem  escrever-se com
os algarismos dados, pois  devem adoptar-se simbolos novos
para  representar no sistema da base 13 os nUmeros 10, 11 e 12
do sistema decimal, b) Na base 7 os unicos algarismos adopta-
dos na escrita  dos nUmeros sé¢o 0,1,2,3,4,5 e G. O simbolo
371 ndo representa pois um ndmero da base 7. J. C.
I.S. C. E. F.— 23 de Julho de 1940

440 — a) Defina numero primo e diga em que consiste a
decomposicdo de um numero em factores primos, que pro-
priedades e aplicagbes conhece, b) Sejam os dois nlUmeros

ANpP-q" B =q-.p" onde p e g sd0 numeros primos e n
inteiro e positivo. Quantos divisores comuns tém A e B e
quais? R : Se n> 2 o nimero de divisores eo:1,p,p, q,q°,
p.q ,p°.q ip.q° e p*.q°; se n=1 o0 ndmero de divisores e 4 :
1,p,qep.q

441 —Diga o0 que é um sistema de equacdes;
¢do. Resolva o seguinte problema:
modo que a fungdo y=X+px+gx+r

defina solu-
determinar p, q r de
tome para =0, 1,2

os valores 7,19, respectivamente.
| r=3 Ip= 1

R : p+ q+r =0 lg=2
(4p-f-2g+r=11 ( r=3.
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442 — Determinar todos os sistemas de trés niumeros tais
que : o -produto dos dois primeiros seja igual ao terceiro, o
produto do primeiro pelo terceiro seja quatro vezes o segundo
e o produto do segundo pelo terceiro seja nove vezes 0 pri-

[ xy= oz Xy =z =2 (x= 2
meiro. R: ; xz= 4y |ly(,«_4)=0 =3 {v=-—-3
(yz=-9x x(y*-9)=0 =6 *1z=:-6

(x=—2 1 X=;~2

y— 3 <y= -3

'z=—6 (z = 6.
443 — Dado um triangulo equildtero de lado / determinar
a que distancia a contar de um vértice se deve tirar uma
paralela a base oposta de modo que as duas figuras obtidas

"6
tenham a mesma 4&rea. R: x=-j- 1.

444 - De um trapézio rectangulo conhecem-se as bases
b e B e sabe-se que dos dois angulos internos ndo rectos um
¢ duplo do outro. Calcular o volume do sélido gerado pela
revolugdo do trapézio em térno da sua base maior.
R: V -7T(B-b)2(B + 2b).

445 — Sabendo que v é um éangulo do 3.° quadrante tal

2 . sen.v-j-cotg.r
que cos.t = - calcular o valor numérico de A = —
3 sec.r-j-tg.r
V/5 V/5
R: cos x= - sen X 3 tg x = sec X
21/5 5+3 i/5 v/5
cotg X 5 30 < 10

I. S. C. E. F.— Exercicios de revisdo

446 — Torne calculdvel por logaritmos a expressédo

1f'sen a4 cosa R: l4-sena+cos a=14-senatsen |

1 4- 2 sen 4— cos cos h cos (a
a

_2 t/2 31\ III 2

447 —Determine o lugar geométrico dos pontos médios
das cordas duma circunferéncia 1 que passam por um ponto P
interior a V. R: O lugar geométrico € a circunferéncia de
diametro PC (C centro de V) a qual se reduz ao centro C se P
coincidir com éste.

448 — Trés esferas r, r' e 1" de centros O, O'e O" séo
tangentes exteriormente 2 a 2. Seja -x um plano tangente as
trés esferas e sejam A , A e A" o0s pontos de tangéncia. 1A
que condicdo devem satisfazer os raios das 3 esferas para
que o diedro A'ACA" seja recto? R: Por r, r' e T" serem tan-

gentes ao plano T, o rectilineo do diedro A AOA" éo angulo
A'AA" . Este serd recto se A'A"'= AA'"4 AA"". Tem-se
AA" =(rd-r')--(r-r>ee'=47r,  AA"" MN(rd-r")---(r-r")- = 4rr"
e A'A"" = (r'4-r")'—(r* —r")*=4r'r" . Logo, o diedro  serd recto
se r'r" =rr' 4-rr" .

As solucdes dos exercicios 440 a 448 foram-nos cedidas pelo assis-
tente Dr. Augusto S& da Costa.

1.S.T.- Ponto modélo (Diario do Governo—2.' ser.—14-6-1940)

449 — Duas cidades, A e B, estdo ligadas por uma estrada
com 50 quilémetros de comprimento. No mesmo instante par-
tem de A para B dois automdveis cujas velocidades estao
entre si como 1:2 e de B para A outroautomoével com a velo-

cidade de 00 quilémetros a hora. Este Gltimo cruza com os
outros dois e entre os dois cruzamentos ha um intervalo de
oito minutos e meio. Admitindo que 0os movimentos sdo uni-
formes, 1 quais sdo as velocidades dos dois primeiros automo-

veis ? R : Sejam X € y 0s numeros que exprimem as velocida-
des dos dois primeiros automoéveis em quilémetros por minuto.
Represente-se por t o intervalo de tempo, em minutos, decorrido
desde o instante da partida até ao instante do primeiro encon-
tro e note-se que t representa ainda 0 nlmero de quilémetros
que até éste dltimo  instante o terceiro  automével percorre. Tem-se.
y = 2x, t= 50—2xt e t+ 85 = 50—x (t+ 8,5), donde, eli-
minando t entre as duas Ultimas equagdes: 17x*—21,5%-j-8,5= 0.
H& duas solugdes para o problema, a saber
73 146 99 99

s VI = g5 X 170 Y*= 85

450 — Resolver graficamente aequacéo

H. R.
\J2 x*-)- x— 2= 0.

451 — Dadas as equacoes
tgaVv/l — &
cos p= , *= 20
2 v/2
deduzir a relacdo entre a e b. R: Eliminando a.e $ obtém-se
facilmente a relacéo pedida: 128b» — 256b° - f160b* — 32b° —
—a -f-1=0. H.R.

452 — Numa circunferéncia de raio R inscreve-se um

tridngulo isosceles cuja base é igual a metade da altura. Cal-
cular a é4rea do triangulo e o comprimento dos trés arcos em
que a circunferéncia fica dividida. R : Se se representar por X
a distancia do centro da circunferéncia a base do triangulo
deverad  ser, como facilmente se verifica, 17x'-]-2Rx — 15R* = 0
15 '
donde x= — R. A éarea ¢ 1r/15 ’ \ 1715 ’ \
32\* 256
— R* = R*. O  comprimento do arco menor é
17/ 289
15x16
R arc sen — — , — exprimtndo-se éste arco (do i.° quadrante), em
radianos. Os comprimentos dos outros  dois arcos sdo iguais a
metade da diferenca entre  2ITR e o arco anteriormente deter-
minado. H.R.

453 — Sdo0 dados dois segmentos de recta de comprimen-
tos a e 2a, tendo uma extremidade comum onde formam um
angulo de 120". Tragada a bissectriz déste angulo, determinar
a distancia a que ela passa do ponto equidistante dos extre-
mos dos segmentos. R : O ponto equidistante dos extremos dos
segmentos é o centro da circunferéncia de raio R circunscrita
ao triangulo de que o0s segmentos sdo dois lados. O terceiro
lado  deste triangulo é o lado do triangulo equilatero inscrito

naquela circunferéncia e & pois R Va. Daqui resulta que ¢é

R = Ora a distancia pedida, X , € um cateto do

oposto é o terceiro
e de angulo neste
/5a* -4- 9a
a 10°. Portanto, x= 1/" b
\% 3 H.R.

454 — Calcular o volume, a area e o diedro do octaedro

vértice
ultimo

vértice
inscrito

triangulo
daquele

rectangulo cujo
tridngulo equilatero

vértice  igual sen 10°.

S /A
regular de aresta a. R : O volume do octaedro é I/—a“, a

area € 2a- VI3 o diedro é 2arctgV2 com 0 < are tgVv2< T..

H. R.
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F. C. C. Exame de frequéncia, 1940
455 — Se |lim A é lim" \r,, A, .r,>0; calcular
7=00 >t=00

1
lim —V(»+ 1)(« + 2) oee2» .

456 — Dados os nlUmeros reais a ,a,, =<,,, tais que

sejam positivas as diferencas «)—a, a>—a<, ¢°-, «, -|-«!»i
mostrar que a equag¢do / (wv)=(r—a,) (v—o0.) * (V—«.,,_,)+
+6 (r—a.,) *s*(v—a.,,)=Q, onde é 6> 0, tem todas as raizes

reais e desiguais.

457 — Calcular pelo binémio de Newton com 3 casas

decimais exactas o valor de °l/o04.

=0 sédo todas reais e
consecutivos
*a,, >0.

458 — Se as raizes da equagdo / (x)
diferentes de zero, mostrar que 3 coeficientes
quaisquer verificam sempre a condigdo ar,,-a.,,\

F. C.L.— 1.° exame de frequéncia, Fev. 1940

459 —Reduza a forma a--bi 3(cos 225° —isen 225°) X

2 1 1/2 .
X — (-cos 120°-/sen 120°)x—= _ R: -—(1+i).
3 y O +i 2
460 — Determine os maximos e minimos da funcdo
Sx—a-
2 (a'£xi)’ R: méx.(2a-)~- para x==a, min.—a 'para x=0.

461 — Determine a derivada em ordem a x da fungdo v

definida pela equagdo arc sen "™x-— y'xy —logsec "y x-+y- = 0.
462 — Reduza a forma a+bi um dos valores de (3—5»)'—
-(V/3—iflt. R: -196-121 ou 200-8i.
1
463 — Determine Z.=1lim 1 +- . R: L-e.

464 — Determine, aplicando a formula de Leibnitz, a deri-
vada de L*ordem da fun¢do y —sen .v.logyx*—1
465 — Resolva pelo método das raizes primitivas a equa-
/3 i . 1, t/3
cdo x--1=0. R:+x1,%i, %= S6- i,

466 — Calcule os 3 primeiros termos ndo nulos do desen-

volvimento da funcdo v=~f"'-r pela férmula de Mac Laurin.
R: e e -f
0
467 — Determine a derivada em ordem a x da funcédo y
definida pela equacdo <jc°sxy—,,n [aretglog' V'(cos x)*¢"y\ = ().
468 — Resolva, pelo método trigonométrico, a equagéo
je«+ 1096 - 0. R : 4-li, +2y3 + 2i.
) i te v+ 1
469 Determine A —lim .R:L-1.

X + 1

470 — Determine, aplicando a férmula de Leibnitz, a deri
vada de 3." ordem da funcédo y- e“°* '"eyx.
471 — Resolva a

ay . 31/2

+ —1,-

equacao 6561 O . R :
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SUPERIOR

472 —Determine os maximos e minimos da fungéo
. 373 -
y = sen (1+ cos .r). R: max.—j—  para X —-g-+ 2k?:,
3v3 oT:
mfn. j- para X = -s- + 2UT,;.

473 — Determine a derivada parcial em ordem a y da

y'. arc sen log (X'—y**)
funcdo s
cosecyy — X
cos 45°— »sen4f>°
3(-cosl50° + »"sen 450°)

L/G—I42—24 2-132

474 — Reduza (2—/"p a forma

afél. R: L ZYeriy
475 — Calcule os 3 primeiros termos ndo nulos do desen-
volvimento da fungcdo v=«'.sec.v pela féormula de Mac Laurin

R :y=1i x+xH

476—Determine a derivada de | ."ordem da funcgédo
"yx o -1la’
y=(x +\y.logarc cos /
Vx* —V x

Os exercicios 459 a 476 e solucdes respectivas foram-nos cedidos
pelo assistente Dr.J. Pais Morais.

F. C. L.— Alguns exercicios do curso

cos X

477 — Derive a fungdo v= arcthi . e explique
-f cos

.r

W ....
\//I, representa o valor
cos x

conduz a expressao

o resultado. R : Supde-se que

do radical.
i 1

aritmético A derivacdo
COS X 1 sen x 1

CO0S X 2 jsen x 2

sen X /1
2 iTCOSX y r

2=+1 para 2fcr< x < (2k+1) - (1)

i=-1 para (2*4-1) « < x < (2k+ 2)r.. (2)
Justificacdo do resultado simples obtido : Sabe-se que
1 —cos x X -7- .o ¢
= ;tg--. Temos pots arc te stg -
1 +cos~X 2 ' sV :
No caso (1), y=arctgtg *e-= + "t y '~
(2), y=arctg( tg| )=(M1)- *t y'~-—-

478 — Sabe-se que a fungdo / (x) da variavel real x ,
definida, continua e admitindo derivada no intervalo, (0, 00)
satisfaz neste intervalo a condigdo (1) /(.v_y)=/(.v)/(_y) .
Prove que (2)y f (y)f(x)-=xf>(x)f(y). Deduza de (2) a

expressdo mais geral das fung¢des satisfazendo a (1). R: Como
Xx ey sao I/O/Svalores  quaisquer do intervalo, podemos conside-
rar em (1) x e y como variaveis independentes uma da outra-
Derivando ambos  0s membros de (1) em ordem a x e em ordem
df(xy) df(xy)
a y obtemos respectivamente v ANf(x)Ffey), X JT
' ' - d(xy) ' d(xy)
-=f"(y)f(x) donde xf (x)f(y)—yf (y)f(x). Por conseguinte,
f(x) fr(v)
«0 intervalo atado, x ~fJEC ~y JJy) "const. k. Podemos es-
f'(x) k kx''~" (x')y‘ .
crever 7N—r —-- = —7— ¢ e« Esta igualdade mostra-nos
1(A) A Jk X
que as /ungdes f(x) e x' fiéw aerivadas logaritmicas iguais
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no intervalo considerado. O seu cociente € pois  constante
ftx)

., —C f(x)=Cx"'. Mas. atendendo a (1), deve terse C (xy)' =
= Cx'Cy' ou C(xy) =C*(xy)' donde C=1. ™ Jungdo f(x) «
pois da forma f(x)=x"".

479 — Sabe-se que a fungdo / (.v), definida, continua e
admitindo derivada no intervalo (—o00,-j-00), satisfaz neste inter-
valoacondigdo (I)f(x+y)=/(*") f(y).Prove que (2)/(_y)f'(.v) =
e=f(x)f'(y) Deduza de (2) a expressdao mais geral das fun-

¢des satisfazendo a (1) . R : Derivando ambos 0s membros de
df (x + y)
(1) em ordem a x ea y obtemos respectivamente N(X ey)
_fo(y>. félyl):f(x)fl(y) <l igede (2) fl(x>v(y)=
fix) f'(v)
=f"(3") f(x). Por conseguinte (3) JTry ™ fTyl™ ~e Note-
mos que a funcdo f(Xx) « positiva, pois  que, fazendo em (1)
obtemos f(z) = 4 funcéo log f(x) e /»ol"s
definida no intervalo (—o00,-j-00). Como (3) "Oile escrever-se
d
N log f(x)=k concluimos que logf(x)=kx+1logC o«rf« logC
representa uma constante arbitraria (C>0). Portanto f(x)=»
=Ce*". /4 condi¢do (1) mostra-nos que C=1.Logo f(x)=-e""

480 — Sabe-se que a funcdo y(.r), definida, continua e
admitindo derivada no intervalo (0, +<x>), satisfaz neste inter-
valo acondicdo (1)f (xy)=f(x)+f(y). Prove que (2) xf'{x)=
=y f (y). Deduza de (2) a expressdo mais geral das func¢des
satisfazendo a (1). R: f(x)=klogx. Processo de resolugédo ana-
logo.

Os exercicios 477 a 4H0 e respectivas solucdes foram-nos cedidos
pelo assistente Dr.Vergilio S. Barroso.

1. S.C.E. F. —1.° exame de frequéncia, 19 de Fev.de 1940

481 — Resolver a equacéo @2 . '"-~J3 (*- "-—)=2».
donde zZ' M-+ ir=(1+v/3) i.As 8raises da equagdo sdo, pois,0s
4 valores de \{\+1/3)i e os 4 valores de VAl — v/3)i, que
facilmente se determinam. M. Z.

jx+a(yd4z =0

482 — Estudar e discutir o sistema iy +a( X+s)—0
\ s+a(x +y)=0.
dos coeficientesites €

<2a-3a'+l-(a-1)'(2a+1)

R : O determinante

A(a)—l 1 a ;

a 1 afi
a a 11 . . =
O sistema é entdo deter-
e tem-se A(a) =£F~0 para a_ 1,
minado (e adniite’ s6 a solucao X 'y z 0) para qualquer valor
de a diferente de 1ou >t representa ) planos  distintos pas-
sando  pela origem.

O caso a=1 conduz a uma indeterminagéo de grau 2.
Com efeito, neste caso as } equagdes nao sao distintas, e,  conse-
quentemente os j planos sao coincidentes.

1
O caso a -- conduz a uma indeterminagéo de grau 1.

Com ejeito, pode tomar-se para  determinante principal
1
1
2 o
\ T, °  paya sistema de equagdes principais
"y 1
+Z)=0
(y ) I 2x- y—z=0
donde
-X +2y-z-0
- (x+1z)=0
X = o,
I —1 2 2 -1 y= 3.,
-1 -1 -1 2
equacbes  paramétricas da recta, eixo do feixe a que pertencem
M."Z.

os J planos.
483 — Determine um polinémio de grau ndo superior a 1
que represente aproximadamente a fun¢do jy=sen X no inter-
valo (—-, +it).
I. S. C.E.F.—1.° exame de frequéncia, 21 de Fev. de 1940
i yx+ @y =0

484—Estudar o sistema o p*+-y_v-f-««=0 onde 1, B,y

[ ..r+tav+ Ps=0
sdo as raizes cUbicas da unidade. R: Designando por 1., Be-
as raizes clbicas da unidade, tem-se: «t=pi=fr=| afifai ,
**=07i P'=1* * T'="-P {basta notar que as J raises tém médulo!
e argumentos 0°,120°, e 210°). Em vista disto sdo nulos o  deter-

minante de 3." ordem e todos os de 2." ordem que podem Jor-
mar-se a partir da matris dos coeficientes. O sistema e  pois
'ndeterminado e admite ca’ solucoes
< 0 T 7 * « 0 .
= = 7 1T —S~ = -
a y ». 0 o] 7 y T M. Z.

485 — Uma funcdo de expressdo analitica desconhecida
toma para wv=—2, —1,0, |, 2, respectivamente os valores
13, —2, —3, -2, 13. Calcular os valores aproximados de x

para os quais a fungdo toma o valor 4.
I. S. T.—Alguns exercicios do l.° exame de frequén-
cia, 1940

486 — Calcular a e b de modo que 1 i seja raiz da equa-
¢do XM +axi +b=(). R: Deverad ser (I—i)"+a(l-i)'+b=20-
7ir 7TT\

. Itendendo aque 1 V 2 (cos — + isen ) * tem-se (1—\)"-
7,1 4'Jr . 49ir 1,/ 63TT
=2 <-1cos — + isen + 8 ¢ (1-1i)y'=2 cos — +

4 4
03- . . .
+1 sen 1G-r-16i e portanto -1G+ 8a-i-h+ (16+ 8a) i=0
-16 f8a+ b=0
donde -2, b-32.
1Gf8a =0 M.Z.
487—Calcular n de modo que )" seja real e
positivo. R: Como j/3—i=2(cos 330° fisen 330°) tem-se

(y/3 —i)"=2"(cos n 330° i-isen n 330°) e os valores de n que cor-

a valores  reais e positivos sdo tais que n 330° "k 360°

k3Go0° kl2
ou n = >e por tinto terdA de ser n= 12 .

3300 n ' w oz
488 — Mostrar que, sendo z um complexo qualquer,
a + bi

respondem

toda

a frac¢do ., .~ se pode escrever sob a forma A-"Bz por

uma UOnica maneira.



X) €0s «.v+ (cj+ C4 x) sen «.v
+ «'H =0.

489 — Mostrar que y = (c-rc,

é solugdo da equagdo _y'""+2 ny"
490—Calcular o verdadeiro valor de
tg (c+ .r) -tg(a — x)

are tg (a +.r)—aretg (a—x) r=0.

para

de T—-

491 — Calcular o verdadeiro valor
“ 2% («" +l)

para .v=0.
492 — Achar os maximos e minimos da fungéo
(4-*)yll-*2?

W=xJ

493 — Achar os médximos e minimos da funcgéo

COx ) —

f(x) = tg*.tg
494 — AB é um segmento rectilinio vertical; AC ou-
tro segmento rectilineo horizontal (dirigido para leste) ;

BD um terceiro segmento rectilineo horizontal (dirigido para
o0 norte). Marquem-se distancias iguais CP e BQ ao longo de

CA e BD respectivamente. Determinar o minimo compri-
mento de PQ.
CALCULO
F. C. L.— |.° exame de frequéncia, 1940
497 — Determine o intervalo de convergéncia da série
2%2 22%" 23*4 2%*5
2.1 - 1°42-1 T gy tees e o caracter da serie nos
extremos désse intervalo.
498 — Definidas as fung¢des u e v de x pelo sistema
d'u
uw —e*=0, W—Ilog v=0 calcule .
499 --Dada a equagdo * substitua
auae dx dx’ \dx;
a funcdo y de x pela fungcdo u de t sabendo que .= log!l<
e y=logi.
500 —Determine o caracter do produto infinito cujos
12+ 2 2+ 2 R+ 2
termos sédo "i—Ji~lI\ 2724+ 1" 'vzppq
501—Dada a fungdo « de x e y definida por u=v +
0-u
+ W-—VTVem que v=¢' e w—e", calcule ixiy
»2S te Qi i =0
502 — Dada a equagdo VMM o+ v A oV >by =

substitua as variadveis independentes * e y pela varidvel, t
relacionadas com estas pela expressdo x—y- —e¢'

503 — Desenvolva em fracgdo continua a raiz positiva da
equagdo 2**—4*—1=0 e calcule, com um érro inferior a uma
décima milésima, o valor dessa raiz.

504 — Definidas as fun¢des u e v de ve y pelo sis-
& u
tema «'+.v'=0, loguv —2y=() calcule . . =«
frflr\ ilydv
505 - Dadaaequagdo (1- .v-'y\ \y) - 2wv (1- x*)™ AL+
a variavel

( i I 0 substitua

variadvel / relacionada com ela pela expressdo x

independente v pela

-sen

INF

GAZETA DE MATEMATICA

495 —Desenhe-se uma semi-circunferéncia de centro O
e didametro base AB. Por A e O tirem-se duas paralelas AP
e OO encontrando a circunferéncia respectivamente em P
e O. Determinar a direccdo dessas paralelas de modo que a

drea APQOA seja maxima.

496 — Considere-se num plano vertical uma semi-circun-
feréncia tendo por base o diametro horizontal AB . Seja PQ
uma corda paralela a AB. Sobre PQ como didametro base,
considere-se outra semi-circunferéncia. Determinar a posicéo
de PQ , para a qual o ponto mais alto da segunda circunfe-
réncia estd a uma distancia méaxima de AB. R: Seja M o
ponto mais alio,b, AB=2R, O e O' os pontos médios de AB
e PQ, centros das duas circunferéncias, e % o angulo BOO.
A distancia que se pretende  maxima cOMetemse OM=00"' +
+ O'M =00'-f-O'Q=R (sen a+ cos *). Basta pois procurar % de
modo que seja maxima a funcéo sen a+ cos «= 1/2 cos
ou seja . -

M. Z

INITESIM AL
I.S. C.E.F.—I." exame de frequéncia, 16 de Fev.de 1940

506 —Determinar arelacdo que liga A,B e C de modo que

AxN + Bx+C
aprimitiva de 7——077- rrry seja algébrica. R: Supondo A,BeC
X 6 (X o)

/["AXx" + Bx+ C
satisfazendo a relagdo procurada ter-se-a 1IN _2j2(x—3)2°X =
(x-@{x-3) const. e derivando (X2 )2 BX +382
a (x2-5x+6)-(ax+ b)(2x-5) dond Ax2 + Bx + C 3

(X-2)2(x-3)2 onde X X — —ax
2bx +6a +5b . Identificando tem-se : A a, B = 2b,
5
C = 6a + 5b, donde por eliminacdo de aeb: C——6A——B
ou 12A+5B+ 2C=0.
M. Z.
507 — O integral impréprio tl_f x~' sen (.v'--».v) dx sera

convergente ?

508 — A fungdo F(*)= /"log(3*+4a)dx terd maximos e
u

minimos? R: A Juncdo integranda f(x,7)—log (3x+ La)
M |
admite  derivada em ordem ar, .- - It continua na  regido
Qy. eixtli
[+ 4
definida por 0<x<ir, *.>(). Tem-se entdo F'(a)-e-/ dx —
4 3-t-4* ) 3T+ 4a
4 log —.— A equacdo F' (a) 0 equivale a
» -
que ndo tem solugdo finita. A fungdo F (*) HAO admite pois
maximos nem minimos. M.Z.

I.S. C. E.F.—1.° exame de frequéncia, 23 de Fev. de 1940

509 — Calcular / cos x. cos 2.v.cos -ix.dx. R: Notando que

| 1

cos X .cos 2x .cos 3x — — (cos 3x ycos X)cos 3x —- (1+COSBX +
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™ 17r
rcos 4X_+C0S2X) , tem-se / cos X .cos 2x .c0s 3Xx.dx = — * +
1 1 1 B i
H sen Ox H spn -Ix + sen 2% 4 = — .
0 4 2 N M. Z
510 —Integrar por séries R: Tem-se (1—x') ‘=
(I-x«)«
.o, 1 , 1.3 , 1.3.5. e (2n-1)
Mo ke o . .... X»* — serie
uniformemente convergente para |x |< 1. E legitimo usar o
método de integracdo por séries  visto tratar-se do intervalo
) 1 1.3
Oi— le+e vem X 4 X' + X'+
2 2.4 2°.21.7
1.3.5. 1 1 1.3
N A IR C LR * =_ 13 . +
1.3.5.-.(2n-1)
2 2". 4 2°.21.7

2'»+'.n!.(3n-M) "™

511 — Estudar a fungdo F («)=/»logi*v)<W, M. Z.

I. S. T.— L.° exame de frequéncia, 1940

t-3-6.v*+4.v+]

512 — Calcular o integral / — s dx

MECANICA

F. C. L.— Exame final, Junho de 1939

520 — Uma circunferéncia rola sem escorregar sbbre uma
recta OX. Determinar as trajectdrias fixa e mével e a veloci-
dade do centro instantdneo de rotacdo, sabendo-se que a velo-
cidade de rotacdo de circunferéncia é ne o seu raio é r.

R : Trajectéria polar fixa :recta O X ; trajectéria polar  movel
circunferéncia dada ; velocidade do centro instantaneo V=WTr.

521 —Determinar o momento de inércia e o raio de gira-
¢do de um tridngulo is6sceles rectangulo em relagdo a sua
hipotenusa. Sabe-se que o comprimento desta é 2a .

) _ Ma” a
R: 1= 6 K v/ g (Mmassa do

Os exercicios 55B e SES e solugdes respéctivas foram-nos cedidos pelo
Dr. Jorge César Oom.

triangulo).

CALCULO DAS

F. C.L.— I.° exame de frequéncia, 2 de Fev. de 1940
526 — Uma urna tem a seguinte composicdo: 3 esferas
brancas, 2 esferas pretas, 5 esferas vermelhas. Fazem-se

5 extracgdes, com reposicdo da esfera saida. Calcule as pro-
babilidades de: aj sairem 2 esferas brancas e 2 esferas ver-

melhas; b) o nimero de esferas saidas ser quando muito 3.
50 /3\* 1 /|1
R: a) =0,135. b) P= 0,8125.
2121 V10
M. Z.
527 — Determine k de modo que a variavel xMi a que
ki
se associa a probabilidade p, = possa ser considerada

como variavel casual de ordem 4 (»=1, 2, 3, 4). Determinado Kk,

calcule o valor médio, o valor quadratico médio e o des-

513 — Averiguara convergéncia oudivergéncia do integral

| . ' Yo
J \(x 2 l1-e'/ *
o
2«
514 — Sendo wu,,= (i, ,,..2)i,,(,+1j P""" qualquer valor
ao
inteiro de n, €" v,=u,—u,,,, averiguar se a série 2 "
é integravel térmo a térmo no intervalo (0, .r).
X X - dx . .
515 — Calcular o integral — inteiro).

(1—x" (2.r"-1)

1 v ottx

516 Calcular o integral /—"—— -

517 — Averiguar aconvergéncia oudivergéncia do integral
I dx

J X (sen x) k

518 — Sendo u,=nxe~", para qualquer valor inteiro de
ao

», e V,=u,—a,,. verificarque a série 2 '>i"ao0 é integravel

térmo a térmo, no intervalo (0, x)
*
v

519 — Calcular o integral J .r* arc sen —dx , sendo Xe k

constantes.

RACIONAL
I. S. T.— |.° exame de frequéncia, 1940

522 — Determinar as geodésicas da superficie s =x+y

523 —Escrever o desenvolvimento formal da segunda

derivada covariante X!

524 —Determinar o vector , as direcgdes unidas e os

. (?>J~2K 1+3K J—27%
invariantes da homografia «=
1 J
<y
j 9, (x)= x

525 — Transformar o sistema de fungfes ] xX) = x*
I ¥,.(tr)=3~+ 2
num sistema ortonormal equivalente.

ROBABILIDADES

vio quadratico médio desta variavel. R : k = Af(x)~3,

*=t/4/(**)=«/1O, ;*=1. M. z.

F. C. L.— L.° exame de frequéncia, 9 de Fev. de 1940

528 — Tiram-se 6 cartas dum baralho de 52. Determine a
probabilidade de saida de 2 damas e 1 &s (ndo interessa o
naipe).

529 — 4 urnas tém as seguintes composic¢cdes: Ui (3 esf.
br. e 2 esf. pr.), £/»(1 esf. br. e 4 esf. pr.), U- (3 esf. br. e 3 esf.
pr.) e i/4(5 esf. br. e 3 esf. pr.). Tira-se uma esfera de cada
urna. Calcule as probabilidades seguintes: a) sairem pelo
menos 2 esferas brancas; b) o nimero de esferas saidas nédo
exceder 3.



COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F, C.C.— Exame final, 1939

530 — Achar a fun¢do pertencente a A' que permuta cir-
cularmente as raizes de f(s)—(s—2) (e—8).

531 — Estudar a equacgdo reciproca irredutivel de grau 2»
com G.,., por grupo de Galois.

532 — Achar a funcdo Z =y {z) que permuta
mente as raizesda equagdo *| -|-*""T+*FTUTFf+]'*0 .

circular-

533 — Achar a estrutura do grupo de Galoisde z~'— y'5=0
no dominio de racionalidade desta equacéo.

F. C.C.— Exame de frequéncia, Maio de 1940

534 — Verificar que
1, «=(12)(34), p-(13)(24) e io-(14)(23)
constituem um grupo G-,, e que os 3 grupos G. sao todos

invariantes.

535 — Achar todos os divisores de um grupo circular
ordem 12 e indicar os respectivos periodos.

de

MECANICA

F. C. P. (1938)

541 — S6bre a cinemética relativista.

Consideremos um sistema material cuja configuragdo no
referencial R{x ,y ,s,t) é um plano -, animado de um movi-
mento de translagdo de velocidade u . E suponhamos que o
referencial R(x,y,z,t) estd relacionado com o anterior R ,
mediante as férmulas de Lorentz
v

X — vt c
= > y
vir

GAZETA DE MATEMATICA

E DE GEOMETRIA ANALITICA

536 — Mostrar que todo o grupo constituido por poténcias
de uma substituicdo é necessariamente circular.

537 — Verificar que
5,-(123) (456), s.=(132) (456), s, = (14) (25) (30),
Si=s, St= (153426), s, =s, s, = (162435)
formam com a identidade um grupo G,,.
e imprimitivo.

Indicar se é transitivo

F. C. L.— Pontos de exame de 1940

538 — Designando i. um nUmero inteiro e S uma substi
tuicdo de » elementos de periodo p mostre que S* e S tém o
mesmo periodo se a@ae psdo primos entre si.

539 —E dado um triangulo rectadngulo .\BC(A =90°).
Os vértices B e C deslocam-se sdbre duas rectas perpendi-
culares. Determine o lugar geométrico de A

540 Mostre que o conjunto dos valores de '\J1 forma
um grupo tomando para lei de composi¢do o produto de com-
plexos.

CELESTE

Determinar a condi¢do para que a configuragcdo, do sis-
tema material neste referencial R seja analogamente um plano

, animado de uma translagdo u.

Nota. — Configuragao de um sistema material S na
data t de um referencial R é o lugar  geométrico das posicdes
(simultaneas), na data t, dos diferentes pontos  materiais de S .

Ex. sugerido pelo problema de E. Esclagon in La Notion
de Temps, pag. 4i a 48.

R. L. G

FISICA MATEMATICA

F. C. P.— I|.° Exame de frequéncia, 10 de Fev. de 1940
542 — Sejam A(x),A(y),A(z) as matrizes associadas !
(E. Cartan) aos vectores reais, x,y,z cujas coordenadas nor-
mais sao (,r,,.Vj,.v), (y.,V. y:), ("i,"2,«a)e
Calcular os dois sistemas de matrizes
JA(X)AWMHA  (Y)A (V)
LJA(Y)A{s)+A(s)A(Y)
I A (z2)A (X)+A (®A(s)
JA)A (Y)-A(y)A Lv)
L A{y)A(z)-A(Z)A(Y)
[A(s)A(Xx)-A(x)A(z)
o sistema
a novos vectores.
A que condicdo geométrica devem satisfazer os vectores
X, vV, para que as suas matrizes associadas sejam
veis entre si duas a duas? A condigdo
no caso de as matrizes anticomutarem ?
Oue forma assumem os sistemas | e Il na hipé6tese
.V, y,z constituirem um terno orto-normado?
Essa forma serd fung¢do do sentido do terno x,y,z?
Seja C[um vector fundamental de A (.v) e representemos

Exprimir Ilem funcdo das matrizes associadas

comutéa-
serda ainda a mesma

de

por e>o0 vector A (y)e, ou A(z)e\. Supondo ainda que x,y,s
formam um terno orto-normado, e e e, constituirdo uma base?

Fazer a representacdo das trés matrizes A (x),A (y).
A {z) na base e\, «

543 — Sejam tti, az ee n vectores reais e independentes
de um espa¢co métrico E,. E suponhamos que, aplicando-lhes
o0 processo de ortogonalizacdo de Schmidt, se obtém os vecto-
res b\ ,bi, eeeb,. Que relagdo de grandeza ¢é que existe entre
as normas dos dois vectores quaisquer de um mesmo indice?

Identificando 0i,<*2,---a, com as linhas de uma matriz
real A e recorrendo ao produto A A" demonstrar que
(det. Ay-<n(«.,a).

544 — Sejam B, ,B, ,* B, p matrizes de 4." ordem que

satisfazem as condi¢cdes B;= —1,B, B, +B, Bj=0
que p ndo pode exceder o nimero 5: p<5.

Demonstrar

Indicagdo : Verificar que B, transforma todo o vector fun-
mental de B,{k~j) em um vector que é também fundamen-
tal (de B, ). E aproveitar éste resultado para construir a base
de representacdo das matrizes B, (j—I1 ,2,3, - p).

iX, M
v
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PROBLEMAS

DIVERSOS

PROBLEMAS RESOLVIDOS

Séries

545 — Achar o
y = e'cosx em série

termo geral do
inteira em .r.

desenvolvimento de
R: y i a parte real de

z=¢e'(cosx+isenx) =e'""'". Ora, z= 2 2 + o+

VLTS, N»-299(-.r(C) ]

signando por 2p o maior  nUmero par contido em m .

1

546 —Demonstrar a convergéncia das séries (S) 1+ ——

1 1 1 1 1 . 1 1 1

+ —+ eee e (S) 1 H + ---.que
2 5 7 4 9 2 3 4 "

sdo formadas pelos mesmos termos, e achar arelagdo que

as respectivas somas. R : (S') € evidentemente

Como em (S) ha dois termos positivos por cada

tivo, se agruparmos 0s termos 3 a 3, o enésimo

1 1 1

(n=1,2,--*) ,, _g+4, ,i

2 ,%e2n, e 0s primeiros 2n

1, ees2n—1, 2tt+1,

liga
convergente.
nega-

sera

termo
grupo

~ 2n %o primeiros n nameros

pares serem nimeros impares

serem eee4n— 1. Associando todos os ter-
4 1
mos  positivos obtem-se série h

consecutivos, a nhova

PROBLEMAS

548 — Mostrar que toda a
real, da 3. ordem e det.= + 1,
O éangulo de

— d°

transformacédo L
representa uma
rotagdo — 0— e o0s cosenos
respectivo eixo (de rotacédo)

ortogonal,
rotacéo.
directores —
sdo dados pelas
/;; —COSfl

c-= N .

— o ss

férmulas 1+2 cos 6=In+1In + hl i Exprimir /,,

— elemento geral de i — em fungdo de Oe dos c,. Deve dar :
I, = cos 0.S:+ (1—cos 6)c,c,+sen 0.c,,.

¢, — elemento geral da matriz hemi-simétrica
0 Ci —c,
cl 0 ci
-Ci 0
(Ex. proposto em Madelung— Die Mathematischen Hiefs-

mittel des Physikers (1936) — pag. 102, 103).

Indicacao
tais de i ,

: calcular as constantes e os vectores fundamen-
R.L.Q.

549 — Sendo

—Cjtg

<>ty

+ eeet+ 77 TTTI OT s Y eee que € alternada, de termos
(4n—1)(4n —o0) JIn "
decrescentes e de limite nulo. Esta série &, pois, conver-
gente e, portanto, também o €& a proposta. Por  outro lado,
1 1/ 1 1\ 1
S3-=1 + + -+, _  -(-,-+-+2,). S W + - - + - +

1 1 1\ 1 /1 1V 1 1 3

+ + + + "o+ A /\ s IV ANLEEN | s

yo L T-¥) 3 -"(1T-N)>T 0 - ¥
Funcdes continuas e medida L

547 — Pode uma funcdo continua transformar um conjunto
de medida nula num conjuntode medida positiva? Pode. R: Se-

jam  x=$(t),y =] (t) as equagdes de uma curva que enche o0 qua-
drado  de vértices  opostos (0,0) t (1,1). E mensurével o] conjunto
(T) dos valores de t que fazem o(t)="!j. Ora, se todos esses con-
juntos (r) tivessem medida  positiva, seria  possivel com as me-
didas  de alguns deles  exceder a medida do intervalo (0,1) da
curva, — 0 que € manifestamente absurdo. Logo, ha conjun-
tos (-) de medida nula que uma fungdo continua— JNit) —
transforma em (0,1).
PROPOSTOS
mostrar que A =(B)~B representa uma rotagdo em torno
do eixo (cj,c,,c), de angulo 0.

Indicagdo: escrever B=1+CC= —C, ecalcularas cons-

tantes e vectores fundamentais de C. Deduzir depois as cons-
tantes e vectores fundamentais de A

(Ex. proposto em Frazer,
tary Matrices — péag. 203.)

Duncan and Collar — Elemen-
R. L.

550 — Demonstrar que AB e BA tém as mesmas cons-
tantes fundamentais.

NOTA—Turnbull and Aitken, em «An introduction to
the theory of canonical matrices», pag. itii, (London, icj2) e
Mac Duffee em «The theory of matrices», pag. 2j, (Berlin,
'93J) fazem a demonstragdo daquele resultado, que Sylvester
enunciou, sem demonstragdo, em iSSj, no vol. id® — Philos. Mag.
Denionstra-se, porém,  muito  facilmente notando que (BA)Bx"=
= >.Bx quando ABx-ix, e (AB)Ax—uAx quando BAXx= a.
Isto  para >e u-/=0. Para >.ou i*=0 basta notar que, entéo,
IAB IBA 1-0. R.L.G.

551 — Sejam .wv<x,,v,,.vj)e X (X,,X]j,X,) as coordena-
das de um mesmo vector em dois ternos orto-normados (di-

rectos) Te T. Supondo que as coordenadas e a posicdo rela-
tiva dos dois ternos sdo funcbdes dum paradmetro /, exprimir
dX_ I'dXi dX,dX,\ N .

em func¢do de x e Que aplicacdao

dt\dt ' dt dt
pode fazer destes resultados a teoria do movimento relativo ?

R.L.G.
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552-— A soma da série constituida pelos inversos de tddas
as poténcias que tém por base e expoente um niUmero inteiro
superior a unidade é precisamente a unidade.

553 —Se cada uma das letras pi, pz, p3, s p,, , e for
capaz de assumir, independentemente das outras, uma infini-
dade numeravel de valores distintos, o conjunto das suces-
sbes p. ,p. ,* *p ,e*e* tem a poténcia do continuo.

RESOLUGAO DUM PROBLEMA

432 — Seja a elipse -TTI =1 e seja P um dos vértices

de um dos rectangulos que podem inscrever-se nela (estes
constituem uma simples infinidade e os seus lados sédo, neces-
sariamente, paralelos aos eixos da elipse). As coordenadas

do ponto P séao, por exemplo, (v, + — s/a- e a area do
rectangulo terd por medida S =i —x \a-

Ora, S é maxima com y—x* (a—x-) e tem-se, sucessiva-
mente, 2v(a- - X)) 12*2
a x -2.f3=0 —x(a*—ix*)-0 #=0e.r--~ ' .aprimeira

raiz corresponde aum minimo de S e asegunda aum méaximo,
visto que y" - =—1«<0.

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Realizou-se a assembleia geral da Sociedade Portuguesa
de Matematica, para aprovagdo dos estatutos e elei¢cdo dos
corpos gerentes. A direccdo ficou assim constituida : Presi-
dente, prof. Pedro José da Cunha; vice-presidente, prof. Victor
Hugo de Lemos; tesoureiro, dr. Manuel Zaluar Nunes ; secre-
tario geral, dr. Anténio Monteiro ; 1.° secretario, dr.” Maria
Pilar Ribeiro ; 2.°secretadrio, dr. Augusto S4 da Costa. Tam-
bém foieleita a mesa da assembleia geral.

Para delegados a Associagcdo para o Progresso das Cién-
cias foram escolhidos o prof. Bento de Jesus Caraga e O
prof. Francisco Leite Pinto.

A Sociedade Portuguesa de Mateméatica (S. P. M.)tem por
objectivo cultivar e promover o estudo das Ciéncias Matema-
ticas, puras e aplicadas. Pode ser admitido como sé6cio ordi-
individuo de nacionalidade portuguesa ou

nario qualquer

estrangeira. Os so6cios residentes em Coimbra e no Porto
poderdo constituir ndcleos de trabalho cientificamente aut6-
nomos. Os so6cios residentes em qualquer cidade do territdrio
nacional poderdo solicitar da direc¢do autorizacdo para cons-
tituirem um nicleo da Sociedade nessa cidade.

Estdo ja& inscritos mais de cem s6cios, o que revela um
acolhimento muito favoravel da parte do publico, para os
objectivos que a Sociedade se prop0s atingir.

GAZETA DE MATEMATICA

554 — Se cada uma das letras p, for capaz de assumir,
independentemente das outras, uma infinidade continua de
valores, o conjunto das sucessdes (S) p\ ,p. ,pi

eso n,, , oo

tem a poténcia do continuo.

Os problemas nimeros 545, 546 e 547 e respectivas solu¢fes foram-nos
cedidos pelo Prof. Doutor .José Vicente Gongalves bem como os problemas
nimeros 352, 553 e 534.

PROPOSTO XO N.» 1

Outra solugdo — A &rea do rectdngulo de dimensdes 2.r e

2y tem por medida S=i.t;y. Mas (x,y)deverda ser um ponto
da elipse de equacdo —f

Logo, as condi¢bes de estacionaridade da &4rea 5"do rectan-

gulo inscrito na elipse serdo

\l2a

1 a- 6 !
V- h V- 0 V/26

a o

valores que correspondem, necessariamente, ao maximo.

A. S&a da Costa

RECTIFICAGOES

Por lapso no n.° 1 da «Gazeta de Matematica» atribui-se
ao professor da Universidade do Po6rto, dr. A. Madureira e
Sousa a resolugdo de «Um problemade Geometria Analitica»,
devida ao professor da mesma Universidade Dr. Ruy Luis
Gomes. A presente rectificacdo foi-nos solicitada por carta
gque nos escreveu o professor Madureira e Sousa onde nos
indicou também que encontrou o problema em: «Lezioni di
Geometria Analitica» (0.'ed., pag. 13) de Guido Castelnuovo,

onde figura sem demonstracdo.

— A resposta correcta do n.° 379 é: m deve satisfazer
simultaneamente as desigualdades - (m 1)"'<0e m-rl>0
donde se deduz m > 3. M. Z.

— Pediamos aos nossos leitores o favor de assinalarem a
redacgcdo da «Gazeta de Mateméatica» todas as incorreccgdes

gque notem, oudlvidas encontradas que tentaremos esclarecer.

ASSINATURAS

A partir déste numero, e devido as circunstancias do
momento, somos forgcados, bem contra a nossa vontade, a
aumentar o preco da «Gazeta» para 18<0 por nGmero: conse-
gquentemente o preco das assinaturas aumenta e passa a ser
de 16%00 por cada 4 nimeros (1 ano). Os niumeros especiais

terdo prego varidvel, fungcdo do nimero de paginas.



