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R e d a c ç ã o e A d m i n i s ­
t r a ç ã o : F a c u l d a d e 
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da E s c o l a P o l i t é ­
c n i c a — L i s b o a 

MATEMÁTICA 
E D I T O R : J O S É D U A R T E D A S I L V A P A U L O 

C o m p o s t o e i m p r e s s o 
na Soe. I n d u s t r i a l d e 
T i p o g r a f i a , L i m i t a d a 
R. A l m i r a n t e Pessa ­
nha, 3 e 5 - L i s b o a 

A O L E I T O R 
T ô d a s as p u b l i c a ç õ e s q u e d e s e m p e n h a m u m a f u n ç ã o ú t i l 

e s t ã o s u j e i t a s a e v o l u i r — a p r ó p r i a n a t u r e z a da sua f u n ç ã o o 
i m p õ e . 

U m a p u b l i c a ç ã o é l a n ç a d a c o m u m d e t e r m i n a d o o b j e c t i v o 
q u e p r o c u r a r e a l i z a r de ce r t a m a n e i r a , d i r i g i n d o - s e a u m ce r to 
p ú b l i c o . A o f i m de a lguns n ú m e r o s , as r e a c ç õ e s do p ú b l i c o , 
os seus dese jos , o a g r u p a m e n t o dos seus l e i t o r e s e m sec tores 
d e t e r m i n a d o s , i n d i c a m c l a r a m e n t e se a p u b l i c a ç ã o t e m c o n d i ­
ç õ e s de v i d a e, nesse caso, e m q u e s e n t i d o d e v e o r i e n t a r - s e 
p a r a b e m s e r v i r o seu p ú b l i c o . » 

A « G a z e t a d e M a t e m á t i c a » p o s s u i j á a e x p e r i ê n c i a neces­
s á r i a à sua o r i e n t a ç ã o d e f i n i t i v a e v e m p o r t a n t o no seu 5.° 
n ú m e r o , d a r c o n t a dos r e s u l t a d o s dessa e x p e r i ê n c i a : 

1. ° A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » t e m c o n d i ç õ e s de v i d a , e 
v e r i f i c a - s e q u e e la c o r r e s p o n d e u a u m a necess idade da nossa 
p o p u l a ç ã o a c a d é m i c a . 

2. ° A « G a z e t a » d e v e f aze r i n c i d i r a sua a c ç ã o , e m espec ia l , 
s ô b r e a p r e p a r a ç ã o p a r a a a p t i d ã o à s Esco las S u p e r i o r e s e 
s ò b r e os p r i m e i r o s anos dessas Esco la s . É a í que a e x p e ­
r i ê n c i a m o s t r o u r e s i d i r p r i n c i p a l m e n t e o p ú b l i c o q u e de l a 
"necessita. 

3. ° E m c o n s e q u ê n c i a des ta v e r i f i c a ç ã o , a « G a z e t a » v a i , 
n ã o d i z e m o s m u d a r a o r i e n t a ç ã o , m a s r e c t i f i c á - l a e a f i r m á - l a . 
m e l h o r no seu sec to r p r i n c i p a l de a c ç ã o . 

C o m o V D e d i c a n d o , ao e n s i n o das cade i ra s ge ra i s das E s c o ­
las S u p e r i o r e s — Á l g e b r a , C á l c u l o I n f i n i t e s i m a l , M e c â n i c a 
R a c i o n a l — u m a a c t i v i d a d e m a i o r do que a s i m p l e s p u b l i c a ç ã o 
e r e s o l u ç ã o de pon tos . V a i passar a d a r i n d i c a ç õ e s m a i s g e r a i s , 
m a i s comple t a s , p o r v e n t u r a ma i s ú t e i s . A p a r t i r do p r ó x i m o 
n ú m e r o , v a i p u b l i c a r e x p o s i ç õ e s s i s t e m á t i c a s da p r á t i c a r e f e ­
r e n t e a c a p í t u l o s das cade i ra s r e f e r i d a s . Quan ta s vezes o e s t u ­
dan te se sente e m b a r a ç a d o pe l a f a l t a d e u m b o m g u i a q u e o 
a j u d e na r e s o l u ç ã o de p r o b l e m a s — o e s t u d o d u m a c u r v a , a 
r e a l i z a ç ã o d u m c á l c u l o n u m é r i c o , etc. A « G a z e t a » v a i p r o c u r a r 
s u p r i r essa d e f i c i ê n c i a ; d a q u i po r d i a n t e p u b l i c a r á , e m cada 
n ú m e r o , u m guia p r á t i c o d u m p r o b l e m a g e r a l . 

O m e s m o v a i p r o c u r a r f a z e r - s e n o q u e d i z r e s p e i t o à s 
p r e p a r a ç õ e s para a d m i s s ã o à s Esco las . Cada n ú m e r o f i c a r á 
c o n s t i t u í d o p o r u m a pa r t e , d i g a m o s , t r a n s i t ó r i a — os p o n t o s 
s a í d o s nos p e r í o d o s i m e d i a t a m e n t e a n t e r i o r e s — e u m a p a r t e 
p e r m a n e n t e que , a c u m u l a d a , n ú m e r o a n ú m e r o , f o r m a r á ao 
f i m de a l g u m t e m p o u m i n s t r u m e n t o — g u i a de t r a b a l h o p r e ­
c ioso . 

A « G a z e t a » j u l g a , d ê s t e m o d o , o r i e n t a r o seu e s f o r ç o 
n a q u ê l e s e n t i d o e m q u e a p r á t i c a i n d i c a q u e ê l e pode ser m a i s 
ú t i l ; os nossos l e i t o r e s d i r ã o se a c e r t a m o s . 

B . C. 

A L Ó G I C A MATEMÁTICA E O E N S I N O MÉDIO 

A s c o n v e n ç õ e s e os m é t o d o s da L ó g i c a m a t e m á t i c a t ê m -
-se i m p o s t o g r a d u a l m e n t e , c o m o v a l i o s o s i n s t r u m e n t o s de 
a n á l i s e das i d é i a s , a d e s p e i t o das f o r t e s r e a c ç õ e s q u e de i n í ­
c io se o p u z e r a m à sua i n t r o d u ç ã o no d o m í n i o da C i ê n c i a ' " . 
Pa r eceu -nos , e m p a r t i c u l a r , que , p a r a u m a c l a r a e p e r f e i t a 
c o m p r e e n s ã o da p a r t e do p r o g r a m a de m a t e m á t i c a do 3.° c i c l o 
dos l i c e u s , q u e se r e f e r e aos m é t o d o s da G e o m e t r i a , m u i t o 
h a v e r i a a l u c r a r c o m o e m p r e g o j u d i c i o s o de a lguns e l e ­
m e n t o s de L ó g i c a m a t e m á t i c a , m i n i s t r a d o s p r e v i a m e n t e ao 
a l u n o , n u m a e x t e n s ã o do p r o g r a m a q u e , s e m o s o b r e c a r r e g a r 
e m excesso , t e r i a a c o m p e n s a d o r a v a n t a g e m de o f a v o r e c e r 
e m g r a n d e p a r t e do seu t r a b a l h o , c o n t r i b u i n d o a p r e c i à v e l -
m e n t e pa ra o d e s e n v o l v i m e n t o das suas f a c u l d a d e s de a n á l i s e . 
N o e s b ô ç o que , e m segu ida , a p r e s e n t a m o s , f o m o s à l é m do 
q u e se r i a n e c e s s á r i o p a r a u m a s i m p l e s a p r e n d i z a g e m dos 
m é t o d o s da G e o m e t r i a : a i d é i a q u e n o s o r i e n t o u f o i a d e m o s ­
t r a r , a inda q u e m o d e s t a m e n t e , a t é q u e p o n t o c h e g a m , t an to 
nes te c o m o e m o u t r o s d o m í n i o s de a p l i c a ç ã o , as p o s s i b i l i d a ­
des d i d á c t i c a s da L ó g i c a m a t e m á t i c a . A s s i m , v e r - s e - á q u e 
t a m b é m o e s tudo da A r i t m é t i c a r a c i o n a l e o das i n e q u a ç õ e s 
p o d e m ser n i t i d a m e n t e b e n e f i c i a d o s c o m esta o r i e n t a ç ã o . 

1 — C o n s i d e r a n d o as t r ê s p r o p o s i ç õ e s s e g u i n t e s : 

x — X é u m t r i â n g u l o ; 
;j, — O S o l é u m a e s t r ê l a ; 
•; — T o d o s os m ú l t i p l o s de 3 s ã o p a r e s ; 

v ê - s e i m e d i a t a m e n t e que , e n q u a n t o a p r i m e i r a é f a l sa ou v e r ­
d a d e i r a c o n f o r m e a f i g u r a g e o m é t r i c á á q u e X , na r e a l i d a d e , 
se r e f e r e , a segunda é incondicionalmente v e r d a d e i r a e a 
ú l t i m a , incondicionalmente f a l sa . A v e r a c i d a d e da p r o p o s i ­
ç ã o a é, po is , condicionada pe la n a t u r e z a de X , p o r isso q u e 
s e r á v e r d a d e i r a para u m a s determinações, e f a l sa pa ra o u t r a s 
determinações, daque la v a r i á v e l '-' : d i r e m o s e n t ã o q u e a é 
u m a p r o p o s i ç ã o condicional e m X (ou , s i m p l e s m e n t e , u m a 

m Estas reacções foram devidas, em grande parte, a alguns exageros 
reprováveis dos logísticos. É inteiramente justa a ironia de H. Poincaré, 
ao comentar as célebres def inições do número 1, dadas em símbolos do 
sistema de Peano. 

f-J Pressupõe-se, é claro, que X satisfaz a uma condição prévia, neste 
caso expressa pela proposição 'X é uma figura geométrica". Frases, como 
« A alma é um triângulo», em que não se atende a êste preceito, são —não 
propriamente falsas, porque não se chega a pôr aqui o problema do "Ver­
dadeiro ou falso» mas antes vazias de sentido. 
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condição), e para o p ô r e m e v i d ê n c i a p o d e m o s e s c r e v e r * ( A ) , 
e m vez de 7.. P o r o u t r o lado , as p r o p o s i ç õ e s tais c o m o p e -, 
d i r - s e - ã o categóricas, p o r isso que a sua v e r a c i d a d e n ã o 
d e p e n d e de c i r c u n s t â n c i a a l g u m a : ou b e m s ã o v e r d a d e i r a s , 
e s ã o - n o e n t ã o e m q u a l q u e r caso, ou b e m s ã o falsas, e n ã o 
h á p o s s i b i l i d a d e de as t o r n a r v e r d a d e i r a s . Se l e m b r a r m o s 
q u e t ô d a a i gua ldade en t r e e x p r e s s õ e s a l g é b r i c a s ence r r a , na 
v e r d a d e , u m a p r o p o s i ç ã o , apenas f o r m u l a d a e m l i n g u a g e m 
d i f e r e n t e da usua l , e n c o n t r a r e m o s , logo , e x e m p l o s de p r o p o ­
s i ç õ e s c a t e g ó r i c a s v e r d a d e i r a s , nas i d e n t i d a d e s ; de p r o p o s i ­
ç õ e s c a t e g ó r i c a s fa lsas , nas i gua ldades i m p o s s í v e i s , e de p r o ­
p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s , nas e q u a ç õ e s . E x e m p l o s a n á l o g o s nos 
f o r n e c e m as i n i d e n t i d a d e s , as des igua ldades i m p o s s í v e i s e as 
i n e q u a ç õ e s . 

P o d e m ainda, n a t u r a l m e n t e , ap re sen ta r - se p r o p o s i ç õ e s 
c o n d i c i o n a i s e m m a i s de u m a v a r i á v e l , c o m o p o r e x e m p l o a 
s egu in t e « A ' , Y e Z s ã o t r ê s rec tas que se i n t e r s e c t a m n o 
p o n t o U », que é , c o m o se v ê . c o n d i c i o n a l e m X , Y , Z e U ; 
mas t u d o o q u e d i s s e r m o s p a r a as p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s 
e m u m a s ó v a r i á v e l f a c i l m e n t e se gene ra l i za a todas as o u t r a s 
p r o p o s i ç õ e s ; a l é m de que , c o m o é e v i d e n t e , u m s i s t ema q u a l ­
q u e r de v a r i á v e i s , X , Y , Z , • • • , pode s e m p r e , m e d i a n t e u m 
acto m e n t a l s i m p l e s , cons ide r a r - s e c o m o u m a v a r i á v e l ú n i c a , 
de ca tegor ia d i f e r e n t e , W = ( A , Y , Z , •••)• 

2 — Dadas as duas p r o p o s i ç õ e s : 

j. — X é u m m ú l t i p l o de C; 
S — X é u m m ú l t i p l o de 3; 

nota-se que , s e m p r e q u e a p r i m e i r a é v e r d a d e i r a , a segunda 
t a m b é m o é, ou o q u e v e m a d a r o m e s m o , que , s e m p r e q u e 
esta é fa l sa , aque la é f a l sa t a m b é m ; de m o d o que p o d í a m o s 
e s c r e v e r : « S e X é u m m ú l t i p l o de G, X s e r á t a m b é m u m 
m ú l t i p l o de 3» ou « A é d i v i s í v e l p o r 6 , logo é d i v i s í v e l p o r 3» . 
D i r e m o s e n t ã o que 7. implica 3, ou que 8 é consequência de 7., 
ou que p resulta de 7. ( t ô d a s estas e x p r e s s õ e s s ã o e q u i v a l e n ­
tes), e e s c r e v e r e m o s , s i m b ò l i c a m e n t e , •>.—*• p . 

É f á c i l v e r que , dadas t r ê s p r o p o s i ç õ e s 7.1 , 7.2 e 7.3 , se 
»! —> 7.1 e y.-t —*• x j , e n t ã o %\ — • 7.3 ; o que se e x p r i m e d i z e n d o 
q u e a implicação lógica goza da p r o p r i e d a d e t r a n s i t i v a . Po r 
e x e m p l o : a p r o p o s i ç ã o « A é u m q u a d r a d o » i m p l i c a a p r o ­
p o s i ç ã o « A é u m r e c t â n g u l o » , a q u a l p o r sua vez i m p l i c a a 
p r o p o s i ç ã o « A é u m p a r a l e l o g r a m o » , d o n d e r e su l t a que a 
p r i m e i r a i m p l i c a a t e r c e i r a . 

C o n v é m n o t a r q u e as p r o p o s i ç õ e s c a t e g ó r i c a s se c o m p o r ­
t a m c o m o p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s , q u a n d o a inda se i g n o r a , 
o u se s u p õ e i g n o r a r , se elas s ã o a f i n a l v e r d a d e i r a s ou fa l sas . 
A s s i m , antes de a v e r i g u a r se q u a l q u e r das p r o p o s i ç õ e s «153 é 
m ú l t i p l o de 0» e €153 é m ú l t i p l o de 3» é ou n ã o v e r d a d e i r a , j á 
se pode assegurar q u e a segunda é v e r d a d e i r a , se a p r i m e i r a 
o f ô r , e que esta s e r á fa lsa , se a segunda f ô r p o r sua vez fa l sa ; 
i s to é, p o d e m o s d i ze r , c o m o para as p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s , 
q u e a p r i m e i r a i m p l i c a a segunda . O b s e r v a ç õ e s a n á l o g a s se 
d e v e m a p l i c a r a t u d o o que d i s s e rmos em seguida . 

3 — Os e x e m p l o s a n t e r i o r e s bas t am para m o s t r a r que , 
dadas duas p r o p o s i ç õ e s X| e 7.?, se %\—> 7.,, n ã o se d e v e d a í 
c o n c l u i r , s e m m a i s , q u e t a m b é m 7.2 —*- 7.1 ; i s to é , a i m p l i c a ç ã o 
l ó g i c a n ã o goza da p r o p r i e d a d e s i m é t r i c a , e m b o r a goze da 
p r o p r i e d a d e r e f l e x i v a ( q u a l q u e r p r o p o s i ç ã o se i m p l i c a a s i 
m e s m o ) . Pode n o e n t a n t o acon tecer que se tenha, ao m e s m o 
t e m p o , 7.j —> 7.i e 7.2 — > • T.{ : d i r - s e - á e n t ã o que as p r o p o s i ç õ e s 
a, e %z s ã o e q u i v a l e n t e s , e e s c r e v e r - s e - á 7.1 = %%. 

E x e m p l o s : as p r o p o s i ç õ e s « A é u m t r i â n g u l o e q u i l á t e r o » 
e « A é u m t r i â n g u l o e q u i â n g u l o » s ã o e q u i v a l e n t e s ; do m e s m o 
m o d o s ã o e q u i v a l e n t e s as p r o p o s i ç õ e s «.v é u m n ú m e r o c o m ­
p r e e n d i d o en t re 3 e 4» e «x v e r i f i c a a d e s i g u a l d a d e x"1—7x + 
- ) - 1 2 < 0 » . O u t r o s e x e m p l o s : 

I — ( « é d i v i s í v e l p o r 3 , p o r 4 e p o r 5 ) = ( « é d i v i s í v e l p o r GO) 

I I — ( - 6 < 2 * < 3) = ( - 3 < x < —\ 

I I I — ( A é u m ser v i v o ) = {X é u m a n i m a l ou u m a p l a n t a ) . 
Q u a n d o u m a p r o p . 7. i m p l i c a u m a p r o p . (3, t a m b é m se d i z 

q u e 7. é condição suficiente p a r a que se v e r i f i q u e p , o u q u e [3 
é condição necessária pa ra q u e se v e r i f i q u e a. ; e a i n d a se 
c o s t u m a d i z e r que p é u m a c o n d i ç ã o mais restritiva ou mais 
forte do q u e a, o u que 7. é u m a c o n d i ç ã o menos restritiva ou 
mais fraca do q u e p . Se a = (3, é t a m b é m u s u a l d i z e r q u e 7. 
( o u p) é c o n d i ç ã o necessária e suficiente p a r a q u e se v e r i f i ­
q u e p (ou 7.). Esta t e r m i n o l o g i a é m u i t o c o n h e c i d a . 

A equivalência lógica goza e v i d e n t e m e n t e das p r o p r i e d a ­
des r e f l e x i v a , s i m é t r i c a e t r a n s i t i v a . 

É t a m b é m m a n i f e s t o que todas as p r o p o s i ç õ e s c a t e g ó r i c a s , 
reconhecidas c o m o v e r d a d e i r a s , s ã o e n t r e s i e q u i v a l e n t e s , o 
que l e v o u a r e p r e s e n t á - l a s , i n d i s t i n t a m e n t e , pe lo s í m b o l o 1 . 
A n a l o g a m e n t e , as p r o p o s i ç õ e s a b s o l u t a m e n t e fa l sas s ã o e q u i ­
v a l e n t e s e n t r e s i , e r e c e b e m , p o r isso, a r e p r e s e n t a ç ã o 
c o m u m 0 . Posto i s to , eu d i r e i que toda a p r o p , 7. i m p l i c a a 
p r o p . 1 , ba seando-me na s e g u i n t e c o n s i d e r a ç ã o : s e m p r e q u e 
7. é v e r d a d e i r a , a p r o p . 1 t a m b é m o é , p o r isso q u e é sempre 
v e r d a d e i r a . D o m e s m o m o d o d i r e i q u e 0 i m p l i c a q u a l q u e r 
p r o p . 7. : c o m e fe i t o , s e m p r e que 7. é fa l sa , a p r o p . 0 t a m b é m 
o é , p o r isso que é sempre f a l sa . A s s i m , q u a l q u e r q u e s e j a a 
p r o p . 7., t e r - s e - á : 0 —>- 7. —>- 1 . 

4 — S e j a m agora as p r o p o s i ç õ e s : 

7. — X é d i v i s í v e l p o r 5 ; 
[3 — A é d i v i s í v e l p o r 3 ; 
1 — X é d i v i s í v e l p o r l í> . 

É f á c i l r e c o n h e c e r que , s e m p r e que as p r o p o s i ç õ e s 7 e [3 
se v e r i f i c a m s i m u l t a n e a m e n t e , e s ó e n t ã o , a ú l t i m a é v e r d a 
d e i r a . P o r t a n t o , a f i r m a r simultaneamente 7. e (3 e q u i v a l e à s i m ­
p les a f i r m a ç ã o de 7 . D i r e m ò s , n ê s t e caso, q u e a p r o p o s i ç ã o Y 
e q u i v a l e ao produto lógico das p r o p o s i ç õ e s 7. e [3 , e e s c r e v e ­
r e m o s -; = *•?• D ê s t e m o d o , o s i n a l . s u b s t i t u i a c o n j u n ç ã o 
c o p u l a t i v a e. O u t r o s e x e m p l o s : 

I — (A ' é u m l o s a n g o ) . ( A é u m r e c t â n g u l o ) = {X é u m q u a ­
d r a d o ) ; 

I I — ( - 3 < . * < 4 ) . ( 1 < x < 7 ) = ( 1 < A - < 4 ) ; 

I I I — ( 1 2 = » ) . ( 1 8 = « ) = (6 n ). 

C o m o f a c i l m e n t e se pode v e r i f i c a r , a multiplicação lógica 
goza das p r o p r i e d a d e s c o m u t a t i v a e assoc ia t iva . A l é m d i s so , 
t em-se , q u a l q u e r que se ja 7. : 7.. I s a , x . 0 = 0 . P o r o u t r o l a d o , 
se 7.—>• 13, 7.;3 = 7., e, r e c i p r o c a m e n t e , se 7.3 = 7., 7.—> [3 ; e m 
p a r t i c u l a r } . . % = •>.. 

C o n s i d e r e m o s a inda as p r o p o s i ç õ e s f o r m u l a d a s e m se­
gu ida : 

7. — X d i v i d e 4 ; 
p — A ' d i v i d e 6 ; 
- — A" é u m d i v i s o r de 12, m e n o r que 10 . 

V è - s e f à c i í m e n t e q u e a ú l t i m a é v e r d a d e i r a , q u a n d o , e s ó 
q u a n d o , uma , pe lo menos , das p r i m e i r a s se v e r i f i c a . D ê s t e 
m o d o , a f i r m a r - e q u i v a l e a d i z e r que uma, pelo menos, das 
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p r o p o s i ç õ e s « e p é v e r d a d e i r a . D i z - s e e n t ã o q u e a p r o p o s i ­
ç ã o 7 é a soma lógica.das p r o p o s i ç õ e s a e p , e e sc reve-se 
•y = a + p , o n d e o s i n a l + s u b s t i t u e a c o n j u n ç ã o d i s j u n t i v a ou. 
O u t r o e x e m p l o : (X é u m n ú m e r o i n t e i r o ) + ( A ' é u m n ú m e r o 
f r a c c i o n á r i o ) s (A" é u m n ú m e r o r a c i o n a l ) . 

A adição lógica goza das p r o p r i e d a d e s c o m u t a t i v a e asso­
c i a t i v a , e a i n d a das s e g u i n t e s : 1) a + ú=%; 2) » . + l = l , . q u a l q u e r 
q u e se ja a p r o p o s i ç ã o > ; 3) % + p = p é e q u i v a l e n t e a •>.—> P, 
( d o n d e , e m p a r t i c u l a r , « + * = « ) . 

P o d e a i n d a v e r i f i c a r - s e , o é muito importante, que , 
n ã o s ó a m u l t i p l i c a ç ã o l ó g i c a é d i s t r i b u t i v a e m r e l a ç ã o à a d i ­
ç ã o l ó g i c a , c o m o esta é d i s t r i b u t i v a e m r e l a ç ã o à q u e l a ; i s t o é , 
q u a i s q u e r q u e s e j a m as p r o p o s i ç õ e s o t , P , 7 , t e m - s e : a . ( P + f ) = 
= o t . f l + * . - y e x + p . 7 = (z-r-p) . ( * + 7>. 

M u i t o f a c i l m e n t e se d e f i n e m somas e p r o d u t o s l ó g i c o s , 
c o m m a i s de do i s dados , o q u e d e i x a m o s ao c u i d a d o do l e i t o r . 

f> — C o n s i d e r a n d o agora as p r o p o s i ç õ e s 

7. — O n ú m e r o i n t e i r o A" é p a r ; 
P — O n ú m e r o i n t e i r o X é í m p a r ; 

v ê - s e q u e n ã o p o d e m ta is p r o p o s i ç õ e s se r s i m u l t a n e a m e n t e 
v e r d a d e i r a s , n e m s i m u l t a n e a m e n t e f a l s a s ; i s to é , se u m a é 
v e r d a d e i r a , a o u t r a é n e c e s s à r i a m e n t e fa l sa , e se u m a é fa lsa , 
a o u t r a é n e c e s s à r i a m e n t e v e r d a d e i r a . D i r e m o s e n t ã o q u e 
estas p r o p o s i ç õ e s s ã o contraditórias, ou q u e u m a nega a o u t r a , 
e e s c r e v e r e m o s : p = * ' o u ». = p ' < " . O u t r o s e x e m p l o s : 

I — ( x > 5) = O < 5) ' ; 
I I — ( T o d o s os m ú l t i p l o s de G s ã o m ú l t i p l o s de 3) = ( A l g u n s 

m ú l t i p l o s de G n ã o s ã o m ú l t i p l o s de 3 ) ' . 

D a d a u m a p r o p o s i ç ã o st é f á c i l r e c o n h e c e r a.. a' = 0 ( p r i n ­
c í p i o da n ã o c o n t r a d i ç ã o ) e «-)-«' = 1 ( p r i n c í p i o d o t e r c e i r o 
e x c l u í d o ) . A s duas c o n d i ç õ e s * . p = 0 , «-(-p = l s ã o a l é m d i sso 
s u f i c i e n t e s p a r a q u e i = p' . 

S ã o m u i t o i m p o r t a n t e s as s egu in t e s p r o p r i e d a d e s : 
1) ( < » ' ) ' = = « ; 2) Se a - v p , p' — > . « ' ; 3) ( * + P ) ' s a! . P1 ; 

4 ) ( * . p ) ' = « ' + p ' ; 5) l ' = 0 . 

A negação lógica p õ e a s s i m e m e v i d ê n c i a a d u a l i d a d e 
q u e se v e r i f i c a , p o r e x e m p l o , e n t r e a soma lógica e o produto 
lógico. 

E n e c e s s á r i o n ã o c o n f u n d i r p r o p o s i ç õ e s c o n t r a d i t ó r i a s 
c o m p r o p o s i ç õ e s incompatíveis, a p l i c a n d o es ta d e s i g n a ç ã o a 
duas ou m a i s p r o p o s i ç õ e s c u j o p r o d u t o l ó g i c o se ja i g u a l a 0 . 
E x e m p l o : as p r o p o s i ç õ e s « A ' é u m n ú m e r o p r i m o » e *X é u m 
m ú l t i p l o de G» s ã o i n c o m p a t í v e i s , mas n ã o c o n t r a d i t ó r i a s , p o r ­
que p o d e m ser s i m u l t a n e a m e n t e fa l sas . 

G — A s c o n v e n ç õ e s a n t e r i o r e s c o n s t i t u e m a base do cha­
m a d o cálculo proposicional, e m q u e o p a p e l dos n ú m e r o s apa­
rece d e s e m p e n h a d o pe las p r o p o s i ç õ e s , e e m q u e os s ina i s de 
r e l a ç ã o e de o p e r a ç ã o c o r r e s p o n d e m à s p a l a v r a s se, não, ou, e. 
É m a n i f e s t a a ana log i a e n t r e as r e l a ç õ e s a —v p ( o n d e a e p 
d e s i g n a m p r o p o s i ç õ e s ) e a > b ( o n d e a e b r e p r e s e n t a m n ú m e ­
ros) ; e a inda e n t r e as r e l a ç õ e s a = p e o = Ã. U m a d i f e r e n ç a 
há , p o r é m , q u e desde j á c o n v é m ass ina la r : enquan to , para 
^ada p a r de n ú m e r o s a e b , se v e r i f i c a n e c e s s à r i a m e n t e u m a 
das r e l a ç õ e s a<b, a = b , a>b ( ou , o q u e é o m e s m o , u m a 
das r e l a ç õ e s a<b, b>a), p o d e acon tece r que , dadas duas 
p r o p o s i ç õ e s i e 3, n ã o se v e r i f i q u e n e n h u m a das r e l a ç õ e s 
x—>• P , P — > * . P o r é m , c o n f o r m e o que se v i u , as r eg ras f o r ­
mais do c á l c u l o p r o p o s i c i o n a l n ã o d i f e r e m c o n s i d e r á v e l m e n t e 
ias do c á l c u l o n u m é r i c o , c o m o t a m b é m se p o d e a j u i z a r do 

e x e m p l o : («-HP) (7 + S) = «7 + aS + p-y + pS . O u t r a a n a l o g i a : das 
r e l a ç õ e s « —>- p , 7 —>• S , d eduz - se a + 7 —>• p -+- 5 , e a i n d a 
7.7—v pS . C o n v é m , c o n t u d o , n u n c a p e r d e r de v i s t a as d i f e ­
r e n ç a s q u e e x i s t e m e n t r e u m e o o u t r o c á l c u l o . 

7 — D e v e m o s agora n o t a r q u e toda a p r o p o s i ç ã o c a t e g ó ­
r i c a pode apresen ta r - se sob a f o r m a d u m a i m p l i c a ç ã o l ó g i c a 
( a f i r m a d a ou negada) e n t r e duas p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s , 
c o m o f a c i l m e n t e se i n f e r e dos segu in te s e x e m p l o s : 

I — (5 é u m n ú m e r o d í g i t o ) = (AT é i g u a l a 5—>-A' é u m d í g i t o ) ; 
I I — ( T o d o s os m ú l t i p l o s d e G s ã o pa res ) = ( « é 6 —>- n é p a r ) ; 

I I I — ( A l g u n s m ú l t i p l o s de 3 n ã o s ã o pa r e s ) =(Y é 3 —>- Y é 
p a r ) ' ; 

I V — ( N e n h u m m ú l t i p l o de G é p r i m o ) = ( W é 6 —>• W não é 
p r i m o ) ; 

V — ( A l g u n s losangos s ã o r e c t â n g u l o s ) = (X é u m l o s a n g o —>• 
—>• X não é u m r e c t â n g u l o ) ' . 

A s s i m , e m gera l , a t ô d a a p r o p o s i ç ã o c a t e g ó r i c a 1. p o d e 
da r - se u m a das f o r m a s segu in te s : A —>• t ou (A —>- t ) 1 , o n d e fi 
e t d e s i g n a m p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s ; i s t o é , ou a = (-fi—>-1) , 
o u a = (A—>•()' . No primeiro caso, d á - s e a A o n o m e d e hipó­
tese e a t o n o m e de tese da p r o p o s i ç ã o % ; p o d e m o s d i z e r e n t ã o 
q u e a transjorma & e m t , e e s c r e v e r e m o s « | A = t . D u a s p r o ­
p o s i ç õ e s e p , ta is q u e « — ( a ( — > a 2 ) , p ~ ( í j — » - í 2 ) , s e n d o 
a , = e a 2 = tj (a tese de cada u m a c o i n c i d e c o m a h i p ó t e s e 
da ou t r a ) , d i z e m - s e reciprocas, e, q u a n d o e n u n c i a d a s c o n j u n ­
t a m e n t e ( i s to é , q u a n d o se e f e c t u a o seu p r o d u t o l ó g i c o ) , 
o b t é m - s e a p r o p o s i ç ã o mais Jorte a^ = a2; p o r e x e m p l o , as 
p r o p o s i ç õ e s « t o d o o d i v i s o r do m . d . c. de do i s n ú m e r o s d i v i d e 
t a m b é m ê s s e s n ú m e r o s » e « t o d o o d i v i s o r c o m u m de d o i s 
n ú m e r o s d i v i d e o seu m . d . c.» s ã o e n t r e s i r e c í p r o c a s , e f u n -
dem-se na p r o p o s i ç ã o « p a r a que u m dado n ú m e r o n d i v i d a 
do i s n ú m e r o s a e b q u a i s q u e r , é n e c e s s á r i o e s u f i c i e n t e q u e 
d i v i d a o seu m . d . C » , 

H á a inda ou t ro s m o d o s de e n u n c i a r p r o p o s i ç õ e s c a t e g ó ­
r i ca s , e m p r e g a n d o p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s : a s s im, a p r o p o ­
s i ç ã o do e x e m p l o V p o d e f o r m u l a r - s e do s e g u i n t e m o d o : 
«(A ' é u m l o s a n g o ) . (-V é u m r e c t â n g u l o ) =/=0 ; a d o e x e m ­
p l o I I é e q u i v a l e n t e a « ( . ^ não é G) + (X é p a r ) = 1» a > , e tc . 

Observações : 1) U m a p r o p o s i ç ã o c a t e g ó r i c a R e s c r i t a s o b 
a f o r m a (A—>• *) o u (A— > - t ) ' n ã o d e p e n d e , e v i d e n t e m e n t e , 
do s í m b o l o e sco lh ido p a r a r e p r e s e n t a r a v a r i á v e l q u e f i g u r a 
nas p r o p o s i ç õ e s A e t , c o n t a n t o q u e ê s s e s í m b o l o s e j a o 
m e s m o e m ambas ; a ss im, e m I I p o d í a m o s p ô r Z , X o u 
q u a l q u e r o u t r a l e t r a , e m v e z d e n w . A p r o p o s i ç ã o n. t r a d u z , 
p o r a s s im d ize r , o que ex i s t e de constante en t r e A e t , a t r a ­
v é s de todas as m u d a n ç a s p o s s í v e i s do s í m b o l o r e p r e s e n t a ­
t i v o da v a r i á v e l . 

2) Para e s p e c i f i c a r que u m a p r o p o s i ç ã o c { X ) n ã o é v e r i ­
f i c a d a p o r mais de u m a d e t e r m i n a ç ã o de X , p o d e f a z e r - s e 
uso da segu in te i m p l i c a ç ã o : 1. ( Y ) . o . (Z)—*-(Y=Z). A s s i m , 
p o r e x e m p l o , a e x p r e s s ã o « ( A é u m m ú l t i p l o c o m u m de J e G, 
m e n o r q u e 2 0 ) . ( Y é u m m ú l t i p l o c o m u m de 4 e G, m e n o r 
q u e 20)—>-(A"= Y)» s i g n i f i c a « n ã o ex i s t e ma i s de u m m ú l t i p l o 
c o m u m de 4 e G, i n f e r i o r a 20» . 

1 1 O sinal ' substitui, portanto, o advérbio não. 
'-' «Existem losangos que também são rectângulos». 
' " «Dado um número inteiro, de duas uma: ou êsse número é par ou 

não é múltiplo de 
Deve, é claro, respeitar-se qualquer convenção prévia, relativa à 

escolha do símbolo. 
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Exercido : M o s t r a r que o p r o d u t o l ó g i c o das i m p l i c a ç õ e s 
a — v e , t —>• 3 , é e .quivalente à i m p l i c a ç ã o ú n i c a a f C —> a'3 4-
+ Ve + cd . 

8 — Nas suas m o d a l i d a d e s m a i s f r e q u e n t e s , o s i l o g i s m o 
n ã o é m a i s do que u m a a p l i c a ç ã o da p r o p r i e d a d e t r a n s i t i v a da 
i m p l i c a ç ã o l ó g i c a . Se ja , p o r e x e m p l o , o r a c i o c í n i o « T o d o s os 
m ú l t i p l o s do 6 s ã o pares ; 12 é m ú l t i p l o de 6, logo 12 é p a r » , 
c u j a s p remis sas , postas sob a f o r m a de i m p l i c a ç ã o l ó g i c a , s ã o 
as segu in tes : 

1 : X é £ —>• X é pa r ; 
1 p : Y é i g u a l a 12 - * . Y é 6 ; 

e r e p r e s e n t e m o s p o r » , * , c , 3 , r e s p e c t i v a m e n t e , a h i p ó t e s e 
de a, a h i p ó t e s e de p , a tese de a e a tese de p . A t e n d e n d o 
à o b s e r v a ç ã o 1 do p a r á g r a f o a n t e r i o r , p o d e m o s s u b s t i t u i r Y 
p o r X , e m p, o que p e r m i t e i d e n t i f i c a r a c o m 3 , i s to é, p ô r 
a (_Y) = 3 ( X ) , e, p o r t a n t o , e s c r e v e r G —> 3 —*• c , d o n d e G —>• c . 

A p r o p o s i ç ã o t — , que p o d e m o s r e p r e s e n t a r p o r ~ , é , e v i ­
d e n t e m e n t e , a c o n c l u s ã o do r a c i o c í n i o , e r e s u l t a , c o m o se 
acaba de ve r , da a p l i c a ç ã o sucess iva de p e de a s ô b r e <• : 
p | t = 3, at|3 = e, d o n d e * | p | 4 = ^ | 6 = s . P o d e m o s e n t ã o 
e s c r e v e r 7. | p = 7 e d i z e r , p o r ana log ia c o m o que f i z e m o s p a r a 
as p r o p o s i ç õ e s c o n d i c i o n a i s , que g transforma p e m -• ; p a r a 
j u s t i f i c a r « s t a c o n v e n ç ã o , bas ta n o t a r que , e s c r i t a sob a f o r m a 
«12 é 0», a p r o p o s i ç ã o p c o i n c i d e a f i n a l c o m a h i p ó t e s e d e a , 
desde que se p o n h a 12 no l u g a r de X , e a s s i m «12 é 6» —>• 
—>• «12 é p a r » , i s to é , p—>• •* ( segundo a ) . 

C o n s i d e r e m o s agora u m r a c i o c í n i o c u j a s p r e m i s s a s s e j a m 
do t i p o : (a —>• 6) ' 1 p r o p o s i ç ã o a ( ) , c — v í ( p r o p o s i ç ã o i 2 ) . N ê s t e 
caso a c o n c l u s ã o s e r á ( a — p o i s que , se a i m p l i c a ç ã o 
o—>• c f õ s s e v e r d a d e i r a , c o m o se t e m c—>l ( s e g u n d o a 2 ) t e r -
-se- ia a —>- {•, o que , s egundo xj , é f a l so . 

(Continua) J O S É S E B A S T I Ã O E S I L V A 

E X A M E D E A P T I D Ã O A S E S C O L A S S U P E R I O R E S 

Cursos da Faculdade de Engenharia da Universidade 
do Pôrto 

4 3 3 — E n c o n t r a r os t r ê s lados d u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o , 
s abendo q u e o l ado m é d i o é i g u a l à s e m i - s o m a dos o u t r o s 
do i s e que o n ú m e r o q u e e x p r i m e a sua s u p e r f í c i e é o m e s m o 
que e x p r i m e o seu p e r í m e t r o . R : Se forem b o cateto médio, 

bc 
c o outro e a a hipotenusa será : 2b = a- i -c ; — a + b + c e 

a 2 = b 2 + c 2 donde, resolvendo o sistema, a —10, b = , e c 

J. C 

4 3 4 — Q u a l a r a z ã o e n t r e os q u i n t o s t e r m o s dos de sen ­
v o l v i m e n t o s dos b i n ó m i o s (l — a)'' e ( 1 - ) -« ) "? Se a o r d e m dos 
t e r m o s c o r r e s p o n d e n t e s f ô r par , q u a l s e r á a sua r a z ã o ? 

R : T , ( — a ) 1 ; í̂,™ a 1 d°"de -p = 1 • Se a ordem 

correspondente fõsse par, então a razão seria — 1 , como é óbvio. 
J . C . 

4 3 5 — Na e q u a ç ã o 0.v s + 12x + 4 = 0 i n d i c a r , s e m r e s o l v e r , 
q u a l a na tu reza das r a í z e s ; d i ze r os s ina i s , a sua soma e o seu 
p r o d u t o . R : Como â = b 2 —4ac = 144 - 1 4 1 = 0 as raises são reais 
e iguais. Por ser a soma S = — 4 3 , as raises são negativas c 
o seu produto é P = 4 9 . j . c . 

4 3 6 — C a l c u l e p o r l o g a r i t m o s o v o l u m e d u m p a r a l e l i p í -
p e d o de q u e se conhece a d i a g o n a l da base 20,35 m e u m â n ­
gu lo a d j a c e n t e 28° 30' 4" e a a l t u r a 7,50 m . R : Se o para-
lelipipedo fôr rectângulo a base é um rectângulo de área 

20,352 
A = 2(),35 2 . s en 7. cos am 2 = - — s en 2am- designando por a o 

7,50x20,35; n 

ângulo de 28° 30' i" , e o volume é V =• - — sen 2am-i 

logo l og . V «= l o g 7,50 -f- 2 l o g 20,35 
-3,11475 e por isso V = 1302,5 nv ' . 

l og sen 57"0' 8" co log : 

J . C. 

437 — S i m p l i f i c a r a e x p r e s s ã o 
3TT - 4.v sen = 1- 1 + tg-' .v 

R : 

3TT 

2 
cos .v + 

- 4 * 
1 + t g 2 — 1V-2.V -t cos- .V 

cos 2 .v + c o s 2 .r = — cosec x 

J . c . 

4 3 8 — P e l o m é t o d o g e o m é t r i c o do p r o b l e m a i n v e r s o , d a ­
das duas rectas pa ra le las AX e BY e u m p o n t o f i x o O c o m -
p l a n o à d i s t â n c i a d da m a i s p r ó x i m a , d e t e r m i n a r a p o s i ç ã o 
d u m a p e r p e n d i c u l a r c o m u m CD à s duas p a r a l e l a s dadas t a l 
que do p o n t o se v e j a CD sob u m â n g u l o dado a . D i s c u t i r as 
s o l u ç õ e s p o s s í v e i s . i Q u a l o v a l o r m á x i m o q u e p o d e t e r ».? 

(Vir solução no próximo número). 

4 3 9 — a) 1 C o m os a l g a r i s m o s 0 , 1 , 2 , ••• , 8 e 9 p o d e r - s e - á 
e sc reve r u m n ú m e r o na base 13? b) è Q u a l o n ú m e r o n o s i s ­
t e m a d e c i m a l que c o r r e s p o n d e a 371 na base 7 ? R : a) Nem 
todos os números do sistema da base 13 podem escrever-se com 
os algarismos dados, pois devem adoptar-se símbolos novos 
para representar no sistema da base 13 os números 1 0 , 11 e 12 
do sistema decimal, b ) Na base 7 os únicos algarismos adopta­
dos na escrita dos números são 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 e G . O símbolo 
371 não representa pois um número da base 7 . J . C . 

I. S. C. E . F . — 23 de Julho de 1940 
4 4 0 — a) D e f i n a n ú m e r o p r i m o e d iga e m q u e c o n s i s t e a 

d e c o m p o s i ç ã o de u m n ú m e r o e m fac to res p r i m o s , q u e p r o ­
p r i edades e a p l i c a ç õ e s conhece , b) S e j a m os do i s n ú m e r o s 
A^p^-.q" B = q'-.p", onde p e q s ã o n ú m e r o s p r i m o s e n 
i n t e i r o e p o s i t i v o . Quan to s d i v i s o r e s c o m u n s t ê m A e B e 
qua i s ? R : Se n > 2 o número de divisores è o : 1 , p , p 2 , q , q 2 , 
p . q , p 2 . q i p . q 2 e p 2 . q 2 ; se n = l o número de divisores è 4 : 
1 , p , q e p . q . 

441 — D i g a o que é u m s i s t ema de e q u a ç õ e s ; d e f i n a s o l u ­
ç ã o . R e s o l v a o s egu in t e p r o b l e m a : d e t e r m i n a r p , q, r de 
m o d o que a f u n ç ã o y=.xí+pxí+qx+r t o m e p a r a .v = 0 , 1 , 2 
os va lo re s 

R : 

7 , 1 9 , r e s p e c t i v a m e n t e . 
I r = 3 I p = l 

p + q + r = 0 ] q = 2 
( 4p- f -2q + r = l l ( r = 3 . 
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4 4 2 — D e t e r m i n a r todos os s i s t emas de t r ê s n ú m e r o s ta is 
q u e : o - p r o d u t o dos do i s p r i m e i r o s s e j a i g u a l ao t e r c e i r o , o 
p r o d u t o d o p r i m e i r o pe lo t e r c e i r o se ja q u a t r o vezes o segundo 
e o p r o d u t o d o s e g u n d o p e l o t e r c e i r o s e j a n o v e vezes o p r i -

í * y = z 
m e i r o . R : ; xz = 4y 

( y z =-9x 
( x = — 2 l X = ; ~2 

y — 3 < y = -- 3 
' z = — 6 ( z = 6 . 

x y = z 
| y ( X « _ 4 ) = 0 
x ( y 2 - 9 ) = 0 

= 2 ( x = 2 
= 3 { v = — 3 

z = = 6 • I : - 6 

4 4 3 — D a d o u m t r i â n g u l o e q u i l á t e r o de l a d o / d e t e r m i n a r 
a q u e d i s t â n c i a a c o n t a r de u m v é r t i c e se d e v e t i r a r u m a 
p a r a l e l a à base opos t a de m o d o q u e as duas f i g u r a s ob t ida s 

^ 6 
t e n h a m a m e s m a á r e a . R : x = - j - 1 . 

4 4 4 - D e u m t r a p é z i o r e c t â n g u l o c o n h e c e m - s e as bases 
b e B e sabe-se q u e dos do i s â n g u l o s i n t e r n o s n ã o r ec to s u m 
é d u p l o d o o u t r o . C a l c u l a r o v o l u m e d o s ó l i d o g e r a d o pe la 
r e v o l u ç ã o d o t r a p é z i o e m t ó r n o da sua base m a i o r . 
R : V - 7 T ( B - b ) 2 ( B + 2 b ) . 

4 4 5 — S a b e n d o q u e .v é u m â n g u l o d o 3.° q u a d r a n t e t a l 
2 sen .v- j -co tg . r 
- c a l c u l a r o v a l o r n u m é r i c o de A = — 

3 s e c . r - j - t g . r 
q u e c o s . t = 

R : cos x = -

2 l / 5 
c o t g X 

sen x 
V/5 
3 

5 + 3 i / 5 

tg x = V/5 
sec x 

v / 5 
10 5 ' 30 < 

I. S. C. E . F. — Exercícios de revisão 
4 4 6 — T o r n e c a l c u l á v e l p o r l o g a r i t m o s a e x p r e s s ã o 

1 -f" s en a 4 cos a. R : 1 4-sen a + cos a = l 4-sen a t s e n I 

1 4- 2 sen — cos 
4 

1. , 1. 

cos h cos ( a 
4 \ 4 

= 2 t / 2 3 1 T" 
a 

2 \ 4 2 

4 4 7 — D e t e r m i n e o l u g a r g e o m é t r i c o dos p o n t o s m é d i o s 
das c o r d a s d u m a c i r c u n f e r ê n c i a 1 que p a s s a m p o r u m p o n t o P 
i n t e r i o r a V. R : O lugar geométrico ê a circunferência de 
diâmetro P C (C centro de V) a qual se reduz ao centro C se P 
coincidir com êste. 

4 4 8 — T r ê s e s fe ras r , r ' e 1" de c e n t r o s O, O ' e O" s ã o 
t angen te s e x t e r i o r m e n t e 2 a 2 . S e j a -x u m p l a n o t a n g e n t e à s 
t r ê s e s fe ras e s e j a m A , A1 e A" os p o n t o s de t a n g ê n c i a . 1 A 
que c o n d i ç ã o d e v e m sa t i s faze r os r a io s das 3 es fe ras p a r a 
q u e o d i e d r o A'AOA" se ja r e c t o ? R : Por r , r ' e T" serem tan­
gentes ao plano TT , o rectilíneo do diedro A A O A " é o ângulo 
A ' A A " . Éste será recto se A ' A " 2 = A A ' 2 4- À A " " . Tem-se 
A A ' 2 = ( r 4 - r ' ) - - ( r - r , > • • ! = 4 ^ r , , A A " " ^ ( r 4 - r " ) - - - ( r - r " ) - = 4 r r " 
e A ' A " " = ( r ' 4 - r " ) 2 — ( r 1 — r " ) 2 = 4 r ' r " . Logo, o diedro será recto 
se r ' r " = r r ' 4 - r r " . 

As soluções dos exercícios 440 a 448 foram-nos cedidas pelo assis­
tente Dr. Augusto Sá da Costa. 

I . S . T . - Ponto modêlo (Diário do Governo—2.a ser.—14-6-1940) 
4 4 9 — D u a s c idades , A e B, e s t ã o l igadas p o r u m a es t rada 

c o m 50 q u i l ó m e t r o s de c o m p r i m e n t o . N o m e s m o in s t an t e p a r ­
t e m de A p a r a B d o i s a u t o m ó v e i s c u j a s v e l o c i d a d e s e s t ã o 
e n t r e s i c o m o 1 : 2 e de B pa ra A o u t r o a u t o m ó v e l c o m a v e l o ­

c idade de 00 q u i l ó m e t r o s à h o r a . Ê s t e ú l t i m o c r u z a c o m os 
o u t r o s do i s e e n t r e os do i s c r u z a m e n t o s h á u m i n t e r v a l o d e 
o i t o m i n u t o s e m e i o . A d m i t i n d o q u e os m o v i m e n t o s s ã o u n i ­
f o r m e s , 1 qua i s s ã o as v e l o c i d a d e s dos do i s p r i m e i r o s a u t o m ó ­
v e i s ? R : Sejam x e y os números que exprimem as velocida­
des dos dois primeiros automóveis em quilómetros por minuto. 
Represente-se por t o intervalo de tempo, em minutos, decorrido 
desde o instante da partida até ao instante do primeiro encon­
tro e note-se que t representa ainda o número de quilómetros 
que até êste último instante o terceiro automóvel percorre. Tem-se. 
y = 2x , t = 50 — 2xt e t + 8,5 = 50 — x ( t + 8 ,5 ) , donde, eli­
minando t entre as duas últimas equações: 1 7 x 2 — 21 ,5x- j -8 ,5 = 0. 
Há duas soluções para o problema, a saber : 

73 146 99 99 
85 V| = 85 x 2 170 y * = 85 H . R . 

4 5 0 — R e s o l v e r g r a f i c a m e n t e a e q u a ç ã o \J2 x 2 - ) - x— 2 = 0. 

451 — Dadas as e q u a ç õ e s 

cos p = , * = 20 
t g a V / l — a2 

2 v/2 
d e d u z i r a r e l a ç ã o e n t r e a e b. R: Eliminando a. e $ obtém-se 

facilmente a relação pedida: 128b» — 256b 6 - f 160b 4 — 3 2 b 2 — 
— a 2 -f- 1 = 0 . H . R . 

4 5 2 — N u m a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o R i n s c r e v e - s e u m 
t r i â n g u l o i sosceles c u j a base é i g u a l a m e t a d e da a l t u r a . C a l ­
c u l a r a á r e a do t r i â n g u l o e o c o m p r i m e n t o dos t r ê s a r cos e m 
que a c i r c u n f e r ê n c i a f i c a d i v i d i d a . R : Se se representar por x 
a distância do centro da circunferência à base do triângulo 
deverá ser, como facilmente se verifica, 1 7 x J - | - 2 R x — 1 5 R 2 = 0 

15 
donde x = — R. A área é 

3 2 \ 2 256 
— R 2 = R 2 . 
1 7 / 289 

1 r /15 , \ 1 /15 , \ ' 

O comprimento do arco menor é 

1 5 x 1 6 
R a rc sen — — , — exprimtndo-se êste arco (do i.° quadrante), em 

radianos. Os comprimentos dos outros dois arcos são iguais a 
metade da diferença entre 2 ITR e o arco anteriormente deter­
minado. H . R . 

4 5 3 — S ã o dados do i s s egmen tos de r e c t a de c o m p r i m e n ­
tos a e 2a , t e n d o u m a e x t r e m i d a d e c o m u m o n d e f o r m a m u m 
â n g u l o de 120". T r a ç a d a a b i s s ec t r i z d ê s t e â n g u l o , d e t e r m i n a r 
a d i s t anc i a a que ela passa do p o n t o e q u i d i s t a n t e dos e x t r e ­
mos dos segmentos . R : O ponto equidistante dos extremos dos 
segmentos é o centro da circunferência de raio R circunscrita 
ao triângulo de que os segmentos são dois lados. O terceiro 
lado deste triângulo é o lado do triângulo equilátero inscrito 
naquela circunferência e è, pois R \/'à. Daqui resulta que é 

R = Ora a distância pedida, x , e um cateto do 

triângulo rectângulo cujo vértice oposto ê o terceiro vértice 
daquele triângulo equilátero inscrito e de ângulo neste último 

/ 5 a 2 -4- 9a 
vértice igual a 10° . Portanto, x = 1 / ' ' - sen 1 0 ° . 

V 3 H . R . 

4 5 4 — C a l c u l a r o v o l u m e , a á r e a e 

r e g u l a r de ares ta a . R : O volume do octaedro é 

área è 2a- V/3 

o d i e d r o do o c t a e d r o 

V/2" , Î—— a 3 , a 

o diedro é 2 arc tg \/2 com 0 < are t g V^2 < T. . 

H . R . 
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F. C. C. 

4 5 5 — Se l i m 
7,= oo 

1 

Á L G E B R A S U P E R I O R 

Exame de frequência, 1940 

A , . r „ > 0 ; c a l c u l a r A é l i m " \/.r„ 
>t=00 

l i m — V(» + l ) ( « + 2) ••• 2 » . 

4 5 6 — D a d o s os n ú m e r o s rea i s at , a 2 , • ,a.,„ tais q u e 
s e j a m p o s i t i v a s as d i f e r e n ç a s «) — a,, a> — a<, • • - , « 4 l - | - « ! » i 
m o s t r a r q u e à e q u a ç ã o / (.v) = (.r — a,) (.v — o.,) • (.v — «.,„_,) +• 
+ 6 (.r — a.,) ••• (.v — a.,„)=Q, onde é 6 > 0, t e m todas as ra izes 
rea i s e des igua i s . 

457 — C a l c u l a r pe lo b i n ó m i o de N e w t o n c o m 3 casas 

d e c i m a i s exactas o v a l o r de ° l / o 4 . 

4 5 8 — Se as r a í z e s da e q u a ç ã o / (x) =0 s ã o todas rea is e 
d i f e r e n t e s de zero , m o s t r a r que 3 c o e f i c i e n t e s c o n s e c u t i v o s 
q u a i s q u e r v e r i f i c a m s e m p r e a c o n d i ç ã o ar„,-a.„-\ • a,„tl > 0 . 

F. C. L . — l.° exame de frequência, Fev. 1940 

4 5 9 — R e d u z a à f o r m a a -- bi 3 (cos 225° — i sen 225° ) X 

2 1 l / 2 
X — ( - c o s 1 2 0 ° - / s e n 120°) x—= R : - — ( 1 + i ) . 

3 y ò +i 2 

4 6 0 — D e t e r m i n e os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 
Sx2—a-

R: m á x . ( 2 a - ) ~ - para x = ±a, m i n . —a ' para x = 0 . ? ( a ! ± x i ) J 

461 — D e t e r m i n e a d e r i v a d a e m o r d e m a x da f u n ç ã o v 

d e f i n i d a pe la e q u a ç ã o arc sen \^x-— y'xy — l o g sec " y1 x-+y- = 0. 

4 6 2 — Reduza à f o r m a a + bi u m dos va lo re s de ( 3 — 5 » ) 3 — 

- ( V / 3 — i f I t . R : - 1 9 6 - 1 2 1 ou 2 0 0 - 8 i . 

1 
4 6 3 — D e t e r m i n e Z. = l i m 1 + • . R : L - e . 

4 6 4 — D e t e r m i n e , a p l i c a n d o a f ó r m u l a de L e i b n i t z , a d e r i ­

vada de L* o r d e m da f u n ç ã o y —sen .v . l og yx*—1 . 

4 6 5 — R e s o l v a p e l o m é t o d o das r a í z e s p r i m i t i v a s a equa -

1/3 l í . 1 , t / 3 
c ã o xu--1=0. R : ± 1 , ± i , ± - õ - i . 

4 6 6 — C a l c u l e os 3 p r i m e i r o s t e r m o s n ã o nu los do desen­
v o l v i m e n t o da f u n ç ã o v = ^ f c o s - r pe la f ó r m u l a de Mac L a u r i n . 

R : e e - f 
0 

467 — D e t e r m i n e a d e r i v a d a e m o r d e m a x da f u n ç ã o y 

d e f i n i d a pe la e q u a ç ã o <jc°sxy — s e n [ a r e t g l o g ' V / (cos x)*c"y\ = (). 

4 6 8 — R eso lva , pe lo m é t o d o t r i g o n o m é t r i c o , a e q u a ç ã o 

je« + 1096 - 0 . R : 4- l i , + 2 y13 + 2 i . 

te .v + 1 
4 6 9 D e t e r m i n e A — l i m x + 1 . R : L - 1 . 

4 7 0 — D e t e r m i n e , ap l i cando a f ó r m u l a de L e i b n i t z , a d e r i 

vada de 3 . a o r d e m da f u n ç ã o y- e C O S l ' • y x . 

471 — R e s o l v a a e q u a ç ã o 6 5 6 1 O . R : 

áy . 3 1 / 2 
+ — Í , - : 

4 7 2 — D e t e r m i n e os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 

3^/3 -
y = sen ( 1 + cos .r ) . R : m á x . — j — para x — -g- + 2k?:, 

3 V 3 ÕT: 
m f n . j — para x = -s- + 2UT; . 

4 7 3 — D e t e r m i n e a d e r i v a d a p a r c i a l e m o r d e m a y da 
y J . a rc sen l og (x'—y**) 

f u n ç ã o s 

4 7 4 —» Reduza 

cosec y1 y — x 

cos 45 o — »sen4f>° 

3 ( - c o s l 5 0 ° + »"sen 450°) 
— (2 — /"p à f o r m a 

. . . , , l / 6 - l / 2 - 2 4 1 / 6 + i / 2 - 1 3 2 a f é / . R : * Y. , Z L _ L 

4 7 5 — C a l c u l e os 3 p r i m e i r o s t e r m o s n ã o n u l o s d o de sen ­
v o l v i m e n t o da f u n ç ã o v = « ' . s e c . v pe la f ó r m u l a de M a c L a u r i n 
R : y = l - i x + x ? H . 

4 7 6 — D e t e r m i n e a d e r i v a d a de l . a o r d e m da f u n ç ã o 

'' y'x - l / a ' 
y=(x + \ y . l o g arc cos / 

Vx* — \/ x 
Os exercícios 459 a 476 e soluções respectivas foram-nos cedidos 

pelo assistente Dr. J . Pais Morais. 

F. C. L . — Alguns exercícios do curso 

477 — D e r i v e a f u n ç ã o v = a r c t g vi C O S X 

- f cos .r 
e e x p l i q u e 

o r e s u l t a d o . R : Supõe-se que h _ c o s x v/í representa o valor 
cos x 

aritmético do radical. A derivação conduz à expressão 

cos x 1 sen x 1 
S 2" 

i 1 sen x / l 
= 2 Í T C Õ S X y r cos X 2 j sen x 

2 = + l para 2fcr < x < (2k + 1 ) - (1) 

i = - l para ( 2* 4-1) « < x < (2k + 2) r. . ( 2 ) 

J u s t i f i c a ç ã o do r e su l t ado s i m p l e s o b t i d o : Sabe-se que 

1 — cos x x -7- . . . / . x 
= ; t g - - . Temos pots a rc te s tg -

1 +cos~x s 2 r ' B V 2 

No caso ( 1 ) , y = arc t g t g * • = + n^t y ' ~ 

( 2 ) , y = a r c t g ( tg | ) = ( M 1 ) - * t y ' ~ - — • 

4 7 8 — Sabe-se q u e a f u n ç ã o / ( x ) da v a r i á v e l r e a l x , 
d e f i n i d a , c o n t í n u a e a d m i t i n d o d e r i v a d a no i n t e r v a l o , (0 , oo) 
sa t i s faz neste i n t e r v a l o à c o n d i ç ã o (1) / ( . v _ y ) = / ( . v ) / ( _ y ) . 
P r o v e que (2) y f ( y ) f ( x ) - = x f > ( x ) f ( y ) . D e d u z a de (2) a 
e x p r e s s ã o ma i s ge ra l das f u n ç õ e s sa t i s fazendo a ( 1 ) . R : Como 
x e y sao Í /O /S valores quaisquer do intervalo, podemos conside­
rar em ( 1 ) x e y como variáveis independentes uma da outra-
Derivando ambos os membros de (1) em ordem a x e em ordem 

d f ( x y ) d f ( x y ) 
a y obtemos respectivamente v ^ f ( x ) f • y ) , x J T 

J r - d ( x y ) ' d ( x y ) 
- = f ' ( y ) f ( x ) donde x f ( x ) f ( y ) — y f ( y ) f ( x ) . P o r conseguinte, 

f ( x ) f ' ( v ) 
« o intervalo atado, x ~fJ£Ç ^ y JJy) '"' cons t . k . Podemos es-

f ' ( x ) k kx' '~ ' ( x ' ) ' 
crever 7j—r — -- = ——7— • • Esta igualdade mostra-nos 

1 ( A ) A. Jk X 

que as /unções f ( x ) e x' í é w aerivadas logarítmicas iguais 
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no intervalo considerado. O seu cociente è pois constante : 
f t x ) 

,. — C f ( x ) = C x ' . Mas. atendendo a (1) , deve ter-se C ( x y ) ' = 

= C x ' C y l ou C ( x y ) l = C 2 ( x y ) ' donde C = l . ^4 Junção f ( x ) « 
pois da forma f ( x ) = x ' ' . 

4 7 9 — Sabe- se q u e a f u n ç ã o / ( . v ) , d e f i n i d a , c o n t í n u a e 
a d m i t i n d o d e r i v a d a n o i n t e r v a l o ( — oo,-j-oo), sa t i s faz nes te i n t e r ­
v a l o à c o n d i ç ã o ( l ) f ( x + y ) = /(*") f ( y ) . P r o v e q u e ( 2 ) / ( _ y ) f ' ( . v ) = 
• = f ( x ) f ' ( y ) D e d u z a de (2) a e x p r e s s ã o m a i s g e r a l das f u n ­
ç õ e s s a t i s f a z e n d o a (1) . R : Derivando ambos os membros de 

df ( x + y ) 
( 1 ) em ordem a x e a y obtemos respectivamente ^ ( x • y ) = 

- f w f ( y > . f ë i y l ) = f ( x ) f ' ( y ) rf<"** ( 2 ) f ' ( x > f (y)= 
f i x ) f ' ( v ) 

-= f ' (3') f ( x ) . Por conseguinte ( 3 ) JT^y = f T y J = ^ • Note­

mos que a função f ( x ) « positiva, pois que, fazendo em (1) 
obtemos f ( z ) = ,4 função l o g f ( x ) e /»o/"s 

definida no intervalo ( — oo,-j-oo) . Como (3) ^Oí/e escrever-se 
d 

^ l o g f ( x ) = k concluímos que l o g f ( x ) = k x + l o g C o«rf« l o g C 

representa uma constante arbitraria ( C > 0 ) . Portanto f ( x ) = ^ 
= C e * T . /4 condição (1 ) mostra-nos que C = l . Logo f ( x ) = e' , : r . 

4 8 0 — Sabe-se q u e a f u n ç ã o y ( . r ) , d e f i n i d a , c o n t í n u a e 
a d m i t i n d o d e r i v a d a no i n t e r v a l o (0 , +<x>) , sa t i s faz nes te i n t e r ­
v a l o à c o n d i ç ã o (1) f ( x y ) = f ( x ) + f ( y ) . Prove que (2 ) x f ' { x ) = 
= y f ( y ) . D e d u z a de (2) a e x p r e s s ã o m a i s g e r a l das f u n ç õ e s 
s a t i s f a z e n d o a ( 1 ) . R : f ( x ) = k l o g x . Processo de resolução aná­
logo. 

Os exercícios 477 a 4H0 e respectivas soluções foram-nos cedidos 
pelo assistente Dr. Vergilio S. Barroso. 

1. S. C. E . F . —1.° exame de frequência, 19 de Fev. de 1940 

481 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o (z? + ' - ~ J ( * 2 - ' - — ) = 2» . 

donde z ' ^ - i + i ^ = ( l + v / 3 ) i . As 8 raises da equação são, pois,os 

4 valores de \ {\ + l / 3 ) i e os 4 valores de V^(l — v / 3 ) i , que 
facilmente se determinam. M . Z. 

j x + a ( y 4 -z) = 0 

4 8 2 — E s t u d a r e d i s c u t i r o s i s t ema i y + a( x+s)—0 

\ s+a(x 
R : O determinante dos coeficientes é 

A ( a) — I 1 a ; 

a 1 a í 

a a 1 I 

e tem-se A (a) =;£= 0 para a 1 , 

+y)=0. 
ites é 

<2a 3 - 3a-' + l - ( a - l ) ' ( 2 a + l ) 

O sistema é então deter­

minado (e admite só a solução x y z 0) para qualquer valor 

de a diferente de 1 ou > t representa ) planos distintos pas­

sando pela origem. 
O caso a = l conduz a uma indeterminação de grau 2 . 

Com efeito, neste caso as } equações não são distintas, e, conse­
quentemente os j planos são coincidentes. 

1 
O caso a - - conduz a uma indeterminação de grau 1 . 

Com ejeito, pode tomar-se para determinante principal 
1 

1 
2 o 

\ = , e paya sistema de equações principais 
" ¥ 1 

( y + z ) = o 

- (x + z ) = 0 

I 2 x - y — z = 0 

- x + 2 y - z - 0 
donde 

x = o f 

y = 3 P , I — 1 2 2 - 1 
- 1 - 1 - 1 2 

equações paramétricas da recta, eixo do feixe a que pertencem 
os J planos. M . ' Z . 

4 8 3 — D e t e r m i n e u m p o l i n ó m i o de g r a u n ã o s u p e r i o r a 1 
que r e p r e s e n t e a p r o x i m a d a m e n t e a f u n ç ã o jy = sen x n o i n t e r ­
v a l o ( — - , + i t ) . 

I. S. C. E . F. —1.° exame de frequência, 21 de Fev. de 1940 
í y.x + (3_y -j- = 0 

4 8 4 — E s t u d a r o s i s t ema •! p * + - y _ v - f - « « = 0 o n d e 1., |3 , y 

[ T . r + a v + P s = 0 
s ã o as r a í z e s c ú b i c a s da u n i d a d e . R : Designando por 1., [3 e -• 
as raizes cúbicas da unidade, tem-se: « ' = p 3 = f * = l , a f i f a i , 

**=07i P2 = 1* * T J = 7-P {basta notar que as J raises têm módulo! 
e argumentos 0° ,120° , e 2 1 0 ° ) . Em vista disto são nulos o deter­
minante de 3." ordem e todos os de 2." ordem que podem Jor-
mar-se a partir da matris dos coeficientes. O sistema è pois 
'ndeterminado e admite ca2 soluções : 

0 T 7 * « 0 
x = y z = 7 Ï —s~z = y - - z . 

a ». 0 J 0 7 T M . Z . 

4 8 5 — U m a f u n ç ã o de e x p r e s s ã o a n a l í t i c a d e s c o n h e c i d a 
t o m a p a r a .v = — 2, — 1 , 0 , l , 2 , r e s p e c t i v a m e n t e os v a l o r e s 
1 3 , — 2 , — 3 , - 2 , 1 3 . C a l c u l a r os v a l o r e s a p r o x i m a d o s d e x 
p a r a os qua i s a f u n ç ã o t o m a o v a l o r 4 . 

I. S. T. —Alguns exercícios do l.° exame de frequên­
cia, 1940 

4 8 6 — C a l c u l a r a e b de m o d o que 1 i se ja r a i z d a e q u a ­
ç ã o x^ + axí + b = ( ) . R : Deverá ser (1 — i ) " + a (1 - i ) 7 + b = 0 • 

. I tendendo a que 1 
7ir 7TT\ 

V 2 ( cos — + i sen ) * tem-se ( 1 — \ ) " --

7 , / 4'Jr 49ir 
= 2 < -1 cos — + i sen 

4 4 
03-

+1 sen 

donde 

'.1 '., / 63TT 
+ 8i c (1 - i ) , J = 2 cos — + 

lG -r -16 i e portanto - l G + 8a-i-h + (16 + 8a) i = 0 

-16 f 8 a + b = 0 
- 2 , b - 3 2 . 

l G f 8 a = 0 M . Z . 
4 8 7 — C a l c u l a r n de m o d o que i)" s e j a r e a l e 

p o s i t i v o . R : Como j / 3 — i = 2 (cos 330° f i s e n 3 3 0 ° ) tem-se 
( y/3 — i ) " = 2" (cos n 330° i- i s en n 330° ) e os valores de n que cor­
respondem a valores reais e positivos são tais que n 330° ^ k 360° 

k 3 G 0 ° k l 2 
ou n = > e por tinto terá de ser n = 12 . 

330o n ' M Z 

4 8 8 — M o s t r a r que , sendo z u m c o m p l e x o q u a l q u e r , t oda 
a + bi 

a f r a c ç ã o c . ^ se pode e sc reve r sob a f o r m a A-^-Bz p o r 

u m a ú n i c a m a n e i r a . 

L 
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4 8 9 — M o s t r a r q u e y = (c1-rc2 x) cos «.v + ( c j + C4 x) s en «.v 
é s o l u ç ã o da e q u a ç ã o _ y ' v + 2 n7y" + « ' j / = 0 . 

4 9 0 — C a l c u l a r o v e r d a d e i r o v a l o r de 
t g (fc + . r ) - t g ( a — x) 

a r e t g ( a + . r ) —are tg (a—x) para ,r = 0 . 

+1) 
491 — C a l c u l a r o v e r d a d e i r o v a l o r de T — - - — — 

4 l 2x («" 
p a r a . v = 0 . 

4 9 2 — A c h a r os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 

( 4 - * ) y / l - * ?  
f ( X ) = W=xJ 

4 9 3 — A c h a r os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o 

f ( x ) = t g * . t g 

4 9 4 — A B é u m segmen to r e c t i l í n i o v e r t i c a l ; AC o u ­
t r o s e g m e n t o r e c t i l í n e o h o r i z o n t a l ( d i r i g i d o pa ra l es te ) ; 
BD u m t e r c e i r o s e g m e n t o r e c t i l í n e o h o r i z o n t a l ( d i r i g i d o pa ra 
o n o r t e ) . M a r q u e m - s e d i s t â n c i a s i gua i s CP e BQ ao l o n g o de 
CA e BD r e s p e c t i v a m e n t e . D e t e r m i n a r o m í n i m o c o m p r i ­
m e n t o de PQ. 

4 9 5 — D e s e n h e - s e u m a s e m i - c i r c u n f e r ê n c i a de c e n t r o O 
e d i â m e t r o base AB. P o r A e O t i r e m - s e duas p a r a l e l a s AP 
e OO e n c o n t r a n d o a c i r c u n f e r ê n c i a r e s p e c t i v a m e n t e e m P 
e O. D e t e r m i n a r a d i r e c ç ã o dessas pa ra l e l a s de m o d o q u e a 
á r e a APQOA se ja m á x i m a . 

4 9 6 — Cons ide re - se n u m p l a n o v e r t i c a l u m a s e m i - c i r c u n ­

f e r ê n c i a t endo p o r base o d i â m e t r o h o r i z o n t a l AB . S e j a PQ 

u m a co rda p a r a l e l a a AB. S ò b r e PQ c o m o d i â m e t r o base, 

cons ide re - se o u t r a s e m i - c i r c u n f e r ê n c i a . D e t e r m i n a r a p o s i ç ã o 

d e PQ , para a q u a l o p o n t o m a i s a l to da s egunda c i r c u n f e ­

r ê n c i a e s t á a u m a d i s t â n c i a m á x i m a de AB. R : Seja M o 

ponto mais alio, A B = 2R , O e O' os pontos médios de A B 

e P Q , centros das duas circunferências, e % o ângulo B O O . 

A distância que se pretende máxima c O M e tem-se O M = 0 0 ' + 

+ O ' M = 0 O ' - f - O ' Q = R (sen a + cos * ) . Basta pois procurar % de 

modo que seja máxima a função sen a + cos « = 1/ 2 cos 

ou seja y. -
M. Z. 

C Á L C U L O I N 

F. C. L . — l.° exame de frequência, 1940 

4 9 7 — D e t e r m i n e o i n t e r v a l o de c o n v e r g ê n c i a da s é r i e 
2 * 2 2 2 * ' 2 3 * 4 2 * * 5 

+ ~ — = • + • • • e o ca rac te r da se r i e nos 2 ' - 1 32 - 1 1 4 2 - 1 5 2 - 1 
e x t r e m o s d è s s e i n t e r v a l o . 

4 9 8 — D e f i n i d a s as f u n ç õ e s u e v de x p e lo s i s t ema 
d 1 u 

uv — e * = 0 , W — l o g .v = 0 ca l cu l e • 

4 9 9 -- D a d a a e q u a ç ã o * subs t i t ua 
dx dx! \dx; 

a f u n ç ã o y de x pe la f u n ç ã o u de t s abendo q u e .v = log!< 
e y = l o g í . 

5 0 0 — D e t e r m i n e o ca rac te r do p r o d u t o i n f i n i t o c u j o s 
12 + 2 22 + 2 32 + 2 

t e r m o s s ã o U i — Ji~ll\' u2 = 2i + 1 ' M : = í "32 + 1 

5 0 1 — D a d a a f u n ç ã o « de x e y d e f i n i d a p o r u = v2 + 
ò- u 

+ W- — VTV e m q u e v = e' e w—e"', c a l cu l e ixiy 

»2 S te 
5 0 2 — D a d a a e q u a ç ã o v 2 ^ - ^ i + _v ^ •2 j — i — X í— = 0 ÒV2 Oy 

s u b s t i t u a as v a r i á v e i s i n d e p e n d e n t e s * e y pe la v a r i á v e l , t 
r e l a c i o n a d a s c o m estas pe l a e x p r e s s ã o x1—y- — ev . 

5 0 3 — D e s e n v o l v a e m f r a c ç ã o c o n t í n u a a r a i z p o s i t i v a da 
e q u a ç ã o 2 * * — 4 * — 1 = 0 e ca lcu le , c o m u m ê r r o i n f e r i o r a u m a 
d é c i m a m i l é s i m a , o v a l o r dessa r a i z . 

5 0 4 — D e f i n i d a s as f u n ç õ e s u e v de .v e y pe lo s is-
&; u 

t e m a « , ' + . v , í = 0 , l o g uv — 2 y = ( ) ca lcu le . . • 

/ r f ! r \ ' í / y d' v 
5 0 5 - D a d a a e q u a ç ã o (1 - .v-'y \ \y ) - 2.v (1 - x*)^' ^ v 2 + 

( I i I 0 s u b s t i t u a a v a r i á v e l i n d e p e n d e n t e v pela 

v a r i á v e l / r e l a c i o n a d a c o m ela pe la e x p r e s s ã o x - s e n 

F I N I T E S I M A L 

I. S. C. E . F . — I . " exame de frequência, 16 de Fev. de 1940 
5 0 6 — D e t e r m i n a r a r e l a ç ã o que l iga A , B e C de m o d o q u e 

Ax^ + Bx+C 
a p r i m i t i v a de 7—,—077- rrry seja a l g é b r i c a . R: Supondo A , B e C 

{X 6) (X o)~ 
/ ' A x ? + B x + C 

satisfazendo à relação procurada ter-se-á I ^ x _ 2 j 2 ( x — 3)2 °-X = 

ax + b . . . A x 2 + B x + C 
const . , e derivando . ( x - 2 ) ( x - 3 ) 

a (x2 -5x + 6 ) - ( a x + b ) ( 2 x - 5 ) 
( X - 2 ) 2 ( x - 3 ) 2 

2bx + 6 a + 5b . Identificando tem-se : A 2 b , 
5 

( x - 2 ) 2 ( x - 3 ) 2 

donde Ax2 + B x + C — — ax 3 

a , B = 

C = 6a + 5b , donde por eliminação de a e b : C — — 6 A — — B 

ou 1 2 A + 5 B + 2 C = 0 . 
M. Z. 

507 — O i n t e g r a l i m p r ó p r i o f x~' sen ( . v 3 - - » . v ) dx s e r á 
ti 

c o n v e r g e n t e ? 

5 0 8 — A f u n ç ã o F(*)= / " log ( 3 * + 4a) dx t e r á m á x i m o s e 
u 

m í n i m o s ? R : A Junção integranda f (x , 7.) — l o g ( 3x + La ) 
M l 

admite derivada em ordem a r , . - - .7——r- ' continua na região 
Qy. • i x t l i 

/ • 4 
definida por 0 < x < i r , * .> ( ) . Tem-se então F ' (a) •- / dx — 

4 3 - t - 4 * 
, l o g — . — 

3 »7-
A equação F 1 (a) 0 equivale a 

3TT + 4a 

que não tem solução finita. A função F (*) H Ã O admite pois 
máximos nem mínimos. M .Z. 

I. S. C. E . F.—1.° exame de frequência, 23 de Fev. de 1940 

5 0 9 — Ca lcu la r / cos x. cos 2.v. cos -ix.dx. R : Notando que 

l 1 
cos x . cos 2x . cos 3x — — (cos 3x y cos X) cos 3x — - (1 + C O S B X + 
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™ 1 r 
r c o s 4 X _ + C O S 2 X ) , tem-se / cos x . cos 2x . cos 3 x . d x = — x + 

1 " 1 * r. 
s p n -I Y ~\~ s e n 2v I = — . 

4 

1 1 1 "1* r. 
H sen Ox H sen Ix + sen 2x = — 

0 4 2 J 0 4 M. Z. 

510 — I n t e g r a r p o r s é r i e s 
( l - x « ) « 

R: Tem-se ( 1 — x 3 ) 2 = 

, , 1 , 1 . 3 , 1 . 3 . 5 . ••• . ( 2 n - l ) . 
„ , 1 + _ x . . + _ x o + . . . + x 3 » * — , serie 

uniformemente convergente para | x | < 1 . É legitimo usar o 
método de integração por séries visto tratar-se do intervalo 

0 i — I • e vem 
2 

+ • • + • 
1 . 3 . 5 . 

X " " H L + 
2 " . n ! . ( 3 n + l ) 

1 . 3 . 5 . - . ( 2 n - l ) 
2 4 » + ' . n ! . ( 3 n - M ) "1" 

1 1 . 3 
x 4 x l + x ' + 

2 . 4 2 2 . 2 ! . 7 

1 1 1 .3 
= _ -} + + 

2 2 r ' . 4 2 o . 2 ! . 7 

M. Z. 511 — E s t u d a r a f u n ç ã o F ( « ) = / ». l o g í*.v) «Vv , 

512 

I. S. T. — l.° exame de frequência, 1940 
. t - 3 - 6 . v * + 4 . v + l 

— C a l c u l a r o i n t e g r a l / ,— : d.x 

513 — A v e r i g u a r a c o n v e r g ê n c i a o u d i v e r g ê n c i a d o i n t e g r a l 

l ( ' e ' - 1 ) d X . 
J \ x 2 1 - e ' / * 
o 

2 « 2 

514 — S e n d o u„ = ( i + „ 2 . r 2 ) i o g ( „ + 1 j P a r a q u a l q u e r v a l o r 
ao 

i n t e i r o de n, e" v„ = uu — u , l ¥ l , a v e r i g u a r se a s é r i e 2 y " 

é i n t e g r á v e l t ê r m o a t ê r m o no i n t e r v a l o ( 0 , .r) . 

x - dx 
515 — C a l c u l a r o i n t e g r a l 

516 1 V" ttx 
C a l c u l a r o i n t e g r a l / —^——G • 

( 1 — x") ( 2 . r " - l ) 
— i n t e i r o ) . 

517 — A v e r i g u a r a c o n v e r g ê n c i a ou d i v e r g ê n c i a d o i n t e g r a l 

/ ' dx 

J x1 ( sen x) k 
o 

518 — S e n d o u,=nxe~"ri, pa ra q u a l q u e r v a l o r i n t e i r o d e 
ao 

» , e vn = un — a,,., v e r i f i c a r q u e a s é r i e 2 y > i " ã o é i n t e g r á v e l 

t ê r m o a t ê r m o , no i n t e r v a l o ( 0 , x) . 
r * .v 

519 — C a l c u l a r o i n t e g r a l J . r A a rc sen — dx , s e n d o X e k 

cons tan tes . 

M E C Â N I C A R A C I O N A L 

F. C. L . — Exame final, Junho de 1939 
5 2 0 — U m a c i r c u n f e r ê n c i a r o l a s e m e s c o r r e g a r s ô b r e u m a 

r e c t a OX. D e t e r m i n a r as t r a j e c t ó r i a s f i x a e m ó v e l e a v e l o c i ­
d a d e d o c e n t r o i n s t a n t â n e o de r o t a ç ã o , s abendo- se q u e a v e l o ­
c i d a d e de r o t a ç ã o de c i r c u n f e r ê n c i a é n e o seu r a i o é r . 
R : Trajectória polar f i x a : recta O X ; trajectória polar móvel : 
circunferência dada ; velocidade do centro instantâneo : v = w r . 

521 — D e t e r m i n a r o m o m e n t o de i n é r c i a e o r a i o de g i r a -
ç ã o de u m t r i â n g u l o i s ó s c e l e s r e c t â n g u l o e m r e l a ç ã o à sua 
h i p o t e n u s a . Sabe-se q u e o c o m p r i m e n t o des ta é 2a . 

Ma' 2 a 
• (M^massa do triângulo). R : 1 = 

6 K V / 6 ' 
Os exercícios 5SB e SES e soluções respéctivas foram-nos cedidos pelo 

Dr. Jorge César Oom. 

I. S. T. — l.° exame de frequência, 1940 

5 2 2 — D e t e r m i n a r as g e o d é s i c a s da s u p e r f í c i e s = xz+y . 

5 2 3 — E s c r e v e r o d e s e n v o l v i m e n t o f o r m a l da s e g u n d a 

d e r i v a d a c o v a r i a n t e X,!' . 

5 2 4 — D e t e r m i n a r o v e c t o r , as d i r e c ç õ e s u n i d a s e os 

(?>J ~2K I+3K J—27> 

1 J 
i n v a r i a n t e s da h o m o g r a f i a « = 

r - 2 / \ 

K y 
j 9, ( x ) = x 

5 2 5 — T r a n s f o r m a r o s i s t ema de f u n ç õ e s j (x) = x* 
l ¥ 3 ( . t r ) = 3 ^ + 2 

n u m s i s t ema o r t o n o r m a l e q u i v a l e n t e . 

C Á L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

F. C. L . — l.° exame de frequência, 2 de Fev. de 1940 
5 2 6 — U m a u r n a t e m a s e g u i n t e c o m p o s i ç ã o : 3 es fe ras 

b rancas , 2 e s fe ras p re tas , 5 e s fe ras v e r m e l h a s . Fazem-se 
5 e x t r a c ç õ e s , c o m r e p o s i ç ã o da es fe ra s a í d a . C a l c u l e as p r o ­
b a b i l i d a d e s d e : aj s a í r e m 2 es fe ras b rancas e 2 esferas v e r ­
m e l h a s ; b) o n ú m e r o de es fe ras s a í d a s ser q u a n d o m u i t o 3. 

5! / 3 \ 2 1 / l 
R : a) P 

2 ! 2 ! V10 
= 0 , 1 3 5 . b) P = 0 , 8 1 2 5 . 

M. Z. 
527 — D e t e r m i n e k de m o d o que a v a r i á v e l x,^i a q u e 

ki 
se associa a p r o b a b i l i d a d e p, = possa ser cons ide r ada 

c o m o v a r i á v e l casua l de o r d e m 4 ( » = 1 , 2 , 3, 4 ) . D e t e r m i n a d o k, 
c a l c u l e o v a l o r m é d i o , o v a l o r q u a d r á t i c o m é d i o e o des-

A f ( x ) ~ 3 , v i o q u a d r á t i c o m é d i o desta v a r i á v e l . R : k = 

* = t / 4 / ( * * ) = « / Í Õ , ; * = 1 . M . z . 

F. C. L. — l.° exame de frequência, 9 de Fev. de 1940 
5 2 8 — T i r a m - s e 6 car tas d u m b a r a l h o de 52. D e t e r m i n e a 

p r o b a b i l i d a d e de s a í d a de 2 damas e 1 á s ( n ã o i n t e r e s s a o 
n a i p e ) . 

5 2 9 — 4 u r n a s t ê m as segu in tes c o m p o s i ç õ e s : Ui (3 esf. 
b r . e 2 esf. p r . ) , £/» (1 esf. b r . e 4 esf. p r . ) , U- (3 esf. b r . e 3 esf . 
p r . ) e í / 4 (5 esf. b r . e 3 esf. p r . ) . T i r a - s e u m a e s fe ra de cada 
u r n a . Ca lcu le as p r o b a b i l i d a d e s s e g u i n t e s : a) s a í r e m p e l o 
m e n o s 2 es fe ras b r a n c a s ; b) o n ú m e r o de esferas s a í d a s n ã o 
e x c e d e r 3 . 
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C O M P L E M E N T O S D E A L G E B R A 

F, C. C. — Exame final, 1939 
5 3 0 — A c h a r a f u n ç ã o p e r t e n c e n t e a A' que p e r m u t a c i r ­

c u l a r m e n t e as r a í z e s de f ( s ) —(ss—2) (ei—8). 

531 — E s t u d a r a e q u a ç ã o r e c í p r o c a i r r e d u t í v e l de g r au 2 » 
c o m G.,., p o r g r u p o de Galo is . 

5 3 2 — A c h a r a f u n ç ã o Z = y_{z) que p e r m u t a c i r c u l a r ­
m e n t e as r a í z e s d a e q u a ç ã o * | , , , - | - * ' ' ' + * ' n T * J í + l r * 0 . 

5 3 3 — A c h a r a e s t r u t u r a do g r u p o de Galois de z~' — y ' 5 = 0 
no d o m í n i o de r a c i o n a l i d a d e desta e q u a ç ã o . 

F. C. C. — Exame de frequência, Maio de 1940 
5 3 4 — V e r i f i c a r que 

1, « = ( 1 2 ) ( 3 4 ) , p - ( 1 3 ) ( 2 4 ) e i o - ( 1 4 ) ( 2 3 ) 
c o n s t i t u e m u m g r u p o G-, , e que os 3 g r u p o s G. s ã o todos 
i n v a r i a n t e s . 

5 3 5 — A c h a r todos os d i v i s o r e s de u m g r u p o c i r c u l a r de 
o r d e m 12 e i n d i c a r os r e s p e c t i v o s p e r í o d o s . 

E D E G E O M E T R I A ANALÍTICA 

5 3 6 — M o s t r a r que todo o g r u p o c o n s t i t u í d o p o r p o t ê n c i a s 
de u m a s u b s t i t u i ç ã o é neces sa r i amen te c i r c u l a r . 

537 — V e r i f i c a r que 

5 , - ( 1 2 3 ) (456) , s 4 = ( 1 3 2 ) (456) , s : ) = (14) (25) ( 3 0 ) , 
Si=s3 St = (153426), s 5 = s3 s, = (162435 ) 

f o r m a m c o m a i d e n t i d a d e u m g r u p o G,, . I n d i c a r se é transitivo 
e imprimitivo. 

F. C. L. — Pontos de exame de 1940 
5 3 8 — D e s i g n a n d o i. u m n ú m e r o i n t e i r o e S u m a s u b s t i ­

t u i ç ã o de » e l emen tos de p e r í o d o p m o s t r e q u e S* e S t ê m o 
m e s m o p e r í o d o se at e p s ã o p r i m o s e n t r e s i . 

5 3 9 — É dado u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o . \ B C (A = 9 0 ° ) . 
Os v é r t i c e s B e C de s locam-se s ô b r e duas rec tas p e r p e n d i ­
cu la res . D e t e r m i n e o luga r g e o m é t r i c o de A . 

5 4 0 M o s t r e que o c o n j u n t o dos v a l o r e s de ' \J 1 f o r m a 
u m g r u p o t o m a n d o para l e i de c o m p o s i ç ã o o p r o d u t o de c o m ­
p l e x o s . 

M E C Â N I C A C E L E S T E 

F. C. P. (1938) 

541 — Sôbre a cinemática relativista. 
C o n s i d e r e m o s u m s i s t ema m a t e r i a l c u j a c o n f i g u r a ç ã o no 

r e f e r e n c i a l R{x ,y , s , t ) é u m p l a n o - , a n i m a d o de u m m o v i ­
m e n t o de t r a n s l a ç ã o de v e l o c i d a d e u . E s u p o n h a m o s q u e o 
r e f e r e n c i a l R ( x , y , z , t ) e s t á r e l a c i o n a d o c o m o a n t e r i o r R , 
m e d i a n t e as f ó r m u l a s de L o r e n t z 

X — vt 
= > y 

V 
t : X 

c"-

v/r 

D e t e r m i n a r a c o n d i ç ã o pa ra q u e a c o n f i g u r a ç ã o , do s i s ­

t e m a m a t e r i a l neste r e f e r e n c i a l R se ja a n a l o g a m e n t e u m p l a n o 

, a n i m a d o de u m a t r a n s l a ç ã o u . 

Nota. — Configuração de um sistema material S na 

data t de um referencial R é o lugar geométrico das posições 

(simultâneas), na data t , dos diferentes pontos materiais de S . 

E x . suge r ido pe lo problema de E. Esclagon i n La Notion 

de Temps, pág. 4í a 48. 

R. L . G . 

F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

F. C. P. — l.° Exame de frequência, 10 de Fev. de 1940 
5 4 2 — S e j a m A ( x ) , A ( y ) , A ( z ) as matrizes associadas 1 

( E . C a r t a n ) aos vec to re s reais , x , y , z cu j a s coordenadas n o r ­
m a i s s ã o (,r, , .Vj , .v : )) , ( y t , v2 ,y-:,) , ( ^ i , ^2 , «a) • 

C a l c u l a r os do i s s i s temas de m a t r i z e s 
J A ( x ) A (y)+A ( y ) A (.v) 

I j A ( y ) A { s ) + A ( s ) A ( y ) 

I A ( z ) A ( x ) + A (.*) A ( s ) 

j A ( x ) A ( y ) - A ( y ) A í.v) 

I I I A { y ) A ( z ) - A ( z ) A ( y ) 

[ A ( s ) A ( x ) - A ( x ) A ( z ) 

E x p r i m i r o s i s t ema I I e m f u n ç ã o das ma t r i ze s associadas 
a n o v o s v e c t o r e s . 

A q u e c o n d i ç ã o g e o m é t r i c a d e v e m sa t i s fazer os v e c t o r e s 
x , v,s para que as suas m a t r i z e s associadas s e j a m c o m u t á ­
v e i s e n t r e si duas a duas? A c o n d i ç ã o s e r á a inda a m e s m a 
no caso de as m a t r i z e s a n t i c o m u t a r e m ? 

Oue f o r m a a s s u m e m os s i s temas I e I I na h i p ó t e s e de 
.v, y,z c o n s t i t u í r e m u m t e r n o o r t o - n o r m a d o ? 

Essa f o r m a s e r á f u n ç ã o do s en t ido do t e r n o x , y , z ? 
S e j a C[ u m v e c t o r f u n d a m e n t a l de A (.v) e r e p r e s e n t e m o s 

p o r e> o v e c t o r A ( y ) e t ou A ( z ) e\. S u p o n d o a inda q u e x , y , s 
f o r m a m u m t e r n o o r t o - n o r m a d o , et e e 2 c o n s t i t u i r ã o u m a base? 

Fazer a r e p r e s e n t a ç ã o das t r ê s m a t r i z e s A ( x ) , A ( y ) , 
A {z) na base e\, «2 . 

5 4 3 — S e j a m tti, az ••• n vec to re s rea is e i n d e p e n d e n t e s 
de u m e s p a ç o m é t r i c o E„. E s u p o n h a m o s que , a p l i c a n d o - l h e s 
o processo de o r t o g o n a l i z a ç ã o de S c h m i d t , se o b t ê m os v e c t o ­
res b\ ,bi, ••• b„. Que r e l a ç ã o de g randeza é que ex i s t e e n t r e 
as n o r m a s dos dois vec to re s q u a i s q u e r de u m m e s m o í n d i c e ? 

I d e n t i f i c a n d o 0 i , < * 2 , - - - a u c o m as l i n h a s de u m a m a t r i z 
r e a l A e r e c o r r e n d o ao p r o d u t o A A' d e m o n s t r a r q u e 

(de t . Ay-<n(«.,a). 

5 4 4 — S e j a m Bt , B2 , • • B,, p m a t r i z e s de 4." o r d e m q u e 
sa t i s f azem à s c o n d i ç õ e s B;= —1 , B, B, + B, Bj=0 . D e m o n s t r a r 
que p n ã o pode exceder o n ú m e r o 5 : p<5. 

Indicação : V e r i f i c a r que B, t r a n s f o r m a todo o v e c t o r f u n -
m e n t a l de B,,{k~j) e m u m v e c t o r q u e é t a m b é m f u n d a m e n ­
ta l (de B, ) . E a p r o v e i t a r ê s t e r e s u l t a d o para c o n s t r u i r a base 
de r e p r e s e n t a ç ã o das m a t r i z e s B, ( j — l , 2 , 3 , •-• p). 

ix, M 
-.1":, !! 
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P R O B L E M A S D I V E R S O S 

P R O B L E M A S R E S O L V I D O S 

Séries 

5 4 5 — A c h a r o t e r m o g e r a l d o d e s e n v o l v i m e n t o de 
y = ercosx e m s é r i e i n t e i r a e m . r . R : y i a parte real de 

z = e T ( c o s x + i s e n x ) = e '" + ' ' . Ora, z = 2 2 +ni + 

^ V . . . ] . - s,,, ^ ,»-2gg(- .r ( s ' t ) ] . *-
signando por 2p o maior número par contido em m . 

1 
5 4 6 — D e m o n s t r a r a c o n v e r g ê n c i a das s é r i e s ( S ) 1 + — — 

1 1 1 1 1 „ 1 1 1 
H 1 + — + • • • e ( S ' ) 1 H + - - - . q u e 

2 5 7 4 9 ; 2 3 4 M 

s ã o f o r m a d a s pe los m e s m o s t e r m o s , e acha r a r e l a ç ã o q u e l i g a 
as r e s p e c t i v a s s o m a s . R : ( S ' ) ê evidentemente convergente. 
Como em (S) há dois termos positivos por cada termo nega­
tivo, se agruparmos os termos 3 a 3, o enésimo grupo será 

1 1 1 
( n = l , 2 , - - * ) 4 p _ g + 4 n „ i ~ 2 n ' v * s t o o s primeiros n números 

pares serem 2 , • • • 2 n , e os primeiros 2n números impares 

serem 1 , ••• 2 n — 1 , 2 t t + l , •• • 4 n — 1 . Associando todos os ter-
4 1 

mos positivos consecutivos, obtem-se a nova série h 

+ ••• + 77 TTTl ÕT — s Y ••• que è alternada, de termos 
( 4 n — l ) ( 4 n —o) J n " 

decrescentes e de limite nulo. Esta série é, pois, conver­
gente e, portanto, também o è a proposta. Por outro lado, 

1 1 / 1 1 \ 1 
S 3 - = l + T + - + S = î - ( - i - + - + 2 5 ) . S W + - - + - + 

1 ' 1 1 \ 1 / 1 1 \ 1 1 3 
+ y +

 x T - ¥ ) + J + - " + ( î ï ï - ^ ) > T s - / ^ ' s ' ¥ s -
Funções contínuas e medida L 

547 — Pode u m a f u n ç ã o c o n t í n u a t r a n s f o r m a r u m c o n j u n t o 
de m e d i d a n u l a n u m c o n j u n t o de m e d i d a p o s i t i v a ? Pode . R : Se­
jam x = tj> ( t ) , y = | ( t ) as equações de uma curva que enche o qua­
drado de vértices opostos ( 0 , 0 ) t ( 1 , 1 ) . É mensurável o conjunto 
( T ) dos valores de t que fazem o ( t ) = ! j . Ora, se todos esses con­
juntos ( r ) tivessem medida positiva, seria possível com as me­
didas de alguns deles exceder a medida do intervalo ( 0 , 1 ) da 
curva, — o que é manifestamente absurdo. Logo, há conjun­
tos (-) de medida nula que uma função continua— J ^ ' i ' i t ) — 
transforma em ( 0 , 1 ) . 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

5 4 8 — M o s t r a r q u e t ô d a a t r a n s f o r m a ç ã o L o r t o g o n a l , 
r e a l , da 3 . a o r d e m e d e t . = + l , r e p r e s e n t a u m a r o t a ç ã o . 

O â n g u l o de r o t a ç ã o — 0 — e os cosenos d i r e c t o r e s — 
— d ° r e s p e c t i v o e i x o (de r o t a ç ã o ) s ã o dados pe las 

/;; — COSfl 
f ó r m u l a s 1 + 2 cos 6 = ln + ln + hl i c- = ^ _ c o s 6 • E x p r i m i r /,, 

— e l e m e n t o g e r a l de i — e m f u n ç ã o d e 0 e dos c, . D e v e d a r : 
l u = cos 0 . S(J: + ( 1 — cos 6) c, c, + sen 0 . c„ . 

cu — e l e m e n t o g e r a l da m a t r i z h e m i - s i m é t r i c a 

0 

Cl 

Ci —c2 

0 ci 
-ci 0 

( E x . p r o p o s t o e m M a d e l u n g — D i e M a t h e m a t i s c h e n H i e f s -
m i t t e l des P h y s i k e r s (1936) — p á g . 102, 103). 

Indicação : c a l c u l a r as cons tan tes e os v e c t o r e s f u n d a m e n ­
t a i s d e i , R. L . Q. 

5 4 9 — S e n d o 

— C j t g 

<^>tg 

C , t S 

m o s t r a r que A = (B')~l.B r e p r e s e n t a u m a r o t a ç ã o e m t ò r n o 
do e i x o ( c j , c 2 , c3), de â n g u l o 0 . 

Indicação: e s c r e v e r B = 1 + C,C= — C , e c a l c u l a r as cons­
tantes e v e c t o r e s f u n d a m e n t a i s de C. D e d u z i r d e p o i s as c o n s ­
tan tes e v e c t o r e s f u n d a m e n t a i s de A . 

( E x . p r o p o s t o e m F raze r , D u n c a n a n d C o l l a r — E l e m e n ­
t a r y M a t r i c e s — p á g . 2Õ3.) R . L . 

5 5 0 — D e m o n s t r a r q u e AB e BA t é m as m e s m a s c o n s ­
tantes f u n d a m e n t a i s . 

N O T A — T u r n b u l l and Aitken, em «An introduction to 
the theory of canonical matrices», pág. itíi, (London, içj2) e 
Mac D u f f e e em «.The theory of matrices», pág. 2j, (Berlin, 
I9JJ) fazem a demonstração daquele resultado, que Sylvester 
enunciou, s em d e m o n s t r a ç ã o , em iSSj, no vol. iò — Philos. Mag. 
Denionstra-se, porém, muito fàcilmente notando que ( B A ) B x ^ = 
= >.Bx quando A B x - i x , e ( A B ) A x — u A x quando B A x = a . 
Isto para >. e u - /=0. Para >. ou i * = 0 basta notar que, então, 
I A B - I B A 1 - 0 . R . L . G . 

551 — S e j a m .v <x{ , ,v 2 , . v j ) e X ( X t , X j , X 3 ) as c o o r d e n a ­
das de u m m e s m o v e c t o r e m do i s t e r n o s o r t o - n o r m a d o s ( d i ­
r e c t o s ) T e T . S u p o n d o que as coo rdenadas e a p o s i ç ã o r e l a ­
t i v a dos dois t e rnos s ã o f u n ç õ e s d u m p a r â m e t r o / , e x p r i m i r 

e m f u n ç ã o de x e 
dX_ I'dXi d X z d X 3 \ 

d t \ d t ' dt dt ) T " ~ dt 
p o d e f aze r destes r e su l t ados à t eo r i a d o m o v i m e n t o r e l a t i v o ? 

Q u e a p l i c a ç ã o 

R . L . G . 
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552-— A s o m a da s é r i e c o n s t i t u í d a pelos i n v e r s o s de t ô d a s 
as p o t ê n c i a s q u e t ê m p o r base e expoen t e u m n ú m e r o i n t e i r o 
s u p e r i o r à u n i d a d e é p r e c i s a m e n t e a u n i d a d e . 

5 5 3 —Se cada u m a das l e t ras pi, pz, p3 , ••• p„ , ••• f o r 
capaz de a s s u m i r , i n d e p e n d e n t e m e n t e das ou t r a s , u m a i n f i n i ­
dade n u m e r á v e l de v a l o r e s d i s t i n to s , o c o n j u n t o das suces­
s õ e s pt ,p2 , • • p , •• • t e m a p o t ê n c i a do c o n t í n u o . 

5 5 4 — Se cada u m a das l e t ras p, f o r capaz d e a s s u m i r , 
i n d e p e n d e n t e m e n t e das ou t ras , u m a i n f i n i d a d e c o n t í n u a d e 
v a l o r e s , o c o n j u n t o das s u c e s s õ e s ( S ) p\ , pt , pi, ••• p„ , ••• 
t e m a p o t ê n c i a do c o n t í n u o . 

Os problemas números 545, 546 e 547 e respectivas so luções foram-nos 
cedidos pelo Prof. Doutor .José Vicente Gonçalves bem como os problemas 
números 352, 553 e 534. 

R E S O L U Ç Ã O D U M P R O B L E M A P R O P O S T O X O N.» 1 

4 3 2 — S e j a a e l i p se - T T J = 1 e se ja P u m dos v é r t i c e s 

de u m dos r e c t â n g u l o s que p o d e m i n s c r e v e r - s e ne la (estes 
c o n s t i t u e m u m a s i m p l e s i n f i n i d a d e e os seus lados s ã o , neces­
s a r i a m e n t e , p a r a l e l o s aos e ixos da e l ip se ) . A s coordenadas 

do p o n t o P s ã o , p o r e x e m p l o , ( v , + — s/a- e a á r e a do 

r e c t â n g u l o t e r á p o r m e d i d a S = i — x \'a-

O r a , S é m á x i m a c o m y—x* (a-—x-) e tem-se , sucess iva­
m e n t e , : 2.v (a- - X-) 12*2 

a2 x - 2 . f 3 = 0 — x ( a * — i x * ) - 0 # = 0 e .r - = ^ a . a p r i m e i r a 

r a i z c o r r e s p o n d e a u m m í n i m o de S e a segunda a u m m á x i m o , 
v i s t o q u e y" - =—1«2<0. 

Outra solução — A á r e a do r e c t â n g u l o d e d i m e n s õ e s 2.r e 

2y t e m p o r m e d i d a S = i . t ; y . Mas ( x , y ) d e v e r á ser u m p o n t o 

da e l i p s e de e q u a ç ã o —f 

L o g o , as c o n d i ç õ e s de e s t ac iona r idade da á r e a 5" do r e c t â n ­

g u l o i n s c r i t o na e l ipse s e r ã o 

1 a- 6-' 1 

.v - v -
h — 0 

a'- 1 V- u 

\/2a 

V/26 

v a l o r e s que c o r r e s p o n d e m , necessa r i amen te , ao m á x i m o . 

A. Sá da Costa 

S O C I E D A D E P O R T U G U E S A D E M A T E M Á T I C A 

R e a l i z o u - s e a a s semble i a ge ra l da Soc iedade Por tuguesa 

de M a t e m á t i c a , p a r a a p r o v a ç ã o dos es ta tu tos e e l e i ç ã o dos 

c o r p o s ge ren te s . A d i r e c ç ã o f i c o u a s s i m c o n s t i t u í d a : P r e s i ­

den t e , p r o f . P e d r o J o s é da Cunha ; v i c e - p r e s i d e n t e , p r o f . V i c t o r 

H u g o de L e m o s ; t e s o u r e i r o , d r . M a n u e l Z a l u a r N u n e s ; secre­

t á r i o ge ra l , d r . A n t ó n i o M o n t e i r o ; 1.° s e c r e t á r i o , d r . a M a r i a 

P i l a r R i b e i r o ; 2.° s e c r e t á r i o , d r . A u g u s t o S á da Costa. T a m ­

b é m f o i e le i t a a mesa da a s semble i a ge ra l . 

Para de legados à A s s o c i a ç ã o para o Progresso das C i ê n ­

cias f o r a m e s c o l h i d o s o p r o f . B e n t o de Jesus C a r a ç a e o 

p r o f . F r a n c i s c o L e i t e P i n t o . 

A Soc iedade P o r t u g u e s a de M a t e m á t i c a (S . P. M . ) t e m p o r 

o b j e c t i v o c u l t i v a r e p r o m o v e r o e s tudo das C i ê n c i a s M a t e m á ­

t icas , p u r a s e ap l i cadas . Pode ser a d m i t i d o c o m o s ó c i o o r d i ­

n á r i o q u a l q u e r i n d i v i d u o de n a c i o n a l i d a d e p o r t u g u e s a o u 

e s t r ange i r a . Os s ó c i o s r e s i d e n t e s e m C o i m b r a e no P o r t o 

p o d e r ã o c o n s t i t u i r n ú c l e o s de t r a b a l h o c i e n t i f i c a m e n t e a u t ó ­

n o m o s . Os s ó c i o s r e s i d e n t e s e m q u a l q u e r c idade do t e r r i t ó r i o 

n a c i o n a l p o d e r ã o s o l i c i t a r da d i r e c ç ã o a u t o r i z a ç ã o p a r a c o n s ­

t i t u í r e m u m n ú c l e o da Soc i edade nessa c idade . 

E s t ã o j á i n s c r i t o s ma i s de c e m s ó c i o s , o que r e v e l a u m 
a c o l h i m e n t o m u i t o f a v o r á v e l da p a r t e do p ú b l i c o , para os 
o b j e c t i v o s que a Soc i edade se p r o p ô s a t i n g i r . 

R E C T I F I C A Ç Õ E S 

P o r lapso no n .° 1 da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » a t r i b u i - s e 

ao p r o f e s s o r da U n i v e r s i d a d e d o P ô r t o , d r . A . M a d u r e i r a e 

Sousa a r e s o l u ç ã o de « U m p r o b l e m a de G e o m e t r i a A n a l í t i c a » , 

d e v i d a ao p r o f e s s o r da m e s m a U n i v e r s i d a d e D r . R u y L u í s 

G o m e s . A p resen te r e c t i f i c a ç ã o f o i - n o s s o l i c i t a d a p o r c a r t a 

que nos e sc r eveu o p r o f e s s o r M a d u r e i r a e Sousa o n d e n o s 

i n d i c o u t a m b é m que e n c o n t r o u o p r o b l e m a e m : « L e z i o n i d i 

G e o m e t r i a A n a l í t i c a » ( õ . a ed., p á g . 13) de G u i d o C a s t e l n u o v o , 

o n d e f i g u r a s e m d e m o n s t r a ç ã o . 

— A respos ta co r r ec t a do n . ° 379 é : m deve satisfazer 

simultaneamente às desigualdades 1- ( m 1 ) ' ! < 0 e m - r l > Ó 

donde se deduz m > 3 . M. Z. 

— P e d í a m o s aos nossos l e i t o r e s o f a v o r de a s s i n a l a r e m à 

r e d a c ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » todas as i n c o r r e c ç õ e s 

que n o t e m , ou d ú v i d a s encon t radas que t e n t a r e m o s esc la rece r . 

A S S I N A T U R A S 

A p a r t i r d ê s t e n ú m e r o , e d e v i d o à s c i r c u n s t â n c i a s d o 

m o m e n t o , somos f o r ç a d o s , b e m c o n t r a a nossa v o n t a d e , a 

a u m e n t a r o p r e ç o da « G a z e t a » para 18<)0 p o r n ú m e r o : c o n s e ­

q u e n t e m e n t e o p r e ç o das ass ina turas a u m e n t a e passa a s e r 

de l õ $ 0 0 p o r cada 4 n ú m e r o s (1 ano) . Os n ú m e r o s espec ia i s 

t e r ã o p r e ç o v a r i á v e l , f u n ç ã o do n ú m e r o de p á g i n a s . 


