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Kurt
da Matematica

Gocfe/ e os problemas
e a teoria

dos fundamentos

dos conjuntos

por Luis Neves Real

A recente comemoracdo, a 4 de Marco passado,
do 72." aniversario de ALBERT EINSTEIN assi-
nalada pela entrega de prémios com o seu nome a
dois professores de Universidades norteamericanas,
KURT GODEL, de Princeton e JULIAN SCHINGEB, de
Harvard, fez convergir naturalmente sobre ambos a
curiosidade do mundo inteiro, espicagada pelos tele-
gramas admirativos das agéncias noticiosas. Entre
aqueles quese interessam pela Matematica e dentro
dela temseguido, ouprocurado segu,ir, a evolucdo do
estudo dos fundamentos desta ciéncia, a distingéo
conferida agora ao l6gico-mateméatico austriaco KURT
GODEL temumprofundo significado. Ela representa a
consagracdo mundial duma disciplina olhada por
muito tempo com desconfianga pelas matematicas
oficiais: tém pouco mais de cincoenta anos as ati-
tudes de certas revistas cientificas recusando-se a
prosseguir em debates sobre o axioma de ZERMELO
ou precedendo a publicacdo de artigos tratando da
probleméatica da teoria dosconjuntos, de cuidadosas
prevencdes sobre a natureza de temas que ndoeram
tidos ainda com direito de admissdo na Matemaética.
Ainda hoje em centros de estudos da Europa, sdo
estes trabalhos sobre os Fundamentos de certo modo
desdenhados ; em Portugal, segundo creio, 0S Nossos
cursos oficiais de Mateméaticas Superiores desconhe-
cem-nos; e socom umesforco autodidacta imperfeito
e dificilimo alguns portugueses tém procurado apro-
ximar-se de tdoinacessiveis como fascinantes témas
de estudo.

O interesse pelo estudo dos Fundamentos da Mate-
mética surgiu com a crise suscitada na teoria dos
conjuntos pela descoberta nofinal do século passado

das antinomias de BERTRAND RUSSEL e BURALLI-FOBTI,
revelando ambos os perigos que se escondem sobo
uso desacautelado dosquantificadores légicos «todo»
(V) e «existe um see» (3) .

Tal descoberta ndo somente vinha p6r em causa a
estruturacdo légica da Mateméatica coroada pela
demonstracdo dada em 1887 por DEDEKIND (no
seu ensaio Was sind und was sollen die Zahleni) do
principio de inducédo finita, fundamentando-o nos
quantificadores \f e g e nanogdo de cadeia. Mas 06
préprio edificio classico da Anéalise matematica
aparecia ameag¢ado. De facto se repararmos, por
exemplo, no enunciado base de todo estudo da
varidvel real,— o enunciado da condi¢cdo necessaria e
suficiente dada por CAUCHV para a convergéncia das
sucessdes de numeros reais —que se traduz, gragas
ao simbolismo ldgico, por

'S|5>0->3iV[Iv»Vi ((">A"i’>(->
Sie»t, av e T<*F) L

o seu caracter transfinito, pela consideracdo das tola-
/idades dosnUmeros naturais e reais, € bem aparente.

N&o podia tal situagcdo de desconfianga relativa-
mente a solidez das bases da mais exacta das cién-
cias deixar de impressionar os melhores espiritos da
Filosofia eda Matematica einteressa-los natentativa
da reconstrucdo dos Fundamentos da Matemaética.
Trés sentidos foram apontados e tém sido seguidos
nessa tentativa dereconstrucédo: o logistico de BER-
TRAND RUSSELL, Ointuicionistata de BROWER e o for-
malista de DAVID HILBERT. Precisamente KURT GODEL
adquire notoriedade internacional pelo significado
dos resultados que obteve em1930e 1931, pondo em
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causa a possibilidade de serem atingidos os objectivos
do programa formalista preconizado por HILBERT.

Propunha-se a escola hilbertiana, em primeiro
lugar, a axiomatizacdo das diversas disciplinas mate-
maticas ; em seguida, e mercé de apropriado simbo-
lismo, a formalizacdo dessa axioméatica; e, final-
mente, através dum estudo critico dessas disciplinas,
conduzido num plano metamatematico, fazer a demons-
tracdo da compatibilidade dos axiomas adoptados, da
sua nédocontradi¢do, provando que é impossivel, par-
tindo dos axiomas e subordinando-se as regras de
transformacdo dos enunciados permitidas pela axio-
matica, deduzir simultaneamente um enunciado e o
seu contrario. Pela reducdo das diversas disciplinas
matematicas a Aritmética, o problema fundamental
da teoria da demonstracdo (designacdo por que é
conhecida a disciplina matematica que teve origem
no programa formalista de HILBEKT) é a demonstragao
da ndocontradicdo da Aritmética com um formalismo,
que utiliza os simbolos:

Mé&o, e,ou,y , 3,0 -» (Se *++ entdo *+), 'X (sucessor
de x) 31(x) (x € um numero), &(x) (x tem a propri-
edade 0), etc e

e se subordina aos axiomas :

| — da légica, como
X-+(j/-~X); (se-*?/)-.- [(z-x)->(=->y)] ; [x->néo
-» ndo X; [x -+y]-+[ ndo y-» ndo x] ; £1(b) > 3x &(cr) ;

Vxfi(x)-fi(e)
Il —da igualdade
X = X;y=2z->(@7(»)-»0,(2)

Il —da aritmética finita:

azO; m b -+m(<b) ; ('x="y)-* (x- y) ;nédo('x=0).

E a este formalismo assim constituido que desi-
gnaremos por c6.

0 resultado surpreendente obtido por GODEJ, pode
enunciar-se com relativo rigor nos termos seguintes
«E impossivel dentro do formalismo S demonstrar
a compatibilidadede S » .

E o préprio caminho seguido para chegar a este
enunciado estd recheado de conclusdes imprevistas e
interessantissimas (*).

Para apreendermos duas delas, fagamos uma nume-
racdo dos simbolos usados no formalismo, pondo em
correspondéncia os numeros da forma 5n+ 1 (a partir
de n =»0) respectivamente com os simbolos 0, néo ,

—»e«, oOu, etc.; os nimeros da forma 5n + 2 (desde

(') NrifMANN WETL - Philosophy o/ Mathematics  and Natural

Science, Princeton University Press, 1949, Apendix A, p. 219.

BAKKLEY ROSSEK — An informal exposition  of proops of  Godcl's
theorems and Church  theorem, The Journal of Symbolic Logic,
1939, p. 53.

42auOUTRtV* 3QA03002
AOIT1AW3TAM3O
en\ £a0 toe *VI  w>*~9i\ne>rt
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n—0) comas varidveis X,y ,z,u, *¢; 0s nameros
da forma 5w+ 3 (desde « = 0) para as quantifica-
¢Bes: 3x, 3y,"-; os numeros da forma 5rc+ 4
(desde n =0) para yx,y«/,-.-; etc.

O objectivo desta numeracdo é fazer corresponder
a cada enunciado de ¢6 um nimero natural. Para o
conseguir porém n&8o basta a numeracdo feita; é
preciso ainda qualificar o papel que os diferentes
simbolos desempenham na constituicdo dum enun-
ciado. Com esse fim daremos ao enunciado uma escrita
arboriforme, tendo como raiz o simbolo ou operador
l6gico fundamental no enunciado de que se trate.
Tome-se como exemplo o axioma:

X -* (y -» X)
Escrevamo-lo da maneira seguinte

vV &

Atribuamos a raiz 0 numero 1; numeremos os dois
ramos que dela saem com 10 o da esquerda e 11 o da
direita; e o mesmo facamos a partir daquele que por
sua vez da origem a novos ramos.

Assim se chega a um esquema onde 0s nldmeros
ficardo indicando a ordem que no enunciado corres-
ponde aos simbolos que nele ocupam a posi¢cdo desses
numeros:

110 111
\ o/
10 11

S S
1

Compreende-se que este procedimento é absoluta-
mente geral pois os operadores ldgicos sO operam
sobre uma ou quando muito duas variaveis (ou enun-
ciados j& formados a custa das varidveis e dos opera-
dores n&o, e, ou, etc... , que as ligam).

Vendo agora nos nimeros intercalados nos diversos
ramos da 4&rvore anterior, a escrita na base dois de
nimeros naturais, passaremos para uma arvore equi-
valente onde porém os nimeros de ordem dos simbolos
do enunciado estdo escritos ja na base 10:

6 7

2 3
sy
|

Estabelecendo como regra que aos nUmeros de
ordem dos simbolos se fazem corresponder sucessiva-
mente os numeros primos, ordenados pela sua gran-
deza relativa, a partir de dois, no enunciado ante-
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rior, aos seus numeros de ordem, correspondem o0s
nimeros primos: primeiro, segundo, terceiro, sexto
c sétimo, isto é:

2, 3,5,13 e 17.

Posto isto e finalmente o namero de GODEL do
enunciado x -*(y z) serd, por definicdo, o numero
dado pelo produto 2iix32x5"x 13?x 172, resul-
tado da multiplicacédo de cincofactores (tantos quantos,
com repeticdo, os simbolos que no enunciado entram)
cada um deles uma poténcia, cuja base é o numero
primo que simboliza a ordem, que no enunciado cabe
ao respectivo simbolo, e cujo expoente é o numero
adoptado para esse mesmo simbolo.

Assim se vé que cada enunciado de S corres-
ponde a um ndmero. Inversamente, se pretende verifi-
car-se que um dado nimero corresponde a um enun-
ciado de c6 proceder-se-4& da maneira seguinte. Seja
por exemplo o nitmero 460800 ; faga-se a sua decom-
posicdo em factores primos:

M X 3P XB2

quo mostra ser o enunciado constituido pelos simbolos
de nimeros 11,2 e 2, isto é respectivamente —>, X
e X, colocados respectivamente nas casas de ordem
1,2 e3. O enunciado ha-de ser da forma

X X
\
—_
ou seja finalmente x-*x

Por outro lado também as demonstracdes se podem
fazer corresponder numeros; de faito sendo elas um
encadeamento arboriforme de silogismos: «Se «6» e
«se «b» entdo «c» entdo «c» »:

6 6-*c
c
e, uma vez que ja sabemos como calcular os nimeros
relativos aos enunciados «a» , «0O» e «e», etc ..., uma

técnica semelhante a anteriormente usada permite
determinar igualmente nimeros correspondentes as
demonstragdes de .6. Compreende-se que o conjunto
dos nimeros que podem ser imagens de enunciados de
S ndo compreende nameros que sejam imagens das
demonstragfes de .6. Todo o simbolismo c6 aparece
como uma imagem duma parte da aritmética: os
simbolos, os enunciados que os combinam, os axiomas
0 as demonstragcdes da mateméatica—instrumento para
anélise critica da Metamateméatica — tém como ima-
gens determinados numeros com determinadas pro-
priedades; e as propriedades dos simbolos ou dos enun-
ciados metamateméaticos correspondem propriedades
aritméticas : a metamateméatica, na concepgdo de
HILBEBT, disciplina segura para o estudo critico da

matematica é abracada afinal por um dominio parti-

cular da matemética: a Aritmética. Assim, por um

lado, o pensamento que deve fundamentar as  matema-
ticas € ele mesmo matematico® e, por outro, se tem de
dominar teorias infinitas, tera que ultrapassar essa
infinidade. M

Um outro aspecto chocante desses trabalhos de
GODEL ¢é a distingdo que obriga a fazer entre enun-
ciados verdadeiros e enunciados  demonstraveis (enten-

dendo-se por demonstravel o deduzivel dos axiomas
pelo jogo imposto pelos préprios axiomas).
Simbolize-se, por «ndo-Dem. (x) » que «0 enunciado
de nimero & n&do é demonstravel (em £6)» (e por
«Dem. (x)» que «o enunciado de nimero x & demons-
travel)». Demonstra-se que «ndo-Dem. (x)» é forroa-
lizdvel em c6; e que se «Dem. (x)» é um enunciado
verdadeiro, a sua formalizacdo em c6 é deduzivel.
GODEL mostra entdo como se pode determinar um
enunciado e de c6 com o numero e e exprimindo
gque «o0 enunciado de nimero e ndo é demonstravel»,
ou com os simbolos escolhidos : «<ndo-Dem. (e)». Prova
seguidamente o chamado Primeiro  Teorema de GODEL:
«E ndo é demonstravel», por outras palavras: «ndo c

demonstravel que o enunciado de nimero e ndo €
demonstravel». Se isto fosse falso, era verdadeiro
«& demonstravel que» 0 enunciado de nimero e nao é

demonstravel» ; mas como por hipotese é também e
0o nimero do enunciado «o enunciado de nimero e
ndo é demonstravel», posso dizer antes : «e' verdadeiro
o enunciado «Dem (e)» . Mas se é verdadeiro tem que
6er demonstravel. E como «Dem (e)» corresponde a
negacdo de e, concluo que a hip6tese de ser verda-
deiro que «e é demonstravel» implica que também ¢
verdadeira a sua negagdo: «E ndo e demonstravel».
Sendo c¢6 nd&o contraditério, é isto absurdo.

Este teorema exprime afinal que «Se 6 i ndo con-
traditorio», entdo «E ndo é demonstravel». GODEL mos-
trando que se pode formalizar o enunciado ««6n&o c
contraditorio», conclui que se fosse demonstravel em
c6 o enunciado «d6 ndo é contraditorio», a transi-
tividade de «ser demonstrdvel» e o seu Primeiro
Teorema obrigavam a dizer: «é demonstravel» que
«E ndo é demonstravel» o0 que é equivalente pela for-
macédo do préprio Ea dizer «E e demonstravel». Mas

pelo teorema isto s6 é possivel se c6 for contradi-

tério: a possibilidade dc demonstrar a compatibili-
dade da teoria c6 implicava a sua incompatibi-
lidade (2).

E o préprio HERMAN WEYE quem tira destes resul-
tados a conclusdo seguinte: Desde que GODEL nos

(') JEAN CAVAILLES — Transfini et Continu® Paris, 19-i7, Her-
mano et Cie.

(-) BABKLEY ROSSER, loc. cit.



deixou com muito pouca esperanca  de que qualquer  for-
malismo,  suficientemente vasto para abarcar as mate-
méaticas  classicas, pudesse fundamentar-se numa prova
de n&o contradic&o, ganharam um interesse renovado
0s  sistemas axiomaticos desenvolvidos sem  sonhos
ambiciosos,  anteriormente a HILBERT. E também neste
dominio das axioméaticas da teoria dos conjuntos
KUKT GODEL enriqueceu a Matematica com um resul-
tado que em certo sentido se pode considerar como
fecho dumvivissimo debate que desde o principio
do século se estabeleceu a propésito do axioma da

escolha, enunciado por ZERMELO em 1904.

E sabido que, a partir de 1873, CANTOR, nas suas
tentativas de numeragdo dosconjuntos infinitos, esta-
beleceu a nocdo de poténcia ou nimero cardinal ™4
dum conjunto A porabstracdo, da ordem e natureza
dos elementos desse conjunto, e com base na equiva-

léncia de conjuntos (dois conjuntos dizendo-se equi-
valentes, se entre os seus elementos se puder estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca). Foram as

poténcias do numerdvel e do continuo, respectiva-
mente nimeros cardinais do conjunto dos nameros
naturais edoconjunto dosnimeros reais, as primeiras
a serem exploradas por CANTOR, que desde logo
demonstrou a sua desigualdade, entendendo-se, por tal
a impossibilidade de escrever todos os nimeros reais
numa sucessdo infinita, prova deduzida com base na
densidade e compacidade dosnimeros reais.

O estabelecimento da ordem de grandeza entre os
nimeros cardinais é feito através das convengdes
seguintes :

a) AN B significa que A é equivalente aum
sub-conjunto de B;

b) A < Il significa queé A< B e que néo é
A=B (AeB,

e do chamado teorema de BERNSTEIN:

ndotém a mesma poténcia) ;

«Se e B <1, entio A=B.»
Postas estas nogdes e designando, como é habitualpor
"2 o conjunto de todos os sub-conjuntos do conjunto
A, epor (2*) Oseu ntmero cardinal, resulta que
para qualquer conjunto A se tem sempre A< (2%).

Assim a exponenciacdo dos conjuntos (enten-
dendo-se por tal a passagem dum dado conjunto A
ao conjunto 2" de todos os seus sub-conjuntos)
fornece-nos a possibilidade de construir uma escala
crescente e sem fim de nimeros eardinais infinitos,
partindo do numeravel; designando por N,e C
respectivamente o numeréavel e ocontinuo, teremos

*i

. C C, C,
Ko<2 =C<2=d<2 =C,<2 eee

Este critério de ordenacdo fazsurgir naturalmente,
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na teoria dos conjuntos, o problema, denominado

da tricotomiae que consiste em saber se, dados dois

conjuntos A e B, de nuimeros cardinais respecti-
vamente A e B, sera necessariamente verdadeira
uma e séurna dastrés proposi¢des seguintes: A «=B;

A < B e B < A.CANTOR sem o demonstrar optou
pela afirmativa que veio a ser provada mais tarde,
em 1904, indirectamente, a partir da teoria dos
nimeros ordinais.

Considera-se ordenado todo conjunto entre cujos
elementos estd definidauma relagcdo de ordem oude
precedéncia, simbolizada por possuindo as pro-
priedades de ser somplota, antisimétrica e transitiva.
Consideram-se como semelhantes dois conjuntos orde-
dados entre cujos elementos é possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca, respeitando as relagdes de
ordem estabelecidas em cada um dos conjuntos. Da
mesma forma que a equivaléncia foia base do pro-
cesso de abstracdo que conduziu a definicdo de
nimero cardinal, também a semelhanca levou CANTOR
a uma nova abstragdo : a de tipo de ordem ; de dois
conjuntos semelhantes diz-se que tém o mesmo tipo de
ordem E evidente que dois conjuntos com o mesmo
tipo de ordem tém o mesmo numero cardinal; ndo
é porém verdadeiro o reciproco. Mostra-o o exemplo do
conjunto dos nimeros naturais 1,2,3, e+ que pode
ordenar-se ou pela relacdo menor que,como pela rela-
¢do maior que; pondo respectivamente 1 <2 -<J3

-J N . <J3-<2-<1, consti-

tuem-se dois conjuntos ordenados com O mesmo
nimero cardinal, mas nao semelhantes.
Observemos no tipo deordem, que serda designado

por <, doconjunto ordenado

1 -<2 -<3

-<;».

uma propriedade de grande importancia na estrutu-
racdo da teoria dosnimeros ordinais: temoconjunto
um primeiro  c/emento (isto € umelemento que precede
todos os demais) e todos os seus subconjuntos tém
igualmente um primeiro elemento. E esta proprie-
dade que se toma como definicdo de conjunto bem
ordenado, e reserva-se a designacdo de nimeros ordi-
nais para os tipos de ordem dos conjuntos bem orde-
nados. Todo conjunto finito com n elementos é
equivalente ao conjunto dos » primeiros nameros
naturais e pode ordenar-se semelhantemente a este
mesmo conjunto, que é bem ordenado, se tomarmos
como relacdo ordenadora a grandeza relativa dos
nimeros. Adjectivando de finitos 0s nimeros cardi-
nais e ordinais dos conjuntos finitos a observacéo
anterior mostra que entre osnimeros cardinais eor-
dinais finitos h& uma estreita relacdo, de tal modo
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que a cada conjunto finito corresponde um numero
cardinal e um Jdnico niimero ordinal, fundindo-se
assim, por natural convencdo, com o ndmero n dos
seus elementos tanto o numero cardinal como o
nimero ordinal desse conjunto. J& ndo sucede o mesmo
com os conjuntos infinitos.

Vimos acima como do conjunto dos nimeros na-
turais se podiam formar dois conjuntos ordenados de
tipos de ordem diferentes enquanto o de tipo «o é um
nimero ordinal, o segundo ja o ndo é.

#

K possivel ordenar os nimeros ordinais, uns em
relacdo aos outros, com a definicdo de «menor que»,
baseada no teorema seguinte :

«Se A e B, sdo dois conjuntos, que, ordenados
por uma certa relacéo resultam bem ordenados,
é sempre verdadeira uma e s6 uma das trés propo-
sicdes seguintes :

a) A é semelhante a B; b) Existe beB tal que

A ¢é semelhante ao sub-conjunto de B, contituido
por todos os seus elementos que precedem b; c)
existe aeA tal que B é semelhante ao sub-con-

junto de A
precedem a .

Designando por A e B
pectivamente de A e B,

constiuido pelos seus elementos que

0s numevos ordinais res-
o teorema anterior sugere
que por definicdo se diga na hipotese b) que o
nimero ordinal de A é menor que o numero ordinal
de B, e que se escreva A< B, e que na hipotese
c) se diga B < A

Desta definicdo resulta serem todos os numeros
ordinais finitos menores que «o0, que, por sua Vvez,
0 o menor dos nimeros ordinais transfinitos.

Esta comparabilidade universal dos ndmeros ordi-
nais pela relacdo menor que, assim transposta para
os nimeros ordinais transfinitos, induz uma boa orde-
nacgdo no conjunto S dos ndmeros ordinais. Duas
propriedades essenciais se demonstram para este
conjunto :

1) Todo nGmero ordinal o tem um sucessor ime-
diato, que se representa por 8-"1 — proposi¢cdo que
significa que ndo h& ndmero ordinal algum 8 que
satisfaca a 8<6'<8-t-1;

2) Todo conjunto <9 de numeros ordinais é ime-
diatamente seguido por um namero ordinal 0, que-
rendo dizer-se com isto que: i) para todo 6e© ¢
6<8'; e ii) ndo ha qualquer nimero ordinal tal
que seja possivel encontrar um elemento 8 de £ de
modo a serem satisfeitas simultdneamente as relagdes
678" e 8" 78’

Estas propriedades justificam dois principios de
geracdo dos numeros ordinais, principios que se
enunciam da seguinte forma: G. 1 «Todo namero

ordinal gera um novo nimero que se lhe segue ime-
diatamente» (do qual ele é o predecessor imediato) ;
G. 2 «Todo conjunto de numeros ordinais gera um
novo numero que segue imediatamente esse con-
junto». Desta forma o ordinal O, — nUmero ordinal
correspondente ao conjunto vazio — d& lugar, pela
aplicagdo de G. 1, ao numero ordinal 1; este ao 2;
etc. e+ e 0 conjunto de todos os numeros ordinais
que se obtém a partir de O, gracas a G. 1, cria
por forgca de G. 2, um novo nimero ordinal, precisa-
mente o nimero ordinal wo, acima definido. Por sua
vez a aplicacdo de 6,1, a partir de w, leva a gera-
¢do duma nova sucessdo de numeros que simboliza-
remos com «g-f-n, onde n representa um ordinal finito.

Desta sucessdo e por intermédio de 6?. 2 se chega
a um outro numero ordinal que sera representado
por <0--Mn ou <0+2 . De «0 2 pode partir-se, em forma
anadloga para obter novos nimeros

Considere-se seguidamente o conjunto de todos os
nimeros ordinais que se obtém de m,: a) ou pela
aplicagcdo de G. 1; b) ou pela aplicagdo de G. 2 a
conjuntos numeraveis de numeros ordinais formados
por (a) ; c) ou pela aplicacdo de C?.1 e G.2 aos
nimeros ja obtidos por (a) e (b) . A este conjunto de
nimeros ordinais chama-se usualmente a classe 1l dos
nimeros ordinais reservando a denominagdo de clas-
se 1 para o0 conjunto dos nameros ordinais finitos.

Tomando agora a classe 11, o principio G. 2 a
cia aplicado gera um novo namero ordinal, represen-
tado por uj. Note-se que, contrariamente ao que
sucede com os ordinais finitos, que correspondem
estreitamente (e com eles se identificando) aos cardi-
nais finitos, todos os numeros da classe |l corres-
pondem a um mesmo cardinal: o nameravel N,.
Mas exactamente como a classe | tem um namero
cardinal maior que cada nUmero cardinal finito,
também o conjunto de todos os numeros ordinais
da classe | e da classe |l (isto é todos os nuameros
ordinais inferiores a wj) possui um numero cardinal
maior que todos os finitos e que o numeravel. Repre-
senta-se este novo nimero cardinal transfinito por

Com base agora em e utilizando alternada e
sucessivamente ora 0 primeiro principio de geracdo
ora o segundo, aplicado a conjuntos de nameros ordi-
nais de poténcia ou $| gera-se uma Il classe
de numeros ordinais, que serd analogamente supe-
rada por urn novo numero, inicial da classe IV, repre-
sentado por uj e a que corresponde um novo ndmero

cardinal , podendo dispor-se os nimeros ordinais
e cardinais assim obtidos em sucessdo crescente
(transfinita) : «

1 <2 < eo< H < oe-y>0< eee< Jui< oo <iu,

e 1<2<---<»<...N,< * <F*Q -



Por seuturno os nimeros coje $j nos levariam
a novos nimeros 003e $ 3 ;e o processo poderia
repetir-se indefinidamente (!1).
#

O problema do continuo consiste em encontrar na
escala crescente dos alephs, isto é Ki,6 K2>*"> °
lugar ocupado pelo numero cardinal 2**o, poténcia
do continuo, isto énUmero cardinal do conjunto dos
nimeros reais. CANTOR supunha que ele deveria ser o
primeiro aleph ndo numeravel, isto € Ni. Daio dé
signasse a igualdade 2*70= por hipétese do
continuo. Embora esta igualdade, em cincoenta anos
de pesquisas, nunca tivesse sido demonstrada, bal-
dados foram igualmente todos os esforcos feitos para
dela deduzir qualquer enunciado matemético contra-
ditério.

O destino desta hip6étese temcorrido paralelamente
ao do chamado axioma da escolha, que desempenha,
um papel imprescindivel na teoria dos conjuntos,
onde enunciados héa que se ndo podem demonstrar
sem a utilizacdo de certos conjuntos, cuja existéncia
resulta da aplicacdo desse axioma: a demonstragao
de que: «de dois numeros cardinais transfinitos
diversos, um é necessariamente menor que o outro»
assenta na tese «todo conjunto pode ser bem orde-
nado» cuja prova foidada em 1904 com base na
hipétese que ficou conhecida na literatura matema-
tica como axioma de ZERMELO OU da escolha : Para
todo conjunto M, cujos elementos s&o conjuntos P néo
vozios e sem elementos comuns dois a dois, existe  pelo
menos um conjunto N , que contém um elemento e um s6
de cada conjunto P de Mx».

Com base neste axioma podemos afirmar que na
sucessdo crescente dos alephs H,, Hf ,N,,6 eee estdo
todos os nimeros cardinais possiveis e portanto o
nimero cardinal do continuo, e todos os que a partir
deste se podem atingir pela aplicagdo repetida do
processo de exponenciagdo. Mas «Qual dos alephs é o
nimero cardinal do continuo?» é problema que per-
manece sem resposta, ainda que se utilize o axioma
da escolha.

Este axioma originou logo que foi utilizado, uma
polémica, feita em termos frequentemente vivissimos,
recusando-se muitos mateméaticos a trabalhar com
as puras virtualidades afirmadas pelo seu enunciado ;
tais reservas suscitaram um movimento de critica aos
fundamentos da matematica, que, na variedade de
caminhos em que veio a subdividir-se, abriu novas
perspectivas a investigagdo matematica.

Neste debate universal estabelecido & volta da teo-

(") HAKS HAIIN- Réelle Functionen,
maticae  Notae, F . 1-2; VIII, 1948.

19S2; BEPPO LEVI, Malhe-
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ria dos conjuntos, ha que destacar a posicdo, estri-
tamente cientifica, assumida pelo matemadtico polaco
WACUW SIKKPINSKI — «I'homme qui a le plus et le
mieux su utiliser I'axiome du choix», nojusto dizer
de LEBESRUE — frente ao axioma de ZERMELO e a hip6-
tese de CANTOR, atitude de persistente e minucioso
exame critico e cuja soma de resultados se encontra
no trabalho apresentado em 1918a Academia de

Ciéncias de Cracdvia, subordinado ao titulo  «L'axiome
de MR. ZERMELO et son rdle dans la théorie des Ensem-
bles et I'Analyse» e na monografia «Hypothese ~du Con-

tinu», Warsaw, 1934. Pacientemente SIERPINSKI dedi-
cou-se por um lado ao trabalho de assinalar as
demonstragdes fundamentais da teoria dos conjuntos
e da andlise real que utilizam escolhas, e por outro,
a deduzir proposicdes variadas tanto do axioma de
ZERMELO como da hipdétese de CANTOR. Entre os enun-
ciados equivalentes asduas tdo discutidas proposicdes
destaquem-se (*):

a) para o axioma da escolha : aequivaléncia apro-
posigdo: «dados dois conjuntos quaisquer, um deles
tem um subconjunto com o mesmo nUmero cardinal
do outro» ; o que revela bem quam intimamente esta
ligado o axioma ao problema da tricotomia nos
nimeros cardinais.

b) para a hipétese do continuo, a equivaléncia a
afirmagdo conjunta dos dois seguintes enunciados:

L) existe um conjunto linear coma poténcia do
continuo que né&o possui qualquer subconjunto infi-
nito ndo numeravel e ndo denso ; S) existe um con-
junto linear coma poténcia do continuo e que nédo
possui qualquer sub-conjunto infinito ndo numeravel
e de medida nula. Proposi¢cdes que reflectem uma
espécie de dualidade, que a hipétese do continuo im-
plica na recta real, entre conjuntos de primeira cate-
goria e conjunto de medida L nula.

A hipo6tese do continuo, 2 ~°=H , , é um caso
particular da chamada hipétese generalizada de
CANTOR, segundo a qual todo nimero cardinal infinito
m & imediatamente seguido pelo nimero cardinal 2™.
A esta hipétese pode dar-se, com o auxilio do axioma
da escolha, a forma equivalente : «para todo ordinal

Quase simultaneamente com as objec¢des feitas ao
axioma da escolha, indispensdvel para certos desen-
volvimentos das teorias ordinal e cardinal, a criagédo
de CANTOR viu-se ameacada porparadoxos, que nada
dentro dela impedia que se formassem. A exposicao
sumaria que acima fizemos das propriedades essen-
ciais dos conjuntos bem ordenados e dos nUmeros

() LeaEntretiens de Zurich, Zurich,1941.
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ordinais, permite apercebermo-nos facilmente da
mais antiga dessas antinomias—a de BURALLI-FORTI,
enunciada em 1897 e que CANTOR parece ter entrevisto
jd em 1895. Consiste ela na consideragdo do conjunto
0 de todos os numeros ordinais, que, por ser bem
ordenado, gera um novo numero ordinal, que sendo
novo se ndo encontra ainda em O — o0 que contradita
a hipdtese de ser S o conjunto de tcxlos os nUmeros
ordinais.

Esta situacdo gerada na utilizacdo descuidada da
nocgdo ingénua de conjunto forgou & passagem a uma
nova fase da teoria dos conjuntos: a fase axiomaética,
caracterizada por deixar a nogdo de conjunto de
ser 0 que a intuigcdo nos sugere para passar a ser um
termo primitivo num quadro de axiomas, escolhidos
de forma a permitir obter toda teoria abstracta
dos conjuntos, mas exorcizando as antinomias conhe-
cidas .

Pertence a ZERMELO (*) e é de 1908a primeira axio-
méatica da teoria dos conjuntos. Os axiomas adop-
tados regulam as propriedades da relagdo x e.Y
(o elemento x pertence ao conjunto X ):

Ze. 1 Sao iguais dois conjuntos com os
elementos.

Ze. 2 Sao conjuntos: o conjunto vazio, o conjunto

mesmos

X[ cujo Gnico elemento é sé, o conjunto |x,y\
cujos unicos elementos sdo x e y .
Ze. 3 Sendo P (x) uma proposi¢do construida

segundo as leis da Loégica e dependente da variavel x
(simbolo dum elemento dum conjunto X ) existe um
conjunto constituido por todos aqueles elementos de
X que tornam verdadeira a proposi¢cdo } (x)
(Axioma da formacdo dos subconjuntos dumconjunto).

Ze. 4 Existe um conjunto infinito, isto é: existe
um conjunto, que contém o conjunto vazio, como um
dos seus elementos, e que, com cada elemento a, con-
tém igualmente como elemento o conjunto J]aj.cujo
Unico elemento é o.

Ze. 5 Para cada conjunto, existe um conjunto (con-
junto poténcia) cujos elementos sdo os subconjuntos
daquele.

Ze. 6 Para cada conjunto, existe um conjunto (con-
junto reunido) cujos elementos sdo os elementos dos
elementos do conjunto dado.

Ze. 7 O axioma da escolha.

O axioma Ze. 3, com o critério de definicdo dum
sub-conjunto dum conjunto dado, por meio duma
proposicdo, que deveria subordinar-se as leis da
Légica,—aquela Logica classica posta em cheque,
simultaneamente com a teoria dos conjuntos, pela
antinomia de BURALLI-FORTI, como pelas que se lhe

(") JEAN CAVAILLES — Deéeki/id, les  Axiomatisalions,
IM8.

Paris,

seguiram — impeliu naturalmente a formulacdo de
novas axiomatiza¢cdes, menos contestaveis. FRAENKEL
(Einleitung in die Mengenlhere, Berlin, 1928), VOX-
NEUMANN (Die Axiomatisierung der Mengenlhere, Math.
Zeit. 1928)e BKUNAYS (A system of axiomatic set
theory, Journal of Symbolic Logic, 1937, 1941,1943)
estabeleceram quadros de axiomas, dentro dos quais?
como no sistema de ZERMELO, O axioma da escolha
ocupa um lugar especial.

A maneira de remediar nessas axiomaticas a forma
discutivel como ZERMELO caracteriza uma legitima
formulagdo da propriedade P (x), que permite separar
num conjunto X um seu sub-conjunto P, tem um
caracter finitista e inductivo. S6 podem ser  predi-
cados: 1." aquelas proposicOes da forma xeA; 2."
aquelas que se obtém de predicados ja formados pelas
operacdes logicas : negagdo, e conjuncgédo ; 3." as que
resultam de predicados ja& formados pela quantifi-
cagdo : «para todo ...» .

Assim a ciéncia mateméatica possui hoje em dia
uma fundamentacéo satisfatoria da Teoria dos Con-
juntos de CANTOR, em toda a integridade da sua creagdo
original .

Precisamente uma segunda contribui¢cdo sensacional
de GODKL para a histéria da Matematica situa-se no
dominio da teoria dos conjuntos, ndo na forma ingénua
de CANTOR, mas na sua estruturagcdo axiomatica. A
revelacdo deste resultado teve qualquer coisa de
espectacular. Em Zurich, no mésde Dezembro de 1938
reuniram-se algumas das primeiras figuras europeias
da Loégica e da Matematica, entre os quais SKOLEM,
FRECHET, LUKASIEWIKZ, LEBESGUE, SIERPINSKI, TJERNAYS e
FINSLER, para o confronto das suas opinides divergen-
tes relativamente aos Fundamentos e Método das Cién-
cias Matematicas. Foiap6s a intervencdo de SIERPINSKI,
que se ocupara do axioma da escolha e da hipo6tese do
continuo, e imediatamente antes da discussdo que a
propdsito se estabeleceu, que GONSETH, O presidente
dos debates, comunicou o trecho seguinte duma carta

que lhe foéra enviada por KURT GODEL : Num curso
professado em Viena durante o0 verdo de 1937 fiz a
demonstragdo  da ndo contradicho  do axioma da escolha.
A seguir e pelo mesmo método, consegui provar igual-
mente a ndo contradicdo da hipdtese  generalizada do
continuo.

No ano seguinte, GODEL, j& entdo no Institute  for
Advanced Study de Princeton, renovou essa demonstra-
¢do, realizando um curso, depois publicado nos  Annals
of Mathematics Studies (N.° 3, Princenton University
Press, 1940), com o titulo The consistency of the axiom

() KUBT copeL : What is Cantor's  Continuum in «The

American Mathematical Monthly*, Xov. 1947,

prohlemt



of choice and of the generalised continuum-hypothesis
with the axioms of the set-theory.

Se nos recordarmos que a grande objecgdo contra o
axioma da escolha, por parte dos mateméaticos que se
recusavam a utiliza-lo, era a desconfianca de que ele
poderia eonduzi-los a antinomias, concluiremos apos
este resultado de GODEL, que n&o ha motivo para

A funcdo efe Dirac— Sua

interpretagao
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considerar o axioma da escolha com um receio que se
ndo tem em relagdo aos restantes axiomas da teoria.
Como o proprio GODEL diz : pode agora afirmar-se
que, no estado presente dos 7iossos conhecimentos, O axio-
ma da escolha esta tdo bem fundamentado como todos o0s
outros.

Junta de Investigacdo Matematica — Porto, 1951, Abril.

mateméatica —///

por Ruy Luis Gomes

Derivada de uma distribuigéo

Para maior facilidade de dedugdo suponhamos que
se trata de uma funcdo com derivada no sentido
ordinario:

/ (x = hm
»-0 A

Ora, como cada funcdo /(x) é identificadacom a

respectiva distribuigdo f f (x) p(x) dx , somos le-

vados a considerar a nova razdo incremental

J f{x+h) pPX) dx— Jf(x)tf(x) dx

(1)

a que ainda se pode dar a forma

o fiy) L4108

mediante a substituicdo x — y —h.

Como a razdo incremental afecta agora a fungdo $
e ndo /, bastard sujeitar p a uma hipdtese suple-
mentar para ficar assegurado o limite de (1) para
h= 0.

Concretamente, se P admitir
sobre todo ii', tem-se

derivada, continua,

ff(x+h<t{x) dx-f/(x) tp(x) dx

(2) lim

-ff(x)
Na verdade com a hipdtese formulada, (P)
forma-se em

S(x)rfx.

trans-

- fI(y) t' v dy-ff(y) W e D) - y< (y)Iid

ou efectivamente em

- Jf(y) <?' (y) dy -f/df) W (2+) —

sendo K o0 suporte compacto de tp.
Ora, como, por hipétese, ' é continua sobre It*,
resulta uniformemente continua sobre K donde
i f(y)wW

(y + th) -<?>(y)ldy

Banalmente, atendendo a que f (y) e portanto
\f(y)ltémintegralfinito em qualquer compacto, vem

\sEy)W(y +*h)-v<(y)}dy\<$ a-.

donde (2). Em resumo

fffed - - Ff(x)tpX dx,
conforme a regra de integragdo por partes.
No caso de uma fun¢do /(x), localmente somavel,
evidentemente, mas sobre a qual nada acrescentamos a
respeito da existéncia de derivada ordinéaria, tomamos

—jf{x)o'(x)dx para sua distribuicdo derivada,
baseados nos desenvolvimentos (1), (P), (2).

Numa palavra: /' () = —/(?") «

Ampliando a hipétese suplementar sobre # de

maneira a assegurar a existéncia de derivada con-
tinua f* (x), para n qualquer, escreveremos

f» @ = (-1)2/(tp»),

0 que nos permite afirmar — uma fungdo localmente
somével admite derivadas de todas as ordens, que coin-
cidem com as derivadas ordindrias  quando estas tiverem

efectivamente sentido.

modo ainda mais geral, se designarmos por
a a funcional linear continua no espago (D)
das funcdes continuas, de suporte compacto, com

%fr'(vasjsdontinuas de todas as ordens, temos

TEA(2) (- 1) . roe),
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A continuidade de r deverd entender-se nestes
termos: se as funcédes tpe(D) tém os seus suportes
contidos num compacto fixo de i?' e se convergem
uniformemente para 0 assim como todas as suas
derivadas, entdo o numero T(cp) converge para O.
Esta definicdo é sugerida pelo caso de T(II>) = f(x),

. . L P (x =) — (%)
pois as funcdes $j = ou, de um

— K —
modo geral, = ® (x ) m ()

verificam todas as
h
condigdes acima enumeradas, podendo tomar-se para
compacto fixo o da prépria funcédo .

Para acabar de legitimar a nocdo de derivada
duma distribui¢cdo, é conveniente mostrar ainda que
as fun¢des de (D) ndo sdo tdo raras como pode
parecer a primeira vista.

Ora, se como exemplo tipico de fung¢do <pe(C)
podemos tomar qualquer fun¢do nula nos extremos
a, b de um intervalo onde é continua (e igualmente
nula no complementar de [a,é&j), para ser também
f e (D) é necessario que as suas derivadas se anulem
todas em o ,b —fronteira de [rt,6].

Geométricamente, a tangente em a e em 6 deve
ser paralela ao eixo das y.

No entanto demonstra-se® que (D) é denso em (C).

Derivadas parciais

Se partirmos de uma funcdo de varias variaveis
teremos

e, portanto,

para uma distribuicdo qualquer.
EXEMPLOS:

(1) Derivada da funcdo de HEAVISIDE

No estudo dos circuitos eléctricos ou, de um modo
geral, de um sistema linear, de qualquer natureza,
surge constantemente o problema dos regimes tran-
sitorios, quere dizer, da determinacdo da «resposta»
— corrente —a uma «acgdo» —forca electro-motriz —
que comeca bruscamente no instante t=0.

Ora, se noés introduzirmos a fungdo de HEAVISIDE
r () —igual a zero para t< 0 e a unidade para
i>0— a «acgdo» mais geral que podemos imaginar
ficar4d com a forma
h  («)»e(<),
(') SCHWARTZ — Théorie

des distributions, p. 21, 22.

e nela se resumem as duas caracteristicas : 1) actuar
bruscamente no instante t— O; 2) coincidir com
uma fun¢do qualquer para t> 0.

Em consequéncia, para o calculo da «resposta» a
uma «accdo» qualquer, comeca-se pelo célculo da
«resposta» a «acgdo» elementar r (t) . Compreende-se,
portanto, a importancia pratica desta tuncgéo.

Por outro lado, como se trata de uma funcgéo, local-
mente soméavel, é certo, mas descontinua para t= 0,
ndo se pode derivar r (i) assim a vontade.

No entanto, fazendo intervir a teoria das distri-
buicdes, concilia-se sem dificuldade o ponto de vista
pratico do engenheiro com as exigéncias de rigor do
matematico. .

Efectivamente, de acordo com a defini¢cdo de deri-
vada de uma distribui¢cdo, tem-se

@
() - ~J_ r(o()d— dt
> (0) - . (0).
Mas
»(») -+ (0),
logo
r - §S:

a derivada da funcdo de Heaviside  coincide com a
funcdo de Dirac.

E de um modo geral

K> (<f) - S»-'»(0) - (—1)<*-"I tf"'-» (0) .

Para esclarecer agora melhor o papel das descon-
tinuidades de uma funcdo / na expressdo da sua
derivada, suponhamos que / tem p descontinuidades
de 1.* espécie ., admitindo deri-
vada ordinaria em cada um dos intervalos (—oo, xi),

X, < X,< eee< X

(xi, xj),***(X,,_,,X,.), (X,,,00).
Teremos ,
/"go- - né = '/ r/ta > (x)dx -
@Y — o0
- = (X)) g (X)cfo- [ ¥ I(x) 9 (X) dx + eee
J-<o JX,

— 1 7 A —f fx 9 (x)rx.

Mas
fids- I ff] - b 7 ¥rfx
f,<dx- /vy - />d»,
l«idte- 1/yl -/ ffdx

Xp L J*H-0 J*p



10

[ /.|X|»#{>«' __Of1()

(/21 < -f(x+0)<t'(x,) =0.

Logo,

ou ainda
y (’7) - 1 (<Pdx + «isa ()

quere dizer — a derivada de f é igual &
— derivada P acrescentada da massa
ponto de descontinuidade de t.

A derivada segunda terda a forma

distribuicéo
u, por ra</a

ft (@ =/ f« (0)dx + wiS* (f) + a ST; (?),

»», -/ («,+O) -/ (a.,-O),
e assim por deante.

1
Laplaciono do [uncdo — .

1
Como é¢ uma funcdo localmente
somavel™' em R, temos
A ) ~=* SPTw
Mas
JJJ ~~*?dxdy dr. —1lim | | » —Aq@i/xtfyefe =
tfx ify rfs

(') Fora da origem, 0, 6 evidente. Para o verificar na ori-
gem, 0, basta passar as coordenadas polares de polo em 0.
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= lira M cos x atis ,

ax

designando por a,p,f os dngulos da normal exte-

rior a esfera r = e com os eixos coordenados.
Consequentemente,

A(—)@- - 4*t(9),- —4irs()

ou, numa forma abreviada.

4T:S.

Apliquemos agora este resultado & deducdo da
equacdo de Poisson.

O integral definido do potencial
rrr.(a,b,c)
Vo(XjLxjX3) e» 1 (
J JJ \Y%

r =v/(xj—o)'+ (X, —A)'+ (x,—c)")

dadbdc

pode considerar-se como uma extensdo a /f* de

A) - ()< (<) 0

em que 3 se anule no exterior de um compacto, equi-
valente ao volume potenciante em
Ora, passando as distribui¢des, ternos

h(x)-jy (xX)h(x)dx=d<( () dxjf{x-b)g(db -
—J Jf(u+v)f (u) g (v) du dt>,

mediante X=u+v , t=v.

Ainda se pode escrever

*?) =1 dx ff (**y)g(y) dy

ou, em termos de distribuic¢des,

>'(?) =/x{i?, (2(*+ 1)},

sendo </, e /, as distribui¢cdes geradas pelas funcdes

7y- tty) e [/, =/(.r) .
No caso de potencial temos
ri i 1

viy- p{=—2x+y\, —- ,

awm — P (¥, xj, x,) .



GAZETA DE MATEMATICA

it - 2x M (M<p(x + 2) ) = P,M(AL=P(X+ 2)

pois tanto vale derivar
como em ordem a x .
Mas

@(x +y) em ordem a y

— [N ?2(*+ 2)] - A - A(—) P+ 2) -
= —4irSo (x +vy) = —4itg (x),
em virtude do resultado anterior relativo precisa-

mente ao Laplaciano de —.
r

11
Logo,
»"(2) = - 4rp(<f),
que é a equacdo de Poisson.
BIBLIOGRAFIA FONDAMENTAL. — Além da obra de

SCHWARTZ ja indicada, ver especialmente o artigo do
mesmo autor na Revista de Telecomunicagdes, Tomo 3,
N.° 4, Avril, 1948. Pelo que respeita & introducdo da
funcédo de Heaviside no estudo dos regimes transito-
rios dos circuitos eléctricos, consultar A. ANGOT —
Compléments de Mathématiques, Coll. Technique du
C. N. E. T., Paris, 1949 - pags. 450-459.

PEDAGOGIIA

O PROGRAMA DE MATEMATICA DA ACTUAL REFORMA DO ENSINO LICEAL

por  Mario Teodora Alves

N&do se pode apreciar o programa de uma disci-
plina do ensino liceal, sem considerar o conjunto das
outras disciplinas e os respectivos programas.

No estudo critico que farei aos programas de Ma-
tematica, atenderei a esse facto, tanto mais que
algumas disciplinas que constituiam o antigo 2.°
ciclo liceal, foram desdobradas, pela actual reforma.

No 2.° ciclo liceal, além da Mateméatica, hd as se-
guintes disciplinas: Portugués, Francés, Inglés,
Histéria, Geografia, Ciéncias Naturais, Ciéncias Fi-
sico-Quimicas e Desenho. A estas actividades ha
ainda que acrescentar: Canto Coral, Educacdo Fi-
sica, Religido e Moral e Mocidade Portuguesa.

Com verdade, ndo se podera dizer que os alunos do
2." ciclo liceal (13 a 15 anos) na época critica do seu
desenvolvimento, estejam aliviados de trabalho inte-
lectual e fisico.

Ao desdobramento de disciplinas corresponde sempre
uma maior extensdo de programas, maior exigéncia
dos professores e dos pontos de exame.

Aquele programa de Historia do 2.° ciclo, no género,
pode considerar-se um modelo perfeito de exagero e
e de mindcia. Na edigcdo «Programas das disciplinas
do ensino Liceal» comega na pagina 99 e termina na
pag. 110.

E um saber estupendo e aflitivamente instrutivo,
para rapazes e raparigas dos 13 aos 15 anos.

Com razdo, afirma o Dr. Decroly, o eminente peda-
gogo belga : «Les programmes ont été inspirés par

des hommes trés savants dans leur spécialité, mais
trop peu préoccupés de la psychologie, pour eux
I'enfant est accessoire».

O periodo de desenvolvimento das criangas até aos
15 anos exige da parte da escola (professores e legis-
ladores) os maiores cuidados e a maior prudéncia.

Com efeito, o crescimento mental atinge o méximo
desenvolvimento a volta dos 16 anos (experiéncias de
TERMAN) mas hé& outros psicélogos e experimenta-
dores, tdo categorizados como TERMAN, que reduzem
o periodo de crescimento mental a volta dos 15 anos
e, mesmo alguns deles, a volta dos 14 anos.

Ora a inteligéncia significa antes aptiddo para
adquirir conhecimentos do que os préprios conheci-
mentos j& adquiridos.

Longe de mim a ideia de que seja possivel desen-
volver a inteligéncia sem comunicar informacdes e
sem transmitir conhecimentos. Mais longe também a
ideia de que o Unico prop6sito da educacdo é o desen-
volvimento da inteligéncia.

Mas devo considerar que é esse um dos grandes
propoésitos da educacdo e aquele que mais de perto se
liga aos programas e as disciplinas que constituem
o curriculum. Analisarei os programas de Matema-
tica, nos trés ciclos liceais, tendo em atencdo estas
consideracdes.

O n.° 39 da «Gazeta de Matematica» insere um
artigo de critica aos programas de Matematica
da actual reforma de ensino liceal, da autoria dos
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Senhores Drs. L. Barros e F. David. Essa critica pde
em evidéncia faltas derigor, incorrecgdes e impro-
priedades de linguagem e desconexdes no encadea-
mento dos assuntos versados no programa. Embora
eu divirja, num ououtro pormenor, dacritica feita,
devo dizer queconcordo com a sualinha geral.

O objectivo desta minha critica ser4, em cada ciclo,
a didactica da Matematica imposta pelo respectivo
programa, a concatenacdo dos tépicos e a coorde-
nagdo doprograma com o das outras disciplinas.

Programa de Matemética do 1."ciclo

O programa apresenta neste ciclo, emcada um dos
anos que o constituem, caracteristicas muito dife-
rentes.

No 1." anondo h&separagdo entre a Aritmética e a
Geometria — o que acho muito bem.

No 2." ano j & estd estabelecida essa separacdo, com
a obrigatoriedade doestudo comecar pela Geometria
— o que acho muito mal.

O pedagogista inglés W. SUMNER, ein «The teaching
of Aritmetic and Elementary Mathematics», diz:
«In secondary modem schools there should be no
artificial separation of mathematical subjects».

Os metodologistas da Matematica, BRESLICH, NUNN,
INOEIS e JUDD e muitos outros, sdo da mesma opinido.

Os programas de Matemdtica dosdois anos deste
ciclo, sdo tdo divergentes, quanto a sua metodologia,
que parecem ter sido delineados por duas pessoas
diferentes que, atal respeito, ndo trocassem impressoes.

Por outro lado, os programas do 1." e 2." anos
estdo descompensados, quanto a distribuicdo das
matérias versadas.

Em primeiro lugar, houve umacrescentamento de
matéria ao programa da reforma anterior. S6 pode
afirmar que a actual reforma deensino trouxe redugdo
no programa de Mateméatica do 1.°ciclo, quem néo
tenha feito a leitura comparativa dosprogramas de
Matemaética, neste ciclo, das duas reformas.

Eu vou citar as rubricas do actual programa, de
que o programa da reforma anterior foiacrescido :

«Graficos : graficos de barras, graficos cartesianos.
Regra de companhia. Representagdo grafica da pro-
porcionalidade directa; aplicacdo & resolugdo de
problemas simples».

Como se vé,nédo houve reducéo;
houve substancial acréscimo.

Vejamos, agora, como se daa descompensacdo das
matérias noprograma do 1.°anoe nodo 2.° ano.

Se é certo queas rubricas relativas ao sistema mé-
trico décimal, nimeros complexos e raiz quadrada de
nimeros inteiros transitaram do antigo programa do
2.° ano para odol."ano, oprograma do2.° ano foi

pelo contréario,
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acrescido da maior e mais dificil parte da Aritmética
do 1." ano da antiga reforma (critirios de divisibi-
lidade, m. d.c. e m. m.c. devarios nimeros, decom-
posicdo em factores primos e operagfes com numeros
Iraccionéarios).

Consideremos mais particularmente o programa do
1." ano.

F. uma lista de assuntos a versar e o professor é
legalmente obrigado a «ndo alterar a ordem por que
as matérias se encontram distribuidas no programa».
Qual é oelo de ligacdo entre todas aquelas rabricas?
E evidente que a resposta a esta pergunta ndo pode
ser dada pelo recitativo daspréprias rubricas; mas
as instru¢cdes que acompanham o programa, conser-
vam-se a esse respeito silenciosas.

O programa do1l." ano apresenta-se por esse mo-
tivo desconexo. Asdesconexdes vineam-se mais niti-
damente quando pretendemos estabelecer ligacdo com
o programa do 2.° ano.

A meu ver, uma simples frase, nasinstrugfes ao
programa, como mostrarei dentro empouco, bastaria
para lhedar unidade em cada umdosanos do cieloj
estabelecendo entre eles a necessaria ligagdo. Mas
essa frase nao aparece nas instru¢cfes ao programa,
nem se suspeita quepossa existir.

Quanto ao programa do 2.° é imposto que o seu
estudo comece pela Geometria.

O primeiroperiodo lectivo, no2.» ano, serd ocupado
pelo estudo da Geometria, desligado da Aritmética.

Restam dois periodos lectivos para o estudo da
aritmética do 2." ano, que é somente isto:

«NocOes de multiplo e submultiplo de umnuamero ;
restos da divisdo deum ndmero inteiro por 10 e
poténcias de 10, por 2e 5, por9 e 3;critérios de
divisibilidade porestes nimeros.

Prova dosnove das operagdes.

Divisores comuns dedois ou mais nimeros; maximo
divisor comum de dois ou mais nimeros: determinacéo
do méaximo divisor comum de dois numeros pelas
divisdes sucessivas. Multiplos comuns de dois ou mais
nimeros: determinagdo domenor multiplo comum de
dois numeros partindo do maximo divisor comum.

Nocdo de nimero primo; decomposi¢cdo de um
nimero num produto de factores primos; céalculo do
maximo divisor comum o do menor multiplo comum
de véarios numeros utilizando a decomposi¢cdo em
factores primos.

Fracgdes; simplificacdo e redugdo ao menor deno-
minador comum; dizimas; reducdo de uma fracgdo a
dizima; operacdes sobre fraccgdes.

Fracgbes generalizadas; valores
expressdes de termos fraccionéarios.

Proporcionalidade directa e inversa; proporgdes
geométricas ; propriedades fundamentais. Aplicagdes

numéricos de
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da proporcionalidade a regras de trés simples e com-
posta, percentagens, regras de companhia e juros
simples.

Representacdo grafica da proporcionalidade directa;
aplicacdo a resolugdo de problemas simples.»

Em dois periodos lectivos o aluno (12 anos) tera
que adquirir os conceitos e a técnica de céalculo que
corresponde a todas estas rubricas.

Este saber, assim acumulado é um monte intrans-
ponivel e indesbastavel |

No ensino da Matematica ha dois aspectos dis-
tintos a considerar:

Os conceitos e a sua ordenagdo ldgica;

A técnica de calculo e as suas aplicacoes.

Se a funcdo formativa da Matematica é dada prin-
cipalmente pelos conceitos e pela ordenacdo logica,
a técnica de céalculo —que ndo pode ser menospre-
zada — é obtida quase que exclusivamente, pelos
exercicios de aplicagdo.

Todos os psicopedagogistas que conheco afirmam
que a técnica de célculo, para ter seguranga e néo
ser automdatica —o automatismmo no ensino é con-
siderado por todos eles como o maior dos males —
tem que ser obtida com repetidos exercicios, ein
intervalos espagados, mas sucessivos.

E uma consequéncia das leis da aprendizagem
(THORNDIKE, PIAGET, WATSON, HYDE, etc.).

Mas ha outra grande dificuldade a remover :
A técnica de cdlculo em Aritmética, ndo da «transfert»
para o raciocinio aritmético. — «Practice in arithme-
tical computation did not transfer to arithmetical
reasoning». — (Experiéncias de WINCH).

Mas no ultimo periodo lectivo do 2." ano os alunos
sdo ainda sobrecarregados com trabalhos de revisao
em todas as disciplinas. (Aproxima-se o Fantasma do
exame. ..) Quer dizer, o aluno é obrigado a pensar
a pressa e, por grosso, sobre o programa da Aritmé-
tica do 2." ano. Adquirird necessariamente um saber
gque se escoa como agua absorvida pela areia.

A leitura do programa de Aritmética do 2.° ano,
atrds transcrito, mostra que nenhuma referéncia ha ao
importantissimo conceito de razdo de duas grandezas
e razdo de dois nimeros e que o conceito de propor-
cionalidade precede o de proporgéo.

E certo que se pode definir a proporcionalidade
independentemente do conceito de razdo. Do ponto
de vista légico ndo ha reparos a fazer, mas do ponto
de vista pedagé6gico é erro tdo grosseiro que, suponho,
ninguém defendera.

Exposta a minha opinido sobre as deficiéncias do
programa de Mateméatica do 1.° ciclo da actual
reforma resta-me indicar as alteragdes a introduzir,
sujeitando-as a critica de quem se interesse pelo
assunto.
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Antes porém de apresentar essas alteragfes ao pro-
grama do 1."ciclo, permito-me fazer algumas consi-
deracdes sobre o ensino da Matemaética, neste ciclo.

Constitue j& um lugar comum a afirmacdo de que
o ensino da Matematica, nos primeiros anos da
escola secundéaria deve ser intuitivo e experimental,
Estd confirmado pelos trabalhos de NUNN, THORNDIKE.
PIAEGT, JDDD e outros nomes de categoria interna-
cional e ninguém ousa afirmar o contrario.

O professor do Teacher's College da Universidade
de Columbia, W . RKEVE, que é também um notavel
metodologista da Matematica, sintetiza nesta frase,
essa orientagdo : «He (o aluno) must handle, measure,
cut, count, draw, make models, draw graphs, in order
to learn.»

H. SIMON, outro ilustre metodologista da Matema-
tica, em «Préface to teaching», a propdsito do ensino
da Aritmética, dirige-se aos professores de Matema-
tica, dizendo-lhes : «Your teaching of arithmetic .. .
may merely train your class in a number of process
wich will let them pass an examination at the end of
the term.»

That is «useful». It may also help them manage
their savings accounts better or get a job on gradua-
tion. That is usefull too-and this time without quota-
tion marks. But if you can develop in them an
understanding of number relations, ifyou can teach
them to visualize distances and quantities... then
you are training them culturally: They will for, ever
after be more sentive more apreciative, more unders-
tanding even though they may do not better on
a formal examination».

Esta orientacdo, peconizada por estes ilustres
metodologistas da Mateméatica, ndo se compraz com
turmas de 40 alunos, sentados em bom alinhamento,
em carteiras vulgares e dispondo apenas de lapis,
papel e do quadro preto.

E' um ensino activo, dindmico em que o aluno
observa, experimenta, regista e redige as conclusdes
das experiéncias que realizou. Todos os sentidos do
aluno devem intervir.

O professor ndo ministra conhecimentos, orienta as
experiéncias do aluno de modo a conduzi-lo as neces-
sarias conclusdes.

Em sucessivas alineas, indicarei agora as altera-
¢0es a fazer ao programa de Matematica do 1.° ciclo
(a parte o nimero de alunos por turmas e as condi-
¢0es da sala de aula), para que se torne eficiente,
quanto ao desenvolvimento e formagdo mental dos
alunos.

a) Deslocar a divisibilidade e as operagdes com os
niameros fraccionarios do 2." ano para o 1." ano.
(m. d. ¢, m. m. c. e a decomposi¢cdo em factores
primos, conservar-se-iam no 2.° ano).



Deste modo os dois programas ficariam mais com-
pensados.

b) Centrar o programa do 1." ano no problema de
mudanca de unidade, constituindo um todo com a
divisdo de numeros inteiros, ntmeros decimais e com
o nimero fraccionério.

Pioblcma de mudanca de unidade ¢é a frase que falta
nas instrugdes ao programa de Mateméatica do 1." ciclo
e que lhe daria unidade e que estabeleceria o elo de
ligagdo entre o programa do 1." ano e do 2." ano. Mas
as instrucdes ao programa nao deixam transparecer
a mais leve suspeita da existéncia desse problema.

Esta frase seria, para o programa de Matemaéatica do
1.° ciclo, com a palavra Sésamo do «Abre-te Sésamo»
da historia para criancas da Caverna de Ali-Béaba.

O problema de mudanca de unidade, quer em
ciéncia, quer na vida diaria, ¢ de uso corrente e, por
isso, de alta importancia.

A resolucdo de problemas de mudanga de unidade
somente com as unidades do sistema métrico decimal
conduz o aluno a essa ftriste regra que eles incons-
cientemente recitam assim :

«Para multiplicar um n.° por 10 anda-se
virgula uma casa para adireita e para dividir
para a esquerda».

O aluno, para adquirir o dominio do problema de
mudanca de wunidade, deve medir comprimentos,
tomando por unidade, os mais variados comprimentos,
o palmo, o pé,etc. e converter as medidas obtidas uma
nas outras pelas relagdes que haja entre elas. O mesmo
procedimento na medicdo de &reas e de volumes.

com a
anda-se

Iniciados, deste modo, os alunos do 1.° ciclo no
problema de mudanca de unidade, talvez que os pro-
fessoresde Ciéncias Fisico-Quimicas ndo tivessem oca-
sido de encontrar alunos para os quais os problemas
de mudanga de unidade, respeitantes as grandezas fi-
sicas, sdo problemas transcendentes, mesmo no 7.° ano.

A interdependéncia do problema de mudanca de
unidade e da divisdo de nameros inteiros e de
nimeros decimais ¢ do conceito de numero fraccio-
néario, constitue um todo (a unit) a que o metodolo-
gista da Mateméatica WHEAT chama «The three kinds
of problems» :

1) Calcular um numero considerando-o como parte
de um todo.

MOVIMENTO

coLoQulo
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2) Dados dois nimeros, calcular um deles que parte
é do outro.

3) Calcular um namero conhecendo uma
determinada dele.

O elo de ligacdo entre o programa do 1." ano e o
do 2." ano, seria feito por intermédio do nimero frac-
cionario, os problemas com frac¢des de denominador
100 permitiriam estabelecer o conceito de percenta-
gem, do programa do 2." ano. Os problemas de per-
centagem podem reduzir-se a problemas de fracgdes
com denominador 100. Do conceito de percentagem,
assim estabelecido, resultaria o conceito de razdo de
duas grandezas e razdo de dois numeros.

parte

Com a operacdo divisdo de dois niumeros inteiros
e decimais, conceito de numero fraccionario e razéo
de dois numeros, ficaria estudado o problema de
mudanca de unidade completamente e em relagdo
com «The three kinds of problems», de WHEAT.

Quanto a metodologia, a meu ver, é das deficién-
cias mais graves do programa do 1." ciclo, ignorar o
problema de mudanca de unidade, que € basilar em
Ciéncia, na vida diaria e também na didactica da
Matematica.

c¢) Centrar o programa de Mateméatica do 2.° ano
no conceito de proporcionalidade de grandezas.

d) Manter no 2." ano a oi-ientagdo do 1.° ano, isto
é, ndo separar a Geometria da Aritmética e também
ndo impor ao professor a obrigacdo de respeitar a
a ordem das rubricas do programa.

Desde que todas as rubricas do programa fossem
cumpridas, a ordem das rabricas surgiria conforme
as necessidades dos problemas a resolver.

e) Substituir a determinagdo de que «as demons-
tragdes l6gicas sdo totalmente banidas ¢ substituidas
por verificacdes experimentais» de modo que fosse
permitido inferir das propriedades verificadas expe-
rimentalmente as consequéncias l6gicas convenientes.

Com efeito, geometria intuitiva e experimental,
por exemplo, ndo exclue a demonstracdo ldgica; pelo
contrario, associa a intuigcdo, a experiéncia e a
deducdo sempre que seja possivel.

Julgo que o programa de Matematica do 1.° ciclo,
depois destas correcgdes, teria maior eficiéncia e
seria superior aos programas das anteriores reformas.

(Continuai

CIENTIFICO

INTERNACIONAL DE TOPOLOGIA DAS VARIEDADES FIBRADAS

Bruxelas — Junho de 1950

O Centro Belga de Investigagfes Matematicas, a
que ja nos referimos anteriormente (Gazeta de Mate-
matica, 43, 1950), promoveu em Junho de 1950 uma

reunido dalguns dos mais notdveis matematicos que
se dedicam a este ramo da Topologia, disciplina que
dia a dia, toma maior importancia e que é hoje
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reconhecido desempenhar um papel basico em quase
todos os ramos da Matematica.

O Coléquio iniciou-se corn as duas conferéncias:
Introdugdo & teoria dos espagos fibrados por H.HOPF
e Nogbes de Algebra Diferencial ; aplicagdo  aos grupos
de Lie e as variedades onde opera um grupo de Lie
por HENRI CARTA».

Seguiram-se as exposi¢cdes sobre assuntos mais
restrictos :

As conexdes infinitesimais num espago fibrado dije-
renciavel por C. EHRESMANN.

A transgressao num grupo de Lie e num espago fi-

brado principal por H . CARTAN.

Sobre um tipo de algebras diferenciais em relagdo
com a transgressdo por J. L. KOSZUL.
Espacos fibrados e homotopia por B. ECKMANN.

Sobre a homologia dos grupos
mogéneos e dos espagos fibrados

de Lie, dos espagos ho-
principais por J. LERAY.

CENTENARIO DE GOMES TEIXEIRA

Como noticidmos a Gazeta de Matematica dedicara
um dos numeros deste ano, o n.° 50, em homenagem
ao matematico portugués Gomes Teixeira.

A Redaccdo recebeu ja os seguintes trabalhos iné-
ditos:

1 — Ore the reversion of series, Prof. Sir E. Whittaker;
2 —EquagBes  de derivadas  parciais  efungdes de varia-
veis reais, Prof Hadamard ; 3 — Caracterisations fonc-
tionnelles  des transformations de Laplace, Prof. R. San
Juan; 4—Sobre pares défiguras convertis, Prof. Luis
A. Santal6 ; 5— 0» a certain arithmetical identity
related to the doubly periodic function  of the second and

third  kinds, Prof. M. A. Basoco ; 6—Sobre la inver-
sion en las elasticidades parciales, Eng. Dr. Gallego
Diaz; 1—Sobre aneis de endomorfismos, Prof. A.Al-
meida Costa; 8—Uber tin Kennzeichnung von  Bogen

minimalen
critere

Ordnungsivertes, Prof. Otto Haupt; 9— Un
de continuitt, Dr. Renato Pereira Coelho.

Os trabalhos n.°* 1 e 5 tém o interesse particular
de se relacionarem com resultados originais obtidos
pelo Prof. F. Gomes Teixeira.

Prometeram colaboracdo para este nimero come-
morativo, além de alguns estrangeiros, entre outros
0s seguintes matematicos portugueses: Prof. Manuel
doe Reis, Prof. Mira Fernandes, Prof. Vicente Gon-
calves, Prof. J. Sebastido e Silva, Prof. Ruy Luis
Gomes, Prof. Anténio Monteiro, Prof. Hugo Ribeiro,
Dr. J. Ribeiro de Albuquerque, Dr. Luis Neves Real,
Dr. Aténio Gido, Dr. Fernando Soares David e

Dr. Alfredo Pereira Gomes.
M. z.

Ms
Sobre uma férmula da teoria dos espagos fibrados
por H. HOPF.
Algumas relacbes entre  a homologia nos  espacos
fibrados e as classes caracteristicas relativas a um
grupo de estrutura  por G. HIRSCH.

O Centro encarregou o matematico belga G. HIRSCH
da organizacdo do Coléquio epublicou (‘) as comuni-
cacOes apresentadas, como ja o fizera com o Col6quio
de Geometria Algébrica.

No fimda reunido foi enviada ao notadvel matemé-
tico francés ELIE CARTAN, cujo falecimento recente é
sentido por todo o mundo matematico, a seguinte
missiva: «A l'issue du Colloque de Topologie, tenu a
Bruxelles du 5 au 8 juin 1950,les participants expri-
ment leur profonde admiration a M. ELIE CAHTAN,
dont les travaux ont ouvert la voie a la plupart des
recherches exposées au cours de cette réunion».

M. Z.

SEMINARIO BOURBAKI

Em Marco passado realizou-sc no Instituto Henri
Poincaré a 2.* sessdo deste Seminario, onde foram

feitas e comentadas as conferéncias seguintes:
1) Groupes d'homolopie— por J. P. Serre; 2) Nombre
de solutions des équations  polynomials sur tin  corps
fini —por J. Delsartre ; 3) Théorie des caracteres dans
les groupes  unimodulaires —por R. Godement; 4) Les
théoremes de Whitney  sur les fonctions différentiables—
por L. Schwartz ; 5) Anneaux d'opérateurs et  repre-
sentatians des groupes—por Dixmier ; e 6)  Théorie
du corps de classes local selon G. P. Holschild—pov
P. Samuel. A.r. a

DOUTORAMENTO NA F. C L

Na Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa realizaram-se, nos dias 5 e 7 de Maio deste ano,
as provas para a obtencdo do grau de doutor em
Ciéncias Mateméticas do assistente Peter Bruno Theo-
dor Braumann.

Os interrogatdrios incidiram sobre os pontos : «Inte-
grais curvilineos» e «Separacdo de valores reais em
polinémios reais». A tese intitulava-se «As parti¢cdes
em diversos ramos da Matemadtica». Os interrogatd-
rios e discussdo da tese foram feitos pelos professores
da Faculdade Doutores J. Ramos e Costa e J. Vicente
Gongalves.

felicita vivamente o
M. Z.

«A Gazeta de Matematica»
novo doutor.

(") Colloque de Topologie (Espaces Fibres)— C. B. R. M. Geor-
ges Thone, Liege— Massoo & Cie, Paris—1951.
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MATEMATICAS

INTEIRAS NAO
DA EQUACAO

SOLUCOES

por Heliodoro Augusto Lopes

Consideremos a equagdo de DIOFANTO ax +by ~ e
em que:

a) os numeros a, b, e ¢ sdo inteiros e positivos
nenhum deles nulo ou negativo ;

b) os coeficientes a e b sdo primos entre si, o
que garante a irredutibilidade da equacdo e a exis-
toncia de uma infinidade de solugdes inteiras dadas,
a partir de uma delas il Pe

X —X, --beu ; y=y, —a-cu

com it inteiro qualquer.

1 — Resolucéo da equacéo em numeros inteiros

ndo negativos

0 parametro u deve satisfazer simultaneamente as
duas condicdes:

@ + 6+ul>0 ; lo—Be«> 0

donde se deduz

b a

dupla condigcdo que mostra ser limitado o ndmero de

solugdes em nUmeros inteiros ndo  negativos.
Como XQ e i/o ndo podem ser conjuntamente
nimeros negativos, dois casos se apresentam :

A —X, ; ¥, € uma solugdo em numeros positivos

Designando h e k os maiores inteiros contidos

em — e —, respectivamente, a sucessdo
a

8) ) -2, -15,051525

mostra que a assume os h + k + 1 valores inteiros

a que correspondem outras tantas solugdes em  numeros
nédo negativos.

Ora, de
y,-a-/i +r; 0</<a o a-=be*k+R; 0<ii<6

(") Recebido um 1951, Fevereiro, 12.

NEGATIVAS E
DE DIOFANTO ()

GAZETA DE MATEMATICA

ELEMENTARES

INTEIRAS POSITIVAS

e Anténio Francisco Pires
deduz-se
2l .* a0 .R
— —AH e — =-«H
a a b b

Adicionando membro a membro as
anteriores, resulta

igualdades

h K br + aR
+ k -r
1) ah ab

atendendo a que X, ;y, € uma solucdo da equacdo
proposta.

ér-fafl
A fraccéo ab obedece ;\ dupla condicédo
br + aR
0 < b ;2, porque de 0<r<ac O0<K<6
al

se obtém 0<;4» + a2i<2-a6; além disso, a refe-
rida fraccdo 6 diferentede 1, o que se reconhece

com auxilio dos teoremas seguintes : «<Se um ndmero

divide uma das duas parcelas de uma soma, esta e a
outra parcela, divididas por esse numero ddo  restos
iguais» e «Se um nimero divide um produto e e primo
com um dos /actores, divide o outro factor».

Nestas condi¢cdes, temos :

0 br + aR 1
< - <
a) ab

c r
A igualdade 1) toma a iorina — = h+ k-fd
ab 0o,n
da qual se conclui que h + k & o maior inteiro con-

tido em c/ab.

PORTANTO: « O nimero de solugbes cm inteiros  ndo

negativos € igual ao maior inteiro contido em ciab
aumentado  de uma unidade».
1 br + aR
b < — <
) ab

A referida igualdade 1) escreve-se com a forma
c
ab

que mostra ser
em cjab.

h + k + 1 o maior inteiro contido
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PORTANTO: « O numero de solugbes em inteiros nao

negativos € igual a@o maior inteiro  contido em cjab.

B -* XQ;yo & uma solugdo
positivo

em que x, € negativo e yo

Pondo x', = —x, e designando h e k os maiores

inteiros contidos em — e _b , respectivamente, a
a

sucessdo

SO 1;2;-.-;%;-V +1; h+X

o
mostra que u assume os h — k valores inteiros

k + 1;k +2; ee:h—1;h

a que correspondem outras tantas solugdes em  ndmeros
nédo negativos.
Procedendo como anteriormente, de
ilo r X', R
— =h+ —;0<r<a , ---= + 1
a a b b
com jJR'_'=be R e 0<ii<6é6
conclui-se
br + aR<
2) = h—k— 1+
ab ab
atendendo a que X(;y, € uma solugdo da equagédo
proposta.
Como R' obedece a dupla condicdo 0<i?'*"6,
_ br + ar’
reconhece-se que a tracgédo satisfaz a
' ! ab
" or + aifi'
0<C < 2; além disso, é igual a 1 se b=PJ
ab

e r=0, e diferente de 1 nos outros casos.
Nestas condigoes, t%r'noi ar’
< — - <

a) ab

A igualdade 2) toma a forma

— =A—k—1+0,M
ab

da qual se conclui que h—k —1 é o maior inteiro
contido em cjab

POETANTO: « O numero de solugdes em inteiros nao

negativos é igual ao maior inteiro contido em  cjab
aumentado  de uma unidade».
br + aR’
b) 1< - — <2
ao
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A referida igualdade 2) escreve-se com a forma

= h—k-1+i"
ab

Il,n
que mostra ser h—k o maior inteiro contido em
clab
POBTANTO: O nUOmero de solugdes em inteiros nao
negativos é igual ao maior inteiro contido em cjab ».

As consideragdes feitasem A -* e B -* permitem
escrever a proposi¢cdo P .:—«O n0mero de solugdes
inteiros ndo negativos da equagdo ax +
+ by = c, nas condi¢des indicadas, é igual ao  maior
inteiro contido em cjab ou ao inteiro
que o raciocinio e a conclusdo em B -r se mantém
quando i/o i negativo e xo positivo, como facilmente
se reconhece.

em nUmeros

seguinte, visto

OBS. — No caso limite ¢ = O, a proposi¢do ante-
rior ainda é aplicdvel. Na realidade, a equagdo ax -f
+ by umO admite a dUnica solucdo ndo negativa
x = 0;jl = 0.
in/eiros

Il — Resolugéo da equagdo em numeros

e positivos

XQ )/$
e — ,que limitam a

6 a
variagdo do parametro u, mesmo que inteiros, ndo sao
valores de u, quer dizer, u obedece a dupla condicéo

Neste caso, os nimeros

XQ ya
< « < —_
b a
Como em | —temos a considerar dois casos:
A —fXQ; j/lo* WW solugdo em ndmeros positivos
A sucessdo S) e a correspondente igualdade 1)

permitem construir o quadro seguinte :

Valores de . . .
B Ndmero de Maior inteiro
a0 ilo N .
solugdes contido em c/ab
6 a
Nao inteiros h +k -rl h+k ou h+k+1
Ambos inteiros h + k
Um deles inteiro h + k h + k

B -»X,;i/lo & uma solugdo em que x, € negativo

e j/o positivo
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A sucessdo Sj) e a correspondente igualdade 2)
permitem construir o quadro seguinte:
Valores de : . .
Nimero de Maior inteiro
e — solucdes contido em c/ab
6 a
N&o inteiros h —k h—k ou h—k —1
Ambos inteiros h—k—1 h - k
X h —k h —k
~ b -
E inteifo e ou
jlo h- k—1 h—k — 1
a

Da observagdo dos quadros precedentes, concluimos
a proposi¢cdo seguinte, vulgarmente conhecida pelo
nome de Teorema de CATALAN :
de soluges em nlmeros inteiros e posi-
da equagdo ax + by = ¢, nas condigdes indi-
cadas, € igual ao maior inteiro contido em cjab ou
esse inteiro aumentado  ou diminuido de uma unidade»
visto que oraciocinio e a conclusdo em Zi—* se mantém
quando j/o é negativo e XQ positivo, como facilmente
se reconhece.

«O  ndmero
tivos

OBSI: —Esta proposi¢do pode aplicar-se a determi-
nacdo do numero de solugcdes em inteiros ndo nega-
tivos, porque contém a correspondente proposigdo
P. referida emlI->.

PONTOS DE EXAME DO 3.°
E DE EXAMES

Ensino Liceal —Exames do 3." ciclo — 1950.

3220 — Determine os numeros a e b inteiros e
positivos tais que o polinémio x°*—6Xx’' + 2ax +/>
seja divisivel por x—1 . R: Representando por P (x)
o polinémio, tem-se P (1)=0 ou 2a-rb=5, equacdo
de DIOFANTO que admite 2 solugdes em nlmeros inteiros
e positivos aj=1, bj=3 e as=2,b,=1. Ha
pois  dois  polinémios, Pj(x) = x>—6Xx" + 2x + 3 e
P*00 = x'—6Xx’-(-4x 4-1, nas condigbes do  enunciado.

3221 —E dada a equacdo x +4ax + ae+=0 ein
que o0>0. 1) Determine a equagdo cujas raizes

sejam respectivamente a média aritmética e a média
geométrica das raizes da equagdo dada. 2) Calcule o
de modo que a soma das raizes da equacdo obtida

sejaigual a —6. R: 1) Sejam xj e Xj as raizes da
equacdo dada e y] s yj as da eq. a determinar. Ent&o:
Vi = (*i+ *i)/2= —2a, y,=t/xix, = v/a, yi +yi —

DE APTIDAO AS ESCOLAS

GAZETA DE MATEMATICA

OBS,: —As consideragdes anteriores levam-nos as
seguintes conclusdes, Uteis na pratica da determina-
¢do das solugcdes em numeros inteiros e positivos:

a) Se c/ab é inteiro, 0 nimero de solugbes é igual ao
maior inteiro contido em cjab diminuido de uma  unidade;
b) Se a parte prépria de cjab, tornada irredutivel®
tem por denominador um dos coeficientes a ou b, o
nimero de solugdes é igual ao maior inteiro contido em
cjab ;
c¢) Nos outros casos, o0 numero de solugdes é igual ao
maior inteiro contido em cjab ou esse inteiro aumen-
tado de uma unidade.
Alguns exemplos :
" NuUmero de solugdes
Equacdes
Aplic.” os teor. Resolv." a eq.
n. neg. 4 ou 5 5
7x+ 0y~140
posit. 3 3
n. neg. 5 ou 6 6
5x + 'iy= 87
posit. 5 5
n. neg. 3 ou 4 4
3x + by = 53
posit. 3 ou 4 4
CICLO DO ENSINO LICEAL
SUPERIORES
=l/a—2ae yiy,=—2al/a; a eq. do 2." grau pedida
ey2+(2a-1/d)y —2al/a =0. 2) l/a—2a= —6,
I/a = 2a — 6 . Racionalizando 4a'— 25a + 36 =0
eq. que admite as 2 raizes 4 e 9/4 ,esta Ultima solucéo
extranha aeq. I/a = 2a— 6. Tem-se pois a= 4.
I
3222 - Os pontos A (-2,-3) e B (0,1) séao
os extremos do diametro duma circunferéncia, a) Cal-
cule o raio da circunferéncia, b) Calcule as coorde-

nadas do centro, c) Escreva a equagdo da circunfe-
réncia, d) Sendo 8 o ponto de interseccdo da
circunferéncia com o semi-eixo positivo das abeissas,
determine o angulo que a recta AS forma com esse
eixo. R: a) R =AB/2 =1/20/2=1/8;b) C(—1,-1) ;

c) (x+ Di-t-(y+1)2=5 ou x2+y2+2x+2y-3 = 0:

d) os 2 pontos de interseccdo do eixo das abeissas com
a circunferéncia sdo as solugdes do sistema: X'+ y’+
+ 2X+ 2y—3=0,y =0, sistema equivalente a X'+2x—
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-3=0 , y=0 , donde (1,0) e (-3,0) . O 1" ponto e
0 que pertence ao semi-eixo  positivo e portanto S (1,0).
A eqde AS é y=x—1 cujo coeficiente  angular per-
mite  determinar imediatamente o angulo, a pedido
tga=1 ou a = TT/4 rad.
11
tgct
3223 - Sendo A — e
1 —sec’a 4
do 4.° quadrante, calcule A .
. t 9 * 1
Et: A g I = —cotg *.
1 —sec’a — tg*«

Se 3JT/2<a < 2t ecos a 3/4, cem sena=—~"1—9/16="
= — donde cotga = — 3/l/i"= —377/7
fawio, A =3 1/7/7.

e, i>or-

3224 — Na encosta dum monte estd espetado ver-
ticalmente um poste telegrafico AB que projecta na
direccdo BD uma sombra BC = 85 m,

altura do Sol (dada pelo angulo AEM) for G5° 30" .

quando a

O angulo D ¢é 33° 20" 5".
b) Calcule BAC.
a) ACB = AEM- BIJM = 65°30'- 33°20' 5" = 32°9" 55",

a) Calcule o @ngulo ACB
c) Determine a altura BA. R:

b) BAC = 90° — AEM = 24°30'. c¢) Considerando 0
AB 8,5
triangulo  TABCI, tem-se — =
! ' o sen 32° 9' 55" sen 24° 30" '

log AB = 85 + log sen 32°9' 55" + log sen 24° 30" =
- 0,92942 + 1,72620+0,38227=1,03789,

ou AB =10,91m .
v

3225 — O numero N divide o produto 6X5 e
é primo com 5. a) Que valores pode tomar N?
b) Enuncie e demonstre o teorema que justifica a
resposta a alinea anterior. R: a) N = 2,3,6.

3226—Determine os trés menores nimeros pares

consecutivos, tais que o primeiro seja multiplo de 3,

o segundo multiplo de 5 e o terceiro maltiplo de 7.
SolugBes dos n.°" 3220 a 3225 de M. Zaluar

Solugio do u.° 3220 Vidé: A. A. Loues, Compendio de
Aritmética Racionai, 3.° ciclo dos Liceus, Porto, 1951, paff. 153.
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Exames de aptiddo para frequéncia dos prepara-
térios para a Faculdade de Engenharia e Instituto
Superior Técnico — 1950, Outubro *- Ponto n.° 3.

3227 — Demonstre que o nimero que precede ou
0 que segue um nOmero primo superior a 3 é um

multiplo de 6. R : Bastard& provar que qualquer ndmero
primo superior a 3 é da forma 6+ 1, o que é imediato
em virtude de qualquer nimero ser 6, 6+ 1, 6+ 2
ou 6+ 3 e de serem compostos todos os nimeros da forma
6, 672 e 6+ 3, pondo de lado os nimeros 2 e 3.

3228 — Determine quantos nUmeros inteiros exis-
tem, menores que 2000, que sejam multiplos comuns
de dois ou trés dos numeros 2, 3 e 5. R: Os nlmeros
sdo: Gk(k=jfc5), 10k'(k'~3) 15k" (k"=£2) e 30k'™
todos inferiores a 2000. Os nimeros 6k inferiores a
2000 sdo em numero de 333, isto é k pode tomar todos

os valores desde 1 o 333 ; teremos de excluir nos  valores
de k os mdltiplos de 5, menores que 333, que sdo 66.
Portanto  ha 333 — 66 = 267 n.™ inferiores a 2000 que
sdo multiplos de 2 e 3 e ndo de 5. Procedendo igual-
mente para  0S outros  nimeros, obtinha-se 0 nUmero
global 534 {incluindo, naturalmente, 0) .

3229 — Determine m e n de modo a terem as

mesmas raizes as equagdes :

m-—1)x"+ (2m + 1) x + 4 =0
Bni4 )X - (n - 3)x- 1=0.
3 m-1 2m+1 4
R: Devera  ser = — = sistema
2n + 1 —(n-3) -1
cuja solugdo €é u= 7/20, m= —29/5
i X"+ 2x+ 3
3230 — liesolva a inequacéo <0.
2x*—3X
R : O numerador da fracgdo ¢ sempre positivo para
valores reais de X (0s seus zeros sdo nUmeros imagina-
rios) ; o denominador deverd  ser portanto negativo.
Vem 0<x<3/2.
3231 — Faca o desenvolvimento do binémio
(x —x*)" e simplifique os seus termos. R:
X*- 5x* + 10x-' - 10x-' + 5x-' — x"'.

3232 — Determine com o auxilio de umas téabuas,
dando os logaritmos dos numeros e das func¢des gonio-
rnétricas com cinco algarismos decimais, os valores
de & que satisfazem a equacéo

tag a. = \J\ — cos 327° 12"«

R: Em virtude de ser cos 2x = | —2 sen®x a relagdo
dada é equivalente a tg *=}/2sen” 163° 36', on tg« =
= V/2 sen 163° S& = [/2 sen 16° 24'.

Aplicando logaritmos, vem log tg a = 1/2 log 2-t-
+ logsenl6°24' | log tga= 1.60128 (5), a= k.18()°-t-
+ 21° 45'57".

Solugfes dos n." 3227 a 3232 de Laureano Barros
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

F. C. C.—ALGEBRA SUPERIOR — Exame final, 1949-50.

3233 — Primitivar a funcédo:

/(x) - (2x - 3)/V2x2- 2x + 1.
3234 — Aplicar o método de STURM a separacdo
das rafzes do polinémio x®+ x*—3x —1 e calcular a

maior delas em 1.*
NEWTON.

aproximacao pelo método de

3235—Mostrar que a familia de qudadricas

2°+2,/2+ >3+ (x*-2) xz2 +4(x +y+7z)+ 4-X=0

contém duas esferas concéntricas. Determinar a super-
ficie que corta o eixo Os no ponto s= —1 e a recta
z—>5 no ponto y=0 Reduzira equacéo
obtida a forma canénica. Classificar a superficie.

x=1,

1. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — Exame final —
4/10/1950.

3236 — Estude a fung¢do 7=1—e~". R: Dominio:

(-cxj,00); limy=1—0, limy =1—0. Continuidade:
X=—CO X=0J

continua em todos os pontos do dominio. Simetria :

relativamente a yy'. Tracos nos eixos: (0,0). Cresci-

mento: decrescente em (—co0,0) ; crescente em (0, + 00).

Méx. e min. : minimo na origem, igual a zero. Concavi-

dade - negativa em (—oo,— 1/\/2); positiva em

(—\jv2, 1/t/2) ; negativa em (I/y/2,+00) . Inflexdes:

nos pontos de abcissa xN= —IN2 = —07 e x, =

= I/v/2 TS.0,7 com ordenadas y=I1l—e " x 0,4. Assin-
totas : de equacdo y = 1. A curva para  baixo da

assinlota.

3237 — Seja P(x,y) um polindmio cujos termos
sdo todos de grau superior a unidade, a) Mostre que
a equacdo f(x,y)=P(x,y) +x—y=0 define impli-
citamente uma funcdo y (x) na vizinhanca do ponto
AT (0,0). b) Supondo P (x,y) = (x*—1) ¥y escreva a
equagdo da tangente a curva de equacdo / (x,y) = 0,
na origem dos eixos coordenados, c¢) Demonstre o
teorema em que baseou a resposta a alinea a). R:
Como o polinémio se anula  evidentemente no  ponto
M (0,0), tem-se : f(0,0)=0 ecomo f(x,y) & continua
relativamente a x e continua e mondtona relativamente

a y, pelo teorema de existéncia, tem-se uma y (x) em

certo  rectangulo centrado em M (0,0) . A derivada

af(x, y) em ordem aye igual a —1 no ponto M (0,0),

e por isso f (x,y) é decrescente relativamente ay

dentro do tal rectangulo conveniente. Como f(x,y) &

diferenciavel de diferencial identicamente nula, vem
dy

df = f€dx + {;dy = 0 ou fH+ {, g 0. ¢ e pois
X

dy 2Xxy2+ 2x

que para x=0 é nula. A tan-

KT 2(x2-1)y-I
gente é o eixo dos X X .
3238—Defina sucessdo de Sturm de f (x) no

intervalo (a, b), e mostre como ela reflete a passagem
de x por um zero simples de f(x) interior ao intervalo.

Utilize a sucessdo na contagem e separacdo dos
zeros do polinémio P (x) = x* —2x'—2x—1 e calcu-
le-os em primeira aproximacdo. R : Sdo limites dos
zeros |l=-1/2 e L= 3.

X -t/2 0 1 2 3
X*-2x3-2x-1 + 5/12 -1 -4 -5 + 20
2*»— 3*s*-1 -2 -1 -2 +3 + 21
3x2 + 6x+5 + 11/4 +5 + L4 + 29 + 50

-x—1 -1/2 -1 -2 —3 -4

-2 -2 -2 -2 —2 =2
N.° de variacdes 3 3 2 2 1
H& uma raiz real em (—1/2,0) . Para ela o extremo

favoravel ao calculo & —1/2; tem-se:
-15
1
r,o= -, o+ = 0,422 ( por defeito).
H& uma raiz real em (2,3). Para ela o extremo favo-

20

ravel é 3; tem-se: r,= 3 — — 2524: (por €XCess0).

3239 — Faga a contagem e separacdo das raizes
da equacdo 4x’'—5x°—14x—G =10, e calcule em 1.*
aproximacdo a maior das raizes reais. R : Os limites
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das raizes sdo 1=—1 e L =3. Com a sucessdo de Fou-
rier temos o seguinte quadro:
X —1 0 1 2 3
4 x'—5x'—14x—6 -1 -6 — 21 -12 +15
12x2-10x-14 + 4 -7 -6 + 7 + 32
24x-10 217 -5 7 TI9 —+37
24 + 24 +24 + 24 + 24 + 24
N.° de variagdes 3 1 "~ o

f (x) tem um méaximo em (—1,0); se este maximo €

positivo  h& dois zeros reais distintos no intervalo ; se o
maximo € nulo h& um so6 zero no intervalo  (zero duplo) ;
se 0 maximo €& negativo ndo haver4 zeros reais no inter-
valo (-1,0).

As equagdes das tangentes em (—1,-1) eem (0,— G)
sdo respectivamente: y+1l=4(x+1) e y+6=—7x,

e cortam, respectivamente, OX em pontos de abcissas
—3/4>—6/7. As duas tangentes cruzam-se abaixo de
OX e o concavidade é negativa  no intervalo: ndo ha
raizes reais em (—1,00 . Para calcular a Unica raiz

real o extremo favoravel € 3; a equagdo da tangente no
ponto (3,15) é: y—15=32 (x—3) eela corta OX em:
r —15/32 + 3 = 81/32 a 2,532, aproximagdo por
eXcesso.

3240 —Defina fungdo continua num ponto e limi-
tes f @—Q) e /(o+0). Estude a continuidade da

fungdo y — (a>0) no ponto de abcissa x= 0.
1+ a"

(Sugestdo : Fagca o estudo nas duas hipdteses a< 1

e«>1). R: < a>1| ovalor da fungdo €é 0O e os

limites  esquerdo e direito sdo, respectivamente, 1 e O.

St a< 1 ovalor da fungdo « 1 e os limites esquerdo

e direito sdo, respectivamente, Oe 1. A fungdo ndo ¢é
continua  no ponto x= 0 mas é continua a direita.
3241 — Determine o polinémio de grau minimo

tal que /(- 4)=391,/(- 2)=235,/(0)=- 1,
/(2) __5,/(4) - 119.
R : A tdbua das diferencas &

- 4 391
-350
-2 35 320
- 36 —288
o — 1 32 384
- 4 96
2 - 5 128
124
4 119

portanto
f(x) - 391 —173(x + 4) + 40 (x + 4) (x + 2) -
S B(X+ 4 (Xt2)x+ (X+ 4) (x+ 2)x (x—2).
a 3241 J. R. de Albuquerque

o polinémio e:

Solugdes dos n.”
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Outilbro de 1950.
| —Parte Pratica

3242 —Determinar em que condi¢des havera ima-
ginarios puros s satisfazendo a relagcdo z=( + i)
onde p é um nGmero inteiro e positivo.

3243 —Dada a funcdo /(x)=-(x + a) (x—a) (x+ fe)
(x—b), verificar que ela é limitada inferiormente no
intervalo (—oo0, +00) . Mostrar que o0 seu extremo
inferior € ao mesmo tempo um minimo absoluto e
relativo. Fazer a representacdo grafica e aproximada
da funcéo.

» X
>) (—1)"
T (n!).‘l
¢ absoluta e uniformemente convergente para todos
os valores reais de x. Calcular o valor da sua deri-
vada, para x =2, com um erro inferior a 0,001.

3244 — Verificar que a série

3245 —Discutir a posigdo relativa dos trés planos

\ax + y+ 3+1=0
Xx+ay + 3+1=20
X+ y+a+ 1=0

para os diferentes valores de a .
Escrever a equacdo normal de um dos planos.

Il — Parte Tedrica

3246 — Discuta, analitica e graficamente, o pro-
blema da existéncia de raizes reais na radiciacdo
de nimeros complexos.

3247 —Faca um estudo sumdrio da funcdo loga-
ritmica de varidvel complexa. Determine, em par-
ticular, os seus pontos de analiticidade e estabeleca
para eles a expressdo da sua derivada.

3248 — Diga em que diferem os conceitos de con-
vergéncia uniformee de convergéncia ordinaria duma
série funcional.

3249 — Defina degenerescéncia duma coénica e
indique os varios casos que se podem apresentar.

Demonstre que a condicdo de degenerescéncia da
conica ™Mx2+ 2Bxy + Cy*+ 2Dx + 2Ey + G =0
é dada por

E

Enunciados de J. H. Arandea
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F. C. P. — CALCULO INFINITESIMAL — 1"
revisdo —1950-51.

Exercicio de

3250 — Calcular a derivada de
da definicdo. R :

y=shx' a partir

sh (x + 1))!—sh

lim

h-*0
. o (X+h)i-x?

(. + h)*4-x*
2 sh h —

lim

2 sh (hx + h®/2) ch (x4 hx +1)2/2)
« 2xch x?,

visto

sha .er—e-’ i
um lim = lim
2* a*o 2a e

e*r—1

lim 1

sendo — = e™
nlog (1+ I/n) n

3251—Determinar o verdadeiro valor de
fi1 1 ~J

1 —. para ®=0. R:
1 x e"'"-1j

y:

e —x —1

Yy = lim =
x-0 x (e""-1)
sh® x
| + shx4- -g-j- + x-1
sh2x
x(shx+ _éj_ + ..)
X* sh®x
3! 2!
= lim
x sh x
sh*x
2! 1
lim .
x sh x ir'
Nota: Poderia também ter-se aplicado a regra de
L'Hospital.

3252 — Apoiado no teorema «uma série, cociente
de duas outras, é convergente na parte comum aos
intervalos de convergéncia das séries dividendo e
divisor, salvo nos pontos onde esta se anula»
efectuar o desenvolvimento em série de potencias de x

. _ sen X
da funcao y =

' *

escrevendo os quatro pn-
log (14-*)
meiros termos. Determinar o raio de convergéncia da

GAZETA DE MATEMATICA

INFINITESIMAL

série e a partir desta o verdadeiro valor da fungédo

X X
para x —0. R : sen x = X 1 + R
31! 5! T«
A série 2 (~ é convergente  em todo
m=l 2m —1) !
o intervalo finito.
Ko o X (_ n+iL, /j o W (R 1,grange)
1B.1 “*e0 com n 00 para o* valores de x
n!
considerados.
X’ X3
Iog(l+x)-x-72+:T + Ri
" X™
7) (—1)"'"" — e convergente no intervalo, — I<x<TI
(n-1) !
Bi- (1-e)-" (1)1 1 ',,
(n-1)1 ' ' (1+ ex)»
0 < 8< 1 (RJ resio de Cauchy).
| 1-6 3
R'" | = «0 COi» n- ara 0s
16 \ 148X B
valores de x considerados. Entéo
sen X
y log (1+ x)
o (@)
+ ).+
~31 © B~ T - (2n-1) !
X' X | "
; S + (-D»+
x* 13
3
4 24
«eWe e«to que representa a fungdo para — 1 <x<0

e O0O<x<l.

Embora a serie seja convergente para x=0 ela ndo
representa a funcdo  nesse ponto visto esta, alvavez da
sua expressdo  analitica, ndo estar definida no referido
ponto.

No entanto, fazendo vy, = lime . e(se  existir)

x-M) log(l-i-x)
a série passa a definira funcdo no intervalo @ — t<x<”|
se7ido
Yy,~Hm((id4-]-f----) = i.
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3253 — Determinar os maximos e minimos de

X(x + 1)
y (x-1)*
X(x*-3x-2)
R : Derivando vem y'= . Zeros da pri-
(s-1)°
e 3+ 1107 3-y/i7
meira " derivada: x, =0, x, = < e X3 = yiir,
Pontos  de descontinuidade da primeira  derivada X4—1.
Valor da segunda derivada nos pontos onde a primeira
se anula:
3x*-6x-2
(x-1)3
y{ > O X|= O minimo
y.)///_>|[]0 X, = 3HVI7 minimo
Vo 3-v/rf
yft <U X, = n maximo.
Sinal  da primeira derivada a esquerda e & direita  do
ponto de descontinuidade
-4-5h + h°
y'(I —h) = >0 crescente
—ar
_4+ ... h+-
y' (I+ 1) = 0 < 0 decrescente

F. C. P. — CALCULO INFINITESIMAL — 2." Exercicio de

revisdo —1950-51.
cos 2Xx
dx . R :
COS X

/*2cos’x-1 C dx

1 = / dx = 2sen x — f =
J cos X J cos X

= 2sen x - logtg(™-+ ~j + C.

3255 - calcular /log l+xdx . R:
Nlog v/il+x' dx = x logv/f+x- —f (1 -

= xlog t/l-c X — x + arc tg x - C .

X'+ X+ U= 2+

3256 — sendo

s
cos -logtg U3 = 1
X

calcular

e — no ponto x=1, j/—0,z= 1, u*> —.

23
R :
y X'+ zx'' + u* log u-f-x* log x )-xu'-' =0
dx dx
yz .
s («E): ¢
I+tg*(uz) 17 =* ;1+ tg® (uz) Z.OU
tg (uz) tg (uz) R
d" / ir w
(1 .. 0,
dz_ |
+ (0] .
dx g

3257 — Determinar os méximos e minimos de y
definido por

(1) 2j/ + x (1 +2y) =0.

R : Derivando vem :
(2) 2x (I + 2y) + (6y® + 2x*)y'= 0.

12y + x*(1+2y)=0

0 . satisfeito
2x(1 +2y)=0 5 SAlsIe

fara os valores 3 Jini-

tos x=0, y=0 mas que anulam o coeficiente de V'
Logo, ponto singular.
Derivando novamente

2 (1+2y) + 4xy' + [6y*+2x°]y" + [4x + 12yy']ly'= 0

que para x=0, y=0 dd y' = o00 (mia dupla).
Logo, ponto de descontinuidade de y', com
dupla. A eq. (1) define x, no campo real para

tangente

o<y<- 12.

Nestas  condices, a equacdo (2) mostra que para

Xx-<0 é y'> 0 epara x>0 e y'< 0.

Se a funcdo passa de crescente a decrescente no ponto
x=0, a fungdo & maxima nesse  ponto.

SolugOes dos n.°° 3250 a 3207 de Rogério Nunes
1. S. T.—CALCULO—1.°exame de frequéncia, 1950-51.

3258 — Dada a matriz A = (a) , sendo
Ja = —-=«, (paca i %k

\ a = a (qualquer que seja i)

mostrar que a transposta de A é permutdvel com A .
R: Se Be' wuma matriz tal que a, = —a, (para
i5k), e aj=10, sera A = aE -fB e A= aE —B
AA=3a E‘—aEB-|-BaE—B® ou, por E
com qualquer AA=aE —B".
AA= (aE - B) (aE + B) = a' E* - B*® =

Efectuando
ser permutavel matriz,

Efectuando
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3259 — Utilizando o teorema da derivacdo dum
integral definido em relagdo a um parametro, mos-
trar que o integral

("'»

I =1 %*V-  dx
Jo

¢ da forma 1— Ce ", sendo C uma constante. R
dl /> 2a __. *
— =1 -6 X-dX. Efectuando agora a

a dl re. £-t'
substituicao S=t, lemse — =32 e T dt =

X da 7

~ 00
S dl
— r e inN-' dt=—21, donde y = —2da.
.10

CRITICA

Espacos Veloriais Topolégicos

Livraria

Este livro, de que é autor o Professor Leopoldo
Nachbin, faz parte duma colec¢do de monografias,
«Notas de Mateméatica», publicada sob a direcgdo do
Professor A. Aniceto Monteiro, quando da sua esta-
dia no Brazil. Trata-se do essencial dum curso de
Teoria das Fungdes, professado pelo autor na Secgédo
de Mateméatica da Faculdade de Filosofia do Rio de
Janeiro.

O nome do Prof. Nachbin, que no dominio dos es-
pacos funcionais e dos espagos abstractos tem publi-
cado alguns trabalhos de grande mérito e de que a
cultura matemaéatica brasileira muito tem a esperar,
¢ bem conhecido nos meios mateméaticos interna-
cionais e sem dlvida também dos leitores da «Gazeta
do Matematica». Para estes ndo constituird pois uma
surpreza o elevado interesse que este livro lhes podera
oferecer.

O objectivo central do curso é uma introducdo a
teoria dos espacos vectoriaistopolégicos. Colocando-se
num alto nivel de generalidade, o autor considera
espagos vectoriais topoldgicos sobre um corpo topo-
légico abstraio e ndo especialmente sobre o corpo
dos nimeros reais ou complesos. E precisamente o
estudo aprofundado da teoria dos corpos topolégicos
que constitui a parte mais importante deste primeiro
tomo. A nocédo de corpo topoldgico estritamente mininal,
criada pelo autor, permite-lhe obter uma nova caracte-
rizagdo dos corpos valorizaveis, isto é, cujatopologia
pode ser definida por meio dum valor absoluto, e
também formular, para os espacos vectoriais topolé-
gicos cujo corpo de escalares é um corpo topolégico

DE

por Leopoldo

Boffoni, Rua do Chile,

GAZETA DE MATEMATICA

Integrando: logl=1logC—2aou I—Ce **. Fazendo

a=0 temse | =/ _-*'dx=C e como / —**dx =
Jo Jo

=y/w , | = i/"e* .

3260 —Funcgdes de variacdo limitada e absoluta-
mente continuas — Conceitos de integral de PERRON
e DENJOY.

3 261 — Diferenciais de ordem superior a primeira
das funcdes de uma e mais duma variavel.

Solugdes dos n.” 3258 e 3250 de J. Quadros e Costa.

LIVROS

Nachbin, Notas de Matematica N 4,

I, Rio de Janeiro; 1948.

estritamente mininal, importantes propriedades que
adiante mencionaremos. (*)

Para conduzir o leitor até estes belos resultados,
cujo interesse ndo«reside apenas na suaoriginalidade,
o autor fornece, nos primeiros seis paragrafos do livro,
todas as nogdes e teoremas necessarios a uma ini-
ciacdo neste dominio, ndo pressupondo conhecidos
sendo os preliminares da teoria dos conjuntos.

Assim, no 8 1 sdo dadas as defini¢fes de espacgo
topolégico, subespagco, transformacéo continua,
espago topolégico separado, etc. Ao produto de espagos
topolégicos é concedido aqui o lugar importante
que ele merece, pela sua utilidade neste como noutros
capitulos. O 8 2 consta das defini¢des de corpo e de
subcorpo e o 8 'A trata de corpos topoldgicos e das
propriedades fundamentais desta nocdo. Veem a se-
guir, no § 4, os espagos vectoriais sobre um corpo
comutativo abstracto. A recta, o plano e o espago
euclideano tridimensional sdo apontados como exem-
plos de espago vectorial e designados para servir de
ilustracdo geométrica intuitiva as nogdes a seguir
introduzidas. Isso facilitara particularmente a com-
preensdo do significado das nogOes de subespago
vectorial, variedade linear, homotetia, translacdo,
produto de espagcos vectoriais, forma linear, etc.

O 8 5 é consagrado aos espacos vectoriais topolé-
gicos (sobre um corpo topolégico) que sdodefinidos

() O autor publicou, de resto, outras aplicagdes desta nocéo,
numa nota «On strictly minimal topological division rings»,
Bulletin  of the American Math. Society, 55 (1919) p. p. 1128-1136.
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como espacos vectoriais munidos duma topologia tal
que as operacdes de adicdo vectorial e de multipli-
cacdo por um escalar sdo continuas. Destes espagos
sdo demonstradas algumas propriedades simples
fundamentais, nomeadamente as condi¢des sob as
quais ele se torna um espa¢o separado (de Hausdorff),
bem como a caracterizagdo das vizinhancas da
origem. S&o0 consideradas a seguir as transformacgoes
lineares continuas e os homomorfismos continuos
entre dois espacgos vectoriais topolégicos, mostrando-
-se como se constroiem as imagens homomorfas
(directa e inversa), sobre um espa¢o vectorial, da
topologia dum espaco vectorial topoldgico.

Muito criteriosamente, o autor ocupa todo o § se-
guinte com o estudo dos conjuntos limitados num
espaco vectorial topolégico, dedicando particular
cuidado a apresentacdo desta nocdo, que tdo grande
importancia assume no desenvolvimento da teoria dos
espagos vectoriais topolégicos. A definicdo rigorosa
da nocdo de parte limitada é esclarecida pelo «seu
contetdo geométrico : uma parte L € limitada se e
s6 se ela pode ser tornada, por meio de uma homo-
tetia de centro na origem 6 e de razdo X~eO
conveniente, tdo pequena e préxima de 6 quanto se
desejar». Ou, o que é equivalente, «se toda a vizi-
nhanca da origem 6 pode ser ampliada por uma
homotetia de centro a e razdo A conveniente, de modo
a abranger /.» (pag.42 e 43). Afora casos triviais
sem intéresse, um espago topoldgico ndao é limitado
e, se for separado, ndo possui subespacos limitados
além do subespaco formado pela origem. As proprie-
dades classicas fundamentais dos conjuntos limitados
sdo aqui cuidadosamente demonstradas para espagos
vectoriais topolégicos; nomeadamente, a condigédo
necessaria e suficiente para que uma parte dum pro-
duto de espagos topolégicos seja limitada: cada uma
das suas projecgdes nos espagos factores sdo partes
limitadas destes espacos.

Aqui termina, por assim dizer, a introdugdo desta
primeira parte da teoria dos espagos vectoriais topo-
l6gicos. Na verdade, as nogOes que anteriormente
foram estudadas nas suas linhas essenciais sdo, de
ora em diante, encaradas dum ponto de vista menos
geral, que permitird avancar mais profundamente na
andlise dessas nogdes. Assim €, sobretudo, no § 7.
ValorizagBes e corpos topoldgicos estritamente minimais,

A topologia sobre um corpo comutativo K é agora
definida por meio duma funcéo real definida sobre K
— a valorizagdo = —gosando de propriedades que gene-
ralizam as do valor absoluto dos nimeros complexos.
Fazendo a distingdo entre valorizagbes arquime-
dianas e nédo arquimedianas, o autor dd como exempo
das primeiras o valor absoluto (ou uma poténcia
h,0< h<J1, do valor absoluto) sobre o corpo dos
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nimeros reais ou dos numeros complexos; e como
exemplo das segundas, a valorizacdo p-adica  sobre o
corpo Q dos numeros racionais, demonstrando que
esta € a uUnica valorizagdo ndo-arquimediana
sobre Q. Promete igualmente demonstrar «um resul-
tado importante de Ostrowski, segundo o qual aque-
les dois exemplos (a menos de detalhes a serem
especificados) sdo os Unicos possiveis de valorizagdes
arquimedianas.» (pag. 54). O aludido teorema de
Ostrowski é, sem davida, o que estabelece que todo o
corpo valorizado  arquimediano é isomorfo  (algébrica e
topologicamente) ao corpo dos ndmeros complexos valori-
zado com o valor absoluto habitual (*). Mas ndo pudemos
encontrar depois uma referéncia expressa ou a demons-
tracdo deste teorema. Trata-se possivelmente de uma
omissdo por lapso.

O estudo das valorizagdes nédo arquimedianas €
desenvolvido com todo o pormenor e é demonstrado
o critério de Shafarevitch-Kaplansky para que um
corpo topolégico, possa ser valorizado: é necessario
e basta que o conjunto dos elementos nilpotentes ou
neutros seja limitado. Esta proposicdo é completada
por uma condi¢cdo para que um corpo valorizado seja
ndo-arquimediano : é necessario e suficiente que seja
limitado o conjunto dos seus inteiros.

A prop6sito do problema da valorizagdo dum
corpo toplégico, o autor, como ja& atrds assina-
ldmos, introduz a nocdo do corpo topolégico estri-
tamente minimal. Para que um corpo topolégico
seja estritamente minimal é necessario e suficiente
gue as suas partes limitadas possam ser caracte-
rizadas pela propriedade seguinte: existe uma vizi-
nhanca 9t de 0 tal que 1£L <2f. Demonstra em
seguida que todo o corpo valorizado é estritamente
minimal e, reciprocamente, todo o corpo topoldgico
estritamente minimal cujos elementos nilpotentes
formam uma vizinhangca de 0 é valorizdvel. O corpo
dos nimeros reais e dos nimeros complexos sao, pois,
estritamente minimais. O interesse desta nogdo apa-
rece ainda claramente no teorema seguinte : 0s corpos
topoldégicos estritamente minimais sdo os Unicos
corpos K tais que para todo o espago vectorial topo-
légico E sobre K e toda a formalinear fd.eE,
f é continua se f~"'(0) forum conjunto fechado de
E e somente neste caso. E demonstrada uma propo-
sicdo analoga relativa a equivaléncia das nogdes de
de forma linear continua e forma linear fechada (isto
é, cujo grafico é um conjnnto fechado no produto
topolégico de E por K).

Os dois Gltimos pardgrafos sdo dedicados ao estudo
das topologias fortes e fracas. Seguindo Mackey, o

(') A. Ostrowski, liber elnige Losungen der Funkiou&lglei-
chung P (x) e (y) = tF(xy) . Acta Malli, 41 (1918) p.p. 271-284.
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autor diz que uma topologia dum espago vectorial
topoldégico é forte se ela ¢ a mais fina de todas as
topologias que tém o mesmo conjunto de partes limi-
tadas. Esta definicdo conduz a importante proprie-
dade seguinte, que lhe serve de justificacdo : Se a
topologia dum espaco vectorial topolégico E sobre K
6 forte, entdo, qualquer que seja o espago vectorial
topolégico F sobre K, toda a transformacédo linear
de E em F, que transforme partes limitadas de
E em partes limitadas de F, é continua; o mesmo
se ndo da se a topologia de E nédo for forte. Mas
para um leitor j& familiarizado com a designacdo de
topologias forte e fraca num espa¢o de Hilbert ou,
mais geralmente, num espa¢o de Banach, toma espe-
cial significado esta outra proposi¢do, que o autor
demonstra sem comentarios : A topologia dum espago
vectorial topolégico E localmente  limitado ~ sobre um
corpo K ndo discreto éforte. Na verdade, a condigdo
de um espaco vectorial topol6égico ser localmente
limitado (existéncia duma vizinhanca limitada) néo
é sendo a condicdo de Kolmogoroff, (*) necessaria e
suficiente para que um espaco vectorial topol6gico
localmente convexo seja normavel. Resulta pois da
proposicdo indicada que a topologia definida por
uma norma ¢é forte, no sentido acima definido.

Uma topologia dum espago vectorial topoldgico o
dita fraca se ela é a menos fina de todas as topolo-
gias que tornam continuas as mesmas formas lineares.
O interesse desta nogdo tem origem na seguinte
proposicdo : Dado um espago vectorial E sobre um
corpo topolégico separado K, para cada topologia
T admissivel sobre E, o conjunto das formas
lineares sobre E continuas relativamente a x cons-
titui um espaco vectorial ; reciprocamente, para cada
espago vectorial F de formas lineares sobre E,
existe pelo menos uma topologia - admissivel sobre
E, relativamente a qual F é o conjunto de todas
as formas lineares continuas sobre E ; e entre estas
topologias hd uma menos fina que as demais.

A terminar, o autor, anuncia para um tomo se-
guinte o estudo da nocdo de dual topolégico dum
espaco vectorial topolégico, que vird completar e
esclarecer as propriedades gerais das topologiasfortes
e fracas apresentadas nesta primeira parte do seu
trabalho.

Depois desta rapida vista de olhos sobre o conteldo
deste livro, ndo nos parece inatil juntar alguns
comentarios e acentuar algumas caracteristicas mais
salientes. Entre estas impde-se a grande actualidade
do assunto, ndo somente como um capitulo da Analise
Geral que estd na primeira linha das preocupacdes de

() A. Kolmogoroff, Siudia ilalhamatica, 5 (1934), p. 29.
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pesquiza de numerosos matemaéticos, mas também como
um instrumentoindispensdvel para abordar os recentes
desenvolvimentos da teoria dos espagos funcionais.
Se necessario, tanto bastaria para justificar plena-
mente a sua inclusdo num curso de Teoria das Fun-
¢0es. Do primeiro ponto de vista, ndo é demais insistir
sobre o interésse que apresenta este trabalho. A utili-
dade da formulacdo abstraia da teoria dos espacos
vectoriais topolégicos, pela grande simplicidade e
elegancia dos conceitos que ela proporciona, pela
largueza dos dominios que permite abranger e a
consequente economia de pensamento, tornou-se hoje
uma ideia clara e geralmente aceite. No entanto ndo
existia ainda, em lingua portuguesa, uma exposi¢cao
breve e sistematizada desta matéria, contendo as
nogdes e resultados fundamentais e tendo em conta a
orientagdo que nos Gltimos dez anos se tem impri-
mido a alguns dos principaiscapitulos. A teoria aqui
desenvolvida aparece como um edificio fundado axio-
méaticamente e construido com uma solidez lé6gica
sem lacunas. Por outro lado, a consisténcia e validade
desta construcdo é posta em evidéncia pelo exemplo
do espago euclideano que aparece como caso parti-
cular.

Mas se deste ponto de vista, como exposi¢cdo dogma-
tica, este curso nos parece modelar, outro tanto se ndo
pode dizer quando o consideramos como introducéo
a teoria dos espagos funcionais, ou, mais simples-
mente, se temos em vista o seu intuito didatico de
fornecer aos alunos um novo instrumento de trabalho.
Na verdade, através todo o livro se nota a auséncia
da preocupacdo de estabelecer uma ligacdo estreita
entre os conceitos da Anélise Geral e os correspon-
dentes na Analise Funcional. Ora, para um leitor
pouco familiarizado com as teorias matematicas
abstractas e cujos conhecimentos lhe ndo permitem
encontrar sdzinho os «modelos concretos» da Analise
Real ou da Anélise Funcional aqui generalizados,
estaria indicado fornecer como exemplos de espagos
vectoriais topolégicos, além dos espacos euclideanos
os espagos funcionais mais correntes: o espago dos
polinémios, o espago das fungdes continuas, o das
funcdes de quadrado do mddulo somével (espago de
Hilbert), o das fungdes derivaveis, etc. Em particular
nos 88 8 e 9, isto permitiria mostrar como é corrente
a consideracdo de topologias forte e fraca sobre um
mesmo espago vectorial, nomeadamente a topologia
da convergéncia uniforme e a da convergéncia sim-
ples das sucessfes de fungdes continuas, por exemplo.
Assim, quere-nos parecer que 0S preciosos comen-
tarios, indicacdes bibliograficas e notas com que se
encerra o volume, poderiam proveitosamente alar-
gar-se a sugestdo de exemplos e exercicios. O leitor
ai encontraria matéria para reflexdo e interpretacdo
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dos axiomas e principaisresultados da teoria abstraia,
e para a sua aplicagdo as teorias mateméaticas que
aquela engloba. Por outro lado, poupar-se-lhe-ia a
impressdo de aridez que tantas vezes as exposicdes
dogmaéaticas deixam no espirito do leitor néo iniciado
— e desconfiado da «utilidade» da matematica «mais
abstraia» do que aquela que lhe é familiar... As
vantagens duma larga generalizagdo fiornar-se-iam
evidenies até aos mais cépticos em tal matéria.
Estamos certos de que o autor ndo deixard de obviar
a esia deficiéncia nos iomos que a esie se seguirdo-

Para ierminar, um rapido resumo pode ser feiio do
conietdo desie livro: ai se esiudam, com pormenor
varidvel mas sempre com notavel clareza, diferentes
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tipos de estruiuras sobre um conjunio absirato:
estruturas  topoldgicas (de espago  topoldgico),  algébricas
(de corpo, de espago vectorial) e mixtas (de corpo
topoldgico, de espaco vectorial topol6gico). Aesteres-

peito, esta publicacdo —continuando a linha dos Ca-
dernos de Andlise Geral lancados em Portugal pela
Junta de Investigagcdo Mateméatica, quando da passa-
gem de A. Monteiro pelo Porto, em 1944 — subiu um
imporianie degrau que a esias publicagées nao foi
dado franquear, por razdes que ndo imporia agora
analisar aqui. Por isso ainda, este trabalho é de reco-
mendar a todos quantos naquelas publicagfes fizeram
a sua iniciagdo no dominio da Anélise Geral.

Alfredo Pereira Gomos (Bolseiro do C.N. R. S.— Paris)

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros

e outras publicagdes de Matematica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redaccédo.

87 - GREEN, S. L.- Dynamics— University
Tutorial Press Ltd., London, 1948, 264 péags.

Ern prefécio, o Autor destina o presente livro aos
estudantes, candidatos ao «General Degree in Aris
or Science», da Universidade de Londres ou «Degree
in Engineering»; ou ainda aos esiudanies do primeiro
ano, candidatos ao iifulo «Maihemaiical Honours».

Por um lado, verifica-se que estes candidaios
possuem conhecimentos elemeniares de calculo inte-
gral, com praiica suficiente de integragdo das mais
correntes equacOes diferenciaisordinarias. Por outro
lado, ndo devem ainda ter adquirido os instrumentos
de Anéalise como por exemplo o céalculo variacional,
que lhes permitam atitude mais critica e exame mais
profundo dos problemas da mecanica racional.

Realmente, a idea de explicar os fendmenos me-
canicos dentro dum «principio de economia»—atitude
que comecou a manifestar-se com Euler (1744) e
Maupertuis, concretizando-se com Hamilton (1835),
G auss, Lipschitz, Hertz, etc. —nédo pode ser apresentada
numa obra com o objectivo da presente. Nem as
equacOes gerais do movimento, estabelecidas primei-
ramente por Lagrange (1760 e 1788), generalizadas
ultimamente por Appell (1900),Maggi e M. Fernandes
(Portug. Math.,, vol.2, 1941) entram no ambito deste
livro. Mesmo os simples teoremas gerais da dindmica
gue nos permitemem muitos casos estabelecer os inte-
grais priméarios das equac¢des diferenciais do movi-
mento, reduzindo assim o problema analitico ao
problema  mecanico, né&do aparecem sob forma sistema-
tizada que caracterize um livro de dinamica analitica.

N&do compreendemos mesmo por que razdo o Autor
termina o Cap. |, destinado ao estudo dos vectores
(16 péags.), com um paragrafo (2 padgs.) intitulado
Newtonian Dynamics. Neste comeca por definir
dindmica, velocidade e aceleracdo dum ponto, quan-
tidade de movimento (momentum) duma particula
material; apresenta as leis de Newton (3) como
axiomatica da mecénica; e termina por definir as
unidades de comprimento, tempo, velocidade, acele-
racdo, forca nos sistema C. G. S. e britanico

Este aglomerado de axiomas, conceitos e defini¢cdes
ndo nos parece justificavel num livro que, nas res-
tantes 250 pags., pretende ter um aspecto essencial-
mente pratico. Com efeito, esses axiomas, conceitos
e definicées deveriam ser apresentados sob forma
clara e acessivel, mostrando a pessoas ndo iniciadas
as proprias relagdes e independéncias. So6 depois, com
exemplos e aplicagdes, se deveria iniciar o estudo
pratico dos problemas abordados.

Os Caps. lle Ill sdo dedicados ao estudo do mo-
vimento rectilineo do ponto. Com um minimo de
nogdes tedricas —de resto é o que acontece em todo
o livro —o movimento rectilineo é estudado sob a
forma de vérios exercicios resolvidos. No Cap. IV
estabelecem-se nos diversos tipos de coordenadas
(cartesianas, polares, intrinsecas) as equag¢des do
movimento plano. Seguidamente faz-se o estudo do
movimento dos projecteis no vazio e em meio resis-
tente. O péndulo simples e o movimento dum ponto
sobre a cicloide aparecem como casos particulares
ou relacionados com o movimento sobre acircunfe-
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réncia. O estudo do movimento do ponto termina
com um capitulo pormenorizado sobre forgcas centrais.

A teoria dos centros de gravidade e momentos de
inércia antecede o estudo da dindmica dos sistemas
materiais. S6 nesta altura se estabelecem os teo-
remas fundamentais da mecanica — conservagdo da

quantidade de movimento, etc. —e anoc¢édo de impulséo.

Segue-se, como aplicagdo, o estudo do movimento
plano sobre um plano, o movimento dum corpo com
um eixo fixo, em particular o péndulo composto, e o
movimento plano dum sélido. O livro termina com dois
capitulos onde sdo estudados varios exemplos de
aplicacdo dos capitulos anteriores e um apéndice
sobre o estudo geométrico elementar das conicas.

Como j& dissemos, 0s conceitos mecanicos surgem
através dos problemas resolvidos. Por um lado, néo
julgamos este o melhor processo de ensinar uma dis-
ciplina: as nocdes vao aparecendo, subordinadas a
necessidade duma «analogia da préatica» e ndo a
duma sequéncia légica da teoria. Assim, por exemplo,
o Cap. X I—Motion of aRigid Lamina in its Plane—
tratando apenas duma geometria de movimento, estéa
intercalado entre o estudo dindmico dum sistema
material e o do movimento dum sélido com um eixo
fixo, assuntos nitidamente mecanicos.

Por outro lado, os trés capitulos mais ricos em
ideas sdo os mais ilustrados por nogdes tedricas —
Vectors, Centre of Masses and Coefficientsof Inertia
of a System ofParticles,Motion ofa System of Particles.

Além disso, o desenvolvimento do estudo dos mo-
mentos de inércia, com que concordamos, alias, ndo é
acompanhado nos capitulos onde se deveria aplicar-
Aos teoremas fundamentais da mecanica ndo se da a
importancia que realmente possuem, podendo mesmo
parecer ao leitor desprevenido, que s6 se aplicam aos
sistemas materiais. Ao préprio Principio de d'Alem-
bert ndo se da orealce que merece, restringindo-se-lhe
mesmo osignificado.

Enfim, admitindo que o aspecto pratico do livro
se destina a melhor servir as técnicas —opinido que
ndo compartilhamos—parece-nos que o Autor poderia
ter escolhido exemplos mais frequentes nas préprias
técnicas.

Em resumo: o estudante encontra neste livro ele-
mentos muito valiosos para a sua preparagcdo pratica
em mecéanica racional. Os conhecimentos sdo transmi-
tidos através de 128 problemas bem escolhidos, como
exemplos, e resolvidos com muita clareza; ha além
disso 336 problemas de aplicagdo, propostos e com as
respectivas solugdes.

E essencial, na verdade, encontrar-se a  nogdo
através da aplicacdo pratica ; mas nédo é suficiente a
nogdo adquirida  por meio duma atitude de espectador
em face dum problema resolvido.
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Temos, por acaso, presente o livro de Borel —«La
Mécanique et laGravitation Universelle». Destina-se a
um publico com o mesmo nivel de conhecimentos de
matematica; mas é rico e sugestivo nos conceitos e
nocdes tedricas apresentados. E um pequeno «Cours
de Mécanique»—simplesmente lhe falta... a préatica
do presente livro. J.Gaspar Teixeira

88—MILLER, W.H.- The Symbolic Method of
Vector Analysis—3 sh, pag. 28. —GROVER, C. A.
— Hyperbolic Functions —4 sh, 40 pag. Classifax
Publications.

Os livrinhos destinados a fornecer a técnicos nogdes
cientificas ficam, na maioria das vezes, muito longe
dos objectos visados. Realnfente, torna-se dificil apre-
sentar em meia dlizia de paginas as bases e ideas
que estruturam determinados conhecimentos. A colec-
¢do a que os presentes cadernos pertencem, pretende
fornecer a um puablico néo iniciado em matemaéticas
superiores, as nogdes de matematica fundamentais ao
dominio da electrotecnia.

Julgamos que os presentes exemplares
plenamente os seus fins.

No piimeiro, o Autor estuda a teoria elementar
dos nimeros complexos, relacionando-a com a dalgebra
vectorial e trigonometria plana.

Com estes conhecimentos, o técnico estara apto a
resolver «praticamente» certas equacdes diferenciais
relativas a circuitos eléctricos.

E bem conhecida a revolugdo feita no final do
século passado em electrotecnia pelo eng. STEIKMETZ :
representando vectorialmente certas grandezas eléc-
tricas, como a tensdo, densidade de corrente, etc., a
derivagdo ou a integracdo duma dessas grandezas
faz-se por uma «quadratura» em avan¢o ou em atrazo
do respectivo vector.

Deste modo, complicadas equagdes diferenciais que
regem os fenémenos que se passam nesses circuitos,
reduzem-se a simples equacdes vectoriais escritas
sob a forma complexa. O segundo fasciculo expde de
uma maneira surpreendentemente simples as fungdes
hiperbélicas, relacionando-as e mostrando as suas
semelhancas com as funcgdes circulares. Todas as
nogdes, visando a aplicagdo pratica imediata, sédo
seguidas de exempos numéricos, algumas tabelas e
respectivo formulério.

atingem

N&do conhecemos outros volumes da mesma coleccéo,
mas supomos que, pela orientacdo nestes apresentada,
serdo um valioso elemento de estudo dos técnicos que
ndo tiveram oportunidade de fundamentar teorica-
mente os seus conhecimentos.

Tivéssemos na nossa literatura elementos
estes, a disposicdo dos técnicos portugueses.

J. Gaspar Teixeira

como
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