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Kurt Gõcfe/ e os problemas dos fundamentos 
da Matemática e a teoria dos conjuntos 

por Luís Neves Real 

A recente c o m e m o r a ç ã o , a 4 de M a r ç o passado, 
do 7 2 . " a n i v e r s á r i o de A L B E R T E I N S T E I N assi­

nalada pela entrega de p r é m i o s com o seu nome a 
dois professores de Universidades norteamericanas, 
K U R T G Ô D E L , de Pr inceton e J U L I A N SCHINGEB, de 

H a r v a r d , fez convergi r naturalmente sobre ambos a 
curiosidade do mundo in te i ro , e s p i c a ç a d a pelos tele­
gramas admira t ivos das a g ê n c i a s noticiosas. E n t r e 
aqueles que se interessam pela M a t e m á t i c a e dentro 
dela tem seguido, ou procurado segu,ir, a e v o l u ç ã o do 
estudo dos fundamentos desta c i ênc i a , a d i s t i n ç ã o 
conferida agora ao l ó g i c o - m a t e m á t i c o a u s t r í a c o K U R T 
G Õ D E L tem um profundo s ign i f icado . E l a representa a 
c o n s a g r a ç ã o mundia l duma d i sc ip l ina olhada por 
mui to tempo com d e s c o n f i a n ç a pelas m a t e m á t i c a s 
o f i c i a i s : t ê m pouco mais de cincoenta anos as a t i ­
tudes de certas revistas c ient i f icas recusando-se a 
prosseguir em debates sobre o axioma de ZERMELO ; 

ou precedendo a p u b l i c a ç ã o de ar t igos t ra tando da 
p r o b l e m á t i c a da teor ia dos conjuntos, de cuidadosas 
p r e v e n ç õ e s sobre a natureza de temas que não eram 
t idos a inda com d i re i to de a d m i s s ã o na M a t e m á t i c a . 
A i n d a hoje em centros de estudos da Europa , s ã o 
estes trabalhos sobre os Fundamentos de certo modo 
desdenhados ; em Por tuga l , segundo creio, os nossos 
cursos of ic ia i s de M a t e m á t i c a s Superiores desconhe-
cem-nos; e só com um es fo rço autodidacta imper fe i to 
e d i f i c í l i m o alguns portugueses t ê m procurado apro-
ximar-se de t ã o i n a c e s s í v e i s como fascinantes t ê m a s 
de estudo. 

O interesse pelo estudo dos Fundamentos da Mate­
m á t i c a s u r g i u com a crise suscitada na teor ia dos 
conjuntos pela descoberta no f i n a l do século passado 

das ant inomias de BERTRAND RUSSEL e B U R A L L I - F O B T I , 

revelando ambos os perigos que se escondem sob o 
uso desacautelado dos quant if icadores lóg icos « todo» 
(V) e «ex i s t e u m •••» (3) . 

T a l descoberta n ã o somente v inha p ô r em causa a 
e s t r u t u r a ç ã o l ó g i c a da M a t e m á t i c a coroada pela 
d e m o n s t r a ç ã o dada em 1 8 8 7 por D E D E K I N D (no 
seu ensaio Was sind und was sollen die Zahlení) do 
p r i n c í p i o de i n d u ç ã o f i n i t a , fundamentando-o nos 
quant i f icadores \f e g e na n o ç ã o de cadeia. Mas ô 
p r ó p r i o ed i f í c io c l á s s i co da A n á l i s e m a t e m á t i c a 
aparecia a m e a ç a d o . De facto se repararmos, por 
exemplo, no enunciado base de todo estudo da 
v a r i á v e l rea l , — o enunciado da c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e 
suficiente dada por CAUCHV para a c o n v e r g ê n c i a das 
sucessões de n ú m e r o s reais — que se t raduz, g r a ç a s 
ao s imbolismo l ó g i c o , por 

v ' S | 5 > 0 - > 3 i V [ v » V i , ( ( n > A r e í ) > ( ) - > 

- i « » + , - » « ! < * ) ] ! 

o seu caracter t r ans f in i t o , pela c o n s i d e r a ç ã o das tola- " 
/idades dos n ú m e r o s naturais e reais, é bem aparente. 

N ã o podia t a l s i t u a ç ã o de d e s c o n f i a n ç a r e l a t i v a ­
mente à solidez das bases da mais exacta das c i ê n ­
cias deixar de impressionar os melhores e s p í r i t o s da 
F i loso f i a e da M a t e m á t i c a e i n t e r e s s á - l o s na t en t a t i va 
da r e c o n s t r u ç ã o dos Fundamentos da M a t e m á t i c a . 
T r ê s sentidos f o r a m apontados e t êm sido seguidos 
nessa t en ta t iva de r e c o n s t r u ç ã o : o l o g í s t i c o de B E R ­
TRAND RUSSELL, O i n t u i c i o n i s t a t a de B R O W E R e o f o r ­

mal i s ta de D A V I D H I L B E R T . Precisamente K U R T G Õ D E L 

adquire notoriedade in te rnac ional pelo s igni f icado 
dos resultados que obteve em 1 9 3 0 e 1 9 3 1 , pondo em 

SOCIEDADE PORTUGUESA 
DE MATEMÁTICA 

Coníntximta N * soi 06S 79s 



a G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

causa a possibil idade de serem at ingidos os objectivos 
do programa fo rma l i s t a preconizado por H I L B E R T . 

Propunha-se a escola h i lber t iana , em pr ime i ro 
lugar , a a x i o m a t i z a ç ã o das diversas discipl inas mate­
m á t i c a s ; em seguida, e m e r c ê de apropriado simbo­
lismo, a f o r m a l i z a ç ã o dessa a x i o m á t i c a ; e, f i n a l ­
mente, a t r a v é s dum estudo c r í t i co dessas d isc ip l inas , 
conduzido num plano m e t a m a t e m á t i c o , fazer a demons­
t r a ç ã o da compat ib i l idade dos axiomas adoptados, da 
sua n ã o c o n t r a d i ç ã o , provando que é i m p o s s í v e l , pa r ­
t indo dos axiomas e subordinando-se às regras de 
t r a n s f o r m a ç ã o dos enunciados permit idas pela ax io­
m á t i c a , deduzir simultaneamente u m enunciado e o 
seu c o n t r á r i o . Pela r e d u ç ã o das diversas discipl inas 
m a t e m á t i c a s à A r i t m é t i c a , o problema fundamental 
da teoria da demonstração ( d e s i g n a ç ã o por que é 
conhecida a d i sc ip l ina m a t e m á t i c a que teve or igem 
no programa fo rmal i s t a de H I L B E K T ) é a d e m o n s t r a ç ã o 
da n ã o c o n t r a d i ç ã o da A r i t m é t i c a com um formal ismo, 
que u t i l i z a os s í m b o l o s : 

M ão , e, ou, y , 3 , 0 -» (Se • • • e n t ã o • • • ) , 'x (sucessor 
de x ) 31 ( x ) (x é um n ú m e r o ) , &(x) (x tem a p r o p r i ­
edade 0), etc • •• 

e se subordina aos axiomas : 
I — da l ó g i c a , como 

x-+(j/-~x); (se-*?/)-.- [ ( z - x ) - > ( = - > y ) ] ; [x -> n ã o 

-» n ã o x ; [ x -+y]-+[ n ã o y - » n ã o x ] ; £1 (b) -> 3 x ã(cr) ; 
V x f í ( x ) - f í ( è ) 

I I — da igualdade 

x = x ; y = z -> (t7 (»/)-» 0, (2)) 

I I I — da a r i t m é t i c a f i n i t a : 

azO ; m b -+m(<b) ; ( 'x = ' y ) - * (x - y) ; n ã o ('x = 0) . 

E a este formal ismo assim c o n s t i t u í d o que desi­
gnaremos por c6. 

0 resultado surpreendente obt ido por GÕDEJ, pode 
enunciar-se com re la t ivo r i g o r nos termos seguintes : 
«E i m p o s s í v e l dentro do formal ismo S demonstrar 
a compat ib i l idade de S » . 

E o p r ó p r i o caminho seguido para chegar a este 
enunciado e s t á recheado de conc lusões imprevis tas e 
i n t e r e s s a n t í s s i m a s (*). 

Para apreendermos duas delas, f a ç a m o s uma nume­
r a ç ã o dos s ímbolos usados no formal ismo, pondo em 
c o r r e s p o n d ê n c i a os n ú m e r o s da fo rma 5n + l (a p a r t i r 
de n =» 0) respectivamente com os s í m b o l o s 0 , não , 
—»•,«, ou, e tc . ; os n ú m e r o s da fo rma 5n + 2 (desde 

(') Ilr.ifMANN W E Ï L - Philosophy o/ Mathematics and Natural 
Science, Princeton Universi ty Press, 1949, Apendix A, p. 219. 

BAKKLEY ROSSEK — An informal exposition of proops of Gôdcl's 
theorems and Church theorem, The Journal of Symbolic Logic, 
1939, p. 53. 

4 2 a u O U T R t V * 3 Q A 0 3 0 0 2 
A 0 Í 1 Á W 3 T A M 3 O 

en\ £àO toe * V I w>*~9i\ne>rt 

n—0) c o m a s v a r i á v e i s x ,y , z , u, •• • ; os n ú m e r o s 
da fo rma 5w + 3 (desde « = 0) para as quan t i f i c a ­
ç õ e s : 3 x , 3 y , " - ; os n ú m e r o s da fo rma 5rc + 4 
(desde n = 0) para y x , y « / , - . - ; etc. 

O object ivo desta n u m e r a ç ã o é fazer corresponder 
a cada enunciado de cJ6 um n ú m e r o na tura l . Para o 
conseguir p o r é m n ã o basta a n u m e r a ç ã o f e i t a ; é 
preciso ainda qua l i f i ca r o papel que os diferentes 
s ímbo los desempenham na c o n s t i t u i ç ã o dum enun­
ciado. Com esse f i m daremos ao enunciado uma escrita 
arboriforme, tendo como ra iz o s ímbo lo ou operador 
lóg ico fundamenta l no enunciado de que se t rate . 
Tome-se como exemplo o ax ioma: 

x -* (y -» x ) 

Escrevamo-lo da maneira seguinte 

V & 

x _». 
\ / 

A t r ibuamos à raiz o n ú m e r o 1 ; numeremos os dois 
ramos que dela saem com 10 o da esquerda e 11 o da 
d i r e i t a ; e o mesmo f a ç a m o s a p a r t i r daquele que por 
sua vez d á or igem a novos ramos. 

Ass im se chega a um esquema onde os n ú m e r o s 
f i c a r ã o indicando a ordem que no enunciado corres­
ponde aos s í m b o l o s que nele ocupam a p o s i ç ã o desses 
n ú m e r o s : 

110 111 
\ / 

10 1 1 
s s 

1 

Compreende-se que este procedimento é absoluta­
mente geral pois os operadores lóg icos só operam 
sobre uma ou quando mui to duas v a r i á v e i s (ou enun­
ciados j á formados à custa das v a r i á v e i s e dos opera­
dores não, e, ou, e t c . . . , que as l i g a m ) . 

Vendo agora nos n ú m e r o s intercalados nos diversos 
ramos da á r v o r e anterior, a escrita na base dois de 
n ú m e r o s naturais , passaremos para uma á r v o r e equ i ­
valente onde p o r é m os n ú m e r o s de ordem dos s ímbo los 
do enunciado e s t ã o escritos j á na base 10 : 

6 7 

2 3 
s y 

í 
Estabelecendo como regra que aos n ú m e r o s de 

ordem dos s í m b o l o s se fazem corresponder sucessiva­
mente os n ú m e r o s pr imos , ordenados pela sua g ran ­
deza re la t iva , a p a r t i r de dois, no enunciado ante-
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r io r , aos seus n ú m e r o s de ordem, correspondem os 
n ú m e r o s pr imos : p r ime i ro , segundo, terceiro, sexto 
c s é t i m o , is to é : 

2, 3 , 5 , 13 e 1 7 . 

Posto is to e finalmente o n ú m e r o de G Ó D E L do 
enunciado x -* (y z) s e r á , por d e f i n i ç ã o , o n ú m e r o 
dado pelo produto 2 i i x 3 2 x 5 " x 1 3 ? x 172, resul­
tado da m u l t i p l i c a ç ã o de cinco factores (tantos quantos, 
com r e p e t i ç ã o , os s ímbo los que no enunciado entram) 
cada um deles uma p o t ê n c i a , cu j a base é o n ú m e r o 
p r imo que s imbol iza a ordem, que no enunciado cabe 
ao respectivo s í m b o l o , e cujo expoente é o n ú m e r o 
adoptado para esse mesmo s ímbo lo . 

Ass im se vê que cada enunciado de S corres­
ponde a um n ú m e r o . Inversamente, se pretende v e r i f i -
car-se que um dado n ú m e r o corresponde a u m enun­
ciado de c6 p r o c e d e r - s e - á da maneira seguinte. Seja 
por exemplo o n ú m e r o 460800 ; f a ç a - s e a sua decom­
p o s i ç ã o em factores p r imos : 

211 x 3? X 52 

quo mostra ser o enunciado c o n s t i t u í d o pelos s ímbo los 
de n ú m e r o s 1 1 , 2 e 2 , is to é respectivamente —>•, x 
e x, colocados respectivamente nas casas de ordem 
1 , 2 e 3 . O enunciado h á - d e ser da fo rma 

x x 
\ / 

—>-

ou seja finalmente x-*x . 

Por outro lado t a m b é m às d e m o n s t r a ç õ e s se podem 
fazer corresponder n ú m e r o s ; de f a í t o sendo elas um 
encadeamento arbor i forme de s i logismos: «Se «6» e 
«se «b» então «c» e n t ã o «c» » : 

6 6-*c 
\ / 

c 
e, uma vez que j á sabemos como calcular os n ú m e r o s 
relat ivos aos enunciados «a» , «ò» e «e» , etc . . . , uma 
t é c n i c a semelhante à anteriormente usada permite 
determinar igualmente n ú m e r o s correspondentes às 
d e m o n s t r a ç õ e s de c 6 . Compreende-se que o conjunto 
dos n ú m e r o s que podem ser imagens de enunciados de 
S n ã o compreende n ú m e r o s que sejam imagens das 
d e m o n s t r a ç õ e s de c 6 . Todo o simbolismo c6 aparece 
como uma imagem duma par te da a r i t m é t i c a : os 
s í m b o l o s , os enunciados que os combinam, os axiomas 
o as d e m o n s t r a ç õ e s da m a t e m á t i c a — i n s t r u m e n t o para 
a n á l i s e c r í t i c a da M e t a m a t e m á t i c a — t êm como i m a ­
gens determinados n ú m e r o s com determinadas p ro ­
priedades; e à s propriedades dos s í m b o l o s ou dos enun­
ciados m e t a m a t e m á t i c o s correspondem propriedades 
a r i t m é t i c a s : a m e t a m a t e m á t i c a , na c o n c e p ç ã o de 
H I L B E B T , d i sc ip l ina segura para o estudo c r í t i c o da 
m a t e m á t i c a é a b r a ç a d a a f i na l por um d o m í n i o p a r t i ­

cular da m a t e m á t i c a : a A r i t m é t i c a . Assim, por um 
lado, o pensamento que deve fundamentar as matemá­
ticas è ele mesmo matemático^ e, por outro, se tem de 
dominar teorias infinitas, terá que ultrapassar essa 
infinidade. (!) . 

U m outro aspecto chocante desses trabalhos de 
G Õ D E L é a d i s t i n ç ã o que obr iga a fazer entre enun­
ciados verdadeiros e enunciados demonstráveis (enten-
dendo-se por demonstrável o d e d u z í v e l dos axiomas 
pelo jogo imposto pelos p r ó p r i o s axiomas). 

Simbolize-se, por « n ã o - D e m . (x) » que «o enunciado 
de n ú m e r o a; n ã o é d e m o n s t r á v e l (em £6)» (e por 
« D e m . (x)» que «o enunciado de n ú m e r o x è demons­
t r á v e l ) » . Demonstra-se que « n ã o - D e m . (x) » é forroa-
l i z á v e l em c6 ; e que se « D e m . (x)» é um enunciado 
verdadeiro, a sua f o r m a l i z a ç ã o em c6 é d e d u z í v e l . 
G Õ D E L mostra e n t ã o como se pode determinar um 
enunciado e de c6 com o n ú m e r o e e expr imindo 
que «o enunciado de n ú m e r o e n ã o é d e m o n s t r á v e l » , 
ou com os s í m b o l o s escolhidos : « n ã o - D e m . (e)». Prova 
seguidamente o chamado Primeiro Teorema de G Õ D E L : 
« E n ã o é d e m o n s t r á v e l » , por outras pa lavras : «não c 
demonstrável que o enunciado de número e não è 
demonstrável». Se is to fosse falso, era verdadeiro 
«é demonstrável que» o enunciado de n ú m e r o e n ã o é 
d e m o n s t r á v e l » ; mas como por h i p ó t e s e é t a m b é m e 
o n ú m e r o do enunciado «o enunciado de número e 
não é demonstrável», posso dizer antes : «e' verdadeiro 
o enunciado « D e m (e) » . Mas se é verdadeiro tem que 
6er d e m o n s t r á v e l . E como « D e m (e) » corresponde à 
n e g a ç ã o de e , concluo que a h i p ó t e s e de ser verda­
deiro que «e é demonstrável» i m p l i c a que t a m b é m è 
verdadeira a sua n e g a ç ã o : « E não è demonstrável». 
Sendo c6 não c o n t r a d i t ó r i o , é is to absurdo. 

Este teorema exprime a f i n a l que «Se c 6 i não con­
traditório», e n t ã o « E não é demonstrável». G Õ D E L mos­
trando que se pode fo rma l i za r o enunciado ««6 não c 
contraditório», conclui que se fosse d e m o n s t r á v e l em 
c6 o enunciado « d6 não é contraditório», a t r a n s i ­
t iv idade de «ser d e m o n s t r á v e l » e o seu Primeiro 
Teorema ob r igavam a d izer : « é d e m o n s t r á v e l » que 
« E não é demonstrável» o que é equivalente pela f o r ­
m a ç ã o do p r ó p r i o E a dizer «E è demonstrável». Mas 
pelo teorema isto só é p o s s í v e l se c6 f o r con t rad i ­
t ó r i o : a possibi l idade dc demonstrar a c o m p a t i b i l i ­
dade da teor ia c6 i m p l i c a v a a sua i n c o m p a t i b i ­
l idade (2). 

# 

E o p r ó p r i o HERMAN W E Y E quem t i r a destes resul­
tados a c o n c l u s ã o seguinte: Desde que G Õ D E L nos 

( ' ) JEAN CAVAILLÉS — Transfini et Continu^ Paris, 19-Í7, Her­
mano et Cie. 

(-) BABKLEY ROSSER, loc. c i t . 



I G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

deixou com muito pouca esperança de que qualquer for­
malismo, suficientemente vasto para abarcar as mate­
máticas clássicas, pudesse fundamentar-se numa prova 
de não contradição, ganharam um interesse renovado 
os sistemas axiomáticos desenvolvidos sem sonhos 
ambiciosos, anteriormente a H I L B E R T . E t a m b é m neste 
d o m í n i o das a x i o m á t i c a s da teor ia dos conjuntos 
K U K T GODEL enriqueceu a M a t e m á t i c a com um resul­

tado que em certo sentido se pode considerar como 
fecho dum v i v í s s i m o debate que desde o p r i n c í p i o 
do século se estabeleceu a p r o p ó s i t o do axioma da 
escolha, enunciado por ZERMELO em 1 9 0 4 . 

E sabido que, a p a r t i r de 1 8 7 3 , CANTOR, nas suas 
tentat ivas de numeração dos conjuntos i n f i n i t o s , esta­
beleceu a n o ç ã o de p o t ê n c i a ou n ú m e r o cardina l 4̂ 
dum conjunto A por a b s t r a ç ã o , da ordem e natureza 
dos elementos desse conjunto , e com base na equiva­
lência de conjuntos (dois conjuntos dizendo-se equi­
valentes, se entre os seus elementos se puder estabe­
lecer uma c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a ) . Foram as 
p o t ê n c i a s do n u m e r á v e l e do c o n t í n u o , respectiva­
mente n ú m e r o s cardinais do conjunto dos n ú m e r o s 
naturais e do conjunto dos n ú m e r o s reais, as pr imeiras 
a serem exploradas por CANTOR, que desde logo 
demonstrou a sua desigualdade, entendendo-se, por t a l 
a impossibi l idade de escrever todos os n ú m e r o s reais 
numa s u c e s s ã o i n f i n i t a , p rova deduzida com base na 
densidade e compacidade dos n ú m e r o s reais. 

O estabelecimento da ordem de grandeza entre os 
n ú m e r o s cardinais é fe i to a t r a v é s das c o n v e n ç õ e s 
seguintes : 

a) A ^ B s i gn i f i c a que A é equivalente a um 
sub-conjunto de B; 

b) A < II s i gn i f i c a que é À < B e que não é 

A = B (A e B, n ã o t ê m a mesma p o t ê n c i a ) ; 

e do chamado teorema de B E R N S T E I N : 

«Se e B < I , e n t ã o A = B.» 
Postas estas noções e designando, como é habi tua l por 
"2a o conjunto de todos os sub-conjuntos do conjunto 
A , e por (2*) O seu n ú m e r o cardinal , resulta que 
para qualquer conjunto A se tem sempre A < (2A) . 

Ass im a exponenciação dos conjuntos (enten­
dendo-se por ta l a passagem dum dado conjunto A 
ao conjunto 2'1 de todos os seus sub-conjuntos) 
fornece-nos a possibil idade de construir uma escala 
crescente e sem f i m de n ú m e r o s eardinais i n f i n i t o s , 
par t indo do n u m e r á v e l ; designando por N 0 e C 
respectivamente o n u m e r á v e l e o c o n t í n u o , teremos 

* í 0 C C, C, 
K o < 2 = C < 2 = d < 2 = C 2 < 2 ••• 

Este c r i t é r i o de o r d e n a ç ã o faz surg i r naturalmente, 

na teoria dos conjuntos, o problema, denominado 

da t r i co tomia e que consiste em saber se, dados dois 

conjuntos A e B, de n ú m e r o s cardinais respecti­

vamente A e B, s e r á n e c e s s á r i a m e n t e verdadeira 

uma e só urna das t r ê s p r o p o s i ç õ e s seguintes: A «= B ; 

A < B e B < A . CANTOR sem o demonstrar optou 
pela a f i r m a t i v a que veio a ser provada mais tarde, 
em 1 9 0 4 , indirectamente, a p a r t i r da teoria dos 
n ú m e r o s ordinais . 

Considera-se ordenado todo conjunto entre cujos 
elementos e s t á de f in ida uma r e l a ç ã o de ordem ou de 
p r e c e d ê n c i a , s imbol izada por possuindo as pro­
priedades de ser somplota, a n t i s i m é t r i c a e t r ans i t iva . 
Consideram-se como semelhantes dois conjuntos orde-
dados entre cujos elementos é pos s íve l estabelecer uma 
c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a , respeitando as r e l a ç õ e s de 
ordem estabelecidas em cada um dos conjuntos. D a 
mesma fo rma que a e q u i v a l ê n c i a f o i a base do pro­
cesso de a b s t r a ç ã o que conduziu à d e f i n i ç ã o de 
n ú m e r o cardinal , t a m b é m a s e m e l h a n ç a levou CANTOR 
a uma nova a b s t r a ç ã o : a de tipo de ordem ; de dois 
conjuntos semelhantes diz-se que t ê m o mesmo tipo de 
ordem E evidente que dois conjuntos com o mesmo 
t ipo de ordem t ê m o mesmo n ú m e r o card ina l ; n ã o 
é p o r é m verdadeiro o reciproco. Mostra-o o exemplo do 
conjunto dos n ú m e r o s naturais 1 , 2 , 3 , •- • que pode 
ordenar-se ou pela r e l a ç ã o menor que, como pela re la­
ção maior que; pondo respectivamente 1 -<̂ 2 -<J3 
... -J„,^... E . . . <J3 -<2 - < 1 , const i -

tuem-se dois conjuntos ordenados com o mesmo 
n ú m e r o cardinal , mas n ã o semelhantes. 

Observemos no t ipo de ordem, que s e r á designado 
por <»>0 , do conjunto ordenado 

1 -<2 -<3 -<;». 

uma propriedade de grande i m p o r t â n c i a na es t ru tu­
r a ç ã o da teor ia dos n ú m e r o s o rd ina i s : tem o conjunto 
um primeiro c/emento (isto é um elemento que precede 
todos os demais) e todos os seus subconjuntos t ê m 
igualmente um pr ime i ro elemento. E esta p ropr ie ­
dade que se toma como d e f i n i ç ã o de conjunto bem 
ordenado, e reserva-se a d e s i g n a ç ã o de números ordi­
nais para os t ipos de ordem dos conjuntos bem orde­
nados. Todo conjunto f i n i t o com n elementos é 
equivalente ao conjunto dos » pr imeiros n ú m e r o s 
naturais e pode ordenar-se semelhantemente a este 
mesmo conjunto, que é bem ordenado, se tomarmos 
como r e l a ç ã o ordenadora a grandeza r e l a t i v a dos 
n ú m e r o s . Ad jec t i vando de finitos os n ú m e r o s ca rd i ­
nais e ordinais dos conjuntos f i n i t o s a o b s e r v a ç ã o 
anter ior mostra que entre os n ú m e r o s cardinais e or­
dinais f i n i t o s h á uma estrei ta r e l a ç ã o , de t a l modo 
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que a cada conjunto f i n i t o corresponde um n ú m e r o 
cardinal e um ún i co n i ímero o rd ina l , fundindo-se 
assim, por na tu ra l c o n v e n ç ã o , com o n ú m e r o n dos 
seus elementos tanto o n ú m e r o cardina l como o 
n ú m e r o o rd ina l desse conjunto . J á n ã o sucede o mesmo 
com os conjuntos i n f i n i t o s . 

Vimos acima como do conjunto dos n ú m e r o s na­
tura is se podiam fo rmar dois conjuntos ordenados de 
t ipos de ordem diferentes enquanto o de t ipo «o é um 
n ú m e r o ord ina l , o segundo j á o não é. 

# 

K pos s íve l ordenar os n ú m e r o s ordinais , uns em 
r e l a ç ã o aos outros, com a d e f i n i ç ã o de «menor q u e » , 
baseada no teorema seguinte : 

«Se A e B, s ã o dois conjuntos, que, ordenados 
por uma certa r e l a ç ã o resul tam bem ordenados, 
é sempre verdadeira uma e só uma das t r ê s propo­
s ições seguintes : 

a) A é semelhante a B; b) Exis te beB t a l que 
A é semelhante ao sub-conjunto de B, c o n t i t u í d o 
por todos os seus elementos que precedem b ; c) 
existe a e A t a l que B é semelhante ao sub-con­
j u n t o de A c o n s t i u í d o pelos seus elementos que 
precedem a . 

Designando por A e B os númevos ordinais res­
pectivamente de A e B, o teorema anterior sugere 
que por d e f i n i ç ã o se d i g a na h i p ó t e s e b) que o 
n ú m e r o o rd ina l de A é menor que o n ú m e r o o rd ina l 
de B , e que se escreva Ã < B , e que na h i p ó t e s e 

c) se d iga B < A • 
Desta d e f i n i ç ã o resulta serem todos os n ú m e r o s 

ordinais f in i to s menores que « o , que, por sua vez, 
ú o menor dos n ú m e r o s ordinais t rans f in i tos . 

Esta comparabi l idade universal dos n ú m e r o s o r d i ­
nais pela r e l a ç ã o menor que, assim transposta para 
os n ú m e r o s ordinais t ransf in i tos , induz uma boa orde­
nação no conjunto S dos n ú m e r o s ordinais . Duas 
propriedades essenciais se demonstram para este 
conjunto : 

1) Todo n ú m e r o ord ina l o tem um sucessor ime­
dia to , que se representa por 8 -^1 — p r o p o s i ç ã o que 
s i g n i f i c a que n ã o h á n ú m e r o ord ina l a lgum 81 que 
s a t i s f a ç a a 8 < 6 ' < 8 - t - l ; 

2) Todo conjunto <9' de n ú m e r o s ordinais é ime­
diatamente seguido por um n ú m e r o o rd ina l 0' , que­
rendo dizer-se com is to que: i ) para todo 6e©1 é 
6 < 8 I ; e i i ) n ã o h á qualquer n ú m e r o o rd ina l t a l 
que seja pos s íve l encontrar um elemento 8 de £>' de 
modo a serem satisfeitas s i m u l t â n e a m e n t e as r e l ações 
6 ^ 8 " e 8" ^ 8 ' . 

Estas propriedades j u s t i f i c a m dois principios de 
geração dos n ú m e r o s ordinais , p r i n c í p i o s que se 
enunciam da seguinte f o r m a : G. 1 « T o d o n ú m e r o 

o rd ina l gera um novo n ú m e r o que se lhe segue ime­
d i a t a m e n t e » (do qual ele é o predecessor imediato) ; 
G. 2 « T o d o conjunto de n ú m e r o s ordinais gera um 
novo n ú m e r o que segue imediatamente esse con­
j u n t o » . Desta fo rma o ord ina l O, — n ú m e r o ordinal 
correspondente ao conjunto vazio — d á lugar , pela 
a p l i c a ç ã o de G. 1 , ao n ú m e r o o rd ina l 1 ; este ao 2 ; 
etc. ••• e o conjunto de todos os n ú m e r o s ordinais 
que se o b t ê m a p a r t i r de O, g r a ç a s a G. 1 , c r i a 
por f o r ç a de G. 2 , um novo n ú m e r o ord ina l , precisa­
mente o n ú m e r o o rd ina l wo, acima def in ido . Por sua 
vez a a p l i c a ç ã o de 6,1, a p a r t i r de w 0 leva à gera­
ção duma nova s u c e s s ã o de n ú m e r o s que s imbol iza­
remos com «g-f -n , onde n representa um ord ina l f i n i t o . 

Desta s u c e s s ã o e por i n t e r m é d i o de 6?. 2 se chega 
a um outro n ú m e r o ord ina l que s e r á representado 
por <û0-r-Mn ou <.>o • 2 . De «o 2 pode part ir-se, em fo rma 
a n á l o g a para obter novos n ú m e r o s . . . 

Considere-se seguidamente o conjunto de todos os 
n ú m e r o s ordinais que se o b t ê m de m 0 : a) ou pela 
a p l i c a ç ã o de G. 1 ; b) ou pela a p l i c a ç ã o de G. 2 a 
conjuntos n u m e r á v e i s de n ú m e r o s ordinais formados 
por (a) ; c) ou pela a p l i c a ç ã o de C?.l e G. 2 aos 
n ú m e r o s j á obtidos por (a) e (b) . A este conjunto de 
n ú m e r o s ordinais chama-se usualmente a classe II dos 
n ú m e r o s ordinais reservando a d e n o m i n a ç ã o de clas­
se 1 para o conjunto dos n ú m e r o s ordinais f i n i t o s . 

Tomando agora a classe I I , o p r i n c í p i o G. 2 a 
cia aplicado gera um novo n ú m e r o ord ina l , represen­
tado por u j . Note-se que, c o n t r à r i a m e n t e ao que 
sucede com os ordinais f i n i t o s , que correspondem 
estreitamente (e com eles se ident i f icando) aos ca rd i ­
nais f in i to s , todos os n ú m e r o s da classe I I corres­
pondem a um mesmo c a r d i n a l : o n ú m e r á v e l N 0 . 
Mas exactamente como a classe I tem um n ú m e r o 
card ina l maior que cada n ú m e r o card ina l f i n i t o , 
t a m b é m o conjunto de todos os n ú m e r o s ordinais 
da classe I e da classe I I ( isto é todos os n ú m e r o s 
ordinais inferiores a wj) possui um n ú m e r o cardinal 
maior que todos os f i n i t o s e que o n ú m e r á v e l . Repre-
senta-se este novo n ú m e r o cardina l t r ans f in i to por . 

Com base agora em e u t i l i zando alternada e 
sucessivamente ora o p r ime i ro p r i n c í p i o de g e r a ç ã o 
ora o segundo, aplicado a conjuntos de n ú m e r o s o rd i ­
nais de p o t ê n c i a ou $ | gera-se uma III classe 
de n ú m e r o s ordinais , que s e r á analogamente supe­
rada por urn novo n ú m e r o , i n i c i a l da classe IV, repre­
sentado por u j e a que corresponde um novo n ú m e r o 
card ina l , podendo dispor-se os n ú m e r o s ordinais 
e cardinais assim obtidos em s u c e s s ã o crescente 
( t rans f in i ta ) : « 

1 < 2 < ••• < H < •• - u>o< ••• < lui < ••• < i u 2 

e 1 < 2 < - - - < » < . . . N 0 < * * i < * * 2 -
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Por seu turno os n ú m e r o s coj e $ j nos levar iam 
a novos n ú m e r o s 003 e $ 3 ; e o processo poderia 
repetir-se indef in idamente ( ! ) . 

# 

O problema do continuo consiste em encontrar na 
escala crescente dos alephs, is to é K i , K 2 > * " > 0 

lugar ocupado pelo n ú m e r o cardinal 2**o , p o t ê n c i a 
do c o n t í n u o , is to é n ú m e r o cardinal do conjunto dos 
n ú m e r o s reais. CANTOR supunha que ele deveria ser o 
pr imei ro aleph n ã o n u m e r á v e l , is to é N i . D a í o dé ­
signasse a igualdade 2*^0 = por hipótese do 
contínuo. Embora esta igualdade, em cincoenta anos 
de pesquisas, nunca tivesse sido demonstrada, b a l ­
dados fo ram igualmente todos os es fo rços fei tos para 
dela deduzir qualquer enunciado m a t e m á t i c o contra­
d i t ó r i o . 

O destino desta h i p ó t e s e tem corrido paralelamente 
ao do chamado axioma da escolha, que desempenha, 
um papel i m p r e s c i n d í v e l na teor ia dos conjuntos, 
onde enunciados h á que se n ã o podem demonstrar 
sem a u t i l i z a ç ã o de certos conjuntos, cu ja e x i s t ê n c i a 
resulta da a p l i c a ç ã o desse axioma : a d e m o n s t r a ç ã o 
de que : «de dois n ú m e r o s cardinais t rans f in i tos 
diversos, um é necessariamente menor que o ou t ro» 
assenta na tese « todo conjunto pode ser bem orde­
n a d o » cu ja prova f o i dada em 1 9 0 4 com base na 
h i p ó t e s e que f i cou conhecida na l i t e r a tu r a m a t e m á ­
t ica como axioma de ZERMELO OU da escolha : Para 
todo conjunto M, cujos elementos são conjuntos P não 
vozios e sem elementos comuns dois a dois, existe pelo 
menos um conjunto N , que contém um elemento e um só 
de cada conjunto P de M». 

Com base neste axioma podemos a f i rmar que na 
suces são crescente dos alephs H0, H f , N 2 , ••• e s t ã o 
todos os n ú m e r o s cardinais p o s s í v e i s e por tanto o 
n ú m e r o cardinal do c o n t í n u o , e todos os que a p a r t i r 
deste se podem a t i n g i r pela a p l i c a ç ã o repetida do 
processo de e x p o n e n c i a ç ã o . Mas « Q u a l dos alephs é o 
n ú m e r o cardina l do c o n t í n u o ? » é problema que per­
manece sem resposta, a inda que se u t i l i z e o axioma 
da escolha. 

Este axioma o r i g i n o u logo que f o i u t i l i zado , uma 
po lémica , f e i t a em termos frequentemente v i v í s s i m o s , 
recusando-se muitos m a t e m á t i c o s a t rabalhar com 
as puras virtualidades af i rmadas pelo seu enunciado ; 
tais reservas suscitaram um movimento de c r í t i c a aos 
fundamentos da m a t e m á t i c a , que, na variedade de 
caminhos em que veio a subdividir -se , a b r i u novas 
perspectivas à i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a . 

Neste debate universal estabelecido á vo l t a da teo­

r i a dos conjuntos, h á que destacar a p o s i ç ã o , es t r i ­
tamente c i e n t í f i c a , assumida pelo m a t e m á t i c o polaco 
W A C U W S I K K P I N S K I — « l ' h o m m e q u i a le plus et le 

mieux su u t i l i se r l 'axiome du choix» , no jus to dizer 
de LEBESRUE — f rente ao axioma de ZERMELO e à h i p ó ­

tese de CANTOR, a t i tude de persistente e minucioso 
exame c r í t i c o e cu ja soma de resultados se encontra 
no t rabalho apresentado em 1 9 1 8 à Academia de 
C i ê n c i a s de C r a c ó v i a , subordinado ao t í t u l o «L'axiome 
de M R . ZERMELO et son rôle dans la théorie des Ensem­
bles et l'Analyse» e na monograf ia «Hypothèse du Con­
tinu», Warsaw, 1 9 3 4 . Pacientemente SIERPINSKI dedi -
cou-se por um lado ao trabalho de assinalar as 
d e m o n s t r a ç õ e s fundamentais da teor ia dos conjuntos 
e da a n á l i s e real que u t i l i z a m escolhas, e por outro, 
a deduzir p r o p o s i ç õ e s variadas tanto do axioma de 
ZERMELO como da h i p ó t e s e de CANTOR. En t re os enun­
ciados equivalentes à s duas t ã o discutidas p r o p o s i ç õ e s 
destaquem-se (*) : 

a) para o axioma da escolha : a e q u i v a l ê n c i a à pro­
p o s i ç ã o : «dados dois conjuntos quaisquer, um deles 
tem um subconjunto com o mesmo n ú m e r o cardina l 
do ou t ro» ; o que revela bem quam in t imamente e s t á 
l igado o axioma ao problema da t r i co tomia nos 
n ú m e r o s cardinais . 

b) para a h i p ó t e s e do c o n t í n u o , a e q u i v a l ê n c i a à 
a f i r m a ç ã o conjunta dos dois seguintes enunciados: 

L) existe um conjunto l inear com a p o t ê n c i a do 
c o n t í n u o que n ã o possui qualquer subconjunto i n f i ­
n i to n ã o n u m e r á v e l e não denso ; S) existe um con­
j u n t o l inear com a p o t ê n c i a do c o n t í n u o e que não 
possui qualquer sub-conjunto i n f i n i t o não n u m e r á v e l 
e de medida nula. P r o p o s i ç õ e s que reflectem uma 
e s p é c i e de dualidade, que a h i p ó t e s e do c o n t í n u o i m ­
p l i ca na recta real , entre conjuntos de p r ime i r a cate­
gor ia e conjunto de medida L nula . 

A h i p ó t e s e do c o n t í n u o , 2 ^ ° = H í t é um caso 
pa r t i cu l a r da chamada h i p ó t e s e generalizada de 
CANTOR, segundo a qua l todo n ú m e r o card ina l i n f i n i t o 
m ê imediatamente seguido pelo n ú m e r o cardina l 2™ . 
A esta h i p ó t e s e pode dar-se, com o a u x í l i o do axioma 
da escolha, a fo rma equivalente : « p a r a todo ord ina l 

Quase simultaneamente com ã s ob jecções feitas ao 
axioma da escolha, i n d i s p e n s á v e l para certos desen­
volvimentos das teorias o rd ina l e cardinal , a c r i a ç ã o 
de CANTOR viu-se a m e a ç a d a por paradoxos, que nada 
dentro dela impedia que se formassem. A e x p o s i ç ã o 
s u m á r i a que acima fizemos das propriedades essen­
ciais dos conjuntos bem ordenados e dos n ú m e r o s 

( ' ) HAKS H A I I N - Réelle Functionen, 1 9 S 2 ; BEPPO L E V I , Ma/he-
maticae Notae, F . 1-2 ; V I I I , 1 9 4 8 . (') Lea Entretiens de Zurich, Zurich, 1 9 4 1 . 
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ordinais , permite apercebermo-nos faci lmente da 
mais an t iga dessas ant inomias —a de B U R A L L I - F O R T I , 
enunciada em 1 8 9 7 e que CANTOR parece ter entrevisto 
j á em 1 8 9 5 . Consiste ela na c o n s i d e r a ç ã o do conjunto 
0 de todos os n ú m e r o s ordinais , que, por ser bem 
ordenado, gera um novo n ú m e r o ord ina l , que sendo 
novo se n ã o encontra ainda em O — o que cont radi ta 
a h i p ó t e s e de ser S o conjunto de tcxlos os n ú m e r o s 
ordinais. 

Esta s i t u a ç ã o gerada na u t i l i z a ç ã o descuidada da 
noção ingénua de conjunto f o rçou à passagem a uma 
nova fase da teoria dos conjuntos : a fase a x i o m á t i c a , 
caracterizada por deixar a n o ç ã o de conjunto de 
ser o que a i n t u i ç ã o nos sugere para passar a ser um 
termo p r i m i t i v o num quadro de axiomas, escolhidos 
de fo rma a p e r m i t i r obter toda teoria abstracta 
dos conjuntos, mas exorcizando as ant inomias conhe­
cidas • 

Pertence a ZERMELO (*) e é de 1 9 0 8 a p r i m e i r a axio­
m á t i c a da teor ia dos conjuntos. Os axiomas adop­
tados regulam as propriedades da r e l a ç ã o x e .Y 
(o elemento x pertence ao conjunto X ) : 

Ze. 1 S ã o igua is dois conjuntos com os mesmos 
elementos. 

Ze. 2 S ã o conjuntos : o conjunto vazio, o conjunto 
\x[ cujo ú n i c o elemento é sé, o conjunto | x , y \ 
cujos ú n i c o s elementos são x e y . 

Ze. 3 Sendo P (x) uma p r o p o s i ç ã o c o n s t r u í d a 
segundo as leis da L ó g i c a e dependente da v a r i á v e l x 
( s ímbolo dum elemento dum conjunto X ) existe um 
conjunto c o n s t i t u í d o por todos aqueles elementos de 
X q u e t o r n a m verdadeira a p r o p o s i ç ã o }' (x) 
( A x i o m a da f o r m a ç ã o dos subconjuntos dum conjunto) . 

Ze. 4 Exis te um conjunto i n f i n i t o , i s to é : existe 
um conjunto, que c o n t é m o conjunto vazio, como um 
dos seus elementos, e que, com cada elemento a, con­
t é m igualmente como elemento o conjunto ] a j . c u j o 
ún i co elemento é o . 

Ze. 5 Para cada conjunto, existe um conjunto (con­
j u n t o p o t ê n c i a ) cujos elementos s ã o os subconjuntos 
daquele. 

Ze. 6 Para cada conjunto , existe um conjunto (con­
junto r e u n i ã o ) cujos elementos s ã o os elementos dos 
elementos do conjunto dado. 

Ze. 7 O axioma da escolha. 
O axioma Ze. 3 , com o c r i t é r i o de d e f i n i ç ã o dum 

sub-conjunto dum conjunto dado, por meio duma 
p r o p o s i ç ã o , que deveria subordinar-se à s leis da 
L ó g i c a , — a q u e l a L ó g i c a c l á s s i c a posta em cheque, 
simultaneamente com a teor ia dos conjuntos, pela 
an t inomia de B U R A L L I - F O R T I , como pelas que se lhe 

seguiram — i m p e l i u naturalmente à f o r m u l a ç ã o de 
novas a x i o m a t i z a ç õ e s , menos c o n t e s t á v e i s . F R A E N K E L 
(Einleitung in die Mengenlhere, B e r l i n , 1 9 2 8 ) , VOX-
NEUMANN (Die Axiomatisierung der Mengenlhere, M a t h . 
Zei t . 1 9 2 8 ) e BKUNAYS (A system of axiomatic set 
theory, Journa l of Symbolic L o g i c , 1 9 3 7 , 1 9 4 1 , 1 9 4 3 ) 
estabeleceram quadros de axiomas, dentro dos quais? 
como no sistema de ZERMELO, O axioma da escolha 
ocupa um luga r especial. 

A maneira de remediar nessas a x i o m á t i c a s a forma 
d i s c u t í v e l como ZERMELO caracteriza uma l e g í t i m a 
f o r m u l a ç ã o da propriedade P ( x ) , que permite separar 
num conjunto X um seu sub-conjunto P, tem um 
caracter f i n i t i s t a e i nduc t ivo . Só podem ser predi­
cados: 1." aquelas p r o p o s i ç õ e s da fo rma xeA; 2 ." 
aquelas que se o b t ê m de predicados j á formados pelas 
o p e r a ç õ e s l ó g i c a s : n e g a ç ã o , e c o n j u n ç ã o ; 3 ." as que 
resultam de predicados j á formados pela q u a n t i f i ­
c a ç ã o : « p a r a todo . . . » . 

Ass im a c i ê n c i a m a t e m á t i c a possui hoje em d ia 
uma fundamentação satisfatória da Teoria dos Con­
juntos de CANTOR, em toda a integridade da sua creação 
original ('). 

Precisamente uma segunda c o n t r i b u i ç ã o sensacional 
de G Ò D K L para a h i s t ó r i a da M a t e m á t i c a situa-se no 
d o m í n i o da teor ia dos conjuntos, n ã o na fo rma i n g é n u a 
de CANTOR, mas na sua e s t r u t u r a ç ã o a x i o m á t i c a . A 
r e v e l a ç ã o deste resultado teve qualquer coisa de 
espectacular. E m Z ur i ch , no mês de Dezembro de 1 9 3 8 
reuniram-se algumas das pr imeiras f iguras europeias 
da L ó g i c a e da M a t e m á t i c a , entre os quais SKOLEM, 
FRÉCHET, L U K A S I E W I K Z , LEBESGUE, S IERPINSKI , ÏJERNAYS e 

FINSLER, para o confronto das suas op in iõe s d ivergen­
tes re la t ivamente aos Fundamentos e Método das Ciên­
cias Matemáticas. F o i a p ó s a i n t e r v e n ç ã o de SIERPINSKI , 
que se ocupara do axioma da escolha e da h i p ó t e s e do 
c o n t í n u o , e imediatamente antes da d i s c u s s ã o que a 
p r o p ó s i t o se estabeleceu, que GONSETH, O presidente 
dos debates, comunicou o trecho seguinte duma carta 
que lhe f ô r a enviada por K U R T G Ò D E L : Num curso 

professado em Viena durante o verão de 1937 fiz a 
demonstração da não contradição do axioma da escolha. 
A seguir e pelo mesmo método, consegui provar igual­
mente a não contradição da hipótese generalizada do 
continuo. 

No ano seguinte, G Ò D E L , j á e n t ã o no Institute for 
Advanced Study de Princeton, renovou essa demonstra­
ção , realizando um curso, depois publ icado nos Annals 
of Mathematics Studies (N.° 3 , Pr incenton Un ive r s i t y 
Press, 1 9 4 0 ) , com o t í t u l o The consistency of the axiom 

( ' ) JEAN CAVAILLES — Deáeki/id, les Axiomatisalions, Paris, 
IM8. 

( ' ) K U B T G Õ D E L : What is Cantor's Continuum prohlemt in «The 
American Mathematical Monthly*, Xov . 1947, 
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of choice and of the generalised continuum-hypothesis 
with the axioms of the set-theory. 

Se nos recordarmos que a grande o b j e c ç ã o contra o 
axioma da escolha, por par te dos m a t e m á t i c o s que se 
recusavam a u t i l i z á - l o , era a d e s c o n f i a n ç a de que ele 
poderia e o n d u z í - l o s a ant inomias, concluiremos a p ó s 
este resultado de G Õ D E L , que n ã o h á mot ivo para 

considerar o axioma da escolha com um receio que se 
não tem em r e l a ç ã o aos restantes axiomas da teoria. 
Como o p r ó p r i o G Õ D E L diz : pode agora afirmar-se 
que, no estado presente dos 7iossos conhecimentos, o axio­
ma da escolha está tão bem fundamentado como todos os 
outros. 

Junta de Inves t igação Matemát ica — Porto, 1951, A b r i l . 

A função efe Dirac— Sua interpretação matemática — / / / 
por Ruy Luís Gomes 

D e r i v a d a d e u m a d i s t r i b u i ç ã o 

Para maior faci l idade de d e d u ç ã o suponhamos que 
se t r a t a de uma f u n ç ã o com derivada no sentido 
o r d i n á r i o : 

/ (x = h m . 
»-o A 

Ora, como cada f u n ç ã o / ( x ) é i den t i f i cada com a 

respectiva d i s t r i b u i ç ã o f f (x) tp (x) dx , s o m o s le ­

vados a considerar a nova r a z ã o incremental 

(1 ) 
J f{x+h) tp (x) dx— J f ( x ) t f (x) dx 

a que ainda se pode dar a fo rma 

(i') ff(y) t (y -A) - f (y) , ; «y> 
mediante a s u b s t i t u i ç ã o x — y — h . 

Como a r a z ã o incremental afecta agora a f u n ç ã o <j> 
e n ã o / , b a s t a r á su je i t a r tp a uma h i p ó t e s e suple­
mentar para f i ca r assegurado o l i m i t e de (1) para 
h = 0. 

Concretamente, se tp a d m i t i r derivada, c o n t í n u a , 
sobre todo i í 1 , tem-se 

( 2 ) 
f f ( x + h)<t{x) d x - f / ( x ) tp(x) dx 

l i m 

-ff(x) ¥ ' ( x ) r f x . 

N a verdade com a h i p ó t e s e formulada , (P) t rans-
forma-se em 

- f/(y) t' (.V) dy-f f(y) W (2/+e h) - y< (y)] dy 
ou efectivamente em 

- Jf(y) <?' (y) dy -f/df) W (2 /+ 9 A ) — <p' (y)] dy, 

sendo K o suporte compacto de tp. 
Ora, como, por h i p ó t e s e , tp' é c o n t í n u a sobre I t 1 , 

resulta uniformemente c o n t í n u a sobre K donde 

IJÍ f(y)W (y + th) -<?>(y)]dy 

Banalmente, atendendo a que f (y) e por tan to 
\ f ( y ) I t ê m i n t e g r a l f i n i t o em qualquer compacto, vem 

\s> f(y)W(y + *h)-v<(y)}dy\<$ | A | < , ( » ) , 

donde ( 2 ) . E m resumo 

f f (X) f (x) dx - - f f ( x ) tp' (x) dx , 
conforme a regra de i n t e g r a ç ã o por partes. 

No caso de uma f u n ç ã o / ( x ) , localmente somáve l , 
evidentemente, mas sobre a qua l nada acrescentamos a 
respeito da e x i s t ê n c i a de derivada o r d i n á r i a , tomamos 
—jf{x)o'(x)dx p a r a s u a d i s t r i b u i ç ã o derivada, 
baseados nos desenvolvimentos (1), (P ) , ( 2 ) . 

Numa p a l a v r a : / ' (tp) = — / ( ? ' ) • 
Ampl iando a h i p ó t e s e suplementar sobre tp de 

maneira a assegurar a e x i s t ê n c i a de derivada con­
t í n u a f" (x) , para n qualquer, escreveremos 

f » (?) = ( - l ) » / ( t p » ) , 

o que nos permi te a f i rmar — uma função localmente 
somável admite derivadas de todas as ordens, que coin­
cidem com as derivadas ordinárias quando estas tiverem 
efectivamente sentido. 

De u m modo ainda mais geral , se designarmos por 
T (») toda a func iona l l inear c o n t í n u a no e s p a ç o (D) 
das f u n ç õ e s c o n t í n u a s , de suporte compacto, com 
derivadas c o n t í n u a s de todas as ordens, temos 

t ^ ( ? ) - ( - ! ) • *<**•>). 
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A cont inuidade de r d e v e r á entender-se nestes 
termos: se as f u n ç ã e s tp ; e(D) t ê m os seus suportes 
contidos num compacto f i x o de i ? 1 e se convergem 
uniformemente para 0 assim como todas as suas 
derivadas, e n t ã o o n ú m e r o T (cp;) converge para 0 . 
Esta d e f i n i ç ã o é sugerida pelo caso de T(IJ>) = f ( x ) , 

<p ( x — Ji,) — tp (x) 
pois as f u n ç õ e s $j = ou, de um 

œ (x — k) — m (x) 
modo geral , <p* = v e r i f i c a m todas as 

h 
cond ições acima enumeradas, podendo tomar-se para 
compacto f i x o o da p r ó p r i a f u n ç ã o y. 

Para acabar de l e g i t i m a r a n o ç ã o de derivada 
duma d i s t r i b u i ç ã o , é conveniente mostrar ainda que 
as f u n ç õ e s de (D) não s ã o t ã o raras como pode 
parecer à p r i m e i r a v i s t a . 

Ora, se como exemplo t í p i c o de f u n ç ã o <pe(C) 
podemos tomar qualquer f u n ç ã o nu la nos extremos 
a, b de um in te rva lo onde é c o n t í n u a (e igualmente 
nula no complementar de [a , è j ) , para ser t a m b é m 
f e (D) é n e c e s s á r i o que as suas derivadas se anulem 
todas em o , b — f r o n t e i r a de [ r t , 6 ] . 

G e o m é t r i c a m e n t e , a tangente em a e em 6 deve 
ser paralela ao eixo das y. 

No entanto demonstra-se ( 1 ) que ( D ) é denso em (C) . 

D e r i v a d a s p a r c i a i s 

Se par t i rmos de uma f u n ç ã o de v á r i a s v a r i á v e i s 
teremos 

e, portanto, 

d f f \ f 

para uma d i s t r i b u i ç ã o qualquer. 

EXEMPLOS: 

(1) Derivada da função de H E A V I S I D E 

No estudo dos ci rcui tos e l éc t r i co s ou, de um modo 
gera l , de um sistema l inear , de qualquer natureza, 
surge constantemente o problema dos regimes tran­
sitórios, quere dizer, da d e t e r m i n a ç ã o da « r e s p o s t a » 
— corrente — a uma «acção» — f o r ç a electro-motr iz — 
que c o m e ç a bruscamente no instante t = 0 . 

Ora, se nós in t roduzi rmos a f u n ç ã o de H E A V I S I D E 
r (<) — i g u a l a zero para t < 0 e à unidade para 
í > 0 — a «acção» mais geral que podemos imag ina r 
f i c a r á com a fo rma 

. h («)»•(<), 

( ' ) SCHWARTZ — Théorie des distributions, p. 21, 22. 

e nela se resumem as duas c a r a c t e r í s t i c a s : 1) actuar 
bruscamente no instante t — O; 2) co inc id i r com 
uma f u n ç ã o qualquer para t> 0 . 

E m c o n s e q u ê n c i a , para o cá l cu lo da « r e s p o s t a » a 
uma «acção» qualquer, c o m e ç a - s e pelo cá l cu lo da 
« r e s p o s t a » à «acção» elementar r (t) . Compreende-se, 
por tanto , a i m p o r t â n c i a p r á t i c a desta t u n ç ã o . 

Por outro lado, como se t r a t a de uma f u n ç ã o , loca l ­
mente s o m á v e l , é certo, mas d e s c o n t í n u a para t = 0 , 
não se pode der ivar r (í) assim à vontade. 

No entanto, fazendo i n t e r v i r a teor ia das d i s t r i ­
b u i ç õ e s , concilia-se sem di f icu ldade o ponto de v i s t a 
p r á t i c o do engenheiro com as e x i g ê n c i a s de r i g o r do 
m a t e m á t i c o . • 

Efect ivamente , de acordo com a d e f i n i ç ã o de de r i ­
vada de uma d i s t r i b u i ç ã o , tem-se 

<•' (?) - ~ J _ 

>•' (o) - f (0) . 

Mas 

logo 

r (t) o' (t) dt — 

» ( » ) - • ( 0 ) , 

r' - S : 

OC 
dt 

a derivada da função de Heaviside coincide com a 
função de Dirac. 

E de um modo geral 

r<"> (<f) - S»- 1» (o) - (—1)<*-'I tf" '-» (0) . 

Para esclarecer agora melhor o papel das descon­
t inuidades de uma f u n ç ã o / na e x p r e s s ã o da sua 
derivada, suponhamos que / tem p descontinuidades 
de 1.* e s p é c i e x 4 < x 2 < ••• < xp , admi t indo de r i ­
vada o r d i n á r i a em cada um dos intervalos (— oo , x i ) , 
( x i , x j ) , • • • ( x „ _ , , x t ) , ( x P i , o o ) . 

Teremos 

/ ' go - - né = - / r/tá f> (x) dx -
«y — oo 

- - / *' / ( x ) <p' (x) c f o - / *" / ( x ) 9' (x) dx + ••• 
J-<o Jx, 

— I / (x) <(' (x) dx — j f (x) <p' (x) rfx . 

f i d» - I f f ] - I / ' ¥ rfx . 

f 9 < d x - / y - | / > d » , 

/ « i d t e - I / y l - / f f d x 
xp L J*H-o J*p 

Mas 
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[/•'X'»=/{xi ~o),f'(xi) 

| / ? ' l •= -f(x,+0)<t'(x,) = 0 . 

= l ira M 
àx 

cos x a tis , 

L o g o , 

ou ainda 

y (?) - £ f (<f) dx + « i Sa, (?), 

quere dizer — a derivada de f é igual á distribuição 
— derivada P acrescentada da massa u, po r ra</a 
ponto de descontinuidade de t . 

A der ivada segunda t e r á a fo rma 

f t (<p) = / f« (o) dx + w ' i S*, ( f ) + a, S'r; ( ? ) , 

» » , - / ( « , + 0 ) - / ' ( a . , - 0 ) , 

e assim por deante. 

1 
L a p l a c i o n o d o [ u n ç ã o — . 

r 
1 1 

Como 

s o m á v e l 1 1 ' em R3, temos 

é uma f u n ç ã o localmente 

A (?) = ^ * ~ A "P rfí
 rfî/ • 

Mas 

J J J ~~ * ? dxdy dr. — l i m | | ^ — A cp í/x tfy efe = 

\ àx */ 

tfx ífy rfs 

( ' ) Fora da origem, 0 , ó evidente. Para o verificar na o r i ­
gem, 0 , basta passar às coordenadas polares de polo em 0 . 

designando por a , p , f os â n g u l o s da normal exte­
r io r à esfera r = e com os eixos coordenados. 

Consequentemente, 

A ( — ) ( ç ) - - 4 * t (9) , - — 4 ir S (te) 

ou, numa forma abreviada. 

4 T : S . 

Apliquemos agora este resultado ã d e d u ç ã o da 
e q u a ç ã o de Poisson. 

O in t eg ra l def in ido do potencial 

r r r f ( a , b , c ) 
V ( x j , x j X3) •» I j ( dadbdc 

J JJ V 
r = v/(xj — o ) 2 + ( x 2 — A) 3 + ( x 3 — c ) 2 ) 

pode considerar-se como uma e x t e n s ã o a / f 3 de 

A ( x ) - / / ( * - * ) < ? ( < ) * > 
. / - o » 

em que 3 se anule no exterior de um compacto, equ i ­
valente ao volume potenciante em 

Ora, passando às d i s t r i b u i ç õ e s , ternos 

h (x) - j'y (x) h (x) dx=J<( (x) d x j f { x - b ) g (t) db -

—J J f ( u + v)f (u) g (v) du d t>, 

mediante x = u + v , t = v . 

A i n d a se pode escrever 

* (?) = / d* f f (•* * y) g (y) d y 

ou, em termos de d i s t r i b u i ç õ e s , 

>'(?) = / * { í ? „ ( ? ( * + ! / ) ) } , 

sendo </, e / , as d i s t r i b u i ç õ e s geradas pelas f u n ç õ e s 

!7y - !t(y) e / , = / ( . r ) . 

No caso de potencial temos 

r 1 i i 1 
V (?) - p, { — ? (x + y) \ , — - , 

?M — P (*i , x j , x 3 ) . 
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i ' tf - ? x | ^ ( ^ < p ( x + 2/)) j = P„|^-(A„=P(X + 2/))J 

pois tanto vale der ivar cp (x + y) em ordem a y 
como em ordem a x . 

Mas 

— [ \ ? ( * + 2/)] - A, - A, ( — ) (<P (*+ 2/)) -

= — 4ir S o (x + y) = — 4 i t ç (x ) , 

em v i r tude do resultado anter ior r e l a t ivo precisa­

mente ao Lap lac iano de — . 
r 

P E D A 

O PROGRAMA DE MATEMÁTICA DA 

por Mario 

N ã o se pode apreciar o programa de uma d i sc i ­
p l i na do ensino l iceal , sem considerar o conjunto das 
outras discipl inas e os respectivos programas. 

No estudo c r í t i co que f a r e i aos programas de M a ­
t e m á t i c a , atenderei a esse facto, tanto mais que 
algumas discipl inas que c o n s t i t u í a m o ant igo 2.° 
ciclo l iceal , f o ram desdobradas, pela actual reforma. 

No 2.° ciclo l iceal , a l ém da M a t e m á t i c a , h á as se­
guintes discipl inas : P o r t u g u ê s , F r a n c ê s , I n g l ê s , 
H i s t ó r i a , Geograf ia , C i ê n c i a s Na tu ra i s , C i ê n c i a s F í -
s i c o - Q u í m i c a s e Desenho. A estas actividades h á 
ainda que acrescentar: Canto Coral , E d u c a ç ã o F í ­
sica, R e l i g i ã o e Mora l e Mocidade Portuguesa. 

Com verdade, n ã o se p o d e r á dizer que os alunos do 
2." ciclo l icea l (13 a 15 anos) na é p o c a c r í t i c a do seu 
desenvolvimento, estejam al iviados de t rabalho in te ­
lectual e f í s i co . 

A o desdobramento de discipl inas corresponde sempre 
uma maior e x t e n s ã o de programas, maior e x i g ê n c i a 
dos professores e dos pontos de exame. 

Aquele programa de H i s t ó r i a do 2.° ciclo, no g é n e r o , 
pode considerar-se um modelo perfe i to de exagero e 
e de m i n ú c i a . N a e d i ç ã o « P r o g r a m a s das discipl inas 
do ensino L i c e a l » c o m e ç a na p á g i n a 99 e te rmina na 
p á g . 110. 

E u m saber estupendo e a f l i t i vamen te i n s t r u t i v o , 
para rapazes e raparigas dos 13 aos 15 anos. 

Com r a z ã o , a f i r m a o D r . Decro ly , o eminente peda­
gogo belga : «Les programmes ont é té i n s p i r é s par 

L o g o , 

» " ( ? ) = - 4 I r p ( < f ) , 

que é a e q u a ç ã o de Poisson. 

B I B L I O G R A F I A FONDAMENTAL. — A lém da obra de 

SCHWARTZ j á indicada, ver especialmente o a r t igo do 
mesmo autor na Revista de Telecomunicações, Tomo 3, 
N . ° 4, A v r i l , 1948. Pelo que respeita á i n t r o d u ç ã o da 
f u n ç ã o de Heaviside no estudo dos regimes t r a n s i t ó ­
rios dos c i rcui tos e l éc t r i co s , consultar A . A N G O T — 
Compléments de Mathématiques, Co l l . Technique du 
C. N . E . T . , Paris , 1949 - p á g s . 450-459. 

G O G I A 

ACTUAL REFORMA DO ENSINO LICEAL 

I 

Teodora Alves 

des hommes t r è s savants dans leur s p é c i a l i t é , mais 
t rop peu p r é o c c u p é s de la psychologie, pour eux 
l 'enfant est acces so i r e» . 

O p e r í o d o de desenvolvimento das c r i a n ç a s a t é aos 
15 anos exige da par te da escola (professores e legis­
ladores) os maiores cuidados e a maior p r u d ê n c i a . 

Com efeito, o crescimento mental a t inge o m á x i m o 
desenvolvimento à vo l t a dos 16 anos ( e x p e r i ê n c i a s de 
T E R M A N ) mas h á outros p s i c ó l o g o s e experimenta­
dores, t ã o categorizados como T E R M A N , que reduzem 
o p e r í o d o de crescimento mental à vo l t a dos 15 anos 
e, mesmo alguns deles, à v o l t a dos 14 anos. 

Ora a i n t e l i g ê n c i a s i g n i f i c a antes a p t i d ã o para 
adqu i r i r conhecimentos do que os p r ó p r i o s conheci­
mentos j á adquir idos. 

Longe de m i m a ide ia de que seja p o s s í v e l desen­
volver a i n t e l i g ê n c i a sem comunicar i n f o r m a ç õ e s e 
sem t r a n s m i t i r conhecimentos. Mais longe t a m b é m a 
ide ia de que o ún i co p r o p ó s i t o da e d u c a ç ã o é o desen­
volv imento da i n t e l i g ê n c i a . 

Mas devo considerar que é esse um dos grandes 
p r o p ó s i t o s da e d u c a ç ã o e aquele que mais de perto se 
l i g a aos programas e às discipl inas que consti tuem 
o cu r r i cu lum. Ana l i s a r e i os programas de M a t e m á ­
t ica , nos t r ê s ciclos l iceais, tendo em a t e n ç ã o estas 
c o n s i d e r a ç õ e s . 

O n.° 39 da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » insere um 
a r t i go de c r í t i c a aos programas de M a t e m á t i c a 
da actual reforma de ensino l icea l , da au tor ia dos 
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Senhores Drs . L . Barros e F . D a v i d . Essa c r í t i c a põe 
em e v i d ê n c i a fal tas de r igor , i n c o r r e c ç õ e s e i m p r o ­
priedades de l inguagem e desconexões no encadea­
mento dos assuntos versados no programa. Embora 
eu d i v i r j a , num ou outro pormenor, da c r í t i c a fe i t a , 
devo dizer que concordo com a sua l i nha geral . 

O object ivo desta minha c r í t i c a se rá , em cada ciclo, 
a d i d á c t i c a da M a t e m á t i c a imposta pelo respectivo 
programa, a c o n c a t e n a ç ã o dos t ó p i c o s e a coorde­
n a ç ã o do programa com o das outras discipl inas . 

Programa de M a t e m á t i c a do 1 . " c ic lo 

O programa apresenta neste ciclo, em cada um dos 
anos que o consti tuem, c a r a c t e r í s t i c a s mui to d i fe ­
rentes. 

No 1." ano n ã o h á s e p a r a ç ã o entre a A r i t m é t i c a e a 
Geometria — o que acho mui to bem. 

No 2." ano j á e s t á estabelecida essa s e p a r a ç ã o , com 
a obrigatoriedade do estudo c o m e ç a r pela Geometria 
— o que acho mui to mal . 

O pedagogista i n g l ê s W . SUMNER, ein « T h e teaching 
of A r i t m e t i c and Elementary M a t h e m a t i c s » , d i z : 
«In secondary modem schools there should be no 
a r t i f i c i a l separation of mathematical s u b j e c t s » . 

Os metodologistas da M a t e m á t i c a , B R E S L I C H , N U N N , 

INOEIS e J U D D e muitos outros, são da mesma o p i n i ã o . 
Os programas de M a t e m á t i c a dos dois anos deste 

ciclo, s ã o t ã o divergentes, quanto à sua metodologia, 
que parecem ter sido delineados por duas pessoas 
diferentes que, a t a l respeito, n ã o trocassem i m p r e s s õ e s . 

Por outro lado, os programas do 1." e 2." anos 
e s t ã o descompensados, quanto à d i s t r i b u i ç ã o das 
m a t é r i a s versadas. 

E m pr ime i ro lugar , houve u m acrescentamento de 
m a t é r i a ao programa da reforma anterior . Só pode 
a f i r m a r que a actual re forma de ensino trouxe r e d u ç ã o 
no programa de M a t e m á t i c a do 1.° ciclo, quem não 
tenha fe i to a l e i tu ra compara t iva dos programas de 
M a t e m á t i c a , neste ciclo, das duas reformas. 

E u vou c i tar as rubricas do actual programa, de 
que o programa da reforma anter ior f o i acrescido : 

« G r á f i c o s : g r á f i c o s de barras, g r á f i c o s cartesianos. 
Regra de companhia. R e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a da pro­
porcionalidade d i rec ta ; a p l i c a ç ã o á r e s o l u ç ã o de 
problemas s i m p l e s » . 

Como se vê , n ã o houve r e d u ç ã o ; pelo c o n t r á r i o , 
houve substancial a c r é s c i m o . 

Vejamos, agora, como se d á a d e s c o m p e n s a ç ã o das 
m a t é r i a s no programa do 1.° ano e no do 2.° ano. 

Se é certo que as rubricas re la t ivas ao sistema m é ­
t r ico d é c i m a l , n ú m e r o s complexos e ra iz quadrada de 
n ú m e r o s intei ros t rans i ta ram do ant igo programa do 
2.° ano para o do 1." ano, o programa do 2.° ano f o i 

acrescido da maior e mais d i f í c i l parte da A r i t m é t i c a 
do 1." ano da an t iga reforma (c r i tú r ios de d i v i s i b i ­
l idade, m. d. c. e m . m. c. de v á r i o s n ú m e r o s , decom­
p o s i ç ã o em factores pr imos e o p e r a ç õ e s com n ú m e r o s 
I r a c c i o n á r i o s ) . 

Consideremos mais par t icularmente o programa do 
1." ano. 

F. uma l i s ta de assuntos a versar e o professor é 
legalmente obrigado a «não al terar a ordem por que 
as m a t é r i a s se encontram d i s t r i b u í d a s no p r o g r a m a » . 
Qual é o elo de l i g a ç ã o entre todas aquelas r ú b r i c a s ? 
E evidente que a resposta a esta pergunta não pode 
ser dada pelo rec i t a t ivo das p r ó p r i a s r ú b r i c a s ; mas 
as i n s t r u ç õ e s que acompanham o programa, conser-
vam-se a esse respeito silenciosas. 

O programa do 1." ano apresenta-se por esse mo­
t i v o desconexo. As desconexões vineam-se mais n i t i ­
damente quando pretendemos estabelecer l i g a ç ã o com 
o programa do 2.° ano. 

A meu ver, uma simples frase, nas i n s t r u ç õ e s ao 
programa, como mostrarei dentro em pouco, bastaria 
para lhe dar unidade em cada u m dos anos do cieloj 
estabelecendo entre eles a n e c e s s á r i a l i g a ç ã o . Mas 
essa frase n ã o aparece nas i n s t r u ç õ e s ao programa, 
nem se suspeita que possa exis t i r . 

Quanto ao programa do 2.° é imposto que o seu 
estudo comece pela Geometria. 

O pr imei ro p e r í o d o lec t ivo , no 2.» ano, s e r á ocupado 
pelo estudo da Geometria, desligado da A r i t m é t i c a . 

Restam dois p e r í o d o s lectivos para o estudo da 
a r i t m é t i c a do 2." ano, que é somente i s to : 

«Noções de m ú l t i p l o e s u b m ú l t i p l o de um n ú m e r o ; 
restos da d i v i s ã o de um n ú m e r o in te i ro por 10 e 
p o t ê n c i a s de 10, por 2 e 5, por 9 e 3 ; c r i t é r i o s de 
d iv i s ib i l i dade por estes n ú m e r o s . 

Prova dos nove das o p e r a ç õ e s . 
Divisores comuns de dois ou mais n ú m e r o s ; m á x i m o 

d iv isor comum de dois ou mais n ú m e r o s : d e t e r m i n a ç ã o 
do m á x i m o d iv isor comum de dois n ú m e r o s pelas 
d i v i s õ e s sucessivas. M ú l t i p l o s comuns de dois ou mais 
n ú m e r o s : d e t e r m i n a ç ã o do menor m ú l t i p l o comum de 
dois n ú m e r o s pa r t indo do m á x i m o d iv isor comum. 

N o ç ã o de n ú m e r o p r i m o ; d e c o m p o s i ç ã o de um 
n ú m e r o num produto de factores p r imos ; cá l cu lo do 
m á x i m o d iv isor comum o do menor m ú l t i p l o comum 
de v á r i o s n ú m e r o s u t i l i zando a d e c o m p o s i ç ã o em 
factores pr imos. 

F r a c ç õ e s ; s i m p l i f i c a ç ã o e r e d u ç ã o ao menor deno­
minador c o m u m ; d í z i m a s ; r e d u ç ã o de uma f r a c ç ã o a 
d í z i m a ; o p e r a ç õ e s sobre f r a c ç õ e s . 

F r a c ç õ e s generalizadas; v a l o r e s n u m é r i c o s de 
e x p r e s s õ e s de termos f r a c c i o n á r i o s . 

Proporcionalidade directa e inversa; p r o p o r ç õ e s 
g e o m é t r i c a s ; propriedades fundamentais . A p l i c a ç õ e s 
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da proporcional idade a regras de t r ê s simples e com­
posta, percentagens, regras de companhia e juros 
simples. 

R e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a da proporcional idade directa; 
a p l i c a ç ã o à r e s o l u ç ã o de problemas s imples .» 

E m dois p e r í o d o s lectivos o aluno (12 anos) t e r á 
que a d q u i r i r os conceitos e a t é c n i c a de cá l cu lo que 
corresponde a todas estas rubr icas . 

Este saber, assim acumulado é um monte in t rans ­
p o n í v e l e i n d e s b a s t á v e l I 

No ensino da M a t e m á t i c a h á dois aspectos dis­
t in tos a considerar: 

Os conceitos e a sua o r d e n a ç ã o l ó g i c a ; 
A t é c n i c a de cá l cu lo e as suas a p l i c a ç õ e s . 
Se a f u n ç ã o f o r m a t i v a da M a t e m á t i c a é dada p r i n ­

cipalmente pelos conceitos e pela o r d e n a ç ã o l ó g i c a , 
a t é c n i c a de cá l cu lo — que n ã o pode ser menospre­
zada — é obt ida quase que exclusivamente, pelos 
exe rc í c io s de a p l i c a ç ã o . 

Todos os psicopedagogistas que conheço a f i r m a m 
que a t é c n i c a de c á l c u l o , para ter s e g u r a n ç a e n ã o 
ser a u t o m á t i c a — o automatismmo no ensino é con­
siderado por todos eles como o maior dos males — 
tem que ser obt ida com repetidos exe rc í c io s , ein 
intervalos e s p a ç a d o s , mas sucessivos. 

E uma c o n s e q u ê n c i a das leis da aprendizagem 
( T H O R N D I K E , P I A G E T , W A T S O N , H Y D E , etc.). 

Mas h á outra grande d i f icu ldade a remover : 
A t é c n i c a de cá l cu lo em A r i t m é t i c a , n ã o d á « t r a n s f e r t » 
para o r a c i o c í n i o a r i t m é t i c o . — « P r a c t i c e i n a r i thme­
t i c a l computa t ion d i d not t ransfer to a r i thmet i ca l 
r e a s o n i n g » . — ( E x p e r i ê n c i a s de W I N C H ) . 

Mas no u l t imo p e r í o d o lec t ivo do 2." ano os alunos 
são ainda sobrecarregados com trabalhos de r e v i s ã o 
em todas as discipl inas . (Aproxima-se o Fantasma do 
exame. . . ) Quer dizer, o aluno é obrigado a pensar 
à pressa e, por grosso, sobre o p rograma da A r i t m é ­
t ica do 2." ano. A d q u i r i r á necessariamente um saber 
que se escoa como á g u a absorvida pela areia. 

A l e i tu ra do programa de A r i t m é t i c a do 2.° ano, 
a t r á s t ranscr i to , mostra que nenhuma r e f e r ê n c i a h á ao 
i m p o r t a n t í s s i m o conceito de r a z ã o de duas grandezas 
e r a z ã o de dois n ú m e r o s e que o conceito de propor­
cionalidade precede o de p r o p o r ç ã o . 

É certo que se pode de f in i r a proporcional idade 
independentemente do conceito de r a z ã o . D o ponto 
de v i s t a lóg ico não h á reparos a fazer, mas do ponto 
de v is ta p e d a g ó g i c o é erro t ã o grosseiro que, suponho, 
n i n g u é m d e f e n d e r á . 

Exposta a minha o p i n i ã o sobre as d e f i c i ê n c i a s do 
programa de M a t e m á t i c a do 1.° ciclo da actual 
reforma resta-me ind ica r as a l t e r a ç õ e s a i n t roduz i r , 
sujeitando-as à c r i t i c a de quem se interesse pelo 
assunto. 

Antes p o r é m de apresentar essas a l t e r a ç õ e s ao p ro ­
grama do 1." ciclo, permito-me fazer algumas consi­
d e r a ç õ e s sobre o ensino da M a t e m á t i c a , neste ciclo. 

Consti tue j á u m luga r comum a a f i r m a ç ã o de que 
o ensino da M a t e m á t i c a , nos pr imeiros anos da 
escola s e c u n d á r i a deve ser i n t u i t i v o e experimental , 
E s t á conf i rmado pelos t rabalhos de N U N N , THORNDIKE. 
P I A E G T , J D D D e outros nomes de categoria in te rna­
cional e n i n g u é m ousa a f i r m a r o c o n t r á r i o . 

O professor do Teacher's College da Univers idade 
de C o l ú m b i a , W . R K E V E , que é t a m b é m um n o t á v e l 
metodologista da M a t e m á t i c a , s in te t iza nesta frase, 
essa o r i e n t a ç ã o : « H e (o a luno) must handle, measure, 
cut , count, draw, make models, draw graphs, i n order 
to l ea rn .» 

H . SIMON, outro i lus t re metodologista da M a t e m á ­
t ica , em « P r é f a c e to t e a c h i n g » , a p r o p ó s i t o do ensino 
da A r i t m é t i c a , dirige-se aos professores de M a t e m á ­
t ica , dizendo-lhes : « Y o u r teaching of a r i thmet ic . . . 
may merely t r a i n your class i n a number of process 
wich w i l l le t them pass an examinat ion a t the end of 
the t e r m . » 

T h a t is «use fu l» . I t may also help them manage 
their savings accounts better or get a j ob on gradua­
t ion . T h a t is use fu l l too-and this t ime w i t h o u t quota­
t ion marks. B u t i f y o u can develop i n them an 
understanding of number relat ions, i f you can teach 
them to visual ize distances and q u a n t i t i e s . . . then 
you are t r a i n i n g them c u l t u r a l l y : They w i l l for , ever 
af ter be more sentive more apreciat ive, more unders­
t and ing even though they may do not better on 
a fo rma l e x a m i n a t i o n » . 

Es ta o r i e n t a ç ã o , peconizada por estes i lustres 
metodologistas da M a t e m á t i c a , n ã o se compraz com 
turmas de 40 alunos, sentados em bom alinhamento, 
em carteiras vulgares e dispondo apenas de l á p i s , 
papel e do quadro preto. 

E ' um ensino ac t ivo , d i n â m i c o em que o aluno 
observa, experimenta, reg is ta e redige as conc lusões 
das e x p e r i ê n c i a s que real izou. Todos os sentidos do 
aluno devem i n t e r v i r . 

O professor n ã o min i s t r a conhecimentos, or ienta as 
e x p e r i ê n c i a s do aluno de modo a conduzi-lo às neces­
s á r i a s c o n c l u s õ e s . 

E m sucessivas a l í n e a s , i nd ica re i agora as a l tera­
ções a fazer ao p rograma de M a t e m á t i c a do 1.° ciclo 
(à parte o n ú m e r o de alunos por turmas e as condi ­
ções da sala de aula) , para que se torne ef iciente, 
quanto ao desenvolvimento e f o r m a ç ã o mental dos 
alunos. 

a) Deslocar a d iv i s ib i l i dade e as o p e r a ç õ e s com os 
n ú m e r o s f r a c c i o n á r i o s do 2." ano para o 1." ano. 
(m. d. c , m . m . c. e a d e c o m p o s i ç ã o em factores 
pr imos, conservar-se-iam no 2.° ano). 
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Deste modo os dois programas f i c a r i am mais com­
pensados. 

b) Centrar o programa do 1." ano no problema de 
m u d a n ç a de unidade, const i tu indo um todo com a 
d i v i s ã o de n ú m e r o s intei ros , n ú m e r o s decimais e com 
o n ú m e r o f r a c c i o n á r i o . 

Pioblcma de mudança de unidade é a frase que f a l t a 
nas i n s t r u ç õ e s ao programa de M a t e m á t i c a do 1." ciclo 
e que lhe dar ia unidade e que estabeleceria o elo de 
l i g a ç ã o entre o programa do 1." ano e do 2." ano. Mas 
as i n s t r u ç õ e s ao programa n ã o deixam transparecer 
a mais leve suspeita da e x i s t ê n c i a desse problema. 

Es ta frase seria, para o p rograma de M a t e m á t i c a do 
1.° ciclo, com a pa lavra Sésamo do « A b r e - t e S é s a m o » 
da h i s t ó r i a para c r i a n ç a s da Caverna de A l i - B á b á . 

O problema de m u d a n ç a de unidade, quer em 
c i ê n c i a , quer na v ida d i á r i a , é de uso corrente e, por 
isso, de a l ta i m p o r t â n c i a . 

A r e s o l u ç ã o de problemas de m u d a n ç a de unidade 
somente com as unidades do sistema m é t r i c o decimal 
conduz o aluno a essa triste regra que eles incons­
cientemente rec i t am assim : 

« P a r a m u l t i p l i c a r um n.° por 10 anda-se com a 
v i r g u l a uma casa para a d i r e i t a e para d i v i d i r anda-se 
para a e s q u e r d a » . 

O aluno, para adqu i r i r o d o m í n i o do problema de 
m u d a n ç a de unidade, deve medir comprimentos, 
tomando por unidade, os mais variados comprimentos, 
o palmo, o p é , etc. e converter as medidas obtidas uma 
nas outras pelas r e l a ç õ e s que ha ja entre elas. O mesmo 
procedimento na m e d i ç ã o de á r e a s e de volumes. 

Iniciados, deste modo, os alunos do 1.° ciclo no 
problema de m u d a n ç a de unidade, talvez que os pro­
fessores de C i ê n c i a s F í s i c o - Q u í m i c a s n ã o tivessem oca­
s i ão de encontrar alunos para os quais os problemas 
de m u d a n ç a de unidade, respeitantes às grandezas f í ­
sicas, s ã o problemas transcendentes, mesmo no 7.° ano. 

A i n t e r d e p e n d ê n c i a do problema de m u d a n ç a de 
unidade e da d i v i s ã o de n ú m e r o s in te i ros e de 
n ú m e r o s decimais c do conceito de n ú m e r o f r acc io ­
n á r i o , constitue um todo (a un i t ) a que o metodolo-
gis ta da M a t e m á t i c a W H E A T chama « T h e three k inds 
of p r o b l e m s » : 

1) Calcular um n ú m e r o considerando-o como parte 
de um todo. 

M O V I M E N T O 

2) Dados dois n ú m e r o s , calcular um deles que parte 
é do outro. 

3) Calcular um n ú m e r o conhecendo uma parte 
determinada dele. 

O elo de l i g a ç ã o entre o programa do 1." ano e o 
do 2." ano, seria fe i to por i n t e r m é d i o do n ú m e r o f r ac ­
c i o n á r i o , os problemas com f r a c ç õ e s de denominador 
100 p e r m i t i r i a m estabelecer o conceito de percenta­
gem, do programa do 2." ano. Os problemas de per­
centagem podem reduzir-se a problemas de f r a c ç õ e s 
com denominador 100. D o conceito de percentagem, 
assim estabelecido, resul tar ia o conceito de r a z ã o de 
duas grandezas e r a z ã o de dois n ú m e r o s . 

Com a o p e r a ç ã o d i v i s ã o de dois n ú m e r o s intei ros 
e decimais, conceito de n ú m e r o f r a c c i o n á r i o e r a z ã o 
de dois n ú m e r o s , f i c a r i a estudado o problema de 
m u d a n ç a de unidade completamente e em r e l a ç ã o 
com « T h e three kinds of p r o b l e m s » , de W H E A T . 

Quanto à metodologia, a meu ver, é das d e f i c i ê n ­
cias mais graves do programa do 1." ciclo, ignorar o 
problema de m u d a n ç a de unidade, que é basi lar em 
C i ê n c i a , na v i d a d i á r i a e t a m b é m na d i d á c t i c a da 
M a t e m á t i c a . 

c) Centrar o programa de M a t e m á t i c a do 2.° ano 
no conceito de proporcional idade de grandezas. 

d) Manter no 2." ano a oi - ientação do 1.° ano, is to 
é, não separar a Geometria da A r i t m é t i c a e t a m b é m 
n ã o impor ao professor a o b r i g a ç ã o de respeitar a 
a ordem das r ú b r i c a s do programa. 

Desde que todas as r ú b r i c a s do programa fossem 
cumpridas, a ordem das r ú b r i c a s s u r g i r i a conforme 
as necessidades dos problemas a resolver. 

e) Subs t i tu i r a d e t e r m i n a ç ã o de que «as demons­
t r a ç õ e s l ó g i c a s s ã o totalmente banidas c s u b s t i t u í d a s 
por v e r i f i c a ç õ e s e x p e r i m e n t a i s » de modo que fosse 
pe rmi t ido i n f e r i r das propriedades ver i f icadas expe­
r imentalmente as c o n s e q u ê n c i a s l ó g i c a s convenientes. 

Com efeito, geometria i n t u i t i v a e experimental , 
por exemplo, n ã o exclue a d e m o n s t r a ç ã o l ó g i c a ; pelo 
c o n t r á r i o , associa a i n t u i ç ã o , a e x p e r i ê n c i a e a 
d e d u ç ã o sempre que seja p o s s í v e l . 

Ju lgo que o programa de M a t e m á t i c a do 1.° ciclo, 
depois destas co r r ecções , t e r ia maior e f i c i ê n c i a e 
seria superior aos programas das anteriores reformas. 

(Continuai 

C I E N T Í F I C O 
COLÓQUIO INTERNACIONAL DE TOPOLOGIA DAS VARIEDADES FIBRADAS 

B r u x e l a s — J u n h o d e 1950 

O Centro Belga de I n v e s t i g a ç õ e s M a t e m á t i c a s , a 
que j á nos referimos anteriormente (Gazeta de Mate­
mática, 4 3 , 1950), promoveu em Junho de 1950 uma 

r e u n i ã o dalguns dos mais n o t á v e i s m a t e m á t i c o s que 
se dedicam a este ramo da Topolog ia , d i sc ip l ina que 
d i a a dia , toma maior i m p o r t â n c i a e que é hoje 
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reconhecido desempenhar um papel b á s i c o em quase 
todos os ramos da M a t e m á t i c a . 

O C o l ó q u i o iniciou-se corn as duas c o n f e r ê n c i a s : 
Introdução à teoria dos espaços fibrados por H . H O P F 
e Noções de Algebra Diferencial ; aplicação aos grupos 
de Lie e às variedades onde opera um grupo de Lie 
por H E N R I C A R T A » . 

Seguiram-se as expos ições sobre assuntos mais 
restrictos : 

As conexões infinitesimais num espaço fibrado dije-
renciável por C . EHRESMANN. 

A transgressão num grupo de Lie e num espaço f i ­
brado principal por H . CARTAN. 

Sobre um tipo de algebras diferenciais em relação 
com a transgressão por J . L . K Ó S Z U L . 

Espaços fibrados e homotopia por B . ECKMANN. 
Sobre a homologia dos grupos de Lie, dos espaços ho­

mogéneos e dos espaços fibrados principais por J . L E R A Y . 

Sobre uma fórmula da teoria dos espaços fibrados 
por H . H O P F . 

Algumas relações entre a homologia nos espaços 
fibrados e as classes características relativas a um 
grupo de estrutura por G. H I R S C H . 

O Centro encarregou o m a t e m á t i c o belga G. HIRSCH 
da o r g a n i z a ç ã o do C o l ó q u i o e pub l i cou (') as comuni ­
cações apresentadas, como j á o f i ze ra com o C o l ó q u i o 
de Geometria A l g é b r i c a . 

No f i m da r e u n i ã o f o i enviada ao n o t á v e l m a t e m á ­
t ico f r a n c ê s E L I E CARTAN, cu jo falecimento recente é 
sentido por todo o mundo m a t e m á t i c o , a seguinte 
miss iva : «A l'issue du Colloque de Topologie , tenu à 
Bruxel les d u 5 au 8 j u i n 1 9 5 0 , les pa r t i c ipan t s expr i ­
ment leur profonde admi ra t ion à M . E L I E CAHTAN, 
dont les t r avaux ont ouver t l a voie à l a p l u p a r t des 
recherches exposées au cours de cette r é u n i o n » . 

M . Z . 

C E N T E N Á R I O DE G O M E S TEIXEIRA 

Como n o t i c i á m o s a Gazeta de Matemática d e d i c a r á 
um dos n ú m e r o s deste ano, o n.° 5 0 , em homenagem 
ao m a t e m á t i c o p o r t u g u ê s Gomes Te ixe i r a . 

A R e d a c ç ã o recebeu j á os seguintes trabalhos i n é ­
d i tos : 

1 — Ore the reversion of series, Prof . Sir E . W h i t t a k e r ; 
2 —Equações de derivadas parciais e funções de variá­
veis reais, P ro f Hadamard ; 3 — Caracterisations fonc­
tionnelles des transformations de Laplace, Prof. R. San 
J u a n ; 4 —Sobre pares défiguras convertis, Prof. L u i s 
A . S a n t a l ó ; 5 — 0 » a certain arithmetical identity 
related to the doubly periodic function of the second and 
third kinds, Prof . M . A . Basoco ; 6 — Sobre la inver­
sion en las elasticidades parciales, E n g . D r . Gallego 
D i a z ; 1 —Sobre aneis de endomorfismos, Prof. A . A l ­
meida Costa; 8—Ûber tin Kennzeichnung von Bogen 
minimalen Ordnungsivertes, Prof. Ot to H a u p t ; 9 — Un 
critère de continuité, D r . Renato Pereira Coelho. 

Os trabalhos n . ° ' 1 e 5 t ê m o interesse pa r t i cu l a r 
de se relacionarem com resultados o r ig ina i s obtidos 
pelo Prof. F . Gomes Te ixe i ra . 

Prometeram c o l a b o r a ç ã o para este n ú m e r o come­
mora t ivo , a l ém de alguns estrangeiros, entre outros 
os seguintes m a t e m á t i c o s portugueses : Prof . Manuel 
doe Reis, Prof. M i r a Fernandes, Prof. Vicente Gon­
ç a l v e s , Prof. J . S e b a s t i ã o e S i lva , Prof. R u y L u í s 
Gomes, Prof. A n t ó n i o Monte i ro , Prof. H u g o Ribe i ro , 
D r . J . R ibe i ro de Albuquerque , D r . L u í s Neves Real, 
D r . A t ó n i o G i ã o , D r . Fernando Soares D a v i d e 
D r . A l f r e d o Pereira Gomes. 

M. z. 

S E M I N Á R I O B O U R B A K I 

E m M a r ç o passado realizou-sc no I n s t i t u t o H e n r i 
P o i n c a r é a 2.* s e s s ã o deste S e m i n á r i o , onde fo ram 
fei tas e comentadas as c o n f e r ê n c i a s seguintes: 
1 ) Groupes d'homolopie— por J . P. Serre; 2 ) Nombre 
de solutions des équations polynomials sur tin corps 
fini — por J . Delsar t re ; 3 ) Théorie des caractères dans 
les groupes unimodulaires — por R. Godement; 4 ) Les 
théorèmes de Whitney sur les fonctions différentiables— 
por L . Schwartz ; 5 ) Anneaux d'opérateurs et reprè-
sentatians des groupes—por D i x m i e r ; e 6 ) Théorie 
du corps de classes local selon G. P. Holschild—pov 
P. Samuel. A . r . a. 

D O U T O R A M E N T O N A F. C L 

N a Faculdade de C i ê n c i a s da Universidade de 
L i sboa realizaram-se, nos dias 5 e 7 de Maio deste ano, 
as provas para a o b t e n ç ã o do g rau de doutor em 
C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s do assistente Peter Bruno Theo-
dor Braumann . 

Os i n t e r r o g a t ó r i o s i n c i d i r a m sobre os pontos : « I n t e ­
grais c u r v i l í n e o s » e « S e p a r a ç ã o de valores reais em 
p o l i n ó m i o s r e a i s » . A tese in t i tu lava-se « A s p a r t i ç õ e s 
em diversos ramos da M a t e m á t i c a » . Os i n t e r r o g a t ó ­
r ios e d i s c u s s ã o da tese fo ram feitos pelos professores 
da Faculdade Doutores J . Ramos e Costa e J . Vicente 
G o n ç a l v e s . 

«A Gazeta de M a t e m á t i c a » f e l i c i t a vivamente o 
novo doutor. M . Z . 

(') Colloque de Topologie (Espaces Fibres)— C. B . R. M. Geor­
ges Thone, Liège— Massoo & Cie, Paris—1951. 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
S O L U Ç Õ E S I N T E I R A S N Ã O N E G A T I V A S E I N T E I R A S P O S I T I V A S 

D A E Q U A Ç Ã O D E D I O F A N T O (') 

p o r H e l i o d o r o Augusto Lopes e António Francisco Pires 

Consideremos a e q u a ç ã o de DIOFANTO ax + by ~ e 
em que : 

a) os n ú m e r o s a, b, e c s ã o inteiros e posit ivos 
nenhum deles nulo ou negativo ; 

b) os coeficientes a e b s ão primos entre si , o 
que garante a i r r edu t ib i l i dade da e q u a ç ã o e a exis-
t ô n c i a de uma in f in idade de so luções in te i ras dadas, 
a p a r t i r de uma delas ; j / 0 j P o r 

x — xa -i- b • u ; y = y0 — a • u 

com it i n te i ro qualquer. 

1 — R e s o l u ç ã o d a e q u a ç ã o e m n ú m e r o s i n t e i r o s 

n ã o n e g a t i v o s 

0 p a r â m e t r o u deve satisfazer simultaneamente às 
duas c o n d i ç õ e s : 

œ 0 + 6 • u ! > 0 ; i/o — B • « > 0 
donde se deduz 

b a 

dupla c o n d i ç ã o que mostra ser limitado o número de 
soluções em números inteiros não negativos. 

Como XQ e i/o n ã o podem ser conjuntamente 

números negativos, dois casos se apresentam : 

A —• xB ; y0 è uma solução em números positivos 

Designando h e k os maiores intei ros contidos 

em — e — , respectivamente, a s u c e s s ã o 
a b -

deduz-se 

8) ~b ; 
; - 2 ; - l ; 0 ; l ; 2 ; 

;h; — ; » T 1 
a 

mostra que a assume os h + k + 1 valores in te i ros 

a que correspondem outras tantas soluções em números 
não negativos. 

Ora, de 

y 0 - a - / í + r ; 0 < / < a o a- 0 = b • k + R ; 0 < i i < 6 

2/o . * a=o .R 
— — A H e — =- « H  
a a b b 

Adic ionando membro a membro as igualdades 
anteriores, resulta 

1) ah 
h + k -r 

br + aR 

ab 

atendendo a que x0 ; y0 é uma s o l u ç ã o da e q u a ç ã o 
proposta. 

é r - f a f l 
A f r a c ç ã o obedece ;\ d u p l a c o n d i ç ã o 

0 < 
br + aR 

ab 

ab 

; 2 , porque de 0 < r < a c 0 < K < 6 

se o b t é m 0 < ; 4 » - + a 2 í < 2 - a 6 ; a l ém disso, a refe­
r i d a f r a c ç ã o ó diferente de 1 , o que se reconhece 
com a u x í l i o dos teoremas seguintes : «<Se um número 
divide uma das duas parcelas de uma soma, esta e a 
outra parcela, divididas por esse número dão restos 
iguais» e «Se um número divide um produto e è primo 
com um dos /actores, divide o outro factor». 

Nestas cond ições , temos : 

a) 
br + aR 

0 < - < 1 
ab 

c r 0 
A igualdade 1) toma a ío r ina — = h + k - f •! 

ab [ 0 , n 
da qual se conclui que h + k è o maior inteiro con­
t i do em c/ab. 

PORTANTO: « O número de soluções cm inteiros não 
negativos é igual ao maior inteiro contido em ciab 
aumentado de uma unidade». 

b) 
br + aR 

1 < — < 2 
ab 

A referida igualdade 1) escreve-se com a fo rma 

c 

ab 

(') Recebido um 1951, Fevereiro, 12. 

que mostra ser h + k + 1 o maior inteiro contido 
em cjab. 
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PORTANTO : « 0 número de soluções em inteiros não 
negativos é igual ao maior inteiro contido em cjab. 

B -* XQ ; yo è uma solução em que x 0 é negativo e yo 
positivo 

Pondo x ' 0 = — x0 e designando h e k os maiores 

in te i ros contidos em — e — , respectivamente, a 
a b 

s u c e s s ã o 

A refer ida igualdade 2) escreve-se com a fo rma 

SO l ; 2 ; - . - ; * ; - V + l ; 
o 

h + X 

mostra que u assume os h — k valores intei ros 

k + 1 ;k + 2; ••• ; h — 1 ; h 

a que correspondem outras tantas soluções em números 
não negativos. 

Procedendo como anteriormente, de 

i/o r x'a R' 
— = h + — ; O < r < a e - - - = + 1 
a a b b 

com jR' = b • 

conclui-se 

R e 0 < i í < 6 

2) 
ab 

= h — k — 1 + 
br + aR< 

ab . 

atendendo a que X(,;y0 é uma so lução da e q u a ç ã o 
proposta. 

Como R' obedece à dupla c o n d i ç ã o 0 < i ? ' * ^ 6 , 
_ br + aR' 

reconhece-se que a t r a c ç ã o satisfaz a 
1 ' ab 

„ ò r + a i í ' 
0<C < 2 ; a l ém disso, é i g u a l a 1 se b = PJ 

ab 

e r = 0 , e diferente de 1 nos outros casos. 

Nestas cond ições , temos 

a) 
br + aR' 

O < — - < 1 
ab 

A igualdade 2) toma a fo rma 

— = A — k — 1 + O, M 
ab 

da qual se conclui que h — k — 1 é o maior inteiro 
contido em cjab . 

POETANTO: « O número de soluções em inteiros não 
negativos ê igual ao maior inteiro contido em cjab 
aumentado de uma unidade». 

ab 
= h — k - 1 + í 1 

l l , n 
que mostra ser h — k o maior inteiro contido em 
c/ab . 

POBTANTO: O número de soluções em inteiros não 
negativos é igual ao maior inteiro contido em cjab ». 

A s c o n s i d e r a ç õ e s fei tas em A -* e B -* permi tem 
escrever a p r o p o s i ç ã o P . : — « O número de soluções 
em números inteiros não negativos da equação ax + 
+ by = c , nas condições indicadas, é igual ao maior 
inteiro contido em cjab ou ao inteiro seguinte», v is to 
que o r a c i o c í n i o e a c o n c l u s ã o em B -r se m a n t ê m 
quando i/o í negat ivo e xo pos i t ivo , como faci lmente 
se reconhece. 

O B S . — No caso l i m i t e c = O , a p r o p o s i ç ã o ante­
r i o r a inda é a p l i c á v e l . Na realidade, a e q u a ç ã o ax - f 
+ by um O admite a ú n i c a s o l u ç ã o n ã o negat iva 
x = 0 ; j / = 0 . 

I I — R e s o l u ç ã o d a e q u a ç ã o e m n ú m e r o s i n / e i r o s 

e p o s i t i v o s 

XQ y$ 
Neste caso, os n ú m e r o s e — , que l i m i t a m a 

6 a 
v a r i a ç ã o do p a r â m e t r o u , mesmo que in te i ros , não são 
valores de u, quer dizer, u obedece à dupla c o n d i ç ã o 

XQ y a 
< « < — 

b a 

Como em I — temos a considerar dois casos : 

A —f XQ ; j/o e WW solução em números positivos 

A s u c e s s ã o S) e a correspondente igualdade 1) 
permitem construir o quadro seguinte : 

Valores de 

aso í/o 

6 a 

N ú m e r o de 
so luções 

M a i o r i n t e i ro 
contido em c/ab 

N ã o in te i ros h + k -r 1 h + k ou h + k + 1 

Ambos in te i ros h + k 

U m deles in t e i ro h + k h + k 

b) 
br + aR' 

1 < - — < 2 
ao 

B -» x 0 ; i/o è uma solução em que xa é negativo 
e j/o positivo 
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A s u c e s s ã o Sj) e a correspondente igualdade 2) 
permitem construir o quadro seguinte: 

Valores de 

e — 
6 a 

N ú m e r o de 
so luções 

Maio r in te i ro 
contido em c/ab 

N ã o intei ros h — k h—k ou h — k — 1 

Ambos in te i ros h — k — l h - k 

É i n t e i í o • 

x0 

~ b 
ou 

j / 0 

a 

h — k h — k 

É i n t e i í o • 

x0 

~ b 
ou 

j / 0 

a 
h - k — 1 h — k — í 

D a o b s e r v a ç ã o dos quadros precedentes, c o n c l u í m o s 
a p r o p o s i ç ã o seguinte, vulgarmente conhecida pelo 
nome de Teorema de C A T A L A N : 

« O número de soluções em números inteiros e posi­
tivos da equação ax + by = c, nas condições indi­
cadas, è igual ao maior inteiro contido em cjab ou 
esse inteiro aumentado ou diminuído de uma unidade» 
vis to que o r a c i o c í n i o e a conc lusão em Zí —* se m a n t ê m 
quando j/o é negat ivo e XQ pos i t ivo , como faci lmente 
se reconhece. 

O B S I : — Es ta p r o p o s i ç ã o pode aplicar-se à de te rmi­
n a ç ã o do n ú m e r o de so luções em inteiros n ã o nega­
t ivos , porque c o n t ê m a correspondente p r o p o s i ç ã o 
P. refer ida e m I - > . 

O B S 2 : — A s c o n s i d e r a ç õ e s anteriores levam-nos às 
seguintes conc lusões , ú t e i s na prática da determina­
ç ã o das so luções em n ú m e r o s inteiros e p o s i t i v o s : 

a) Se c/ab é inteiro, o número de soluções é igual ao 
maior inteiro contido em cjab diminuído de uma unidade; 

b) Se a parte própria de cjab, tornada irredutível^ 
tem por denominador um dos coeficientes a ou b , o 
número de soluções é igual ao maior inteiro contido em 
cjab ; 

c) Nos outros casos, o número de soluções é igual ao 
maior inteiro contido em cjab ou esse inteiro aumen­
tado de uma unidade. 

A l g u n s exemplos : 

E q u a ç õ e s 

• 
N ú m e r o de so luções 

E q u a ç õ e s 
A p l i c . " os teor. Resolv." a eq. 

7 x + õ y ~ 1 4 0 
n. neg. 4 ou 5 5 

7 x + õ y ~ 1 4 0 
posi t . 3 3 

5x + 'iy= 87 
n. neg. 5 ou 6 6 

5x + 'iy= 87 
posit . 5 5 

3x + 5y = 53 
n . neg. 3 ou 4 4 

3x + 5y = 53 
posit. 3 ou 4 4 

P O N T O S DE EXAME D O 3.° C I C L O D O E N S I N O LICEAL 

E DE EXAMES DE APTIDÃO ÀS E S C O L A S SUPERIORES 

Ensino L i c e a l — Exames do 3." c i c lo — 1950. 

I 

3 2 2 0 — Determine os n ú m e r o s a e b inteiros e 
posi t ivos tais que o p o l i n ó m i o x 3 — 6 x J + 2ax + /> 
seja d i v i s í v e l por x—1 . R : Representando por P (x) 
o polinómio, tem-se P (1) = 0 ou 2 a -r b = 5 , equação 
de DIOFANTO que admite 2 soluções em números inteiros 
e positivos : a j = 1 , b j = 3 e as = 2 , b 2 = 1 . Há 
pois dois polinómios, P j (x) = x 3 — 6 x 2 + 2 x + 3 e 
P* 0 0 = x 3 — 6 x J -(- 4 x 4 -1 , nas condições do enunciado. 

3 2 2 1 — E dada a e q u a ç ã o xz +• 4 a x + a •= 0 ein 
que o > 0 . 1) Determine a e q u a ç ã o cujas r a í z e s 
sejam respectivamente a m é d i a a r i t m é t i c a e a m é d i a 
g e o m é t r i c a das r a í z e s da e q u a ç ã o dada. 2) Calcule o 
de modo que a soma das r a í z e s da e q u a ç ã o obt ida 
seja i g u a l a — 6 . R : 1) Sejam x j e Xj as raízes da 
equação dada e y ] s y j as da eq. a determinar. Então: 
Vi = ( * i + * i ) / 2 = — 2a , y 2 = t / x i x 2 = v / ã , yi + yi — 

= l / a — 2a e y i y 2 = — 2 a l / a ; a eq. do 2." grau pedida 
e y 2 + ( 2 a - l / ã ) y — 2 a l / ã = 0 . 2) l / a — 2a = — 6 , 
l / a = 2a — 6 . Racionalizando : 4 a : — 25 a + 36 = 0 
eq. que admite as 2 raízes 4 e 9/4 , esta última solução 
extranha à eq. l / a = 2 a — 6 . Tem-se pois a = 4 . 

I I 

3 2 2 2 - Os pontos A ( - 2 , - 3 ) e B ( 0 , 1 ) são 
os extremos do d i â m e t r o duma c i r c u n f e r ê n c i a , a) Cal ­
cule o ra io da c i r c u n f e r ê n c i a , b) Calcule as coorde­
nadas do centro, c) Escreva a e q u a ç ã o da c i rcunfe­
r ê n c i a , d) Sendo 8 o ponto de i n t e r s e c ç ã o da 
c i r c u n f e r ê n c i a com o semi-eixo pos i t ivo das abeissas, 
determine o â n g u l o que a recta AS f o rma com esse 
eixo. R : a) R = Ã B / 2 = l /2Õ/2 = l / õ ; b) C ( — 1 , - 1 ) ; 

c) (x + l ) í - t - (y + l ) 2 = 5 ou x2 + y2 + 2x + 2 y - 3 = 0 : 
d) os 2 pontos de intersecção do eixo das abeissas com 
a circunferência são as soluções do sistema: x J + y 2 + 
+ 2x + 2y — 3 = 0 , y = 0 , sistema equivalente a x 2 + 2 x — 
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- 3 = 0 , y = 0 , donde ( 1 , 0 ) e ( - 3 , 0 ) . O 1." ponto è 
o que pertence ao semi-eixo positivo e portanto S ( 1 , 0 ) . 
A eq.de AS é y = x —1 cujo coeficiente angular per­
mite determinar imediatamente o ângulo, a pedido : 
t g a = 1 ou a = TT/4 r ad . 

3 2 2 3 - Sendo A 

I I I 

tgct 

1 — sec2 a 
do 4.° quadrante, calcule A . 

Et : A
 t g g * I 1 

— e 
4 

1 — sec2 a 

Se 3JT/2 < a < 2rt e cos a 

= — cotg * . 
— t g * « 

3/4, cem sena=—^1—9/16=" 

= — donde co tg a = — 3/ l / í " = — 3 ^ 7 / 7 e, í>or-

íawío, A = 3 l / 7 / 7 . 

3 2 2 4 — Na encosta dum monte e s t á espetado ver­

t icalmente u m poste t e l e g r á f i c o AB que projec ta na 

d i r e c ç ã o BD uma sombra BC = 8,5 m , quando a 

a l tu ra do Sol (dada pelo â n g u l o AÊM) f o r G5° 30' . 

O â n g u l o D é 33° 20' 5 ' ' . a) Calcule o â n g u l o ACB . 

b) Calcule BAC. c) Determine a a l tu ra BA. R : 

a) A C B = A Ê M - B Í J M = 65° 30' - 33° 20' 5" = 32° 9' 55". 

b) B Â C = 90° — A É M = 24° 3 0 ' . c) Considerando o 

Ã B 8,5 
triângulo TAB C l , tem-se ;—— = 

J 1 J ' sen 32° 9' 5 5 " sen 24° 30' ' 

l o g Ã B = 8,5 + l o g sen 32° 9' 55" + l og sen 24° 30' = 

- 0,92942 + 1 ,72620+0,38227=1,03789, 

ou Ã B = 1 0 , 9 1 m . 
I V 

3 2 2 5 — O n ú m e r o N d iv ide o produto 6 X 5 e 
é p r i m o com 5. a) Que valores pode tomar N? 
b) Enuncie e demonstre o teorema que j u s t i f i c a a 
resposta à a l í n e a anterior . R : a) N = 2 , 3 , 6 . 

3 2 2 6 — D e t e r m i n e os t r ê s menores n ú m e r o s pares 
consecutivos, tais que o p r ime i ro seja m ú l t i p l o de 3, 
o segundo m ú l t i p l o de 5 e o terceiro m ú l t i p l o de 7 . 

SoluçBes dos n.° ! 3220 a 3225 de M. Zaluar 
S o l u ç ï o do u.° 3220 Vidé : A. A . Loues, Compendio de 

Aritmética Racionai, 3.° ciclo dos Liceus, Porto, 1951, páff. 153. 

Exames de apt idão para f r e q u ê n c i a dos prepara­
t ó r i o s para a Faculdade de Engenhar ia e Instituto 
Superior T é c n i c o — 1950, Outubro * - Ponto n.° 3. 

3 2 2 7 — Demonstre que o n ú m e r o que precede ou 
o que segue um n ú m e r o p r i m o superior a 3 é u m 
m ú l t i p l o de 6. R : Bastará provar que qualquer número 
primo superior a 3 é da forma 6 + 1 , o que é imediato 
em virtude de qualquer número ser 6 , 6 + 1 , 6 + 2 
ou 6 + 3 e de serem compostos todos os números da forma 
6 , 6 ^ 2 e 6 + 3, pondo de lado os números 2 e 3 . 

3 2 2 8 — Determine quantos n ú m e r o s intei ros exis­
tem, menores que 2000, que sejam m ú l t i p l o s comuns 
de dois ou t r ê s dos n ú m e r o s 2, 3 e 5. R : Os números 
são: Gk(k=j fc5) , 1 0 k ' ( k ' ^ 3 ) 1 5 k " ( k " = £ 2 ) e 3 0 k ' " 
todos inferiores a 2000. Os números 6 k inferiores a 
2000 são em número de 333, isto é, k pode tomar todos 
os valores desde 1 o 333 ; teremos de excluir nos valores 
de k os múltiplos de 5 , menores que 333, que são 6 6 . 
Portanto há 333 — 66 = 267 n."' inferiores a 2000 que 
são múltiplos de 2 e 3 e não de 5 . Procedendo igual­
mente para os outros números, obtinha-se o número 
global 534 {incluindo, naturalmente, 0) . 

3 2 2 9 — Determine m e n de modo a terem as 
mesmas r a í z e s as e q u a ç õ e s : 

(m — 1) x 2 + ( 2 m + 1) x + 4 = 0 
(3 n 4- 1) X s - (n - 3 ) x - 1 = 0 . 

m - 1 2 m + l 4 
R : Deverá ser = — = 

2 n + l — ( n - 3 ) - 1 
cuja solução é u = 7/20, m = —29/5 

sistema 

3 2 3 0 — l iesolva a i n e q u a ç ã o 
x 2 + 2 x + 3 

< 0 . 
2 x 2 — 3 x 

R : O numerador da fracção é sempre positivo para 
valores reais de x (os seus zeros são números imaginá­
rios) ; o denominador deverá ser portanto negativo. 
Vem 0 < x < 3 / 2 . 

3231 — F a ç a o desenvolvimento do b i n ó m i o 
(x — x - 2 ) 3 e s i m p l i f i q u e os seus termos. R : 

x 5 - 5 x 2 + 1 0 x - ' - 1 0 x - 4 + 5 x - ' — x " 1 0 . 

3 2 3 2 — Determine com o a u x í l i o de umas t á b u a s , 
dando os logar i tmos dos n ú m e r o s e das f u n ç õ e s gonio-
rné t r i c a s com cinco algarismos decimais, os valores 
de st que satisfazem à e q u a ç ã o 

t a g a. = \J\ — cos 327° 12' • 
R : Em virtude de ser cos 2x = l —2 sen 2 x a relação 
dada é equivalente a t g * = } / 2 sen 2 163° 36 ' , on t g « = 
= V/2 sen 163° S& = [/2 sen 16° 24'. 

Aplicando logaritmos, vem l og t g a = 1/2 l o g 2-t-
+ l o g s e n l 6 ° 2 4 ' , l og t g a = 1.60128 (5 ) , a = k . l 8 ( ) ° - t -
+ 21° 45 '57" . 

Soluções dos n." 3227 a 3232 de Laureano Barros 

http://eq.de
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

F . C. C. — A L G E B R A SUPERIOR — Exame f inal , 1949-50. 

3 2 3 3 — P r i m i t i v a r a f u n ç ã o : 

/ ( x ) - (2x - 3 ) /V2x2 - 2x + 1 . 

3 2 3 4 — A p l i c a r o m é t o d o de STURM à s e p a r a ç ã o 
das r a í z e s do p o l i n ó m i o x 3 + x 2 — 3 x — 1 e calcular a 
maior delas em 1.* a p r o x i m a ç ã o pelo m é t o d o de 
NEWTON. 

3 2 3 5 — M o s t r a r que a f a m í l i a de q u á d r i c a s 

2 x

2 + 2 2 / 2 + > 2 3 2 + ( x 2 - 2 ) xz + 4(x + y + z) + 4-X=0 

c o n t é m duas esferas c o n c ê n t r i c a s . Dete rminar a super­
f í c i e que corta o eixo Os no ponto s = — 1 e a recta 
x = l , z ——5 no ponto y=0 . R e d u z i r a e q u a ç ã o 
ob t ida à fo rma c a n ó n i c a . Classif icar a s u p e r f í c i e . 

I . S. C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame f ina l — 

4/10/1950. 

3 2 3 6 — Estude a f u n ç ã o ?/ = l — e~x". R : D o m í n i o : 
( - c x j , o o ) ; l i m y = l — 0 , l i m y = l — 0 . Cont inuidade: 

X=—CO X=OJ 

contínua em todos os pontos do domínio. S imet r ia : 
relativamente a y y ' . T r a ç o s nos e ixos: ( 0 , 0 ) . Cresci­
mento: decrescente em ( — c o , 0 ) ; crescente em (0 , + oo) . 
M á x . e m i n . : mínimo na origem, igual a zero. Concavi ­
dade .- negativa em ( — o o , — l / \ / 2 ) ; positiva em 
(—\j\/2, l / t / 2 ) ; negativa em ( l / y / 2 , + 0 0 ) . I n f l e x õ e s : 
nos pontos de abcissa x^ = — l/'\/2 =: — 0,7 e x 2 = 
= l /v /2 TS. 0,7 com ordenadas y = l — e - " 2 x 0 ,4 . A s s í n -
totas : de equação y = 1 . A curva para baixo da 
assinlota. 

3 2 3 7 — Seja P ( x , y ) um p o l i n ó m i o cujos termos 
são todos de grau superior à unidade, a) Mostre que 
a e q u a ç ã o f ( x , y ) = P ( x , y) + xz—y=0 define i m p l i ­
citamente uma f u n ç ã o y (x) na v i z i n h a n ç a do ponto 
AT ( 0 , 0 ) . b) Supondo P ( x , y) = ( x 2 — 1) y2 escreva a 
e q u a ç ã o da tangente à curva de e q u a ç ã o / (x , y) = 0, 
na or igem dos eixos coordenados, c) Demonstre o 
teorema em que baseou a resposta à a l í n e a a). R : 
Como o polinómio se anula evidentemente no ponto 
M ( 0 , 0 ) , tem-se : f (0 , 0) = 0 e como f (x , y ) ê continua 
relativamente a x e continua e m o n ó t o n a relativamente 

a y , pelo teorema de existência, tem-se uma y (x) em 
certo rectângulo centrado em M ( 0 , 0 ) . A derivada 
à f ( x , y ) em ordem a y e igual a —1 no ponto M ( 0 , 0 ) , 
e por isso f (x , y ) é decrescente relativamente a y 
dentro do tal rectângulo conveniente. Como f (x , y ) è 
diferenciável de diferencial identicamente nula, vem 

df = f£dx + {', dy = 0 ou f» + {', 
dy 

dx 
0 . e e pois 

dy 2xy2 + 2x 
dxT 2 ( x 2 - l ) y - l 

gente é o eixo dos X X . 

que para x = 0 é nula. A tan-

3 2 3 8 — D e f i n a s u c e s s ã o de S tu rm de f (x) no 
in tervalo (a, b), e mostre como ela r e f l è t e a passagem 
de x por um zero simples de f ( x ) i n t e r io r ao in te rva lo . 

U t i l i z e a s u c e s s ã o na contagem e s e p a r a ç ã o dos 
zeros do p o l i n ó m i o P (x) = x 4 — 2 x 3 — 2 x — 1 e calcu-
le-os em p r i m e i r a a p r o x i m a ç ã o . R : São limites dos 
zeros l = - l / 2 e L = 3 . 

x ' - t / 2 0 1 2 3 

x * - 2 x 3 - 2 x - l + 5/12 - 1 - 4 - 5 + 20 

2 * » — 3*s*-1 - 2 - 1 - 2 +3 + 21 

3x2 + 6 x + 5 + 11/4 + 5 + L4 + 29 + 50 

- x — 1 - 1 / 2 - 1 - 2 —3 - 4 

- 2 - 2 - 2 - 2 —2 —2 

N . ° de v a r i a ç õ e s 3 3 2 2 1 

Há uma raiz real em (—1/2,0) . Para ela o extremo 

favorável ao cálculo ê —1/2; tem-se: 

- 1 5 

1 
r , = - ¥ + 

1 6 
= 0,422 ( por defeito). 

Há uma raiz real em ( 2 , 3 ) . Para ela o extremo favo-
n 20 

ravel é 3 ; tem-se: r 2 = 3 — — 2,524: (por excesso). 

3 2 3 9 — F a ç a a contagem e s e p a r a ç ã o das raizes 
da e q u a ç ã o 4 x 3 — 5 x 2 —14x—G = 0 , e calcule em 1.* 
a p r o x i m a ç ã o a maior das raizes reais. R : Os limites 
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das raizes são 1 = — 1 e L = 3 . Com a sucessão de Fou­
rier temos o seguinte quadro: 

- X — 1 0 1 2 3 

4 x 3 —5 x 2 —14 x — 6 - 1 - 6 — 21 - 1 2 + 1 5 

1 2 x 2 - 1 0 x - 1 4 + 4 - 7 - 6 + 7 + 32 

2 4 x - 1 0 - 1 7 - 5 7 TÏ9 ~+37 
24 + 24 + 24 + 24 + 24 + 24 

N.° de v a r i a ç õ e s 3 1 — r " ï~ 0 

f (x) tem um máximo em (—1 , 0 ) ; se este máximo é 
positivo há dois zeros reais distintos no intervalo ; se o 
máximo é nulo há um só zero no intervalo (zero duplo) ; 
se o máximo é negativo não haverá zeros reais no inter­
valo ( - 1 , 0 ) . 

As equações das tangentes em ( — 1 , - 1 ) e em (0 ,— G) 
são respectivamente: y + l = 4 ( x + l ) e y + 6 = — 7 x , 
e cortam, respectivamente, O X em pontos de abcissas 
— 3 / 4 > — 6 / 7 . As duas tangentes cruzam-se abaixo de 
O X e o concavidade é negativa no intervalo: não há 
raizes reais em (—1,0) . Para calcular a única raiz 
real o extremo favorável è 3 ; a equação da tangente no 
ponto ( 3 , 1 5 ) é: y —15 = 32 (x—3) e ela corta O X em: 
r — 15/32 + 3 = 81/32 a 2,532, aproximação por 
excesso. 

3 2 4 0 — D e f i n a f u n ç ã o c o n t í n u a num ponto e l i m i ­
tes f (a — Q) e / ( o + 0 ) . Estude a cont inuidade da 

f u n ç ã o y — ( a > 0 ) no ponto de abcissa x = 0 . 
1 + a 1 " 

( S u g e s t ã o : F a ç a o estudo nas duas h i p ó t e s e s a < 1 
e « > l ) . R : <Se a > l o valor da função é 0 e os 
limites esquerdo e direito são, respectivamente, 1 e 0 . 
<S"e a < 1 o valor da função « 1 e os limites esquerdo 
e direito são, respectivamente, 0 e 1 . A função não é 
continua no ponto x = 0 mas é continua à direita. 

3241 — Determine o p o l i n ó m i o de g rau m í n i m o 
t a l que / ( - 4) = 3 9 1 , / ( - 2) = 35 , / ( O ) = - 1 , 
/ ( 2 ) _ _ 5 , / ( 4 ) - 119. 
R : A tábua das diferenças é 

384 

portanto o polinómio è: 

f (x) - 391 — 173 (x + 4) + 40 (x + 4) (x + 2) -

- 6 (x + 4) (x -t- 2) x + (x + 4) (x + 2) x (x — 2) . 

- 4 391 
- 3 5 0 

- 2 35 
- 36 

320 
—288 

0 — 1 
- 4 

32 
96 

2 - 5 
124 

128 

4 119 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame f ina l 
0utilbro de 1950. 

I —Parte P r á t i c a 

3 2 4 2 — De te rminar em que cond ições h a v e r á ima ­
g i n á r i o s puros s satisfazendo à r e l a ç ã o zp=(l + i)' 
onde p é um n ú m e r o in t e i ro e pos i t ivo . 

3 2 4 3 —Dada a f u n ç ã o / ( x ) = - ( x + a) (x—a) (x + fe) 
(x—b), ve r i f i ca r que ela é l i m i t a d a infer iormente no 
in te rva lo (—oo , + o o ) . Mostrar que o seu extremo 
in fe r io r é ao mesmo tempo um m í n i m o absoluto e 
re la t ivo . Fazer a r e p r e s e n t a ç ã o g r á f i c a e aproximada 
da f u n ç ã o . 

» x" 
3 2 4 4 — V e r i f i c a r que a s é r i e > J ( — 1 )" 

T ( n ! ) J 

é absoluta e uniformemente convergente para todos 
os valores reais de x. Calcular o valor da sua de r i ­
vada, para x = 2 , com um erro i n f e r io r a 0,001 . 

3 2 4 5 — D i s c u t i r a p o s i ç ã o r e l a t i va dos t r ê s planos 

\ ax + y+ 3 + 1 = 0 
x + ay + 3 + 1 = 0 
x + y + az + 1 = 0 

para os diferentes valores de a . 
Escrever a e q u a ç ã o normal de um dos planos. 

I I — Parte T e ó r i c a 

3 2 4 6 — Discu ta , a n a l í t i c a e graf icamente , o p ro­
blema da e x i s t ê n c i a de r a í z e s reais na r a d i c i a ç ã o 
de n ú m e r o s complexos. 

3 2 4 7 — F a ç a um estudo s u m á r i o da f u n ç ã o loga­
r í t m i c a de v a r i á v e l complexa. Determine, em par­
t i cu la r , os seus pontos de anal i t ic idade e e s t a b e l e ç a 
para eles a e x p r e s s ã o da sua derivada. 

3 2 4 8 — D i g a em que d i fe rem os conceitos de con­
v e r g ê n c i a un i fo rme e de c o n v e r g ê n c i a o r d i n á r i a duma 
sé r i e func iona l . 

3 2 4 9 — D e f i n a d e g e n e r e s c ê n c i a duma c ó n i c a e 
ind ique os v á r i o s casos que se podem apresentar. 

Demonstre que a c o n d i ç ã o de d e g e n e r e s c ê n c i a da 
c ó n i c a ^4x2 + 2 Bxy + Cy* + 2 D x + 2Ey + G = 0 
é dada por 

A 

B 

D 

B 

C 

E 

D 

E 

G 

= 0 

Soluções dos n. 0' a 3241 J . R. de Albuquerque Enunciados de J . H . Arandea 
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A N A L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F . C. P. — CÁLCULO INFINITESIMAL — 1." E x e r c í c i o de 

r e v i s ã o —1950-51 . 

3 2 5 0 — Calcular a der ivada de y=shxi a p a r t i r 
da d e f i n i ç ã o . R : 

l i m 
h-*0 

sh (x + l ) ) ! — sh 

„ , (x + h ) 2 - x 2 ( x + h ) 2 4 - x 2 

2 sh ch — 

l i m 

2 sh (hx + h 2 /2) ch ( x 2 4 hx +1)2/2) 
h m «= 2 x ch x 3 , 

visto 
sha 

u m 
e* —e- 1 e 2*—1 

l i m = l i m 
2 * 

l i m 

a-*o 2 a e a 

1 sendo — = e 2 o t 

n n l og (1 + l / n ) 

3 2 5 1 — D e t e r m i n a r o verdadeiro valor de 

f 1 1 ~| 
y = I •—. I para œ = 0 . R : 
' I x e " ' - l j 1 

e s h x — x — 1 
y,„, = l i m = 
• y " x - o x ( e " " - l ) 

sh 2 x 
l + shx4- - g - j - + x - 1 

sh2x 
x ( s h x + -ãj- + ••) 

x 3 sh 2 x 

-= l i m 
3! 2 ! 

l i m 

s h 2 x 

2 ! 

x sh x 

x sh x 

1 

ir ' 
Nota: Poderia t a m b é m ter-se aplicado a regra de 

L ' H o s p i t a l . 

3 2 5 2 — Apoiado no teorema « u m a sé r i e , cociente 
de duas outras, é convergente na parte comum aos 
intervalos de c o n v e r g ê n c i a das sé r i e s dividendo e 
d iv isor , salvo nos pontos onde esta se a n u l a » 
efectuar o desenvolvimento em sé r i e de potencias de x 
, . _ sen x 

da funcao y = escrevendo os quat ro p n -
' * l o g (14-*) 

meiros termos. Dete rminar o ra io de c o n v e r g ê n c i a da 

sé r ie e a p a r t i r desta o verdadeiro valor da f u n ç ã o 
x s x' 

para x — 0 . R : sen x = x 1 + R . 
3 ! 5! -r « . . . 

— — é convergente em todo 
( 2 m — 1) ! 

A sér ie 2 ( ~ 
m=l 

o intervalo finito. 

x° / i r \ K n . —_ ( _ i)n+i s e n / j x + n i ( r e s j 0 ^ e IMgrange) 

I B . I 
n ! 

considerados. 

-*• 0 com n oo p a r a o* valores de x 

x 2 x3 
l o g (1 + x) - x - — + — + R i 2 3 

" x™ 
7 J ( — l ) m 4 " ' — e convergente no intervalo, — l < x < T l 

m 

( n - 1 ) ! 
\n -1 _1 ' _ _ B i - (1 - e ) - 1 ( - 1 ) " 

( n - l ) l v ; v ' ( l + ex)» 
0 < 8 < 1 (RJ resío de Cauchy). 

1 - 6 
I R ' I = 

1—6 \ 1 + 8 X ; 

valores de x considerados. Então 

sen x 

• 0 COÍ» n • para os 

y = 

X 3 

X 5 

~ 3 ! + 5!~ 

X 2 X 3 

X 2~ + "3~ 

l og (1 + x) 

_ . . . + ( _ ! ) . + 
( 2 n - l ) ! 

+ (-!)»+ x" 

x 2 13 
x 3 

4 24 

«eWe e«to que representa a função para — l < x < 0 
e 0 < x < l . 

Embora a serie seja convergente para x = 0 ela não 
representa a função nesse ponto visto esta, alvavez da 
sua expressão analítica, não estar definida no referido 
ponto. 

No entanto, fazendo y ( 0 ) = l i m • • (se existir) 
x - M ) l o g ( l - i - x ) 

a série passa a definira função no intervalo — t < x < ^ l 
se7ido 

y „ ~ H m ( i 4 - | - f - - - - ) = i . 
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3253 — De te rminar os m á x i m o s e m í n i m o s de 

x 2 ( x + l ) 

R : 

y 
( x - 1 ) 2 

x ( x 2 - 3 x - 2 ) 
R : Derivando vem y ' = . Zeros da pri-

( s - 1 ) 3 

. . . . „ 3 + 1/Î7 3 - y / Í 7 
meira derivada: x t = O, x 2 = ~ e X3 = ~ — • 

Pontos de descontinuidade da primeira derivada X4—1. 
Valor da segunda derivada nos pontos onde a primeira 
se anula: 

3 x 2 - 6 x - 2 

( x - l ) 3 

y{' > O X | = O mínimo 

//-in 3HVÍ7 . . y.y >• O x 2 = ^ mínimo 

; , ; n 3 - v / r f . . 
yft < U x 3 = ^ máximo. 

Sinal da primeira derivada à esquerda e à direita do 
ponto de descontinuidade 

- 4 - 5 h + h 3 

y ' ( l —h) = > 0 crescente 
—ar 

_ 4 + . . . h + -
y ' ( l + l i ) = — < O decrescente 

h 3 

F . C. P. — CÁLCULO I N F I N I T E S I M A L — 2." E x e r c í c i o de 

r e v i s ã o —1950-51 . 

r cos 2 x 
dx . R : 

COS X 

/ • 2 c o s J x - l C dx 
I -=i / dx = 2 sen x — f = 

J cos x J cos x 

= 2 sen x - l o g t g ( ^ - + ~ j + C . 

3255 - Calcular / l o g l/l + x 2 dx . R : 

^ log v / l + x J dx = x l og v / f + x - — f ( í - , l x 

= x l og t/l -(- x8 — x + arc t g x - j - C . 

3256 — Sendo 

x" + x' + u' = 2 + 

j/s 
cos 1- l og t g U3 = 1 

x 

calcular e —— no ponto x = 1 , j / — 0 , z = 1 , u*> — . 

y x ï - l + z x I _ l + u* log u - f -x z l o g x )- x u í _ l = 0 
dx dx 

+• 

y z 

l + t g 2 ( u z ) 

+ [ , ( « £ ) : + 

t g (uz) 
1 * ;1 + t g 2 (uz) ()U 

z • 
t g (uz) <)x 

d " / ir w 
( l + T . o g l 

dz_ 

dx 
+ l o g T . 

3257 — De te rminar os m á x i m o s e m í n i m o s de y 
def in ido por 

(1) 2 j / 3 + x 2 ( l + 2y) = 0 . 

R : Derivando vem : 

(2) 2 x ( l + 2 y ) + ( 6 y 2 + 2 x 2 ) y ' = 0 . 

1 2 y 3 + x 2 ( l + 2 y ) = 0 
\ • , satisfeito para os valores Jini-
| 2 x ( l + 2 y ) = 0 > •> 1 J 

tos x = 0 , y = 0 mas que anulam o coeficiente de y' . 

Logo, ponto singular. 

Derivando novamente : 

2 (1 + 2 y ) + 4 x y ' + [ 6 y 2 + 2 x 2 ] y " + [ 4 x + 1 2 y y ' ] y ' = 0 

que para x = 0 , y = 0 dá y ' = oo ( m i a dupla). 
Logo, ponto de descontinuidade de y ' , com tangente 

dupla. A eq. (1) define x , no campo real para 

o < y < - 1/2. 
Nestas condições, a equação (2) mostra que para 

x - < 0 é y ' > 0 e para x > 0 e y ' < 0 . 

Se a função passa de crescente a decrescente no ponto 
x = 0 , a função è m á x i m a nesse ponto. 

SoluçOes dos n.°° 3250 a 32Õ7 de Rogério Nunes 

I . S. T . — C Á L C U L O — 1 . ° exame de f r e q u ê n c i a , 1950-51. 

3258 — Dada a ma t r i z A ~= (aik) , sendo 

J aik = — • „ (paca i %k) 

\ au = a (qualquer que seja i) 

mostrar que a transposta de A é p e r m u t á v e l com A . 

R : Se B e ' uma matriz tal que a l k = — a i k (para 

i 5 k ) , e ajj = 0 , será A = aE - f B e Â = aE — B . 

Efectuando A A = a 2 E 2 — a E B - | - B a E — B 2 ou, por E 

ser permutável com qualquer matriz, A A = a ' ; E — B 2 . 

Efectuando Ã A = (aE - B ) (aE + B ) = a 2 E 2 - B 2 = 
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3 2 5 9 — Ut i l i zando o teorema da d e r i v a ç ã o dum 
in t eg ra l def in ido em r e l a ç ã o a um p a r â m e t r o , mos­
t r a r que o i n t e g r a l 

("» 
I = I e-**-*V- dx 

Jo 
è da fo rma 1 — C e - 2 " , sendo C uma constante. R : 

d l / * " 2a __ . * , 
— = I - 6 x- d x . Efectuando agora a 

a d l „ r° £-t ' , 
substituição - = t , lem-se — = 2 e t5 d t = x da 7 

^ 00 > 

— r 
. / O 

dl e _ i ^ _ t d t = — 2 1 , donde y = — 2 d a . 

Integrando: l o g I = l o g C —2a ou I — C e - 2 * . Fazendo 

a = 0 tem-se I = / e - * ' d x = C e, como / e—**dx = 
Jo Jo 

=y/w , I = i / " e - 2 * • 

3 2 6 0 — F u n ç õ e s de v a r i a ç ã o l i m i t a d a e absoluta­
mente c o n t í n u a s — Conceitos de i n t e g r a l de PERRON 
e DENJOY. 

3 261 — Diferencia is de ordem superior à p r ime i r a 
das f u n ç õ e s de uma e mais duma v a r i á v e l . 

Soluções dos n . o s 3258 e 3250 de J . Quadros e Costa. 

C R I T I C A D E L I V R O S 
Espaços Veloriais Topológicos p o r Leopoldo Nachbin, Notas de Matemática N." 4. 

L i v r a r i a B o f f o n i , Rua d o C h i l e , l , Rio d e J a n e i r o ; 1948 . 

Este l i v r o , de que é autor o Professor Leopoldo 
Nachbin , faz par te duma co lecção de monografias , 
« N o t a s de M a t e m á t i c a » , publ icada sob a d i r e c ç ã o do 
Professor A . Anice to Monte i ro , quando da sua esta­
dia no B r a z i l . Trata-se do essencial dum curso de 
Teor i a das F u n ç õ e s , professado pelo autor na Secção 
de M a t e m á t i c a da Faculdade de F i l o so f i a do Rio de 
Janeiro. 

O nome do Prof. Nachbin , que no d o m í n i o dos es­
p a ç o s funcionais e dos e s p a ç o s abstractos tem p u b l i ­
cado alguns trabalhos de grande m é r i t o e de que a 
cu l tu ra m a t e m á t i c a bras i le i ra mu i to tem a esperar, 
é bem conhecido nos meios m a t e m á t i c o s in te rna­
cionais e sem d ú v i d a t a m b é m dos leitores da « G a z e t a 
do M a t e m á t i c a » . Para estes não c o n s t i t u i r á pois uma 
surpreza o elevado interesse que este l i v r o lhes p o d e r á 
oferecer. 

O object ivo central do curso é uma i n t r o d u ç ã o à 
teoria dos e s p a ç o s vectoriais t o p o l ó g i c o s . Colocando-se 
num al to n íve l de generalidade, o autor considera 
e s p a ç o s vectoriais t o p o l ó g i c o s sobre um corpo topo-
lóg ico abstraio e n ã o especialmente sobre o corpo 
dos n ú m e r o s reais ou complesos. E precisamente o 
estudo aprofundado da teor ia dos corpos t o p o l ó g i c o s 
que cons t i tu i a parte mais impor tan te deste pr imei ro 
tomo. A noção de corpo topológico estritamente mininal, 
cr iada pelo autor, permite-lhe obter uma nova caracte­
r i z a ç ã o dos corpos valorizáveis, is to é, cu ja topologia 
pode ser de f in ida por meio dum valor absoluto, e 
t a m b é m fo rmula r , para os e s p a ç o s vectoriais t o p o l ó ­
gicos cujo corpo de escalares é um corpo t o p o l ó g i c o 

estri tamente m i n i n a l , importantes propriedades que 
adiante mencionaremos. (*) 

Para conduzir o l e i to r a t é estes belos resultados, 
cujo interesse não«res ide apenas na sua or ig ina l idade , 
o autor fornece, nos pr imeiros seis p a r á g r a f o s do l i v r o , 
todas as noções e teoremas n e c e s s á r i o s a uma i n i ­
c i a ç ã o neste d o m í n i o , n ã o pressupondo conhecidos 
s e n ã o os prel iminares da teor ia dos conjuntos. 

Ass im, no § 1 s ã o dadas as d e f i n i ç õ e s de e s p a ç o 
t o p o l ó g i c o , s u b e s p a ç o , t r a n s f o r m a ç ã o c o n t í n u a , 
e s p a ç o t o p o l ó g i c o separado, etc. A o produto de e s p a ç o s 
t o p o l ó g i c o s é concedido aqu i o luga r impor tan te 
que ele merece, pela sua u t i l i dade neste como noutros 
c a p í t u l o s . O § 2 consta das d e f i n i ç õ e s de corpo e de 
subcorpo e o § 'á t r a t a de corpos t o p o l ó g i c o s e das 
propriedades fundamentais desta n o ç ã o . Veem a se­
gu i r , no § 4, os e s p a ç o s vectoriais sobre um corpo 
comuta t ivo abstracto. A recta, o plano e o e s p a ç o 
euclideano t r id imens ional s ã o apontados como exem­
plos de e s p a ç o vec tor ia l e designados para servir de 
i l u s t r a ç ã o g e o m é t r i c a i n t u i t i v a à s noções a seguir 
in t roduzidas . Isso f a c i l i t a r á par t icu larmente a com­
p r e e n s ã o do s igni f icado das noções de s u b e s p a ç o 
vec tor ia l , variedade l inear, homotet ia , t r a n s l a ç ã o , 
produto de e s p a ç o s vectoriais , fo rma l inear, etc. 

O § 5 é consagrado aos e s p a ç o s vectoriais t o p o l ó ­
gicos (sobre um corpo t o p o l ó g i c o ) que s ã o definidos 

(') O autor publicou, de resto, outras aplicações desta noção, 
numa nota «On strictly minimal topological division rings», 
Bulletin of the American Math. Society, 55 (1919) p. p. 1128-1136. 
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como e s p a ç o s vector ia is munidos duma topo log ia t a l 
que as o p e r a ç õ e s de a d i ç ã o vector ia l e de m u l t i p l i ­
c a ç ã o por u m escalar s ã o c o n t í n u a s . Destes e s p a ç o s 
s ã o demonstradas algumas propriedades simples 
fundamentais , nomeadamente as cond ições sob as 
quais ele se to rna um e s p a ç o separado (de Hausdor f f ) , 
bem como a c a r a c t e r i z a ç ã o das v i z i n h a n ç a s da 
o r igem. S ã o consideradas a seguir as t r a n s f o r m a ç õ e s 
lineares c o n t í n u a s e os homomorfismos c o n t í n u o s 
entre dois e s p a ç o s vectoriais t o p o l ó g i c o s , mostrando-
-se como se constroiem as imagens homomorfas 
(directa e inversa) , sobre um e s p a ç o vec tor ia l , da 
topo log ia dum e s p a ç o vec tor ia l t o p o l ó g i c o . 

M u i t o cri teriosamente, o autor ocupa todo o § se­
guin te com o estudo dos conjuntos l imi tados num 
e s p a ç o vec tor ia l t o p o l ó g i c o , dedicando pa r t i cu l a r 
cuidado à a p r e s e n t a ç ã o desta noção , que t ã o grande 
i m p o r t â n c i a assume no desenvolvimento da teor ia dos 
e s p a ç o s vector ia is t o p o l ó g i c o s . A d e f i n i ç ã o r igorosa 
da n o ç ã o de parte l i m i t a d a é esclarecida pelo «seu 
c o n t e ú d o g e o m é t r i c o : uma par te L é l i m i t a d a se e 
só se ela pode ser tornada, por meio de uma homo­
te t i a de centro na or igem 6 e de r a z ã o X^feO 
conveniente, t ã o pequena e p r ó x i m a de 6 quanto se 
d e s e j a r » . Ou, o que é equivalente, «se toda a v i z i ­
n h a n ç a da or igem 6 pode ser ampl iada por uma 
homotet ia de centro a e r a z ã o À conveniente, de modo 
a abranger / . » ( p á g . 42 e 43). A f o r a casos t r i v i a i s 
sem i n t é r e s s e , u m e s p a ç o t o p o l ó g i c o n ã o é l i m i t a d o 
e, se fo r separado, n ã o possui s u b e s p a ç o s l imi tados 
a l é m do s u b e s p a ç o formado pela or igem. As p ropr i e ­
dades c l á s s i c a s fundamentais dos conjuntos l imi tados 
s ã o aqui cuidadosamente demonstradas para e s p a ç o s 
vectoriais t o p o l ó g i c o s ; nomeadamente, a c o n d i ç ã o 
n e c e s s á r i a e suf iciente para que uma par te dum p ro ­
duto de e s p a ç o s t o p o l ó g i c o s seja l i m i t a d a : cada uma 
das suas p r o j e c ç õ e s nos e s p a ç o s factores s ã o partes 
l imi tadas destes e s p a ç o s . 

A q u i t e rmina , por assim dizer, a i n t r o d u ç ã o desta 
p r i m e i r a parte da teor ia dos e s p a ç o s vectoriais topo­
l ó g i c o s . N a verdade, as noções que anteriormente 
fo ram estudadas nas suas linhas essenciais s ã o , de 
ora em diante, encaradas dum ponto de v i s t a menos 
geral , que p e r m i t i r á a v a n ç a r mais profundamente na 
a n á l i s e dessas noções . Ass im é, sobretudo, no § 7 . 
Valorizações e corpos topológicos estritamente minimais, 

A topologia sobre u m corpo comuta t ivo K é agora 
def in ida por meio duma f u n ç ã o real de f in ida sobre K 
— a valorização — gosando de propriedades que gene­
ra l i zam as do valor absoluto dos n ú m e r o s complexos. 
Fazendo a d i s t i n ç ã o entre v a l o r i z a ç õ e s a rquime-
dianas e n ã o arquimedianas, o autor d á como exempo 
das pr imei ras o va lor absoluto (ou uma p o t ê n c i a 
h , 0 < h <J 1 , do valor absoluto) sobre o corpo dos 

n ú m e r o s reais ou dos n ú m e r o s complexos ; e como 
exemplo das segundas, a valorização p-âdica sobre o 
corpo Q dos n ú m e r o s racionais, demonstrando que 
esta é a ú n i c a v a l o r i z a ç ã o n ã o - a r q u i m e d i a n a 
sobre Q. Promete igualmente demonstrar «um resul­
tado impor tan te de Ost rowski , segundo o qual aque­
les dois exemplos (a menos de detalhes a serem 
especificados) s ã o os ú n i c o s p o s s í v e i s de v a l o r i z a ç õ e s 
a r q u i m e d i a n a s . » ( p á g . 54). O a ludido teorema de 
Os t rowsk i é, sem d ú v i d a , o que estabelece que todo o 
corpo valorizado arquimediano é isomorfo (algébrica e 
topològicamente) ao corpo dos números complexos valori­
zado com o valor absoluto habitual (*). Mas n ã o pudemos 
encontrar depois uma r e f e r ê n c i a expressa ou a demons­
t r a ç ã o deste teorema. Trata-se possivelmente de uma 
o m i s s ã o por lapso. 

O estudo das v a l o r i z a ç õ e s n ã o arquimedianas é 
desenvolvido com todo o pormenor e é demonstrado 
o c r i t é r i o de Shafarev i tch-Kaplansky para que um 
corpo t o p o l ó g i c o , possa ser valor izado : é n e c e s s á r i o 
e basta que o conjunto dos elementos nilpotentes ou 
neutros seja l i m i t a d o . Esta p r o p o s i ç ã o é completada 
por uma c o n d i ç ã o para que um corpo valor izado seja 
n ã o - a r q u i m e d i a n o : é n e c e s s á r i o e suf ic iente que seja 
l i m i t a d o o conjunto dos seus in te i ros . 

A p r o p ó s i t o do problema da v a l o r i z a ç ã o dum 
corpo t o p l ó g i c o , o autor, como j á a t r á s assina­
l á m o s , in t roduz a n o ç ã o do corpo t o p o l ó g i c o es t r i ­
tamente m i n i m a l . Para que um corpo t o p o l ó g i c o 
seja estr i tamente m i n i m a l é n e c e s s á r i o e suf iciente 
que as suas partes l imi tadas possam ser caracte­
rizadas pela propriedade seguinte: existe uma v i z i ­
n h a n ç a 9t de 0 t a l que 1 £ L <2f. Demonstra em 
seguida que todo o corpo valor izado é estr i tamente 
m i n i m a l e, reciprocamente, todo o corpo t o p o l ó g i c o 
estr i tamente m i n i m a l cujos elementos nilpotentes 
fo rmam uma v i z i n h a n ç a de 0 é v a l o r i z á v e l . O corpo 
dos n ú m e r o s reais e dos n ú m e r o s complexos são , pois, 
estr i tamente min ima i s . O interesse desta n o ç ã o apa­
rece a inda claramente no teorema seguinte : os corpos 
t o p o l ó g i c o s estr i tamente min ima i s s ã o os ún i cos 
corpos K ta is que para todo o e s p a ç o vec tor ia l topo­
l ó g i c o E sobre K e toda a fo rma l inear f d . e E , 
f é c o n t í n u a se f ~ l (0) fo r um conjunto fechado de 
E e somente neste caso. E demonstrada uma propo­
s i ção a n á l o g a r e l a t i v a à e q u i v a l ê n c i a das noções de 
de f o r m a l inear c o n t í n u a e fo rma l inear fechada (isto 
é, cujo g r á f i c o é u m conjnnto fechado no produto 
t o p o l ó g i c o de E por K). 

Os dois ú l t i m o s p a r á g r a f o s s ã o dedicados ao estudo 
das topologias fortes e fracas. Seguindo Mackey, o 

(') A. Ostrowski, l íber elnige Losungen der Funkiou&lglei-
chung <p (x) œ (y) = tf (x y) . Acta Malli., 41 (1918) p.p. 271-284. 

http://fd.eE
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autor diz que uma topo log ia dum e s p a ç o vector ia l 
t o p o l ó g i c o é for te se ela c a mais f i n a de todas as 
topologias que têm o mesmo conjunto de partes l i m i ­
tadas. Es ta d e f i n i ç ã o conduz à impor tan te p ropr ie ­
dade seguinte, que lhe serve de j u s t i f i c a ç ã o : Se a 
topologia dum e s p a ç o vector ia l t o p o l ó g i c o E sobre K 
6 for te , e n t ã o , qualquer que seja o e s p a ç o vec tor ia l 
t o p o l ó g i c o F sobre K , toda a t r a n s f o r m a ç ã o l inear 
de E em F , que t ransforme partes l imi tadas de 
E em partes l imi tadas de F , é c o n t í n u a ; o mesmo 
se n ã o d á se a topologia de E n ã o fôr for te . Mas 
para u m le i to r j á f ami l i a r i z ado com a d e s i g n a ç ã o de 
topologias for te e f raca num e s p a ç o de H i l b e r t ou, 
mais geralmente, num e s p a ç o de Banach, toma espe­
c ia l s ign i f icado esta outra p r o p o s i ç ã o , que o autor 
demonstra sem c o m e n t á r i o s : A topologia dum espaço 
vectorial topológico E localmente limitado sobre um 
corpo K não discreto é forte. Na verdade, a c o n d i ç ã o 
de um e s p a ç o vec tor ia l t o p o l ó g i c o ser localmente 
l i m i t a d o ( e x i s t ê n c i a duma v i z i n h a n ç a l i m i t a d a ) n ã o 
é s e n ã o a c o n d i ç ã o de K o l m o g o r o f f , ( 3 ) n e c e s s á r i a e 
suficiente para que um e s p a ç o vec tor ia l t o p o l ó g i c o 
localmente convexo seja normàvel. Resul ta pois da 
p r o p o s i ç ã o indicada que a topo log ia de f in ida por 
uma norma é for te , no sentido acima def in ido . 

U m a topologia dum e s p a ç o vec tor ia l t o p o l ó g i c o o 
d i t a f raca se ela é a menos f i n a de todas as topolo­
gias que to rnam c o n t í n u a s as mesmas formas lineares. 
O interesse desta n o ç ã o tem or igem na seguinte 
p r o p o s i ç ã o : Dado um e s p a ç o vec tor ia l E sobre u m 
corpo t o p o l ó g i c o separado K , para cada topologia 
T a d m i s s í v e l sobre E , o conjunto das formas 
lineares sobre E c o n t í n u a s re la t ivamente a x cons­
t i t u i um e s p a ç o vec tor ia l ; reciprocamente, para cada 
e s p a ç o vec tor ia l F de formas lineares sobre E , 
existe pelo menos uma topologia - a d m i s s í v e l sobre 
E, re la t ivamente à qua l F é o conjunto de todas 
as formas lineares c o n t í n u a s sobre E ; e entre estas 
topologias h á uma menos f i n a que as demais. 

A terminar , o autor, anuncia para u m tomo se­
gu in te o estudo da n o ç ã o de dual t o p o l ó g i c o dum 
e s p a ç o vec tor ia l t o p o l ó g i c o , que v i r á completar e 
esclarecer as propriedades gerais das topologias fortes 
e fracas apresentadas nesta p r i m e i r a par te do seu 
t rabalho. 

Depois desta r á p i d a v i s t a de olhos sobre o c o n t e ú d o 
deste l i v r o , n ã o nos parece i n ú t i l j u n t a r alguns 
c o m e n t á r i o s e acentuar algumas c a r a c t e r í s t i c a s mais 
salientes. En t r e estas i m p õ e - s e a grande actualidade 
do assunto, n ã o somente como um c a p í t u l o da A n á l i s e 
Geral que e s t á na p r i m e i r a l inha das p r e o c u p a ç õ e s de 

(') A. Kolmogoroff, Síudia ilalhamatica, 5 (1934), p. 29. 

pesquiza de numerosos m a t e m á t i c o s , mas t a m b é m como 
um inst rumento i n d i s p e n s á v e l para abordar os recentes 
desenvolvimentos da teor ia dos e s p a ç o s funcionais . 
Se n e c e s s á r i o , t an to bastar ia para j u s t i f i c a r plena­
mente a sua i n c l u s ã o num curso de Teor i a das F u n ­
ções . D o p r ime i ro ponto de v is ta , n ã o é demais in s i s t i r 
sobre o i n t e r ê s s e que apresenta este t rabalho. A u t i l i ­
dade da f o r m u l a ç ã o a b s t r a í a da teor ia dos e spaços 
vec tor ia i s t o p o l ó g i c o s , pela grande s impl ic idade e 
e l e g â n c i a dos conceitos que ela proporciona, pela 
largueza dos d o m í n i o s que permite abranger e a 
consequente economia de pensamento, tornou-se hoje 
uma ide ia c lara e geralmente aceite. No entanto n ã o 
exis t ia ainda, em l í n g u a portuguesa, uma e x p o s i ç ã o 
breve e sistematizada desta m a t é r i a , contendo as 
noções e resultados fundamentais e tendo em conta a 
o r i e n t a ç ã o que nos ú l t i m o s dez anos se tem i m p r i ­
mido a alguns dos p r inc ipa i s c a p í t u l o s . A teor ia aqu i 
desenvolvida aparece como u m ed i f í c io fundado ax io -
m á t i c a m e n t e e c o n s t r u í d o com uma solidez l ó g i c a 
sem lacunas. Por outro lado, a c o n s i s t ê n c i a e val idade 
desta c o n s t r u ç ã o é posta em e v i d ê n c i a pelo exemplo 
do e s p a ç o euclideano que aparece como caso p a r t i ­
cular . 

Mas se deste ponto de vis ta , como e x p o s i ç ã o d o g m á ­
t ica , este curso nos parece modelar, outro tanto se n ã o 
pode dizer quando o consideramos como i n t r o d u ç ã o 
à teor ia dos e s p a ç o s funcionais , ou, mais simples­
mente, se temos em v i s t a o seu i n t u i t o d i d á t i c o de 
fornecer aos alunos um novo ins t rumento de t rabalho. 
N a verdade, a t r a v é s todo o l i v r o se nota a a u s ê n c i a 
da p r e o c u p a ç ã o de estabelecer uma l i g a ç ã o estreita 
entre os conceitos da A n á l i s e Gera l e os correspon­
dentes na A n á l i s e Func iona l . Ora, para um le i to r 
pouco f ami l i a r i zado com as teorias m a t e m á t i c a s 
abstractas e cujos conhecimentos lhe n ã o permitem 
encontrar sòz inho os «mode los c o n c r e t o s » da A n á l i s e 
Real ou da A n á l i s e Func iona l aqu i generalizados, 
estaria indicado fornecer como exemplos de e s p a ç o s 
vectoriais t o p o l ó g i c o s , a l é m dos e s p a ç o s euclideanos 
os e s p a ç o s func iona is mais correntes: o e s p a ç o dos 
p o l i n ó m i o s , o e s p a ç o das f u n ç õ e s c o n t í n u a s , o das 
f u n ç õ e s de quadrado do m ó d u l o s o m á v e l ( e s p a ç o de 
H i l b e r t ) , o das f u n ç õ e s d e r i v á v e i s , etc. E m pa r t i cu l a r 
nos § § 8 e 9, is to p e r m i t i r i a mostrar como é corrente 
a c o n s i d e r a ç ã o de topologias for te e f raca sobre um 
mesmo e s p a ç o vec tor ia l , nomeadamente a topologia 
da c o n v e r g ê n c i a un i forme e a da c o n v e r g ê n c i a s im­
ples das sucessões de f u n ç õ e s c o n t í n u a s , por exemplo. 
Ass im, quere-nos parecer que os preciosos comen­
t á r i o s , i n d i c a ç õ e s b i b l i o g r á f i c a s e notas com que se 
encerra o volume, poderiam proveitosamente alar-
gar-se à s u g e s t ã o de exemplos e exe rc í c io s . O le i to r 
a í encontraria m a t é r i a para r e f l e x ã o e i n t e r p r e t a ç ã o 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 87 

dos axiomas e p r inc ipa i s resultados da teoria a b s t r a í a , 
e para a sua a p l i c a ç ã o à s teorias m a t e m á t i c a s que 
aquela engloba. Por outro lado, poupar-se-lhe-ia a 
i m p r e s s ã o de aridez que tantas vezes as expos i ções 
d o g m á t i c a s deixam no e s p í r i t o do le i to r não in ic iado 
— e desconfiado da « u t i l i d a d e » da m a t e m á t i c a « m a i s 
a b s t r a í a » do que aquela que lhe é f a m i l i a r . . . As 
vantagens duma la rga g e n e r a l i z a ç ã o í o r n a r - s e - i a m 
evidenies a t é aos mais c é p t i c o s em t a l m a t é r i a . 
Estamos certos de que o autor n ã o d e i x a r á de obvia r 
a e s í a d e f i c i ê n c i a nos í o m o s que a e s í e se s e g u i r ã o -

Para í e r m i n a r , um r á p i d o resumo pode ser f e i í o do 
c o n í e ú d o d e s í e l i v r o : a í se e s í u d a m , com pormenor 
v a r i á v e l mas sempre com n o t á v e l clareza, diferentes 

t ipos de estruiuras sobre um c o n j u n í o a b s í r a t o : 
estruturas topológicas (de e s p a ç o topológico), algébricas 
(de corpo, de e s p a ç o vector ia l ) e mixtas (de corpo 
topológico, de e s p a ç o vec tor ia l topológico). Aesteres-
pei to , esta p u b l i c a ç ã o — continuando a l inha dos Ca­
dernos de A n á l i s e Geral l a n ç a d o s em Por tuga l pela 
Jun ta de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á t i c a , quando da passa­
gem de A . Monte i ro pelo Porto, em 1944 — subiu um 
i m p o r í a n í e degrau que a e s í a s p u b l i c a ç õ e s n ã o f o i 
dado franquear , por r a z õ e s que n ã o i m p o r i a agora 
analisar aqui . Por isso ainda, este t rabalho é de reco­
mendar a todos quantos naquelas p u b l i c a ç õ e s f i ze ram 
a sua i n i c i a ç ã o no d o m í n i o da A n á l i s e Geral . 

Alfredo Pereira Gomos (Bolseiro do C . N. R. S. — Paris) 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, a lém de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção. 

87 - G R E E N , S. L . - Dynamics — Un ive r s i t y 
T u t o r i a l Press L t d . , London, 1948, 264 p á g s . 

Ern p r e f á c i o , o A u t o r destina o presente l i v r o aos 
estudantes, candidatos ao « G e n e r a l Degree i n A r í s 
or Sc i ence» , da Univers idade de Londres ou « D e g r e e 
i n E n g i n e e r i n g » ; ou ainda aos e s i u d a n í e s do p r ime i ro 
ano, candidatos ao í í í u l o « M a i h e m a í i c a l H o n o u r s » . 

Por um lado, ver i f ica-se que estes c a n d i d a í o s 
possuem conhecimentos e l e m e n í a r e s de cá l cu lo in te ­
g r a l , com p r á i i c a suficiente de i n t e g r a ç ã o das mais 
correntes e q u a ç õ e s diferenciais o r d i n á r i a s . Por outro 
lado, n ã o devem ainda te r adqui r ido os instrumentos 
de A n á l i s e como por exemplo o c á l c u l o var iac iona l , 
que lhes p e r m i t a m at i tude mais c r í t i c a e exame mais 
profundo dos problemas da m e c â n i c a rac ional . 

Realmente, a idea de expl icar os f e n ó m e n o s me­
c â n i c o s dentro dum « p r i n c í p i o de e c o n o m i a » — a t i t u d e 
que c o m e ç o u a manifestar-se com Eule r (1744) e 
Mauper tu is , concretizando-se com H a m i l t o n (1835), 
G auss, L ipsch i t z , Her tz , etc. — n ã o pode ser apresentada 
numa obra com o object ivo da presente. Nem as 
e q u a ç õ e s gerais do movimento, estabelecidas p r i m e i ­
ramente por Lagrange (1760 e 1788), generalizadas 
ul t imamente por A p p e l l (1900), M a g g i e M . Fernandes 
(Portug. Math., v o l . 2, 1941) ent ram no â m b i t o deste 
l i v r o . Mesmo os simples teoremas gerais da d i n â m i c a 
que nos p e r m i t e m em muitos casos estabelecer os i n t e ­
grais p r i m á r i o s das e q u a ç õ e s diferenciais do m o v i ­
mento, reduzindo assim o problema analítico ao 
problema mecânico, n ã o aparecem sob fo rma sistema­
t izada que caracterize um l i v r o de d i n â m i c a a n a l í t i c a . 

N ã o compreendemos mesmo por que r a z ã o o A u t o r 
t e r m i n a o Cap. I , destinado ao estudo dos vectores 
(16 p á g s . ) , com um p a r á g r a f o (2 p á g s . ) i n t i t u l a d o 
Newtonian Dynamics . Neste c o m e ç a por d e f i n i r 
d i n â m i c a , velocidade e a c e l e r a ç ã o dum ponto, quan­
t idade de movimento (momentum) duma p a r t í c u l a 
mate r ia l ; apresenta as leis de Newton (3) como 
a x i o m á t i c a da m e c â n i c a ; e termina por d e f i n i r as 
unidades de comprimento, tempo, velocidade, acele­
r a ç ã o , f o r ç a nos sistema C. G. S. e b r i t â n i c o 

Este aglomerado de axiomas, conceitos e d e f i n i ç õ e s 
n ã o nos parece j u s t i f i c á v e l num l i v r o que, nas res­
tantes 250 p á g s . , pretende ter u m aspecto essencial­
mente p r á t i c o . Com efeito, esses axiomas, conceitos 
e d e f i n i ç õ e s deveriam ser apresentados sob fo rma 
clara e a c e s s í v e l , mostrando a pessoas n ã o iniciadas 
as p r ó p r i a s r e l a ç õ e s e i n d e p e n d ê n c i a s . Só depois, com 
exemplos e a p l i c a ç õ e s , se deveria i n i c i a r o estudo 
p r á t i c o dos problemas abordados. 

Os Caps. I I e I I I s ã o dedicados ao estudo do mo­
vimento r e c t i l í n e o do ponto. Com um m í n i m o de 
noções t e ó r i c a s — de resto é o que acontece em todo 
o l i v r o — o movimento r e c t i l í n e o é estudado sob a 
fo rma de v á r i o s exe rc í c io s resolvidos. No Cap. I V 
estabelecem-se nos diversos t ipos de coordenadas 
(cartesianas, polares, i n t r í n s e c a s ) as e q u a ç õ e s do 
movimento plano. Seguidamente faz-se o estudo do 
movimento dos projecteis no vazio e em meio resis­
tente. O p ê n d u l o simples e o movimento dum ponto 
sobre a cicloide aparecem como casos part iculares 
ou relacionados com o movimento sobre a c i rcunfe-
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r ê n c i a . O estudo do movimento do ponto te rmina 
com um c a p í t u l o pormenorizado sobre f o r ç a s centrais. 

A teor ia dos centros de gravidade e momentos de 
i n é r c i a antecede o estudo da d i n â m i c a dos sistemas 
materiais . Só nesta a l tu ra se estabelecem os teo­
remas fundamentais da m e c â n i c a — c o n s e r v a ç ã o da 
quantidade de movimento, etc. — e a n o ç ã o de i m p u l s ã o . 

Segue-se, como a p l i c a ç ã o , o estudo do movimento 
plano sobre um plano, o movimento dum corpo com 
u m eixo f i x o , em par t i cu la r o p ê n d u l o composto, e o 
movimento plano dum só l ido . O l i v r o t e rmina com dois 
c a p í t u l o s onde s ã o estudados v á r i o s exemplos de 
a p l i c a ç ã o dos capi tulos anteriores e um a p ê n d i c e 
sobre o estudo g e o m é t r i c o elementar das c ó n i c a s . 

Como j á dissemos, os conceitos m e c â n i c o s surgem 
a t r a v é s dos problemas resolvidos. Por um lado, n ã o 
ju lgamos este o melhor processo de ensinar uma d is ­
c i p l i n a : as noções v ã o aparecendo, subordinadas à 
necessidade duma « a n a l o g i a da p r á t i c a » e não à 
duma s e q u ê n c i a l ó g i c a da teor ia . Ass im, por exemplo, 
o Cap. X I — M o t i o n of a R i g i d L a m i n a i n i t s Plane— 
tratando apenas duma geometria de movimento, e s t á 
intercalado entre o estudo d i n â m i c o dum sistema 
mater ia l e o do movimento dum só l ido com u m eixo 
f i x o , assuntos ni t idamente m e c â n i c o s . 

Por outro lado, os t r ê s c a p í t u l o s mais ricos em 
ideas são os mais i lustrados por n o ç õ e s t e ó r i c a s — 
Vectors, Centre of Masses and Coefficients of I n e r t i a 
of a System of Par t ic les ,Mot ion of a System of Part ic les . 

A l é m disso, o desenvolvimento do estudo dos mo­
mentos de i n é r c i a , com que concordamos, a l i á s , n ã o é 
acompanhado nos c a p í t u l o s onde se deveria apl icar-
Aos teoremas fundamentais da m e c â n i c a não se d á a 
i m p o r t â n c i a que realmente possuem, podendo mesmo 
parecer ao le i tor desprevenido, que só se apl icam aos 
sistemas materiais . A o p r ó p r i o P r i n c í p i o de d ' A l e m -
bert n ã o se d á o realce que merece, restringindo-se-lhe 
mesmo o s igni f icado. 

E n f i m , admi t indo que o aspecto p r á t i c o do l i v r o 
se destina a melhor servir as t é c n i c a s — o p i n i ã o que 
n ã o compart i lhamos —parece-nos que o A u t o r poderia 
ter escolhido exemplos mais frequentes nas p r ó p r i a s 
t é c n i c a s . 

E m resumo: o estudante encontra neste l i v r o ele­
mentos mu i to valiosos para a sua p r e p a r a ç ã o p r á t i c a 
em m e c â n i c a racional . Os conhecimentos s ã o t r ansmi ­
tidos a t r a v é s de 128 problemas bem escolhidos, como 
exemplos, e resolvidos com m u i t a clareza; h á a l ém 
disso 336 problemas de a p l i c a ç ã o , propostos e com as 
respectivas so luções . 

E essencial, na verdade, encontrar-se a noção 
a t r a v é s da a p l i c a ç ã o p r á t i c a ; mas n ã o é suficiente a 
noção adquirida por meio duma at i tude de espectador 
em face dum problema resolvido. 

Temos, por acaso, presente o l i v r o de Bore l — « L a 
M é c a n i q u e et la G r a v i t a t i o n U n i v e r s e l l e » . Destina-se a 
um p ú b l i c o com o mesmo n íve l de conhecimentos de 
m a t e m á t i c a ; mas é r ico e sugestivo nos conceitos e 
noções t e ó r i c a s apresentados. E um pequeno « C o u r s 
de M é c a n i q u e » — s i m p l e s m e n t e lhe f a l t a . . . a p r á t i c a 
do presente l i v r o . J . Gaspar Teixeira 

8 8 — M I L L E R , W . H . - The Symbol ic Method of 
Vector Analys i s —3 sh, pag . 28. — G R O V E R , C. A . 
— Hyperbol ic Functions — 4 sh, 40 pag . Classifax 
Publ ica t ions . 

Os l iv r inhos destinados a fornecer a t é c n i c o s noções 
c i e n t í f i c a s f i c a m , na ma io r i a das vezes, mu i to longe 
dos objectos visados. Realnfente, torna-se d i f í c i l apre­
sentar em meia d ú z i a de p á g i n a s as bases e ideas 
que es t ru turam determinados conhecimentos. A colec­
ção a que os presentes cadernos pertencem, pretende 
fornecer a um p ú b l i c o n ã o in ic iado em m a t e m á t i c a s 
superiores, as noções de m a t e m á t i c a fundamentais ao 
d o m í n i o da electrotecnia. 

Julgamos que os presentes exemplares a t ingem 
plenamente os seus f ins . 

No p i i m e i r o , o A u t o r estuda a teor ia elementar 
dos n ú m e r o s complexos, relacionando-a com a á l g e b r a 
vec tor ia l e t r i gonomet r i a plana. 

Com estes conhecimentos, o t é c n i c o e s t a r á apto a 
resolver « p r á t i c a m e n t e » certas e q u a ç õ e s diferenciais 
relat ivas a c i rcui tos e l éc t r i cos . 

É bem conhecida a r e v o l u ç ã o f e i t a no f i n a l do 
século passado em electrotecnia pelo eng. STEIKMETZ : 
representando vectorialmente certas grandezas e l éc ­
tr icas, como a t e n s ã o , densidade de corrente, etc., a 
d e r i v a ç ã o ou a i n t e g r a ç ã o duma dessas grandezas 
faz-se por uma « q u a d r a t u r a » em a v a n ç o ou em atrazo 
do respectivo vector. 

Deste modo, complicadas e q u a ç õ e s diferenciais que 
regem os f e n ó m e n o s que se passam nesses ci rcui tos , 
reduzem-se a simples e q u a ç õ e s vectoriais escritas 
sob a fo rma complexa. O segundo f a s c í c u l o expõe de 
uma maneira surpreendentemente simples as f u n ç õ e s 
h i p e r b ó l i c a s , relacionando-as e mostrando as suas 
s e m e l h a n ç a s com as f u n ç õ e s circulares. Todas as 
noções , visando a a p l i c a ç ã o p r á t i c a imediata , s ã o 
seguidas de exempos n u m é r i c o s , algumas tabelas e 
respectivo f o r m u l á r i o . 

N ã o conhecemos outros volumes da mesma co lecção , 
mas supomos que, pela o r i e n t a ç ã o nestes apresentada, 
s e r ã o um valioso elemento de estudo dos t é c n i c o s que 
n ã o t i ve ram oportunidade de fundamentar teor ica­
mente os seus conhecimentos. 

T i v é s s e m o s na nossa l i t e r a t u r a elementos como 
estes, à d i s p o s i ç ã o dos t é c n i c o s portugueses. 

J . Gaspar Teixeira 
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