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El método de laboratorio en

por MeHIde O.

Infroduccion

El objeto de este trabajo es el de informar acerca
dei método de laboratério, llamado también expe-
rimental, para la enselianza de la Matemética en el
ciclo medio, particularmente para el caso de las es-
cuelas técnicas industriales y comerciales.

El estddio de este método y su aplicacién son di-
gnos de encararsc, pues la experiéncia demuestra
que los institutos que han utilizado este método ban
logrado despertar un gran interés del alumnado por
el aprendizaje de la Matematica.

Es un hecho bien conocido que se considera a la
Matematica como una matéria dificil, por la gran
parte de los alumnos.

La mayoria de los alumnos experimenta ciertas di-
ficultades para asimilar la Matematica. Esos alumnos
pueden clasificarse em varios grupos :

1— Alumnos sin interés por la matéria ; la encuentran
arida, sin objetivo, preguntan : para qué sirve?
Puede observarse que entre estos alumnos los hay
de cierto talento.

2— Alumnos que tienen voluntad de aprender pero
qgue no pueden asimilar completamente, no captan
bien, no Uegan al fondo dei asunfo, generalmente
memorizan y a veces disfrazan hdbilmente su cono-
cimiento superficial. Sin embargo, el profesor puede
ponerlos facilmente en descubierto plantedndoles
problemas nuevos o diferentes de los dei texto.

3 —Alumnos de capacidad mediana y aun buena,
con buena voluntad pero que tienen lagunas en su
preparacién y no pueden, por ello, seguir la materia’
Com frecuencia lo reconecen ellos mismos al decir :
«Me falta base». El profesor sabe que este es un estri-

(*) Profesor» en la Escuela Industrial «Domingo

la ensenanza

F. Sarmiento» de

de la Matematica

de Mecagno "

billo al que apelan también los alumnos a lo6 que no
solo les falta base, sino también deseos y voluntad
para estudiar.

4—Alumnos sin interés, sin capacidad, sin prepa-
racion previa adecuada, que suelen unir todo eso a
una conducta poco satisfactoria. Estes son los alumnos
que en la calificacion de conceptos de las juntas de
profesores quedan eliminados o son tolerados porque
hay alguna esperanza de que mejoren.

Qué puede hacer el profesor teniendo en cuenta que
debe manejar grupos de unos 30 alumnos'? El profesor
tiene recursos para despertar el interés, puede ensenar
a aprender, puede rellenar pequenas lagunas ; es
decir, que puede hacer un trabajo eficaz, con los trés
primeros grupos. Este puedo hacerlo porque vain-
cluyendo todo eso en el desarrollo de la materia, que
re realiza de um modo colectivoy no individual. El
profesor debe dirigir su ensenanza convenientemente,
porque, como dice Klein [1]: «la ensenanza no puede
depender solo de la materia objeto de la ensenanza,
sino, sobre todo, dei sujeto a quien se ensefia».

El profesor no puede manejar al cuarto grupo de
alumnos, pues deberia en tal caso adoptar um modo
individual de enseiianza, que por si solo no puede
atender. Debiera dedicar mucho tiempo y atencién a
ese grupo, en detrimento de la mayoria.

El problema que plantea el cuarto grupo es digno
de ser considerado por parte de los institutos de
enseifanza. Seria muy interesante estudiar la posibi-
lidad de seguir, con dicho grupo, un tratamiento mas
racional y mas humano que el de la simple elimina-
cion o el de la tolerancia. La eliminacion salva a la
Escuela, pero no al individuo. La tolerancia perjudica
a ambos, a la Escuela porque ésta mantiene en su
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Beno elementoB disolventes y perjudiciales, y al indi-
viduo, porque nada gana com su permanéncia en un
medio superior a sus cualidades.

Para el cuarto grupo, la Universidad quizas podria
crear el organismo capacitado para «curar» es 0S casos
dificiles, en vez de apelar a un tratamiento «quirur-
gico» o de «paliativos». La recuperacién de una
parte de esos alumnos, cuya educacién e instruccion
se completarian por personal y métodos especiali-
zados, compensaria ciertamente los esfuerzos que se
hicieran en ese sentido.

Este trabajo, dentro dei extenso panorama de los
métodos de educaccion e instruccion, abarca s6lo
una pequena region : se limita a uno de los métodos
que el profesor puede seguir para despertar el interés
dei alumno y hacerle a la vez mas facil el camino de
acceBo al conocimiento de los conceptos matematicos
rigurosos.

2 — Dificultadesen el sprendizaje
de las Matematicas-Opiniones

Es muy comln encontrarse en cursos de la escuela
secundaria, con el problema que crean los alumnos
que no aprenden bien la Matematica. Este problema
ha Uamado la atencion de muchos profesores y aun
de mateméaticos eminentes.

Puede pensarse en varias causas, de las cuales
las mas importantes son: 1—falta de inférés en la
materia, por prejuicios propios del alumno o por el
método o el no-método del profesor. 2—falta natural
de capacidad. 3—falias en la preparaoion previa.

Henri Poincaré [2] se pregunta «Como es que hay
gentes que no comprenden las Matematicas ?» Sefiala
lo sorprendente que parece que haya tantas personas
refractarias a ellas, siendo que no invocan mas que las
leyes de la légica y que estan basadas en principios
que todos reconocem. Destaca que parece imposible
gue haya tantos que no pueden seguir unrazonamien-
to matematico y que es notable que se cometan facil-
mente errores en dichos razonamientos. Poincaré
busca la explicacién, en la falta de memoria, para
tener presentes todas las condicionesy reglas y sus
alcances y sentidos. Compara esto con la capacidad
de un jugador para recordar las jugadas hechas y
para prever las posibles futuras. Hace falta tener,
segln Poincaré, un sentido del orden de los silogis-
mos, del orden en que deben colocarse. Se ocupa,
como se ve, de los casos en que hay falta natural de
capacidad.

La falta natural de capacidad es uno de los defectos
de tratamiento mas dificil, pero siempre se puede hacer
algo y el profesor debe estudiar a sus alumnos a fin
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de conocer sus aptitudes y SUB falias para aprove-
char aquéllas y corregir éstas en lo posible.

Todo eso da matices a la ensefianza. La cuestion
no es nueva por cierto, y mas adelante se da una
informacién sumaria sobre modos y métodos de la
ensefianza de la Matematica.

Por su relacion com las ideias de Poincaré, se cita
el siguiente péarrafo de Schiller [3]: «Se ha discutido
mucho el problema de si cierta dosis de la Matema-
tica puede ser comprendida por todos los alumnos, y
teoricamente es facil responder que la Matematica es
una ciéncia de puro raciocinio y que cualquier per-
sona que mas omenos pueda pensar, debe ser capaz
de aprender la Matematica en la extension en que se
da en la escuela. Pero los hechos no corroboran esta
teoria La Matematica no es simplemente un asunto de
raciocinio, sino que requiére imaginacion especial y
comprension de cosas abstractas, y un tipo eBpecial
de memoria que no todos pueden tener en el mismo
grado».

Si bien dedicado a una cuestion de mucho méas
vuelo que la ensefianza secundaria, Hadamard [4]
ha escrito un libro en el cual seiiala los diferentes
tipos de mentes y como unas se adaptan a ciertas
partes o formas de estldio y creacion matematica y
a otras no. Seiiala como ejemplo sus piopias dificul-
tades en el manejo de la teoria de los grupo6.

Como se ha hecho notar al comienzo, no se trata siem-
pre de falta de capacidad en mayor o menor grado,
muchas veces el alumno adolece de falta de interés
o tiene falias en la preparacidu anterior. A este res-
pecte es interesante anotar la opinion de Mc Lellan
y Dewey [5]: «No es demasiado ilecir que nueve pol-
eada diez de aquellos a quienes no les gusta la Ari-
tmética, o que, por lo menos creen que no tienen
aptitud para la Matematica, deben su desgracia a
una mala ensenanza inicial, a un método que frustra
realmente la natural inquietud de la mente, y susti-
tuye su actividade espontanea y libre, por una accién
forzada y mecéanica que no va acompafiada de ningun
intetés vital y que no lleva ni a adquirir conocimien-
to ni a desarrolar la capacidad intelectual».

Salvo casos especiales, la falta de capacidad no es
tan seria como para impedir al ah'mno el seguir 6u
carrera, sobre todo en las escuelas técnicas o de espe-
cializacion, secundarias. La ayuda del profesory el
esfuerzo del alumno pueden remediar ese defecto.
La falta de preparaciéon previa también puede resol-
verse, si el alumno la reconoce y torna las medidas
necesarias para estudiar en horas extra, hasta alcan-
zar el nivel correspondiente. Queda el elemento mas
sutil, el interés, el entusiasmo. Es muy importante
despertar el interés, comunicar entusiasmo al alumno.
Para ello hay que tener interés y entusiasmo por la
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materia que se enseria, péro adernas hay que recurrir
a una enseiianza objectiva, con aplicaciones practicas
y expérimentales, con problemas bien presentados,
con un contenidoy una forma de ejecucion, que satis-
fagan los deseofl de casi todos los alumnos com vo-
cacion técnica.

La Matematica de las escuelas secundarias técnicas
no es tan dificil de comprender y aprender, a veces
se la hace dificil. Segun la forma enque se la ensefie,
puede llegar a ser una matéria atrayente o una ma-
teria desagradable y pesada. Un puntoimportante,
para el interés del alurano, es el dedarle la sensacion
de que esta haciendo un trabajo original. Parece que
esto no es posible porque se le ensenan cosas va
conocidas y completamente elaboradas, pero hay que
tener en cuenta que para él son nuevas. Como
dice el Prof. Young [6] : «Cuando un alumno saca
conclusiénes por si mismo y hace su propio tra-
bajo, esta haciendo trabajo original, asi haya sido
el asunto formalmente establecilo antes o no. Sin
trabajos de ese caracter, el estGdio matematico es
casi inutil para la cultura». Y mas adelante agrega:
«si en cambio se habitua a un alumno a memorizar
un teorema, evitando comprender la demostracion, el
concepto que él encierra, no hay materia, asi estu-
diada, que se vuelva més arida que la Geometria».

La Matematica es una de las matérias que puede
dar al alumno grandes satisfacciones en cuanto a los
resultados de la iniciativa y el esfuerzo personal, de
la aplicacion inteligente de conocimientos basicos a
la obtencién de nuevas conclusiones. Pero para ello
es necesario fomentar su capacidad creadora y no
solamente su capacidad receptora. Volvemosa citar
a Young [6] : «Diez paginas de Matematicas enten-
didas son mejores que cien memorizadas y no compren-
didas. Y una pagina realmente producida con inde-
pendéncia vale lo que diez entendidas claramente,
pero de un modo pasivo... El objeto es el dominio,
la conquista del espiritu dei tema, no la ejercitacion
de la memoria ni la introJuccién en la mente de una
enorme masa de hecho6 y formulas pertenecientes a la
Matematica».

3 —Métodos de enseiianza de la Matematica

Son conocidas las divisiones de la Matemética en
diferentes secciones: Aritmética, Geometria, Algebra,
etc. Algunos autores han propugnado por la unifica-
tion o fusion de las diversas lamas en un tronco
Gnico. Ademas se sabe que las cuestiones matematicas
pueden plantearse de diferentes maneras y que las
demostraciones pueden llevarse a cabo de acuerdo
a procesos diversos: analitico, deductivo, inductivo,
etc. Nos referiremos aqui a las diversas formas de

ensenar, aplicables, en general, a otras disciplinas
también. Las formas o métodos de enseiianza deben
aplicarse claro esta, en relacion con loque se enseiia;
en Matematicas, en relaciéon con la Geometria, con
el Algebra, etc. y con el método elegido o necesario
para la demostracion.

Siguiendo al Profesor Young, aunque no estricta-
mente, se hace a continuacidn un resumen de losdi-
versos métodos de enseiianza. Creemos innecesario
para el objeto que perseguimos, de dar una idea
descriptiva dei asunto, el hacer una distincién entre
modos y métodos, como hace el mencionado profesor.

1— Método socratico. —En este método el profesor
y el alumno mantienen un didlogo. Una cadena de
preguntas de respuestas faciles va llevando al alumno
a la conclusion deseada.

2— Método heuristico. —Tiene analogia con el so-
cratico, pero es menos dirigido. En vez de una ca-
dena de estimulos, el alumno va recibiendo impulsos
aislados. El profesor va planteando cuestiones y pro-
blemas al alumno, dandole los conocimientos basicos
para resolverlos, asi como oportunas indicaciones.
Dada la importancia de este método, se le dedica un
paragrafo mas adelante.

3 — Método examinativo y recitativo. —EI pro-
fesor seiiala lecciones y las toma a los alumnos que
las estudian en un textoy las recitan. Este método
es el paraiso de los memoristas. Sin embargo, el
método examinativo, cuando se emplea para repasos
y recapitulaciones, es muy util, lo mismo que el reci-
tativo, quando el alumno expone con una ciertaori-
ginalidad cuestiones que ha resuelto él o que ha es-
tudiado especialmente.

4 — Método de conferencias. — EI profesor expone
en forma de conferencias, los alumnos toman notas
que luego completan y estudian, o que les sirven do
guia para consultar textos.

5 — Método experimental o de laboratério. —EI
alumno trabaja en el aula, donde dispone de elemen-
tos para medir, calcular, dibujar, etc. Hace modelos,
aparatos sencillos, realiza algunas experiéncias, etc.,
para objectivar hechos y relaciones matematicas. El
profesor dirige el trabajo como se hace en un labora-
ratério de fisica o de quimica. Los alumnos trabajam
en pequenos grupos o individualmente.

4 — Método heuristico

Este método tiene grandes afinidades con el de
laboratério. Es ademdas uno de los mejores para des-
pertar el interés dei alumno. Por estas circunstancias
diremos algo mas sobre este método, antes de pasar
al de laboratoério.

El método heuristico tiene por finalidad ensenar



al alumno a ver las cosas por si mismo, en lugar de
explicarle paso a paso la materia y que él reciba en
forma pasiva los conocimientos.

El profesor y el texto sirven aqui de guias. Se pro-
ponen al alumno cuestiones y problemas que él debe
tratar de reeolver, sin darle la solucién. El profesor
le ayuda con sugerencias e indicaciones, criticando
en formasana lo que el alumno va haciendo. El pro-
fesor encamina al alumno, lo trata a la manera de un
maestro que ensella un oficio a un aprendiz. El alumno,
con todos los elementos que el profesor le va dando,
hace su trabajo, y cuando llega al resultado tiene la
satisfaccion de haberlo hallado él mismo.

El profesor que utiliza este método debe obtener
dei alumno que resuelva los problemas propuestos,
gue formule definiciones, que demuestre teoremas,
que desarrolle un sentido autocritico para analizar
sus razonamientoB y creaciones.

El método se ha empleado mucho en Geometria, pero
es igualmente aplicable a la Arimética y al Algebra,
asi como a otras matérias distintas de la Matematica.

El método heuristico se puede aplicar en forma in-
dividual ocolectiva. En este tltimo caso toda la clase
trabaja en forma activa, descubriendo los teoremas,
discutiendo el trabajo realizado, propouiendo nuevas
ideias y esbozando la labor a realizar. Naturalmente,
el profesor debe presidir con habilidad, dando lugar
oportunamente a cada alumno, evitando divagaciones
y haciendo oportunos comentarios y correcciones.

La objecion de que los alumnos pueden simular
originalidad estudiando previamente las cuestiones a
tratar se salva si el profesor no sigue un libro deter-
minado, sino que él mismo inventa o prepara los tra-
bajos o los elige de muchas fuentes. Cuando se trata
de teoremas ya establecidos por el programa, queda
el recurso de darle al alumno que viene «preparado»,
una direccion momentanea de la classe. Si persiste
en la inadaptaciéon al método, habrd que redueirlo a
silencio, para que la clase pueda trabajar. En ge-
neral, de acuerdo con la experiéncia, el alumnado
sigue las directivas dei profesor y se adapta con
gusto al método heuristico.

En este método no hay, por otra parte, inconve-
niente en que el alumno consulte libros apropiados
para ayudarse o para comparar su demostracion con
la publicada. Lo que hay que evitar principalmente,
es que el alumno absorba pasivamente la demostra-
cion, sin ningun esfuerzo para encontraria.

5 —M¢étodo de Laboratério —Historia

Por la influencia de educadores y filésofos de la
época se produjo en el siglo pasado la introduccién
dei método cientifico experimental, cn el ciclo secun-
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dario de ensenanza. Pero en la Matemética, se con-
servo el antiguo método examinativo y recitativo,
asi como los programas clasicos de la materia. Claro
estd que esto en lineas générales, pues en algunos
paises la reforma se inicio mucho antes.

La enBenanza de la Geometria ofrece para el estu-
dioso un desarrollo histérico muy rico en matices
diversos. Los Elementos de Euclides fueron adop-
tados durante muchos siglos como texto y tenian una
fuerza tradicional enorme. En Francia, se inicio hacia
mediados dei siglo XV Iel movimento de liberacién
dei rigido método de Euclides. Petrus Ramus, maes-
tro eminente de la época, escribié un libro en el que
abandonaba, tanto en la forma como en el fondo,
dicho método. Considera la Geometria como el arte
de medir bien, da indicaciones sobre aparatos de me-
dicién y numerosas y claras figuras. No deja de
lado las consideraciones ldgicas, si bien no las consi-
dera como objectivo sino como instrumento. En 1741
aparece «Eléments de Géométrie» del gran matema-
tico Clairaut, quien sigue un plan semejante al dei
Ramus, comenzando con problemas practicos que des-
piertan el interés méas que un sistema de axiomas,
segln explica el mismo Clairaut; luego, paso a paso,
evoluciona hacia ideas mas générales. Otra gran
figura francesa, Monge, tuvo gran influenciaen los
métodos de ensenanza. Introdujo la novedad de hacer
ejecutar trabajos practicos a los alumnos, en la Es-
cuela. En la misma época, aparecieron los «Eléments
de Géométrie» de Legendre que tuvieron gran influjo
y que constituyeron com respecto a Clairauty Petrus
un «gran retroceso hacia los métodos de Euclides»,
segun expresion de F. Klein [1]. Aprincipios de siglo,
se opera en Francia lareforma exigida por el extraor-
dinario crecimiento de la industria y el comercio.
En la Matematica, se trata de simplificar y hacer mas
intuitiva la ensenanza.

Italia e Inglaterra adhirieron fuertemente a la tradi-
cion Euclidea, si bien en diferente manera. Inglaterra
adopto algunas versiones de los libros de Euclides,
sin procurar adaptados o elaborarlos para facilitar
la comprensién, mientras que en ltalia se adopto el
el espiritu de la obra. Cremona trabajo en este sen-
tido y creé una corriente que ha producido obras de
gran valor, que satisfacen en alto grado las exigén-
cias logicas, si bien pedagogicamente son pobres.
El movimiento de reforma Uegd también a estos dos
paises. En Italia la tendéncia ha sido la dereducir la
l6gica abstracta y acentuar el aspecto intuitivo. En
Inglaterra se formo un movimiento que tratamos en
el parrafo siguiente.

El movimiento inglés comenzé hacia 1870, pero
quien tuvo una influencia decisiva fué John Perry,
ingeniero y profesor de una escuela técnica de Lon-
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dres. En sus publicaciones y conferencias, Perry pro-
pugno por el llainado método de laboratorio, en el
cual las cosas se aprenden por medio de sus aplica-
ciones practicas. En este método, se evitan en lo
posible las dedueciones y demostraciones ldgicas,
dedicdndose exclusivamente a los conocimientos
préacticos.

En Estados Unidos, contemporanearaente con Perry,
dié impulso al método de Laboratério, el presidente
de la American Mathematical Society, Mr. Moore, en
'a reunion de 1902. En este pais el método de labo-
ratério ha tomado gran desarrollo, como lo muestran
las publicaciones del National Council of Teachers of
Mathematics, en especial el anuario N.° 18, 1945. [7]

En los paises de habla germéanica segun sedala F.
Klein, el incremento de las necesidades de cultura,
gue en todas las clases sociales se ha notado desde
1870, ha exigido una transformacion en el sentido de
popularizaria lo mas posible. Se ha concedido gran
importancia a la intuicion imediata, orientando los
métodos hacia el estudio de objetos reaies y bien
conocidos por los alumnos.

Segun el Profesor Emanuel S Cabrera, en nuestro
pais el método de laboratério se designa como método
Experimental, nomenclatura introducida en el curso
de Metodologiade la Enseiianza dei Instituto Nacio-
nal dei Profesorado Secundario y mantenida luego
por el ministério de Instruccién Publica.

6 — Método de Laboratério—
Consideraciones générales

De las dos designaciones: método de laboratério y
método experimental, preferimos ciertamente la pri-
mera, pues la Matemdtica no es una ciéncia experi-
mental. Como dice Toranzos [8]: «La Matematica es
una libre creacién de la mente humana y es en ella
donde tienen existéncia los objetos matematicos ;
con lo empirico solo estan ligados por un remoto
origen psicoldgico e histérico». Preferimos usar la
palabra Laboratério, pues se acomoda a la idea de
una forma de ensenar y aprender con recursos mate-
riales, de aprender haciendo, ayudandose con modelos,
aparatos y experiéncias, pero sin atribuir caracter
experimental a la materia.

Un punto que debe quedar perfectamente aclarado
es que: el método de laboratério debe desarrollarse
para despertar el interés, para ensenar a aplicar la
Matematica, para plantear cuestiones matematicas
que surgen de cuestiones empiricas, etc. pero nunca
para sustituir demostraciones. Debe respetarse el
principio : «Lo inadmisible de todo punto, es dar
como satisfactoria una demostracion no rigurosa.

una demostracion a medias, «a peu prés», que exi-
giendo un complemento de fe en el alumno, ahoga su
naciente sentido critico, inutilizandolo para toda ul-
terior labor original (Key Pastor [9]).

El profesor, para mantener este principio, se vera
Obligado a enunciar muchos de los teoremas, a expli-
car sus alcances y a dar sus aplicaciones, sin poder
dar su demostracidon. Podra hacer algin llamado a la
intuicion, al significado fisico, etc., pero debera evitar
gue eso se interprete como demostracidon. EIl profesor
deberd hacer una seleccion de los teoremas mas im-
portantes que demostrard con todo el rigor posible.
El alumno, através de estas demostraciones, reali-
zadas con todo cuidado, ird captando la verdadera
esencia de la Matematica. Si es necesario hacer esto
en los cursos para Ingenieros (véase Rey Pastor,
«Célculo Infinitesimal"), se comprende que esté plena-
mente justificado hacerlo en las escuelas técnicas
secundarias.

Volviendo a la aplicaciéon dei método de labora-
tério, se trata de que el alumno tenga interés en su
trabajo, presentandole la tarea en forma tal que le
resulte atractiva. Se comprende que, en las escuelas
técnicas, esto se consigue dedicando una parte dei
curso a la observacion de relaciones matematicas,
gue surgen de hechos expérimentales o practicos.
Estos pueden referir se a la Fisica, la Quimica, la
Economia y aun de la Biologia.

La matematica es la primera materia en que el
alumuo se ve seriamente obligado a hacer sus propias
observaciones y descubrimientos, porque no le basta
con recibir la informacién correspondiente, como
ocurre con otras matérias. EIl hacer observaciones
y descubrimientos es relativamente facil en el ter-
reno experimental, pero es mas dificil, en el terreno
de las cosas abstractas. Como la Matematica se
aplica en las ciéncias fisicas, en la agrimensura)
en la técnica en general, etc., no estda fuera de
lugar llevar al alumno a problemas sencillos de
ese tipo y ensenarle a pasar dei fendmeno natural a
una representacion mateméatica. Como ejemplo simple
podemos citar el siguiente: el alumno construye un
cierto numero de tridngulos, mide sus angulos, se le
indica que busque alguna leiy él encuentra que su
suma es una constante experimental (dentro de cierta
precision). A los triangulos que él ha dibujado,
corresponden entes geométricos que ya conoce ; se le
propone entonces que formule para el tridngulo geo-
métrico un teorema, que corresponda al resultado
obtenido experimentalmente. Luego, se le pide que,
apoyandose en axiomas y teoremas ya establecidos,
demuestre que la suma de los tres angulos es una
constante y que halle su valor.

Essas mediciones y experiéncias que el alumno rea-



liza, no son Matematica, péro lo llevan a la Matema-
tica. Le muestran los alcances practicos de la Mate-
matica. Sigue el camino que sigui6 la Humanidad
desde sus origenes y en su mente se vareproduciendo
el proceso que ocupo milénios, hasta llegar a los
conocimientos actuates. El alumno que tenga condi-
ciones y vocacién podra llegar con el tiempo a las
altas cumbres de la matematica moderna, pero no se
puede pedir, al que es casi un nino, y que se ha ins-
cripto en una carrera técnica, que razone como un
Weierstrass, por ejemplo, de quien dice Poincaré :
«Se pueden hogear todos sus libros sin encontrar una
sola figura». (En realidad, segin informa Hada-
mard [4], se ha logrado saber que una vez Weiers-
hizo una figura, al explicar una demostracion). El
alumno de la escuela técnica, no solo debe hacer
figuras, sino también modelos, aparatos, etc.

Debe tenerse en cuenta ademas, que, en las escuelas
técnicas, la matematica se estudia para ser aplicada,
para ser utilizada en problemas concretos o econd-
micos. En estos cursos, no sélo se trata de que por
medio de la Matematica el alumno aprenda a razona,
y a desenvolverse en el terreno teérico, sino de que
aprenda a resolver problemas de indole técnica.

La finalidad de la Escuela en que esta ubicado el
profesor de Mateméticas, debe ser tenida muy en
cuenta por éste y debe primar por sobre sus afi-
cione3 y aun por sobre la esencia de la materia,
considerada como ciéncia pura EI Profesor cuidara
de que la adaptacién a fines especificos se haga,
manteniendo toda la altura que sea compatible con
|a capacidad de asimilacién del alumnado. Tan per-
judicial resulta un nivel muy alto como uno muy bajo.

F. Klein opina a este respecto: «Es suticiente
hacer notar la conveniéncia de que la ensefianza se
adapte a la orientacion especial de la cultura de cada
época. No creemos pecar de utilitarios diciendo que,
el objectivo de la escuela moderna debe ser capacitar
a gran numero de individuos para la colaboracién en
los fines de la cultura humana, cuya tendéncia esen-
cial es hoy dia la actuacién practica. De aqui se
deduce la necesidad de conceder cada dia més aten-
cion a las ciéncias naturales y a la técnica, en el
estidio de la matematica».

Como se ve, estas ideas de Klein si se aplican a
las escuelas técnicas, en vez de a la escuela en gene-
ral, coinciden con lo que sosteneinos masarriba.

Para terminar con estas consideraciones générales
se da a continuacién un resumen dei prefacio de una
obra de F. M. Saxelby, sobre Matematica Pra-
ctica [10]. El autor analiza el problema de la ense-
fianza matematica y su relacion con la experiéncia:

«Se objetan a menudo los métodos de la matema-
tica practica, sobre la base de que la matematica no
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es una ciéncia experimental. Esto es cierto; pero la
matematica (intercalamos: por lo menos la de la
escuela secundaria técnica) se construye sobre un
sistema de convenciones que no son arbitrarias sino
elegidas de acuerdo con la experiéncia. Es pues |16-
gica y educacionalmente necesario que el que se
inicia en cualquier rama de las matematicas, tenga
claramente definida y realizada la correspondiente
parte de su experiéncia».

«Esto ha sido reconocido en el critério ahora gene-
ralmente aceptado, de que el estidio de la geometria
deberia comenzarse con un curso de medidas expé-
rimentales».

£1 plan del Saxelby es el no dar en su libro un sélo
resultado sin su correspondiente prueba, cosa que en
un curso no es factible. Pero esas pruebas van siempre
acompanadas por verificaciones graficas o numéricas,
para que el alumno realice su propia experiéncia del
espacio. El método intuitivo no sustituye al estddio
riguroso, sino que prepara el camino para llegar a él.
El autor sostiene que el método natural de avance es
el de una serie de sucesivas aproximaciones hasta
llegar al rigor ldgico.

Esta udltima observacién es interesante pues el
aceso a muchas cuestiones de la Mateméatica por
via rigurosa seria de todo punto imposible en la
escuela secundaria. Para varias cuestiones habria
que apelar a la teoria de conjuntos, por ejemplo, que
evidentemente no encaja en la escuela secundaria y
que habria que discutir si es aceptable en escuelas
universitarias técnicas. Por ejemplo, para estudiar
con rigor los Métodos de la Matematica Estadistica
(materia eminentemente aplicada), si tomamos la
obra de Kramer, debemos iniciamos con teoria de
conjuntos, teoria de la mediday de la integracion y
otras varias cuestiones superiores.

No se trata pues de hacer concesiones gratuitas,
se trata de colocarse en la realidad de las cosas,
manteniendo todo el rigor posible, no demostrando
lo que no se puede demostrar antes de dar demos-
traciones ilusérias o falsas, pero usando todos los
recursos licitos para que el alumno aprenda y sea un
elemento Gtil, sin una mente eargada de conceptos
superiores que no comprende y no sabe manejar.

7—M¢étodo de laboratério—Su realizacién

Qué és o en qué consiste un Laboratério de Mate-
maticas ?

El Laboratério de Matematicas es un aula dotada
de elementos que el alumno utiliza para el aprendi-
zaje practico de la materia, de acuerdo con las ideas
expuestas en los paragrafos anteriores. El Laborato-
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rio tiene algo de parecido con otros laboratérios o
gabinetes de artes y ciéncias, pero es de estructura
much o mas simple.

Qué debe contener el Laboratério de Matematicas?

1." — Moblaje — Mesas de tablero horizontal, con es-
pacio individual algo menor que en un aula de dibujo.

Un gran pizarrén que ocupe toda la pared del
frente, con una parte lisa, y otra, de mas o menos
1/3 dei total, cuadriculada con lineas de tono claro,
destacando las lineas cada 5 y 10 unidades. Sobre
esta parte oen las paredes latérales se colocaran
pizarrones moviles de madera terciada gruesa o de
tela especial, que lleven reticulado logaritmico, semi-
logaritmico, etc.

Un armario destinado a laminas, dibujos, graficos,
que irdn realizando los alumnos y que se iran incor-
porando como material didactico. En el mismo arma-
rio habréa una seccidén para libros y un cajén para fichas.

Un armario-vitrina para los modelos, instrumental,
aparatos.

Un avisador o dos, de pared, para boletines de no-
ticias, temas de trabajos, instrucciones e informa-
ciones Utiles.

2.* — Material bibliografico. — Se tendra una pe-
guena biblioteca formada por: una enciclopédia de
Matematicas o conjunto de obras que le sea equiva-
lente, tablas de funciones, cuadrados, cubos, raices,
etc., funciones trigonométricas, logaritmos, etc. tablas
financieras, manuales.

3." — Instrumental -- Utiles do dibujo para pizarrén
y para papel : Compases, regias, escuadras, compa’
de proporciones, transportadores, etc.

Instrumentos de medida: regias centimetradas y
milimetradas, cintas métricas, calibres, transporta-
dores, cronémetros, termémetros, balanzas.

Instrumentos de calculo: reglas de céalculo de diver-
sos tipos, incluyendo de tamaiio grande (mas de 1
metro) para enseiianza colectiva.

Maquinas de calcular.

Planfmetros, intégrafos.

Aparatos simples para medidas angulares, por
ejemplo: una escuadra e pinula rudimentaria, etc.

4." — Laminas — Conjunto de laminas con : Desar-
rolos de cuerpos geométricos — Reproduccién de pa-
ginas de tablas numéricas —Representacion de fun-
ciones — Nomogramas de diversos tipos — Figuras
complejas necesarias para las demostraciones, como
algunas de geometria dei espacio.

5.""—Aparatos —Dispositivos y mecanismos que
permitau el trazado mecénico de curvas : elipses,
paréabolas, hipérbolas, cicloides, etc.

Aparatos para realizar algunas experiéncias sim-
ples que muestren al alumno la formulacién matema-
ticas de leyes fisicas.

6." — Modelos — Modelos de figuras geométricas y
de cuerpos geométricos.

Angulos formados por barras articuladas, trian-
gulos, poligonos de barras articuladas.

Poliedros regulares e irregulares. Poliedros semir-
regulares o de Arquimedes. Estos poliedros seran
macizos y algunos de alambre.

Conos, cilindros, esferas. Sélidos de revolucién. Su-
perficies regladss.

Cuerpos geométricos seccionados por planos.

Recipientes de igual altura y capacidad, con sec-
ciones equivalentes (principio de equivaléncia).

Modelos que representen las figuras de los teoremas
de la geometria dei espacio.

Modelos de triangulos esféricos y pizarrén esférico.

Recipiente semiesférico y cilindro-cénico de volud-
menes iguales (equivaléncia).

7." —Materiales — El Laboratério tendrd un pe-
gueno acopio de materiales para los trabajos que se
realicen asi como algunas herramientas. Como ilus-
tracion mencionamos : cartulina, cartén, madera ter-
ciada, hilo, alambre, goma, cinta adhesiva, cemento,
chapa fina.. . Tijeras, corta-papeles, pinzas, sierra. ..

Como se trabaja en el laboratério ?

La forma de trabajar guarda similitud con las de
otioa laboratérios. El Profesor planea los trabajos,
los asigna a cada alumno o grupo de alumnos espe-
cificando el objeto, indicando los elementos materia-
les necesarios y dando las instrucciones necesarias.

Afin de dar una idea concreta de la formade tra-
bajar se agregan a continuacién dos trabajos tipo.
Uno se refiere a un problema de geometria dei espa-
cio, con la construccion dei modelo correspondiente.
El otro se refiere al teorema de Pitagoras: el alumno
estudia varios casos realizando medidas y se le pide
gue trate de hallar la relacion, se prevé que fracase
en esto método empirico, y se le dan instrucciones para
tomar una via racional apoyandose en conocimientos
prévios, se le dan indicaciones para guiarlo en ese
sentido. Luego se le ilustra para la comprobacién
geométrica y también para la numérica.

Clase de Laboratério de Matematicas

h« Ejemplo
Objeto: Construccion de un poliedro semiregular.
Definicién Se llama poliedro semi-regular o de

Arquimedes a un sélido cuyos angulos polie-



dros son iguales y cuyas caras estan formadas

por dos o mas clases diferentes de poligonos re-

gulares Ejemplo: un prisma cuyas bases son
triangulos equilateros e cuyas caras son cuadra-
dos.

Preparation

Defina los poligonos regulares, dibuje algunos.

— Cuantas caras de esa clase pueden concurrir a
formar los angulos poliedros?

— De cuantas clases pueden ser las caras ?. Por
ejemplo : dos exagonos y un Cuadrado pueden
reunirse ?

— Como seran las aristas ? iguales o no?

Elementos :

Cartulina

Cinta adhesiva

Compas

Regia o escuadra

Tijera

Plan de trabajo :

Construir un poliedro semi-regular, con cuatro

caras exagonales y cuatro caras triangulares.

1 —Corte en cartulina los 4 exagonos y los

cuatro triangulos y arme el sélido.

2 —Desarme el sélido y obtenga su desarrollo

en el plano.

3 —Dibuje el desarrollo con las indicaciones

para el armado.

4 — Anote el nimero de caras, vértices y aristas

y verifique el teorema de Euler.

5 — Qué relacion hay entre este poliedroy el

tetraedro regular ?

6 — Calcule la superficiey el volumnén dei sélido

en estudio.

7 — Proyecte los cortes sobre un prisma de ma-

dera para obtener este poliedro.

2.° Ejemplo
Objeto: Teorema de Pitagoras.
Elementos:
Escuadras

Regia milimetrada
Tablas numéricas
Plan de trabajo:

1 —Dibuje vérios (no menos de 5) tridngulos
rectangulos de hipotenusa igual a 10cm.
Y otros tantos, semejantes, de hipotenusa
igual a 5cm.

2 -- Anote en un cuadro los valores de los lados
de los triangulos, medidos en el papel.

3 — Trate de hallar entre esos valores, una rela-
cién de igualdad que vincule los trés lados
de los tridngulos.
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4 —Si la halla, enunciela con caracter general
y busque su demostracion. — Si no, siga las

k

instrucciones suguientes, que le ayudaran
a encontraria.

5 — Observe los tridngulos que existen en la
figura y busque la relacién que hay entre
ellos.

6 — Enuncie las relaciones métricas que se cum-
plen respecto a los lados o, by c.

7 — Obtenida la relacion, si no lo hizoen 4—
hagalo ahora y complete el cuadro de valo-
res, mostrando cémo se cumple, para los
casos que alli figuran.

8 — Trate de demostrar el teorema, por equiva-
Iéncia de figuras. Para ello dibuje un tridn-
gulo rectangulo y construya un Cuadrado
sobre cada lado. Trace la altura correspon-
diente a la hipotenusa y prolénguela, divi-
diendo al Cuadrado correspondiente en dos
rectangulos. A partir de aqui, debe tratar
de seguir por sus propios médios. Si le es
necesario, consulte al piofesor.

NOTA : — Lea atentamente estas instrucciones. Anote
lo que no le resulte claro y pida aclaracion
al profesor. Esfuércese por interpretar las
instrucciones verbales o escritas, como la 8—
sobre construccion dofiguras.
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Sull'approssimata rappresentazione di alcune serie con
polinomi  semplici  costruibili elementarmente
Nota di Vincenzo G. Cavallaro
S UNTO. Alcune serie notevoli, non costruibili  ele- *2 = 9,86960 44010 89358 ...(")

mentarmente, vengono rappresentate, in un cerchio di
raggio unitario, da polinomi semplici molto  approssima-
ti alla somma delle serie e costruibili  elementarmente.

1. —PRELIMINABI. Nelle formule che seguono, L,
indica il lato dei poligono regolare di x lati inscritto
in un circolodiraggio unitario e = un signo d'ugua-
glianza approssimata.

Per la dimostrazione delle stesse formule ocorrono
i valori dei seni degli angoli multipli di 3 gradi e tali
valori son dati, con 10 cifre Jecimali, in certe tavole
numeriche come, ad esempio, nel diffusissimo Formu-
lario dei prof. G. Lazzeri (Casa éditrice Giusti, Li-
vorno). Si sa che detti seni, come i lati dei poligoni
regolari euclidei, si possono costruire con moita
rapidita e precisione, specialmente se nel processo
costruttivo intervengono i noti metodi dei Masche-
roni col solo compasso (Vedi appunto una mia Nota
nel Bollet. delia Unione Matematica Italiana X1, N. 3,
1932, Bologna).

Conviene qui riportare i seguenti valori corrispon-
denti al logaritmo neperiano di 2, al quadrato e al
biquadrato di ir rapporto d'una circonferenza al suo
diametro:

log2 - 0,69314 71805 59945 ee(")
d'Algébre,

(D G.Bertrand— Traiti Parte I'l,p. 142, Paris, 1878.

m

97,40909 10340 02437 23264 = O

2. — PBOPOSIZIONE. La  serie

ha per somma il logaritmo neperiano di 2 evien rap-
presenlada approssimativdmente  nel cerchio di raggio
unitario dal trinomio

7

Pi = 5sen 87° + — -.5 = 0,69314 76740

1

dei raggio stesso.
2 024200
3. — PBOPOSIZIONE. La serie
: : 1 1
p, =1 + H
2 R 2 2
«2

ha per somma () — =0,82246 70334 2411- *+e cien rap-

con errore E minore di

presentata  approssimativamente  nel cerchio di raggio

Soe. Tipoffr.Editrice Torinese
p. 176, Torino, 1894.

W G.Peano—Tavole numeriche
(3) E.Cesaro—Analiei Algébrica,
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unitario dai seguenti polinomi :

P,=1 (L,4-La)- 15£0,8224598688, t< —L _

Pj=(L,+L,, + |_«)+21(Lj+ L,)-2 =

s 0,82247 2517, i <
180000

P,s - (t/7 —j/a + sen 75» + sen 36°) =

= 0,82247 05273, . < -2n

P, msen69» - 1= 0,82246 93154, 3< —

= 0,82246 7002330, t<-
32 154 340

4. — PROPOSIZIONE. La serie.
1 1 1 1
Tt t~24" 31-41i 50 "
Tit*

ha per sommai') = 0,94703 28294 97245 e vienrap-

' 720 '
presentata approssimativamente  nel cerchio di raggio
unitario dai seguenti polinomi :

P.=i ~5L ,+|”=09470476127, e <g7500

P, msen2l» 4-sen57.» - = 0,94703 85175

<
“ =175 700

P,=4sen75°-H. | =09470366385, .< j I

5. — PROPOSIZIONE. La serie

1 2 3 4 5
K, — 1 H
P20 3R 2 2 e
Aa per somma (') log2 = 0,12931 98528 6416 e
. 12 i \
e Merc rappresentata approssimativamente

di raggio unitario dal binémio

nel cerchio

K, sasen 39» % <

1
= 0,12932 03911, —_——
2 ' 1855 200

(*> B. Cesaro— loc. citato, p. 17(1.
'51 E. Cesaro—Iloc. citoto, p. 179.
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6. — PROPOSIZIONE. La serie
1 1 1 1 1 1 1 1
v=T°"3-2"5"7-4"9"7117 -
(- 1 \-

6 13 15 8
ha per somma (") ?Iogz = 1,03972 07708 39 «+ e vien

approssimativamente nel cerchio di

trinomi:

rappresentata
raggio unitario dai seguenti

v4(5sen87.. I -5) =

= 1,0397215110, t <
1 349 500

7. — PROPOSIZIONE.  Z.a serie
1 1 1 1
“i_t s 3 BicT7iC 9l -

ha per somma V) — = 1,23370 05501 3616 *+ e wen

rappresentata approssimativamente  nel cerchio di raggio

unitario dai seguenti polinomi :

H, = > — V3 + sen 36» + sen 75») =

*+ =1,2337057910, e<
190 470

1,233689803, e

= — <
H. (L“’LLM_!) 92 500

™ 2 4"

#1,23370 05034957 , t <
21 400 000
8. — PROPOSIZIONE. La serie
[1\» [1-3\, /1-3-5\»

A :1+(2)+b)+(/\’l\_6)
ha persomma *) A = 1,39320 3929 eee e trcen rappre-
sentata approssimativamente  nel cerchio di raggio uni-
tario dal polinémio

Aa2”"5sn39° —1 — - 4=
1

= 139320 39110, e <;55 631 000

(6) E, Cesaro— loc. citato, p. 149.

0) U. Dint — Serie di Fourier e altre  rappreaentasioni ana-
litiche Vol.1, p. 155, Pisa, 1880.

1») G .NOTI — Algebra Superiore, Vol.l, p.S07,Fireaze, 1863.
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9. — PBOFOSIZIOM La serie

L ST
ha per somma — = 0,78539 81633 9744 e e «t'en rop-
presentata  aprossimativamente  nel cerchio di raggio
unitario dei trinomio

<F.=- "sen 18» + /21«

= 0,78539 8172332, <
% 111111 000

A fungcéo de Dirac — Sua

interpretacao
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10. — OSSERVAZIONE.  Tutti i denomiriatori delle
frazioni esprimenti il grado di approssimazione con-
seguito sono stati arrontati, ma in realta sono lieve-
mente maggiori di quelli signati per cui & ancora
minore Verrore commesso.

NOTA BIBLIOGRAFICA. Per altri lavori sulle serie,
congeneri all'attuale, vedi Note di V. G. Cavallaro
in Tohoku Mathem. Journal Vol. 42, 1936, Sendai ;
Anais da Faculdade de Ciéncias da Univ. do Porto,
1937 ; Bulletin  Scientifique  de I'Ecole  Polytechnique
de Timisoara, X 1,1943, N.1—2; Bolletino di Mate-
matica, 1941, N. 4, Genova.

Velalu  (Sicilia).

matematica — //

por Roy Luis Gomes

Ficou demonstrado no artigo anterior '" que, dado
um ponto fixo x eR", néo existe nenhuma funcéo,

f (y), somavel em todo conjunto compacto > de R",
tal que
() *(x)= f f(y)*{y)dy,

JR.
para toda funcdo yew, designando por v a familia
das funcdes continuas sobre li*", cada uma delas igual
a zero no exterior de um conjunto compacto .

No entanto, se partimos de uma fungdo localmente,
soméavel,™/~) , o integral que figura em (6) define
uma funcional linear A (>I') .

Na verdade, V é um espaco vectorial linear e

(] A (c + + ch)=cA )+ ¢ A

Por outras palavras: cada fungéo localmente so-
mavel, f(y), gera a funcional linear

®) A~ ) (ydy, tev.

<> N.° 46 desta revista.

i Podemos chamar a/(y), funcéao localmente somavel. Na ver-
dade, se f (y) & somavel em todo conjunto compacto de R", cada
ponto de R admite ama vizinhan¢a— esfera ou intervalo — onde
f{y) e somével. Inversamente, verificada esta Gltima hipdtese,
basta recorrer ao teorema de cobertura de Borel — Lebesgue
para concluir que f(y) é somavel em todo conjunto compacto
de R*.

(3) Chamando suporte
y 6 fi" tais que " (y)z£z0

de y ao facho do conjunto dos pontos
,V 6 afamilia das fungdes continuas de
suporte compacto. Exemplo : qualquer curva em forma de sino |
o suporte é a bnse de apoio sobre o espaco Rn .

<) Se "f i pertencem a 0 mesmo acontece a c, +c $,
quaisquer qua sejam os nUmeros reais C|,c,.

Ora é possivel demonstrar o seguinte Teorema. Se
ft (y)© ft (v) J tumba* localmente somaveis® geram a
mesma funcional, s6 podem diferir num conjunto de me-
dida nula.

Suponhamos, com efeito, que

@ f/riwm+ydy = fn W+ dy, eV
J R J R
Considerando um conjunto aberto limitado 6 , de-
signemos por g a sua funcdo caracteristica.
Utilizando a decomposi¢do G = 2/, e aplicando o
teorema de Urysohn vem

gy —Ilim @ ,yeR"
e, portanto,

Ty ad) - Timk(y) k@)
h Moy - iinm/i v K ()-
Ora, como fx (y) %, (y) € uma funcdo somavel em S" e

1i(y) +u.(y) 1<11i(y) ly(«),1/.(y) +.(y) I<
<\z(y)vg(y),

sendo |/i(y) \g (y), \fi(y) |g (y) fungcbes somaveis,
resulta que "

(10) f h e ) <y= Iimf Ay ) dy

JRo

<% y.r artigo anterior, pag. 3.

(6) o teorema de Lebesgue-Fatou diz-nos que : 8e [/, ( &
ama sucessdo convergente de fun¢cGes somaveis num conjunto
mensuravel E e se j/,, | < , sendo h somavel em E, eut&o.
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R AW ddy  =iim / fz () M) Y-

Atendendo a (9), (10) e a que g(y) = 0 para

yeR —G e #(y)=1 para yeG, vem
Lhi@y*r- 1 17(y) ,

donde

(11) /)rfy = o.

Como (? é qualquer conjunto aberto limitado de fi",
resulta ainda

(11»)

para todo conjunto 22 mensuravel e limitado de 22".
Representemos, entdo, por E,, o conjunto dos pontos

de i f onde fi—fz"— 0 e decomponhamo-lo numa

infinidade numeravel de conjuntos limitados e men-
suraveis E™. Como, em virtude de (11"),

JJSS
e, por outro lado,

— \E»\<( (A-A)dy,

N JE?

vem 12?"1=0 e, portanto, |E,,|=0 . O conjunto dos
pontos onde fi—fz>0  tem medida nula e 0 mesmo se
diz do conjunto dos pontos onde fi —ft<0. Em
resumo, fi = fz, a menos de um conjunto de medida
nula.

Identificando, entdo, as fungdes localmente somaveis
que s6 diferem num conjunto da medida nula, che-
gamos ao seguinte resultado, é possivel estabelecer uma
correspondéncia  biunivoca entre as fungdes localmente
somaveis f (y) e um certo sub-conjunto das funcionais
lineares definidas no espago vectorial M .

Trata-se das funcionais lineares

4(+)- J(y)*t(y)dy,

e essa correspondéncia € um verdadeiro isomorfismo,
pois, de

-*i»)- J., A (V) (Y)dy

/~=1im/, é somavel em E e, além disso, [ fd y:“rlq I f.(y)dy.
n JE J-fc

E=8 , fn(y)=fi(y)s$»(y) "
A= 1 A <y) Itf(y).

sédo localmente soméareis ao mesmo tempo

O caso do texto corresponde a
/IW— At»TH<y). * — |[/tO)Iltr<y) ou Note-se
ainda que

que g <> soméavel em R,, e nula no exterior de O. Como
Ccf €
que \ftlge |A |g sdo soméareis em R» .

citado).

compacto e dai resulta

(Ver S. Saks

limitado, pode encerrar-se num

adiante
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tira-se

At «) + iti(+) = (> (y) +1.(y) *(y) tfy.

Ora, este isomorfismo abre o caminho para um novo
conceito de funcdo : identificamos uma fun¢do local-
mente somavel, f(y), (e todas quelhe sédo equivalentes)
a funcional  linear

(12) +e<r

fy)™N(y)dy,

Vejamos agora como interpretar a pseudo-funcdo de
Dirac b, (y), yeR". Por um lado, esta «fungdo»
aparece na Teoria de Dirac como um simbolo, préa-
tico™', da funcional linear

(13) A ) -+(*),

x fixo.

Por outro lado, 8" (y) ndo é uma funcdo no sentido
h& pouco definido, em virtude do que ficou demons-
trado no nosso primeiro artigo.

Quer dizer, 8, (y) é uma funcional linear A (C), e Vf
mas ndo daquele tipo, (12), caracteristico das fungdes.

Mas é possivel marcar de uma maneira mais suges-
tiva a diferenca entre uma funcdo f (y) e a pseudo-
-fun¢do i, (y) de Dirac. Efectivamente, como & de

<M«F,

suporte compacto, / <(y)dy, define para cada
JE

conjunto mensuravel elimitado, E , uma funcéo finita
de conjunto, p.(22), com a seguinte propriedade:
se: E=XE, 2?2,22.=0, E, mensuravel,

p.(B) _ Sf.(E.)

e esta série é absolutamente convergente",
dizer, u. (E) é uma medida.
Em consequéncia,"”

quere

(13) 7 (*)-j..f(y)"M(y)dy=J3"3(y)d,,,

ficando assim a funcional / (}) expressa pelo integral

(7) Ver L. SCHWARTZ—Théorie des Distributions, Tome | —
Paris, 1950 —P4ags. 17, 18, 19.

<8 Ver artigo anterior.

W Basta recordar que |[* (i?,,) |< | 41 , juntamente com

a circunstancia de | j ser soméavel em E, donde

(lo) Para deduzir esta férmula é coorenlonte comegar por uma
fungédo tendo apenas um numero de valores distintos =£=0, cada
um deles num conjunto mensuravel limitado, e depois efectuar
uma passagem ao limite de maneira a obter no final uma funcéo

localmente somavel arbitraria (Ver S. Saks, adeante citado).
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de 4(y) °" ordem a medida u(E) —/ f(y)dy,
J >

e ndo em termos de um integral de Lebesgue.

Trata-se de uma medida absolutamente™  continua e
demonstra-se"-' que, inversamente, se u. é absoluta-
mente continua, entéo,

(14) *Wdp.=jf /)4 rfy,
sendo f (y) a densidade de JJ.isto é, a funcdo local-
mente somavel tal que
(a5) f I())«&.
..' *
As medidas absolutamente continuas, estdo, pois,

em correspondéncia biunivoca com as fungdes — podem
identificar-se ~ com elas“>.
Voltando agora a pseudo-funcdo de Dirac, simbolo

ill) Isto significa qua ."+(£') tende para eero com a medida— L
de E.

(15) Consultar S. SAKS—Theory of the integral,

<13) Ver L. SCHWARTZ, loc. cit.,, pag. 18.

VarsOvia, 1937.
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de funcional

Ati) = (@),
basta introduzir a medida,
assim definida

x fixo, 4° ;

ndo absolutamente  continua,

p.(xX) =1 (massa + 1 no ponto x)
u.(£) = 0, quando  x$E,
para se poder escrever

A(*)-« (« - j.d(y)d,..

Quere dizer: a pseudo-funcdo de Dirac e'uma medida
mas ndo uma fungdo "**.

Deixamos para um terceiro artigo a definicdo da
derivada de uma funcdo e, de um modo geral, de uma
distribuicdo. So6entdo se atingird o verdadeiro alcance
daTeoria das Distribuigdes, concebida pelo matema-
tico francés L .Schwartz, um dos mais activos
colaboradores do grupo Bourbaki, que tdo profunda
influéncia tem tido no desenvolvimento e consolida-

cdo da matematica moderna.
{Continua)

«*> L. SCHWARTZ, loc. cit., pag. 19.

Problemes de dépouillements—///
Problemes intéressant un nombre non limité de candidats
par Pierre Dufresne

Deuxiéme probleme.

Comme dans le probléme précédent on suppose que
des candidats A ,B, C, D ee«M ,N aient obtenu des
nombres respetifs de suffrages a,b ,c ,d eeem ,n .

Nous désignerons comme précédemment par 9 le
nombre total des bulletins déposés an nom de I'un
quelconque de ces candidats et par A, ..., «cen )
le nombre de tous les dépouillements possibles de ces
8 bulletins.

Il s'agit de calculer la probabilité' pour que durant
tout le dépouillement le nombre des bulletins  comptés

portant le nom de A ne soit jamais inférieur & celui
des bulletins comptés portant le nom de B, ce dernier
nombre jamais inférieur a celui des bulletins  portant

le nomde C e+« le nombre des bulletins comptés por-

tant le nom de M jamais inférieur a celui des bul-
letins comptés portant le nomde N.
Je désignerai par:
(©,b,cee*m,n [A > B> 0> ¢+e2 M 2

la probabilité cherchée et par :
*(o,t i,a){i>120S ... it*2*3

le nombre des dépouillements différents possibles des
* bulletins qui vérifient la condition posée.
Donc:

‘(a,b e ccem,n)[A> B > 0> M>  N]

N(.,bc ...m,n)[A> B> G> e >'Jf 2 NJ

"o b . — m,n)

Les conditions imposent un ordre déterminé
dans le classement respectif constant des can-
didats (A toujours au moins autant de suffrages
dépouillés que B, B toujoursau moins autant de suf-
frages dépouillés que C, +s¢) . Nous désignerons par
I> °1>°I>""i >'i> '** rangs respectifs imposés aux
candidats A,B, C, *s«M, N c'est a dire que ai=lI,
6,=2, cj=3 e+« etc.

Enfins nous poserons:

.= a+ («i-l), (»-&+<%-8), 7=c+ («i-3)---
K= k+ («! —Kki) e x=m+ (n, —rai)=m+ 1,
v=n+ (r*—n)=n.

LEMME. Si a”~>b~>c/~r>"-J>n

“(a,b,e, es*m,n)[ATB> C> M> N] =
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B»C> seo> M> N +

— N(a-I1,b S N)[A=;

m,n)[A>B>C> esee>M>N] +

+ ~(a,b-1,c, ===

es++D,n)[A>B>C> cee>M>N] +

+ Ma ,b,c-l,
N

+ *(a,b,c, ...(M-1)i)[A>B>C> esee>11>»] "

+ ~(a,b,0,---m,n-1)[A>B»C> e»M>N]"

La démonstration est analogue a celle du lemme
page 9. Gaz. Mat.,, n." 44-45.

THEOREME Si o a”t b — 1M ¢ —2MN e m

+ 1—m!>n + 1 — Di

(a, b,c, * m,n) [A>B> C i >M>N]
la+l-1 a+2-c\ la+ (ni-l)-
\' a+l at+?2 a+(n,-1)
b+ 2-d 2)-n\
b+ 2~ b+ (.,-2) /
c+ 2-¢' c+ inj—Cj)—n'
"cTa" ) - c+ (n,-c,)
/m+1-n\ (atb +cH [-m+ n)l
\ra +1 ) aTh" ¢l eee m! ni
Si a<b— 1 ou 0<c—1 ou c<d — etc. il

est clair qu'il n'y a pas de dépouillement favorable,

la formule conduirait a des résultats pouvant étre
négatifs donc absurdes.
Si a=b—1 ou b=c—Ilouc=rf—1 ---il est encore

immédiat qu'il ne peut y avoir de dépouillement
favorable mais la formule qui conduit effectivement
a un résultat nul s'applique bien.

Je passe a la démonstration générale: je constate
facilement que la formule est exacte pour les plus
faibles valeurs de 8 et pour les valeurs de a,6 ,cC -
répondant aux conditions aj>6”">e e etc. Ainsi pour
pour 6= 1 ily a deux ensembles de valeurs de a et
de b répondant aux conditions posées: a=1let 6=10
d'une part et a=0 et 6=1 d'autre part. Dans la
premiere hypothese la formule donne un dépouille-
ment favorable ce qui est exact, dans la seconde (voir
cas particulier examiné plus haut a—6—1) la for-
mule donne zéro dépouillement favorable ce qui est
encore exact.

Nous nous proposons de démontrer que la formule
est exacte pour une valeur (i de 9 et pour tous les
ensembles de valeurs de a,b ,c esm,n répondant
aux conditions a®>6”>c---">»ij>w si elle est exacte

pour 6=0, et pour tous les ensembles de valeurs de
ab ,c, esem ,n répondant aux conditions
0>6—I1>c-2>-.>m-(m,-1)>n-(n,-1).

En utilisant les notations précédemment définies
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«,6,7"- etc. la formule & démontrer peut s'écrire:

"(m_v)(p_7) (p_S) ...,,—y)(f—S)(,_ r)
(0+6 + cH m+n) |
G~ »)—(*-»)] A1 fleeuly!
ou encore
N(‘a‘b,c,---i»,«)[é>S>C> . >jtf>.Vv]

= (04-a+C+ s+ m+n)*
si I'on pose
*= [(«-pP&_,)...(«- o -,)0 - S)...

(P-»)(T-9)(T-»)- (T -»)ese
(a+6 +c+ —+m+n-1) 1
oo U — V)l .
v " al3l. 1. --utvl
En vertu du lemme et en supposant la formule a
démontrer exacte pour e—0j—1 on obtient

~(,a.b.e, **e»,») 0>B > 0> *®>if>JV]

-[(==")(EHN(")-

a-u + I\ /p-tt +1
0-"

ou encore

(a,i,c,s=.m,n) f/l4f S>C > eee TJfitf] ™™

(«-"ooe(e-2M-")
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ou encore
N'(a,b,c, oo m,n)[A>B>C>
+ N
-e(£)-ees
/ « P _7 \ +
V(a-p)(«—) <«—p)<p—r> (.—r)(P-7)/

\ .

P (P)@ ) (@PXPD) T (ny (e

(_PGo) (P’
X

n
N +
((x-v) (X)) 0»-v))

(<) (p-0

AX-]9) (X-y)

(" («-p) («-») 0)0-37) (P-"J

7
(«-7)(P-T)(7-») + («-8)(P-S)(7-»)

'(_>)._ («-P) («-;) ... («-»)

P_
(«-P) (3-7) (P-v)

() (a-v)(P-v)

ou aprés simplifications

O»-»)) J

"o, b, e mn)A>B>C> eee> Jf>iv] "

P—a 7—a S—a
(a+ p+7+---+,u+v) H o+ + +

a—p «—7 a —5
v- a Y-P S—P v—p S—v
a-v p-f P-S P—v T-—S
+ Y4 eee + o+ «
7-e Y —* I x-vj

MOVIMENTO

CENTENARIO DE GOMES TEIXEIRA

Em sessdo de 20 de Maio de 1948 o Senado Univer-
sitario do Porto, partilhando a iniciativa do Conselho
da Faculdade de Ciéncias, resolveu promover, em
Maio de 1951, a comemoragdo do 1." centendrio do
nascimento do Prof. Dr. Gomes Teixeira, que foio 1."
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Mais

a+P + Y+ ok Ak (0t e )
(4a + 6i+Cc]+ eee+ m + n)

et d'autre part

p—a 1l—a S—* v—a T—P S—P
a—p a—Y aS *~v P—7 P—0
v—P 8—Y 5 v—Y
" i+ —L+ — + ..+ —"-teee +
p—v Y—0 5—t Y —"
V= —(a, + Oj t-Ci + oo + nti + «()\
(1—v

et finalement

e~ (a,*,.:, *m,n)[A>B>;C> eee>Jf>A) " (C 4+ "+ 4

+ eeet+ m+ ») *
- [(«-p)(a-Y) («-«) oo (*-v) (P-Y)(P-») oo
o G ) Ge@a) (o) (Y=Y L
(ato +<H m+n)l
-] — i—]
la+1-6\ /fa+2-c\ Jo+ («i-1)-»\

™\ a+1 /\ a+2 J'"'\ o+ (»i-l) ./

b +1—c\ /6+2-<A  /6+ (n,-2)-n\ Jc+l-rf\
V 6+1 [/ \ 6+2 J""\ b+ (n-2)) [ c+1 /
le+2—<A /c+(n,—Ci)—n\ /nt+1—n
\''¢c+2 / "\ c+K-cO /"™ \ m+1
(a+6+<H hm+n) .

al6leleeem!nl
THEOREME. <Si a>.b—I!>c—2>.-.->m —m|>n—nj

~(a,b,c, es* m,n)[A>B>C > s > M>N]

at+1—b a+t2—c a+ (nj—1)—n b+ —C
~a+1 a+2 at(nj-1) b+ |
b+2-d b+(nj—2)—n c+Il-dc + 2—
b+2 b+ (,—2) 7+ c+2
c+(nj—CJ|)—n ra + 1-—n
c+(nj—cj m+ 1
(Continua)

CIENTIFICO

Reitor e Reitor honorario da Universidade do Porto.

Em sessdo solene serdo evocadas, pelo Prof. R. Sar-
mento de Beires, a vida e a obra do grande Matema-
tico, procedendo-se em seguida ao descerramento do
seu retrato, pintado por Abel de Moura, na Oaleria
dos Reitores, e do busto de mérmore, por Teixeira
Lopes, na sala do Conselho da Faculdade de Ciéncias.
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Serdo também proferidas ligbes acerca dos seus
trabalhos cientificos pelo Prof. A. Cipido Gomes de
Carvalho, e tratar-se-a4 da colocagdo de uma lapide
na casa do Porto onde viveu e faleceu o insigne
mestre.

Também o Senado Universitario de Coimbra deci-
diu comemorar o centenario, publicando o catalogo
das separatas oferecidas pelo Prof. Gomes Teixeira a
Biblioteca de Matematica da Faculdade de Ciéncias,
assim como o indice das cartas entregues ao Arquivo
daquela Universidade, fazcndo-se ainda uma edigdo
acompanhada de notas histéricas e criticas, das que
apresentem interesse cientifico.

A A G.

A Gazeta de Matematica nédo podia deixar de pres-
tar também homenagem & meméria do notavel mate-
matico portugués.

Pareceu a Redacgdo da revista que a melhor con-
tribuicdo consistiria em dedicar um dos nUmeros
deste ano inteira e exclusivamente ao ilustre inves-
tigador, nimero contendo trabalhos inéditos de mate-
maticos portugueses e estrangeiros escritos para este
fim. E neste sentido dirige a Gazeta de Matematica
um apelo a todos os seus colaboradores.

Registamos ja neste momento, com grande satisfa-
¢do, o bom acolhimento a nossa iniciativa tendo-se
recebido ja para o nimero comemorativo colaboracao
valiosa dos Profs. Sir E. Whittaker e J. Hadamard
e a promessa de outras contribuigdes.

A Junta de Investigagdo Matematica além de outras
participagdes nesta comemoragdo resolveu conceder
um subsidio & Gazeta de Matematica para auxiliar a

publicagdo do nimero especial.
M. z.

MATEMATICAS

Exames de aptiddo para frequéncia das licencia-
turas em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-
Quimicas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios
para as escolas militares e curso de engenheiros
geégrafos — Ano de 1950 — Julho — Ponto n.° 1.

3170 — Demonstrar que, se se dividem dois inteiros
positivos pela sua diferenga, os restos sdo iguais e os

quocientes diferem de urna unidade. R: Como
o

a=(a—b)+b e a—b=(a—b), resulta, pelo teorema

fundamental da divisibilidadde, que a e b dao, na

divisdo por a—»h, restos iguais. Sendo, entdo,
a=(a—b)g+r e b=(a—-b)g'+r (r< a—b),

GAZETA DE MATEMATICA

PROF. DR. JOSE SEBASTIAO E SILVA

Nos dias 20 e 22 de Janeiro tiveram lugar no Ins-
tituto Superior de Agronomia as provas para pro-
fessor catedratico do 3." grupo (Matematica e Calculo).
Foi Unico concorrente o Doutor José Sebastido e
Silva, 1." assistente da Faculdade de Ciéncias de
Lisboa. A licdo proferida, sobre ponto tirado a sorte,
intitulava-se «Eliminacdo. Teorema de Bezout para
duas equagOes algébricas a duas incdgnitas» e foi
apreciada pelo Prof. Dr. Manuel Esparteiro. Da tese
apresentada «Integracdo e derivagdo em espacos de
Banach» foiarguente o Prof. Dr. Luis de Beda Neto,
membro do juri, presidido pelo Reitor da Universi-
dade Técnica, Prof. M. Amzalak, e constituido também
pelos Profs. Drs. Vitor Hugo de Lemos, J. Ramos e
Costa, José Vicente Gongalves, A. de Mira Fernandes,
Anibal Scipido de Carvalho, Abilio Aires, Manuel
Marques Esparteiro e Diogo Pacheco de Amorim.
O candidato foiaprovado por unanimidade. A «Ga-
zeta de Matematica» felicita vivamente o novo pro-

fessor e seu querido colaborador.
1. z.

PREMIO EINSTEIN

Registdmos ja no n.° 40 da nossa revista a funda-
¢cdo deste prémio de 15.000 délares a atribuir todos
os triénios ao cientista cujos trabalhos fossem consi-
derados como importante contribuicdo no dominio
das ciéncias matematicas e fisicas. Acaba de ser con-
cedido, pela primeira vez, ao matematico K. Godel,
professor na Universidade de Princeton e ao fisico
J. Schwinger, da Universidade de Harvard.

No préximo nimero da «Gazeta» publicaremos um
artigo sobre a obra de Kurt Godel da autoria do

nosso colabordor Luis das Neves Real.
M. Z.

ELEMENTARES

vrah a—b—(a—b)g—(a—b)q', logp a—b =
= (a—b)(q—q'), donde resulta q—qg' = 1.

3171 — Verificar que 8128 é um namero perfeito,
isto é: igual a soma dos seus divisores incluindo a
unidade e excluindo o préprio nimero. R: 8128 =
-2»- 127; os divisores de 8128 sdo 1; 2; 4; 8; 16;
32; 64; 127; 254 ; 508: 1016; 2032; 4064; 8128. A
soma 1+2 +4+ 8+ 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 +
+ 1016 + 2032 + 4064 e, efectivamente, 8128:

3172 —Demonstrar que a‘ + b* s6 é divisivel por
7 se 0 e 6 sdo ambos divisiveis por 7. R: Sera
a=7+r(r=0,1,2,3) b=7+r'(r'=0,1, 2, 3); logo
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2. 7+, (n-0,1,4,2; b*-t+ri  «-0,1,4,2)
respectivamente. Se for a=7 e b=7, serd& entdo
a?+ b’=7; se a e b ndo forem conjuntamente 7 e

lacti combinando todos os outros casos, que

ar +

verificar,

3173 — Decompor de todos os modos possiveis
1348 em duas parcelas inteiras positivas, multiplas
de 17 e de 31 respectivamente. R : Teremos de resol-
ver em nuUmeros inteiros positivos a equagdo 17 x +
+31y = 1348; as 2>arcelas serdo 17x e 31y senrfo
(X ,y) umasolugdo inteira positiva da equagdo. As so-
lugbes (x,y) séo (10, 38) e (41, 21).

3174 — Determinar m de modo que as raizes da
equacdo X'— (4m —3)x* +3m’ —5m+2 =0,
1.° — quatro nimeros reais em progressdo aritmética;
2.° —quatro imaginarios puros também em progressdo
aritmética. Verificar as solu¢bes do problema. R:

1.°—Supondo y' e y" as duas raizes da resolvenle e
admitindo que y'~y" e J"">0, as raizes da
equacdo biquadrada serdo, por ordem crescente, — ',

—1l/y"i+ Vy" >+ V'y'e Impondo a condicdo de estes

quatro nlmeros reais estarem em progressdo  aritmética
vira y'=9y". Portanto, se for y'=9y" ey '>0 as
raizes da equacdo dada estardo em progressdo  aritmé-
tica e serdo reais.

2." — Atendendo  as observacbes anteriores é féacil
concluir que,sefor y'=9y" e y"<:0, as raizes da

equacdo dada serdo imaginarios puros cm progressdo
aritmética.
No 1.°caso ser& m= 7/6 ; no 2."" m=17/26.
3175 — Sendo n inteiro positivo e a;>0 de-

monstrar que, se o termo médio do desenvolvimento

de (1+sr,)*" é maior que todos os outros, x esta
n n+1

compreendido entre e . N. B. —Com-
n-rl n

parar o termo médio com os dois que lhe sdo conti-

guos. R: O termo médio é (~"j*°i° 2" ° antecede
é “* e oqueosegue é * Pondo
iH>(A)" i
Cotn)*ts>(nill)<e « *
n n+ 1

respectivamente, X> —— e X <

Solugdes dos n.°* 3170 a 3175 de Laureano Barros

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras
— Ano de 1950 —Ponto n.° 3.
3176 — Designando por M o menor mdultiplo

comum dos nimeros A e B e atendendo a que se
dois nimeros sdo primos entre si, também a sua

sejam:

17

soma e o seu produto sao primoB entre si, demonstre
gue m.d.c. (A,B)=mAc. {A+ B ,M). R: Desi-
gnando por Dom. d.c.(A,B) e tendo em atencdo
que M+1>= AB, A=D Qe B=D +Q", com Q
e Q' primos entre si, a igualdade a demonstrar é equi-
valente a D= m:d.c. [D(Q+ Q),D*Q-Q'] ou
m.d.c.(Q+Q', Q+Q)=1I, por uma propriedade do
m. d. c. Esta Ultima résulta deserem Q+Q e Q-Q’
primos entre si.

3177 — Calcule o resto da divisdo por 7 do nUmero
3C=18""+23+44. R : Analisando as poténcias suces-
sivas, de expoente inteiro e positivo, de 18, em relacdo
ao divisor 7 conclue-se que

18™ = 1(mod7),18"+'a4 (mod7)e18*+'m2 (mod7).

Assim, tem-se 18"°° =4 (mod7). E, por ser 23=2
(mod 7) e 44 = 2 (mod 7) segue-se queé xsa3 (mod?7).

3178 — Prove que a equacdo x'—(a+o)x+abd —
—a- =0 tem sempre raizes reais, quaisquer que
sejam os nimeros reais o e 6. R: Com efeito

\'=(a+b)*-4ab + 4a’ - (a-b)*+ 4 &

a=b=0 e é positivo em todos os

reais.

anula-se quando
outros casos com a e b

3179 — Dado o polinémio P (x)= x*+ 4x°’—Xx*—
—10x + 6, substitua x por X + h e deteimine h
de modo que o polinémio em X seja desprovido do
termo do 3.° grau. R: O termo em X* do polinémio
P(X +h)iem por coeficiente 4(h+1). Logo, h= —1
é ovalor procurado.

3180 — Determinar os valores de x que verificam
simultdneamente as igualdades: cotga = [/I—Xx* e
coseca = ~x—4 . R: Os valores de x para 0s quais
é.possivel a 2." igualdade, xj>5, tornam ilegitima a
1., por tornar imaginario 0 seu 2. membro. Sendo in-
compativeis as duas igualdades, n&o ha valor algum de
X nas condi¢gdes do enunciado

3181 —Determine os angulos x inferiores a 180°
e tais que tornam positiva a fraccado

2 sen’x + senx —1
sen x —1

R : Fazendo sen x—z, ha que determinar os valo-
res reais de z do intervalo (0,1) tais que (2z°+z—1) .
*(z—1)>0. Das solugbes, —1<Z<1/2 e z>1,
desta desigualdade, apenas interessam, portanto, 0s va-
lores 0<Z<1/2 ou 0°<x<30» e 150»<x< 180°«

Solugdes dos m* 3176 a 3181 de O. Morbey Rodrigues
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SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — ALGEBRA SDPKRIOK
quencia 1949-50.

1.° exame de fre-

' 3182 —a) Demonstre que toda a sucessdo mono-
tona tem limite.
Seja

_<_1)Il[|’|‘r|+(1+ ?)ll]) <I=(>
e) Mostre que u, e u,, 6 Sao sucessdes mono-
tonas, ¢) E a sucessdo u, convergente? No caso
negativo indique os seus limites maximo e minimo.
d) Com que valor de a pode convergir a sucessdo
de termo geral uf, (responda a pergunta sem calcular
o valor de (»,)*) .

3183 —o0) Defina uma série absolutamente con-
vergente e mostre que a soma duma série absoluta-
mente convergente é independente da ordem dos seus
termos, b) Como se comportam a esse respeito as
séries simplesmente convergentes? Em que funda-
menta a resposta? c) «,/a, tem limite finito com u.
qualquer e a,,> 0. Sendo 2a, uma série conver-
gente prove que 2u, é uma série absolutamente
convergente. Na hipétese de So,, ser divergente em
que condigbes pode ainda 2u,, convergir absoluta-
mente? E convergir simplesmente? d) Verifique
pelas conclusdes anteriores a convergéncia absoluta
da série de termo geral log (1+2/n°).

3184 —Seja /(x) uma fungdo continua nointervalo
aberto (0,6) com limites laterais /(a+0) e/(6—0)
de sinais contrarios. Mostre que /(x) se anula em
algum ponto interior a (a,6) .

3185 —a) Mostre que uma fung¢do com derivada
finita num ponto é nesse ponto continua. 6) Deter-
mine a derivada na origem de g (x)=x/(Xx) em que
/(x) é uma fungdo continua nesse ponto, c) Pode

1
para esse efeito ser /(«) = arctg —?
X

3186 —a) Seja J/=/(x) uma funcdo limitada num
conjunto (x) com pontos em qualquer parte (*,p)
do eixo real. Verifique que a fungdo <« (x) estd de-

finida para qualquer valor finito de x (M (X) éa
oscilagdo de y no ponto de abeissa x) . b) Consi-
derando a hip6tese de /(x) estar definida para
qualquer valor de x e sé admitir pontos isolados
de descontinuidade, prove que 0 mesmo acontece
com o (X).

F. C. P.— Algebra Superior —1.
sdo—Dezembro de 1950.

exercicio de revi-

3187—Seja {AIB) uma cisdo definida no con-
junto dos numeros racionais positivos. Provar que

A—[—N~ é também uma cisdo, sendo I/B e I/A ,

respectivamente, os conjuntos dos inversos dos ele-
mentos de B ede A. Ri a) Todo o naumero da
classe 1/B e menor que qualquer numero da classe
I/A ; b) como qualquer nudmero racional pertence a
A ou B, sendo x um numero racional, o seu inverso
I/x (também racional) pertence a A ou B; portanto
x pertence a I/A ou |/B.

1+iz

3188 — Provar que a relagdo z' —
1—is
forma o segmento do eixo dos xx compreendido
entre os pontos s=1 o — 1, numa semi-circun-
feréncia de centro na origem, que passa pelos pontos

trans-

e€=1 e «'=+—1. R: Consideram-se o0s valores reais
de z, tais que |z |~ 1. Para esses valores, & claro
que, sendo .
l-z*+2iz 1—z« 2z
+ |-
(1-iz)(l + iz) 1-f-z* | + z* 1+ z*
0 mddulo de z' éigual a 1, e o seu argumento |
varia entre —ir/2 e /2 e[cos870]. Para z—I,
vem z'=1,epara z=—1,2z'= —1.
xX* 1+x3
3189 —o0) Se xj=y=f=s, e se 1+y =0,
I+z3

provar que 1+ xyz = 0. R : Note-se que

X 1+x3 X x* 1 I X X*
y yo H-yo — oy oy 1Az by oy
z 1+-z3 z 7z 1 1 2 z2
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6) Calcular, a partir da defini¢cdo, o determinante

10 0
A= 0 1 O
0 0 1

3190 —Resolver discutindo-o, o sistema linear
X+y+z+tnl
ax + by + ce -f- dt == k
a*x + b*-y+ c-z + d*t
a*x + 63y + .z, +rf3 _ 3.
3191 —Sendo a e p dois nimeros reais definidos
por pares de sucessdes convergentes,
0i, aj, e, 0,, o
B, 6], e, 6, oo

9y 0'ii @Z, eee ,<* oo

Ift'1,6'2, -
provar que o par de sucessdes
f(ai+«'i)/2 ,(aj+a’',)/2,ee , (a,+<)/2, ooe
I (6i+*'i)/2 , (6,+6y/2, , (6, + 6,)/2 , eee
define um ndmero real e que esse nlimero é precisa-
mente « + P

2
3192 — Sendo i uma variavel real de quadrado
menor que 1, provar que o afixo dum nimero com-
plexo z=i—1+t/i*—(' pertence sempre acircunfe-
réncia de centro no afixo dondmero —1/2 e raio 1/2.
3193—Resolver, graficamente, o sistema de equagdes
r|.-f]-2

t,_(L+0)]-].+(1 + D]

3194 —Se X=a +ib e X'=-a—ib, provar que
0s numeros X"—X"' (n, inteiro e positivo) e
X'+ X
— — saoimaginarios puros. Nota — Recorrer a
representacdo trigonométrica.

3195 —Partindo da identidade
a+ ib c- id

co+ id g.-ib
justificar o seguinte teorema de de Euler: «o pro-
duto de dois nimeros, cada um dos quais é a soma
de quatro quadrados, é ainda a soma de quatro
quadrados».

a+o0+Cc+di

3196 —Se x,y ,z néosdaotodos nulos e se
'ax+ by+cz=0
bx + cy + az—0
cx +ay+ bz=0
provar que, ou a-)-0+c=0 ou a*+0°'+c’— ab—oc—
-0c=0.
Solugbes dos u."" 31S7 a 3189 de A. Andrade Guimarées
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L S C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2.*
de frequéncia—30 de Junho de 19'50.

exame

3197 — Defina fungdo homogénea e demonstre que
a derivada parcial de uma tal funcdo é também ho-
mogénea. Verifiqgue a homogeneidade dafuncdo g (y/x)
e calculo o seu grau. Supondo a fungdo g (u) diferen-
cidvel mostre que a funcdo g (y/x) verifica a identi-
dade de Euler. R: Como g (yt/xt) = t°g (y X) para
INTOl t>0, entdo g (y/x) € homogénea de grau zero.
Posto isto vem: x-g', (y/X)e(—y/X’) + y+g\ (y/x) =

* .

1
— = 0-°+g(y/x) eafuncio verifica a identidade.

3198 —Defina integral no sentido de Riemaun de
uma funcdo f (x) limitada nointervalo (a,b) . Defina
primitiva da mesma fungcdo no mesmo intervalo. Se
f(x) éintegravel eprimitivavel em (a, 6), como se cal-
cula oseu integral naguele intervalo? Justifique. Des-
creva e justifique o método de primitivagdo por decom-

L R 3x-2
posicdo e calcule a primitiva de
X*—2X
3x-2 2%-2
R:Pe Px' e sen x
X*-2X X'— 2X X(x-2)

- Px*esenx - log C (X" - 2x) (x-2) +
+ X*C0S X — 2 (Xsen X +- COS X) .

3199 — Prove que efectuando a operagdo de Jacobi
sobre um determinante o valor deste ndo vem alterado.
Descreva o célculo abreviado de um determinante

(n>3). Enuncie o primeiro teorema de Laplace e
aplique-o a segunda coluna do determinante
13 2
4 = 2 21
3 13

(Defina previamente os termos com que enunciar o
teorema de Laplace). R: Oteorema de Laplace a que
se refere a questdo € o seguinte : umdeterminante i a
soma dos produtos dos elementos de uma fila pelos res-
pectivos complementos

1 21
3 X +2x33

12
2 1

3200 —Trate o problema da determinacdo das
raizes inteiras e fraccionarias de uma equacdo al-
gébrica de coeficientes inteiros e deduza condigdes
nece3sarias de existéncia dessas raizes. Prove que
a equacdo /(x)=0 de coeficientes inteiros ndo admite
raizes impares se um, pelo menos, dos nimeros /(—1),
/( +1) for impar.
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I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GERAIS — 2."" Exame de
frequéncia — 2.* chamada, 1950, Julho, 15.
2
— -f
X(x—1)
sen’x ecos X . Descreva e justifique o método de
primitivacdo por substituicdo. R :

3201 — Calcule a primitiva de/ (x) =

1
P f- Psen’x ecos x= - P 3sen’ X *cos X +
x(x-1) 3

!/ 2 2\ sn3sc , ,, Ix-1\*

3202 —Dada a fungdo z=f(x,y) guando éela
diferenciavel no ponto P (a,b)? Supondo f (x,y) dife-
renciavel em P (a,b), seja M(x,y) um pontovi-
zinho de P e calcule o limite da fun¢do gnando o
ponto M se desloque para P. Justifiqgue. Sendo

x=*y(t) e y=ty ( e as fungbes pe < diferencia-

veis noponto <o<I* f°* <t(D)” * $(0)—* indi-
dz

gue o valor daderivada —e no ponto t,. Para
dt

3=(x +y)'+xy e com x=sent e “=cost calcule
da

— noponto i==w/4 . R:
dt
rdz-i _ rdz-| rdx-j rdz i
LdtJ.. /4 LdxJx”enlt/4 *Jr LAY J«-« "t */[*
y=c«sir/4 y=cu»Tt/4
3 _51/2 v/f_5v/2 I/f
LdtJit/4- 2 2 2 2 °-
GEOMETRIA
F. C. C. — GEOMETRIA DESCRITIVA —2.° exame de

frequéncia, 1950 —Ponto n ° 1.

3205 — Conduzir porum ponto do l.° bissector
uma recta que faca angulos de50° comuma recta
vertical de afastamento 4cm. e comalL.T. R: A
recta pedida éa 3." aresta dumtriedro cujas faces
medem 50°,50° e 90°. As outras duas arestas s&o
paralelas a L .T.e arecta vertical respectivamente.

3206 — E dado umplano cujos tracos formam
angulos de45°com L. T. Por um ponto qual juer do
plano conduzir as rectas deste que formam angulos
de 60" comumarecta vertical de afastamento nulo.
R : Considere a superficie conica de revolugdo de eixo
vertical, vértice noponto de intersecgdo da L. T.com
o plano dado e tendo por meridiana principal duas
rectas que fazem angulos de 60° com o eixo. Determine a
secgdo feita nesta superficie pelo plano dado. As rectas
pedidas sdo as paralelas conduzidas pelo ponto as duas
rectas queformam a seccéo.

GAZETA DE MATEMATICA

3203 —Enuncie oteorema de d'Alembert e deduza
a decomposicdo em factores primos de um polindmio
de grau n. Determine um polinémio de grau minimo
e de coeficientes racionais que admita a raiz 2, a
raiz dupla 2—i e que assuma o valor 4 para x=2.
R: a,(x- t/2) (x +t/2) (x- 2+ i)« (X—2 - i)* -
= a<,(x*-2) [(x—2/ -f-1]* epara x=-2 vem2a0 =4
portanto 2(x*—2) [(x—2)*+1]* eopolinébmio pedido.

3204 —Enuncie o 1.°teorema de Laplace e o seu
consequente. Justifique este dltimo. Verifique que é
nulo odeterminante A e determine uma composicao
linear das linhas.

2 —1 2 -1
o2 4 0 —2
4= 1 3 2 o0
-1 0 3 4
R : Pelo primeiro teorema de Laplace aplicado a
primeira  coluna :

2 (50) +2(-25) +1(-50) —1(0) =0
e aplicando o consequente as outras colunas veem as
relaces :
-1 (50) + 4(-25) —3(—50) +0() - O
2 (50) + 0(-25) +2(—50) +3(0) - O
—1(50) +2(—25) + 0(—50) +4(©) - O
que somadas e representando por L jL ,L jL¥4as ma-
trizes linhas e por O amatriz nula detipo (1x4):
(50) L, + (-25)Lj+ (-50) L.+ (O)L,~O.

Solugdes dosn. 3197 a 3201 de J.Ribeiro de Albuquerque.

DESCRITIVA

3207 —Por umponto de cota 3 cm. e afastamento
4 cm. conduzir os planos que distam 2cm. da L. T.
R : Planos tangentes conduzidos pelo ponto a umasu-
perficie cilindrica de revolugdo tendo a L. T. por eixo
e cujas geratrizes distam 2 cm. deste.

Ponto n.°2

3208 — E dado um plano vertical inclinado60"
sobre o plano vertical de projec¢do. Conduzir por um
ponto do 2.° bissector umarecta que forme angulos
de 55°com esse plano e comalL. T. R: Considere
com vértice no ponto dado um triedro em que uma das
faces € limitada por umaparalela a L. T.eporuma
recta normal ao plano dado. A recta pedida €a3."
aresta deste triedro cujas faces medem respectivamente
55°, 35°. e 30°

3209 — Determinar ospontos dum plano horizon-
tal de cota 3cm. quedistam 5cm. duma recta do
plano horizontal de projeccdo que fazcomal. T.
um angulo de 40.° R: O lugar dospontos & constituido
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pelas duas rectas da sec¢do do plano dado, na superfi-
cie cilindrica de revolugdo cujo eixo é a recta do plano
horizontal de projeccdo e cujas geratrizes distam 5 cm.
daquele eixo.

3210 — Por uma recta do 1." bissector, cujas pro-
jeccdes fazem com a L. T. angulos de 60.°, conduzir

ANALISE
I.S. C. E.P. —ANALISIT INFINITESIMAL — 1.° exame de
frequéncia ordinario — Fevereiro 1949.
3211 - Estudar o integral | , ,dx e em
Jo (+1)

caso de convergéncia, calculd-lo. R: O integral écon-
vergente porque

*

3X
x+ 1)

Integrando por partes tem-se :

limx" 1(s=5>1).

Jo a+*c): L (i+x’?j, Jo (x*+i)"
c* xdx ir— i-v
SJo X+ D) *F(x»-x+T)TT " 9LITNJo "
ir 7° 1 r 2X-i
I 2dx
+VX (*t-x+1)*
2fll3
+ arCtg /1t N\ 1+
sLrer 5~A"("A) K"V
6 l1—acos x
/ Il —acos x+ &
R :
. 12 —a?12
2acos x+ a’
+
dx

| (1+a%) (cos’ x/2+sen® x/2—2 a (cos* x/2-sen® x/2)

dx
4 va 2/'J (1-a)’ cos' x/2+(1+a’) sen” x/2
MECANICA
F. C. P. — MKCANICA RACIONAL - Outubro de 1950
1.* chamada.

3214—Um referencial rigido Axyz cujo eixo Az
coincide constantemente com Oz esta animado de um

2

os planos que fazem angulos de 40° com L. T.
R : Planos tangentes conduzidos pela recta dada a
uma superficie conica de revolugdo tendo por vértice o
ponto comum a recta do 1."bissector ea L. T, esta
por eixo e de angulo no vértice igual a 80°.

Solucdes dos n.** 3205 a 3310 de Jodo Farinha

INFINITESIMAL

sec’ x/2 dx/2
)J (1-a)" + [(1+a) tgx/2]°

| tgx/2
-+ (1-a%) aretg-( + a)tgx )
4 - (1+a) (1-a) 1-a .
ir . ¢ 1+
"2 arctg 1

3213 — Da-se um tetraedro ABCD; sejam S, ,
S. , S, S, quatro escalares iguais as areas das faces
do tetraedro. Considerem-se quatro vectores normais
as faces, dirigidos do interior para o exterior do
tetraedro e de modulos iguais a KS,, KS,, KS, e
KS,, sendo K um ndmero positivo; demonstrar
que a soma destes 4 vectores é nula. R :

K r—* — — e — e

S=- ACAAB+ ABAAD +

+ AD AAC+ CD AC

CD = AD- AC CB — AB — AC

CD ACB = (AD - Ac) A(AB- ACj -
= AD AAB- ADAC —AC A AB
Logo :

K r—t — —F* e —* —»

S= - ACAAB +AB AAD+ AD A AC +
+ AD AAB- AD AAC- AUAAB1 =0
g. e d.

Note-se que 0s vectores nas circunstancias do pro-

K
blema séo o produto de 5 pelo produto externo dos

vectores arestas do tetraedro.
Solugbes dos D.3211 a 3213 de M. .Soares Madureira

RACIONAL

movimento helicoidal relativamente a Oxyz. 0) Fi-
xar as leis temporais do variacdo de z (cota de A)
e de if (&ngulo de Ax com Ox) para que 0 movi-
mento seja de passo p e ainda de modo que um pon-
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to M a distdncia a do eixo Az (ponto que pode ser
escolhido sobre Ax) possua um movimento de acele-
racdo tangencial constante e igual a 6. 6) O movi-
mento obtido na alinea precedente pode, em projeccédo
sobre Oxy, obedecer alei das areas relativamente
a 0? Justificar a resposta e, ndo sendoafirmativa,
dizer qual deveria ser a lei do movimento helicoidal
para aquela condicdo ser satisfeita.

3215 —Um ponto material M de peso mg e massa
m é obrigado a mover-se sobre a parabola perfeita-
mente polida 2/°=2 ax cujo eixo Ox é vertical. Além
do peso actua sobre o ponto uma for¢a constante mV
paralela a Oy. o) Escrever as equagfes do movi-
mento de M sob a formade Mac-Laurin. b) Escre-
ver o integral da forca viva expresso nas coordena-
das do ponto e das suas primeiras derivadas, c) Sa-
bendo que o ponto no instante i=0 se encontra na
posicdo de ordenada y-=a, calcular a velocidade que
deve ser-lhe comunicada nesse instante para que
atinja o vértice da parabola com velocidade nula.

3216 — Um disco circular vertical de centro C e
raio b pode rolar sem escorregamento sobre um eixo
horizontal AB. Um fio inextensivel ES DM esta
fixo em E a periferia do disco, aplica-se sobre ele,
abandona-o horizontalmente em S e depois de passar
através de ura anel D perfeitamente polido cai ver-
ticalmente sustentando na extremidade um peso p .
a) Sabendo que em C actua uma forca horizontal
F, calcular o seu valor de modo que o disco e o
ponto estejam em equilibrio (aplicar o teorema dos
trabalhos ou das velocidades virtuais). 6) Calcular
as componentes da reaccdo que se desenvolve no
ponto de contacto do disco com a horizontal AB .

|. S. T.—MECANICA RACIONAL—Exame final — Outu-
bro de 1950.

3217 — E dado um sélido S cujo elipséide de
inércia, em relacdo ao ponto fixo O do sé6lido, é de

BOLETIM
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revolucdo. O solido estd animado dum movimento de
Poinsot em relagdo ao ponto O. Escrever as equagdes
de Euler e integra-las, determinando as equagfes do

movimento. R : Seja Ax'+ Ay-+ Cz’=1 a equagdo
do elipséide em relacdo ao ponto O. As equagbes de
Euler  serdo:

di~*or=c'di-"rr=">rt=""("= x-')"
que, integradas, dao
p = Czsen (jt + c3cos fut
g=csen(it—c,cosut
r=»0].

O s6lido tem pois um movimento de rotacdo em torno

do ponto O, definido pelo vector <= pl+ gqJ+ rK.

3218 —Um ponto P, de massa m, move-se sem
atrito, sobre uma recta OP que, por sua vez, esta
animada dum arotagdo uniforme, num plano fixo (Oxy),
em torno da origem O. N&o hé& forgas activas. Achar
a forga viva, escrever as equacdes de Lagrange e as
equagdes candnicas de Hamilton. R : Em coordena-

a= kcj

- —p —
das semi-polares (R, S, K) sera
p_0 =re a.-» rotacdo
e a forca viva toma aforma 2T = m(r’+ r'w’
As equagBes do movimento serdo entdo

d
rE.=— mr'w’.

dt
que o ponto P definido pela

F,, tmm (r* - rw?)

3219 — Verificar
equacéo

bi (P-B,)+b,(P-B,)+ eee +h,. (P-B,) =0
é o centro de gravidade dum sistema de massas
6i,6j *esb, colocadas respectivamente nos pontos
B%,Bf"B,,. R : Da expressdo corrente que define
o0 centro de gravidade M (G —O0)-- 2, m, (P,—0) resulta
imediatamente 2, nij (G—Pi)=0, igualdade equivalente
a equacdo proposta.

SolugOes dos n."" 3217 a .1210 de J. Gaspar Teixeira
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Press, 1949. xvi+ 446 pp. Price 30s. net.

A nuestro juicio, el mérito principal de la obra que
vamos a presentar reside en el liecho de contener un
vasto y bien elegido material experimental de geo-
metria algebraica. En tal sentido, lo consideramos de
inestimable valor para el especialista de aquella dis-

ciplina. Dicho material encuentra su lugar, no solo
en la parte expositiva dei texto, sino también y espe-
cialmente en las numerosas notas y en los ejemplos
y ejercicios, puestos al final de cada péarrafo y de
cada capitulo, seleccionados con el fino espiritu geo-
métrico que poseen los autores, ambos distinguidos
investigadores en el campo de la geometria alge-
braica.



En cambio, la expoBicién tedrica aparece en forma
gue, tanto en la ordenacidn como en la fundamenta-
cién. no estd a cubierto de los reproches que pudiera
dirigirle un critico no muy exigente; como conse-
cuencia, creemos que un principiante, que no posea
mas conocimientos prévios que los elementales de
geometria proyectiva y algebra que los autores
suponen en el Prefacio, ha de tropezar con grandes
dificultades para la buena comprension de muchas de
las cuestiones tratadas en el libro. Por todo ello, mas
gue una Introduccién a la Geometria algebraica
(eu el sentido, p. ej., de Ein/iihrima in die alge-
braische Géométrie de van der Waerden, o de la obra
de Hodge-Pedoe: Methods of Alt/ebraic Geometry, cuy o
Unico tomo aparecido hasta ahora fué reseiiado en el
n.° 37 de esta Revista), el libro ha de considerarse
como una vision panordmica de la misma, desde un
punto dn vista principalmente intuitivo.

El método seguido es el llainado algebrico-goomé-
trico de la geometria algebraica clasica; los aspectos
transcendente y topolégico quedan fuera dei objecto
de la obra. El rigor no parece haber sido la preocupa-
cion fundamental de los autores; estos admitem expli-
citamente en el Prefacio que, en lo relativo al
lenguaje, ban procedido con «a certain degree of
informality», principio liberal que ban extendido
generosamente, y no siempre do modo explicito, a la
demostracion de una gran parte de los teoremas.

Por encima de las observaciones precedentes, queda,
sin embargo, el substancioso contenido intuitivo y la
cuidadosa y detallada informacion que contiene el
libro, destinado a prestar grandes servicios aiin a
aquellos, y nos sentimos inclinados a escribir «espe-
cialmente aquellos», que se ocupande geometria alge-
braica desde el punto de vista abstracto al que 6e
debe; conviene no olvidarlo! el renacer dei interés
universal por esta interesante y siempre viva rama
de la matematica.

Damos a continuacion un detalle de las principales
cuestiones tratadas en los distintos capitulos. EIl Cap.
| es de introduccién y en el se da, de una parte, la
estructura dei espacio proyectivo &, junto con las
principales propiedades de sus translormaciones
proyeetivas y de las figuras elementales ligadas a
ellas; por outra parte, se establecen los conceptos
de variedad algebraica irreducibles, correspondéncias
algebraicas y variedades racionales. En el Cap. Il se
estudian las propiedades projectivas de las curvas
planas algébricas: polaridad, elementos singulares,
subadjuntas, género aparente, ... ; y se consideran
las curvas racionales y elipticas, dandose algunas
nociones sobre las curvas de géneros 2, 3 4. Las trans-
formaciones cuadraticas planas constituyen el objeto
del Cap. 111, se utilizan luego para la resolucion de
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las singularidades y para la definicion de los puntos
infinitamente préximos. También se delinen en él,
el género de una curva y se dala multiplicidad de
interseccion de dos curvas en un punto multiple. EIl
Cap. 1V, titulado Correspondéncias racionales, con-
tiene las correspondéncias (m, n) en las variedades
racionales de dimension 1, correspondéncias entre
planos y variedades de dos dimensiones, la regia de
Zeuthen y sus aplicaciones, férmulas de PlUcker y
Cayley, asi como la determinacién de los caracteres
principales de las curvas definidas como interseccion
de superficies. EIl theorema Af+By de Noether y
sus aplicaciones es el tema del Cap. V. En los Cap.
VI, VII,VIIl se estudian los sistemas lineales de
curvas planas y de superficies en 53 y su interpre-
tacibu como representaciones planas de las superfi-
cies racionales y como representaciones en S3 de las
variedades racionales de tree dimensiones.

De modo natural apareceu entonces las transfor-
maciones cremonianas générales dei plano y algunas
particulares del espacio S3. De dichas transforma-
ciones se hace aplicacidon a la resoluciéon de singula-
ridades puntuales y lineales de las superficies. EI
contenido de estos capitulos es do fundamental impor-
tancia en geometria algebraica. EI Cap. | X esta dedi-
cado a los caracteres proyeetivos de las curvas y
superficies de S,,; se estudian especialmente las
superficies regladas y las racionales, al mismo tiempo
se dan algunos invariantes numéricos de las superfi-
cies tales corao:el género aritmético, el invariante
de Zeuthen-Segre y el de Castelnuovo-Enriques. La
geometria de los espacios reglados de S3y y SUB
diversas representaciones puntuales en espacios
proyeetivos de mas dimensiones, constituyen el objecto
del Cap. X.

En el Cap. X1se expone brevemente la Geometria
numerativa. Se establecen las formulas fondamen-
tales dei calculo de Schubert y se estudian problemas
numerativo8 referentes a coénicas y cuadricas. Se
enuncia el®principio de la conservacion del namero
y se establecen las condiciones para su validez si-
guiendo el analisis del principio debido a Severi.

Los dos ultimos capitulos, X 11y XIlI, cstdn dedi-
cados a la geometria algebraica propiamente dicha
de las curvas y superficies, es decir a la geometria
birracional sobre una curva y sobre una superficie.
En el XIlse estudia la geometria sobre una curva; se
definen, para los grupos de puntos, laequivalénciay las
series lineales. La serie canénica se define, siguiendo a
Enriques, mediante la serie jacobiana. Se hacen apli-
caciones al estudio de las correspondéncias con valéncia
y a ladeterminacion de la formula de Cay ley-Brill para
el ndmero de coincidéncias en una correspondéncia.

El teorema de Riemann-Roch se deduce a partir
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del teorema de reduccién de Noether y se aplicalnego
para estabelecer el teorema de Clifford y, en el esttdio
de las curvas en S,,, para darias féormulas de postu-
lacion de una curva. En el Cap. XIIl se hace un
estidio muy somero de la geometria sobre una super-
ficie, las cuestiones tratadas tales como: sistemas li-
neales de curvas, curvas excepcionales, caracteres
virtuales de las curvas, sistemas jacobianoy canonico,
curvas adjuntas, teorema de Riemann-Roch, ...
aparecen solo iniciadas y gran parte de los resul-
tados enunciados se basan sobre otros cuya demos-
tracion, por la dificultad intrinseca de la cuestion,
excede los limites que los autores se han seiialado
para la presente obra y, en consecuencia, se ha de en
buscar las memorias originales o tratados que se in-

dican.
0. Ancochea (Madrid)

86 —COXETER, H. S. M.—Regular Polylopes —
Methuen & C.° Ltd. — London —1948. Pre¢o 50 s. net.

O livro em referéncia é um livro atraente para
todo aquele a quem a geometria, e em especial o
estudo dos poliedros, seja motivo de agrado.

O titulo no entanto precisa desde ja ser esclare-
cido. O que é um poli topo V Um politopo é uma figura
geométrica formada por porgbes de recta, de planos
ou de hiperplanos. Assim no espago a duas dimensdes
toma os nomes particulares de poligono, rede, arvore
etc.; no espaco a trés dimensdes o de poliedro etc.
Shlédfi que escreveu uma grande monografia sobre o
assunto chamava-lhes polyschema.

Diz o autor que o seu livro se pode considerar uma
continuacdo dos «Elementos de Euclides», porquanto
os fundamentos dos assuntos tratados so encontram
na literatura grega de h& cerca de 2.000 anos.
No entanto deve notar-se que o estudo de assuntos
como os do Cap. V, o Kaleidosc6pio, sO teve inicio
no século passado. Apesar disso a afirmacédo é verda-
deira pois parece que os «Elementos» tiveram como
fim principal o estudo dos poliedros regulares aos
quais era atribuido significado esotérico.

Recentemente a revivescéncia destes estudos é em
grande parte devida aos aprofundados trabalhos da
cristalografia que chegou a descobrir que muitos
poliedros aparecem na natureza como cristais. O tra-
balho de F. Klein «Vorlesunger (lber Ikosaeder und
die Auflosung der Gleichungen fttften Grades»”) veio
também por em evidéncia a necessidade e vantagem
de tais eBtudos embora sob aspecto diverso.

O desenvolvimento da Topologia Combinatéria é
também causa de tal aprofundamento. A «Analise
Situs» cujas primeiras manifestacfes nos aparecem

(") Existe uma traducdo inglesa intitulada : Lecture» on the
Icoaakedron. London 1917 —traducdo de G. G. Morris.
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com problemas curiosos como o problema das pontes
de Konigsberg, da coloragdo dos mapas, do pro-
blema das gares, etc, e para cujo estudo tantos mate-
maticos notdveis como Poincaré concorreram, é ainda
uma das causas deste florescimento dos estudos que
o livro encerra.

Tem o livro, a grande qualidade, para os que se
iniciam nestes trabalhos, de pdr e tratar as questdes
desde o inicio, dando todas as nogdes necessarias a
boa compreensdo do assunto, ainda que elas sejam
muito elementares. E um livro que o aluno do pri-
meiro ano das nossas escolas superiores, pode come-
car a ler com a certeza de o entender e comele ir
até a fronteira do conhecimento actual do assunto.
E muito claro e as demonstragdes, se nem sempre
sdo dum rigor légico extremo, tem no entanto a van-
tagem de serem bastante simples e compreensiveis a
primeira leitura. A maior dificuldade que o leitor
encontrard, julgo, que serd a da nomenclaturae a das
notacdes que apresentam no entanto nitidas vanta-
gens sobre as anteriores.

0 trabalho é resumo da actividade do autor desde
1923, em que publicou a sua «Dimensional Analogy»
e de que este, é o desenvolvimento.

Aos que se interessam por tais estudos aconse-
Ilhamos vivamente a leitura deste livro.

Para se ter ideia resumida dos assuntos tratados
se dao a seguir os titulos dos capitulos :

1 — Poligonos e poliedros, |1 — Sélidos regulares e
quase-regulares, 1l11—Grupo das rotagdes, 1V —
«Tesselations» e «Honeycombs». V—O Caleidoscopio,
VI — Poliedros estrelados, V11— Politopos ordinérios
em espacgos a mais de trés dimensdes, VIII —Trun-
caturas, I X— A demonstracdo de Poincaré da For-
mula de Euler, X — Formas, vectores, e coordenadas,
X1— Poligonos de Pétrie generalizados, XI1—Sec¢des
e projeccdes, X1V — Politopos estrelados.

No fim de cada capitulo d&-nos sempre o autor um
desenvolvimento histérico do assunto, o qual estabe-
lece as ligagbes com os trabalhos anteriores; e no
final do livro apresenta bibliografia abundante que
permite desenvolver aquelas partes da matéria que
mais possam interessar cada qual.

Estd ainda o livro cheio de belissimas gravuras
que muito esclarecera e elucidam o leitor facilitando
o trabalho.

E um livro que, segundo cremos, serd acessivel
até ao leigo com curiosidade das coisas da matema-
tica em geral e daqueles capitulos da geometria, em
particular, desde que tenha um minimo de preparagdo.

Um s6 sendo a apontar, o preco, que se justifica,
ainda assim, dada a qualidade do trabalho tipogra-
fico e das gravuras.

J. da Silva Paulo
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