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A funcdo de Dirac—

Sua

interpretagéo matematica

por Ruy Luis Gomes

Segundo a Mecénica Quantica quando um sistema
fisico de n graus de liberdade Be encontra no estado
(fisico) representado pela funcdo normada

if \cl*!l eeedx, =1,

a densidade de probabilidade correspondente & posicao
Xj ee¢X,, no espago R* das configuracdes possiveis,
é | p(xieeex,)|*. Por outro lado, na estruturacédo
geral (da Mecéanica quéantica) essa densidade de pro-
babilidade aparece sob a forma

fneseyw) s, (Vi -y« Viseey,

em que X representa o conjunto ordenado xj-"X, e
>, (yi**y,) a funcdo proépria da grandeza-posicdo
em if*referente ao valor X e X,

Concretamente (jli*eeJ») tem de satisfazer' a

@) Iri* (yj™y*) — «i>«(yi"-y»)

y.>.(Yi--y») - *»s.(yi—>».),
juntamente com uma condi¢do de normalizagéo.
Ora, para satisfazer a (1) terd de ser

)y *m(Vi—Vn)—0 P"" —
Nno ponto Kjess.£,, & (yi+++y,) fi® indeterminada.
Uma funcdo nestas condigdes é, porém, incompativel
com uina relacdo de normalizacdo
©) J . (yieeey,) dyiseedy, —1.
No entanto, se tomarmos (2) e (3) como equacdes
definidoras de um novo tipo de func¢do, a qual ainda

sejam aplicdveis as regras ordinéarias do calculo com
func¢des, deduz-se, de (2),

i' Consultar qualquer obru de Mecanica Quéantica.

( 1(x)S(y)dy.—-<ly,=
JR

@ .
donde

(i () -*(3)) K@) A, >, ~0,

i (S (y)d, ee-dy,
JR»

«

ou finalmente
(5) t(a) - /
IR

por forca de (3).
E esta expressdo de

() Ko {y)dyi---dy,,

(x) identifica os dois valores
2

IH*) JR/ Hy) K ()°y\- -dy,

da densidade de probabilidade, de acordo com os
principios gerais da Mecanica Quantica.

Ora, se é certo que nenhum matematico legitimara
a deducdo de (5), pois nenhuma verdadeira funcdo
satisfaz a (2) e (3), de todos é sabido que a pseudo
funcdo S, (y), introduzida por Dirac, presta grandes
servicos em diferentes dominios da Fisica Mate-
matica.

Este facto, ao lado de muitos outros no campo
do célculo operacional*, abre uma nova crise no
conceito de fungdo e, assim, surge a questdo de saber
COmo vencer essa crise.

Antes de responder a essa interrogagdo, vamos,
porém, considerar, a parte, a igualdade

®) (M- JR/ V(Y) 9 (y) dyi ooy e

para demonstrar que ndo existe funcdo alguma que
lhe satisfaca.

Para isso é necessario comegar por definir a fami-
lia V das fungdes i/ que figuram em (5). Ora, como
<lo ponto de vista da Fisica, nos interessam apenas

(2) Consultar L.Schwartz— Théorie des Distributions,
Tome 1, Act. Sc. Ind.,Hermann — Paris, 1950.

pags. 5-6,



aquelas que tém norma. I K I*dyi e e rfy,, finita,

vamos obriga-las as duas condigdes: 1) serem conti-
nuas sobre todo o espago R"; 2) serem nulas no ex-
terior de um conjunto compacto.

O teorema que pretendemos demonstrar, formula-se>
pois, nestes termos: ndo existe funcdo, S, (y), que
verifique (5) sendo CeV.

Se exigirmos que S, (y) seja continua sobre todo R,
a demonstracdo pode fazer-se do seguinte modo“.

Raciocinando, por comodidade de notagdo, em Jt,
admitamos, por absurdo, que existe uma tal funcédo
/(y). De duas uma: ou / (y) = 0 ou ha, pelo menos;
um ponto ya=f=x no qual /(t/,)=£0. Na primeira
hipdtese temos

I f(y)T(y)?V =° pa™ i qualquer,
)

enquanto que nds podemos arranjar uma fungao i|/,
tal que i]i(i)*"t0. Numa palavra—é impossivel satis-
fazer a (5).

Na segunda hip6tese, construamos um intervalo
[o,6] de modo que ce[a,6],x $[a,0], ef(y)tenha
em [a, 6] imfimo e supremo do mesmo sinal.

Tomando <,(«/), assim definida

Hf) - O
+@y) - (3 -y (- by
ty) =0 °g

0-Kx)#r + (y)/(y)rfy-j V)Y (H=»)TW*, ()

donde a impossibilidade de (5).

Kepare-se, de resto, em que o fulcro da deducédo
anterior estd no seguinte: se f(y) é continua num
ponto i/, e R" relativamente a R', e se f(yo)=r"?
existe um intervalo de li*" contendo y, tal que nele /(;/)
tem um infimo e um supremo do mesmo sinal.

Esta demonstracdo é, pois, aplicavel todas as vezes
que os pontos de continuidade de f (y) com relacéo
a R' formam um conjunto tal que o seu complementar
tem medida—/, nula, como acontece quando /(?/) &
integravel-Rieinann em todo intervalo de R™.

Demonstra-se ainda facilmente a impossibilidade
de (5), quando exigimos*"' de f (y) a condigéo:

<») E. Uoursat—Cours d'Analyse ~ Mathématiqgue, Tome 111, 1923,
a(ts. 545-546.
<> Digo exigimos porque a somahilidade de/ num compacto,

A", alo implica necessariamente a >oma!>il idailo do /*. hasta

considerar a fungdo f(y) = —3.110 compacto [0,1], Na verdade
vy
—b5s e finito, ao contrario de [/
o Vy o}
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f(y) © f(y)i <*°somaveis" em todo conjunto com-
pacto de R".
Imaginemos, por exemplo, que n=1

funcgoes

4- (j/) = sen(2m + 1)y ,
<L(1>)=0 , 2/<0 e

e tomemos as

0<,/<2,v
2/M<iT.

Supondo que x = IT/2, tera de ser

ou seja

(-1)"= J'\n{2m +\)y-Ify)dy, »-0,1, -

Oraénzi?ggﬂ (2p-f1)y- sen C2q+ 1)y +dy =0, p=tv -

temos
T f* Ben@2m +1)yf(y)dy I ~
- - < "P(y)dy
M 0
ou
*2ir » 1

J P Wiy> S .,
0 que é absurdo.
Posto isto, vamos dar uma demonstracdo absoluta-
mente r/era/ da impossibilidade de

() - rfy,

quando < e qualquer funcdo de V e / (y) uma funcgéo
determinada, somavel em todo compacto™ de R"".
Comecgamos por recordar o
Teorema de Urysohn™ . Dado um conjunto fechado
F de R' contido num conjunto aberto G, i sempre
fjossioel construir umafungdo continua sobre todo R*

tal que
? @ —1 , XeF
Ppx =0 xeR"—G
0< f(*)<* , xG — F.

« K a desigualdade de Bessol, que so obtém desenvolvendo

»2ir

If{y)—1«>n sen (2m+l) i/]'rf.y>0,

1 /27T

«m = 1 / (y)sen 2m+1 ydy .

(& Por outras palavras, vamos demonstrar que o operador ou
tianfoimacao linear 4 . "N (.c), x lixo, t,g'f >ndo & redutivel
ao integral | <L (y) f (y)dy >no qual / representa um funcédo

omével em todo compacto de H-.
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Vamos fazer a demonstragcdo na hipotese particular
He se tratar de R', mas devemos desde ja acentuar
que o teorema, valido em R™, se estende a espacos
muito mais gerais.

Suponhamos, entdo, para facilidade de representa-
cdo geométrica, que F ¢é ointervalo fechado [a, 6]
e G o intervalo aberto (c,d), de tal modo que
c< o< 6<d.

Como mostra a figura, o traco indefinido a cheio
corresponde a uma solugdo do problema.

Ora, dos tridngulos semelhantes caA e cxtp(x),
tira-se

(c.d»+(.(*, [«,*])

1 ca p(as,i?i-

designando por p (x,A/) a distancia'" do ponto x
ao conjunto M.

No caso de F e G, FczG,

- p(x,R"- G)
(%)~ t(x,R"-G)+f(x,F)

como se verifica imediatamente.

Passemos agora a demonstragdo da impossibili-
dade de (5). Tomemos um intervalo fechado K e escre-
vamos o seu interior como soma de uma infinidade
numeravel de intervalos fechados sem pontos inte-
riores comuns :

serem conjuntos de R,

i(K) -2J21}-
Como /,,= 2 J»j>H'"&*" conjuntofechado, esta

eontidu em i (A), que é um conjunto aberto, podemos
aplicar o teorema de TJrysohn, construindo uma fun-

cdo i}, e tal que
i, (x) =1 xel,,
K((x)=0 xeR"- f(X)
0<T»(*)<1  xe*(A-)-/,
Ora, introduzindo in * " (5), vem
«. (0)-1 [(x)i,(x)/x
-/ fxydx o+ | Nx)F(x)dx
visto / (x) i), (x) ser somavel em i (K) coincidir

com / (x) em /,,.

0) o infimo das dist&nclAa de x aos pomos de -V.

Mas, como a medida- L de t (X) —/,, tende para

zero com” - > tem-se

Hm*, (0)- / f(x)dx

Agora, dois casos se podem apresentar : a origem,
0, pertence a i(K) ; a origem, 0, é exterior a
i(JT).

No primeiro caso, também pertence a /,, para n
suficientemente grande e dai resulta que

=/ [(a;)dx!
pois Q, 1 paraxel,.
No segundo 06 fi,, - i (ff) e, portanto, 4, (0)=0,
donde
0=/ /(*)dx.

Obtidos estes resultados, tomemos um intervalo K
que contenha a origem no interior e escolhamos
depois os A', de maneira que 0%i(Kj),j qualquer,
como é sempre possivel.

Teremos, entéo,

1 =1 [fxydx =V [ [(x)rfx =

=S / 1(">) «* - 0,

e este absurdo mostra que ndo pode existir fungao
/(x) nas condigbes enunciadas™.
(Continua)
NOTAS

[l Funcdo soméavel num conjunto G aquela, que
tem integral-L finito nesse conjunto.

W O teorema de Urysohn é valido em espacos
muito mais gerais (consultar, por exemplo P. Ale-
xandroff und H. Hopf — Topologie, erster Band, pp.
73-78, Berlin, 1935).

[3] Dada uma forma linear continua como é, por
por exemplo, A =$ (x), em que é uma funcdo
continua dum intervalo fixo [a, 6] , e X um ponto
determinado de [a, 6], Hadamard demonstrou que se

A, (y) <5f (y) dy ,

sendo K,, (y) uma fungdo continua (consultar C. R.

Acad. Sc. Paris, 9 de Fev.° 1903). Mais tarde F.
f*

Riesz, demonstrou que A (ty) = J K(y) da (y), sendo

a (y) uma funcgdo de variagdo total limitada (consul-
tar C.R. Acad. Sc, Paris, 149, p. 974).

pode sempre escrever A —lim/

<> vy, é nilo-negativa o n&o excede 1, portanto de valor
inferior a um nGimero independente de n .



Filbsofos e

por José Sebastido

Vem ja de longe o desentendimento entre matema-
ticos e filésofos. E certo que, em certos momentos da
historia, a mateméatica e a filosofia se témdado as
maos amigavelmente, em perfeita colaboracdo: basta
lembrar aquele diBtico afixado & porta da academia
de Platdo: «.Véo entre ninguém que ndo saiba geome-
triax».

Descartes e Leibniz, os dois grandes expoentes
do racionalismo cientifico, foram ao mesmo tempo
matematicos e filésofos. «Les mathématiciens ont
autant besoin d'étre philosophes que les philosophes ont
besoin d'étre mathématiciens» — afirma Leibniz, numa
carta a Malcbranche.

Mas estes casos sdo apenas excepcdes.

Ja Galileu se insurgia contra os filésofos adversa-
rios da ciéncia, interpelando-os em termos de fina
ironia: adi ijrazia cessino di essere cosi aspri nimici
delia geometria. .. <:redevo c/ie non si polesse essere tanto
nimico di persona non conosciuta» («por favor, deixem
de ser tdo asperos inimigos da geometria. . eu ndo
supunha que se pudesse ser tdo inimigo de pessoa
nao conhecida»).

De vez em quando, h& uma esperanga de reconci-
liacdo. No prefacio a obra de Lusin sobre conjuntos
analiticos, observa Lebesgue :

«Aprés les premiers grands progrés de la théorie des
ensembles, Philosophes et Mathématiciens crurent le
moment venu de se tendre la main au dessus du large
fossé qui les sépare. La conversation qui s'engagea
ressembla, des I'abord, au jeu despropos interrompus;
ce n'était que l'affaire d'un moment, croyait-on, un
effort encore et I'on allait se comprendre. Mais Zenon
d'Liée et le sorite du menteur furent invoqués». E logo
le café servi

a seguir: «Quand j'étais étudiant, nous
abordions volontiers les idées générales: la discussion
s'échauffait et semblait devoir étre sans fin, lorsque
I'un de nous s'écriait: «D'abord, toi, est-ce que tu

existes ? Je dis toi pour la commodité, mais moi seul
existe. Alors nous comprenions qu'il fallait aller
travailler et nous nous séparions jusqu'au lendemain».

O dissidio pode dizer-se que se tornou grave a
partir de Hegel, com todos os metafisicos nebulosos
gue seguiram o0 mesmo rumo: os idealistas roman-
ticos, poetas da lIdeia Confusa. A pouca simpatia de
Hegel pela matematica (que faz pensar num complexo
de inferioridade) corresponde nele a uma hipertrofia
de certas tendéncias do espirito em prejuizo de outras.

GAZETA DE MATEMATICA

Matematicos

e Silva

Génio impetuoso e desigual, que ndo sofria um sé
instante a disciplina clarificadora do silogismo, Hegel
estd bem longe do ideal cartesiano das ideias claras
e distintas («Quand il s'agit de questions transcenden-
tes, soyez transcendentalement clair»). Depois, entre os
epigones, esta aversdo a matematica torna-se uma
regra de bom-tom, que ja4 ndo convence pela sinceri-
dade. E o que se observa, por exemplo, em Benedetto
Croce, o famoso filésofo italiano que tdo profunda
influéncia tem exercido dentro e fora da Italia. Vale
a pena folhear a «Lo6gica» de Croce, ndo s6 para
constatar a sua dificuldade em discorrer com ldgica,
mas ainda para ver como séo ali tratadas as ciéncias
exactas: para ele a matematica, a fisica, etc., seriam
apenas um jogo mecanico de férmulas e de regras,
certamente Gtil, mas que nada teria que ver com a
actividade criadora do espirito. Segundo Croce (e nisto
ele esta em oposicdo a Hegel) os conceitos empiricos
e 0s conceitos abstractos da matematica seriam
apenas «pseudoconceitos», inteiramente distintos dos
«conceitos puros» ou verdadeiros conceitos. Em véo
Federigo Enriques, o conhecido geémetra e pensador,
lhe pediu exemplos de conceitos puros; Croce limita-
-se a trés ou quatro exemplos vagos, sempre 0s mes-
mos, que nos deixam perplexos a olhar para as
nuvens: o conceito de qualidade, o conceito de beleza,
o conceito de finalidade, o Conceito de conceito (pre-
cisamente os mais abstractos entre todos os conceitos
abstractos...). A polémica entre Enriques e Croce
(ai por volta de 1911) d4-nos bem a medida da diver-
géncia entre os dois tipos de mentalidade.

O que acontece geralmente nestes divérbios é que
o cientista parece mais proximo do senso-comum : a sua
reacgdo perante as excentricidades de certos filésofos
é tanto ou mais vincada do que a do homem da rua.

0 mais curioso ainda é que, quando o leigo se pGe
a fazer ciéncia por conta prépria, tende quasi sempre
a cair no pogo da filosofia (e digo «pogo», porque,
geralmente, é dificil de 14 sair). Como exemplo, vem
a propésito referir o caso de um general que conheci
em Roma, pessoa culta, de convivio agradavel, a
guem o néo ter nada que fazer conduzira as lucubra-
bracdes matematicas. Sua ocupacdo favorita era
expurgar a matematica de circulos viciosos. «Na defi-
nicdo — preceituava ele — nunca deve entrar o defi-
nido». E até aqui era dificil ndo lhe dar razdo. Porém,
uma das definicdes que tiveram a pouca sorte de
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cair sob a sua anélise foi a de um.numero primo.
Definigdo impecdvel a primeira vista: «Diz-se que
um ndmero diferente de um é primo, quando s6 é
divisivel por si mesmo e pela unidade». Mas obser-
vava o general: «Este si mesmo o que é sendo o
niimero primo—o definido a intervir na definicdo?
Eis aqui um circulo vicioso!» Em seu entender, este
e outros erros provinham de uma deficiente funda-
mentacdo filoséfica da aritmética e, como remédio,
propunha uma sua teoria um tanto complicada, em
gue se fala da tendéncia que tem 0 nosso espirito a
egranulizar oreal». Depois de ter ido bater a porta dc
varios matematicos, tornou a casa de mau humor e
acabou por publicar as suas reflexdes numa revista
filoséfica, com um predmbulo conceituoso que era uma
tunda mestra nos matematicos em geral. Creio que a
partir de entdo se consagrou inteiramente a filosofia.

De modo nenhum eu pretendo insinuar que a obra
dos metafisicos romanticos tenha sido inGtil: a reacgdo
ao matematismo — ao racionalismo cientifico na sua
forma extrema —tornou-se inevitavel, e salutar para
a prépria ciéncia, principalmente depois do novo
rumo que tomou a fisica. Num momento de exaltacdo
poética, Laplace teve esta frase que havia de ficar
célebre : «Une intelligence qui, pour un instant donné,
connaitrait toutes les forces dont la nature est ani-
mée, et la situation respective des étres qui la com-
posent, si, d'ailleurs, elle était assez vaste pour sou-
mettre ces donnés a l'analyse, elle embrasserait dans
la méme formule les mouvements des plus grands
corps de l'univers et ceux du plus léger atome: rien
ne serait incertain pour elle, et I'avenir, comme le
passé, serait présent a ses yeux». Mas hoje sabemos
guanto ha de exagerado nesta concepgdo mecanicista.
De resto, j& nos meios cartesianos a ideia de conse-
guir uma descricdo do mecanismo do mundo era tida
por simples miragem; dizia Pascal: «ll faut dire en
gros cela se fait par figure et mouvements, car cela
est vrai; mais dire quels et composer la machine, cela
est ridicule...»

Temos aqui de concordar com os intuicionistas: o
universo ndo é apenas maquina —é também vida, é
também evolucdo ; ndo é apenas causalidade, é tam-
bém finalidade. Ao estudar o mundo empirico, o
homem esqueceu-se dum pormenor essencial, irredu-
tivel a formas matematicas — que é ele mesmo, homem,
com tudo o que nele se contém de infinito. N&o se
mecaniza a vida, nao se logifica o sentimento, ndo se
automatiza o espirito livre e criador. Nao se resolvem
problemas sentimentais por meio de equacgdes, e ainda
bem que tal ndo é possivel.

Mas é preciso também ndo cair no extremo oposto :
o anti-intelectualismo, o irracionalismo cego e desen-
freado!

Através dos séculos se vem observando esta osci-
lacdo entre os dois poios — racionalismo e intuicio-
nismo (ou empirismo). J& nos bons tempos helénicos
encontramos, de um lado, Heraclito (o Confuso) e os
sofistas; do outro lado, os pitagéricos, os eleatas,
Demécrito, Platdo. Dizem os empiristas: o mundo
gue nés vemos € sempre diverso, sempre em movi-
mento, sempre em evolucdo ; enquanto a ciéncia pre-
tende dar-nos dele uma imagem permanente e estavel.
Respondem os eleatas: mudanga, movimento, o nas-
cer e o morrer —tudo aparéncia, tudo ilusdo ; sé o
gue é estavel existe, e, se os seres particulares se
transformam, o universo, como um todo, é imovel,
regido por leis eternas e imutaveis. A frase tantas
vezes citada de Heraclito «Ndo nos banhamos duas
vezes N0 Mesmo rio» tornou-se como que uma divisa
do empirismo militante. E é delicioso ouvir Platdo
gueixar-se dos sofistas pela boca de um dos seus per-
sonagens: «E com efeito, 6 Socrates, discorrer destas
doutrinas heracliteanas. .. é coisa mais dificil do que
discorrer com pessoas que tenham sido mordidas pela
tardntula. Realmente estes homens, segundo o0s seus
escritos, estdo em continuo movimento; o parar num
assunto e numa pergunta, e quietamente perguntar e
responder cada um por sua vez, nao lhes é possivel
de nenhum modo... Ora pois, se tu a algum deles
perguntas alguma coisa, ei-lo que tira como que
duma aljava certas suas palavrinhas enigmaticas e tas
dispara como flechas; e se procuras que te dé conta
do que disse, ja és atingido com um outro e novo
jogo de palavras, e assim ndo chegas a nenhuma con-
clusdo com nenhum deles. E nem sequer eles con-
cluem nada entre si; porque a coisa de que se ocupam
com mais cuidado é nao deixar que nada nos seus
discursos e nos seus animos seja solido e seguro,
considerando, eu creio, que isSsO mesmo que € seguro
é estavel; e a esta estabilidade eles fazem guerra de
todos os modos, e de todos os lugares a escorragcam
como podem». Este didlogo entre Teodoro e Socrates
(no Teetéto) conserva uma actualidade impressio-
nante.

Na ldade Média a luta reacende-se vivacissima
entre nominalistas e realistas (0os empiristas e racio-
nalistas de entdo), terminando com o triunfo do racio-
nalismo metafisico da escolastica, o qual por sua vez
ird confluir no racionalismo cartesiano.

Na Idade Moderna, vamos encontrar o racionalismo
de Descartes, Leibniz e Spinoza, frente a frente com
o empirismo de Bacon, Locke, Berkeley, Hume.
(O cartesianismo do espirito francés e o empirismo
anglo-saxénico sdo dois tragos dominantes da cultura
ocidental). Um supremo esfor¢o de conciliacdo é rea-
lizado no criticismo de Kant, ao qual porém se segue
a onda avassaladora do idealismo germénico (o cha-



mado «racionalismo hegeliano» é apenas um exemplo
do abuso que se pode fazer de certos termos...).

Afinal, trata-se de duas tendéncias complementares
da nossa mente, com supremacia duma ou de outra,
conforme os individuos e conforme as circunstancias.
Do equilibrio de ambas, da sua accdo alternada e
reciproca, resultard a fecundidade do pensamento.

Hoje, neste mundo atormentado em que tudo parece
oscilar, assistimos a erupgdo do intuicionismo sob as
mais variadas vestes: empirismo, pragmatismo, eon-
tingentismo, evolucionismo, historicismo, esteticismo,
voluntarismo, surrealismo, existencialismo, etc , etc-
(porque, neste campo, os «ismos» dividem-se e sub-
-dividem-se de maneira alucinante, repelindo-se mu-
tuamente). Até no &mbito de mateméatica —a cida-
dela da razdo raeionante —vemos introduzir-se o
intuicionismo, com grande alarido, determinando a
divisdo entre matematicos platénicos e matematicos
empiristas.

Mas entretanto, por obra de matematicos — longe
do bulicio do mundo, serenamente, sem altas pre-
tencbes —tem-se vindo a desenvolver uma actividade
filoséfica que se liga directamente a tradicdo de
Leibniz. Refiro-me & lé6gica mateméatica ou logistica,
cujos iniciadores principais foram Booie, Frege,
Peano e que atinge a sua maioridade no obra monu-
mental de Whitehead e Russell, «Principia Mathema-
tical A légica matematica é, até certo ponto, a légica
formal de Aristoteles rejuvenescida e reabilitada;
mas € muito mais do que isso, porque enriquecida
com alguns séculos de experiéncia de analise algé-
brica e infinitesimal, que a tornam o mais poderoso
instrumento até hoje conhecido para a analise do
pensamento abstracto. Quando se instituiu o simbo-
lismo algébrico, que pde a nu toda a mecanica dum
certo tipo de raciocinio, surgiu a ideia de o generali-
zar, criando uma linguagem simboélica para o uso de
toda a ciéncia. A ideia ja4 se tinha de certo modo
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de Leibniz; mas os seus resultados ndo foram apre-
cidveis: estava-se ainda nos primoérdios da Aalgebra.
O sonho duma lingua cientifica universal ndo se rea-
lizou como o concebera Leibniz —foi mesmo reconhe-
cido impossivel; mas que imensos, insuspeitados hori-
zontes se nos abriram com a nova logica! A principio,
os logisticos foram alvo de criticas sarcasticas, prin-
cipalmente por parte de H. Poincaré. Houve, sem ddvi-
da, exageros e ingenuidades que justificaram a troca;
mas nao esquecamos, por outro lado, que Poincaré
recebeu muito a influéncia de seu cunhado, Emilio
Boutroux, o filésofo contigentista que precedeu ime-
diatamente Bergson na estrada do intuicionismo.
Hoje a logica simbdlica ri-se do anatema lancado
pelo grande matematico e pensador, que ja nas «Der-
niéres Pensées» parece inclinado a abrandar a ironia.
Certamente, a nova logica tem um seu dominio limi-
tado, e pretender sair dele serd sempre pouco sensato.
Mas, pelo menos no que se refere a matemaética, a sua
utilidade estd hoje fora de dlvida : a sua intervengéo
em analise funcional, dlgebra abstracta, etc. tornou-se
fundamental. Um dos seus principais cultores, David
Hilbert, foi um dos maiores matematicos dos ultimos
tempos. A nova logica oferece ao mateméatico uma
férrea disciplina mental que o impede de cair em
divagacdes como aquela do general atras mencionado.

Mas nunca é demais repetir: a matematica néo é
tudo, estd muito longe de ser tudo. O matematico
deve sempre evitar o perigo da deformagédo profissio-
nal, que pode ser nociva para a propria actividade
cientifica e j& fazia dizer aos antigos: «mathema-
ticus purus, purus asinus». Nas horas vagas, 0 seu
espirito deve orientar-se para outros dominios: pro-
curar na arte, na literatura, na filosofia, um equili-
brio que foi perturbado (sem cair num diletantismo
dispersivo, outro perigo a evitar!). E ter presente o
conselho ilc David llume no seu ensaio sobre o inte-
lecto humano :

apresentado a Ramoén Lull, mistico cataldo do «S& um filésofo, mas, no meio de toda a tua filo-
século XIII, que a expls na sua «Ars compendiosa sofia, sé ainda e sempre um homem».
inveniendi veritati m» ; mais tarde, a mesma ideia V. R.— Arlliro publicado em Ciéncia, Revista dos Estudantes da
tornou-se um dos motivos predilectos das meditacdes fj‘tﬁgi‘;’;‘,{,?argg Lioncias de Lisboa, Ano 11—N. 3,
Problemes de dépouillements — /1
Problémes  intéressant ~ un nombre non limité de candidats
par Pierre  Dufresne

Jusqu'ici nous n'avons étudié que des problémes
de dépouillements intéressant deux candidats. Nous
passons maintenant a I'étude de deux problémes con-
cernant un nombre non limité de candidat3.

Grace a l'appui qui m'avait été donné par M’ Dar-

mois et par M/Dugué j'avais pu faireparaitre I'énoncé
du premier probleme et une démonstration partielle
dans le Bulletin Mathématique des Facultés des Scien-
ces et des Grandes Ecoles de Septembre-Octobre, 1938.
La méme revue publiait en Février 1939 sous la signa-
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ture de M. R. Lagrange une démonstration géné-
rale de la formule. C'est une nouvelle démonstra-
tion trés différente que je donnerai ici. Le second
probleme est inédit.

Pour la résolution de ces problémes j'utilise des
relations mathématiques.

Relations Mathématiques

Premiére relation

Soit une droite et sur cette droite un certain nom-
bre de points que nous désignerons par les lettres de

A B C D E F G
I'alphabet A, B, C, etc., le point le plus a gauche
étant le point A, le point suivant le point B, etc.

Les segments AB ,AC, AD, BC, BD , CD e etc.
représentent des nombres entre lesquels existent des
relations: AC=AB + BC, AD = AB + BC + CD,
BD = BC+CD  eee etc.

Ces nombres sont supposés positifs et nous les dési-
gnerons indifféremment par AB ou par BA, par BC
ou par CB e e - etc.

Nous aurons a considérer les produits des nombres
désignés par des segments ayant une extrémité com-
mune par exemple le produit AB «AC *AD « AE . AF.
Dans un but de simplification nous désignerons sim-
plement par AB ¢+« AF le produit que nous venons
d'écrire et d'une maniére analogue les autres produits.

KA e+« KN désignera ainsi le produit KA « KB«
*KC s+ KM de tous les nombres représentés par des
segments limités par le point K d'une part et
d'autre part par un des points A, B, C+++ N (le point
A' étant exclu).

Nous désignerons par a,b ,c,d e« etc. les rangs
respectifs des points A ,B, C,D e etc. a=1,
6=2, c= 3, d=4,etc.

Nous nous proposons de démontrer que :

1 1 1

AB AV BA-BN

- _N\nt
tED akn PR (D™ A W
N désignant unelettre d'un rang quelconque.

Nous emploierons uns méthode de récurrence. La
relation est exacte dans le cas de deux nombres. En

CA---CN

"
o

effet elle s'écrit alors = 0 ou AB=BA.

1
AB~B~A
Elle est encore exacte dans le cas de trois nombres.
Elle s'écrit alors
1 1 1 0
AB-AC BABC '* cAa-cB

ou AC= AB + BC

Nous disons qu'elle est exacte dans le cas de n
nombres si elle est exacte dans le cas de m nombres
Pi=m+ I).

Remarquons tout d'abord que

1 1 1
ABe AN AN  AB- «<AM
1 T AB BN
BA-BN AN L BA-BN + BA-BN
T r T T i
AN \ BC - BN -~ BA -+ BMJ
1 { AC CN -]
AN L CA«s CN* CA-esCN \
AN \ CBe++CN CA ' 1
- r Ak = MV
KA — KA esKN KA e KN |
KN . ANL . -
T r i 1
AN \ KB se KN = KA eee KM J
1
NA---NM AN NR- NM
D'ou ilrésulte que:
AB AN BA- BN  CAssCN +
. (-1)*-H _ (_D)«+l 1
' KA-KN NA---NM
AN \ AB ++AM BA -BM CA- CM
(ux
T KA eeekM © = 7F
MA eee MLJ ANV~ BC «+BN -
1 "
+ - - - eee
CB = CN (D™ g kN T
<-1)e 1—']
NB eee NMJ

et si les deux suites entre parenthéses sont nulles la
premiére l'est également, ce qu'il fallait démontrer.

Remarque |
L'égalité '
egalite
9allt® - AN BA - BN t CA e CN
KA e KN
1
=0
NA— NM



obtenue en supposant que AB, AC, BA eeeetc. sont
des nombres arithmétiques s'écrirait en les considé-
rant comme des nombres algébriques, c'est a dire en
posant BA= — AB, etc.

1 1 1

AB e+ AN ' BA e BN = TKA e kKN T
1
+ eee +
NA ---NM
En effet le dénominateur
KB .. KN est le produit de

du k™ terme: KA.
—1) nombres négatifs

a savoir KA, KB eKJ et de (n—k) nombres
positifs KL, - - KN.
Remarque 1 |
1 1
L'égalit® \gac AD BA - BC-BD
1 1
CA-CB-CD DA -DB-DC
peut s'écrire :
AB- AC-BC - AB-AD-BD + ACeAD<CD -
- BC-BD-CD - 0

AB -AC + BC = Produit de tous les arrangements
possibles de trois lettres A, B, C prises 2 a 2

AB «AD «BD = idem A,B,D »  »»>»
AC- AD- CD = idem A,C D »  »»>»
BC,BD,CD= idem B,C,D » »H»
on établira de méme que
AB AC AD BC BD-CD —

- AB AC AE BC BE*CE+

+ AB-AD AE BD BECE —

- AC AD AE CD CE-DE +

+ BC BD BE CD CE-DE =0
AB-AC - AD BC BD CD étant le produit de

tous les arrangements possibles des
quatre lettres A, B, C, D prises 2 a 2

ABeAC-AE BC BE-CE, idem, idem,
A,B,C, E prises 2a?2
AB «AD ¢« AE «BD *BE <DE , idem, idem,
AB ,D,E prises 2a?2
AC- AD- AE «CD- CE -DE , idem, idem,
A,C,D, E prises 2a2
BC « BD-BE «CD+CE *DE , idem, idem,

A,B,C, Dprises 2a2

Deuxieme relation

4 étant un point situé au dela de N je me propose de
démontrer que

Aty Bit Cif
AB AN BA+e BN ° CA+ CN +
Ki, L Ni/
h - - " -
KA ... KN FEDT A a0
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Remarquons que I'égalité
1 1

AB---AM BA-—BM T

CA---CM
1
MA---ML

1

. ooe _pyn+l
KA---KM o f( I')

peut s'écrire de la fagon suivante :
1 1

@ AN- BN
AB ees AN BA - BN

+ CN +

+ ees 4 (-\)"" MN 0

MA «+sMN
d'autre part

1
2 Ni/ Ni/
@ AB - AN BA—-BN T

+ N/

e N
CA e+ CN (D KA +

-KN

e R TV,

+ (-1) """ Ni/ 0

NA -« NM

et en additionnant membre a membre ces deux éga-
lités (1) et (2) on obtient I'égalité cherchée.

It 4-
Si l'on pose Aty = x, Bi/ =p , — 7, eee Ni/=t
c'est a dire AB = BA = {%-%$) AC=-CA — (X-T)

AD = DA*=(x-$) e etc, I'égalité s'écrit

G ey 0)G)  GeeGsn)

R P

CEDT L e

A noter que cette équation par ailleurs absolument
générale est inexacte lorsque le premier membre se
Ai/  Bi/
réduit a deux termes; la différence qui
' AB BA

s'écrit aussi n'‘est nulle que dans le cas

a

AB BA

limite ou les deux points A et B sont confondus.
Remarque 1.

Considérons
comme des nombres algébrique»

maintenant AB,AC,BA,--- etc.
et appelons un
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point situé n'importe ou sur la droite c'est & dire
aussi bien a gauche du point A qu'entre le point A
et le point N ou au dela du point N.

Je me propose de démontrer que:

Al( Bip Cl/
+ + eee +
AB eee AN BA---BN CA e« CN
K$ Ni/
+ + eee + 0
KA eee KN NA ¢ NM

Remarquons que I'égalité

1 1 1
AB +es AM ° BA s+ BAl° CA— CM
1 1
T KA eekm T MA e ML

peut s'écrire de la fagon suivante:

AN . + BN 1 cNe 1t 4

CA s+ CN

1
+ KNy o g © " MN 0
d'autre part MA--- MN *
1
V+aB—-AN— * N ) BA «weBN CA +» CN
1
toee NP e kN MA-—-MN
1
NA soe NM

et en additionnant membre & membre ces deux égalités
on obtient I'égalité cherchée.

Si I'on pose Aty*=a, Bt)/= 3, C"=f-
dire AB =a.-$, .4C=a--r, BA = $-x,
etc. I'équation devient:

-N~=t c'est a
CANM—a, eee

(-P)e(e)  (BL)en(py)” ()

»

o T ay e e T T e ] O
Exemple
1- -l
B
AB =6 BC="2, A$=2 ou
a=2,p--1,,.-38, (a-g)=3, (a-,) =5, =2
I'équation
devient:

15 6 10

Premier Probléme.

On supose qu'au cours d'une élection des candidats
AB, C, D ee«M, N aient obtenu des nombres
respectifs de suffrages a,b ,c ,d , eeem,n

Je désignerai par:

8=0+b+c+d+ eee+m+ n le nombre- total des
bullettins déposés au nom de l'un quelconque des
candidats A, B, C,D ... M, N, et par

NG .b,c,d.. mn) '* """bre de tous les dépouil-
lements différents possibles de ces 9 bulletins.

e!

-V,
@.6,¢c.d, al6lcldl esemin!
Il s'agit de calculer la probabilitt pour que durant
tout le dépouillement le nombre des bidletins comptés
portant le nom de A soit constamment supérieur a celui
des bulletins dépouillés portant le nomde B, le nombre
des bulletins portant le nomde B constamment supé-
rieur & celui des bulletins portant le nom de C eee le

nombre des bulelins dépouillés portant le nom de M
constamment  supérieur & celui des bulletins  comptés
portant le nomde N.

Il est clair que le premier bulletin sorti devra étre
un bulletin A, & ce moment le nombre des bulletins
déposés au nom de B, sera obligatoirement nul et
ne pourra donc étre supérieur au nombre des bulle-
tins portant le nom de C qui lui méme ee quand
nous disons que durant tout le dépouillement le nom-
bre des bulletins sortis portant le nom de B devra
étre supérieur au nombre des bulletins sortis portant
le nom de C nos voulons exprimer d'abord qu'aucun
bulletin au nom de C ne devra étre dépouillé avant
qu'un bulletin au nom de B ne l'ait été, ensuite
qu'a partir du moment ou un bulletin au nom de B
aura été effectivement dépouillé le nombre des bulle-
tins qui seront comptés au nom de ce candidat sera
toujours supérieur au nombre de ceux qui seront
comptés au nom du candidat C.

Je désignerai par :
P(a b,c,d..mn)iA>B>C>D>..>M>N~$
la probabilité cherchée, et par
“(a,b,cd ...

m,n)[J> B>C>D > M> N]

le nombre des dépouillements différents possibles des 8
bulletins, qui vérifient les conditions énoncées.

Donc:
(a,b,c,d.. m,n)[A> B> C> D..> M>N]
A'(a ,bc,d..m,n)[A>B>C>D .> M> K]

Afa . b,c,d...m,ri
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LEMME. «Si'a>b>c>"->m>n
N(»_“, m, u)[A>B>C>...>M> N

= N(a-l,b,c, .m,il)[A>B> C>eee> M> N] +
+ N(a,b-l,c, .m,1)[A> B> C> eee> M> Ni +
+ Nv(a,b,c- 1,...m,nN)[A>B> C> ...> M> N] +
+ -N@,b,c,...(m-1), DJ[A>B>C ...>M>N] +
+ N(a, b,c....m,n-1) [A>B> Ceee>M>K] "

Démonstration analogue a celle du lemme page 3
(Gaz. Mat. a."" 44-45).

THEOREME. Si a">b/A>ch>eeer>m~A.n et m/A>|
N(a,b,c,..-m,n)[A>B>C>-">M>N]
ab a—¢ a=—d a—m a—nb—c b—d
a+b a+c a+d atm a+n b+c b+d

b—m b—n c—d c—n m—n
b+m b+n c+d c+n m+n
(a+b+cH Hm+ n)!

al bl cleeem I N!
Si a<;6,0u6<c,ou Cc<,d ***oum<n il est

e #H<«<. », Cop) [A> B> C> —>M> W] - "'
La formule conduirait a des résultats pouvant étre
négatifs et toujours absurdes.

Siu=6,o0u6=c,ouc=d-. oum=n, ilestencore
clair quexV,..,... oy Ne>0> . >M> X °
mais la formule donne effectivement un résultat nul-

Je passe maintenant a la démonstration générale.
J'utiliserai une méthode de récurrence. Je constate
gue laformule est exacte pour les plus petites valeurs
de 8: parexemple pour 8=3 c'est a dire pour a=3
et 6=0 d'une part et d'autre part pour a=2, 6=1,
c=0 . Je mepropose de prouver que la formule est
encore exacte pour une valeur quelconque 8jde8
et pour tous les ensembles possibles de valeurs de
a,6,c,e*m,n répondant aux conditions a> 6 >
> eeee> m> n sielle est exacte pour 8=8j—1 et
pour tous les ensembles possibles de valeurs de a, b,
<e-e» m,n répondant aux conditions a”>6">c">
Seee>Hn>ne

En vertu dulemme j'ai le droit d'écrire

Ne@, //,c...m,nN)[A> B> C> see> V> V]

(@a-1),l,c, ...lit,u) [A>B>C> see>M> Al
+N(o,6-l,c,...m,71)[A> B>C...> M> V]
+N(«, » e—T,...* M@n>B> 0> eee>ar> y

(a,b,c,...m—1,u) [A> B> Ceee> itf>W] +

+N(o,6,c,---m, > B> C > eee > jfcT>V] "

GAZETA DE MATEMATICA

Et en supposant le théoréme exact pour 8=9j—1

(a,6 ,c ...m ,n) [A>B>C> ..>M>N] -

a—6—1 a—c—1 a—n—1 6— 6—d
[a+b—1 at+c—1 a+n-1 6+c6+d
6—n c—d c—n
6+n c+d c+n

n~| (a+6+c + \-n—1)1

«J (a-1)!6!cleeemin!
a—~C a—n b—c—1 6—d—1

[a—6+1

a+6—1 a+e a+n 6+c—1 6+d—1
6+m—1 c+d
re~| (a+ 6-t-c+ ee€+ Nn—1)!
m+nj al(6-1)! cleemint ¥
[fa—6 a—c +1 a—n 6—c+1 6—d
l a+6 a+c—1 a+n 6+c—1 6+ d

c—n

6—n c—d—1
6+n c+d—1 c+n
m—n~] @+ 6+c+ «+n-1j!
m+ nJ a!6!(c—1)!---m!n+!
+
Ta—6 a—cCc a—7B+1
[a+6 a+c a+m—1 a-t-n 6+c
6—m+16—n c—d c—m+1lc—n
6+m—16+n c+d ctm—1 c+n

?n-n—1"T (a+ 6+ c+ ees +n— 1)!
m+n lia 161ct -es(m-I)Int ¥+
a—n+16— 6—d

—6 a—c

+6 a+c atn—l6+c 6+d
6—n+1lc—d c—n+1
6+n—1c+d c+n

m—+I~] (@a+6+c (-n-1)!

m+n—1J al6!lcleem! (n—1)!

Nous allons chercher a simplifier cette somme. Nous
constatons d'abord que:
a—>b6 26
a+b (a-6) (a+ 6-1)

a-6-1

a+6-1
et de méme que
a—c 2c N
(a-c) (a+c-l)y

a—Cc—1
etc.
atc

a+c—1
Nous constatons également que

a-6/ 2c
a+6 \ (@a—b6) (a+ 6-1)y

a—6+1
a+ 6—1-
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et de méme que
o—c+l "~a- . 20
etc.
atc —1 a+c)\ (a—e) (a+ c—1)

D'autre part nous posons:

(a-*) (@a+0-1) = "«

(a-e) (a+c-1) = AC

(6-c) 6+c-1) = BC

(a-rf)(a+d-1) =

(6-d) (b+td—1) - 5D
e efc.

enfin nous apellons * le produit
a=—6 a—c a—d a—nt a——~n ¢ 6—d
a+6 atc a+t+d atm a+n btc b+d
b—n c—d c—n m—~n
b+n c+d c+n
(a+t6+cH
al6lcleeml n!

m+n

+m+ n—1) !

Finalement nous obtenons:

@, e, em,nN)[A>B>C-+ > V> W

26 2d"
IE (*-5)(>-§)
2m\ ! 2n\
eeN-AMINM-IN)A
2a 2c 2d

‘ 1 -
t - KB BC BD

2n b+
BMJ BN
| 2a\ 21, 2d

B~C CD

2a 26 2c \
A~M BAI cCM)*

21 2n \
1+ m +

F8) (T I8)( il

seo(nE)(neE>]ee

Il est facile de démontrer qu'il existe entre les quan-
tités AB , AC, BC, BD, CD ,AD e etc. les rela-
tions AC=AB +BC, AD=BC+CD, AD=AB+
+ BC + CD e etc. il suffit pour cela de vérifier

n

la premiére relation dont I'exactitude prouve I'exacti-
tude de toutes les autres.

Or I'équation AC=AB+BC exprime que :
(a+c-1) (a- c)= (6-c) 6+e-1) + (a—6) (a+b-1)
ou que

[(@a—Db)+ (b~c)](atc—1) = (6-e) (6 fe—1)+
+ (a-6)(a+ 6-1)
ou que
(6-c)(atc—1—6-c+1) = (a—6) (@a+6—l—a—c+1)
ou que
(6—c)(a-6) = (a-6)(6-c) .

Cette remarque étant faite nous constatons que

nous pouvons écrire encore :

N

z &I ,nN)[A> B> C> esee> X> f{f]
0.

(— - -~1 H
: 2 aed-’ )

~ - +
0. \AN AN

+ 2ac (a
1 1 1

+ 26¢c| + 26r’
\BC BC {BN BN

1 1 / 1\

2cd
éD cD \cN~m)

teer2mmywn MmN T

+ 4a6e / ! L 1 L +
\AB-AC AB-BC AC-BC
( 1 1 . 1

4a6rf
(\AB-AD AB*BD ADe DB

+
4a6n +AN'NBJ+"' +

ABeAN AB*BN
1 1
LM « LN IM+MNT LN « NM
+ 8a6cd ! !
abc -
( AB:AC  AD t AB<BC*BD
1 1
+ . +
AC- BC +CD = 'AD- BD - CD,
1
KL=RWM—=RN~ tKL ¢ LM ¢ LN
1
+ +
KM «LM « MN T KN s LN « MN.
1
+ (-1)7"2"a6c — M A o AC eee AN
1
AC « BC e CN

+ ilm n

+

+ 8kl mn

cee  +

AB « BC -+ BN

* CD"AN « BN ee-.cN ]t
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et comme toutes les quantités entre parentheses

s'annulent sauf la premiére
Mo ,b,c' seem,n)[A> B> Cee > 3f> N] ~

= (a+e+te+t see+m+n)* =

a—b a=c a=—d a—n b—c b—n c—d
(a+b a+c a+d a+n b+c b+n c+d
c—n d—c d—n m—n\ (a+tb +<H +  m+n)\
cth d+c¢ d+n m+n/ al 8l cl ese ml *»!

ce qu'il fallait démontrer.

MOVIMENTO

coLoQulo
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THEOREME. Si a”“b”>c--"m~>n

a-b

e(a,b,c,esem,n[A>B>C >see>M> N] a+ b
b—cb—d
b+cb+d
m—n

a—c a- a—m a—~n

a+c a+d
b—mb—n c—d
b-t-m b +n c-i-d

ar-m a+n
c—n
c+n m+n

(continua)

CIENTIFICO

INTERNACIONAL SOBRE A TEORIA DAS FUNCOES

DE VARIAS VARIAVEIS COMPLEXAS

Em 7 de Setembro do corrente teve lugar este colo-
quio na Universidade de Harvard em Cambridge,
Mass, U. S. A.. Foram as seguintes as comunicagdes
apresentadas :

A. Zygmund, Univ. de Chicago — On the existence of

boundary values of functions of several complex va-
riables.
H. Behnke, Univ. de MUnster — Der Rungesche

Satz in der Funktionentheorie einer und mehrerer Ve-
rénderlichen.

S. Bergman, Univ. de Harvard, e M Schiffer, Univ.
Hebraica, Jerusalem — The method of class extension
in the theory of functions of several complex variables.

H. Hopf, Escola Politécnica Federal Suica, Zurich
— Some remarks on abstract and concrete 4-dimensional
Ricmann  surfaces.

M. P. Lelong, Univ. de Paris e de Lille — On the
complex singularities of harmonic functions.

K. Kodaira, Institute for Advanced Study, Prin-
ceton. — On a method of construction of meromorphic
functions on compact analytic manifolds.

G. Springer, Instituto de Tecnologia de Massa-
chussets — On orthogonalization over the distinguished
boundary surface and the corresponding kernel function.

R. Godement, Univ. de Nancy — Two problems in
group representations connected with complex variables.

P. R. Garabedian, Univ. de Stanford — Generalized
Laplace equations associated with the kernel function.

K. Stein, Univ. de MUnster — Bedingungen fur die
Existenz  analytischer Funktionen meherer komplexer
Veranderlichen zu vorgegebenen  Nidlstellen.

G. Julia, Univ. de Paris —Sur les familles de
fonctions de plusieurs  variables.

F. Severi, Univ. de Roma — Un théoréme d'unicité,
sur la théorie des fonctions analytiques de plusieurs
variables qui attend le théoréme d'existence associé.

CONGRESSO LUSO-ESPANHOL PARA O PROGRESSO DAS CIENCIAS

As reunifes do congresso tiveram lugar em Lisboa
de 23 a 29 de Outubro, no Instituto Superior Técnico.
Ao que ja dissemos nos n.°' anteriores da nossa
revista, relativamente a 1.* sec¢cdo — Ciéncias Mate-
maticas, devemos acrescentar que o discurso inaugu-
ral da sec¢do deveria ser pronunciado pelo Prof. Julio
Rey Pastor de Buenos Aires que era o Vice-Presi-
dente espanhol da sec¢do. Devido a sua ndo compa-
réncia no Congresso o discurso foi lido pelo Prof.
Julio Palécios, professor da Faculdade de Ciéncias de
Lisboa e director do Centro de Estudos de Fisica do
Instituto para a Alta Cultura.

A Associacdo Portuguesa para o Progresso das

Ciéncias publicou um volume de 248 paginas com o0s
resumos das comunicagGes apresentadas e que foi
distribuido aos congressistas. Destas comunicagfes
transcrevemos textualmente os titulos das comunica-
cdes enviadas :

Trisee-
Quadra-

1. Victor das Neves—Solugao dos problemas:
¢do do angulo. Rectificagdo da circuuferéncia.
tura do circulo.

2. Manuel dos Reis — Sobre férmulas
conjecturais relativas a ndmeros primos.

0. Antonio Almeida Costa — Sobre os nilideais e os
ideais quase regulares.

assintoticas
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4. M.T. Antunes — Os sismdgrafos electromagnéticos
e 0 registo conforme dos movimentos do solo.

5. José Sebastido e Silva — Sobre a topologia dos
espagos funcionais  analiticos.

6. José Ribeiro de Albuquerque — O teorema de
aBaire» sobre os conjuntos.

7. José Ribeiro de Albuquerque — A funcao
réncia» e seus invariantes.

8. Gustavo de Castro — Sobre a comparacdo das
variancias de dois universos normais.

9. Gustavo de Castro— Sobre um problema de

«ade-

Fisher.
10. L. A. Santal6 — Observaciones sobre superficies
y poliedraies inscritas.

11. Arechaga e L. de Letona—Dos teoremas sobre
determinacion dei numero de cifras de un producto o
cociente.

12. Mischa Cotlar e R. A. Ricabarra — Sobre la
teoria de la integracion.

13. Mariano Fernandez Bollo—La transparéncia
elastica de algunas rocas de la Peninsula Ibérica.

14. Y. Frenkel e M. Cotlar — Mayorantes de Perron
— Denjoy no aditivos.

MATEMATICAS

Ensino liceal — Exames do 3.° ciclo — 1950.

3132 — Decomponha em factores o polinémio 3x* +
+ 8x*+3x —2, sabendo que —1 é um zero desse poli-
némio. R: Como —\é um zero do polindmio este é di-
vizivel por x+ 1 e serd 3x'+8x'+3x —2= (x+1) X
X(3x*+5x —2) como facilmente se reconhece. Os zeros
de 3x*+5x-2 sdo e x,=1/3. Entdo é: 3x* +
+8x°+3x-2 = 3- (x+1) (x+2) (x—1/3) .

3133 — Derive em ordem axa funcédo
y=sen [(x*+I)/(x*—1)] .
R:y'=[-4x /(x*-1)"] xcos [x*-3-1)/(x"-1)] .

3134 — Determine as coordenadas do ponto de in-
terseccdo da recta By—x =1 com a circunferéncia de
centro C(I,—1) e raio igual a "5 *R : A equacdo da
circunferéncia referida é (x—I)'+ (y+1)"=5 e as co-
ordenadas dos pontos pedidos sdo as solucbes do sistema
formado pela equacdo da recta e da circunferéncia. En-
tdo como x= 3y —1 vem (3y—2)*+ (y+ 1)°=5 ou lI0y*—
—10y=0 donde yi=0 e y2=1, valores que substituidos
na equacdo da recta ddo xj=—1 ex,=2. Logo os pontos
pedidos s&o : (—1,0) e (2,1) .

3135 —Empregando uma férmula de transforma-
cdo logaritmica, determine o valor de/(18°), dado por :

/(x) = sen (900—x) + sen
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15. E. Pajares— Sobre una curva transcendente
deducida de un problema de fisica.

16. P. Pi Calleja— Sobre determinaciéon de singula-
ridades de la série Taylor mediante el argumento de sus
coeficientes.

17. Julio Re)' Pastor — La matematica abstracta del
siglo  XX.

18. Clements Saénz Garcia — Notas
acerca de nimeios pitagoricos.

19. Ramoén Vital de Artaza— Critica de los actuates
métodos de célculo de las bovedas cilindricas  delgadas.

20. Renato Pereira Coelho — Um critério de conti-
nuidade.

As comunicagbes n.” 4, 13 e 19 devem ter sido in-
cluidas nesta seccdo certamente por engano dos orga-
nizadores do volume com o0s resumos das comunica-
cOes, visto os titulos corresponderem a matéria de
outras sec¢bes do congresso. Nao foram por isso dis-
cutidas na Secgdo de Matematica. A Mesa desta Secgédo
também retirou a comunicagdo n.® 1, que de resto ndo
tinha sido transmitida ao Congresso por intermédio
da Sociedade Portuguesa de Matematica.

geométricas

M. Z.

ELEMENTARES

R: Teremos de calcular entdo sen 75°+ sen 15° e
comosen A+ sen B=2 sen (A+ B)/2-cos (A—B)/2
sera f (150) = 2 esen (750. 150)/2.cos (750- 15»)/2 =
- 2sen 450 x cos 300=2 V22 +"3/2-j/6/2.

3136 — Os ponteiros do relégio duma torre medem,
respectivamente 85cm e 1,25 m. Calcule a distancia
entre os extremos dos ponteiros desse relégio as 4
horas. (Empregue logaritmos). R: Se for a=125 e
b =85 o comprimento dos ponteiros, que as 4 horas for-
mam entre si um angulo de 120°, as formulas que resol-
vem o problema sdo: tg (A—B)/2= [(a—b) : (a+ b)]*
e cotg 60° e a distancia entre as extremidades dos pon-
teiros ¢= [(a+ b) sen 60°] :cos (A — B)/2 . Daqui re-
sultalog tg (A-B)/2=log 4-t-log cotg 60»+colg21 =
= 0,60206 + 2,67778 + 1,76144 = 1,04128 donde
(A-B)/2=60 16'33" .

Finalmente log c= log (a+ b) + logsen 60°+colg cos
(A —B)/2 = 2,32222 + 1 ,93753+0,00261 = 2, 26236
e daqui c= 183 cm .

3137 — Um numero de 3 algarismos significativos
diminue de 72 unidades se trocar entre si os algaris-
mos das dezenas e das unidades. Se trocar os alga-
rismos das centenas e das dezenas, 0 nUmero aumenta
de 270 unidades. Determine esse numero. R : Seja
a . 1Qi-i-b « 10+c 0 ndmero. Entdo pelo enunciado



.10 +b-10 +c=72+al0*+clO +b e ae<l10»+

+bel0+e+270=b+10°+a<10 +c. Da primeira tira-
-se 9b—9c=72 ou b—c =8 e dasegunda b—a = 3. Os

valores possiveis de b sdo entdo 9 e 8. No primeiro caso

c=1ea=6 e o0 ndmero é 691. No segundo caso c—0
a=5 e o0numero é 580.

Solugdes dos n.”* 3132 a 3137 de J. da Silva Paulo

Exames de aptiddo parafrequéncia das licenciaturas
em Ciéncias Matematicas, Ciéncias Fisico-Quimi-
cas e Ciéncias Geofisicas, preparatorios para as
escolas militares e curso de engenheiros gedgrafog
— Ano de 1950 — Ponto n.° 3.

3138 — Demonstrar que quaisquer que sejam o,
inteiros a e b, (ath)) — (0" +6) é sempre divisivel
por 7. R: (@a+ b) - (@ +b)=T7ab+ 2la* b +
+ 35a*b3 + 35a3b* + 21 ,2b5 + 7ab6=7", visto, 21 e 35
serem multiplos de 7 e a e b inteiros.

3139 — Demonstrar que n°—n, onde n é inteiro
qualquer, é sempre divisivel por 30. R : Note-se que
5_n=mM- )nh+1)(nN+1 e 30=2-3+5
Como n—1, n e n+ 1 sdo trés inteiros consecutivos um
deles é mualtiplo de 3 epelo menos um épar. Um dos 4
factores em que n°—n se decompde i também mdaltiplo de
5. Com efeito: ou n=5;, oun=5+1 en—1=5; ou
n=5+2en*+1=5 oun=5+3 en"+1=5; ou
n=5*+4 e n+1l =5,

3140 — Demonstrar que 3°"°—8n —9, onde n ¢
qualquer inteiro positivo, é sempre divisivel por 64.
[2V. B.-Escrevendo f(n) =3*"'*-8n-9 calcular/(l),

formar a diferenga/(n+ 1)—9/(n) e proceder por in-
dugdo completa]. R: f(l)= 3*-8-9-64

f(n+1)-9f(n) =
3*mx_gn—17-32"+4+72n++81=64n +64= 64.
Tem-se pois f(n+1)=9f(n)+64 e a hipétese f (n) —64

arrasta f(n+1) =64, c q. p.

3141 — Decompor de todos os modos possiveis a

. 7843 . .

fraccdo ——— em duas parcelas fraccionarias posi-
ot xoy

tivas de denominadores 37 e 59 respectivamente. R :

Ha& que determinar x e y inteiros e positivos tais que
7843 X 7
= H ou 59x + 37y = 7843.
37«59 37 59 ’
As solugdes inteiras e positivas desta equacdo de
Diof anto sdo : Xj—5,yi —204 ; x, = 42 ,y, = 145 ;
X3=79,y,=86; e x,=116 ,y,=27.

3142 —Calcular os trés primeiros termos do desen-
volvimento de (I+ x'/5)" (I+2x/5)" (n inteiro posi-
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tivo) segundo poténcias crescentes de X, mostrar que
ha dois valores de n para os quais os coeficientes da-
queles trés termos estdo em progressdo aritmética e
calcular esses dois valores. R :

A L2\ 1 7 21

1+ ir>: segxipg oA

2n 4n(n-1
X H £ )

1-1 X+
5 25-2
2n 7 2n(n-1)
Xt g5 25

Se os coeficientes destes 3 termos estiverem em progressao

aritmética ter-se-a :
2ii 1 7 2n(n-1) 2n
6 + 25 ir
n—I1In + 30 = 0.
Esta equacdo admite as raizes 5 e 6, inteiros e posi-

tivos, c. g. p.

3143 — Para que valores de m tem a equagdo x —
—X—>5= m(4x—>5ra) raizes reais e desiguais? R: A
equacdo dada é equivalente a

X - (1+4m) x+5m? —1) = 0.

Os valores
desiguais

(I'+4m)*-20(m*—1)>0 ou 4m*-8m-21 <0.
—3/2

de m a que correspondem raizes reais e

sdo 0s que verificam

Notando que os zeros do 1." membro sdo 7/2 e
os valores de m pedidos sdo: —3/2<m<7/2.

Solugbes dos n." 3133 a 3143 de Manuel Zaluar.

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras —
Ano de 1949 - Ponto n ° 1

3144 — Dois numeros a e b, ndo divisiveis
por 5, tém por soma 1620. Calcular a e b sabendo
que o seu maximo divisor comum admite 12 divisores.
R: O m.d c. (a,b) =D ¢é divisor de a+b = 1620 =
=2*-3'-5. Por serem &=f=b e b=£5,D s6 poderd

ser da forma D= 2*-3* com a.e p inteiros 'positivos
e tais que (@+ 1) «(3+1)=12. Das raizes desta equa-
cdo apenas interessam as que conduzirem a um valor
para D, divisor de 1620. Assim, tem-se: a=2, p=3 e
D =108. Por ser a=Dq e b=Dq', com q e q primos
entre si, terse-a, q+ q'=(a+b)/D =15 e, portanto,
correspondentemente, q=1,2,4,7, q'=14,13 ,11,8,
3=108,216,432,756 e b= 1512 , 1404 ,1188 , 864.

3145 — Demonstre que qualquer que seja o intei-

, 2n + |

ro n a fracgdo é uma fracgdo irreductivel.
5n+2

R : Utilizando o algoritmo de Euclides para a determi-
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nacdo do m. d. c. (método das divisdes sucessivas), tem-
-se: m.d.c. (6Bn+2,2n+1)=m. d.c. (2n+1,n) =

—m. d.c. (n,1)=1 qualquer queseja n inteiro, c.q. d.

3146 —Dado o trinémio /(se) — (*—1) afl+kx+k-1
de raizes x, e -c, determine k de modo que as raizes
satisfacam as relagdes x,<I<Cx.2<3. R: O enunciado

deve pretender a determinacdo dos valores reais de k.

Para queovalor 1 esteja compreendido entre as raizes
Xj e Xj, reais ediferentes, de f(x), terd queser:

(k-1).f(l) ~.3(k-1)*<0,
desigualdade impossivel qualquer queseja k real.

3147 — A partir do desenvolvimento de (x+a)"",
deduza que (« )+ («)+(-)+ ... . ® - * - - |,
se W é par. R: Desenvolva-se 0 bindmio

k-0 >

1"y —Faca-se x=a=1 e obter-se-3,
m 2-=S(C).
k=0 * .
2.°) — Faga-se x=1 e a=—1, obtendo-se,
ai) o= 23(-i)" (™).
o P

3.°) —Some-se ordenadamente (1) com (11). Anular-

-se-80, no 2." membro, os termos da forma "2k +1) *
resultando: 2" =2- (Ofc)y=/°"™ i~ Daqui,
k=U ~ '
2~ -1-f(,"k) «T- P

el o =

3148 — Uma esfera de raio R e um cone de revo-
lugdo cuja base tem de raio R e cuja altura é 2R
estdo assentes num plano ir. Seccionaram-se os dois
s6lidos por um plano a paralelo ao plano ir. Calcular
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a distancia a; dos dois planos a e ir de modo que Be-
jam iguais as areas das secgdes produzidas na esfera
e nocone pelo plano a. R: Sejam respectivamente r,
e r, osraios dascircunferéncias, seccOes determinadas
na esfera e no cone pelo plano a. Seja g um plano
perpendicular a ir contendo o centro da esfera e o eixo
do cone. Considere-se 3.) naseccdo diametral da esfera,
produzida por p: o tridngulo rectangulo de hipote-
nusa R e catetos r, e R—x dequesao vértices o centro
da esfera, ocentro da circunferéncia, seccéo por a.,e um
dos 2 pontos comuns a seccdo da esfera, por a, e O secgdo
da esfera, por fj. Donde, r,=y5*—(R—x)’; b)na
seccdo que contem o eixo do cone: o trianguto rectan-
gulo de catetos r, e 2R—x, semelhante ao tridngulo
rectangulo de catetos R e 2R (raio da base do cone e
eixo do cone). Consequentemente, da semelhanca destes
triangulos, resultarda r,=(2R—x)/2. Como tem que
ser irr™xr’,, obtem-se, substituindo valores e despre-
zando a solugdo x=2R, seminteresse, x= 2R/5.

3149 — Construa um triangulo conhecendo um lado,
o angulo oposto e a mediana relativa ao lado dado
(utilize o método dos lugares geométricos). R : Do conhe-
cimento dum lado A R e da mediana referente a este
lado, conclue-se que os jmssiveis vértices C dos trian-
gulos procurados pertencem a umacircunferéncia de
centro no ponto médio M de AB e raio igual ao com-
primento da mediana. O conhecimento do angido a
oposto a AB permite concluir que os vértices C dos
triangulos a construir s&o pontos dos quais O segmento
AB é observado sob um dado angulo a; pertencem,
portanto, aos arcos capazes do angulo a em relagdo
a AB . (Vd. construcdo deste lugar geométrico, p. e. em
Elementos de Geometria—3.° ciclo — Nicodemos e
Calado). As intersecgdes daquela circunferéncia com
estes dois arcos da circunferéncia tendo AB como corda
comum, sdo os vértices dos quatro triangulos cuja cons-
trugdo é possivel, Unicas solugdes do problema.

Solugées dos n.°* 3144 a 3149 de Orlaudo Morl>ey Rodrigues

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

F. C.L.—ALGEBBA SDPEBIOB — Exame final —1949-50.

3150 —a) Enuncie e demonstre uma condi¢do
necessaria e suficiente para a existéncia de raizes
iguais num polinémio /(a). Como se comporta o
cociente / (z)/f (z) relativamente aos zeros de / (z) ?

4) Estabeleca as relacdes a que devem satisfazer os
coeficientes do polindmio X + px--j-jx +r para que
admita uma raiz tripla. Quese pode afirmar neste
caso da natureza dasraizes suposto /(z) real? Ese
os coeficientes forem racionais?
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3151 —Resolva algebricamente aequagao z** —1=0.
Refira-se a um método de abaixamento que também
possa ser usado no calculo das suas raizes.

3152 — Enuncie e demonstre o teorema de Laplace
relativo ao desenvolvimento dum determinante segun-
do os menores de ordem m contidos em m filas para-
lelas da sua matriz. A que se reduz esse desenvolvi-
mento na hipotese de existir apenas um menor
significativo de ordem m nessas m filas?

3153 — Em que condig¢des se multiplicam matri«es?
Como se calcula o determinante da matriz P=AB,
supondo A (mXn) e B (nxm) . Proveque é |P|=0
sempre que n<m. Supondo n—m, de quantos modos
se pode fazer o produto |A\x \B \ ? Justifique.

3154 — Enuncie e demonstre a regra de derivacdo
dum determinante. Calcule a derivada de

70 TE) *O)
<f(a) y(a) ir(a)
9(6) y(6) ~(*)

e prove que para algum c exterior ao intervalo (a,b)
se tem

KO Yy 1)

.(a) Y(a) =0.

9(6) 4.(6) *(6)
Supde-se que as fungbes 9 ,y,* sdo regulares e com
derivadas nado conjuntamente infinitas em nenhum
ponto interior de (a,6) .

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS GKKAIS — i.° exame

de frequéncia —29 de Margo de 1950.

3155 — Defina vizinhanca de um ponto, e ponto
de acumulagdo de um conjunto (x). Enuncie e
demonstre o teorema de Bolzano-Weierstrass. Diga
0 que é necessario e suficiente para que u seja limite
da sucessdo «,, sem que seja ponto de acumulagao
do conjunto («,,)* Que é 0 ponto u no conjunto («,,)?
Prove que uma sucessdo nao tem dois limites finitos
distintos. Qual é o limite mé&ximo da sucessdo
«>, =", +*, se forem u e v os limites maximos das
sucessdes «, e «,? Justifique.

3156 — Se a somados re primeiros termos de uma
série for S, = A—l/n, diga se a série é conver-
gente e, em caso afirmativo, qual é a soma? Qual 6
o limite do termo geral it, daquela sérid ? Justifique.
Sejam «,, e 1?,0s termos gerais de séries de termos
positivos; se para n~"m é u,lu, v/, ~ o0 que
pode afirmar sobre o caracter das séries ? Enun-
cie e demonstre o segundo teorema de Cauchy.

Determine o menor inteiro a por forma que as séries
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1 / 1\ 1
«, = -log I11H—) e v,= — sejam da mesma
re \ re/ n«
natureza.R : < 1imu,/v,,= 1 as2séries serdo da mesma
n= 00
natureza, e como se tem u,/v,,—n* elog (1 + I/n)" e
portanto 1= 1imn*-*x li mlog(l +1/n)"=Ilimn*"*
n=» 'l a0 n=ao

deverd ser a=2. A série u,, € convergente e as séries
v,, S80 convergentes para «J> 2.

3157 — Enuncie e demonstre o teorema de Cauchy
e mostre que éle contém como caso particular o

teorema de Lagrange. Calcule i m (tgx)~ "* .
x=ir/2—0
Mm (x-7t/2)logtgx
R: 1im (tgx)-*"- *=*'o cal-
X =ir/2—0
culando agora o verdadeiro valor do expoente vem :
. . logtgx
1im (x- K2)logtgx = lim——— =
X =ir/2 x=ir/2 1
xX—ir/2
-(x-*/2)«
T )
x =1t/2 1 x=ir/2 1sen2x
(x-it/2~j* 2
. =2(x-«/2
=11m ( )
X=7T/2 COS2X
donde
1im (tgx)™ " - e°- 1
1:w/2—0( )

3158—Seja 7 a imagem da fungdo y =<f(x).
Figure M{x.y) sobre -j e tome o ponto médio
Q (X, Y) do segmento OQ. Deduza a equacdo
Y=g (A") dacurva descrita por Q quando M per-
corre f. Supondo que esta ultima curva tem uma
assintota obliqua y="mx+j>  prove que também a
primeira admite assintota obliqua e ache a sua
equacdo. Compare as direc¢des das duas curvas nos
pontos correspondentes M e Q. R: As coordena-
das de Q sdo X—x/2, Y =y/2; portanto a equagdo

1

da curva 7 sera 2Y =f(2X) ou Y— -f(2X).
Como se tem

m=-limy/x = limY/X e p=lim(y —mx) =
X= 00 X=00 X= tx>
- Iim((2Y-m2X) - 2lim (Y-mX)
X-QO0 X=0
a equacdo da assintota a curva f sera Y=mX +p/2.
. dy Idf(2X) d2X 1 dy
De — [N = _f().2= —
dX 2 d2X dXx 2 " dx
as tangentes em pontos correspondentes das duas curvas
tém coeficientes angulares iguais ; as fluas curvas tém

tangente*  paralelas.
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3159 — Seja e um zero triplo da funcdo f (x) no
intervalo (a,6) . Prove que a sucessdo h (x) de
Fourier perde na sua primeira parte trés variacoes
seguidas quando x passa por c.

Deduza a partir da sucessdo de Fourier aregra
dos sinais de Descartes.

I. S. C.E.F.— MATEMATICAS GEEAIS — Exame final —
1* época - 1950, Julho, 20.

3160 — Determine o valor do parametro p que
torne compativeis as equagdes:

'X —2y —t+ 2u= 4

2X —y —2i+u= —1
y+ 2a=3

SXx —2t+ u= —1

X4 Ay+ t+ pu= —10.

Ache a solucdo do sistema.
R : Condense-se a matriz

1--2 -1 2 4 1-2 -1 2 1
21 -2 1—1 0o 3 0-3 -9
0 1 0 2 3 0 10 2 3
3 0 -2 1—1 0 6 1-5-13
1 4 41 p-10 0 6 2(p—2) -14
1-2 -1 2 4 1-2-1 2 4
0 1 0 2 3 0 10 2 3
000 -9-18 0 0 1-17 -31
00 I -17 -3 0 0 0 —9 -18
0 0 2(p-14)--32 0 0 0 (p+20)30

1 -2 1 2 4

0 1 0 2 3

% 0 0 1 -17 -31

0 0 0 - 9 -18

0 0 0 (p+20-15) 0

a ultima equagdo sera compativel com as restantes
o valor de p——5. O sistema proposto
equivalente ao seguinte

para
serd entdo

X- 2X- t+ 2u= 4 coma solugdo x =1

y+ 2u= 3 y =-1
t—17u - - 31 t=3
- 9u=- 18 u- 2

3161 —Escreva o desenvolvimento em série inteira
de x de f (X) ede /(»)—log12 + x1 Em que
hipétese é que o desenvolvimento de /(x) se pode
obter do de / (X) ? R: Temos

ir X X< x» . X" 1

IT
= gz&-l)"’\gpara [X]< 2)
e primitivando termo a termo vem :
U(x YR +
) 12( -1 n+ 2t C
absolutamente convergente para |x|< 2. U (x) serd

a primitiva de f (x) onde for uniformemente conver-
gente, portanto em qualquer intervalo interior ao seu
intervalo de convergéncia, e se U (x) i convergente num
extremo do seu intervalo de convergéncia absoluta entdo
nesse mesmo intervalo i uniformemente convergente.
Em concluséo :

( +|)2" (para |x|< 2)
= log 2.

1lv
Iogl2+x\—C+2-23(1)"

e"tem de ser necessariamente

3162 —Faga a contagem e separagdo das raizes
da equagdo 4x'—5x'—14x—6=0 e calcule em pri-
meira aproximagdo a maior das raizes reais. R : Os
limites das raizes sdo 1= —1 e L=3. A sucessdo de
Sturm achada pelo algoritmo das divisbes sucessivas e
f, = 4x3 —5x2 —14x - G, fv/2 = fj = 6x2 - bx - 7,
i, = 193x + 143 e f,- 54.

x -1 -3/4-1/2 0 2 3

fo - 0o - - = +15

fl o+ - — + 32
- + o+t

i+ + o+ o+

var. 3 1 1 1

Ha trés raizes reais uma das quais, a maior, entre 2e
3, os outras duas entre —1 e 0. Fraccionando o
intervalo (—1,0) as raizes ficam na primeira metade
(—1, —1/2) epartindo de novo encontra-se uma raiz
—3/4 ; baixando de grau encontram-se as outras duas
1+ ~3 Querendo calcular o maior pelo método de
Newton, oextremo favoravel é3 e vem 3 —15/64 = 2,76.

3163 — Defina fungdo continua num ponto e limi-
tes /(a—0) e /(a-f-0) . Estude a continuidade da
funcdo 2=1/(1+a"") (a>0) no ponto de abcissa
x-0. R:

1
Ny 70
1+a"
(a>1) h positivo, o mesmo limite =1 (a< 1)
lim ! 1 (@a> 1) omesmo limite = 0 (a< 1).
1+a"
Os limites laterais s&o diferentes ; tudo depende do

valor da funcdo para x=0.
Solu;Ses dos 11.3156 a 3163 de J. Ribeiro da Albuquerque
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CALcULO

F. C.L.—CALCULO INFINITESIMAL — 1.° exame de fre-
guéncia de 1949-50 —Ponto n.° 1.

3164 —Seja x'y'z'
equacdes lineares

a solucdo do sistema de

"X —y—z—0
—3x +y—72=70
,10* - y- 92- 40=0
e sejam Xx",y",z" os denominadores respectiva-
mente da 1* da 3." e da 5.* reduzidas da frac¢ao con-
tinua [5,3,5,1,5]. Ache a equacdo cartesiana do
plano, que passa pela origem dos eixos coordenados
e é paralelo as rectas, que suportam os vectores
x'ei +y'e, =x"ei +yre,+»'e,.
R : Obtidos pela regra cie Cramer, a solucdo do sis-
tema proposto x'=16, y'—111, zZ'=1 e pela lei de
formacdo dos denominadores das reduzidas duma frac-
¢do continua, x'=I, y"=16, z"=111, serdo
u =16, +Hle,+e, e ee, +16e,+ 11l e,
A equacdo pedida sera

X Yy

16 HI 1 J=0 ou 2461x 355v + 29z = 0.

1 16 1111

3165 — Determine X por forma que as equagdes
X' —x"—2=0 ex’+ x'+Xx-|-X = 0 tenham raizes

comuns. Em seguida ache os valores dessas raizes.

R: O resto di divisdo de P(x)= x*—x"— 2 por
Q(x) = x*+x° + Xx+X €& RI(x)=-Xx"+ X—2, que
nunca pode ser identicamente nulo e o dadivisdo de

. X'+ X-2
Q(x) por R,(x) &€ R.,(x) = (x+1) que se
anula identicamente para Xj=1 e X,=—2; a estes
valores  correspondem  respectivamente, como raizes
comuns das equagles propostas, +i H -72 .

3166 - E dada a equagéo
W+ 202X +4y*+Z)u+x - 0

onde X representa um parametro real diferente de
zero. 0) Indique quantas fungfes reais de variavel
real u, (x,y, z) pode a equagdo definir nas vizi-
nhancas do ponto P(x,Y,X,) da quadrica 2x* +
+ 4i/*+ z-— 2= 0; b) Atribua a X um valor con-
veniente e determine seguidamente du, no ponto
genérico da quadrica. R : a) Sendo em P(X,,Y.,Z,)
u? +4u + x:=0

4-x">0 fo<,'<4
o, ,, eportanto |

2u + 4°Mfc0 lu=-2+1/4-X*
\=f=0

GAZETA DE MATEMATICA

INFINITESIMAL

reais de variavel real
b) Atribuindo a | o

a equacao define duas funcgdes

nas vizinhancas desse ponto,
valor [/3 vem

«l (*0iy0,2z0) - -1 i "2(0,y0,z,) = -

duj =4x,dx + 8y,dy + 2z,dz,

du, = —12x,dx —24yody —62z,dz.

F. C. L.— CAILCHLO INFINITESIMAL — 1."*
frequéncia 1949-50 — Ponto n.° 2.

3 e

Exame de

3167 — Sejam x'y', z' respectivamente 0 1.°, 03.""
e 05." cocientes incompletos do desenvolvimento em
400

fraccdo continua do namero 01 © seia X'y
solugdo do sistema de equagdes lineares
8x +y—z=1
—3X —y+z=14
2x +dy - z+12=0
Ache um angulo formado pelas rectas que suportam
0s vectores u'=x'ej+y'e,+263eu"—x"ei+y"e, +

+ z"ea. (Eixos ortogonais). R :Determinados x'=1,
y'=24, 77=3 ex"=3, y"=1, z"=24 como
XXy f 2 99
cosa — - . , =
VIX" +y'-t-z'VIV* +y'-|-z"" 586

serd solucdo do problema

< = are cos
586

3168 — Ache a equacdo reduzida ou candnica da
guadrica da equagdo x°'—y*+ z—xz+y=0. Classi-
fique a superficie. R : A quadrica & um hiperboldide de
duas folhas, cuja equagdo reduzida €é4x*—6y —2z°'=1.

0< q< iv/2.

X- X)y+yi+*=9
X +2" +23—9=0
onde X representa um parametro real.

a) Para que valores de X define osistema, nas visi-
nhangas do ponto x—1, quatro funcdes reais de

varfavelLreatlt () e i[°»(’f)_q

3169 — E dado o sistema

uUu-1,2 u-1,2
b) Atribua a X um valor nas/%on\digc”)es ?ad alinea
o Z,
anterior e calcule seguidamente | y

dx
R : &) Sendo, para x=1

(I-xp +y'+2°=9
y+z=4

e, dai
2y 2z :

-2 +

2x-x'=,b0
acondigdo 2X—X’>0« seja 9<X<2,

"0

e verificando-se
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o0 sistema dado define 4 fungdes reais de varidvel real,
nas vizinhangas de x=1.
b) Fazendo X=1, vem

19

JAY\\ 22+ 1 /dy.\ 272 1
1~dx/, _,~ 4 ' \dx/ _ , 4 '
/d«,\ 21/2-1 /d«,\ 21/2+1

SolugOes dos n.°* 3164 a 3169 de Otilia C. da Cunha Teles

NOTAS DE MATEMATICA

Sobre a aproximacgédo fornecida pelos desenvolvimentos

Quando do niimero A se eonhece apenas que 0s
primeiros n+1 cocientes incompletos do seu desen-
volvimento em frac¢do continua sdo a, ,a,, *-,a,,

. Pn
costuma calcular-se pela férmula

um limite superior do erro que se comete em tomando
P.,

por A a sua reduzida de ordem n, — . Mas pode

deduzir-se uma férmula um pouco melhor do facto de

estar o cociente completo de ordem n, isto é, 0 nimero
cujo desenvolvimento em frac¢do continua seria

°» i'n+i > """ I certamente comprendido entre a,, e a,, +1.

A esta portanto compreendido entre

CRITICA

Compéndio

DE

de Algebra — 3.° ciclo,

em fracgdo continua

a,P,_,*P,_ (@,+1) P,_,+ P,

expressbes cuja diferenca é, em mdédulo, inferior a
1

Qn (Qn+Qn-t)

Se é inédita, deve-se a ideia que conduz a esta for-
mula ao meu antigo aluno Jorge Manuel Pinheiro
Guerra que, ignorando a férmula usual, resolveu assim
um problema de uma aula pratica e que se ndo tem
disposto a redigir esta nota embora Iho tenha pedido

varias vezes.
Renato Pereira Cot.lim

LIVROS

por Anténio Augusto Lopes

(Aprovado oficialmente como livro Gnico—Diario do Governo, Il série, 24 de Junho de 1950)

1. S&o numerosos os livros publicados no nosso pais
para o ensino da Matematica nos Liceus. Pode afir-
mar-se, porém, sem perigo de exagero, que Sao raris-
simos os que, pelo seu nivel cientifico, se podem
considerar recomendaveis. Acresce a circunstancia
infeliz de serem quase normalmente postos de lado os
livros que, pela sua seriedade e pelo cunho renovador
que apresentam, deviam merecer da parte dos profes-
sores e das entidades oficiais um carinho e uma pro-
teccdo dignos deles. E, por exemplo, o caso da Arit-
mética Racional de A. Aniceto Monteiro e J. Silva
Paulo que constitui, sem davida, uma tentativa mara-
vilhosa de racionalizacdo do nosso ensino de Aritmé-
tica Racional.

O novo Estatuto do Ensino Liceal, criando o sis-
tema do livro Unico, vai dar uma maior possibilidade
de esquecimento dessas poucas obras que deveriam ir
entrando na ferramenta de trabalho de estudantes e

professores. Nao é nosso objectivo discutir aqui o
problema do livro Unico. Embora em desacordo com o
sistema criado, aceitamo-lo, neste momento, como
coisa assente ao destacar a alta responsabilidade dos
autores desses livros Unicos e das Comissdes de Apre-
ciacdo dos mesmos, homeadas pelo Ministério da Edu-
cacdo Nacional, uma vez que o ensino de cada disci-
plina fica sujeito, praticamente, durante um periodo
minimo de cinco anos, a orientacdo dum Unico guia.
Da seriedade e do valor formativo desse ensino, onde
a acgdo do professor ficou limitada, é indice o livro
que for adoptado.

O trabalho que vamos apreciar foi aprovado como
livro Unico de ensino de Algebra (3.° ciclo). O seu
Autor é professor efectivo dos liceus e tem publicado
ultimamente vérios livros de exercicios ou de texto.
Nenhum, porém, lhe poderia criar a responsabilidade
deite pelas razfes seguintes :



ao

a) apresentou-0 a concurso para ser aprovado como
livro Unico;

b) destina-se aos estudantes do 3. ciclo dos liceus,
onde o ensino pode e deve revestir um caracter deri-
gor maior que nos dois ciclos anteriores;

c) algumas das matérias nele versadas, talvez as de
tratamento mais delicado, exigem um grande cuidado
na exposicdo, dada a sua importancia em estudos
subsequentes.

E tendo em vista os trés aspectos agora citados que
vamos criticar este Compéndio de Algebra.

2. Numa primeira leitura deste livro colhe-se a
impressdo de que se trata duma obra em que o Autor
se preocupou em corrigir a forma de tratamento de
certos assuntos, incorrectamente estudados em muitos
dos livros portugueses anteriores. Essa preocupagdo
revela-se, nomeadamente, na forma como saoapresen-
tados os elementos sobre funcbes de variavel real,
onde transparecem certas intengfes louvaveis como,
por ex., ade distinguir funcdes e expressdes analiticas;
certos aspectos do estudo dos polinémios; o problema
das indeterminagfes; a discussdo das equagbes do
primeiro e segundo graus no3 casos em que o coefi-
ciente da mais alta poténcia da incégnita tende para
zero; a forma de introducdo no céalculo algébrico dos
nameros complexos a duas unidades.

Este seria, sem duvida, um aspecto positivo asalien-
tar, se uma observacdo mais atenta néo descobrisse a
falta de cuidado na apresentacdo da maior parte des-
ses mesmos assuntos. Nota-se afinal que o Autor nao
pensou, suficientemente, sobre os elementos de estudo
de que se serviu ou entdo abastardou a forma expo-
sitiva, de modo a destruir, parcialmente nuns casos,
noutros totalmente, a utilidade que resultaria da cor-
reccdo de erros que ha muito fazem escola no nosso
ensino liceal. Muitas vezes seria preferivel deixar
as coisas como até aqui.

Ha, porém, um capitulo, que desde ja destacamos,
onde mesmo uma leitura descuidada encontra reais
deficiéncias e erros notaveis: é o cap. |1, subordinado
ao titulo geral Limites. N&o desconhecemos as difi-
culdades de apresentagdo deste assunto a estudantes
dos liceus, mas nao podemos esquecer a importancia
capital dos diferentes pontos abordados nesse capitulo;
basta que nos lembremos de que a nogdo de limite é ba-
se de toda a Analise. Dar ideias erradas ou estabelecer
confusdes neste dominio é prestar um péssimo servico
ao Ensino da Matematica e aos estudantes. Ora, 0 que
o prof. A. A. Lopes apresenta é uma exposi¢do confusis-
sima e, pior do que isso, com erros e imprecisdes, que
de forma alguma deveria servir (e estd decretado
que vai servir!) como modelo de ensino. Repetimos :
consideramos dificil a apresentacdo correcta e clara
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deste assunto a estudantes dos liceus, mas, em virtude
da indubitavel importancia do mesmo, entendemos
que nao se pode descurar a sua forma de tratamento.
E julgamos que um estudo mais atento do que aquele
que possivelmente fez o prof. A. A. Lopes, uma ati-
tude critica mais vigilante (em todo o livro se nota
auséncia de senso critico) ou até a utilizacdo de mais
elementos de consulta, poderiam ter evitado bastantes
dos aspectos negativos que estamos a referir. Parece-
nos, por exemplo, que as Ligdes de Algebra e Analise
do prof. Bento Caraga (que o Autor ndo cita na
bibliografia) podiam fornecer quase todo o material
para uma exposicdo elementar, correctae acessivel, da
teoria dos limites. Também, o Curso de Algebra
Superior do prof. Vicente Gongalves, que o Autor de
certo consultou, visto estar inserto nas indicagdes
bibliograficas, estudado com o cuidado que exige,
evitaria tantos erros e imprecisdes.

Antes de entrarmos na concretizagdo de alguns pon-
tos anteriormente focados, queremos dizer que, aparte
um ou outro pormenor, a exposi¢cdo de alguns assuntos
é correcta e clara. Citamos como exemplos; Cap.V
(Equacdes e principios de equivaléncia) e Cap. VII
(Sistemas de equacgdes do 1.° grau a duas incégnitas)
no 6. ano; Cap. V (Equacgfes irracionais redutiveis
ao 2" grau) e Cap. VI (Trinébmio de 2. grau) no 7.*
ano. Note-se, porém, que mesmo aqui nao houve sensi-
vel progresso, visto quase todos estes assuntos serem
ja tratados de forma aceitavel ern livros anteriores, o
que nao é de estranhar atendendo a sua natureza.

3 — Como dissemos, este livro apresenta algumas
tentativas de correccdo a livros anteriores, também
destinados ao Ensino Liceal. Infelizmente, esse intuito
ndo resultou, como vamos provar com alguns exemplos.

Assim, no Cap. | (Fung¢des duma variavel real),
onde nos parece ter havido a preocupacgdo a que alu-
dimos, além de varias imprecisdes que nos abstemos de
citar, destacam-se os erros seguintes. Depois de defi-
nidas as funcdes algébricas e transcendentes (difi-
ni¢des rigorosas sem duvida), o Autor ao exemplificar
a 2."" categoria diz: «Por exemplo, sdo transcendentes
as funcdes definidas pela igualdade

x*
y — X" e y=1+4 X+ —+ see H + oo

3 n
A primeira porque a variavel independente figura
com expoente irracional e a segunda porque sdoem
namero infinito as operagbes que incidem sobre a
variavel independente, embora todas sejam racionais»
Pergunta-se entdo : A funcdo

y= 1+ X+ X+ oo+ x»+ oo |x]| <1

1

é transcendente? N&o ha funcdes algébricas que se
podem desenvolver em série? O que o Autor poderia
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dizer é que a representacdo explicita duma funcdo
transcendente, com o0 recurso exclusivo as operagdes
racionais, exige sempre uma infinidade de operagdes-
De resto, dada a maneira por que foram definidas as
fungbes algébricas (e, portanto, as transcendentes), o
Autor nunca poderia invocar qualquer justificagdo
l6gica — isto é, baseando-se exclusivamente nas defi-
nicdes dadas — para a transcendéncia das funcdes
que indicou como exemplos. Ainda sobre a classifi-
cacao de funcles, esta outra observagdo: Uma vez que
0 Autor considerou irracionais todas as funcdes algé-
bricas ndo racionais impunha-se que dissesse que
existem fungdes irracionais (no sentido definido no
1.t |
livro), que ndo sdo do mesmotipode y = i/ _ ,
V DI —1

citado como exemplo, em virtude das equagdes gerais
de grau superior ao quarto ndo serem algebricamente
resollveis (as suas raizes ndo podem, em geral, expri-
mir-se em fungdo dos coeficientes, utilizando um
namero finito de operagles racionais e extragdo de
raizes). No mesmo capitulo, ao definir fungbes mono-
tonas, diz: «uma funcdo y (x) diz-se crescente para o
valor x, da variavel independente, se a desigualdade
x > £, implica /(x) > /(x,) » Esta definicdo esta
completamente errada e o Autor teve, talvez, essa
impressdo pois, logo no periodo seguinte, embora em
termos vagos que ndo convém em Matematica, fala
na vizinhanca do ponto (mantendo no entanto x > Xx,,).

No capitulo Il (Propriedades dos polinémios intei-
ros) encontramos deficiéncias da mesma ordem. Por
exemplo, na definicdo de adicdo algébrica de dois
polinémios P(x) e Q(x) , chamando S (x) a soma
diz que « S (x) é uma expressdo analitica cujo valor
numérico, para cada valor da variavel, é igual a
soma dos valores numéricos dos polindmios parcelas».
E uma maneira de definir S (x) , mas o que ndo pode
concluir-se logicamente da definicdo, como faz o
Autor, é que S (x) é outro polindmio. Onde reconhece
0 Autor a evidéncia desta conclusdo? ldéntica obser-
vagao se poderia fazer para o produto. Havia uma
forma de evitar estas dificuldades, dan lo definigGes

formais das operagdes. Assim, para a soma dir-se-ia:
sendo P(x) = a, X"+ a, X'~ (-, e Q(X)=6,x"+
+6 X" H |-é,, chamar-se-ia soma <S (x) ao poli-

némio S (x) = (a, + b)x"-i h(a,-t-6,,) . No caso de
serem diferentes os graus dos dois polinomios, a
reducdo ao caso anterior seria imediata, acrescen-
tando termos de coeficiente zero ao polindmio de
menor grau. No mesmo capitulo, na demonstragdo de
que todo o polinémio inteiro equivalente a zero é
identicamente nulo, h4d uma referéncia ao método de
inducdo completa (que o Autor afinal ndo utiliza),
referéncia que pode induzir em erro. O Autor, em
lugar de fazer a inducéo e esclarecer o método, faz a
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verificagdo da propriedade enunciada para poling-

mios do 1" e 2.° graus e depois diz: «Procedendo

por inducdo, podemos (0 grifado é nosso) demonstrar

gue se o teorema 6 verdadeiro para um polinémio de

grau 71 —1, também o é para um polindmio de grau n ».
Ora, para proceder por inducdo, ndo havia necessi-

dade da verificacdo da propriedade para polindémios

do 2.° grau; havia, Bim, necessidade de provar que a

verificacdo para polindmios de grau n—1 implica a

sua verificacdo para polinémios de grau n. SO assim

se teria feito uma auténtica demonstracdo. Aquele

«podemos», que grifamos, sugere que a verificacdo de

gue P(n —1) implica P (n) é uma coisa estranha h
inducdo e ja consequéncia dela.

O Capitulo 1V (Fracgdes algébricas racionais)
revela a mesma auséncia de senso critico. Por exem-
plo, demonstra-se, a pag. 110, que multiplicando ou
dividindo ambos os termos duma fracgdo algébrica
por uma expressdo analitica, ndo identicamente nula,
se obtém uma frac¢do equivalente a dada. Antes de
mais, note-se que o Autor fala em fraccdes equiva-
lentes (¢ lida com este conceito), sem previamente
definir a equivaléncia de fraccdes. N&o é, porém, este
ponto que queremos frizar; o que pretendemos é
denunciar a faléncia total daquela demonstragao
(e doutras semelhantes) visto que, no seu decurso, se
utilizam propriedades ndo demonstradas. Assim
de Q=P tira Q) *E —P <E e depois
Q

(QeE) —P « E apelas propriedades da multipli-
cacdo» (0 grifado é nosso). Estas propriedades — aqui
a propriedade associativa— mesmo que demonstradas
para polinémios, podiam ser aplicaveis neste caso ?
N&o ! E tdo necessario mostrar que

Q)-E
como mostrar gue PE P Ainda no Capitulo IV
u = — < Ai itu ,
QE Q
relativamente ao § Il — Simbolos de impossibilidade
—e § Il — Simbolos de indeterminagdo — queremos

fazer as seguintes observacdes:

a) 0 Autor ndo pds em relevo a unidade essencial
dos dois paragrafos. Afinal, num e noutro ponto,
trata-se de casos, onde sdo inaplicaveis certos teore-
mas de limites, relativos ao produto e ao quociente.

b) Uma vez que resolveu falar em simbolos de
impossibilidade (e talvez tivesse de o fazer em virtude
de se tratar de um tépico do programa) o que se
impunha era a explicacdo do termo empregado. Que
faz o Autor, nesse sentido? Depois de algumas con-
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sideragoes a propésito do simbolo — conclue: «quer

dizer, quando x tende para a, a fracgdo proposta é
um infinitamente grande; é este o significado algé-
brico da fraccdo — que, por este motivo, € um sim-
bolo de impossibilidade». Esta explicacdo satisfaz?
Parece-nos que ndo. O que se deveria apontar 6 a
impossibilidade de solugdo da equacdo 0+ x=k(k=fcO).
De resto, tendo dito no Cap Il que um infinitamente
grande é uma variavel, com que direito da aquele

. k . 00 k .
nome ao simbolo — ? Quanto ao simbolos — e — i
0 * 00
entendemos que ndo deviam aparecer como simbolos
de impossibilidade. Caso se quisesse referir a estes
simbolos, havia um lugar indicado para isso no Cap. I1.
c) Como explica o Autor a designagao de simbolos
0
de indeterminacdo? Quanto ao simbolo —diz: «afrac-
¢do — nao tem significado e pode representar qual-
0

quer numero, porque pondo —= k, vem 0-k =0 para
todos os valores de k». Isto estd precisamente as aves-
sas; 0 que havia a assinalar é a indeterminagdo da
equacdo 0-x =0, e, porque a.x =b(a=f=0) admite

~ 6 o, 0
a soluc/ao . torna-se natural considerar 0—como

simbolo de indeterminagdo. Quanto ao simbolo —,
0"

s6 em termos de limites seria possivel trata-lo. Assim:

sendo !im/(x)=o00 e lim t(x) =k (k=f=V>) é ébvio que

i—>a x—*a

lim/(x) F(x) —oo, qualquer que seja /-. Daqui o

a -*a

escrever-se a igualdade simbélica i:-00 =00 e consi-

derar-se depois o simbolo — como simbolo de inde-

terminacao, em virtude de /. sec um numero qualquer.
Ainda aqui o Autor pds as coisas as avessas e, além
disso, ndo sentiu necessidade de recurso a termos de
limites. Analoga observagdo se poderia fazer para o
simbolo 0«00 .

d) So paragrafo relativo a indeterminacdes, ora se
fala em fracgdes algébricas racionais, ora se falaem
fracgOes algébricas. O Autor esqueceu que nesta ultima
categoria, segundo a sua «defini¢cao», cabem fraccdes

cotg x

Como, por ex. Desse esquecimento resultou

ogx
poder afirmar que as indeterminacdes do tipo sose

reduzem as do tipo —estudado e, por outro lado, s6
0

. . 0
ter estudado as indeterminacdes da forma — no caso
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das fracgdes algébricas racionais. Como faz entdo
Cot* &£
—(x=0)?

logx

O capitulo relativo a nimeros complexos a duas
unidades, onde houve a nitida preocupacdo de sair
dos moldes anteriormente usados nos livros do Ensino
Liceal (e, até aqui, achamos muito bem) nédo reveste
0 possivel caracter de rigor e, sobretudo, ¢ um mau
capitulo do ponto de vista didactico. O Autor, em
lugar de manter até 4 altura conveniente a notacéo
(a, 6), para designar os pares ordenados, preferiu
a utilizacdo de a-f 0», que emprega desde o inicio
da exposi¢do, embora faga certas observacdes cor-
rectas quanto ao sinal + e ao simbolo » . Aparecem,
como consequéncia, confusGes entre o sinal 4 , no
sentido inicia], e o sinal + , simbolo operatorio de
adicdo, confusbGes que o Autor ndo conseguiu desva-
necer, embora o tenha tentado (n&o devemos esquecer
a categoria dos estudantes a quem se destina a expo-
sicdo). Ora, parece possivel esclarecer tudo isto.
Assim, O) definindo no conjunto dos pares (a, 6)
a igualdade e a adicdo — definicdes habituais —
segue-se imediatamente que todo o complexo se pode
considerar como soma de dois outros: (a, b)— (a,0) 4
+ (0,6). Tendo-se definido também produto de um
complexo por um numero real, mediante a igualdade
Jr +(0,6)= (ka,kb), élegitimo escrever

(a,b)- a+(1,0)+6+(0,1)

onde os sinais 4 e e« sdo sinais de operagdes. Os
complexos ej= (1,0) e e,=(0,l) (que facilmente se
reconhece serem irredudtiveis um ao outro pela opera-
¢do de produto de um deles por um nimero real —
operacdo ja definida) constituem as duas unidades
do campo complexo. Observe-se, de passagem, que O
Autor nédo se refere na sua exposicdo as unidades do
campo, desligando-se assim, por completo, do titulo
do capitulo. Qualquer complexo (a,b) pode obter-se
da base (conjunto das duas unidades) por meio dos
nameros reais o e b. Definindo seguidamente o pro-
duto de complexos pela igualdade

(a,b) e(c,d) = (ac — bd, ad 4- bc)
ou (ae| + oe,) < (cei + de) = (ac —bd) e, 4 (a<i+ 6¢)i;

essa reducdo com o exemplo

é facil estabelecer que e’=c¢i sei=¢j e que e *e, =
= e,-e,=e,; e’=-e-,, e *(a,b)=(a,b)=(a,b)-e,
0 que mostra que a unidade e\ desempenha no campo
complexo o0 mesmo papel que 1 no campo real. Por
outro lado, é facil mostrar que entre os numeros
complexos da forma kee (K real) e os nimeros reais
k se pode estabelecer uma correspondéncia isomorfa,

«Li¢cOes de Algebra e Anélise», Bento Caraga.
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podendo portanto convencionar-se escrever k em lugar
de keej, o que corresponde a assimilar os numeros
k eei aos numeros reais k (como I-ej«»ei, escre-
ver-se-a 1 em lugar de e-). Nestes termos é (a, 6) =
=a+6e+e,, e"——1. Usando a letra i, em vez de
e, , aparece entdo a forma a+bi para o par (ab).

4 — Os exemplos podiam multiplicar-se. Parti-
cularmente, o livro é fertilissimo na apresentacdo de
formas imprecisas de expor, contradi¢des e inferén-
cias ilegitimas. Porém, limitamos por aqui as cita-
cdes. Antes de passarmos ao capitulo I1—Teoria de
Limites — apontemos outro facto, que se nos mostra
absolutamente incompreensivel. No estudo da equacéo
de Diofante aa,-féy=e, ao demonstrar que
D (a,b)= 1 implica a existéncia de solugdes inteiras,
o Autor serve-se de uma equacdo auxiliar  au—bv=l
e prova para esta equagdo a existéncia de solucdes
inteiras. Que necessidade, melhor, que vantagem ofe-
rece a equacgdo auxiliar na forma utilizada pelo pro-
fessor A. A. Lopes? O que o Autor diz para a
equacdo auxiliar poderia dizé-lo, ipsis verbis, para a
equagdo sem mais nem menos rigor. O que poderia
ter feito eraassociar a equacgdo ax+by=c a equacdo
auxiliar Au—Bv=\" |, onde A e B sdo os mo6dulos de
a e b. Conseguiria assim manter-se no quadro da
Aritmética dos nUumeros positivos, a que estdo limi-
tados os alunos. E o que faz, por exemplo, o Prof.
Vicente Goncalves no seu Compéndio de Algebra
para o 7.° ano. O que nédo se compreende, de modo
algum, é a substituicdo de ac + by =c por au—bv =1.

5 — Deixamos para lugar a parte o capitulo 11
sobre Limites. Quer pela forma infeliz por que é
tratado este assunto, quer pela sua importancia,
entendemos que lIhe devia ser dado um especial relevo.
Mas, porque esta critica ja vai longa e ainda porque
julgamos que pode ser Util aos leitores da «Gazeta de
Matematica» de qualquer modo ligados ao Ensino Li-
ceal a publicagdo dum pequeno estudo sobre limites,
que abranja os diferentes tépicos do programa, dei-
xaremos, para um proximo numero, parte do que
gueriamos dizer a volta deste assunto. Por agora,
vamo-nos limitar a apontar algumas das deficién-
cias de que enferma a exposicdo desta matéria no
livro do professor A. A.Lopes.

As nogdes de «infinitamente grande» e «infinita-
mente pequeno» sao apresentadas sob forma con-
fusissima. O Autor, depois de abordar (e bem) o caso
de sucessdes de termos positivos, parece pretender
generalizar ao caso de funcgles de variavel continua.
No entanto, tudo fica tdo pouco claro que nds proé-
prios (¢ ndo podemos neste momento deixar de
recordar os estudantes do 6" ano) nao sabemos se O
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Autor se refere a funcgdes de variavel continua ou a
sucessdes, ao conduit, a pag. 45 e 46, com as defini-
¢cdes respectivamente, de infinitamente grande e de
infinitamente pequeno. No caso de se tratar de
funcdes de variavel continua, as defini¢des nédoservem;
no 2.° caso (hipotese que consideramos pouco prova-
vel) tudo ficou restrito a sucessdes, tomando-se por-
tanto deslocados os exemplos que apresenta e, pior
do que isso, ficando sem base tudo quanto é exposto
a seguir.

A nogdo dada de «infinitésimos simultaneos» (expres-
sdo infelicissima, mas oficialmente consagrada...)
ndo tem qualquer conteddo”. Em face dessa definicéo,
pag. 47, todos os infinitésimos s&do simultaneos. O Au-
tor em periodo seguinte — numa semi-correccdo — fala
na possivel dependéncia entre t e S, achando que
essa dependéncia estd implicita na definicdo dada (!!),
mas mesmo esta referéncia é infeliz e inconsequente,
como o revela o exemplo que deu a seguir, exemplo
que completa a péssima (e errada) exposicdo deste
ndmero do § 1.Os n." 4 e 5 do mesmo § I, respeitan-
tantes a leis operatérias e outros teoremas sobre
infinitésimos, apresentam varias deficiéncias, embora
de menos gravidade ; é por ex., lamentavel o enun-
ciado seguinte: «Se a o b sdo duas quantidades
finitas e fixas e se a diferente de a—b é um infini-
tésimo, essas duas quantidades sé@o iguais».

O 8 Il —limites de variaveis e de fungbes — man-
tém o nivel do paragrafo anterior. De resto, alguns
dos seus erros ndo sdo mais que a repeticdo dos que
aparecem no § |I. Comega o Autor por definir, neste
8§ 11, «limite de uma varidvel independente» (tera
sentido falar-se em limite de uma varidvel indepen-
dente?) dando urna «definicdo» inteiramente destituida
de sentido, que ndo traduz possivelmente o que estava
no seu espirito. Na definicdo de limite de uma fun-
¢cdo, pag. 56, o Autor, a maneira de sintese, diz:
«Esta definicdo traduz-se analiticamente pelas desi-
gualdades 7)|x —al <e ;ly—6|<S e significa:
— aos valores de x que verificam a primeira  corres-
pondem valores de y que verificam a segunda, quando
t e S sdo positivos e arbitrarios. Nos termos da
parte final do n.° 3—A, da pag. 48, S depende, em
geral, de z». Notam-se aqui erros e contradicdes;
assim, por um lado e e 5' sdo positivos e arbitra-
rios (erro grave) e, por outro lado, S depende em
geral de e, isto € S=/(*), o que contradizendo a
primeira afirmagdo, mantém contudo o erro, visto
que seria essencial frizar o caracter de independéncia
de S e ndo de g, como o Autor sugere escrevendo

<lj O préprio Autor usa o termo em sentidos diferentes; ora
considerando infiuilcéimos tiyadus como sinénimo de infinités!*
mos simultaneos, ora considerando dois infinitésimos quaisquer
como simulténeos.
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S=/(3). O n." relativo a limitée a direita e limites a
esquerda mantém estes erros.

Quanto ao 8§ 1V, relativo a continuidade, tudo se
passa afinal no mesmo plano do § Il. Destacamos no
entanto: o titulo do n.° 17 — defini¢do intuitiva
de continuidade — e respectivas consideragdes ; as
observacgdes que seguem a defini¢do analitica de con-
tinuidade, pag. 72 ; tudo quanto diz sobre continui-
dade & esquerda e a direita.

6—Em conclusdo, parece-nos que a obra, objecto
desta critica, nao satisfaz para ser utilizada como
livro Unico de ensino. N&o podemos deixar de repetir
neste momento algumas das afirmacgdes feitas de
inicio. Recai, ndo s6 sobre o Autor, mas também sobre
a Comissdo que apreciou os livros em concurso, a

PROB
SOLUCOES

2399 (Gaz. Mal. n.° 31) — Mostre que (<

R : Pretende-se calcular a soma da série cujo termo
p
geral é lim (N 1yp----.  Ponhamos
) . <p(n+l) ; :

Sabe-se que, se existe lim cy também  existe
li m°[/a (n)* estes limites s&o iguais.

Ora

Um——-= = Hm -P1 .

e o (n) ms>  \n+1/ J \e/

00 [1\P-1

Para determinar asoma dasérie 2 P (—) i notemos
Q©

que a série geométrica > convergente no intervalo
i-1
1 X -
aberto (—1,1), tem por soma e a série px’
1-x <-

obtida da anterior por derivacdo termo a termo, é uni-
formemente convergente em (—1,1) e, porisso, a sua

(') E este o municiado correcto do problema e nao o publi-

cado, por engauo, no n.° 31 da revista.
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alta responsabilidade de terem fornecido a professo-
res e estudantes um mau instrumento de trabalho
que nao preenche devidamente as condicdes exigiveis
em livros desta indole. Admira-nos sobretudo que
nenhum dos professores da Comissdo de Apreciacéo
tivesse sentido a gravidade dos erros e defeitos que
apontamos (ou outros que nao referimos). E ndoha
divida de que pelo menos a Comissdo, colectiva-
mente, ndo a sentiu, pois de contrario seria obrigada
como estd expresso em disposicdes legais, a propor
ao Autor as modificacdes convenientes.

Que essas modificagbes aparecam brevemente, ou
pelo menos na proxima edigdo deste trabalho, para
bem do Ensino da Matemética no nosso pais.

LAUREANO BARBOS

LEMAS

RECEBIDAS

. Como a derivada
1—x

soma pode calcular-se derivando

e \
), fica

e-Vv

e X 1 /
1-x ho ponto - e precisamente  (
\

provado o0 quese pretendia.

2543 (Gaz.. Mat. n° 34)— Mostre que

Hm (p i)"yS py = e-.

R: Seja f(n) = o (n)iik (n); Sabe-se que, se existe
Im [tf(n) —p(h - D)/(+MN) —4( —1))], também

existe li m f(n) e estes limites s&o iguais.  Fazendo

5 -
entdo @(n) = 2 (PO J()° 2 Pi'*""
r—i p=i

<f(n)-?(n-1) /e /iny

. oe(n+l) . .
Sabe-se ainda que, se existe lim , também existe

n-*»  6(N)
1imV6 (n) eestes limites sd@oiguais (caso seja 6 (N)"~=>0).

n-»"o

Pondo 6(n)=n!/n", iem-se
lim —) = lim ( l=e",
a(n(r-]'j ) Lo-«Vn-r-t/
donde se conclui que lim f(n)=e""™, c.q.d.

n—*e»

XoJugBo dos 2 problemas anteriores de José C. MorgadoJ.™"
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