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HOMENAGEM A DESCARTES

Associando-se  as homenagens prestadas ao grande pensador em todo
0 mundo civilizado por ocasido do tricentenario da sua morte, a Gazeta
de Matematica julgou oportuno consagrar-lhe uma parte do presente
nimero publicando um artigo original da autoria do seu colaborador
Anténio Gido e uma pequena  antologia.
Rationalisme cartésien et positivisme expérimental
dans la science moderne

par Anténio Gido

Si le role fondamental que Descartes a joué — a
coté de Galilée, Newton, Faraday, Maxwell, Eins-
tein, .. .— dans |I'élaboration de la Physique n'est
pas tres évident de prime abord, cela tient surtout
au fait que sa contribution essentielle a consisté
beaucoup moins en méthodes et résultats théoriques
et expérimentaux qu'en une affirmation véhémente
et fiore de l'autonomie et de I'unicité de la raison
considérée comme moyen de connaissance. Pour la
premiere fois dans I'histoire de la pensée, l'activité
de la raison a été envisagée systématiquement, non
seulement comme l'unique moyen efficace de déduc-
tion — ce que la plupart des systémes constructifs
avaient fait précédemment —, mais encore et sur-
tout comme possédant intrinsequement un critérium
permettant de juger en derniére instance de l'admis-
sibilité des postulats. Ce critérium cartésien du vrai
n'est que I'évidence immédiate d'un concept sous la
lumiere de la raison, c'est-a-dire la propriété qu'a un
concept vrai d'étre tel que son contraire puisse étre
jugé sans hésitation comme inadmissible. Aucune
imposition de l'autorité extérieure (a laquelle s'est
soumise et se soumet encore toute raison scolastique),
aucun élément neutre ou inassimilable ne vient s'in-

troduire dans l'activité de la raison cartésienne : elle
est donc a la fois tautologique et créatrice et ses
créations sont faites de la méme «étoffe» qu'elle
méme. C'est précisément la découverte de l'autonomie
créatrice de la raison qui constitue a notre avis l'ap-
port historique impérissable de Descartes; et le
rationalisme moderne, dont il est incontestablement
I'initiateur, se distingue facilement de tant de pseudo-
-rationalismes parce qu'il admet essentiellement que
la raison est une activité dynamique, créatrice, auto-
nome. De plus, I'opération intrinseque de la raison
cartésienne par laquelle elle décide de I'admissibilité
d'un postulat n'est pas une opération idéale ou fictive,
soustraite au temps. En effet, comme tout autre phé-
nomene, la raison évolue et son fonctionnement
devient plus souple a la suite de son effort progressif
d'adaptation a un «réel» plus profondément et plus
minutieusement exploré par I'observation et par
I'expérience. La reconnaissance de ce fait est l'autre
apport fondamental du cartésianisme.

Il est extrémement intéressant de constater le peu
d'importance et d'efficacité — a quelques exceptions
prés — des résultats obtenus par Descartes en Phy-
sique (et généralement dans les Sciences Naturelles)
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par application Je sa méthode théorique en partant
de postulats soumis a I'épreuve de I'évidence carté-
sienne. Cela tient sans doute partiellement a |'état
peu avancé de la science expérimentale de son temps,
dont les résultats n'avaient pas la finesse et la géné-
ralité requises pour suggérer des principes a la
raison, déclencher son activité créatrice et la gui ler
dans le choix de postulats réellement constructifs.
Mais la cause principale de cet échec nous semble
étre un fait fondamental dont Descartes ne parafit pas
avoir été pleinement conscient : nous voulons parler
du fait que les postulats de la Science — et de la
Philosophie de la Nature — ne sont véritablement
constructifs et efficacement explicatifs que s'ils sont
quantitatifs, plus exactement, susceptibles d'étre
exprimés mathématiquement. La raison essentielle de
ce fait, qui n'est qu'un aspect du probléme central de
I'adaptation biunivoque du mathématique au réel,
n'‘a pas besoin d'étre élucidée dans cet article(!).
Bornons-nous ici a ne pas l'oublier et a en tirer la
conséquence évidente que I'idéal cartésien ne peut
étre atteint par wune théorie physique qu'a l'aide
d'une technique mathématique suffisamment évoluée
et d'autant plus souple que les postulats initiaux
visent a plus de généralité. La mathématique de Des-
cartes et de ses contemporains était simplement
«statique», ne possédant aucune des notions (celles
de fonction en général, de dérivée, d'équation diffé-
rentielle) nécessaires pour représenter le mouvement.
Aucune Mécanique ne pouvait donc se développer
avant la création ou adaptation par Newton— héri-
tier des lois expérimentales de Galilée—de I'outillage
mathématique indispensable. Bien que les lois princi-
pales de la dynamique galiléenne expérimentale ne
puissent évidemment étre traitées comme des princi-
pes cartésiens, la dynamique de Newton est néan-
moins une construction théorique cartésienne, car elle
peut étre considérée comme un développement ration-
nel a partir d'un petit nombre de postulats (dont
celui de la conservation de I'énergie de tout systéme
mécanique isolé) pouvant subir avec succés I'épreuve
de I'évidence cartésienne a la lumiere de la raison
envisagée, cela va sans dire, dans son développement
historique.

Il en est de méme de I'électromagnétisme de
Maxwell qui, fondé sur la découverte expérimentale
du champ et de ses lois par Faraday, et utilisantla
notion de systéme d'équations aux dérivées partielles,
appropriée a la description du changement — comme

(") Nous avons effleuré ce probleme dans une précédente
étude intitulée «Vers une réhabilitation  du déterminisme» (Gazeta
de Matem,, 43, 1950).
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la dynamique newtonienne avait utilisé la notion
de systeme d'équations différentielles ordinaires, suf-
fisante pour traduire le cas particulier du change-
ment qu'est le mouvement proprement dit— , n'est,
en réalité, que le développement mathématique des
conséquences des postulats d'esprit cartésien d'action
de contact et de conservation de I'énergie appliqués
au champ électromagnétique.

Examinons maintenant la Relativité. Dans son
développement historique elle ne semble pas carté-
sienne. Le postulat de l'invariance et de l'isotropie
de la vitesse des actions électromagnétiques dans le
vide (pour ne parler que des principes de base de la
Relativité restreinte) ne possede évidemment pas
I'évidence cartésienne, surtout quand on l'envisage,
comme cela doit étre, a la lumiere de la raison telle
qu'elle fonctionnaitau début du siecle. Mais le déve-
loppement logique de la Relativité ne coincide pas
du tout avec son développement historique et expéri-
mental. La Relativité généralisée est la partie essen-
tielle, fondamentale de I'ensemble, dont la Relativité
restreinte n'est qu'un cas particulier. Or, la Relativité
générale peut étre considérée comme un développe-
ment logique a partir du postulat — évidemment car-
tésien si I'on admet l'autonomie et l'autodétermina-
tion complétes de I'Univers (*) — d'apres lequel les
propriétés du contenant (espace-temps) de I'Univers
et de ses contenus (matiere, électricité) se détermi-
nent complétement et mutuellement. Ce postulat, qui
requiert, pour étre exprimé, la technique mathémati-
que de la théorie des hypersurfaces, n'a jamais été
rendu explicite d'une maniére formelle par Einstein
et probablement n'a méme pas été présent a sa cons-
cience de fagcon nette et systématique — de méme que
le principe de conservation de I'énergie n'a pas été
apercu par Newton—; c'est cependant luiqui nous sem-
ble exprimer I'essentiel de la Relativité. I'len découle
non seulement que le contenant de I'Univers est un
espace de Riemann a quatre dimensions et a métri-
que hyperbolique normale, mais encore la possibilité
d'une théorie unitaire relativiste de la gravitation et
de I'électromagnétisme.

On voit donc qu'il existe, depuis Galilée et Newton,
un vaste courant d'esprit cartésien qui doit tendre
vers une théorie unitaire de la gravitation et de
I'électromagnétisme, réalisant précisément I'idéal révé
confusément par Descartes mais qu'il n'a pu et ne
pouvait réaliser, car la technique mathématique
d'alors lui permettait a peine de dépasser le stade des
balbutiements qualitatifs et des pseudo démonstra-
tions verbales.

A coté de ce courant, nous voyons apparaitre dans
la Physique, depuis I'introduction de I'interprétation
probabiliste des résultats de la Mécanique quantique,
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un courant nettement positiviste expérimental. En
effet, partant des restrictions inhérentes a toute
mesure «simultanée» des variables caractéristiques
des états d'un systéme, du fait des interactions inévi-
tables entre observateurs et appareils de mesure
d'une part, et systéme observé d'autre part, les
adeptes du courant d'idées positivistes en physique
élévent ces restrictions au rang de propriétés absolu-
ment fondamentales de I'Univers. Ils en déduisent
tout naturellement, par la généralisation du raison-
nement bien connu qui conduit aux relations d'incer-
titude \p. Sq <"/2TT, un principe nettement formulé
pour la premiere fois par Bohr, appelé par lui
«principe de complémentarité», selon lequel il serait
de Il'essence méme des choses que I'observation de
plus en plus précise de certaines propriétés de la
Nature entraine l'inobservabilité d'autant plus
accusée de propriétés complémentaires, c'est-a-dire
leur rejet progressif dans la non existence, en atta-
chant au mot existence sa signification positiviste.
Seul l'ensemble des variables complémentaires cons-
titue I'observable (qu'il ne faut pas confondre avec le
simultanément observable), toute autre grandeur ne
pouvant étre qu'un intermédiaire de calcul inobser-
vable et donc sans existence physique. D'accord
cependant avec les exigences positivistes, ces inob-
servables doivent en réalité étre éliminés de l'expres-
sion des lois dans une Mécanique quantique parfai-
tement positiviste et conforme a Il'esprit du principe
de complémentarité. Il est clair, dans ces conditions,
que toute loi sur I'évolution d'un systéme ne peut
étre que de nature probabiliste, puisque le principe
de complémentarité nous oblige a considérer I'état
initial qui déterminerait les états futurs comme non
parfaitement défini, ou plutdt comme non entiére-
ment réalisé. C'est ainsi, par exemple, que d'apres
cette position positiviste extréme en physique théori-
rique (qui est cependant celle qui semble prévaloir
dans beaucoup de cercles), un électron dont la posi-
tion a été déterminée avec précision par une expé-
rience ne possede pas de quantité de mouvement bien
définie ; il est impossible de dire que la notion de
vitesse lui soit alors applicable. Inversement, si une
expérience a déterminé, ou plutdt fixé, la quantité
de mouvement de I'électron, sa position est complete-
ment indéterminée, autrement dit il est alors une
entité non localisable dans l'espace (et dans le temps),
transcendant en quelque sorte la description spatio-
-temporelle. Le principe de complémentarité nous
obligerait donc a admettre que les entités élémentai-
res qui constituent I'Univers ne résident pas dans
I'espace et dans le temps, ou plutdét que le cadre
spatio-temporel ne serait qu'un effet macroscopique
danB lequel il serait impossible d'inclure les entités

élémentaires d'une maniére tout-a-fait adéquate. La
complémentarité des propriétés proviendrait justement
de notre effort pour introduire les entités élémentaires
dans un cadre qui ne leur convient pas. On voit que
ce prétendu positivisme expérimental quantique meéne
tout droit a la conception d'un monde nouménal incon-
naissable et transcendant dont le monde spatio-tem-
porel ne serait qu'un effet statistique. Cette conclu-
sion est étrange pour un systéme qui se prétend
strictement positiviste et cela seul devrait nous mettre
en garde contre ce courant d'idées, d'autant plus qu'il
est nettement anti cartésien. La regle de I'élimination
de toute grandeur inobservable des équations d'une
théorie provient en réalité d'une interprétation injus-
tifiée des exigences de la méthode expérimentale et
hypertrophie le role que doit jouer I'expérience dans
I'élaboration de la Physique théorique. Une construc-
tion abstraite doit étre évidemment confirmée a pos-
teriori  par l'expérience, mais ses postulats de base,
bien que naturellement suggérés par toute I'ambiance
créée par la science expérimentale d'une époque
donnée, sont formés au sein de la raison (elle-méme
historiquement informée par les résultats empiriques),
et il est parfaitement légitime de les considérer
comme des principes a pi iori, parfois aussi éloignés
de I'expérience que les postulats de la Géométrie mo-
derne. L'adoption des points de vue et des conclusions
du «positivisme quantique» équivaut donc pour nous
a un manque de confiance en la raison, a un abandon
désséchant des postulats les plus généraux et les plus
constructifs, pour se limiter a des principes selon
lesquels 1'Univers spatio-temporel aurait uniquement
des propriétés quantifiées.

Cette sorte d'ascése positiviste est non seulement
anticartésienne et inutilementrestrictive mais encore
anti relativiste. En effet, I'expression la plus générale
du principe de relativité conduit avant tout a un
systéme d'équations du champ faisant intervenir des
fonctions de nature a la fois géométrique et physique,
essentiellement non quantifiées, et I'on ne peut nier a
ces fonctions I'existence physique qu'en niant simul-
tanément la validité du principe général de relativité.
Certaines fonctions qui apparaissent dans les équa-
tions du champ (tenseurs de densité d'énergie-quantité
de mouvement) peuvent néanmoins étre exprimées a
I'aide d'un ensemble dénombrable de fonctions d'onde
de base dont les développements spectraux suivant
les opérateurs linéaires et hermitiens correspondent
précisément ala quantification générale des propriétés.
Ainsi, I'élargissement de la Relativité en vue de la
transformer en une théorie unitaire au moyen du
principe qui, selon nous, en exprime l'essence et selon
lequel ily a une détermination compléte et réciproque
du contenant et des contenus de |'Univers, conduit,



comme nous l'avons montré ailleurs en détail ala
conception de deux modes d'existence physique, l'un
non quantifié, l'autre quantifié, également réels et
macroscopiquement équivalents. Ilest essentiel d'ajou-
ter que la justification de la quantification est indé-
pendante de l'interprétation probabiliste de la Méca-
nique quantique. En réalité, la quantification vérita-

blement relativiste exclut une telle interprétation,
puisqu'il est facile de montrer () que la notion de
densité spatiale de probabilité d'un événement, qui
est a la base de I'interprétation probabiliste, n'est

plus applicable lorsque les propriétés géométriques
du domaine spatial occupé par le systéme étudié ne
peuvent pas étre considérées comme euclidiennes.
C'est ce qui a lieu dans tout systeme soumis a un
champ de gravitation ou a un champ électromagné-
tigue. D'une maniere générale, il est nécessaire de
remplacer les notions probabilistes par des notions
déterministes (en particulier la notion de densité de
probabilité de présence par celle de densité d'intensité
de présence).

L'interprétation probabiliste des fonctions d'onde V
des équations de la Mécanique ondulatoire quan-
tique n'est possible qu'en admettant que ces W ne
décrivent en réalité que des états virtuels, imposés
arbitrairement a un systéme en considérant des dépla-
cements virtuels compatibles avec les conditions aux
limites. Un tel V virtuel n'est évidemment pas soumis

aux restrictions qui proviennent du caractére non

(Vv Cf. toc. cil. pour les références bibliographiques.
(> Cf. notre élude «Intensité et probabilité dans les systémes
spatio-temporels» (Bol. Soc. Port. Mat. (A), 1, 1947, pags. 29-40)-

Os determinantes

por J. Ribeiro

Sejam yi ,y, , *e, ;/,, n fun¢des de uma variavel
definidas num mesmo intervalo (a, b) e admitindo
em (a,6) derivadas sucessivas até a ordem n—1,
inclusive.

Suponhamos que estas n func¢des sdo linearmente
dependentes, isto é, suponhamos que existe, definida
em cada ponto de (a,6), uma relagéo

(1
para valores ndotodos nulos das constantes e?jCj,

Derivemos a relagdo (1), n—1 vezes, até formar
0 sistema

X,

+ C.y, - + Gy, = 0

cor <°

LJ«e O,1, oo n—li

de
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euclidien de la géométrie de I'Univers et il est possi-
ble de l'assujettir aux conditions requises pour former
avec lui une densité de probabilité de présence. On ne
peut cependant pas déduire de ces * virtuels que le
comportement réel des entités élémentaires soit de
nature probabiliste (-0.

Ces considérations, dont nous n'avons donné ici
gqu'un résumé schématique, nous semblent permettre
de conclure a la fragilité de la base du «positivisme
guantique expérimental». Pour nous faire abandonner
a contre coeur le grand courant cartésien qui nous
semble étre en quelque sorte le «fleuve de vie» de la
science moderne, ce positivisme, nettement anti rela-
tiviste sous les apparences, devrait s'étayer sur des
arguments plus solides. Malgré la «séduction» facile
de quelques unes de ses conséquences, que l'on n'a
évidemment pas manqué de mettre en épingle comme
des preuves «décisives» en faveur de la vague d'assaut
de l'irrationalisme contemporain (déguisé souvent en
rationalisme), continuons donc fermement attachés a
I'esprit de la Méthode que Descartes nous a léguée.
Pardonnons lui d'avoir souvent donné a sa pensée une
forme édulcorée: I'essentiel de ce qu'il avait a nous
communiquer était a son époque suffisamment «sus-
pect» pour qu'il se crdt obligé de le faire accepter en
I'enrobant d'un certain conformisme scolastique. Mais
il faut savoir lire entre les lignes en lisant Descartes.

* Cf. notre mémoire «Sur la signification des fonctions d'onde
en théorie unitaire et en mécanique ondulatoire» (Comptes rendus
du Congres international ~ de Philosophie des Sciences d'Octobre
1499, Paris, Hermann, sous presse).

Wronskianos

Albuquerque

A condigcdo necessaria para este sistema, linear e
homogéneo nas constantes, ter uma solugcdo néo nula,
é que seja nulo em cada ponto de (a, b) o determi-
nante do sistema, isto é, seja identicamente nulo era
(a, 6) o determinante

WLy, Y. -y vy [y fx A

A este determinante da-se o nome de Wronskiano
das fungbes y,.
Do que se disse resulta uma propriedade importante

dos determinantes Wronskianos que pode ser assim

enunciada :
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PROPRIEDADE 1 A condi¢do necessaria para n  fun-
¢les yi,>2>eee> v, serem linearmente dependentes  em
(a, b), e que seja identicamente nulo em (a,b) oseu
Wronskiano W [y..y.,*.¥.].

Estudemos de perto este notdvel tipo de determi-
nantes.

Chamaremos determinante funcional a todo o deter-
minante cujos elementos s&do fungdes.

Entre os determinantes funcionais vamos considerar
uma categoria muito geral, constituida pelos deter-
minantes A,,,n qualquer finito, assim definidos:

Chamaremos A,, a um determinante
de ordem re, cujos elementos sdo fungdes de
uma variavel x, definidas, continuas e admitindo
derivada nos pontos de um mesmo intervalo (a, b) .
Os determinantes Wronskianos pertencem a cate-
goria considerada e propomo-nos resolver o problema
da sua caracterizacdo naquela categoria.
Consideremos, para isso, a seguinte proposicdo:

DEFINIGAO 1.

Se num determinante A,, a deri-
menor de ordem p, A,, contido
de A,,,é o determinante que

PROPOSIGAO P,, .
vada de vm qualquer
em p linhas consecutivas

se obtém derivando  os elementos da Ultima linha de A,,
entdo A, é o Wronskiano das fungbes elementos da sita
primeira linha.
A proposi¢do P,, & verdadeira para ?=2. Com
efeito, tem-se por hipdtese:
i fl2 fn fn
e i', = i
21 fn fit /'«
fn fzz _j

e portanto: /'J) fa=f"'nfzi >°* ainda: I .
['«" "«
o0 que da para A,, a forma:
fil fiz
A =k
fufiz

mas derivando e comparando o resultado com o valor
da derivada admitido por hipétese, vem k=1, o que
prova a proposigdo Pz .

Vamos em seguida supor a proposi¢do P, verda-
deira, e concluir que P, ., serd também verdadeira.

Consideremos um determinante A,.,, onde as deri-
vadas A', do qualquer menor A, contidoem p linhas
consecutivas, se obtém derivando a ultima linha de a, .

Em tal hip6tese os complementos algébricos dos
elementos da primeira linha de A,,.,sdo determinantes
de ordem n, tais que a derivada A', de um qual-
quer seu menor A, contidoem p linhas consecutivas
é o determinante que se obtém derivando a Uultima
linha de A,,.

5

Esses complementos algébricos estdo nas condigdes
exigidas na proposi¢cdo P,, que vamos supor verda-
deira.

Tais complementos algébricos serdo entdo Wrons-
kianos das funcdes elementos da respectiva primeira
linha.

Mas o0s menores de segunda ordem contidos nas
duas primeiras linhas de A,,.,, sdo, em virtude da
proposicdo Pi, Wronskianos das fun¢des elementos
da respectiva primeira linha, e isso leva a concluir
que A,,.,, é ele também, um Wronskiano das fungdes
elementos da sua primeira linha.

Demonstrou-se assim por inducdo mateméatica que
a proposi¢do P, ¢ verdadeira qualquer que seja n
finito.

Consideremos agora a proposi¢do seguinte, reciproca
da anterior:

PROPOSICAO 7;,,. Se A, i Wronskiano das  fungdes
elementos da sua primeira linha, entdo a derivada de
um qualquer seu menor A, de ordem p contidko em p
linhas  consecutivas, e' o determinante que se obtém  deri-
vando a Ultima linha de A, .

A Proposi¢do 77, é verdadeira para n—2. Com
efeito, temos nesse caso:

jlu fvt :fufn+fn fut
Ai '« fufiz f'u X
fn fiz
fixfar

TT,verdadeira e tomemos
cujo desenvolvi-

Suponhamos a proposicao
um Wronskiano Je n+1 funcdes
mento segundo os elementos da Gltima linha, sera

derivando, vem

) A',..,= SA*"""A, . -rS/,""AU.
h k

Seja A,, um menor de ordem p”~™n do determi-
nante A,,.,; dois casos se podem dar: ou as p linhas
consecutivas de A, sdo as Ultimas p linhas de A,.[,
ou ndo o sdo. Ndo o sendo, o menor A, é também
menor de certo A,,,. que é um Wronskiano verificando
a proposicédo ir,,. Se A, estd contido nas p Ultimas
linhas de A,,.., vem para ele um desenvolvimento
analogo ao ja obtido para A,,.,.

4, =21/s
cuja derivada é

A —2 j<ima 2 S a



Mas os determinantes a,,, sdo menores de ordem

p—i de certos A, e portanto S /«”<*' =0.

Entdo, vem A,=S [&4*'" AMy* ° *{** P*""ite afirmar

que também estes menores A, verificam a proposi-
¢do TV,. Resta provar que a derivada do proprio A,4_,
se obtém com a mesma lei; mas isso resulta de (2)
visto que é também

S/,"°A",, -0.

A proposicdo TT,é verdadeira qualquer que seja n
finito. Podemos portanto enunciar o seguinte teorema:

TEOREMA 1. A condicdo necessaria e suficiente para
um determinante A,, ser um Wronskiano das  fungdes
elementos da sua primeira  linha, & que a derivada A’
de um qualquer seu menor A, contido em p linhas
consecutivas,  seja 0 determinante que se obtém derivando
os elementos da Gltima linha de A,,.

Para o caso de ser p=n, resulta do teorema a
propriedade dos Wronskianos, conhecida com o se-
guinte enunciado.

PKOPBIEDADE 2.
Wronskiano

A derivada de um determinante
oblem-se derivando  a sua ultima linha.

Como ¢é facil de ver o teorema 1 resulta por sua
vez da propriedade 2. O teorema e a propriedade sdo
logicamente equivalentes. Pode pois dizer-se que a
propriedade 2 é uma propriedade caracteristica dos
Wronskianos.

Consideremos um determinante A,,, ndo necessaria-
mente um Wronskiano, e suponhamos que num ponto
x, do intervalo (a, b) onde as funcdes elementos
de A,, sdo definidas, continuas e admitem derivada,

se tem
A, (») =0, A, (@o)=jb0

representando como é costume fazer-se, por A, O
complemento algébrico do elemento bem determinado
f. (X) . Consideremos os sistemas

A<t fik = "ut« —‘im  fim
Uarl j=1i,2,-,n .
0 i=frj
\k=km r=1,2,-,,. , L
i =
Yiztz=l  i= 1,2, e, n !

Todos estes sistemas tém como determinante prin-
cipal, quando considerados A, como incognitas, o

determinante A, . No ponto x, aqueles sistemas
reduzem-se aos sistemas de Cramer
\j=hl jp--1,2,...,n
2-N[»—-eFxxKe ke fc —1,2,— ,n
[i=f=1 i—1,2, ...,n
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Resolvendo tais sistemas, obtem-se:

onde por D se representa o determinante que se
obtém de A, pondo na coluna h os elementos da
coluna m de A,,.

Mudando com m—k—i inversfes a posicdo destes
elementos, obtem-se :

A (D)< "~A,

ou, o que 6 equivalente

A

® (oA =

Esta relagdo verifica-se sempre mesmo até para o0s
valores k=m e i=1, como facilmente se vé. Séo
pois relagdes absolutamente gerais para todos os
valores de

combinados como se desejar.
Facamos pois o seguinte enunciado :

Se num ponto x, do intervalo (a,b) se tem A (x,)=0

e A, (x,)=/=0 entdo, ¢é constante a relagdo (_I)kALJ

isto e, tem-se  sempre:

(_1) (k=|,2,

Facamos nas féormulas (3): <=s e i=t, s=fct e
dividamos ordenadamente as expressdes que assim se
obtém ; vira :

-ditr
Ai,,.

Estas Gltimas expressdes verificam-se para todos

os valores de

t—1,2,— n
k=1,2,¢¢e.n
A cons-
Com efeito,

apenas submetidos a condicdo de ser: s=f=t.
tante p O arbitraria mas sempre finita.
tem-se para t=I:

pzjfcoo
Ai

visto que por hipotese se tem A, (x,)="=0.
Podemos entdo enunciar o seguinte teorema:

TEOREMA 2. E condigdo necessaria e suficiente, para
ser nulo num ponto de (a,b) o determinante A,,, sem
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que oseja nesse ponto um dos seus menores de orden n—1,

que se lenha

sendo p sempre uma constante finita, e quaisquer que
sejam os valores de s, t, k (s="t) .
Viu-se que a condirdo era necessaria. Suponhamos

que num ponto XQdo intervalo se tem

A* = etk
entdo também

mas sendo s=j=t o segundo membro desta relagdo é
nulo devido a um teorema conhecido sobre os deter-
minantes. Tem-se pois A, (x,)=0.

Porém para p ser sempre finito serda
mente um A, (x,) =j=0 .

necessaria-

Suponhamos que no intervalo (a, b) se tem identi-
camente W [yi, yz, ees,y,] -0 e que em cada ponto
de (a, b) se ndo anula um dos menores A, (X)
k=l, 2, n.

Tomemos um ponto x, do intervalo (a,b) e supo-
nhamos para fixar ideias que é A, (x,) =1=0 .

A*

Pelo teorema 2, serd, para todo o ki —-=p
Ak
e pondo nestas expressdes s=n, t=n—1, virdo

Pelo teorema 1, ou mais directamente pela pro-
priedade 2 dos determinantes Wronskianos, temos :
dA,

= A,_, ., € portanto, seguem-se as expressdes:
dx
dA, A dA, dA,
= GAjj 7 . o - = P A
dx R d7x 2 dx

e A, (xX) continua
Vx, do ponto

Sendo por hipdtese A,,,,(x)=f=0
no ponto x, existe uma vizinhanga
xg, tal que para xeVx, €  A,,(x)=j=0.

Das relagdes anteriores resultaréa

(3 dA,,

rfx "odx

0 k—1,—,n-1

e em todo o ponto x interior a Vx, se tera

dx \A,,

e portanto existem constantes nao todas nulas, dadas
por

A,. sdo os complementos algébricos dos elementos da
Gltima linha de W , logo ser4a nula a expressao

k

e portanto nos pontos interiores a VX, subsiste a re-
lacdo de dependéncia linear entre as func¢des vy,

" A "
S "«k y* = S Yy*° S ‘wy*+ y» e
A=l k=I"rm k=I

Conclui-se que nos pontos interioresa Vx, é valida
a relagéo

4) cion+ co2r+ "e + ¢, ,2,i42,- 0

Procuremos um ponto de acumulagdo de Vx, onde
J4,, se anule; se ndo existisse um tal ponto poderia-
mos tomar uma vizinhanga de x, contendo Vx, onde
fosse ainda valida a relagdo (4).

Soja xi esse ponto e suponhamos A,,,_i (x")=f=0-
por um raciocinio anadlogo teriamos numa vizinhanga
Vx, de uma relacéo
+ — + n-i

(5) I-yi + hVi 21+ 20+ nVi=-

Eliminando entre (4) e (5) vy, Vvira

(- o B SN+ - c /f) 22 4 e +

+ - K) 2/,-, + (1- > ) Vn-i = °

e esta relagdo é verificada nos pontos de intersecgdo
das vizinhangas Vx, e Vx, pontos esses onde ¢
A, =W, ,y"- y_-=hO

Entdo tem-se necessariamente

kKl - ¢ /o, —0,i ,—ek " 0, s, i, ., —

1- *,= «

/.,, € c, sdo proporcionais. Resulta
coincidem os desen-

e as constantes
pois que no conjunto V,-rvx,
volvimentos (4) e (5).

O intervalo (a,b) é limitado, poderemos cobri-lo
por um namero finito de vizinhangcas de seus pontos
(Teorema de Heine-Borel) e entdo a relacdo (4) sub-
siste no intervalo (a,®6).

Poderemos enunciar finalmente esta outra proprie-
dade dos Wronskianos:

PEOPRIKDADE 3. Se num intervalo (a,b) é identica-
mente nulo o Wronskiano W [yj,Vy., *,Yy,] eem cada
ponto de (a,b) ndo é nulo um dos complementos algé-
bricos dos elementos da Uu'iima linha de W, entdo as
fungdes y, sdo linearmente  dependentes em (a,b) .
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Problemes cie dépouillements
| — Problemes  intéressant  deux candidats
par Pierre Dufresne
Les premiers problémes de probabilités peuvent Le principal probleme de dépouillement actuelle-

étre ramenés, pour la plupart, a des calculs de pro-
babilités de résultats finaux d'une suite de tirages.

Une collection étant donnée comprenant des nom-
bres connus d'objets appartenant a des familles
déterminées on recherche, par exemple, la probabilité
pour que, sur u. tirages effectués ily en ait eu
exactement a qui aient fait sortir un objet de la
famille A, p qui aient fait sortir un objet de la
famille B, f un objet de la famille O.. etc.

Les conditions des tirages sont fixées a l'avance et
on convient généralement qu'ils sont effectués dans
une méme collection mais tantdt on spécifie qu'un
objet sorti a un tirage doit étre remis avant le tirage
suivant (nous dirons qu'il s'agit d'une suite de tira-
ges identiques) et tantdt que les objets extraits ne
sont jamais réintégrés (suite de tirages éliminatifs).

On cherchera, ainsi a déterminer la probabilité
pour que, si l'on tire douze cartes d'un jeu de trente
deux on sorte six cartes rouges et six cartes noaires,
ou pour que si on lance six fois un dé il tombe les
six fois sur une face différente. C'est dans ce cas le

résultat global qui importe: tant de cartes rouges
sorties et tant de cartes noires ou tant de tirages
ayant fait sortir le chiffre six et tant le chiffre
cing... etc. et non pas l'ordre de chacun des résul-
tats élémentaires. Nous étudierons ici une autre
catégorie de problémes ou ce n'est pas le résultat
global qui compte, résultat généralement donné

d'avance mais la maniere dont il pourra étre obtenu.
Nous les appellerons des problemes de dépouille-
ments car ils reviennent a calculer, en fonction du
nombre total de dépouillements possibles la propor-
tion de ceux qui vérifient une ou plusieurs conditions
posées.

Lorsqu'on «dépouille» totalement un jeu de trente
deux cartes le résultat final ne fait pas de doute, si
on distingue les cartes seulement par leur couleur
(rouge ou noir) on sait qu'on sortiradu jeu seize cartes
rouges et seize cartes noires. Un probléeme de dépouil-
lement consistera a rechercher la probabilité pour
que le nombre des cartes rouges sorties ne soit jamais
inférieur, durant tout le dépouillement, au nombre
des cartes noires sorties au méme moment.

mente traité est connu sous le nom de probleme du
scrutin.

Le probleme du scrutin. 1l peut s'énoncer de la
maniére suivante : Sachant qu'au cours d'un  scrutin
un candidat A a obtenu un nombre a de suffrages et
un autre candidat B un nombre plus petit b on
demande de calculer la probabilit¢" pour qu'au cours du
dépouillement le nombre des bulletins  sortis portant le
nom de A soit toujours supérieur a celui des bulletins

sortis portant le nom de B». Denis André a donné
une solution trés ingénieuse de ce probléme. Nous en
donnerons une autre solution fort différente mais,
avant de commencer les calculs quelques remarques
préliminaires s'imposent: nous voulons mettre en gar-
de le lecteur sur l'interprétation malheureuse qui peut
étre faite des résultats. Tout probléme mathémathique
sous-entend des hypothéses qui ne sont que rarement
mises en évidence. Dans le cas qui nous occupe
I'hypothése sous-entendue est que tous les dépouille-
ments possibles sont considérés, a priori, comme
également probables; En réalité, apres une scrutin,
les bulletins ne sont généralement pas suffisemment
meélés pour qu'il en soit ainsi. C'est d'autant plus
grave que les bulletins ne sont pas déposés dans un
ordre quelconque ; certaines catégories d'électeurs ont
coutume de voter le matin, l'autre I'apres-midi, ily a
des groupes d'amis ou de sympathisants qui votent
ensemble . .. etc.

Je désignerai par :
4 le nombre total des bulletins déposés au nom
de A ou au nom de B. Donc 6=a+ b.

N*,b) '* nombre de tous les dépouillements diffé-
rents possibles de ces 9 bulletins
6!
‘("V - aThl

N(a, b)[A>B] ~*nombre de ces déppouillements dans
lesquels, a tout moment le nombre des bulletins
dépouillés au nom de A est supérieur a celui des
bulletins dépouillés au nom de B.

P(a , b)[A>B] ~* probabilité pour que durant tout

le dépouillement le nombre des bulletins sortis por-
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tant le nom du candidat A soit supérieur a celui des
bulletins sortis portant le nom du candidat B.

(a, S)LU> M]
(a,6)[A> B] N
'(a, 6)

LEMME. Si a+ b> 1 et a> b
“(a ,b)[A> B] " "(a-1,b)[A> B] + "(a,b-1) [A> B]

J'appelle dépouillements favorables ceux dans
lesquels A a constamment la majorité sur B. Je
désigne par groupe | lI'ensemble de tous les dépouil-
lements favorables dans le cas ou A a obtenu un
nombre a de suffrages et B un nombre b.

Je désigne par groupe Il I'ensemble de tous les
dépouillements favorables dans 1'un ou l'autre des
deux cas suivants :

1.°) A a obtenu un nombre (a—1) de suffrages et
B un nombre b.

2.°) A a obtenu un nombre a de suffrages et B
un nombre (6—1).

Si je supprime de tous les dépouillements du grou-
pe | le dernier bulletin sorti j'obtiens autant de
dépouillements différents appartenant au groupell.
Les dépouillements du groupe Il sont donc au moins
aussi nombreux que ceux du groupe |.

D'autre part sij'ajoute a lafin de tous les dépouil-
lements du groupe | lsoit un bulletin A si le nombre
des bulletins A était (a—1) soit un bulletin B si
le nombre des bulletins B était (6—1) j'obtiens
autant de dépouillements différents appartenant au
groupe |. Les dépouillements du groupe | sont donc
au moins aussi nombreux que ceux du groupell.

D'ou il résulte que les nombres de dépouillements
des deux groupes sont égaux.

THEOREME. Si ant-b

a-b (a+ b)!
“(a,b) [A>B] 24 p  albl
Si a<6 il est clair que N~ N .-|=0; la for-

mule donnerait un résultat négatif donc absurde.
Si a=b il est encore immédiat que

“(a,b) a>8B2

la formule donne bien un résultat nul et s'applique
a ce cas particulier.

Je suppose a> 6.

La formule est exacte pour 8= 1 c'est a dire en
tenant compte de la condition a>6 pour a=1 et
6=0

Je démontrerai que si la formule est exacte pour
6= 92"—1 et pour les couples de valeurs de a et de 6
répondant a la condition a”~>b , elle est encore
exacte lorsque 6= 6j et pour n'importe quelles valeurs
de a et de 6 telles que a>b.

En vertu du lemme j'aile droit d'écrire

“(a,b) [A>B] = "(a-1, S)[A> B] + "(a,6-1) [A> B]

et en supposant la formule exacte pour 8=8l—1 et
a>6
a-6-1(a+6-1)"!

(0-1.6) [A>Bl  246.1 (a-1)! 6!
0-6+1 (a+ 6-1) !
@ 6DIA>Bl a4p-1 a1 (6-1)!
-6-1 26
a+ b—1 4. (a+ 6-1) (a-6)
et
a—6+ 1 a—=6 2a
a+b—1 a+6 "
donc (a+ 6—1) (a—6)
2a6
Comrases = [(o- Abltua'b))] +
r 2a6 "ja-6 (a+ 6-1)!
"I ° (at 6-1) (a-6)J a+6 al 6!
a—6 (a+ 6)!
a+6 al!6!
THEOREME. Si a”b
a—b
"(a,b)[A>BJ a+ b
En effet
a-6 (a+ 6)!
(a.0) [A>B] a+ 6 al!6! a—b6
(a, 6) [A>B] Al 6 ath
at 6!

On peut imaginer bien d'autres problémes de scru-
tin que celui qui vient d'étre traité, par exemple
celui ci: calculer la probabilitt  pour que le candidat A
acquiere  des le début du dépouillement —c'est a dire
avant qu'aucun bulletin  au nom de B n'ait été  sorti
— une avance de (m+ 1) suffrages sur le candidat B

et qu'il conserve cette avance jusqu'a la fin du dépouil-
lement.
Nous garderons les mémes notations a, 6, 8,

(o 6) 1*° précédement. Nous désignerons en outre
par: N7, j[*ri>js-fm] oo

dépouillements
dans lesquels la condition posée est réalisée et par
O 6)[4>s+m]

tion soit realiséé.

'* probabilité pour que cette condi-

V(a, 6) [A>B+m
(a, 6) [A>B+m] N
"(«,»)
THEOREME. Si a”>b +m et m~>0
'‘a—b —m (a+ b—m) ! al b!
(@b)[A>B+m] 44 b—_m (a—m)Ib! (a+ b)!
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Si a<b + m la formule est inapplicable puisqu'elle
conduit a des résultats négatifs donc absurdes; ou b
n'est pas nul et il est clair qu'il ne peuty avoir de
dépouillement favorable, ou b est nul et le seul dépouil-
lement possible n'est composé que de bulletins A
en nombre insuffisant d'ailleurs pour permettre a A
méme a la fin du dépouillement de devancer B de
plus de m suffrages.

Nous supposerons a”b+m et nous imaginerons
que le dépouillement se passe en deux temps: premier
temps: dépouillement de m bulletins; deuxiéme
temps: dépouillement des bulletins restants.

La probabilité cherchée est égale au produit;

— de la probabilité pour que durant le pre-
mier temps du dépouillement ce soient toujours des
bulletins A qui soient sortis ;

— par la probablilité P, pour que durant le second
temps du dépouillement en supposant la condition
précédente réalisée et en ne considérant que les bulle-
tins sortis lors de ce second temps, A ait constam-
ment la majorité sur B .

Or
a a—1 a+t—m
Pi ath atb—1 a+ b+ |—m
al @+ b— m). -m—6
et P, =
(a-m)\ (a+b)~ a—m+b
donc
a—m —b (@ + b—m) !
>a,b)[A>B+m] _ . (.-m) ! (a+ b)!

a—m—b (@\b—m) ! al 6!

a—m+ b (a—m)lbl (a+ bl

THEOREME. Si a*>b + m et mn>0

a—m—b (a+ b —m)!
“(..b)[A>m-m] = _ ., ._.tb.-"

N, ,b)[A> B+m] ™ Pa ,b)[A> fl+tm] ' ~(a ,b)
a—m —b (@ +b— m)

a—m+b (@a— m)bl

Et maintenant nous chercherons la solution du pro-
bléme que nous appellerons improprement d'ailleurs
le probléme réciproque du précédent: calculer la pro-
babilitt  pour que le candidat A ne soit jamais devancé
de plus de (m—1) suffrages par le candidat B .

Nous conserverons les mémes notations a, b, 6,
N, ..J qui conserveront le méme sens que précé-
dement.

Je désignerai par N,
dépouillements dans lesquels
jamais distancé de plus de
le candidat B , et par P, . jr-> -

JJ[A> B-m] ~ nombre des
le candidat A n'est
(m—1) suffrages par
la probabilité
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pour que durant tout le dépouillment le candidat A
ne soit jamais distancé de plus de (m—1) suffrages
par le candidat B .
Conséquence immédiate des définitions
A'a,b) [A > B-m]
(a,b) [A> B-m]
Vi(ab)

LESIME. >S?a-t-b>1 e a>b —m

“(a ,b) [A> B-m] ~ "(a-1, b)[A> B-m] +
+ “(a, b-1) [A> B-m] =«
Démonstration
dent (page 9).

identique a celle du lemme précé-

rHEOBEME. Si b~.mj>1 e a”b —m
(a+ b)! (a+b)l
alb! (a+ m)!(b-m)l
Si m=0, B]" "
ce qui est en contradiction avec ce qui a été établi

N(a b)y[a> B-m]

la formule donnerait N/, )A>

précédemment (probléme du scrutin).

Si m>b la formule est inapplicable car elle contien-
drait la factorielle d'un nombre négatif. Il est clair
que dans le cas considéré tous les dépouillements sont
favorables.

Si a<b —m la formule conduirait a un résultat
généralement négatif et en tout cas absurde. Il ne
peut y avoir de dépouillements favorables.

Au contraire le théoréme s'applique bien:

Si m= b Cet quelle que soit la valeur de a); en
effet la formule donne

(++6)1 ,

@,b)[A> Bm] o! 61

et l'on vérifie immédiatement que tous les dépouil-
lements sont favorables sauf celui ou tous les bulle-
tins B sortent d'abord et tous les bulletins A sortent
ensuite.

Si a= 6—m (en supposant 6">m)
mule donne

en effet la for-

Ab-m ,6)[A> B-m] - O

ce qui est exact car aucun dépouillement ne peut
satisfaire la condition exigée.

Je supposerai désormais a>6 —m etl*wi<J6.

La formule est exacte pour i= m+l, c'est-a-dire
pour a=t et 6= m. En effeten appliquant la formule
on trouve m dépouillements favorables sur m +1
dépouillements possibles. On vérifie sans peine que
le seul dépouillement qui n'est pas favorable est
celui qui se termine par un bulletin A.

Utilisant le modo de raisonnement par récurrence
je démontrerai que, si la formule est exacte pour
8=81—1 et pour tous les couples de valeurs de a et
de b vérifiant les conditions 6>m et ajj>6—m elle



GAZETA D E MATEMATICA

est encore exacte pour a=6i et pour tous les couples
de valeurs répondant auxconditions b>m et a>6 —m.
Soient ai et 6j un couple de valeurs de a etde 6
satisfaisant aux conditions 6i>m~>1, ai>bi
je pose aj-)-6j=6.
En vertu du lemme je puis écrire:

—m;

o, ,*,) [A>B-m] “(a,-1,6)[A> B-m~\ +

+ ~>(o, , 6,-1) [A> B-m\
et en supposant le théoréme exact pour 6=61—1
(a+6-1)!
(,-1)16!

(«+6—1)1

(0,-1 ,»,)[>>>*-»] (a+m-1)I1(6-»t)l

(a+ 6-1)!
N (a,b-)[A> B-rri] . —1)!
(a+ 6-1)!
@+m)y!@®—m—1) !’

Donc

_r(a+6-1)! (a+ 6-1) M

N a,b)[A>
(a+ 6-1)!
T @+m)!(6-m-1) !] "
(a+6)!
1 (6—m) !

r (g+ 6-1)1
L(a+m—1)1 (B=m!
(a+6)!
il 61 (at+m)

THEOREME. Si bA>m~>1 ei a;>b—m

B alb!
"(a ,b)[A>B_m] ="~ ..., , . .
Via,e) > .B-m]

(a,»)[i>i-«] - A"(a b

(a+ 6)!
al 6!

(a+ 6)!
(a+m)! (6-m)!_
(a+ 6)! h
al 6!

al! 6!

(@tm) ! (6-m)!

Nous allons passer aunautre probléme plus délicat :
il s'agira de calculer la probabilitt  pour que le candidat
A nesoit jamais distancé deplus de (m—1) suffrages
par le candidat B, le candidat B n'étant jamais  lui
méme distancé de plus de (r—1) suffrages par le can-
didat A .

Nous

les notations a, b,

~a, b) 1"iconserveront les mémes significationsque

garderons précédentes

précédement.

A>B—m

Je désignerai par N~ N le nombre des

B>A-
la double conditionci-
. . RITI A>B—m
-dessus énoncée seraréalisée, et par P,
, o, BSA-r
la probabilité pour qu'au cours du dépouillement la
double condition soit réalisée.

dépouillements dans lesquels

11

A>B —m
A>SB  —m (a b s A-r
(a ,6) _ u
B> A—r A(a, b)
LEMME. Si a=>b —m, b>a—r et a+ b >1
A>B—m A>B —m
\a,b) N a1 +
' B> A —r al,b) B> A—r
N A>B—m
+
(a,b-1) g5 At

La démonstration de ce lemme estidentique a celle
du lemme de lapage 9.

THEOREME. Si a”>b —m ,bA>a—r , m~>1 et r~>|
A>B —m _ (a+b)!
Newoy .0 < L e +
"(a,b) —"(a,b) + “(a,b)
avec:
(at 6)! (a+6)!
Bigra (a+m) !(b-m) ! (a+2m+r)!(6-2m-r)!
(a+ 6)!
H + +
(a+km+ [k-1~]1 ) ! (b-km-[k-I] r)!
(a+6) !
H h
(atsm + [s—1]r) ! (6—sm—[s —1]r)!
s étant le plus grand nombre entier ne rendant pas

négative la différence 6—sm—[s—1] .

(a+ b)l
(a+ m+r)\(b-m-r)\
(a+ b):
(@+2m+2r)! 6—2m-2r)1 F
(a+ 6)!
(a + km + kr) ! (6—km—Kkr)\
(a+ 6)!
+ @+tm+t)\(b— tm—tr)
t étant le plus grand nombre entier ne rendant pas

négative la différence b—tm — tr.

(a+6)! (a+6)!
<> (a-nl b+ nl (a-2r—m)\ (6+2r+m)!
(a+ 6)!
(a-kr-[k-1Tm)Il (b+tkr +[k-1]m)!
(a+6) !

+

(a—ut—[M=1]1m) ! (6+urtfu —1] m)!

u étant les plus grand nombre entier ne rendant pas

négative la différence a—ur—-[M —1]m.

(« +  *)1

T +
(a-r—m)\ (b+r+ m)\
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(o + 6)!
+(a—2r—2m)! 6+ 2r + 2m)!
(g + 6)!

(@ —kr —km) !'(b+ kr + km) !

(g+i)!
(o—irr—vm)! (6 + cr + vm) !

v étant le plus grand nombre entier ne rendant pas
négative la différence ci—
Si a<b —m ou si b<a —r la formule donnerait
des résultats pouvant étre négatifs et en tout cas
absurdes. En fait ilne peut y avoir de dépouillement
favorable. Si m=0 ou si r=0 la formule ainsi qu'on
peut le vérifier facilement donnerait comme résultat :
A>B—m

m—vm.

Ae,») =0 alors qu il peut exister des
B> A —r
dépouillements favorables.

Nous supposerons désormais a”“b—m,6J>a—r ,

et rJ>1. Si a la fois 6<m et a<r la formule
se réduit a
(a, 6) A>B-m (0+6) 1
B>A—r ~ al!eé!

et en effet tous les dépouillements, dans ce cas parti-
culier, sont favorables.
Si a la fois 6J>m et a<r (comme a”“b—m et a<r

il en résulte b<m +r) la formule se réduit a:
A>B-m (a + b).

B>4-r ~ al! 6!

(a+ b)!
(@a+m)! (b—m) !
le résultat est exact: B ne pouvant étre distancé par

A de r suffrages puisque A en a obtenu un nombre
inférieur a r, les seuls dépouillements qui ne sont

pas favorables sont ceux ou A est distancé par B de
plus de (m—1) bulletins.
Si a la fois aj>r et 6<m
m (@+bh)l (@a+ b
@9 al 61 (a—r) ! (6-f-) !
Si a la fois m+r>62>m et m+rxt™.? la formule
se réduit a:
A>B-m (@a+ b)!
B>A-r ~ alé!
(a+o0)! (a+ 6) !

(a+ ra)l(6 —m)\ (a—r)\(b+n)\"
dépouillements

B d'au moins

En fait nous savons que le nombre des
dans lesquels A se trouve distancé par

(a+ b\
m suffrages est et que le nombre de
: (a+ m)\(b-m)\
ceux dans lesquels B se trouve distancé par A d'au
moins r suffrages est (a+ b\ 11 ne peut

(a-r)!r®bd+

GAZETA DE MATEMATICA

y avoir de dépouillement dans lequel a un mo-
ment donné A distance B d'au moins m suffrages et

a un autre moment B distance A d'au moins r
suffrages car, pour passer d'une situation a l'autre il
faudrait dépouiller, dans un cas, au moins (m+ r)
bulletins B, dans l'autre cas au moins (m+r) bulle-
tins A et que nous avons supposé que les bulletins B
et que les bulletins A étaient les uns et les autres
en nombre inférieur a (m+r). Le résultat trouvé est
donc exact.
Si a= b—m
5 _ (26-m)! (2b—m) !
©-m D) 61" (6—m)T * (6+e»»+»e)l (6-2m-r)! h
(26-»,)!
(b+tk-1Tm+[k—1] r) 1 (&-[&—Ilr—km) !
. (26-m)!
EmD y t—men 1 ¥
(26-m)!
~(b+m + 2\ (6—2m—2r) 1"
(26-m) !
b oeee +
b+ [k- 1] m + kr) ! (b-km-kr) !
(26-m) !
'Y (6-m—r)! (6+r)!+
(26—m) !
(6—2m—2r) I (b+m+2r) 1 T+
(26—m) !

+ oo

¥ (6—km—1er)! (6 + kr+[k—1] m) !

(26—m) !
(b-m , b)
6+ m-r-r-)! (6-2m—r) !
(26—m) !
(6+2n»+2r) 1(6—3w—2r) 1
(26—m) !
+ o o

* (b+ km + kr) ! (a—&r —[fc+ 1] m) !

(b-m, b)
(26-m) !

¢
(o-m. o) = (6—m)! 6!

(b-m b+

La formule donnerait donc

A>B—m.
-V(p-
bm D) poat
Ce résultat est exact car effectivementil ne peut y
avoir de dépouillement favorable.
Si 6= a—r la formule donnerait de méme

A>B—m
Vo >or) g -
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Résultat encore exact car
dépouillement favorable.

Ces cas particuliers étant examinés nous passons a
la démonstration générale. Cette démonstration est
faite pour des valeurs quelconques de m et de r
satisfaisant les conditions imposées (m~>1 et r~"l)

il ne peut y avoir de

Nous emploierons la méthode de récurrence; nous
constatons d'abord que la formule est exacte pour
8= m+r et pour tous les couples de valeurs possibles de
a et de 6 satisfaisant aux conditionsimposées (voir cas
particuliers). Je démontrerai que si la formule est
exacte pour une valeur quelconque de 0 soit 6=6)—1
et pour tous les couples de valeurs satisfaisant aux
conditions imposées (a”">6—m, b~"a—r) elle est
encore exacte pour 6=8, et pour tous les couples de

valeurs de a et de 6 satisfaisant les inégalités
a>b—m et 6>a —r.
i R A>B-
Soit donc a calculer N ,aethb for-
©.6) psa

mant un couple de valeurs satisfaisant les inégalités
ab —m et b>a —r.

En vertu du lemme j'aile droit d'écrire :

A>B-m \A>B-
@ gy oAy Mol o+
A>B—m
+ N(«,4-l) B> A_—r
et en supposant la formule exacte pour 8= 8i—1
A>B-m (a+6-1)!
V'@-1.8) gy Ay (a-1)1 ft1 *(«-1,») +

+ "(a-\,b) — “(a-\,b) + ‘@@\ ,b)e

(Les conditions a--1">6—m et 67>a—r sont satis-

faites puisque nous avons supposé a>b —m et
b>a —r) .
\A>B—m (a+6-1)!
Ve B> A - al (6-1)1 (08D
+ Ta, 6-1) ~(0,6-1) + ~(0,6-1)-

(Les conditions a~">b—m et 6—Ilj>a —r sont satis-
faites puisque nous avons supposé a>b
6>a —r) .

—m et

Remarquons tout d'abord que :

(a+6-1)! (a+6-1)! _ (a+b)!
(a-1)16! al (6-1)! al 6!

Constatons par ailleurs qu'un terme de rang quel-

conque de la suite S, y est égal a la somme des

18
deux termes de méme rang appartenant respective-
ment aux suites <S(_j, N et S(sa—;é/-l) En effet
I f terme de

(a+ 6-1)!
S,
(a-1 +km+[k-1]r)\ (b-km-[*-I]r)!
j,me terme de
(a+ 6-1)!
S,
(a,6-1) (a+km+[k-1]n)1 (6-1-km-[k-1] r)!
Somme de ces deux termes
(a+ 6)l
(a+km+[k-1]r)\ (b-km-[k-1] !
les suites S,,..,, S, _...,, et n ont toujours
exactement le méme nombre de termes sauf si:

6=s»i+(s-1) r auquel cas la suite *”(, 6_i) compte

un terme de moins. Mais alors le dernier terme de la
(o-l+sm+[i-1] P!

est égal a
(,-1+sTO+ [s-1]r)!

le dernier

suite S
(«—»>»)-
I'unité, et

terme de la suite

<S(a.6)
(a+sm+ [s—1] r) ! o . o

est aussi égal a l'unité.
(@+sm+[s—1] !
On démontrerait

Donc S,._,..,+S_ .,=S.. ..

de méme que

~(a-1, 8) + ~(6-1,0) "™ " (a,b)

(a-1, 6) (6-1,a) (a,6)
la-1,6) ~(6-1,a) — ~(a,6)
D'OU
A>B-m (a+6)!
(@8 B>A-r a! 6! @ 6+ "ia, 6)

‘@ .6) + "(a,6)

ce qu'il fallait démontrer.

A>B —m
Calcul approché de N~ .~
B> A-r
A~>B —m i
On peut considérer N, 7 comme étant
B>A-r
a+ 6)! .
la somme de (a' 61) de la suite w3 g+ (o, 6)
et de la suite “(a,b)+ia,b)-

Or nous pouvons exprimer ces deux suites de la
maniére suivante :

(a+6)!
—S(@ ,6)+ ‘(@ ,6) (@+m ! (@E—m!
(a+ 6)! (a+ 6)!
+(a+m+r)!(6—m—r)! @+ 2m+r)! (6-2m — )\

(a+e)!

(a+ 2m+ 2r)! (b-2m-2r)\
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(a+h) !
(a+3m + 2r)! (6—3m—2r)!+
(a+ 6)!
(a+3m+3r)! (6-3m-3r)!
(0+6) 1
)+ “(ab) @ ni (6+r)|+
(a+h)l (a+6)!
+ (a-m--r)!1(6 +r +m)! (a-2r —ra)l (6+ 2r + m)!
(a+ 6)!
(a-2r-2m)! (6+ 2r+ 2m)!
(a+6)!
(a-3r-2m)! (6+ 3r+2m)! +
(a+6)>
(0-8r-3m)l  (6+3r-+3m)!

Les deux suites (—

+ "(a,6)) ‘0"t composées de termes alternativement
positifs et négatifs. Desqu'un terme d'une de ces suites
est inférieur en valeur absolue a celui qui le précede
tous les termes suivants sont, en valeur absolue, de
plus en plus faibles. Il en résulte qui, si en faisant le
calcul de la valeur d'une de ces suites, on néglige la
totalité des termes a partir d'un terme «décroissant»
on commet une eireur dont le signe est le méme que
celui du premier terme négligé et dont la valeur
absolue est inférieure a la valeur absolue de ce terme.

Calcul de la -eprobabilit¢, pour que, durant tout un

+T L) et (- oy,

dépouillement le candidat A devance constamment
d'au moins |(m-f~I) suffrages un autre candidat B
sans que cet autre candidat B ne soit jamais distancé

de plus de (r—1) suffrages par le candidat. A .

Il est bien évident que le candidat A ne peut
devancer le candidat B de (m+ 1) suffrages tant
que (m+ 1) bulletins n'ont pas été dépouillés. La
condition «le candidat A devance constamment d'au
moins (m+ 1) suffrages un autre candidat B » doit
s'entendre de la maniere suivante: le candidat A
acquiére au début du dépouillement une avance de
(m+1) suffrages avant qu'aucun bulletin au nom de
B n'ait été compté et il conserve ensuite cette
avance jusqu'a la fin du dépouillement.

Nous conserverons les mémes notations a, 6,6,

Y, (ab) que précédemment. Nous désignerons en outre
par
A>B + m
>.”) B>A-r

le nombre des dépouilements différents possibles dans
lesquels la double condition posée est réalisée et par

A>B + m

b
@b) B>A—r

GAZETA DE MATEMATICA

la probablilté pour que cette double condition soit
réalisée
A>B + m

A>B +m B>A—r
"(a.b) > V(a, b)
THEOREME.
A>B+m A>B—1
N@ab) B> A -1 (eImHilh) BsA-(ro[m+1])

Je désigne par groupe I I'ensemble de tous les dé-
pouillements possibles de a + 6 bulletins dont a
au nom de A et 6 au nom de B dans lesquels le
candidat A devance constamment d'au moins (m+1)
suffrages le candidat B sans que cet autre candidat
B ne soit jamais distancé de plus de (1—1) suffra-
ges par le candidat A . Par définition ce nombre de
dépouillements est

A>B+m
Veab) -

Je désigne par groupe Il I'ensemble de tous les
dépouillements différents possibles de 9—(m + 1) bul-
letins dont a—(m+1) au nom de A et 6 au nom
de B dans lesquels le nombre des bulletins A sortis
est toujours au moins égal a celui des bulletins B
sortis sans que ce candidat B ne soitjamais distancé
de plus de r—(m + 2) bulletins par le candidat A .
Par définition ce nombre des dépouillements est

A>B—1

N(a—O+I],6) B>A —D—(n _1)1,

Sije supprime de tous les dépouillements du groupe
| les (m+1) premiers bulletins sortis qui sont obli-
gatoirement des bulletins A j'obtiens autant de
dépouillements différents appartenant au groupe I1.
Les dépouillements du groupe Ilsont donc, au moins
aussi nombreux que ceux du groupe | .

D'autre part sij'ajoute au commencement de tous
les dépouillements du groupe Il (m+ 1) bulletins A,
j'obtiens autant de dépouillements différents appar-
tenant au groupe I|. Les dépouillements du groupe |
sont donc au moins aussi nombreux que ceux du
groupel I .

D'ou ilrésulte que les nombres de dépouillements
des deux groupes sont égaux.

On démontrerait de méme que:

A>B A>B—\
N,
(@ 8 g5 A B>A-(r—I)
et
A>B A>B—2
iV,
() B>A- B>A—(r—2).
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O teorema dos

de uma

residuos

15

e o calculo da soma

série

por Jo&o Farinha

1. S&o conhecidos os inestimaveis servicos que a
teoria das funcdes de varidvel compldxa presta no
dominio real. Um exemplo tipico e elementar é o da
determinacdo do intervalo de convergéncia da série
de Taylor de uma funcdo /(x); como se sabe, s6 o
recurso a variavel complexa permite, em certos casos,
determina-lo.

Vamos nesta nota mostrar como o teorema dos re-
siduos permite calcular facilmente a soma de uma
série 2/(n) > quando a funcdo /(z) satisfaz a certas
condicdes; seguiremos nas suas linhas gerais, a via
indicada por E. Phillips em Functions of complex
variable.

1. Seja / (z) uma fungéo tendo os poios simples
>ai, az, **sa, como Unicas singularidades e e (s) uma
funcdo uniforme com os poios simples z=m (min-
teiro) e com os residuos respectivos iguais a unidade
positiva ou negativa. Admita-se ainda que /(z) e
P (z) ndo tém mais do que um namero finito de sin-
gularidades comuns.

Consideremos um contorno simples C gue contenha
no seu interior todas ou algumas das singularidades
de f (z) e p(z). Supondo /(z)-tp(z) continua sobre
C é, pelo teorema dos residuos,

[.1(8><p(i)* = 2,»23-B-

Ora se forem cj,c,,ee,e os residuos de /(z)
em Oj,a ,e°,a , osde /(z)-e(z) sdo

«11 Of) i<*? (2~ , woe; CFA<**) i

em z=m oresiduo é f (m) e vem, portanto
2 J Vi) T@* =S>*fo) +S/W

igualdade que nos permite determinar uma
vez conhecido o integral; a soma da série obter-se-a
depois por uma passagem ao limite.

O problema simplifica-se extraordinariamente se

C é uma circunferéncia de centro na origem e
lze/ ) *p(@)1-»0 quando |s|—e00;

nestas condi¢des o primeiro membro tende para zero
e a soma da série ¢ —2c,p(a,) .

Como fungéo f (z) podemos tomar qualquer das
seguintes :

2m . . . 2IT! cos 2z
e cotirs, ircosecirz e

permitindo estas duas Ultimas o calculo da soma de
séries alternadas.

3. Como primeiro exemplo, calculemos

2

n .- a

1
A fungéo f(2)-- 2 g é continua sobre uma cir-

cunferéncia de centro na origem e raio r=re+1/2
(com n”>a) e tem como poios simples z=#ai.
2ir»
Tomando t»(z) = , cujos polos sdo os nimeros
Jdirto_j

inteiros positivos e negativos, tem-se para residuos
em ai e —ai os valores

ira . 1 1
—1e e em z=-m,
al- € al-e:m ml+a?
Como ISe/(s) *p(s)1-*0 com 1 , ou quando
Izl

—e 00, O integral tende para zero e vem :
"y

) = —COthT.C
bim ,g" +a'
e visto ser
A1
1J m+ a a A m-l- &

tem-se finalmente

1
5 — eoth r.a .
n-+a  2a 2a’

Se tomassemos como contorno de integragdo o rec-
tangulo de lados sobre as rectas x=1/2, x= n+1/2
e y=+1, obtinha-se, depois de calcular os integrais
curvilineos ao longo dos lados

o 1 77

Consideremos agora a série alternada
1

S <)’ (any
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Ponha-se /(z)=
162°—1

tegre-se / (z) * p (z) ao longo da circunferéncia \z2\=
=n+1/2. Como |z-/(z) * tp(z) |-+0 quando |z |-*00,
vem no limite

e 0(2)=TTcosecm e in-

j/(z).<.(z)rfz = 2«2~ = o

GAZETA DE MATEMATICA

Os residuos de /(z)-tp(a) era z=+1/4 tém o valor

i i

i _. Sera portanto

8 ) (4m)2-I
A (-1)t «l/a A (-1)" 1 «VI2
i(4n)*-i"~~r N(4N-j~2~~8~-

ANTOLOGIA

PEQUENA ANTOLOGIA

... toutes les erreurs dans lesquelles peuvent tomber
les hommes ne naissent jamais d'une mauvaise induc-
tion, mais de ce qu'on pose en principe certaines
expériences peu comprises ...

/Régles pour la direction, de Vesprit, 11)

ceux qui cherchent le droit chemin de la vérité
ne doivent s'occuper d'aucun objet dont ils ne puis-
sent avoir une certitude égale aux démonstrations de

I'arithmétique et de la géométrie.
fibid., 11/

j'entends par intuition... la conception ferme
qui nait dans un esprit sain et attentif aux seules
lumiéres de la raison, et qui, plus simple, est consé-
guemment plus slre que la déduction elleméme, ...

/ibid., m;

D'ou ilrésulte qu'on peut dire que les propositions
qui sont la conséquence immédiate d'un premier
principe peuvent étre connues tantdt par la déduction,
suivant la maniere de les considérer, tandis que les
principes le sont seulement par l'intuition, et que les
conséquences éloignées ne peuvent I'étre que par la
déduction.

Voila les deux voies les plus slires pour arriver a
la science ; I'esprit ne doit pas en admettre davantage j
toutes les autres, au contraire doivent étre reietées
comme suspectes et sujettes a l'erreur;

libid., 111)

Il vaut mieux ne jamais songer a chercher la vérité
sur aucune chose que de le faire sans méthode ; caril
est tres-certain que des études sans ordre et des médi-
tations obscures troublent les lumieres naturelles et
aveuglent l'esprit, ...

fibid.,

CARTESIANA

Or, tout le secret de la méthode consiste a chercher
en tout avec soin ce qu'il y a de plus absolu ; ...

fibid.,  viy

. et des lorsj'ai bien jugé qu'il me falloit entrepren-
dre sérieusement une fois en ma vie de me défaire de
toutes les opinions que j'avois recues auparavant en
ma créance, et commencer tout de nouveau des les
fondements, si je voulois établir quelque chose de
ferme et de constant dans les sciences.

/Méditations  métaphysiques, |
il me semble que déja je puis établir pour regle

générale que toutes les choses que nous concevons fort

clairement et fort distinctement sont toutes vraies.

fibid.,  1II)

La seule résolution de se défaire de toutes les
opinions qu'on a regues auparavant en sa créance
n'‘est pas un exemple que chacun doive suivre.

/Discours de la Méthode, 11)

la pluralité des voix n'est pas une preuve qui
vaille rien pour les vérités un peu malaisées a
découvrir, a cause qu'il est bien pins vraisemblable
qu'un homme seul les ait rencontrées que tout un

peuple ...
fibid.,  m

. ..considérant qu'entre tous ceux qui ont ci-devant
recherché la vérité dans les sciences, il n'y a eu que
les seuls mathématiciens qui ont pu trouver quelques
démonstrations, c'est a dire quelques raisons certaines

et évidentes,
libid., 1)

. ..Jj'eusse pensé commettre une grande faute contre
le bon sens, si pour ce que je j'aprouvois allors quel-
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que chose, je me fusse obligé de la prendre pour
bonne encore apres, lorsqu'elle auroit peut-étre cessé
de I'étre, ou que j'aurois cessé de I'estimer telle.

libid,  m)

... soit que nous veillions, soit que nous dormions,
nous ne nous devons jamais laisser persuader qu'a
I'évidence de notre raison. Et il est a remarquer que
je dis de notre raison, non point de notreimagination
ni de nos sens ...

tibid., ivv

la raison ne nous dicte point que ce que nous
voyons ou imaginons ainsi soit véritable, mais elle
nous dicte bien que toutes nos idées ou notions
doivent avoir quelque fondement de vérité ;...

ils me semble pareils a un aveugle qui, pour se
battre sans désavantage contre un qui voit, l'auroit
fait venir dans le fond de quelque cave fort obscure :
et je puis dire que ceux-ci ont intérét que je m'abs-
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tienne de publier les principes de la philosophie dont
je me sers; car, étant trés-simples et tres évidents,
comme ils sont, je feroiB quasi le méme en les pou-
bliant que si j'ouvrois quelques fenétres et faisois
entrer du jour dans cette cave ou ils sont descendus
pour se battre.

{ibid., vy
Je n'ai jamais écrit ni jugé que l'esprit ait besoin
d'idées qui soient quelque chose de différent de la

faculté qu'il a de penser.
fLetlred, toro. 11/

... je n'ai jamais écrit ni pensé que de telles idées
[innées] fussent actuelles, ou qu'elles fussent je ne
sais quelles espéces distinctes de la faculté méme que
nous avons de penser; et méme je dirai plus, qu'il
n'y a personne qui soit plus éloigné que moi de tout
ce fatras d'entités scolastiques.
libid./

comme si le principe d'un systeme pouvoit étre
un principe logique, et comme si la connoissance des
principes en général étoit du ressort de la dialecti-

que ...
libid.)

CIENTIFICO

CONGRESSO LUSO ESPANHOL PARA O PROGRESSO DAS CIENCIAS
LISBOA — OUTUBRO DE 1950

Reunira em Lisboa, em local oportunamente a indi-
car, de 23 a 29 de Outubro préximo, o Congresso
Luso-Espanhol para o Progresso das Ciéncias.

Transcrevemos a seguir, na integra, o

Regulamento do Congresso Luso-Espanhol
de Lishoa — 1950

Artigo 1."— O Congresso Luso-Espanhol para o
Progresso das Ciéncias reunira em Lisboa, de 23 a 29
de Outubro de 1950.

Art. 2° — O Congresso terd as nove secgdes pre-
vistas nos Estatutos das Associagfes Portuguesa e
Espanhola para o Progresso das Ciéncias.

§ Unico — Os presidentes das secc¢des poderdo sub-
dividir estas em sub-seccdes de determinados ramos
cientificos

Art. 3." — Poderdo tomar parte no Congresso, além
dos sécios das duas Associagbes, os membros das
Ordens e Sindicatos Nacionais de profissdes liberais

para cujo exercicio seja necessario diploma de estudos
superiores.

Art 4."— A admissdo e publicacdo dos trabalhos
sdo da competéncia das mesas das secgoes.

Art. 5° — A discussdo nas secgOes far-se-a sobre
0os resumos publicados, podendo, porém, antes de
aberta a discussdo, os autores desses trabalhos usar
da palavra sobre o assunto durante o periodo maximo
de quinze minutos.

§ 1."—Cada congressista ndo podera intervir na
discussdo de cada trabalho por mais duma vez e
durante mais de cinco minutos.

§ 2."—No final da discussdo, o autor do trabalho
podera responder por um periodo de tempo ndo supe-
rior a dez minutos.

§ 3.°— As mesas das secgbes poderdo organizar
conferéncias a horas determinadas sobre assuntos de
especial interesse, tendo o conferente o direito a usar
da palavra para exposicdo do tema escolhido por
periodo superior ao estabelecido no corpo deste artigo
e ndo havendo discussdo sobre a matéria exposta.



18

Art. 6.°— A organizacdo geral do Congresso e era
especial a das sessdes inaugural e de encerramento
sdo das atribuicdes da Comissdo Executiva, que re-
solvera sobre quaisquer davidas ou omissGes deste
regulamento.

Art. 7."— A Secretaria Geral do Congresso é o
6rgdo executor da Comissdo Executiva.

O Congresso divide-se em nove secgdes: 1*) Cién-
cias Matematicas; 2.*) Astronomia, Geodesia, Geofi-
sica e Geografia; 3 *) Fisica e Quimica; 4 ") Ciéncias
Naturais; 5*) Ciéncias Sociais; 6.*) Ciéncias Filoso-

CONGRESSO

De 30 de Agosto a 6 de Setembro teve lugar em
Cambridge, Massachusetts, U. S. A., o Congresso
Internacional de Matematicos a que vimos haja muito
fazendo referéncia pela importancia que merece uma
tal reunido. O Unico Portugués que participou no
Congresso foi o professor da Universidade de Nebraska
Dr. Hugo Ribeiro que apresentou uma comunicagdo
(seccdo ). Além desta e da do Dr. Antonio Gido
(secgdo V) a que ja nos referimos, enviaram também
comunicacdes o Prof. Dr. Kuy Luis Gomes (L'inté-
grale y f(x)dx comine transformation continue par

X
rapport a X et a /(a;)—seccdo Ill) e o Prof. Dr.

Do Programa

Agosto, 30.
Alocucdes

>

Beurling, Univ. de Uppsala.
On null-sets in harmonic analysis and function
theory.
H. Hop/, Escola Politécnica Federal, Zurich.
Die n-dimensionalem Spharen und projektiven
Raume in der Topologie.
H. Cartan, Univ. de Paris.
Sur les fonctions analytiques de variables com-
plexes.
R. L. Wilder, Univ. de Michigan.
The cultural basis of mathematics.
Mostowski, Univ. de Varsovia.
On the applications of logic to mathematics and
of mathematics to logic.

>

Agosto, 31.

[%2)

. Bochner, Univ. de Princeton.
Laplace operator on manifolds.

INTERNACIONAL
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ficas e Teoldgicas; 7 ") Ciéncias Historicas e Filoldgi-
cas; 8*) Ciéncias Médicas e Bioldgicas e 9.") Enge-
nharia, Arquitectura e outras ciéncias aplicadas.

A 1*seccdo —Ciéncias Matematicas— sera presi-
dida pelo Doutor José Vicente Gongalves, professor
da Faculdade de Ciéncias de Lisboa. O vice-presidente
sera o Doutor Almeida Costa, professor da Faculdade
de Ciéncias do Forto e secretario o assistente da Facul-
dade de Ciéncias de Lisboa, Dr.David Lopes Gagean.

Enviaram comunicagfes para o Congresso alguns dos
socios da Sociedade Portuguesa de Matematica.

M. Z.

DE MATEMATICOS

Anténio A. R. Monteiro, da Universidade de San
Juan, Argentina (Note on uniform continuity —
sec¢do | l—em colaboragdo com o Professor Brasi-
leiro Dr. M. Matos Peixoto).

N&o podemos fornecer ao leitor pormenores sobre
0 Congresso mas do programa transcrevemos — apesar
da sua extensdo —a lista das comunicagdes, conferén-
cias e discussdes.

E esta, sem divida, uma informagdo preciosa e
talvez a mais caracteristica manisfestagdo da impor-
tancia do Congresso. M. Z.

do C.I. M.

K. Gildel, Institute for Advanced Study.
Rotating universes in general relativity theory.

Conferéncia sobre Algebra
Geometria Algébrica

O. Zariski, Univ. de Harvard.
The fundamental ideas of abstract algebraic
geometry.

A. Weil, Univ. de Chicago.
Number-theory and algebraic geometry.

(As alocugbes anteriores torani feitas por convite da
Comissdo Organizadora).

Seccao Il-« Anélise

/1. A. Rademacher, Univ. de Pennsylvania.
Remarks on the theory of partitions.
A. Dint/has, Univ. de Berlim.

Uber eine Intergralgleichung ftlr die Polynomen
der Potential-theorie.
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w

. Delange,

. G. Straus,

. J. Duffin

. Szasz,

. A. Santalo,

. W. Alexander,

. A. MacColl,

Kjellberg, Univ. de Uppsala.
On the growth of minimal
functions in a plane region.

positive harmonic

. Leja, Univ. de Cracbvia.

Une méthode élémentaire de résolution du pro-
bléme de Dirichlet dans le plan.

. P. Miles, Jr., Instituto Politécnico de Alabama.
A minimal problem for harmonie functions in
space.

. Choquet, Univ. de Paris.

Fonctions croissantes d'ensembles et capacités.

Agmon, Rice Institute.
On the existence of summation functions for a
class of Dirichlet series.
Univ. de Clermont-Ferrand.
Sur les théorémes taubériens pour les séries de
Dirichlet.
Univ. da Califérnia — Los Angeles.
On a class of integral valued Dirichlet series.
Chandrasekharan, Tata Institute of Fundamental
Research, Bombaim.
On the summation of multiple Fourier series.
e A. C. Schaeffer, Carnegie Institute of
Technology e Univ. de Wisconsin.
A class of non-harmonic Fourier series.
Karamata, Univ. de Belgrado.
Sur une notion de continuité réguliere avec appli-
cation aux séries de Fourier.
National Bureau of Standards.
Tauberian theorems for summability (Ri).

Seccdo lll— Geometria e Topologia

Univ. de Rosario.
Integral geometry in general spaces.
Adrian College.
The edge of regression of pseudo-spherical sur-
faces.
de Cicco, Univ. De Paul.
Polygenic functions of several complex variables.
C. Hammer, Laboratério Cientifico de Los Alamos.
Convex bodies associated with a convex body.

. Kroch, Instituto de Tecnologia, Haifa.

Solids filling space.
Kronsbein, Evansville College.
A method of visualizing four dimensional rota-
tions.
Bell Telephone Laboratories.
Geometrical properties of two-dimensional wave
motion.

. Rado, King's College, London.

Covering theorems for systems of similar sets of
points.
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H. Steinhaus, Univ. de Wroclaw.
The amount of change of an arc.
M. Villa, Univ. de Bolonha.
Richerche recenti sulle transformationi puntuali.

Seccado IV — Probabilidades e Estatistica,
Ciéncia Actuarial, Economia

E. Lukacs e O. Szész, National Bureau of Standards
e Univ. de Cincinnati.
Some non-negative trigonometric polynomials
connected with a problem in probability.
Agosto, 31.

W. D. Baten, Michigan State College.
A history of probability in the United States of
America to 1926.

N. Norris, Hunter College.
Proofs of the monotonie increasing character of
general means.

E. Michalup, Univ. de Caracas.
New developments in interpolation formulae.

H. E. Stelson, Michigan State College.
The accuracy of linear interpolation

S. H. Khamis, Statistical Office, United Nations.
A note on the general Chebycheff inequality.

Conferéncia sobre Algebra
Grupos e Algebra Universal

G. Birkhoff, Univ. de Harvard.
Problems in lattice theory.
H. Zassenhaus, Univ. de McGill.
Modern developments in the theory of finite sim-
ple groups.
S. MacLane, Univ. de Chicago.
Cohomology theory of abelian groups.
R. Boer, Univ. de Illinois.
Cohomology theory of a pair of groups.
C Chevalley, Univ. de Columbia.
Determination of the Betti numbers of the excep-
tional Lie groups.

Conferéncia sobre Analise
Analise Global

L. Bers, Univ. de Syracuse.
Singularities of minimal surfaces.

iS. Bergman, Univ. de Harvard.
Geometric methods in the theory of functions of
several complex variables.

L. Cesari e T. Rad6, Univ. de Bolonha e Univ. do
Estado de Ohio.
Applications of area theory in analysis.

C. B. Morrey, Univ. de California.
Problem of Plateau on a Riemannian manifold.
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. M. Bruins,

. R. Hollcrojt,

. C. Hsiung,

. R. Wylie,

Seccdo lll— Geometria e Topologia

Univ. de Amsterdam.

The symbolical method in algebraic geometry.
Da Val, Univ. de Georgia.

Regular surfaces of genus 2.

Godeaux, Univ. de Liege.

Singularités des points de diramation isolés des
surfaces multiples.

Wells College.

Systems of singular primais in S,.

Univ. de Northwestern.

A general theory of conjugate nets in projective
hyperspace.

. Pedoe, Univ. de Londres.

The intersection of algebraic varieties.

. G. Room, Univ. de Sydney.

Quadrices associated with the Clifford matrices.
Univ. de Utah.

Linear line involutions without a complex of
invariant lines.

Seccdo IV— Probabilidades e Estatistica, etc.

. Fréchet, Univ. de Taris.

Sur diverses définitions de la moyenne d'un élé-
ment aléatoire de nature quelconque.

. Fortet, Univ. de Caen.

Eléments aléatoires de nature quelconque.
. Castellani, Univ. de Kansas City.
Random functions on Divisia ensemble.
S. Cansado, Conselho Superior de Estatistica,
Madrid.
On the logarithmico-Pearson distributions.

. T. Toranzos, Univ. Nacional de Cuyo, Argentina.
A frequency system that generalizes the Pearson
system.

. v. Schelling, Laboratério Médico Naval de Pes-
quisas.

Distribution for the ordinal number of simulta-
neous events which last during a finite time.

. Tintner, lowa State College.

Some formal relations in multivariate analysis.
Seccdo V —Fisica Matematica e
Matematicas Aplicadas
Chames e E. Haibel, Instituto Carnegie de Tecno-

logia.
On some cavitational flows inlubrication.
M. Cherry, Univ. de Melbourne.

Exact solutions for flow of a perfect gas in a
two-dimensional Laval nozzle.

«

A.

C
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>
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C. Cooke, Univ. de Malaya.

Pohlhausen's method for three-dimensional boun-
dary layers.

G. Hansen e M. H. Martin, Univ. de Maryland.

Some geometrical properties of plane flows.

Z. E. Krzywoblocki, Univ. de Illinois.

On the theories ofisotropic turbulence as applied

to compressible fluids.

K. Thornhill,  Armament Research Establishment,

Fort Halstead, Inglaterra.

The dispersion, under gravity, of a column of

fluid supported on a rigid horizontal plane.

. Truesdell, Univ. de Maryland e Laboratério Naval
de Pesquizas.

A new vorticity theorem.

. T. Wang, Univ. de Nova York.

The application of variational methods to the
compressible flow problems.

H. Zarantonello, Univ. de Harvard.

A constructive theory for the equations of flows
with free boundaries.

. G. Darwin, Cambridge, Inglaterra.

The refractive index of an ionized gas.

C. Bergmann, Univ. de Syracuse.

Covariant quantization of non-linear field theories.

J. Coleman, Univ. de Toronto.

Gravitational shift in the solar spectrum.

Univ. de Genebre.

La récession de nébuleuses extra-galactiques.

Gido, Reguengos, Alentejo, Portugal.

On the origin of positive and negative electricity.

. E. Glenn, Lansdowne, Pennsylvania.

The mathematical nature of Lamarck's hypothe-
sis that a biological species tends to increase in
size.

Sarginson, Somerville College, Oxford, Inglaterra.
An expansion of a four-dimensional plane wave
in terms of eigenfunctions.

J. Schremp, Naval Research Laboratory.

On the interpretation of the parameters of the
proper Lorentz group.

H. Taub, Univ. de Illinois.

Empty space times admiting three parameter
groups of motion.

E. Wilmer, Univ. de Pennsylvania.

Integral relationships between nuclear quantities.

Setembro, 1.
Alocugdes
Morse, Institute for Advanced Study.

Recent advances in variational theory
large.

in the



GAZETA DE MATEMATICA

A. Rome, Univ. de Louvain.
The calculation of an eclipse of the sun accor-
ding to Theon of Alexandria.

(Alocugdes a convite da Comissdo Organizadora).

Seccdo |— Algebra e Teoria dos Numeros

A. H. Clifford, Univ. de John Hopkins.
A class of partially ordered abelian groups rela-
"ted to Ky Fan's characterizing subgroups.

D. Ellis, Univ. de Florida.
On distance sets and distanciallity in naturally
mctrized groups.

F. Loonstra, Technische Hogeschool, Delft.
The classes of ordered groups

H. Ribeiro, Univ. do California.
On lattices of abelian groups with a finite basis.

R. M. Thrall, Univ. de Michigan.
On a Galois connection between algebras of
linear transformations and lattices of subspaces
of a vector space.

B. H. Arnold, Oregon State College.

Distributive lattices with a third operation
defined.
D. Tamari, Instituto Henri Poincaré, Paris.

Generalized Malcev chains and conditions.

A. TJ. Foster, Univ. da California.
Boolean-Partition-Vector extensions and (sub)
direct-powers of rings and general operational
algebras.

F. Haimo, Univ. de Washington.

Some limits of Boolean algebras.

F. Harary, Univ. de Michigan.

On complete atomic proper relation algebras.

Seccao Il — Analise

A. Erdélyi, Instituto de Tecnologia da Califérnia.
The general form of hypergeoinetric series of
two variables.

R. S. J. Llosa, Madrid, Espanha.
Les fondements d'une théorie générale de séries
divergentes.
G. G. Lorentz, Univ. de Toronto.
Direct theorems on methods of summability.
C. P. Miller, National Bureau of Standards.
The determination of converging factors for the
asymptotic expansions for the Weber parabolic
cylinder functions.
C. N. Moore, Univ. de Cincinnati.
Convergence factor theorems for summable series
whose partial sums form unbounded sequences.
W. Rudin, Univ. de Duke.
Uniqueness theory for Hermite series.

«
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R. E. Graves, Univ. de Minnesota
A closure criterion for orthogonal functions.

E. F. Beckenbach e L. K. Jackson, Univ. da Cali-
fornia em Los Angeles.
Subfunctions and elliptic partial differential
equations.

P. P. Gillis, Univ. de Bruxelas.

Equations de Monge-Ampere, du type élliptique,
et problemes réguliers du calcul des variations.

F. John, Univ. de New York.

On the fundamental solution of linear elliptic
partial differential equations with analytic coef-
ficients.

M. H. Frotter, Univ. de Syracusa.

Boundary value problems for a partial differential
equation of mixed type.

C. B. Morrey, Jr,. Univ. da California.
Differentiability properties of the solutions of
variational problems for multiple integrals.

M. Shiffman, Univ. de Stanford.

On variational analysis in the large.

L. C. Young, Univ. de Wisconsin.
Generalized parametric surfaces.

Secgdo Il —Geometria e Topologia

A. Barnhart, Univ. de Oklahoma.

Irreducible rings in minimal five color maps.

A. Errera, Univ. de Bruxelas.

Sur les conséquences, pour le probléeme de quatre
couleurs, d'un théoréme de M. Whitney.

B. Gelbaum, G. Ralisch e J. M. H. Olmsted, Univ. de
Minnesota.

On the embedding of topological semigroups and
integral domains.

R. Inzinger, Technische Hochschule, Viena.

A realization of the geometry of the Hilbert
space in the plane.

M. Jerison, Univ. de lllinois.

Characterizations of certains spaces of continuous
functions.

TV.J. Fine e G. E. Schweigert, Univ. da Pennsylvania.
On the structure of the group of homeomorphisras
of an arc.

C. N. Reynolds, Univ. de West Virginia.
Applications of a calculus of finite differences to
the 4-color problem.

H. C. Wang, Univ. do Estado de Louisiana.

Metric space and its group of isometries.

Seccdo VI —Ldgica e Filosofia

T. Skolem, Instituto Matemético, Oslo.
Remarks of the foundation of set theory.
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H. Blumberg, Univ. do Estado de Ohio.

On a procedure for proving many theorems and
obtaining new ones through transfinite induction.

M. Dolcher, Univ. de Trieste.

On displacements of systems
structures.

. B. Rosser, Institute of Numerical Analysis, National
Bureau of Standards.
Transfinite cardinal arithmetic in Quine's New
Foundations.

R. M. Robinson, Univ. da California.
An essentially undecidable axiom system.

W. Szmielew e A. Tarski, Univ. da California.
Mutual interpretability of some essentially unde-
cidable theories.

A. Robinson, College of Aeronautics, Cranfield, U. K.
On the application of symbolic logic to algebra.

of data and

Seccao VIl —Histéria e Educacdo

G. L. Coolidge, Univ. de Harvard.
The origin of polar coordinates.
C. B. Boyer, Colégio de Brooklyn.
The foremost textbook of modern times.
H. W. Turnbull, Univ. de St. Andrews, Escocia.
The Scottish contribution to the early history of
the calculus.
E. Neustein, Viena, Austria.
Fernwirkungen der arabischen wund indischen
Géométrie auf die abendlandische Mathematik
und Astrophysik.
P. S. Jones, Univ. de Michigan.
Brook Taylor and the mathematical theory of
linear perspective, his contributions and influence.
M. Richardson, Colégio de Brooklyn.
Fundamentals in the teaching of undergraduate
mathematics.
L. E. Boyer, Millersville State Teachers College.
A note on the theaching of general mathematics.
jR. L. Swain, Univ. do Estado de Ohio.
Condensed graphs.
W. Betz, Public School System of Rochester.
Mathematics for the millions, or for the few ?
B. H. Gundlach, Univ. de Arkansas.
Gestalt theory in the teaching of mathematics.

Conferéncia sobre Andalise — Métodos
extremais e Teoria geométrica das funcdes de
variavel complexa

L. V. Aidfors, Univ. de Harvard.
Introduction.

A. C. Schaeffer e D. C. Spencer,
e Univ. de Stanford.
Coefficient regions for schlicht functions.

Univ. de Wisconsin
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M. M. Schiffer,
Variational
mapping.

H. Grunsky, Univ. de Tubingen.

Uber Tchebycheffche Probléme.

R. Necanlinna, Univ. de Zurique.
Surfaces de Riemann.

G. Szego, Univ. de Stanford.

On certain set-functions in the theory of functions
and in mathematical physics defined by extremum
properties.

Univ. Hebraica, Jerusalem.
methods in the theory of conformai

Conferéncia sobre Topologia — Teoria da
homologia e homolopia

W. Hurewicz,
chusetts.
Homology and homotopy.

(Alocucdo a convite da Comissdo Organizadora).

S. Eilenberg, Univ. de Columbia.

Homotopy groups and algebraic homology theo-
ries.

J. H. C. Whitehead, Univ. de Oxford.

Algebraic homotopy theory.

G. W. Whitehead, Instituto de Tecnologia de Massa-
chussets.

Homotopy groups of spheres.

Instituto de Tecnologia de Massa-

Seccdo | —Algebra e Teoria dos Numeros

G. Y. Rainich, Univ. de Michigan.
Invariants of vectors with non-commutative
components, and application to geometry.
G. L. A. Papy, Univ. de Bruxelas.
Un théoréme d'arithmétique en
Grassmann.
T. Evans, Univ. de Manchester.
The word problem for abstract algebras.
. Schneider, Univ. de Gottingen.
Uber die Charakterisierung der algebraischen und
der rationalen funktionen dureh deren funkions-
werte.
A. T. Braver, Univ. de Carolina do Norte.
On algebraic equations with all but one root in
the interior of the unit circle.
D. P. Vythoulkas, Univ. Nacional de
Atenas.
On the minimum modulus of a root of a polynomial.
W. Jacobs, Univ. George Washington.
The effect on the inverse of a change in a matrix.
W. D. Krentel, J. C. C. McKinsey e W. V. Quine,
Oklahoma Agricultural and Merchanical College
e Univ. de Harvard.
Information patterns for games in extensive form.

algébre de

—

Engenharia,
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O. Helmer, The Rand Corporation.
Generalized non-zero-sum games.
M. Dresher, The Rand Corporation.
Solution of polynomial-like games.
. Popken, Univ. de Utrecht.
Two arithmetical theorems concerning linear
differential-difference equations.

Seccdo IV —Probabilidades e Estatistica, etc.

R. C. Boue, Univ. de Carolina do Norte.
Mathematical theory of factorial designs.
B. de Finetti, Univ. de Trieste.
La nozione di «beni indipendenti» in base ai
nuovi concetti per la misura delia «utilita».
A. Wold e J. Wolfowitz, Univ. de Columbia.
Two methods of randomization in statistics and
the theory of games.
Bobbins, Univ. da Carolina do Norte.
Asymptotically sub-minimax solutions of statis-
tical decision problems.
C. N. Mooers, Zator Company, Boston.
Information retrieval viewed as temporal signal-
ling.
S. Shapley, The Rand Corporation.
Information and the formal solution of many-
-moved games.
W. Tukey, Univ. de Princeton.
Estimation in the alternative family of distri-
butions.

T

-

~

Seccdo V - Fisica Matematica, etc.

T

. Rellich, Univ. de Gottingen.
Storungstheorie der Spektralzerlegung.
. V. Churchill, Univ. de Michigan.
A modified equation of diffusion.

<S Goldstein, Univ. de Manchester.

On diffusion by discontinuous movements, and
on the telegraph equation.

M. S. Klamkin, Instituto Politécnico Brooklyn.

A moving boundary filtration problem or «The
Cigarette Problein».

A. J. Mc Connell, Trinity College, Dublin.

The hypercircle method of approximation to the
solution of a general class of boundary-value
problems.

H. Poritsky e //. Weil, General Electric Company.
Electromagnetic measurements of the flow velo-
city of a fluid in a pipe of elliptical cross section.

H. Ruder fer, Laboratério de Artilharia Naval.

The solution of Laplace's equation for regular

polygonal regions with a given boundary con-

dition.

P
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S A Schelkunoff, Bell Telephone Laboratory.
Biconical antennas of arbitrary angle.

W. C. Taylor, Univ. do Cincinnati e Aberdeen Proving
Grounds.
Formal solutions of an integro-differential equa-
tion for multiply scattered radiation.

Conferéncia sobre Analise — Anéalise
e Geometria Globais

J. Leray, Colégio de Franca.

La théorie des points fixes et ses applications en
Analyse.

G. de Rham, Univ. de Gnebre e Univ. de Lausana.
Harmonie integrais and the theory of inter-
sections.

A Lichnerowicz, Univ. de Paris.

Curvature and Betti numbers.

Setembro, 2.

Conferéncia sobre Topologia — Feixes fibrosos
e obstruccdes

P. O/um, Institute for Advanced Study.
Theory of obstructions.

W. S. Massey, Univ. de Princeton,
llomotopy groups of triads.

G. Hirsch, Univ. de Bruxelas.
Homology invariants and fiber spaces.

Seccdo |— Algebra e Teoria dos NUmeros

=

Mailler, Univ. de Manchester.
Farey sections in the fields of Gauss and Eisen-
stein.
K. lwasawa, Univ. de Tokyo.
A note on L-functions.
O. T. Todd, National Bureau of Standards.
Classes of matrices and quadratic fields.
M. Ward, California Institute of Technology.
Arithmetical properties of lemniscate polynomials.
M. Gut, Univ. de Zurique.
Die bedeutung der Euler'schen Zahlen ftir den
grossen Fermat'schen Satz und ftlr die Klassen-
anzahl des Korpers der 41-ten Einheitswurzeln.

H. Heilbronn, Univ. de Bristol.
On the divisibility by three of the class-number
of quadratic fields.

5. Chowla e A. B. Showalter, Univ. de Kansas.

On the solutions of h(d)=\
. Dacenport, University College, Londres.
Binary cubic forms.
H. S. M. Coxeter, Univ. de Toronto.
Extreme forms.

I
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L. Tornheim, Univ. de Michigan.
The extreme smoothed octagon.
/1. Cohn, Wayne University.
A periodic algorithm for cubic forms.

Seccao Il— Analise

M. Brelot, Univ. de Grenoble.
Sur I'évolution du probléme de Dirichlet.
A. Edrei, Univ. de Saskatchewan.
On mappings of a uniform space onto itself.
J. M. G. Fell eJ. L. Kelley, Univ. de California.
On commutative self-adjoint operator algebras.
C. Goffman, Univ. de Oklahoma.
Lusin's theorem for one to one measurable trans-
formations.
J. P. La Salle, Univ. de Notre Dame.
Successive upper and lower approximations.
E. R. Lorch, Univ. de Columbia.
Differentiate inequalities, convexity and mixed
volumes.
J. L. Massera, Univ. de Montevideu.
Conditional stability of a homeomorphism in the
neighborhood of a fixed point.
L. Nachbin, Univ. de Chicago.
On the continuity of positive linear transforma-
tions.
M. H. Stone, Univ. de Chicago.
The spectrum and the operational calculus for a
family of operators.

J. L. Kelley e R. L. Vaught, Univ. de California.
A note on Banach algebras.
J. W. T. Youngs, Indiana University and the Rand

Corporation.
Surface area and homotopy.

A. Douglis, California Institute of Technology.

An extremum principle for solutions of a class
of elliptic systems of differential equations with
continuous coefficients.

L. Van Hove, Institute for Advanced Study.

A set of unitary representations of the group of
contact transformations.

H. Wielandt, Univ. de Mainz.

Ober die Eigenwertaufgaben mitreellen diskreten
Eigenwerten.

A. Wilansky, LehighUniversity.
Summability matrices coincident with
matrices, Banach space methods.

F. Wolf, Univ. de Califérnia.

Perturbation of analytic operators.

R. H. Cameron e R. E. Graves, Univ. de Minnesota.
Additive functionals on a space of continuous
functions.

regular

GAZETA DE MATEMATICA

S. P. Diliberto e E. G. Straus, Univ. de Califérnia e
Univ. de Califérnia em Los Angeles.
On approximating to functions of several varia-
bles by functions of fewer variables.

R. B. Leipnik, Institute for Advanced Study.
Axiomatic Perron inversion.

A. Papoulis, Univ. de Pensilvania.
On the strong differentiation of the indefinite
integral.

A. Denjoy, Univ. de Paris.
Les permutations clivées.

D. B. Goodner, Univ. do Estado da Flérida.
A note on separable normed linear spaces.

G. Kurepa, Univ. de Zagreb.
Sur les ensembles partiellement ordonnés.

W. D. Berg e O. M. Nikodym, Kenyon College.
On convex sets in linear spaces.

Seccdo |IV— Probabilidades e Estatistica, etc

P. Lévy, Escola Politécnica de Paris.
Processus laplaciens et équations différentielles
stochastiques.

K. L. Chung, Univ. Cornell.
An ergodic theorem for stationary Markov chains
with a countable number of states.

K. Yosida, Univ. de Nagoya.
Stochastic processes built from flows.

M. Rosenblatt, Univ. Cornell.

On a class of two-dimensional Markov processes.

Il. Bergstrom, Chalmers University of Technology,
Gothenburg.
On asymptotical expansions of probability func-
tions.

W. R. Wasow, National Bureau of Standards.
On the mean duration or random walks in n
dimensions.

B. O. Koopman, Univ. de Columbia.
Improbable events in general stationary-transi-
tion Markoff chains.

Seccdo V — Fisica Matematica, etc.

D. C. Drucker e W. Prager, Univ. Brown, e H. J.
Greenberg, Carnegie Institute of Technology.
On the pressing of a rigid stamp into an elastic-
-plastic body in plane strain.

D. Graffi, Univ. de Bolonha.
Su alcuni questioni di elasticita ereditaria.

G. H. Handelman e A. E. Heins, Carnegie Institute
of Technology.
Remarks on the direct integration of the equa-
tions of elasticity.



GAZETA DE MATEMATICA

P. 6. Hodge, Jr., Univ. da California era Los Angeles.
The method of characteristics applied to problems
of steady motion in plane plastic stress.

W. S. Jardetsky, Colégio Manhattan.

The problem of Atlantis.

E. H. Lee, Univ. Brown
The analysis of plastic flow in plane strain with
large strains.

W. W. leulert, Univ. de Maryland.
The heavy sphere supported by a concentrated
force.

S. Moriguti, Univ. de Téquio.

Some remarks on the method of solving two-
-dimensional elastic problems.

A. W. Saenz, Naval Itescarch Laboratory, and P. F.
Neményi, Univ. de Maryland.
On the geometry of two-dimensional elastic
stress Bystems.

A. Signorini, Univ. de Roma.
A simple case of «incompatibility» between

linear elasticity and the theory of finite defor-
mations.

C. P. Wells, Colégio Estado Michigam, e R. A. Beth,
Western Reserve University.
A new approach to cantilever-strut problems.

Conferéncia sobre Algebra — Teoria das
Estruturas dos Anéis e Algebras

A. A. Albert, Univ. de Chicago.
Power-associative algebras. (Alocugdo a convite
da Comissdo Organizadora).
R. Brauer, Univ. de Michigan.
On the representations of groups of finite order.
N. Jacobson, Univ. Yale.
Representation theory of Jordan Rings.

J. Dieudonné, Univ. de Nancy.
Minimal ideals.
T. Nakayama, Univ. Nagoya

Two topics in the structural theory of rings.

Conferéncia sobre Matematicas Aplicadas — Pro-
cessos aleatérios em Fisica e Comunicagdes

C. E. Shannon, Bell Telephone Laboratories.
Some topics in information teory.

S. M. Viam, Laboratério Cientifico de Los Alamos.
Random transformations and processes.

Seccao Il — Analise

H. Bohr, Univ. de Copenhague.
A survey of the different proofs of the main theo-
rems in the theory of almost periodic functions.

35
E. Lahaye, Univ. de Bruxelas.
Sur le principe des itérations intégrales conver-
gentes.
W. Magnus, Instituto de Tecnologia de California.

On a class of bounded matrices.

M. Owchar, Univ. of Minnesota.

Wiener integrals of multiple variations.

J. Chazy, Univ. de Paris.

La solution du probléme des trois corps par
Sandman, et ses conséquences.

G. Fichera, (Jniv. de Roma.

Methods for solving linear functional equations,
developed by the ltalian Institut for the Appli-
cations of Calculus.

R. N. Has/.elt, Univ. de Texas.

Sub-biharmonic functions.

E. Hop/, Univ. de Indiana.
On the initial value problem for the Navier-
-Stokes equations.

M. Janet, Univ. de Paris.
Equations semi-canoniques.

V. Wolontis, Univ. de Kansas.

The change of resistance under circular symme-
trization.

J. Elliott, Univ. Cornell
Some singular integral equations of the Cauchy
type.

S. Mandelbrot, Rice Institute e Collége de France.
Théoremes d'unicité de la théorie des fonctions.

M. L. Cartwright e E. F. Collingeood, Univ. Cam-
bridge e Alnwick, Inglaterra.

Boundary theorems for functions meromorphic in
the unit circle.

H. Milloux, Faculdade de Ciéncias, Bordéus.
Fonctions méromorphes et dérivées.

G. Valiron, Univ. de Paris.

Fonctions méromorphes d'ordre nul.

B. Epstein e J. Lehner, Univ. de Pennsylvania.

On Ritt's representation of analytic functions as
infinite products.

F. Herzog e G. Piranian,
e Univ. de Michigan.
Schlict gap series whose convergence on the unit
circle is uniform but not absolute.

A. W. Goodman e M. S. Robertson,
tucky e Univ. Rutgers.

A class of multivalent functions.

O. Lehto, Univ. de Helsinquia.

On the boundary behavior of analytic functions.

G. R. Maclane, Rice Institute.

Riemann surfaces and asymptotic values asso-
ciated with certain real entire functions.

Colégio Estado Michigan

Univ. de Ken-
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7,. Nehari, Washington University.
Some extremal problems involving single-valued
analytic functions.

J L Walsh, Harvard University.
On Rouché's theorem and the
measure of approximation.

integral-square

Seccdo Il — Geometria e Topologia

P. 0. Bell, Univ. de Kansas.
. A new approach to the study of the projective
differential geometry of surfaces.

A. Fialkow, Instituto Politécnico Brooklyn.
A correspondence principle in conformai geo-
metry.

P. Hartman, Univ. John Hopkins.

On the uniqueness of geodesies.
V. Hlavaty, Indiana University.
Spinor space and line geometry.
S. B. Jackson, Univ. de Maryland.
Angular measure and the Gauss-Bonnet formula.
A Kawaguchi, Hokkaido University.
Theory of connection in an areal space.
C. C. MacDuffee, Univ. de Wisconsin.
Curves in Minkowski space.
S. B. Myers, Univ. de Michigan.
Curvature of closed hypersurfaces.
N. Sakellariou, Univ. de Atenas.
Uber Strahlensysteme deren abwickelbaren Fla-
chen eine Flache unter geodatischen Linien und
ihren geodéatischen Parallelen schneiden.
J. L. Vandersiice, Univ. de Maryland.

Non-linear displacements in affine-connected
space.
P. Vincensini, Univ. de Marselha.

Sur certains réseaux tracés sur une surface et
leur réle eu géométrie différentielle.

M. C. Wicht, Louisiana State University.
A foundation for Riemannian geometry.

A'. Yano, Univ. de Téquio.
Affine and projective geometries of systems of
hypersurfaces.

Seccado VII— Histéria e Educacédo

G. Polya, Stanford University.
On plausible reasoning.

H. Eves, Oregon State College.
A problem set for a course in «History of Ele-
mentary Mathematics*.

E. Rossing, Tonder Statsskole, Tonder, Dinamarca.
The teaching of mathematics in Denmark.

K. May e K. Mc Voy, Carleton College.
Simplification of rigorous limit proofs.

GAZETA DE MATEMATICA

0. E. Ouern, State Teachers College, Milwaukee.
Current trends in the teaching of plane trigono-
metry.

H. P. Fawcett, Ohio State University.

Unifying concepts in mathematics.

M. S. Kramer, New Mexico Slate College.

The introduction of applied problems for the
enrichment of classroom instruction in the schools
and colleges.

F. Denk, Erlangen, Alemanha.

Uber die Lehrbarkeit des Erfindens in der Mathe-

matik.
F. L. Griffin, Reed College.
Further experience with undergraduate mathe-
matical research.
Setembro, 4.
Seccdo |— Algebra e Teoria dos NUmeros

>

. Selberg, Institute for Advanced Study.
The general sieve method and its place in prime-
-number theory.
D. H. lL.ehmer, Univ. de Califérnia.
Problems concerning Ramanujan's function.
G. Pall, Illinois Institute of Technology.
A «reciprocity law» for quaternions.

D. Shanks, Naval Ordnance Laboratory.

On the density of reducible integers and some
sequences associated with them.

. Niven, Univ. de Oregon.

Sets of integers of density zero.
M. Hall, Jr., e H. J. Ryser, Ohio State University.
Cyclic incidence matrices.
Choivla e A. L. Whiteman, Univ. de Kansas e Univ.
da Carolina do Sul.
On exponential and character sums.

A. A. K. Ayyangar, Andhra University, Waltair, India.
On positive integers admitting a particular type
of partition into unequal parts.

W. Ljunggren, Univ. de Bergen.

On the integral solutions of the diophantine
system ax’—by”*c, a’z'—biy*=Ci.

L. V. Toralballa, Marquette University.

A generalization of finite integration.

N. C. Scholomiti, Univ. de Illinois.

Expansion of discontinuous functions. Applica-
tions to the theory of numbers.

A. A. Trypanis, Univ. Técnica Nacional, Atenas.

On Fermat's last theorem.

[En

v

Seccao Il — Analise

h. Carleson, Univ. de Upsala.
On a class of meromorphic functions.



GAZETA DE MATEMATICA

G. Springer,
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Massachusetts Institute of Technology.
The coefficientproblem for Schlicht mappings of
the exterior of the unit circle.

Terzioglu, Univ. de Estambul.

Ober der Verzerrungssatz von Koebe.

R. Ford, Illinois Institute of Technology.
Fundamental regions for discontinuous groups of
linear transformations.

Jabolinsky, Jerusalém, Israel.

Representation of functions by matrices and by
integral transforms.

Lepson, Institute for Advanced Study.

On irregular points of normal convergence and
M-convergence for series of analytic functions.
Rosen, Drexel Institute of Technology.
Modular transformation of certain series.
Sario, Harvard University.
On open Riemann surfaces.
. Szasz e N. Yeardley, Univ. de Cincinnati e Purdue
University.
Representation of an analytic function by general
Laguerre series.
G. Tricomi, Univ. de Turim.
On the incomplete gamma function.
E. Warschawsky, Univ. de Minnesota.
On the effective determination of the mapping
function in conformai mapping.

Hewitt e H. S. Zuckermann, Univ. de Washington.
On convolution algebras.

Racah, Univ. Hebraica, Jerusalém.
On the characterization of the rows and columns
of the representations of the semi-simple Lie
groups.

K. Ritt, Univ. de Michigan.
Algebraic functions in an abelian normed ring.

J. Schoenbery, Univ. de Pensylvania.
On the number of variations of signs in a
sequence of linear forms.

Sherman, Institute for Advanced study.
The second adjoint of a C* algebra.

. M. Nikodym, Kenton College.
On extension of measure.

Kampe' de Fériet, Univ. de Lille.
Sur l'analyse harmonique des fonctions a carré
moyen fini.

J. Fine, Univ. de Pennsylvania.
On the asymptotic distribution of certain sums.
Hille, Univ. de Yale.
«Explosive» solutions of Fokker-Planck's equa-
tion.

Kakutani, Univ. de Yale.

Brownian motion and duality of locally compact
abelian groups.

. Rubin,

. Leray,

. S. Chern e E. H. Spanier,

27

Univ. de Stanford.
An elementary treatment of uniqueness for the
Hamburger moment problem.

. Sard, Queens College.

Least square error and variance.

Seccédo Il —Geometria e Topologia

L. Blakers, Lehigh University.

A generalization of the Hurewicz isomorphism
theorem.

E. Chamherlin, Univ. de Utah.

On the mappings of a 4-cornplex
simply connected spaces.

Eckmann, Escola Politécnica Federal, Zurich.
Baume mit Mittelabbildungen.

into certain

. T. Hu, Tulane Universitj'.

The equivalence of fibre bundles.
Colégio de Franga.

L'emploi, en topologie algébrique, du formalisme
du calcul différentiel extérieur.

Pitcher, Lehigh University e Institute for Advan-
ced Study.

Homotopy groups of the space of curves with
application to spheres.
Univ. de Chicago.
Transgression and the homology structure of
fiber bundles.

E. Sleenrod, Univ. de Princeton

Reduced powers of a cocycle.

L. Wilder, Univ. de Michigan.

A generalization of a theorem of PoDtrjagin.

Seccdo IV — Probabilidades e Estatistica, etc.

<S V. Roy, Univ. da Carolina do Norte.

On some aspects of statistical inference.

S. G. Ghurye, Institute of Statistics, Chapel Hill.

Maximum-likelihood estimation in linear stochas-
tic difference equations.

C. Cohen, Jr., Univ. de Georgia.

Estimating parameters of logorithmic-normal
distributions by the method of maximum like-
lihood

W. Birnbaum, Univ. de Washington.

Sampling from populations with overlapping
strata.

R. Rider, Washington University.

The distribution of ranges in samples from a
discrete rectangular population.
W. Marshall eJ. E. Walsh, The Rand Corporation.
Some tests for comparing percentage points of
two arbitrary continuous populations.
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Seccdo V — Fisica Matematica, etc.

G. Borg, Instituto de Matematica, Uppsala.
An inversion formula.

P. Brock, Reeves Instrument Corporation, New York.
The nature of solutions of a Rayleigh type forced
vibration equation with large coefficient of
damping.

F. H. Brownell, Univ. de Washington.
Asymptotically ergodic output under ergodic
input of dela}' differential machines.

R. M. Foster, Instituto Politécnico de Brooklyn.
The number of series-parallel networks.

M. Goldberg, Bureau of Ordnance, Navy Department.
Rotors in spherical polygons.

R. Kahal, Instituto Politécnico de Brooklyn.
The realization of the transfer fonction of the

finite, fourterminal network.
E. Leimanis, Univ. da Columbia Britanica.
Some new cases of integration of differential
equations of exterior ballistics by quadratures.
A. Rapoport e R. Solomonoff, Univ. de Chicago.
Structure of random nets.

R. M. Rosenberg, Univ. de Washington.
A note on the response of systems with or

without non-linear elements.

A. W. Saenz, Washington, D. C.
On integrals of motion of the Runge type in
classical and guantum mechanics.

J. J. Smith e P. L. Alger, General Electric Company.
The use of the null-unit function in generalized
integration.

Secgdo IV — Logica e Filosofia

A. Tarski, Univ. de California.
Some notions and methods on the borderline of
algebra and rnetainathematics.

A. Robinson, Colégio de Aerondutica, Cranfield, U. K.
Applied symbolic logic.

J. Robinson, Berkeley, California.
Existential definability in arithmetic.

J. Rosenbaum, Univ. de Miami.
A logistic proof of a theorem related to Landau's
Theorem 4.

E. R. Stabler, Hofstra College.
Applied logic and modern problems.

A. C. Sugar, University of Southern California.
Axioms for the kinematics of a particle in abso-
lute space and time.

GAZETA DE MATEMATICA

Conferéncia sdbre Analise — Tendéncias
algébricas em Analise

Debate sobre representacfes de grupos
Participantes .-

. Cartan, da Sorbonne.

M, Gleason, Univ. Harvard.

Godement, Univ. de Nancy.
. W. Mackey, Univ. de Harvard.

I. Mautner, Instituto de Tecnologia de Mas-
sachusetts.
Schwartz, Univ. de Nancy.

MmO I>T

-

Orador .-
R. Godement

Debate sobre Algebra Topolégica

Participantes .-

J. Dieudonné, Univ. de Nancy.
/. Kaplansky, Univ. de Chicago.
/. E. Segal, Univ. de Chicago.

Orador .-
/. Kaplansky

Debate sobre Teoria da Medida
Participantes

J. Dieudonné, Univ. de Nancy.

I'. R. Almos, Univ. de Chicago.

J. C. Oxloby, Bryn Mawr College.

D. M. Stone, Univ. de Manchester.

»S. M. Viam, Los Alamos Scientific Laboratory.

Orador .-
P. R. Holmos

Conferéncia sobre Matematicas Aplicadas.
Equacbes as derivadas parciais

. v. Neumann, Institute for Advanced Study.
Shock interaction and its mathematical aspects.
(Alocugdo a convite da Comissdo Organisadora).

R. Courant, New York University.

Boundary value problems in modern fluid dyna-
mics.

<S Goldstein, Univ. de Manchester.

Selected problems from gas dynamics.

W. Heisenberg, Max Planck Institute of Phisics, Got-
tingem.

Die Stabilitatsfragen der FlUssigkeitsdynamik
im Zusammenhang mit der statistischen Turbu-
lenztheorie.



GAZETA DE MATEMATICA

W .Prager, Brown University.
Mathematical theory of water waves.

J. J. Stoker, New York University
Mattematical theory of water waves.

Seccdo | —Algebra e Teoria dos Numeros

W.Oivens, Univ. de Tennessee.
Some properties of the Dieudonné determinant.
R. D. Schafer, Univ. de Pennsylvania.
A theorem on the desivations of Jordan algebras.
A. J.Penico, Tufts College.
On the structure of standard algebras.
T. Nakayama, Nagoya University.
On the theory of Galois algebras.
Th. H. Le Page, Univ. de Bruxelas.
ldéaux homogenes de l'algébre extérieure.
J. Levitzki, The Hebrew Uuiversity, Jerusalém.
On the algebraic elements of a ring with ope-
rators.
R. H. Bruck, Univ. de Wisconsin.
On the associativity theorems for alternative
rings and Moufang loops.
ill. F. Smiley, State University of lowa.
Topological alternative rings.
(S. Bourne, Institute for Advanced Study.
Th Jacobson radical of a semiring.
P. Abellanas, Univ. de Madrid.
Variété fondamentale par rapport d'une corres-
pondance algébrique.

Seccdo Il — Analise

A. Gelbart, Syracuse University.
An extension of the Riemann mapping theorem
associeted with minimal surfaces.
E. Ullrich, Univ. de Giessen.
Zum Krttmmungsverhalten der
analytischer Funktionen.

Betragflachen

/. A. Barnett, Univ. de Cincinnati.
Functional invariants of intcgro-differential
equations.

E. Pinney, Univ. de California.

A system of functional equations.

M. G. Arsoue. Brown University.
Functions representable as differences of subhar-
monic functions.

M. Fekete, Universidade Hebraica, Jerusalém.
On transfinite radius.

H Schmidt, Technische Hochschule, Braunschwieig.
Uber Nullgebilde analytischer, Funktionen zweier
Veranderlicher, die in singuldren Punkten mttn-
den.

29

Secgdo lll—Geometria e Topologia

B. Segre, Univ. de Bolonha.
Arithmetical properties of algebraic varieties.
A. Andreotti, Univ. de Roma.
Sopia alcune superficie algebriche.
/. Barsotti, Univ. de Pittsburgh.
Algebraic theory of intersections for cycles of an
algebraic variety.
F. Gaeta, Instituto de Alta Matematica, Roma.
Suirideale omogeneo appartenente ad un gruppo
di N punti generici dei piano.
W. R. Hutcherson, Univ. de Florida.
Imperfect point on invariant space curves.
E. Kasner, Univ. de Columbia.
The converse of the theorem of Mehmke-Segre.
T. H. Motzkin, Universidade Hebraica, Jerusalém.
Duality and neighbor points.

J. F. Nasch, Jr., Univ. de Princeton.
Algebraic approximations to manifolds.

E. J. Purcell, Univ. de Arizona.
A series of non-involutorial Cremona transforma-
tions in[n].

A. M. Terracini, Univ. de Turim.

Direttrici congiunte e bicongiunte di una rigata.
Setembro, 5

Alocucdes

A. Wald, Univ. de Columbia.
Basic ideas of a general theory of statistical
decision rules.
Whitney, Univ. de Uavard.
r-dimensional integration in n-space.
H. V. D. Hodge, Univ. de Cambridge.
Topological invariants of algebraic varieties.
F. Ritt, Univ. de Columbia.
Differential groups.
H. Davenport, University College, Londres.
Recent work in the geometry of numbers.
. Schivartz, Univ. de Nancy.
Distributions and principal aplications.
(Alocugbes a convite da Comissdo Organizadora)

T

«

-

Conferéncia sobre Algebra —Algebra Aritmética

E. Artin, Univ. de Princeton.
Modero development of algebraic number theory
and class field theory.

W. Krull, Univ. de Bonn.
Jacobsonches radikal, Hilbertscher nulletellen-
satz, dimensions théorie.

M. Deuring, Univ. de Gbottingen.
Singularities of commutative rings.
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Rrasner, Centre National de le Recherche Sienti-
fique, Paris.

Essai d'une théorie-non abelienne des corps de
classes.

Conferéncia sobre Analise — Tendéncias
algébricas em Analise

Debate sobre teoria espectral

Participantes ..
W. Ambrose, Massachusetts Institute of Techno-
logy.
J. Dixmier, Faculdade de Ciéncias, Dijon.

N. Dunford, Yale University.

F. J. Murray, Columbia University.

J. v. Neumann, Institute for Advanced Study.
F. Rellich, Univ. de Géttingen.

B. de Sz. Nagy, Univ. de Szeged.

K. Yosida, Nagoya University.

Orador:

N. Dunford

Debate sobre analise funcional aplicada

Participantes

N. Aronzajn, Oklahoma Agricultural andM echa-
nical College.
8. Bergman, Harvard University.
J. W. Calkin, Rice Institute.
K. Friedaichs, New York University.
K. Kodaira, Univ. de Toéquio.
AWeinstein,  University of Maryland.
Orador:

N.  Aronszajn

Debate sobre teoria ergédica

Participantes

N. Dunford, Yale University.

W. Eberlein, Univ. de Wisconsin.
G. A. Hedlund, Yale University.
E. Hille, Yale University.

S. Kokutani, Yale University.

J. C. Oxtoby, Bryin Mawr College.

Orador .-

S.  Kakutany
Ergodic Theory.
(Alocugdo a convite da Comissdo Organisa-
dora).

Conferéncia sobre Topologia—Variedades
diferenciaveis

S. S. CAera,'Univ. de Chicago.

Differentiable geometry of fiber bundles.
(Alocugéo a convite da Comissdo Organisadora).

. Ehresmann,

. B. Allendoerfer,

. Ghaffari,

. C. Lin,

. Poritsky,

GAZETA DE MATEMATICA

Univ. de Strasbourg.
Almost complex manifolds.

Eckmann, Escola Politécnica Federal, Zurich.
Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten.

Haverford College.
Cohomology on real differentiable manifolds.

Seccdo V — Fisica Matematica, etc.

H. Battin, Massachusetts Instiute of Technology.
On the stability of the boundary layer over a
body of revolution.

. Berker, Univ. Técnica de Istambul.

Sur I'écoulement d'un fluide visqueux autour d'un
obstacle.

Univ. de Teerao.

Simple waves in two-dimensional compressible
flow.

Instituto de Tecnologia de Massachusetts.
On the stability of zonal winds over a rotating
spherical earth.

Millsaps, Instituto Politécnico de Alabama e
K. Pohlhausen, Office of Air Research, Dayton,
Ohio.

The Kkinetic structure of plane shock waves.
General Electric Company.

The collapse or growth of a spherical bubble or
cavity in a viscous fluid.

. Sauer, Technische Hochschule Mtinchen.

Linearisierte Uberschallstromung um
schwingende Drehkorper.

R. Seth, lowa State College e Hindu College,
Delhi, India.

Synthetic method for non-linear problems.

langsam

. S. Shil, Instituto de Tecnologia de Illinois.

On the solution in the large of a Cauchy problem
(with special-references to the compressible flow

after a stationary shock).

. M. Siegel, Univ. de Michigan.

An exact solution to the non-linear differential
equation discribing the passage of plane waves
of sound through air.

. L. Alt, National Bureau of Standards.

Almost-triangular matrices.

R. Boulanger, Faculdade Politécnica de Mons e
Univ. de Bruxelas.
New advance in the structural study of multi-
plane nomograms.

. Blckner, Minden, Alemanha.

Remarks on an algebraic method for numerically
solving the Fredholm integral equation y—Xft-y = f.



GAZETA DE MATEMATICA

S. H. Grandall,
setts.
On a relaxation method for eigenvalue problems.
W. Feller, Cornell University,e G. E. Forsythe, Na-
tional Bureau of Standards.
New matrix transformations for obtaining chara-
cteristic vectors.

Instituto de Tecnologia, Massachu-

L. Fox, National Physical Laboratory, Teddington,
Inglaterra.
The numerical solution of ordinary differential
equations.

F. N. Frenkiel e H. Polachek, Laboratério de Artilha-
ria Naval-

An algorithm for the construction of a polyno-
mial representing a given tabular function.

M. R. Hestenes, Univ. da California em Los Angeles
e National Bureau of Standards.

Iterative methods of obtaining solutions of boun-
dary value problems.

M. R. Hestenes, Univ. da California em Los Angeles
e National Bureau of Standards, W. Karush,
Univ. de Chicago e National Bureau of Standards.
A method of gradients for the calculation of the
characteristic roots and vectors of a real symme-
tric matrix.

R. F. Shaw, Eckert-Maucbly Computer Corporation,
Filadélfia.

Determination of instruction codes for automatic
computers.

H. Wallman, Institutode Tecnologia de Massachusetts
e Instituto Chalmers de Tecnologia, Gothenburg.
Solution of partial differential equations by means
of continuous-variable mathematical machines.

P. W. Zettler-Seidel, Laboratorio de Artilharia Naval.
Improved Adams method of numerical integration
of ordinary differential equations.

Setembro, 6

Conferéncia sobre Topologia.
Grupos Topolégicos

P. A. Smith, Univ. Columbia.
Some topological notions connected with a set of
generators.
D. Montgomery, Institute for Advanced Study.
Properties of finite dimensional groups.
K. lwasawa, Univ. de Téquio.
Locally compact groups.
A. Gleason, Univ. de Harvard.
One parameter subgroups
problem.
H. Fox, Univ. de Princeton.
Recent development of knot theory at Princeton.

and Hilbert's fifth

X
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Seccdo | — Algebra e Teoria dos NUmeros

H. D. Kloosterman, Univ. de Leiden.

The characters of binary modulary congruence
groups.

K. A. Hirsch, Univ. de Durham.

A characteristic property of nilpotent groups.

K.-C.  Chen, Univ. de Columbia.

Some commutator subgroups of a linkage group.

H. W. Kuhn, Univ. de Princeton.

Subgroup theorems for groups presented by
generators and relations.

J. C. Abbott e T. J. Benac,
Estados Unidos.
Similarity and Isotopy.

R. R. Stoll, Univ. Lehigh.
Matroid semigroups.

M. Krasner, Centro Nacional de Pesquizas Cienti-
ficas, Paris.

Généralisation abstraite de la théorie de Galois.

L. R. Wilcox, Instituto de Tecnologia de Illinois.
On the generation of transitive relations.

P. Dubreil, Univ. de Paris
Sur une classe de relations d'équivalence.

L. C. Hutchinson, Instituto Politécnico de Brooklyn.
Incidence relations and canonical forms for
alternating tensors.

P. Scherk, Univ. de Saskatchewan.

On a theorem by Cartan.

E. Grosswald, Univ. de Saskactchewan.

On the genus of the fundamental region of some
subgroups of the modular group.

Academia Naval dos

Secc¢do Il — Analise

T. Bang, Univ. de Copenhague.

Metric spaces of infinitely differentiable functions
D. G. Bourgin, Univ. de Illinois.

Approximately multiplicative operators.
A. Dvoretzky, National Bureau of Standards.

On Hausdorff measures.
F. A. Ficken, Univ. Nova lorque e Univ. de Tennessee.

The continuation method for functional equations.
L. Garding, Univ. de Lund.
The asymptotic distribution of the eigenvalues
and eigenfunctions of a general vibration pro-
blem.
H, L. Hamburger, Univ. de Ankara.
On the redution of a completely continuous linear
transformation in Hilbert space.
R. C. James, Univ. de California.
Projections and bases in Banach spaces.
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G. Kiithe, Univ. de Mainz.
Eine einfache klasse lokalkonvexer
Réaume.
A. A. Monteiro e M. M. Peixoto,
Note on uniform continuity.
A. C. Offord, Univ de Londres.
Spaces of integral functions.
R. S. Phillips, Univ. de Southern California.
A general spectral theory.
P. C. Rosenbloom, Univ. Syracuse
The Cauchy-Kowalevski existence theorem.
C. Blanc, Univ. de Lausanne.
Sur les équations différentielles linéaires a coef-
ficients variables.
A. Bobonis, City College, Hato Rey, Puerto Rico.
H,-definitely self-adjoint boundary value pro-

linearer

Univ. de Chicago.

blems.

M. L. Carlwright e J. E. iAttlewood, Cambridge
University.
Some topological problems connected with forced
oscillations.

S. Karlin, California Institute of Techonology.

Moment theory and orthogonal polynomials.

K. S. Miller e M. M. Schiffer Univ. de New York
e Univ. de Princeton.

On the Green's functions of ordinary differential
systems.

G. Prodi, Univ. de Milao.

Sulle proprieta asintotiche delle equazioni diffe-
renziali lineari del secondo ordine.

W. C. Sangren, Univ. de Miami.

Generalized Fourier integrals.

G. Sansone, Univ. de Florenca.

Su una classe di equazioni di Liénard aventi
una sola soluzione periodica.

F. Simonart, Univ. de Louvain.

Equation différentielle des systemes isothermes.

/I Poritsky e J. J. Slade, General Electric Company
e Rutgers University.

On the solution of certain
equations.

/. Vidav, Univ. de Ljubljana.
Sur les théorémes de Klein dans les équations
différentielles linéaires.

S. B. Sarantopoulos, Univ. do Atenas.

Some nuclei of contour integrals which satisfy
linear differential equations.

linear differential

Seccdo V —Fisica Matematica, etc.

H. J.ewy, Univ. da California em Los Angeles.
Developments a the confluence of analytic boun-
dary conditions.

GAZETA DE MATEMATICA

O Bijiirgum, Instituto Geofisico, Bergen.

Some teorems on potential and Beltrami vector

fields.

Bureau, Univ de Liege.

Le probléeme de Cauchy pour certains systemes

d'équations linéaires aux dérivées partielles

totallement hyperboliques.

Y. W. Chen, Institute for Advanced Study.

On a quasi-linear system of hyperbolic differen-
tial equations with a parameter and a singu-
larity.

B. Diaz, Univ. de Maryland.

Concerning scalar products and certain minimum
and maximum principles of mathematical physics.

B. Friedman, Univ. de New York.

Multiple representations for Green's functions

of second order partial differential equations.

D. Gordon, Univ. de Buffalo.

The general integration of a quasi-linear partial

differential equation of second order composed

of symmetric cartesian invariants.

Herzberger, Kodak Research Laboratory, Roches-

ter, New York.

An optical model of physics.

C. L. Pekeris, Weizmann, Institute Rehovoth, Israel.
The correlation tensor of the electromagnetic
field in cavity radiation.

D. E. Spencer, Brown University.

Coordinate systems permitting separation of the
Laplace and llelmholtz equations.

m

«

e

ES

Conferéncia sobre Matematicas Aplicadas.
Mecanica Estatistica

N. Wiener, Massachusetts Institute of Technology.
The statistical mechanics in communication.
(Alocucdo a convite da Comissdo Organizadora)

W. teller, Cornell University.

Mathematical thery of diffusion processes.
Sec¢do Il —Analise
E. Baiada, Univ. de Pisa.

The uniqueness for the equations p~f(x,vy, z, Q)
with the Cauchy data.
L. M. Court, Rutgers University.
A theorem on conditional extremes with an appli-
cation to total diferentials.
B. F. Mac-Neish, Univ. de Miami.
dx
A uniform method for integrating (@) — .—
Qi v '«
and (b)—=d)5‘=- were Q and Q, are distinct
guadratic functions of x .



GAZETA DE MATEMATICA

h. B. Robinson, Baltimore, Maryland.
A complete system of tensors.
A. M. Whitney, Univ. de Pennsylvania.
A criterion for total positivity of matrices.
A. P. Calderon e A. Zigmund, Univ. de Chicago.
On singular integrals in the theory of the potential.
M. Aissen, I. J. Hchoenberg e A. Whitney, Univ. de
Pennsylvania.
Generating functions for totally positive sequen-
ces. Preliminary report.
V. F. Cowling, Univ. de Kentucky.
On the partial sums of a Taylor series.
J. L. Ullman, Univ. de Michigan.
Hankel determinants of sections of a Taylor's
series.
Chowla, Univ. de Kansas.
The asymptotic behaviour of solutions of diffe-
rence equations.
H. P. Thielman, lowa State College.
Note on a functional equation.
M. O. Gonzalez, Univ. de Havana.
An alternative approach to the theory of elliptic
functions.
Helson, Univ. de Harvard.
Spectral synthesis of bounded functions.

%

T

Secgdo Il —Geometria e Topologia

2

O. Anderson, Univ. de Pennsylvania.

Continuous collections of continua.

Are<is, Univ da California em Los Angeles.
Operations induced in conjugate spaces.

H. Bing, Univ. de Wisconsin

Higher dimensional hereditarily indecomposable
continua.

R. L. Gomes, Porto, Portugal.

L'intégrale ff (x) dx comme transformation con-
X

o 2

tinue par rapporta X et / (x) .
O. H. Hamilton, Oklahoma Agriculture and Mecha-
nical College.
Fixed point theorems for pseudo-arcs and certain
other metric continua.
Heller, National Research Fellow.
On equivariant maps of spaces with operators.

>

MATEMATICAS

Exame de Curso Complementar de Ciéncias (antigo
regime) nos Liceus de Lisboa no ano de 1950 —
1" Chamada.

ALGEBRA

3056 — Determine os valores inteiros e positivos
de a e de b que tornam impossivel a equacéo
2a (2x - 1) = 40x - b(3x + 1) .

R: A equagdo proposta € equivalente a x= (2a—b) :
: (4a+ 3b—40) . As condicbes a que devem  satisfazer
os coeficientes para que a equacdo seja impossivel sdo
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V. L. Klee, Jr., Univ. de Virginia.
A proof that Hilbert spaces is homeomorphic
with its solid sphere.

K. Menger, Illinois Institute of Technology.
Non-definite vector spaces, triangular topologies,
generalized linearity.

M. J. Norris, College of St. Thomas.
Topological spaces having the same regular
open sets.

R. Remage, Jr., Univ. de Delaware.
Invariance and periodicity properties of non-
-alternating in the large transformations.

A. D. Wallace, Univ. de Tulane.
Extension and reduction theorems.

C. W. Williams, Washington and Lee University.
Incompressibility and periodicity.

K. Zarankiewicz, Instituto de Tecnologia, Varsovia.
A theorem of four regions.

Secgdo IV — Logica e Filosofia

S. C. Kleene, Univ. de Wisconsin.
Recursive functions and intuitionistic
matics.

W. Craig, Univ. de Princeton.
Incompletability, with respect to validity, in
every finite non-empty domain, of first order
functional calculus.

H. B. Curry, Colégio do Estado de Pennsylvania.
The inferential theory of negation.

M. Davis, Univ. de Illinois.
Relatively recursive functions and the extended
Kleene hierarchy.

J. K. Feibleman, Univ. de Tulane.
Ontological positivism.

F. Fiala, Univ. de Neuchatel.

Sur les bases philosophiques de la formalisation.

P. Lorenzen, Univ de Bonn.

Konstruktive Begrlindung der klassischen Mathe-
matik

Z. Suetuna, Univ. de Téquio.

On the mathematical existence.

Gr. C. Vedova, Colégio de Engenharia de Newark.

An inquiry into the nature of knowledge.

mathe-

ELEMENTARES

entdo: 2a —b=f=0e 4a-"-3b—40=0. Esta (ltima equa-
cdo tem, como é facil ver, as solugBes inteiras e positivas
que sdo os pares : 31=1,"=12; a2=4,b,=8; a3= 17,
b3=4. Opar a > por nao verificar a 1.° condicdo
2a—b="=0, ndo serve, e 0s outros constituem as solugdes
do problema.

3057 — Determine m de forma que o trindmio
(2»iF + m —6) x> —2mx + 1
seja sempre positivo, qualquer que seja o valor real
atribuido a x . R: As condi¢Bes a que devem satisfazer
os coeficientes s&o:



A

@2m2+ m-6)>0 e A=4m2- 4(2m«+ m—6)< O.

A primeira  desigualdade & verificada para os valores
de m ia?* gue ou m>3/2 ott m<—2; a segunda
para m>2 ou m<C —3 . Daqui se conclui que os va-
lores que satisfazem ao problema s&o os que verificam
ou m>2 ou m< —3.

3058 — Calculo o termo independente de x do

desenvolvimento de: R: Otermo geral

do desenvolvimento éda forma *C,, e (I/x'-")*" ¢ ( — ,
e nele o expoente de x e 2n—36 + n/4, que deve ser
nulo para que o termo seja independente de x; para
isso deve ser n=16. Entdo o termo independente de X
e WC,=WC,=153.

ARITMETICA

3059 — Determine dois nimeros a e b, sabendo
que: m.d.c. (a,b)=4 e m.m.c. (a,6)=360. Apre-
sente todas as solugbes do problema. R: Os nlmeros

pedidos serdo da forma: a=4-p e b=4q, sendo
p e g primas entre si, etais que ab=4x360. Daqui
se conclui que p-g=90. Esta equagdo admite como
solugbes inteiras os ndmeros primos entre si Px=I,

q,=90; p.=2,q.=45; p.=5,q,=18e p,=9,q.=10.
Entdo ospares de valores que servem ao problema séo :
a,=4 ,bi=360 ; a,=8,b,=180; a,=20,b,=72 e
..=36,b4=140.

3060— Demonstre que: ose dois nimeros s&o pri-
mos entre si, a sua soma e o seu produto sdo também
primos entre si». R: Pela hipotese do teorema é m.d.c.
(a,b)=1. Seja d om.d. c.de (a+b) e ab. Como

d divide ab e a e b s&o primos entre si entio d ou
divide a oudivide b. 'Se divide a, como divide a+b
tem de dividir b. Entdo pela hipotese do teorema

d=1, e o teorema fica demonstrado. Se d divide b

conclui-se analogamente ser d=1.

Solugdes dos n.°* 3056 a 3060 de José da Silva Paulo.

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras—
Ano de 1950 - Ponto n °i.

3061 — Demonstre que, se p ndo é um namero
primo, é verdadeira a igualdade (p—V)\=p. R: A
proposigdo a demonstrar sé é verdadeira para p > 4,
circunstancia  esta que deveria ter sido assinalada nho
seu enunciado.

Com efeito, sendo p n&do primo, ter-se-a :ou(l)p = a*
(a primo e a”>2), ou (Il) p=a*ebPeee
primos). Se (I)p =a* tem-se p—l=a*—I>a‘"—a""' =

=a'"' (a—1l)>a*' (coma>2). Portanto, na suces-

(a,b,oooc

GAZETA DE MATEMATICA

sdo, 1,2,3,¢+¢p—1 encontram-se 0s divisores
eee 3" g consequentemente,
admite odivisor a" com m N |+ 2+ eee + (a—1) N «
(se for a>2). Logo, (p—I)!=p, c.g.d. comp= a*
(apenas quando «> 2 e a> 2). Para a=s*=2,
p=2i=4, tem-se 3! =6="4. Se (ll)p=a*esbPee C’
(a, b,eeec primos), p pode escrever-se sob qualquer
das formas p—a' er, p=bP es,eeep=ctet. A demons-
tracdo feita em (l)para p=a* vale, a fortiori, quando
p édaforma p=a*-k. Portanto sendo (p—1)1 divi-
sivel por a* ,bP, eeec”, divisores primos entre si, serd
divisivel pelo seu produto, c.qg. d. (Vide J. Fitz-
Patrick : Exercices d'Arithmétique, 3‘'" ed. — Paris,
1914).

a,a’,

3062 — A soma de dois nimeros inteiros é 224 e o
nimero dos seus divisores comuns é 6. Calcular os
nimeros. R: Om.d.c. (a,b)=D devera ser um divi-
sor de 224 = 2°«7 com 6 divisores e, portanto, da
forma D=2*70 com (a+1) 0 +1)=6 (aep inteiros
ndo negativos). Das solugBes desta equacdo apenas con-
duzem a numeros D divisores de 224, as solugdes a= 2,
P=1 e «=5.p=0 as quais correspondem D=28 e
D =32. Tendo em atencdo quea/D=qeb/D=q', comq

e q' primos entre si, tem-se 224/D=q+ q' e, portanto:
a) para D=28, g+q'=8, donde, respectivamente,
q—1,8; g =7,5; a- 28,84; b= 196, 140;
b) para D=32, q4-q'=7, donde, respectivamente,
q=1,2,3; q'=6,5,4; a=32,64,96; b= 192,
160,128.

3063 — Utilizando a analise combinatdria, deduza
0 nimero de diagonais dum poligono convexo de n
lados. R: Dados n pontos no plano, ndo colineares 3

a 3, onimero maximo de segmentos distintos (ABeBA
sdo considerados como um mesmo segmento)  determina-
dos por cada par de pontos é dado por | 1. Destes

segmentos, n s&o lados do poligono convexo cujos ver-

tices sdo os n pontos dados. l.ogo é (QJ ~n = n(n —3)/2

o numero das diagonais  pedido.

Ndo recorrendo a analise combinatéria, poderia se-
guir-se este raciocinio : de cada um dos n vértices par-
tem n—3 diagonais. Serdo, portanto, n (n—3) quando
se contar AB e BA. Como porém, estes dois segmentos
ndo sao distintos, teremos que dividir n (n—3) por 2
para obter o nimero pedido.

3064 —Dada a equacéo

(2a- 1)xz— (Ra+1)x+a+1=0

(P—1)!1=1-23eee(p—1)
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determine o de modo que as raizes X\ e
cam a igualdade 5x,x,=2(x"+ x|). R: Por ser
X,+ X,- (2a+1)/(2a-1), xjex,- (a +1)/(2a-1)
e x'+x5=(x"xj)'—2x]|-x,, a igualdade proposta e
equivalente a 10a’ + a—11 — 0, donde, a=1 e
a=- 11/10.

satisfa-

3065 — Demonstre que

arc sen \/ = arc' Ie)f/-.
x-\-a \ Ta

qualquer que seja o angulo x, do 1° quadrante. R:
Fazendo arcsenVx/(x+ a)=oc, tem-se

«en‘a=x/(x+a), co<a=al(x+a), <fa=I/x/a

e, portanto, j.=arctgVx/a , c. ¢. c?, considerando as
determinacBes no 1." quadrante, o que, certamente, 0
enunciado do problema deveria pretender indicar em
vez da afirmagdo incompreensivel relativamente a X, que
é uma variavel real e ndo um angulo. Note-se que a
igualdade s6 tem sentido quando os radicandos forem
positivos ou nulos, o que se da quando ax3>0.

3066 — Determine a expressdo geral dos angulos x
que satisfazem a igualdade tgx =—cotg (3x) . R: De
tg x = — cotg (3x) = cotg (— 3x) = tg (tc/2 + 3x) residia
x=kiv+ 72 + 3x (K inteiro) ou x=— 2k + 1)ir/4.

Exames de aptiddo para frequéncia do Instituto Su-
perior Técnico — Ano de 1949 —Ponto n.° i.

3067 — Achar dois nimeros primos entre si cuja
média geométrica seja 660. Determinar o nimero de
solugdes. R: Trata-se de determinar 2 nimeros A e B,
primos entre si, cujo produto seja 660°=2°e 3°-5° ¢ |*.
Por ex. A=1, B=660"=435600; A=2*=16,
B=23'-5"- 11"'=27.225.

O ndmero de solucdo determina-se tendo em conta
que, por serem A e B primos entre si, os factores
primos da decomposi¢do de 660° que figurarem em A
ndo figurardo em. B e reciprocamente. Isto significa
que A e B deverdo ser daforma : 1°) A=1, B«=660-i
2"y A=a‘’, B= ec"ed sendo a° cada um. dos
factores da decomposicdo de 660- (em nimero de Cf)
e bNec™ed™ o produto dos restantes trés. O nimero de
pares A, B nestas condi¢Bes sera, portanto, de C\ ou

3" A=a'-b", B=J-d° com a' b’ lodosos
possiveis produtos distintos dos 4 factores da decomposi-
cdo de 660- tomados dois a dois [logo, em nimero de CT)

e cMe+d™ opr oduto dos restantes dois.

(Note-se que os pares A ,B tendo A trés factores
da decomposicdo de 660- e B apenas um, ndo sdo
distintos dos considerados no 2.° caso). O ndmero total
de solugdes serd pois de Cj4-C}-)-CJ=-11.
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3068 — Demonstrar que o produto de n ndmeros
inteiros consecutivos é sempre um mualtiplo dos n
primeiros nimeros inteiros. R: Pretende-se mostrar
que é inteiro 0 cociente

E=(m+1)e(M+2) e« (m+n)/l «2¢3een=—
-1.3.3... m+n)/l -2-3- m |-2-3 —n.
Para isso, bastard mostrar que um numero primo Kk,
divisor do denominador e, portanto, também divisor do
numerador, figura neste com um expoente, pelo menos
igual aquele com que figura no denominador. Qual a
maior poténcia dum nimero primo k que divide o pro-
duto dos r primeiros ndmeros? A determinagdo desta
maior poténcia faz-se pela regra seguinte: divide-se r
por Kk bem como os sucessivos cocientes da divisdo por k
até se obter um cociente menor que o divisor ; a poténcia
de base k cujo expoente seja a soma daqueles cocientes
siwessivos obtidos é a poténcia procurada. Determinemos,
portanto, as mais elevadas poténcias de k quedividem os

produtos 1e2e3eee(m+n), 1e2¢3eeeme 1e2e30en,

Sejam respectivamente  (\\, g, , e q.; q'i,Q'2, e, Qi
e g"i, g",, ", 0s cocientes sucessivos da divisdo
por k daqueles produtos. Como se sabe, a parte inteira
do cociente de m-)-n por k & pelo menos igual
a soma das partes inteiras dos cocientes, por k, de m
e de n; logo, qi>q'i+qg"?; q«>q'i+q"i;— q.>
~g',-)-q", . Adicionando, membro a membro, estas
desigualdades, teremos: g, + (, + e + q, ">
qi + g+ -+ +4q.) + (q"j+ q". + - +q") .
Ora, o 1." membro desta Ultima desigualdade representa
o0 expoente da mais elevada poténcia de k figurando no

numerador e o 2." membro o expoente da mais elevada
poténcia de k figurando no denominador. Tal desi-
gualdade permite a prova que pretendiamos (vidé, tanto

0 problema proposto como a regra enunciada, em: Exer-
cices d'Arithmétique, n." 261, F. G. M., respectiva-
mente, exerc. n." 236 e 237 e Gazeta de Matematica,
n.° 28, pégs. 20-21, Um teorema de Aritmética por
J. da Silva Paulo).

3069 — Mostrar a>6,
a'—b" ;> (@—nh)"

para qualquer valor inteiro de n superior & unidade.
R : Demonstremos por inducdo. Para a=2, a desigual-
dade a*—b*>(a— bi* fica provada, por multiplicacdo
ordenada das expressdes a—bh=a—b e a+ b>a—Db-
Admitindo que a desigualdade proposta se verifica para
n=m, isto é que a"—b"> (a—b)" mostremos que ela
é verdadeira para n=m+ 1| . Comefeito, multiplicando
ambos os membros desta desigualdade por a+b—2b =
=a—b (a>b) obteremos: a"* —b""'+2b™"—ab"—
—a" b> (a—b)"* . Para mostrar que a""'—b""* >
>(a—b)""" bastara provar que E =2b""' —a&™ —
—a"b”"0 . Vejamos que esta expressdo €, efectivamente,

que, sundo é sempre



36

negativa. Ora, sendo a>b >0 tem-se a“>-b" e, subs-
tituindo em E, a" por b", tem-se: E<2b""'—ab"—
-b-'+'-b™ (b-a)<0, c.q.p.

3070 — Dada a equagdo x—2ax + 6=0, determi-
nar a e b de modo que uma das raizes seja dupla da
outra e que a soma dos seus quadrados seja igual a
125. R: Eliminando Xie x, em X]+x,=2a,Xxj*X,=b
e Xi = 2x2 obtem-se 8a'—9 = 0. Por outro lado, X + x]=
= (Xi+ X,)"—2X, *X,= 4a°—2b =125 . Resolvendo o sis-
tema formado pelas duas equacbes em a e b, obtem-se
a= 1572 e b-50.

3071 — Demonstrar que o lugar geométrico dos
pontos do plano cujas distancias a duas rectas do
mesmo plano estdo numa razéo constante, € uma recta.
R: Sejam i, er, duas rectas concorrentes em O. O lugar
geométrico dos pontos P pedido éarecta r, sobre a qual
assentam as hipotenusa» de todos os tridngulos  rectan-
gulos cujos vertices sao P, O e ospe's Pj e P, respectiva-
mente sobre rjer,, das perpendiculares baixadas de P
sobre estas duas rectas. Com efeito, os tridngulos rectan-
gulos [P*PJO],[P"Pj'O], *e** sdo semelhantes entre si
e, portanto, P°!)/FF{=P'1)/WWj = eee=k,. Para
os triangulos [P'PEO], [P"P£' O], ¢ rectangulos e
também semelhantes entre si, ter-se-4 : P' O/ P' P~ =
—P" O/P" Pd— ees =k,. Logo, por divisdo ordenada:
PPI/FTi = P"PJ/P7I°I" - eee= k [k, = const, que
prova estarem entre si numa razdo constante as distan-
cias dospontos P(P', P", ee¢) as rectas rj er,.

Sendo rj//r,, arecta r éaparalela a rjer, condu-

MATEMATICAS

PONTOS DE EXAMES

ALGEBRA

F. C.L.—AILGKIIRA SUPERIOR — Exame final — 1948-49

3073 —Descreva e justifique a determinacdo da
caracteristica dum sistema de m equagles lineares
a n incognitas.

3074 —Escreva a condigdo de ortogonalidade das
arestas dos diedros A definido por

JAX +By +Cz+ D=0
| AXx + By +Cs+ D'=0
e V definido por

DE FREQUENCIA E

SUPERIOR —MATEMATICAS
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zida por um ponto P satisfazendo
problema.

as condi¢des do

3072 — Dados trés pontos ndo colineares, sobre o
plano, tracar uma recta que diste de um dos pontos
um comprimento dado e que diste igualmente dos
outros dois. R: Sejam A, B e C trés juntos, dum
plano TC, nado colineares e d o comprimento dado. As
rectas de t: distando d dum daqueles trés pontos, A,
por exemplo, constituem afamilia de tangentes a circun-
feréncia de centro A eraio d. S&o solugbes do problema
proposto, os elementos desta familia que eqiiidistem de B
ede C: asduas rectas rjer, tangentes a, circunferéncia,
centrada em A e deraio d, paralelas a BC e as duas
tangentes, r, e rj o esta mesma circunferéncia, concor-
rentes em M, ponto médio de BC, quando existirem.
(S'o/e-se que as rectas r, e r$determinam em geral com
M, B e C ecu pés das perpendiculares baixadas sobre
elas de B c¢c C, dois triangulos rectangulos iguais).
Designando por dj a distancia do ponto A a BC conclui-
remos 0s seguintes  resultados:

1."). Sendo d<AM: a) comd”rdj, existem as quatro
solugBes distintas, rj, r,,r$er; b) comd=d,, existem
trés solugBes distintas, pois que uma das solugbes i\ our,
coincide comr, our, ;

2°). Sendo d=AM (0 queexclue a possibilidade de
ser d<d,)): a) comd>dj, existem trés solugdes distin-
tas, rj,r, er,=r,; b)ycom d=dj, existem duas solu¢des
distintas T\ (our,)=rj=r, er, (ourj);

3.°). Sendo d>AM (oque torna impossivel ser dj*>d)
existem apenas as duas solugOes distintas rje r,.

Solugdes dos n.* 3061 a 3072 de Orlando Morbey Rodrigues.

SUPERIORES

FINAIS

GERAIS

be*l((x,+l.z+M—O
i Hx + KY+tLz+M =0’

Relacione esta condi¢cdo com a matriz

e Je ci L™"]

3075 —Sendo /¢],r,, s, as raizes de f (x) =
= p, X" +pi X"~" + eee f-p -1 x -fp,, quais sdo as
de F(x) =(-1)"f(x)f(-x)? Mostreque F(x)=0 se
reduz ao grau subduplo. Designando por G (x)=0 a
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equacdo reduzida, determine os coeficientesde g (&) =
= (—1)" G (X) . Na hipdtese de f (x) ser real e g (X)
apresentar v variagfes, quantas raizes reais pode
ter f(x) ?

3076 — Por ordem crescente de valores, sejam
"I 'z ;eee>m *° raizes reais do polinémio real / (x) =
=Po x"+pi x"~' \-p, e %i,a,,***,a, O0S respec-
tivos graus de multiplicidade (ig+ ajH h*,, =n<J»)e
Qual o nimero minimo de raizes de /' (x) né&o infe-
riores a Xi nem superiores a x,, ? Prove que/ (Xx)
admite raizes imaginarias (JA<«) sempre que /' (x)
se anule: a) antes de xi ou depois de x,; 3) mais de
uma vez entre X, e X,..,. Prove ainda que /(x)=0
admite (pelo menos) um par de raizes imaginarias
por cada minimo positivo ou méaximo negativo da

fungéo f(x).

3077—Deduza um limite excedente para os moédu-
los das raizes do polinébmio 9 (x) =a, + ai X + e
\-a,-t  X"~"+x".

F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — 2.° exame de frequén-
cia, 25 de Abril de 1950, 1." chamada.

3078 — Mostre que f (x, y) diferenciavel é fungéo
continua. Indique (e justifique) alguma condicdo de
diferenciabilidade de / (X, y) em P (a,b).

3079 — Prove que néao se anulando f (x) em (a, b)
é par (possivelmente zero) o numero de variagdes
perdidas pela sucessdo de Fourier de /(x) a pas-
sagem de x=a a x=b. Quantas variagdes pode
perder a sucessdo de Fourier de
f(x) = (x—xj) *(xx,) (X*+1) dex=a a x=b,
a<Cxi,x,<6. Estabeleca alguma das condigcbes de
Fourier e dé a sua interpretacdo geométrica.

3080 — Estude a marcha da func¢do / (x) no ponto
X=a na hipétese em que f (x) —f (a) tem ai um
zero duplo. Figure a imagem de uma funcgdo f (x)
nas condicBes referidas, dé a equagdo da tangente no
ponto M (a, f(a)) e descreva o comportamento da
funcdof (x) —f (a). Extremos e assintotas da ima-
gem de /(x)=x -j — . Mostre (por um pequeno es-

bogo) a situagdo da curva a respeito das suas assin-
totas, e justifique convenientemente o tracado.

3081 — Em que condi¢cdes se garante para a equa-
¢do f (x, y) —0 uma raiz y = ¢ (x), tomando no
ponto x = a o valor de fun¢do continua nesse ponto?
S&o tais condicdes suficientes para que <p(x) saia di-
ferencidvel no ponto ai Em caso negativo que mais
se ha-de exigir da fungéo f (x, y) para tal efeito.
Verifique se aequagdo :

37

f(x,y)= X+1)t3+9j2+ [(x+2)2+ 3)]y- 23x=10

define implicitamente alguma fung¢do y = p(x) uma
imagem corrente pelo ponto P (1,1). Em que di-
rec¢do ? Concavidade dessa imagem nas vizinhancgas
desse ponto. Enuncie algum conjunto de condicdes
suficientes para que exista @' (a), valor finito.

I. S. A.— MATEMATICAS GERAIS — 1.° Exame de fre-
quéncia, 1950.

3082 —a) Escrever uma equagdo cartesiana com um
s6 parametro que represente todas as rectas que pas-
sam por (1,0) excepto x =1 . b) Para cada re:ta r
deste feixe considerar a recta r' do mesmo feixe
que faz com ela um angulo de 45° contado de r
para r' no sentido directo e o ponto P de inter-
sec¢do de r' com Oy. Escrever uma equacdo carte-
siana a que satisfagam os pontos das rectas r (se
os houver) que distem 1 dos correspondentes pontos
P. c) Para que valores do pardmetro se obtém real-
mente pontos do lugar geométrico.

3083 —0) Que pontos de x —j/ +1 =0 distam 2,8
de 3x +4?2/+ 3=07? 6) Que figura é representada pela
equacdo xi/~2x = 0?

3084 —Calcular sob a forma x + iy o numero
[Va (cosw/12 + isenu/12)]" .

I. S. A — MATEMATICAS GERAIS — 2. exame de fre-
quéncia, 1950.

3085 —Para que valores de x é convergente

S»(»+3)
3086-Sabendo que e*=1 +5] —> calcularl/'Vé

sob a forma decimal com um erro inferior a 0,00001 .

3087 — Calcular a &rea S do triangulo de vérti-
ces (0,0), (x,0) e (x,1/2—\/2—x") e a parte princi-
pal do infinitésimo S emrelagdo a X.

3088 —Seja y=f (x) uma funcéo de varidvel real
definida no intervalo [—1,1]. Sabendo que: a) O
conjunto dos valores de / (x) neste intervalo é a
unido do intervalo definido por 2<”~t/<J3 com o
conjunto constituido pelo tunico ponto y=5; b) f(x)
é continuaem ]—1,1[; c) f(\) = 3:h{im/(l—h),
calcular o valor de / (—1) .

3089 —Estudar a derivabilidadeda fungéo

X* se existe algum numero natural n tal que

X' para os restantes valores de Xx.
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3090 — Derivar

X 2*
cosé log. 1+ x'"') H .

farccosec (3x —1)]~.
o (3x —1)]

3091 —Escrever a equagao geral ilas tangentes a
1

curva definidapor y = - eas das tangentes comuns a
X

esta curva e a pardbola y = x-.
I. S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS — 1" Exame
de frequéncia — 1950, Marco, 27.

3092— Quando se diz que certo conjunto (x)é li-
mitado a direita? Como se define o respectivo limite
L de Weierstrass ? Caracterize esse limite pelas suas
relacdes com os elementos do conjunto. Prove a exis-
téncia de L na hipotese considerada.

Indique os pontos de acumulacdo e limites de
Weierstrass L e | de («,,) onde u,=1+2(—I)""'—
— (—1)j/re. Tem a sucessdao u,, limite? Justifique.
R: O conjunto (u,,) é a soma de dois conjuntos (u.,)
e (u.,.,) cada um comseuponto de acumulagdo ; estes
sdo —1 e 3. Os limites de Weierstrass saortsp.: L=4,

= —3/2. A sucessdo ndo tem evidentemente limite, pois é
decomponivel emu, com limite—1, eu,,.| com limite 3.

3093 —Quando é que a série de termo geral u,,
se diz convergente? Enuncie e demonstre o primeiro
teorema de Cauehy para as séries de termos positi-
vos. Enuncie seus corolarios. Defina intervalo de con-

a

vergéncia da série / (x) = 2 *»*"° descreva as suas
u

propriedades. Relacione os intervalos de conv_ergéncia
ll. S Tianrxuu

L. Vo, e e 9
das séries / (x) . . .
R: Calculem-se 0s intervalos de convergéncia das séries

com o segundo critério de Cauehy :

n+ 1
Hm( )
a1

IxI<1l e Hm IX|<1

Portanto intervalos iguais

-X/lim , ljlim
3094 — Caracterize por meio de desigualdades que
a funcdo /(x) é continua no ponto a. Mostre que
f (x) se anulaem (a,b), pelo menos uma vez, se for
continua nésse intervalo ese /(a+0) «f (b- 0)<O.
Estude a continuidade e derivabilidade da fungéo
f (x) assim definida:
x- —1 para X néo inteiro
™=

R : Seja a real n&o inteiro ouquando

X + 1 para X inteiro

inteiro igual

GAZETA DE MATEMATICA

a —1ou+2; para x=a afungdo f(x) & continua
visto que Umf(x) = a® — 1= f(a) e nestes mesmos

Xk
pontos F(a) = 2a. Para x inteiro diferente de —1
e -f-2 afuncdo tem descontinuidade de primeira espé-

cie comsaltos medidos por | x*—x—2 | .

3095 —Defina fungéo crescente num ponto. Fi-
gure uma fungdo g (x) crescente em a (propria-
mente crescente) mas comderivada nula nesse ponto
e exprima por um cociente que ela é crescente em a.
Prove que se g (x) temderivada em a e é crescente
nesse ponto, g'(a) € positiva ou nula. Sef (x) esta
nas condigbes da funcdo g (x) anteriormente figu-
rada qual o sentido da concavidade de /(as) na
vizinhan¢a de a? Prove a afirmacdo que fizer. Deter-
mine a tangente a curva y=Xxj(x—1)‘ no ponto de
de abcissa x=2 e diga se navizinhanga desse ponto
a curva fica para cima ou para baixo da tangente.
R: A equagdo da tangente é y—2=—3(x —2); nas
vizinhangcas do ponto de contacto {2,2) a derivada é
negativa, curva decrescendo, e f*(x) positiva, concavi-
dade para cima. Curva acima da tangente.

3096 —f (xX) admite a como zero de multiplici-
dade a. Qual a expressdo de /(x)—/(a) em torno
desse ponto ? Exprima que /' (x) admite a como zero
de multiplicidade <>, aplique a f(x)—f(a)o teo-
rema dos acréscimos finitos e deduza daiumanova
expressdo de /(x) em torno de a. Designando
por a+8(x —a) o ponto intermédio introduzido pelo
teorema dos acréscimos finitos prove que 6 tende
para certo limite significativo quando x tende para a.
Calcule esse limite na hipotese de a=2. R: Por ser

f'(a) =f"(a)=--- =f*(a)=0 ef'+* (a)O aférmula de
Tayl a f(x)—f (X i-
aylor da f(x) (a) (€t 1)1 (xj) e deri
(x—a)’
vando esta expressdo vem V (x) = f , (\j]) de
modo que o teorema de Lagrange da
6" (x-a)'
f(x)-f(a) =(x-a) a1 )
As duas expressdes arrastam a igualdade

—= * ou6=1/ L .sea=2 6=ux2.
al («+ 1)1 V7_I

I. S. C. E. F.— MATEMATICAS GERAIS —2.° Exame de
frequéncia, 1950, Junho, 29.

3097 — Calcule a primitiva da funcao

/ (x) —x arc sen x*
tgx + cotg X
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Descreva e justifique o método de primitivacdo por

partes. R: Px arcsen x* —P =
tg x + cotg x
X X 1
= —arc sen x> — P _, P 2sen x cos x =
2 jr-x* 2
X: 1 1
= —arc sen x*-j— I/1—x* -i—cos 2x + C.
2 175! 4

3098 — Indique sob que condi¢cBes a equagdo
f(x,y) =k (k constante) define implicitamente uma
funcdo univoca y = »(x) na vizinhanca do ponto
P (a,6).Pode aequacdo definir mais do que uma fun-
¢do univoca? Justifique. Supondo f(x,y) diferen-
ciavel em P(ab) prove que y=tp(x) é diferenciavel

d
no mesmo ponto. Deduza dai a expressdo de d—i .

3099 —Dado o sistema de n equagdes a n incdgnitas
0*X, = 0j (h indice mudo, 2= 1,2, sesn) escreva a
sua equacdo matricial indicando os elementos das
respectiva matrizes. Supondo \A\ = |a* | =£0, deduza
da equacédo anterior a regra de Cramer.

3100 —SejaP(x) um polinémio inteiroem x de grau n
e de coeficientes racionais Mostre que se P(x) = 0
admite a raiz racional a+ 13 admite tambhém a raiz
a— ¢ Como se acham as raizes duplas dum polin6-
mio ? Determine a condicdo para que a equacdo
X +px+q =0 tenha uma raiz dupla. Ache por meio
da sucessdo de Sturm a condi¢do para que o poliné-
mio P (x) = x"+pxj-q tenha trés raizes reais e
distintas. R : Para queexista raiz dupla P (x) e sua
derivada ndo podem ser primos entre si. Achando o
m. d. c.pelas divisbes sucessivas obtemos

1 0 p n to= x* + px -fq
3 0 fj=3x*+ p
0- 2p- 3¢ f,=- 2px - 3q
- 9q + 2p°
- 4p* - 270° f.=- 4p°—27q°
A sucessdo de Sturm  sera:
f,=x"+px+gq, f,=3x+p, f,=—2px —3q,
f,= - 4p’ - 27q°.

Para f, lerraizes mdltiplas devera ser f,=0, por-
que entdo om. d. c. (f,,t\) f, e o zero duplo é o zero
de f,.

Para que f, tenha as trés raizes reais deverd ser
(e é suficiente) f3 > 0 porque entdo é necessarlamente
p<0 epara —00 o sucessdo de Sturm da 3 varia-
cOes epara + (00 da O variagbes. Se p™>0 ja i'3~>0
e sendo fi> 0 rem IQ crescente e portanto com tuna
Unica raiz real.

Solugfes dos n." 3092 a 3100 do J. Ribeiro de Albuquerque.
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I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — 1" Exame de fre-
guéncia extraordindrio — 16 de Margo de 1950.

3101 —a) Verificar a seguinte identidade:

" i 71TZ
@a+o cos n|22 hisen

b) Interpretar geometricamente a identidade para
n=2 ejustificar todas as operagdes, analiticas e geo-
métricas, efectuadas nas alineas a) e 6). R: Us com-
plexos conjugados 1+ i e 1—i tém o mesmo mddulo e
argumentos, por ex. ir/4 e —x/4 respectivamente. 1-0go,
0 seu cociente terda por moédulo 1 e argumento n/2.
A formula de Moivre para o expoente n inteiro permite
concluir a identidade  proposta.

3102 —a) Calcular o verdadeiro valor da expres-
{a..x+ (R

sdo: 1 para x = 00. b) Enunciar e
justificar as regras seguidas no calculo da alinea
anterior.

3103 —a) Dada a equacdo f(xy)=0, onde o
primeiro membro é uma funcdo homogénea, calcular
as duas primeiras derivadas da funcédo y (x) definida
implicitamente. Explicitar afuncéo, partindo do conhe-
cimento das suas derivadas, b) Justificar as regras de
derivacdo utilizadas, assim como uma propriedade
importante das fun¢Ges homogéneas a que necessaria-
mente recorreu. R: Supondo f(x,y) uma funcdo homo-
génea diferenciavel, de grau de homogeneidade a. tem-se
xeof +yefj=<x-f(x,y) (identidade de Eider). Como
e'f(x,y)=0 tem-se f,=—(y/x) fj. Substituindo este
valorem y'(x) = —i'J?, obtem-se y'=y/x donde y" =
= (y'ex—y)/x*=0. De y"=0 resulta y'=cey—cx=d
(c e d constantes arbitrarias). Porém, a homogeneidade
de f(x,y) implica queseja d=0 e, portanto f(x,y) =
= y—cX .

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — 2» Exame de fre-
guéncia ordinario — 1 de Julho de 1950.

1* Parte

3104 —Dada a curva de equagdo y=e~*', calcular
as ordenadas dos pontos de inflexdo com um erro infe-
rior a 10°*. Utilizar para e6se fim o desenvolvimento
em série inteira da funcdo exponencial neperiana.
R : As abeissas dos pontos de inflexdo da curva de equa-
cdo y=e*' sd0 as raizes de y"=2e"'(2x—1) =0
ou sejam x=+y/l/2 por ser y™(+v/l/2) =j=0. As
ordenadas pedidas obtém-se calculando, a menos de
10", a soma da série numérica que se obtém, fazendo
x=+y/l/2 no desenvolvimento de MAC - LAURIN
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X~ X* X
y = e- :1_x2+Zl_é-l—+___+(_1)n_|1-|—+ o

Tomando apenas o0s 4 primeiros
garante um erro sistematico

termos da série, o que
inferior, emvalor absoluto,

a 1/381< 1/200, lem-se, yss1—1/2+1/8—1/48 -
= 29/48 — 0,60 com um erro de calculo, também inferior,
em valor absoluto, a 1/200. Desta forma, y=0,60 éo

valor comum, com a aproximag¢do pedida, das ordena-
das dos dois pontos de inflexdo da curva dada.

3105 — Resolver a equagdo 3 x'+ 11x* + 174& +
+24=0. R: -8/3 e (-1 +yliii)/2.

[a:+2y+a=0
3106 —Dada a recta {

la+1=0
o valor de a de modo que por ela passe um plano
r3x-z=0
1 .
(3y—2z=0
cdo desse plano. R: A familia de rectas dada permite
determinar umafamilia de feixes de planos de equagédo
X+2y +az+a+*=0 (* e a reais). Em cada feixe
desta familia i possivel determinar um plano perpendi-
cular a r pois, com efeito, terdo que ser paralelos, o

, determinar

perpendicular ar = Escrever a equa-

CALCULO

1. S. A, — CALCULO INFINITESIMAL K DAS PEOIIABILIDADES
— Alguns problemas dos |.°"*exames de frequén-
cia — 1949-50.

3110 —Calcular [ Ky/ rdx R:

a0/2 +1)

dx
>* x+ x+1)
R: 1= ! + - log (X*+X+I-): +
3(x-1) 3 x-1
1 Lo2x+ | .
H 7=arctg— ~ + C.
3v/3 V3
3112 —Sendo f(x,y) uma fungdo homogénea de
grau a, continuamente derivavel até a 2.* ordem,
provar que é:

3111— Calcular [/ =

"TI + 2xy — +if — = a(«- Df (x,y).
dx' Oxoy oy'
R: Aplicando o teorema de Euler

as derivadas par-

ci%i$ — e -, que soo funcdes “homogkneas &le grau a-11,
K ay

GAZETA DE MATEMATICA

-V _*
vector normal doplano n (1,2,a) eo rector u (1,2,3)

da recta r para o0 que basta ser a=3. O problema
admite, portanto, uma infinidade de solugbes ; todos os
planos da familia, a uma sé parametro, de equagao
x+ 2y f3z+a+3=0.

2." Parte

3107 —Estabelega o desenvolvimento da fungdo ex-
ponencial neperiana, em série inteira, pela aplicacédo,
depois de demonstrar, do teorema respeitante a série
de Mac-Laurin. Em relacdo ainda com o problema
n.° 3104, enuncie as propriedades das séries numéricas
utilizadas na resolugdo daquele.

3108 - Justifique os métodos empregadus na reso-
lucdo da equagdo do problema n.° 3105, de acordo
com a natureza das raizes encontradas.

3109 —Feixe de planos : deduza a sua equagao.
Perpendicularidade entre rectas e planos: enuncie as
condigles, provai.do-as. Estude o caso particular dum
doa planos bissectores do angulo formado pelos pla-
nos dos xz e dos xy, estabelecendo as condi¢des para
que uma recta no espaco lhe seja perpendicular.

.Solugdes dos a." 3101 a 310G de Orlando Morbey Rudrijcuos

INFINITESIMAL

rf'f r-'f . ., df
X v =@-1)—
dx* " dxdy t)x
ax f a-f ,, dt’
X hv = (*- 1)
dyd* " dy* ay
Multiplicando  por x a primeira destas igualdades,
por y a segunda e somando-as vem, notando que, por
. d*f a*f
hipotese, e = :
<kay ay ax
xX* h "Xy hv' -
t)x a*ay ' dy*
(-1 r df ‘dn (*-1)«f(x,y).
L dx™ ay]

3113 —Sendo  z*V-ru" ; U=X —y*Vv =xy e
W
. a'z
w=y+I|, determinar __ no ponto (x,0).
oxoy
R: lem-se

/ )
4 (2v — —Jj

z "
= TOIA
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donde
0--z

--Viy+i* - —1
4- 2xu™* [u + Wulogu — 2yw (w— 1)]

2x (1 + logx2) - 1.

(o) o

1. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL K DAS PROBABILIDADES
— Alguns problemas dos 2.°" exames de frequén-
cia - 1949-50.

3114 —Calcular F' (y) sendo

Fb) - ] '«g(™ + Vi dx.

)
1
R: 2aretg--
y

3115 —Resolver o sistema
D—2y+*—j-2_-0
2X+ i+ 1=0
2y - z+3=0

R : Sistema compativel e indeterminado

X =- 2/3

y- X- 3)2_
z=X

t= 13

3116 — Sem resolver o seguinte sistema, determi-
nar y de modo que «le seja compativel :
2Xx +Hy- a+3=0
2Xx +2z2=0
X—y+32—5=0
y+2-1-0
R : Formaria a matriz dos coeficientes das incognitas

verifica-se que é possivel extrair dela um

2 01

determinante de 3." ordem ndonulo A= 1 -1 3
0 1 2

que poderemos tomar para determinante principal.

Havendo apenas uma equagdo ndo principal existe um

Unico determinante caracteristico que terd de ser nulo

para que o sistema seja compativel, isto é:

2 0 10

donde 6= 1/5.
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3117 — O sistema

Vi=' —2X,- <=
y, — X, 45X,
Ih = »i +

define ou ndo uma transformacdo linear? Porqué?
R : -Vao, porque o médulo da substituicio,

1-2-1
M= 1 0 5 ¢é nulo
0 13
3118 —Sendo
y< = «i + M+ *lo+ %I

y., = X? — 2c\ + 5¢, xj - X,

y, = Xf + .c, (3x, 4 Gxj — 2X%,) 4 3i, X, + 2X,

4 X, 4 X, X,

quantos yy ha funcionalmente independentes ? R : .4
matriz das derivadas parciais tem caracteristica 3,

d(vi,Y,, Y»iyd

A x., Xy, X, X))

y. = 3%, X, + 3X,

0 e existem jarobianos de

pois

—'s *' * n3do identicamente
a(x, , X, X,)

nulos. Logo ha 3fungBes independentes.

3i* ordem, por exemplo

3119 —Sabendo que a funcdo caracteristica da
distribuicdo binomial é f(t)-=(pe' +q)" achar a fun-
cdo caracteristica da distribuicdo de Poisson. R:
A funcdo caracteristica da distribuicdo binomial, f(t) ,
pode tomar aforma :

f(t) = (p>40aq)- (pe'41- p) - [1+P(E -1)]».
Quando uma distribuicdo  tende para outra 0O mesmo

sucede as fungBes caracteristicas ; ora a distribuicdo
binomial tende para a de Poisson quando rp-o
LN-.00

sendo !imOpN= m . Proximo do limite pode-se substi-
-»
N-»=0
tuir p por m/N e assim afuncdo caracteristica da dis-
tribuicdo de Poisson sera :
F(t) lim 14--(e'-1)
N->-a)
3120 —Sejam y, (j=1,2,+-,N) A" variaveis
casuais estocasticamente independentes e todas elas
com a seguinte distribuigao :

— .m(V-I)

Vi v o(y,)
0 1
1 p

Notar que x =-2 Vi *°" parametros p e N.
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A partir deste facto:

1). Sendo x uma varidvel casual com adistribuicéo
de Bernoulli, obter E (x) e V(X) mediante as suas
relacées com E (y") e V (y,);

2). Achar a funcgédo caracteristica da distribuicédo
binomial e deduzir dela E (x) e V(x). R:

EW)-EO)=p; V.)- E?)- E*(y)- pn

entdo
1). Ex-E(2y)=2Ey)- pN
(Sy)y=2(y,) =eer-

2). Afuncio caracteristica dadistribuicdo de vy, é:

fitth =E(e”) =pe'+ q.
A funcdo caracteristica da distribuicdo de x é:

nf (M) = @<+ o

E (x)=F (0) =pN
V() =F"(0) - [F (O) = paN.

_Vv

YW o=

F () -
Donde :

SolugBes dos n.°'3110 a 3120 de Zézimo Pimenta de Castro
do Rego.

1. S. C.E.F.— ANALISE INFINITESIMAL — Exame final
— Outubro de 1949.

3121 — Escrever até aostermos do 2.° grau inclu-
sive o desenvolvimente tayloriano da funcéo

segundo as poténcias de (x—1), (y—1) e z—1) . R:

i=» T r-

f(x,y,z) =f(I,1,1) +§ir[ o

(x-1)
e ® LR
R ] S R R Bt

+ 2 137|[(x b2+ (y + (Z_ L 3]
- x-1) (y-1) - x- D @-1) - (y-1) -] + R..

3122 —Sendo A e B dois pontos fixos e Pum
ponto variavel esendo 6um angulo (PA ,PB), mos-
trar que a direcgdo dovector grado € normal em P
a circunferéncia que passa por A,B e P.

3123 — Dada a equagéo

(X*v +2F — xy)ax -~x*dy =0

determinar um factor integrante da forma @ (z)/x*,
sendo z=y/x. R: £e y—xz vem dy=xdz+zdx e a
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equacdo toma aforma (x'z-fx'z)dx +x'dz—0O0.

Midtiplicando  por @(z)/x’ tem-se 9 (z) *(z +z’) dx +
+ 9P (z)dz=0, ecomoo i.° membro €' diferencial exacta:
<, ..., d <p'©) 3z7+1
—?2@ @z+72)- — (=0 ou o = —
oX tp(z) 7’+z

donde o (/*) e, finalmente

c(x’y +y)’
f(z) _ 1
X’ c(X'y+y)

c(z+72)

L S. C.E.F.— ANALISE INFINITESIMAL — Exame final,
época milicianos — Dezembro, 1949.

3124 — Seja A (x,0) o pé da ordenada dum ponto
P dacurva C. Adistancia do ponto A atangente
em P é AM—a. Supondo a constante achar a equa-
cdo dacurva.

R: / Yy
ayl+p° comp dx

dy dx ap dx a

dx dp

X + Ci —arc senh p -* p = senh (x -f- Cj)

dy

v/l+ pz dp A+ P

*senh (x+ Cj) cosh (x+Ci) + C,.

3125 — A curva a-x"=y' (x—x) tem um pontode
inflexdo. Achar adarea limitada pela curva, pela orde-
nada desse ponto de inflexdo, e pela ordenada do ponto
x=2a. R:

- 3 - i
y" = —a(x —a)I *-|--ax(x —«) ', y" =0-*x = 4a
fo<* xdX
21.
J X
Fazendo x—a*=t-', tem-se:
ax dx IV Sx
-7 =2 (aa «at’) dt =
12\/3-8
* aalla

e portanto: A =2(12"3—8)aa\fa-\%

3126 —Achar os maximos e minimos da funcgao:

z=(x+2)(y43)xy.
u:
(2xy +2y)(y +3)=0->y=0 x - -1y=

Afox(x +2)(2y +3)-0 —x-0
dy «
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Os pontos a analisar ~ s&o:

(-1,-3/2) ,(0,0), (-1,0), (0, 3) e
" Ox Oy

= = h 2).
t . 2 (x )

ret devem ser de sinais contrarios para haver maxi-
mos e minimos. A Unica solugdo que serve é (— 1, —3/2)

(-2,-3).

T~ oo 3.8 = (2x+2) (2y + 3),

<X’

pois que neste ponto r,t e s tomam respect/vdmente
osvalores —9/2,-1 e 0 e s°—rt ovalor —9/2<0.
Lof/o hd um minimo para x=—1 e y=—3/2 ¢»e e
z=9/4 .

Solugdes dos ii.°* 3121 a 3126 de Mé&rio S. Madureira

1. S. A — MECANICA RACIONAL E TEOIUA GEBAL DE
MAQUINAS — i.° exame de frequéncia — 1949-50.

3127 — Sendo x ,y,z a coordenadas de P em

relacdo ao triedto Oijk, provar que é plano o
campo vectorial definido pela funcéo :
v(P) ==i -3zj +(3y-x)k.

R : Sejam v (A) e v (B) dois quaisquer vectores do

campo. Por exemplo se
f A (1,0,0)
1B(0,0

V(A)
teremos
1) lr(B)-i-3j
Se considerarmos oplano P=0+> (i43j)—uk (X, u—
—parametros) verifica-se que todos os vectores do campo
lhe sdo paralelos pois, quaisquer que sejam X,y e Zi

é sempre possivel encontrar valores de X e u. tais
X u.

que — = « Sendo 0s vectores normais a este pla-
z x-3y

no da forma a= k (3i-)-j), com k qualquer, ¢é facil de

ver que a derivada dos vectores do campo segundo esta
direccdo 4 nula. Logo, o campo é plano.

3128 —Em relagdo ao triedro Oijk com P

o0 campo vectorial (v) é definido pela fungéo
v (P) =xi +2z] —ilk.

Calcular o fluxo divergente de uma esfera de raio r>

imersa no campo. R : Aplicando o teorema de Oste—

gradski e notando que divv (P) =1, resulta imediata-
mente que ofluxo divergente pedido vale 47rr’/3.

(XVyVZ)

1. S. A — MECANICA RACIONAL E TEORIA GERAL DE
MAQUINAS — 2.° exame de frequéncia — 1950-49.

3129 — A figura representa um trem de engrena-
gens, cuja roda condutora é a primeira da esquerda.
Junto de cada roda estd indicado o seu numero de
dentes. Podera sem alteragdo da razao de transmisséo,
substituir-se este trem por uma Unica engrenagem

48

AO 51
cl Z3
26 3z

35

com a mesma roda condutora? Sendo a resposta afir-
mativa quantos dentes deverd ter a roda conduzida?
R : Sim. 60 dentes.

3130 — O ponto material P esta animado de movi-
mento circular uniforme em relacdo ao triedro Oijk;
o vector deslizante velocidade angular é:

CO - (2,0,0) (4i + 3j).

A partir do instante i=5s no qual ocupa a posi-
cdo "4(2,0,—3), P fica submetido apenas a accgao
de uma forca F, com a direccdo e o sentido de ii e
de intensidade igual a 20 kg. Sabendo que a veloci-
dade de P no instante <=10s vale v (10) = 7i4-24j,
calcular a sua energia cinética neste instante. R:
A velocidade no instante t=5s ¢

v(e)- QA (A—C) 91 4-12 j.
Aplicando o teorema da impulsdo temos :
m (7i 4-24j) - m(-9i + 12j) = i 20ie)«tidt
i
donde, supondo o metro a unidade de comprimento,
m=5 » m. m Entdo a energia cinética pedida sera:
bmv’ = o .5 * (49 4- 576) = 18G2,5kgin.
3131 — Sabendo que o momento de inércia em

relacdo a um plano de simetria da esfera homogénea
de raio R e densidade p vale / = 4irpRVIo, cal-
cular os comprimentos dos eixos do elipséide de
inércia relativo a um ponto da superficie limitante.
R : As faces dum triedro triortogonal de vértice P —
ponto qualquer da superficie da esfera —e em que um
dos eixos coincide com o eixo diametral que passa por P
sdo planos pr incipais de inércia. Referida a este triedro
a equacao do elipséide de inércia em relacdo a P sera :

X’ y’ *
5 * L
8-rc-pR° 28irgR~  28mp R°
Donde vem para comprimentos dos eixos do elipsoide :
15
2TV.R ' rR: V T7T.R"

SolugOes dos u.° 3127 e 1313l do Zézimo Pimenta d» Castro

do Rego.
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LIVROS

A PROPOS D'UN OUVRAGE SUR LA RELATIVITE

Le Théorie de la Relativité restreinte

par O. Costa de Beauregard,
d'ouvrages de Mathématiques a l'usage des physiciens publiée sous la direction de G. Darmois,

préface de L- de Broglie, Collection
Masson

et Cie., Editeurs, Paris, 1949.

La Théorie de la Relativité, dont l'idéal est la
réduction de la Physique a la Géométrie et qui mar-
gue rentrée de la Science dans une ere véritablement
explicative, a donné lieu a la publication de livres
nombreux destinés aux spécialistes, pour ne pas par-
ler de la multitude des essais de vulgarisation de ce
qui n'est pas vulgarisable. Néanmoins, aussi étrange
gue cela puisse paraitre, il n'existe a notre connais-
sance aucun exposé d'ensemble auquel on ne puisse
adresser de tres graves reproches. La plupart des
auteurs, obsédés par le développement historique de
la Relativité, qui ne coincide pas du tout avec son
développement logique, donnent une importance exa-
gérée a l'expérience de Michelson et aux autres expé-
riences optiques sur la propagation de la lumiere et
encombrent leurs exposés d'un certain nombre d'axio-
mes de nature physique dont la formulation et la
portée ne sont pas toujours trés nettes, sans s'aper-
cevoir que ces axiomes sont absolument inutiles et
plutét nuisibles au développement rationnel de la
théorie, car ils ne sont en réalité que des conséquences
de ce développement parmi beaucoup d'autres consé-
quences. D'autre part, ces auteurs, le plus souvent
peu familiarisés, malgré certaines apparences, avec
le calcul tensoriel général et la Géométrie différen-
tielle des variét's multidimensionnelles, répugnent
a un traitement véritablement quadridirnensionnel
(leur emploi craintif et soupgonneux des coordonnées
minkowskiennes est trés significatif a cet égard),
et persistent a vouloir exposer d'abord et avant tout
la Relativité restreinte, alors que cette théorie ne
prend sa véritable signification et ne peut étre vrai-
ment comprise qu'en la considérant telle qu'elle est
réellement, c'est-a-dire comme un cas particulier de
la Relativité générale. On ne comprendra jamais rien
a la Relativité si I'on ne se pénétre pas de la vérité
fondamentale que cette grande théorie est en réalité
et malgré ce qu'on a pu dire une théorie a priori)
dont la validité montre qu'il est possible de cons-
truire une Physique a priori, sans tenir compte des
«décrets» arbitraires et injustifiés par lesqueles on a
voulu interdire une telle construction au nom des exi-
gences mal interprétées de la méthode expérimentale.

La Relativité, dans son ensemble, n'est qu'un déve-
loppement purement déductif a partir du seul pos-
tulat suivant: Le contenant de I'Univers estun espace
de Riemann & quatre dimensions et a métrique hyper-
bolique normale. Ce postulat unique montre que la
Relativité doit étre considérée comme une branche
de la géométrie différentielle; il en résulte d'ailleurs,
d'une part la nécessité logique de donner la priorité
a la Relativité générale et d'autre part le fait que la
Relativité restreinte n'est qu'un cas particulier de la
Relativité générale, puisque toute variété rieman-
nienne a métrique hyperbolique normale est locale-
ment pseudo-euclidienne. C'est ainsi, par exemple,
gue larotation du quadripode géodésique local ortho-
gonal que l'on peut attacher a chaque point de
I'espace-temps riemannien n'est autre que la trans-
formation de Lorentz la plus générale; et que I'opé-
rateur laplacien de cet espace-temps riemannien
(opérateur qui figure nécessairement dans toute
équation de propagation du second ordre et pii est
ici un dalembertien par suite du caractere hyperbo-
lique de la métrique) posséde comme hicaractéristi-
ques, c'est-a-dire comme rayons de la propagation,
les géodésiques de longueur nulle. De la découle
immédiatement l'invariance et I'isotropie de la vitesse
de la lumiere dans le «vide», c'est-a-dire dans un
domaine de l'espace-temps ou la métrique (interne)
peut étre considérée comme pseudo-euclidienne. De
plus, dans les équations du champ, qui expriment sim-
plement la détermination complete de la métrique par
les contenus de I'Univers [par l'intermédiaire des
propriétés intrinséques de la métrique (théoréme de
Cartan)], figure nécessairement un tenseur dont les
propriétés générales (trace non identiquement nulle
et conservation essentielle) sont nécessaires et suffi-
santes pour l'assimiler a un tenseur de densité d'ener-
gie-impulsion d'un fluide répandu dans I'espace-
-temps. Toute la dynamique peut étre déduite de
cette propriété de conservation qui fait nécessairement
jouer aux géodésiques non singulieres un rdle capi-
tal dans les équations du mouvement. Le passage
des équations denBitaires du mouvement aux équa-
tions pour des particules finies fait d'ailleurs appa-
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raitre, en plus des forces habituelles, celles qui
dépendent du spin et de la non-homogéneité du champ.

Il est bien connu que rélectromagnétisme peut étre
juxtaposé —e d'une maniére assez arbitraire d'ailleurs
— a la relativité einsteinienne, mais non pas effecti-
vement incorporé a la théorie. Sans qu'il soit néces-
saire d'abandonner le niveau riemannien, il est cepen-
dant possible de construire une Relativité unitaire en
prenant comme point de départ un postulat unique
beaucoup plus général que le postulat énoncé ci-dessus
et donc celui-ci devient une conséquence. De ce nou-
veau postulat, selon lequel il faut considérer I'Univers
en tant qu'hypersurface déterminée completement,
dans son espace auxilaire ambiant, par ses contenus,
on déduit non seulement la gravitation, rélectromag-
nétisme et Ja Relativité restreinte, mais encore une
Mécanique ondulatoire permettant d'incorporer la
microphysique quantique a la théorie (').

Nous avons tenu a dire ce qui précéde pour bien
faire voir qu'a notre avis la Relativité est une théorie
dont la structure logique impose, a tout auteur qui
veut l'exposer rationnellement, le devoir de la consi-
dérer comme un bloc ou toute séparation est arbitraire
et injustifiée et fait perdre vie et signification a la
partie séparée.

Examinons maintenant, a la lumiere des considéra-
tions précédentes, le livre récent de 0. Costa de Beau-
regard. Il s'agit d'un travail s'occupant uniquement
de la Relativité restreinte et notre opinion générale
est qu'il est presque aussi bon que peut I'étre un
ouvrage détachant du bloc indivisible de la Relativité
I'une de ses parties pour la traiter d'une maniére
autonome ; et l'on peut dire que presque tous les
défauts que nous croyons trouver dans ce livre pro-
viennent du fait essentiel que la séparation de la
Relativité restreinte de I'ensemble de la théorie géné-
rale est une opération arbitraire, logiquement et
didactiquement injustifiée. Des I'Introduction sur
I'historique et I'épistémologie du principe de relativité
(ou cependant l'auteur a trés bien vu que le postulat
de la constance de ¢ équivaut en réalité a une défi-
nition de la vitesse de la lumiére), on peut apercevoir
les défauts intrinséques a un traitement autonome de
la Relativité restreinte. Si, en effet, on considére que
toute variété riemannienne a meétrique hyperbolique
normale est localement pseudo-euclidienne, et sil'on
prend en un point des axes geodésiques locaux ortho-
gonaux, alors, en ce point, les g, étant égaux a $,
il s'ensuit qu'en écrivant la loi ds=g, dx' dx* =0 des
lignes géodésiques de longueur nulle, rayons de la
propagation de tout phénoméne ondulatoire solution

(') Cf. les mémoires de l'auteur de cos lignes sur la théorie
unitaire*
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de ¢ $=tf(x'), on ne peut faire apparaitre une vi-
tesse ¢ dans cette loi qu'en transformant arbitraire-
ment le dx* en dl par un choix arbitraire des unités
fle longueur et de temps. Ainsi envisagée, la cons-
tante c est, par définition, une constante.

Nous remarquons aussi dans I'Introductiondu livre
une hypertrophie du rdle de I'expérience de Michelson
dans la Théorie de la Relativité. L'existence ou la
non existence du «vent d'éthero, sujet tant discuté,
ne prouve en réalité rien sur la validité ou la non
validité de la Relativité. Si I'on venait a déceler, par
des mesures beaucoup plus minutieuses, qu'il existe
réellement un petit vent d'éther, cela ne voudrait
absolument pas dire que la théorie de I'espace-temps
relativiste serait fausse, car cette théorie repose en
réalité sur un principe qu'aucune expérience ne peut
atteindre (cf. plus haut), tant I'évidence de ce prin-
cipe sous la lumiére de raison est immédiate. Un tel
résultat experimental signifierait simplement que,
contrairement a I'hypothése einsteinienne sur la pro-
pagation de la lumiére (hypothése qui, malgré ce
qgu'on en a dit, n'appartient pas du tout au corps des
axiomes fondamentaux de la Relativité),- la loi de
cette propagation n'est pas ds-=0 mais une autre
loi dont tfs' =0 n'est qu'une trés bonne approximation.
C'est ainsi que dans notre théorie unitaire ds’=0 ne
régit que la propagation des phénomeénes gravifiques

purs, tandis que la propagation d'un phénoméne
électromagnétique, comme la lumiere, s'écrit tffy =
= m,dx' dx=0 , ou w, désigne le tenseur métrique

externe de Il'espace-temps, considéré, d'aprés notre
théorie, comme une hypersurface de classe 1. Les
lignes asymptotiques d'équation rff" =0 de I'espace-
-temps différent en général trés peu des géodésiques
de longueur nulle d'équation ds*=0, mais cette dif-
férence peut néanmois devenir sensible dans le cas de
la propagation de la lumiére dans un champ électro-
magnétique statique suffisamment puissant : il doit
alors y avoir, selon notre théorie, un tout petit vent
d'éther (sur cet effet, voir Comptes rendus Aead. Se.
Paris, 226, 1948, p. 2051). Il faut ajouter que la
déviation einsteinienne des rayons lumineux dans le
voisinage des grandes masses, comme le soleil, n'est
pas une preuve de la Relativité générale, car d'une
part la propagation de lumiéere satisfaita rfirt=0 et
non a ds-=0, et d'autre part, par suite de la symétrie
sphérique des champs, les lignes données par  rfi’’=0
coincident, dans le voisinage de l'astre, avec celles
dont la loiest <x=0.

La deuxieme partie de I'Introductions'occupe de la
théorie des tenseurs cartésiens, nécessaire et suffi-
sante pour exprimer mathématiquement la Relativité
restreinte. Ici aussi les désavantages de I'étude indé-
pendante de la Relativité restreinte sont évidents.



46

En se bornant a «les systémes de coordonnées pour
lesquels les g, sont constants, on n'arrive pas a
saisir dans sa profondeur la notion générale de ten-
seur et l'exposé prend je ne sais quelle sécheresse,
qgue l'on rencontre d'ailleurs chez la plupart des au-
teurs francais, jusqu'ici assez imperméables a l'influ-
ence des écoles italienne et américaine de Géométrie
Différentielle. Le Calcul Tensoriel ne dévoile sa véri-
table signification, et ne devient I'instrument mathé-
matique par excellence de la Théorie dela Relativité,
gu'en le traitant suivant les méthodes de son fonda-
teur Ricci, qui font jouer aux formes quadratiques
différentielles et a la recherche de leurs invariants le
role essentiel.

Dans le premier Chapitre, l'auteur traite la Ciné-
matique relativiste, préparant ainsi le lecteur a l'ex-
posé de la Dynamique, qui est la partie la plus déve-
loppée de l'ouvrage. La cinématique relativiste repose
sur les propriétés du groupe de transformations de
Lorentz, sous groupe du groupe des rotations des
qguadripodes géodésiques locaux orthogonaux que I'on
peut attacher en chaque point d'une variété de Rie-
mann quadridimensionnelle et a métrique hyperbo-
lique normale. Du fait qu'il s'agit ici de propriétés
essentiellement locales, donc pseudo-euclidiennes, il
n'y a pas d'inconvénient & traiter cette partie de la
Relativité sans sortir du cadre de la théorie restreinte,
mais ces circonstances sont exceptionnelles. C'est
surtout en Dynamique que les difficultés provenant
du désir de ne pas dépasser la théorie restreinte
s'avérent redoutables. Un fait fondamental devrait
inciter les auteurs a ne pas essayer d'exposer la Dy-
namique relativiste sans prendre pour base la théorie
générale. 11 s'agit du fait que la loi fondamentale de
la Dynamique n'est que la propriété essentielle de
conservation du tenseur T, de densité d'énergie-im-
pulsion qui figure dans les équations du champ de
la Relativité générale, conservation qui n'est elle-
méme que la conséquence immédiate des propriétés
fondamentales du tenseur purement géométrique

R, ——(iT+X,) g. de ces équations. Ainsi, en Rela-
tivité, la Dynamique ne doit pas étre considérée
comme une théorie autonome ayant ses postulats pro-
pres, mais au contraire comme une conséquence des
postulats infiniment plus généraux qui constituent
I'essentiel de la Théorie générale et qui sont expri-
més par les équations du champ. Quand on oublie ce
fait fondamental, on est obligé de déduire la Dyna-
mique relativiste au moyen de certaines généralisa-
tions, assez arbitraires et sans justification vraiment
profonde, de la Dynamique newtonienne. Ce faisant,
on suit probablement le chemin du développement
historique de la Relativité, mais on ne suit certaine-
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ment pas le chemin logique, et par ailleurs on ne res-
pecte pas la hiérarchie des postulats. Plus encore, on
confond principes et conséquences.

Les équations du champ de la Relativité générale
expriment la détermination de la métrique interne g,
de I'espace-temps par les contenus «matériels» T, de
I'Univers (et inversement). Cette détermination s'opére
par l'intermédiaire des propriétés intrinséques de la
métiique construites avec les g, par un théoréeme
fondamental de Cartan. Toute autre fonction des g,

1 .
que la fonction R, (if+ X)g. qui résulte du
2

théoréme de Cartan introduit nécessairement des élé-
ments arbitraires dans les équations du champ, et est a
rejeter par une théorie qui doit, selon nous, exprimer
gue I'Univers est représenté par un étre mathémati-
gue complétement autodéterminé. En conséquence,
tant que l'on fait jouer au théoréme de Cartan un rdle
central et tant que l'on part d'espaces riemanniens
ou les g, sont nécessairement symétriques, les postu-
lats de base de la théorie de la Relativité conduisent
nécessairement a un tenseur de densité d'énergie-
-impulsion essentiellement symétrique. Or, nous pen-
sons que l'introduction d'espaces non-riemanniens en
Théorie Unitaire est inutile et injustifiée, non seule-
ment parce qu'on est loin d'avoir utilisé toutes les
ressources de la Géométrie riemannienne, mais en-
core et surtout parce gu'en mettant a la base de la
Théorie Unitaire la notion d'étre mathématique
complétement autodéterminé, on peut montrer (ti'd.
supra, note 1) que la structure du contenant de I'Uni-
vers doit étre une structure d'hyper surface rieman-
nienne. On comprend deés lors que nous ne soyions pas
convaincus par les raisonnements de l'auteur de I'ou-
vrage ici analysé qui tendent a montrer que le ten-
seur rnicrophysique de densité d'énergie-impulsion
n'‘est pas symétrique. L'auteur arrive & cette conclu-
sion en analysant les conséquences de l'existence du
spin ou moment cinétique propre. Pour lui, I'influence
du spin se manifeste déja explicitement dans les
équations densitaires du mouvement, tandis que pour
nous cette influence n'est qu'implicite dans les équa-
tions densitaires, et n'apparait explicitement qu'en
opérant la transition des équations densitaires du
mouvement vers les équations du mouvement de par-
ticules finies.

Pour les raisons indiquées au début de cette analyse
nous avons uniquement insisté sur ce que nous croyons
étre des défauts de l'ouvrage, sans parler de ses méri-
tes. Ces mérites sont d'ailleurs évidents: il suffit de
feuilleter le livre et de le comparer a tant d'autres
exposés pour qu'ils apparaissent immédiatement.

Aotoniu Cfiao
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PROBLEMAS

SOLUCOES

2397 (Gaz. Mat. n.° 31) — Se os nUumeros comple-
xos Zi, z,, z,, e z, sdo tais que

l«1-22"H * 2 -3!= I"3~4 1= 1"4-«1 1,

Zj—z . L
entdo zi+ Z3= zj+ 1z, e é um imaginario puro.
zZJ)-Z4
B : Como o mddulo da diferenca de dois complexos mede
o comprimento  do segmento de recta que tem para  extre-
mos as suas imagens no plano de Argand, o  quadrila-
tero que tem para vértices as imagens rfe zj, zj, zj, e z
é um losango, em que zi e z, correspondem a  vértices
opostos, 0 mesmo sucedendo a z, e z,. Entho zj+ z, tem

por imagem o simétrico da origem em relacdo ao ponto
de cruzamento  das diagonais do losango, z,+ z, tem por
imagem o mesmo ponto, sendo, por isso, zj z.,=z,+z,.
Em virtude das diagonais do losango serem  ortogonais,
1—-3
0 arqumento  principal ~ de ) (diferenga  dos arj/it-
—4
ir
mentos de Z|—z, e z,—z$) é igual a X —, 0 que si-

gnifica que aquele cocitnte é um imaginar iopuro, c.g. d.
2398 (Gaz. Mat. n.° 31) — Mostre que ¢é igual a
1 o determinante |aj|, (,j=1,2 n) , assim

As resolucbes de problemas
Para facilitar ~ a organizacio
papel, utilizada

propostos

derem ser enviados
da seccdo, pedimos
s6 de um lado (onde outros assuntos

RECEBIDAS

definido: a)=a) = 1(»,j=1,2 *s*-,n) e
a~' +a)_,=oj(t,y-2,3,—,»).

R : Vamos proceder por inducdo. Para n=2, |ag |—
= j| 1 =1. Admitamos que para n=p se tem ainda
|aj|=1 e vamos mostrar que, nesta hipotese, se tem
também |aj| = 1. Com efeito, conservando a, e substi-
tuindko aj por aj—aj( (j>1) , obtém-se um determi-
nante |bj| —lal [ em que b,=1(i=1, 2, ¢ p+1),
b/-0(j-2,3,-,p+l)ebi-as-" (i,j-2,3,...,p+l),
em virtude de ser aj'+ aj_i= aj. Baixando de ordem,
encontra-se 0 determinante [cj| = |bj] em que
c;=1(-1,2,---,p) e
ci—I>fti (i-2,3, —,p; j=1,2,-,p).
[Substituindo  neste determinante cj por cj—cj obtém-

-se finalmente o determinante jdi|=]c | em que

dj-di-1 e di= aj(i.j, = 2,3,--.,p),
quer dizer, obtém-se 0 determinante
que, por hipétese é igual a 1, o que prova a
do enunciado.

|aj | para n= p,
veracidade

Solugdes dos m** 2397 o 2398 de José C. Morgado

para a Redaccdo da aGazeta de Matematica».

e da morada do autor.

recebidas de cada

e mencionam-se

Das  resolugbes problema

BOLETIM

proposto
os autores de todas as resolucbes correctas e s6

que cada resolugdo seja transcrita numa folha de
ndo sejam tratados), com a indicagdo do nome
pu/>lica-se a melhor ou uma das  melhores

destas.
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83 — CASTELNUOVO, EMA — Geometria In-
tuitiva per le Scuole medie inferior!, com 414 di-
segni e 19 riproduzioni arMstiche e oltre 750
esercizi e complement — Casa Editrice R. Carabba
S. A. Lanciano—Roma. Prego 500 liras.

Desde h& muito que os metoddlogos, e até mesmo
0s que o0 ndo sdo, procuram que a matematica, por
sua natureza arida quando apresentada sem ligacéao

com os factos da vida corrente, seja ensinada aos que
principiam, duma forma atraente, enquadrando-a nos
centros de interesse do aluno, levando-o a compreen-
sdo do facto matematico como representacdo adequada
dos fendémenos de observacdo comum, e mostrando a
sua necessidade e vantagem para a solugdo de tantos
problemas que diariamente a vida nos pde. Um ensino
que ndo tem em conta esses casos da vida didria,
aparece ao aluno sem interesse e destituido de utili-



dade. Em geral a reaccdo de quem contacta pela pri-
meira vez com um facto novo, na matematica, o qual
lhe é apresentado sob uma formapuramente abstrata,
é perguntar para que é gue aquilo serve.

O critério de utilidade que domina a aquisi¢cdo de
conhecimentos novos, tdo vivo por toda a parte, tem
que ser aproveitado para facilitar o ensino, em par-
ticular das partes mais abstractas das matematicas.
Por isso o seu ensino, pelo menos nos primeiros
passos da iniciacdo deve ser feito o mais possivel, com
vista a aplicacdo imediata, e comecar mesmo pela
apresentacdo e lesolucdo de problemas que o aluno
conhega ou que sejam de facil apreenséo.

A escolha criteriosa dos exemplos que hao-de ser-
vir de base a exposi¢cdo ao assunto, criando o inte-
resse pela coisa, € tarefa bem dificil que sé aquele
que muito contacta com o ensino vivo da matematica,
pode avaliar.

Mais dificil ainda é encaminhar o aluno para a
participacdo no trabalho criador levando-o progres-
sivamente, a sentir a necessidade de um raciocinio
puramente légico. Partir do objecto concreto, interes-
sando-o pelo trabalho, de modo a que o aluno tenha
a impressdo que é em boa parte de fido a esforgo pro-
prio que é conduzido a descoberta das verdades ma-
tematicas, e leva-lo por fim ao campo da justificagéo
légica dessas verdades.

Foi este o espirito e os fins que a autora se propo0s,
no livro que relatamos, e consegue-os em absoluto,
estamo~ disso convencidos. E a sua autora, professora
de matemética das escolas italianas, filha do matema-
tico, professor Castelnuovo, e alia a um conhecimento
seguro da matéria que trata, necessario a quem escreve
em especial um livro didatico, o conhecimento do ma-
terial humano com que o professor tem de trabalhar,
pela sua longa préatica de ensino, e estudo das ques-
tdes de pedagogia da matematica a que se dedica.

Na exposi¢do dos assuntos, o método seguido opde-
se decididamente a rotina da maioria dos livros em
uso, por qudasi toda a parte e a autora ndo se julga
diminuida por fazer apelo a intui¢cdo, que sem com-
prometer o rigor da exposi¢do, facilita o estudo das
questdes a tratar O proéprio titulo do livro nos indica
o uso e aplicacdo que a autora faz da intuicdo, para
0 que a geometria tanto se presta.

E um livro claro, cheio de boas
muitos exercicios.

Eis portanto um livro cuja leitura é de aconselhar
aos nossos professores, tanto mais que para o ensino

gravuras e de
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da geometria no 1.° ciclo dos nossos liceus, se deter-
mina o uso, pelos programas actuais, de método ana-
logo ao seguido neste livro. Se bem que ele seja diri-
gido a alunos, cremos que ali, o nosso professor,
encontrard muitas sugestdes para o seu ensino.

José dn Silva Paulo.

84 — ADAM, PEDKO POIO — Curso de Geometria
Métrica — Tomo Il— Complementos — Madrid —
1948. Preco 80 pts.

Vem esta noticia um pouco atrazada em relacéo
a data da publicagdo do livro, mas ndo porque néo
tenha sido grande a satisfacdo com que lemos este
2. e ultimo volume da obra do sr. Adam.

O primeiro tinha-nos feito desejar o breve apareci-
mento do segundo, o qual foi lido de um félego, logo
que nos chegou as maos, e sO6 questdes de ordem
particular impediram que imediatamente déssemos
noticia dele.

N&o desmerece este volume do anterior e é um di-
gno complemento dele. Escrito da mesma forma clara
e atraente sem perder nada do rigor que caracteriza
toda a obra, trata este volume de trigonometria recti-
linea e esférica, nocdes de geometria projectiva e
conicas.

Em apéndices sdo postas as questdes da irresolu-
bilidade de alguns problemas (problemas classicos,
irresolubilidade por radicais, transcendéncia de e eir),
e indemonstrabilidade do postulado de Euclides.

Como o primeiro volume é este um excelente livro
que da termo a muitas questdes enunciadas ou apon-
tadas naquele, e estd cheio de exercicios e notas que
pde o leitor em contacto ndo sé6 com todos os pro-
blemas classicos, os mais variados mas também com
0os problemas actuais da geometria.

Aconselhamos vivamente a sua leitura a quem
deseje ter uma ideia panoramica segura do estado
actual da geometria elementar.

E claro que, pelo seu formato, o livro néo trata
todas as questdes de modo exaustivo, mas 6 verdade
que fornece bibliografia que permite ao interessado
aprofundar as questdes de que o livro trata e da, em
geral, uma ideia suficientemente clara.

O livro que se destina a alunos que se preparam
para admissdo a Escolas Superiores espanholas, ndo
deixa de ser util aos professores.

José da Silva Paulo.
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