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Sur certaines équations f(x,y,±,p,q)=0 
par Georges Bouligand (Paris) 

1. I l s 'agira d ' é q u a t i o n s où / est un p o l y n ô m e d u 
second d e g r é en p , q. Ce type (T) est souvent pr is 
comme exemple, pour raison de s i m p l i c i t é , quand on 
s'occupe du problème de Cauchy. I l é m e r g e aussi à propos 
de c o n s i d é r a t i o n s sur les systèmes triples orthogonaux. 
E n prenant dans une r é g i o n de l'espace deux tels 
s y s t è m e s , on obt ient en chaque po in t deux t r i è d r e s de 
directions principales qu i , é t a n t t r i rectangles , sont sur 
un m ê m e cône du second d e g r é . Une é q u a t i o n / = 0 
d u type plus res t re int obtenu de la sorte se t rouve 
donc admettre pour solutions les surfaces des six 
famil les constituantes; tandis que, dans le type (!T) 
g é n é r a l , une é q u a t i o n / = 0 est d é t e r m i n é e par c inq 
famil les à un p a r a m è t r e de surfaces i n t é g r a l e s , sans 
que cela entraine de d r o i t l a connaissance d'autres 
famil les de cette nature. 

Ces rapprochements fon t pressentir le c a r a c t è r e un 
peu composite de la p r é s e n t e note, c a r a c t è r e r e n f o r c é 
par des soucis concernant l'épiste'mologie des pro­
blèmes, dans le sens de certaines de mes publ icat ions 
a n t é r i e u r e s ( 4 ) . Beaucoup de questions seront d 'ai l leurs 
p o s é e s , sans plus. 

2. J 'appel lerai problème P la recherche d'un é l é ­
ment e m p r u n t é à une catégorie Knettement d é l i m i t é e 
et soumis à des conditions a s s i g n é e s . Je supposerai 
l ' invar iance de K et des dites condit ions par uti g rou ­
pe G de t ransformat ions , dont chacune est un auto-
morphisme de K sur e l l e - m ê m e . L'ensemble des solu­
tions de P p o s s è d e alors la m ê m e p r o p r i é t é d ' inva­
riance 1G mais celle-ci peut ou non se produi re pour 
une solut ion prise i s o l é m e n t . L ' invar iance a l i eu 
par exemple s i cette solut ion convient , cela à titre 
unique, à un p r o b l è m e P j d é d u i t de P par ad jonct ion 

(') C f . Q, B O U L I G A N D — L e s principes de l'Analyse géométrique, 
t. I I , f a s c . A , c h . I , p. 1 et 10; c h . V I I , p. 108 ; c h . I X , p. 143, 
16D, 170, 181. 

de condi t ions s u p p l é m e n t a i r e s soumises à l a m ê m e 
h y p o t h è s e d ' invar iance IG que ci-dessus. L a conclu­
sion peut encore subsister, m ê m e s ' i l n 'y a pas u n i c i t é , 
lorsque certaines m o d a l i t é s topologiques sont r em­
pl ies : te l le , l'absence de solutions a rb i t ra i rement v o i ­
sines de S , au cas o ù G est un groupe de L i e . 
Mais , si l 'on ne f a i t aucune h y p o t h è s e a d é q u a t e , l a so­
l u t i o n S ne par t i c ipe pas en g é n é r a l , au c a r a c t è r e 
d ' invariance I 6 . U n exemple banal est ce lu i où, K 
é t a n t le p lan eucl idien, on donne un champ vec tor ie l 
i n v a r i a n t par les rotat ions autour d 'un p o i n t f i x e O: 
les courbes tangentes au champ en chaque po in t ne 
sont pas en g é n é r a l des cercles de centre O. C'est 
l'ensemble de ces courbes q u i reste i n v a r i a n t par 
ro t a t i on . 

I l y a pour tan t des cas voisins où cette remarque 
simple a é t é m é c o n n u e : tels les premiers essais sur 
les f igures d ' é q u i l i b r e d'une masse f l u i d e h o m o g è n e 
on ro ta t ion un i forme autour d'un axe, sous inf luence 
de l ' a t t rac t ion newtonienne. Certains ont d'abord 
p e n s é que chaque f i g u r e d ' é q u i l i b r e est de r é v o l u t i o n 
autour de l'axe (*). 

3. A la suite de ces g é n é r a l i t é s , prenons le p ro­
b l è m e de Cauchy pour une é q u a t i o n 

f ( x , y , z , p , q)=0 

et pour une courbe d o n n é e Co lorsque / = 0 et C0 pos­
s è d e n t l ' invar iance par r appor t à un groupe con t inu 
G à un p a r a m è t r e . T o u t cela r é p o n d bien aux suppo­
s i t ions du n.° 2. 

( ' ) L A O R A N O E a ó t ó c r i t i q u é à cet é g a r d en d i v e r s t e x t e s 

(Not ice de L E J E U N E - D I R I C H L E T , t. I , p. 1 9 des Gesammelle Werke 

de J A C O B I ; t . I I d u Système du Monde, 2." é d . n p a r G . de P O N -

T É C O U L A N T p. 438 et 567.) M a i s ce n'est pas pour recours à d e s 

c o n s i d e r a t i o n s de s y m é t r i e douteuses . 

A y a n t correc tement f a i t l a mise en é q u a t i o n s pour le cas des 

e l l i p s o ï d e s , L A G R A N O B oub l i e s e u l e m e n t l a s o l u t i o n a u x t ro i s 

a x es I n é g a u x qu ' i l é t a i t r é s e r v é à J a c o b i de d é c o u v r i r . 
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J ' a i d é j à s i g n a l é à cet é g a r d (1) deux points impor ­
tants. 

a) D 'une par t , le p r o b l è m e P actuel admet des so­
lut ions , e n g e n d r é e s par des courbes C, q u i à l 'exem­
ple de Cq , sont des t rajectoires du groupe G et 
qu'on t rouve en r é s o l v a n t le p r o b l è m e de Cauchy 
pour une é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e ordinai re du pre-

/ dz\ _ 
mier ordre, à savoir / { y , s , 0 , — ) 0 s i C0 est 

\ < W 
Ox et G est le groupe des translat ions p a r a l l è l e s à 
Ox ( 2 ) . I l a r r ive m ê m e qu'on obtienne a ins i toutes 
les solutions de P : cela se p r o d u i t quand, par ad jon-
t i o n à l ' énoncé de P d'une condi t ion s u p p l é m e n t a i r e 
e l l e -même invar ian te par G, on assure l ' u n i c i t é , pour 
la solut ion du nouveau p r o b l è m e Pi q u i se p r é s e n t e 
alors. E n a t te ignant cette u n i c i t é , on assure l ' i n v a ­
riance par G de la surface i n t é g r a l e d e m a n d é e dans 
P j , ou encore, le f a i t qu'elle se laisse engendrer par 
des t rajectoires de G . 

b) D 'au t re par t , un t e l mode de g é n é r a t i o n peut se 
t rouver exclu, fau te de pouvoir , dans les condit ions 
i n d i q u é e s , tabler sur le passage de P à un certain 
P i à solut ion unique. J 'a i d é j à s i g n a l é , sous forme 
analyt ique, le cas où P est le p r o b l è m e de Cauchy 
pour qy — z = 0 et l 'axe Ox. L ' i n t é g r a l e g é n é r a l e est alors 
c o n s t i t u é e par les cono ïdes d'axe Ox et de plan directeur 
J/Oz, lesquels conduisent bien à l ' é q u a t i o n i n d i q u é e . I l 
est c la i r que l 'un deux, pr is au hasard, ne se r é d u i t pas 
à un cyl indre de g é n é r a t r i c e s p a r a l l è l e s à Ox . Dans 
ce cas, l ' invar iance par les t ranslat ions le l ong de Ox 
a l i e u pour l ' é q u a t i o n d o n n é e et pour C 0 ; elle a l ieu 
aussi pour l'ensemble des solutions, mais elle dispa­
r a i t pour une solut ion prise au hasard. 

V o i l à le type de s i n g u l a r i t é sur lequel j ' i n s i s t e i c i , 
et q u i dans l 'exemple c i t é p rov ien t de l ' annula t ion 
des coefficients sur Ox , j o u a n t le rSle de l igne C. 
Cette annula t ion e m p ê c h e de pouvoi r r é a l i s e r les 
h y p o t h è s e s q u i e n t r a î n e r a i e n t l ' u n i c i t é de certaines 
solutions passant par C . 

3 . b u Tous les exemples qu 'on peut t i r e r du p r é c é ­
dent par le j e u d'une t rans format ion ponctuelle s'at­
tachent à des é q u a t i o n s qu i sont l i n é a i r e s en p,q-
I l n'est pas i n u t i l e de donner un exemple de la m ê m e 
nature pour une é q u a t i o n non l i n é a i r e . On prendra l a 
suivante 

(E) pqz ( x 2 - y-"-) 4- py (z 2 + x 2 ) - qx (z 2 + y 2 ) - 0 

laquelle admet le groupe G des h o m o t h é t i e s par rap-

(') G . B O U L I G A N D — S u r le problème de Cauchy—Bull. Se . 

M a t h , 2, L X , 1936, p. 20G-209. 

(-) A u m o i n s l o c a l e m e n t , on é t a b l i t que les autres cas de P 

p e u v e n t se r a m e n e r à c e l u i - l à p a r une t r a n s f o r m a t i o n ponctue l l e 

a p p r o p r i é e . 

p o r t au po in t 0 et a insi , p o s s è d e une f ami l l e d ' i n t é ­
grales q u i sont r é d u i t e s à des cônes de sommet 0. 
Leurs traces sur Je p lan z = l v é r i f i e n t une é q u a t i o n 
d i f f é r e n t i e l l e ordinaire , obtenue en é c r i v a n t que le 
vecteur ( p , q , — l ) normal à un de ces cônes est 
c o l i n é a i r e au vecteur (— y'z , z , xy' — y) r e p r é s e n t a n t 
le p r o d u i t vector ie l de (1 , y' , 0) e t (x , y , z ) . D ' o ù 
l ' é q u a t i o n c h e r c h é e 

y ' z 1 

1 + ) / 2 1 + x 2 

On trouve des cônes du second d e g r é 

( r ) x 2 + y 2 + z 2 — 2 mxy — m2 z 2 = 0 

Soit maintenant posé le p r o b l è m e de Cauchy pour 
l ' é q u a t i o n (E) et pour une droi te issue de 0 ( laquelle 
est bien invar ian te par G) . I l est fac i le de vo i r que 
si cette droi te A ne c o ï n c i d e avec aucun des axes, cha­
cun des deux cônes ( toujours rée l s et d is t incts) de la 
f ami l l e r passant par cette droi te j o u i t de la p r o p r i é t é 
d ' u n i c i t é pour le p r o b l è m e P ( de Cauchy concernant 
E , a ins i que A , lorsqu'on chois i t une des bandes f o r ­
mées , sur l 'un de ces cônes , par les é l é m e n t s de con­
tac t ayant A pour support ponctuel . 

Mais tou t change quand A co ïnc ide , soi t avec O x , 
soi t avec Qy. I l s u f f i t pour s'en convaincre de 
noter que (E) admet, pour toute valeur de l a cons­
tante X, la so lu t ion z = Xxy. 

Cela donne pour i n t é g r a l e s des p a r a b o l o ï d e s hyper­
boliques passant par Ox et par Oy. L e p r o b l è m e de 
Cauchy, p o s é pour (E) et pour l 'une de ces droites, 
admet donc bien une i n f i n i t é d ' i n t é g r a l e s q u i ne sont 
pas r é d u i t e s à des cônes de sommet 0. I l subsiste 
d 'ai l leurs la question de vo i r s ' i l n'en ex is te ra i t pas 
d'autres encore. 

4. Les c o n s i d é r a t i o n s de l'exemple ci-dessus von t 
nous servir de t r ans i t ion vers un ensemble de sujets, 
q u i semblent peu é t u d i é s , et dont le t h è m e essentiel 
est la mise en relat ions des s y s t è m e s t r ip les or tho­
gonaux avec certaines é q u a t i o n s f (x , y , z,p , q) -=0 . 

Prenons d'abord pour / um p o l y n ô m e du second 
d é g r é quelconque en p, q : ce q u i condui t à une 
é q u a t i o n / = 0 que d é t e r m i n e n t 5 famil les d ' i n t é g r a l e s 
à un p a r a m è t r e , pou rvu qu'en un po in t courant M, les 
5 normales aux surfaces de ces fami l les passant en 
M d é f i n i s s e n t sans a m b i g u ï t é un cône d u second 
ordre. Si 3 de ces famil les 

9l <> ! V ; z ) = a i ! 92 = "Z, 93 =• «3 

in t roduisent une t ransformat ion localement b i u n i v o -
que, cela permet t ra de ramener / = 0 à la forme 
canonique 

( K ) pq + A (x , y , z) q + B (x , y , z) p = 0 
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ou i n d i f f é r e m m e n t 

A B 
l + - + - = 0 

P ? 

forme englobant l ' é q u a t i o n (E) du n.° 3 h i \ Chaque 
plan p a r a l l è l e à un plan de c o o r d o n n é e s est alors une 
i n t é g r a l e et i l s u f f i t de 2 nouvelles fami l les F' e F" 
d ' i n t é g r a l e s pour f i x e r l ' é q u a t i o n . L e cône des nor­
males en un po in t M contient alors les p a r a l l è l e s aux 
axes issus de M, les normales à chacune des surfa­
ces passant par M dans F1 et F" : ce qu i le d é t e r ­
mine en g é n é r a l . A i n s i , dans le cas de (E) , la d é t e r m i ­
nat ion du cône des normales peut s'achever en 
recourant à la double f ami l l e FI, , F" c o n s t i t u é e par 
les cônes ( r ) . Notons encore, qu'en posant 

U = z ' + I / 2 , u = a ' -f- as2 , 

(E) a deux fami l les F\ , F{ d ' i n t é g r a l e s obtenues en 
prenant U fonc t ion de u seul. E n effet , cela con­
d u i t à prendre 

dU 
pz = - - ( i + pz) 

du 
y + qz ^ 

dU 

du 

d 'où , en por tan t dans (E) les valeurs de p et de q 
e x p r i m é e s en U1 ( = dU/du) et s i m p l i f i a n t 

(U-u)U< 

ou 

d ' o ù 

• + V< u + U = 0 
1 - V 

U-uU'z = 0 

\J ~U + sju = const. 

Les famil les FJ, F'{ sont donc obtenues comme l ieux 
de points dont la somme ou la d i f f é r e n c e des dis tan­
ces aux axes O x , O j / sont constantes. Dès lors les 
intersections des surfaces de ces fami l les forment , 
comme i l est connu, les t ra jectoires orthogonales aux 
p a r a b o l o ï d e s xy = xz, surfaces qu i p a r a c h è v e n t avec 
celles de F\ , F" un s y s t è m e t r i p l e , c o m p o s é de 3 f a ­
mil les d ' i n t é g r a l e s de ( E ) . 

4 b l". Soient maintenant deux s y s t è m e s t r ip les or tho­
gonaux quelconques STOi , STOz . E n chaque po in t 
M, in terviennent deux t r i è d r e s t r i rectangles dont les 
a r ê t e s sont les directions principales. Ces deux t r i è ­
dres son sur un m ê m e cône du second d e g r é - y ( A f ) . 
L ' é q u a t i o n aux d é r i v é e s part iel les ayant f (M) pour 
cône des normales sera de l a forme 

( K , ) Ai + Bi (q*-l) +2Cpq + 2Aq + 2 S p = 0 

E n par t icu l ie r , s i ST02 se r é d u i t aux t rois famil les 
de plans p a r a l l è l e s aux plans de c o o r d o n n é e s , fami l les 
q u i const i tuent le s y s t è m e n o t é stot cette é q u a t i o n 
par annula t ion de A± et de Bi, prendra la forme 
( K ) . 

A supposer que ces é q u a t i o n s puissent ê t r e de 
quelque u t i l i t é p ra t ique pour l a recherche de s y s t è m e s 
t r ip les orthogonaux, i l est i n d i q u é d ' é t u d i e r d 'abord 
l ' é q u a t i o n ( K ) . I l s 'agira donc de d é c i d e r dans quelles 
condit ions i l existe pour ( K ) 3 fami l les d ' i n t é g r a l e s à 
un p a r a m è t r e , et qu i conduisent à un STO d i s t inc t de 
ajo. Q u ' i l s'agisse de ( K ) ou de ( K j ) cela se p ro ­
d u i t d 'ai l leurs, avec appar i t ion d'une f ami l l e c o n t i ­
nue à un p a r a m è t r e de STO, lorsque les fonct ions de 
x ,y ,z d é s i g n é e s par des grandes lettres et f i g u r a n t 
comme coefficients se r é d u i s e n t à des constantes. 
Tou te g é n é r a t r i c e du cône y (M) peut alors jouer le 
rô le de d i rec t ion pr inc ipa le pour un de nos STO. 

Mais pour une é q u a t i o n du type ( K ) choisie d'une 
m a n i è r e quelconque, on pressent qu'elle ne f o u r n i t 
aucun STO d i s t i nc t de sto. A cet objet , prenons 
une fonc t ion de p o i n t h (M) dont les surfaces de n iveau 
ne forment pas une f ami l l e de L a m é . E n chaque p o i n t 
M, faisons passer .le cône j ( M ) par les t rois pa ra l ­
lèles aux axes et par les deux tangentes pr incipales 
à la surface de niveau de h qu i passe en ce po in t . 
Nous aurons une é q u a t i o n d u type ( K ) dont le mode 
d 'obtent ion, sans donner de cer t i tude n é g a t i v e , laisse 
cependant peu d'espoir d 'obtenir un STO. 

E n effet, à supposer qu 'un te l STO existe sa re ­
cherche p o u r r a i t s'amorcer à p a r t i r du pr inc ipe su i ­
vant, applicable i n d i f f é r e m m e n t à la forme ( K ) ou ( K j ) 
de l ' é q u a t i o n / = 0 . Envisageons une surface i n t é ­
grale s. E n un po in t M , le cône -y (M) , q u i porte 
l a normale à s, coupe le p lan tangent su ivant deux 
droites rectangulaires Mu, Mv . Pour que s so i t 
é l é m e n t d 'un STO i n c l u dans l'ensemble des solu­
t ions de / = 0 , i l f a u d r a i t qu'en chaque po in t de s ces 
tangentes Mu, Mv soient principales. Ce sont l à des 
condit ions n é c e s s a i r e s , mais en g é n é r a l non su f f i san­
tes. A y a n t f o r m é l ' é q u a t i o n du second ordre à laquelle 
d o i t sat isfaire * pour que les tangentes rectangulaires 
M u , Mv, soient aussi c o n j u g u é e s , i l f audra chercher 
s ' i l existe des solutions communes à cette é q u a t i o n d u 
second ordre et à la p r o p o s é e / = 0 . S i l 'on a p u d é t e r ­
miner les surfaces s pour lesquelles cette circonstance 
se p rodu i t , et m ê m e si l 'on en a obtenu une f a m i l l e à 
un p a r a m è t r e , on devra encore s'assurer que, pour 
leurs l ignes de courbure d'un des s y s t è m e s , i l existe 
des t rajectoires orthogonales, ce q u i i n t r o d u i t une 
condi t ion nouvelle. Or dans le cas e n v i s a g é à l ' a l i n é a 
p r é c é d e n t , l a f ami l l e d ' i n t é g r a l e s à un p a r a m è t r e dont 
on est p a r t i pour d é t e r m i n e r l ' é q u a t i o n p r é s e n t e b ien 
l a c o ï n c i d e n c e en chaque po in t des direct ions Mu > 
Mv avec les tangentes pr incipales , et ne sa t i s fa i t pas 
aux condit ions s u p p l é m e n t a i r e s dont nous venons de 
parler. I l est à craindre que la m ê m e i m p o s s i b i l i t é 
se p r é s e n t e pour d'autres famil les d ' i n t é g r a l e s q u i 
auraient aussi l a m ê m e p r o p r i é t é de co ïnc idence . 
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Les d i f f i c u l t é s actuelles n 'ont r ien q u i puissent sur­
prendre en des p r o b l è m e s où, au l i e u de chercher des 
i n t é g r a l e s d'une é q u a t i o n aux d é r i v é e s part iel les dont 
chacune se d é t e r m i n e i s o l é m e n t , nous cherchons par 
exemple 3 de ces i n t é g r a l e s u, v , w pour l ' é q u a ­
t i o n suivante sol idaire de ( K ) 

1 A B 

a, » , M, 

en les soumettant à des relat ions mutuelles telles que 
dans le cas p r é s e n t : 

g rad v . g rad w — g rad w . g rad u = grad u. g rad v —0 

I l s 'agi t i c i en f a i t de la c o m p a t i b i l i t é d 'un s y s t è m e 
de 6 é q u a t i o n s du p r é m i e r ordre à 3 fonct ions i n ­
connues, ce q u i ne peut manquer d'amener à des 
calculs assez complexes. I l y aura donc l i eu de com­
mencer, dans le champ d é f i n i par les c o n s i d é r a t i o n s 
p r é c é d e n t e s , par l 'examen de p r o b l è m e s plus simples ' " . 

5. T e l sera le cas de la question suivante : 
On se donne deux equations aux dérivées partielles 

du premier ordre 

/ ( a s , y , s, p , q) — 0 g (x , y , z , p , q) = 0 

qui définissent ou non le même ensemble d'éléments 
( x , y , z , p , q) . On demande s'il existe deux champs 
scalaires u(x, y, z) , v ( x , y, z) tels qu'il y ait ortho-
gonalité entre chaque surface de niveau du premier et 
chaque surface de niveau du second, le long de leur 
intersection, tels en outre que les surfaces u •» CM 
soient des intégrales de / = - 0 , et les surfaces v = const. 
des intégrales de g = 0 ? 

( ) E n m a r g e de notre e x p o s é , i l est bon d ' o b s e r v e r qu'en 
p a r t a n t d'un s y s t è m e t r i p l e or thogonal d o n n é , on p o n r r a tou­
j o u r s l e d é f l u i r comme le s y s t è m e des i n t é g r a l e s communes a u x 
d i v e r s e s é q u a t i o n s f ( x t y , z , P t q ) = 0 t e l l e s que / soit un 
p o l y n ô m e d u s e c o n d d e g r é en P t q , le c ô n e 7(^0 des n o r m a ­
les eu chaque po in t M d e v a n t p a s s e r p a r les t ro i s a r ê t e s d u 
t r i è d r e qui est p r i n c i p a l p o u r le S TO d o o n é en ce po int . C e t t e 
c l a s s e d ' é q u a t i o n s p o u r r a s ' é c r i r e , en a p p e l a n t / ' , ! ' , il" dos 
p o l y n ô m e s du 1er d e g r é en p , q , à coef f ic ients fonct ions de x , y , 
a , sous l a f o r m e 

« B 7 
u v w 

en appe lant a , 3 , 7 des fonctions arbitraires de x , y , z . I l 
est en tendu que chacune des é q u a t i o n s t e l l e que U=0 e x p r i m e 

l ' o r t h o g o n a l i t é d u v e c t e u r p , q,— 1 à u n v e c t e u r u o u 
( A t , Bt Ci) donnant l a d i r é c t i o n d 'une a r ê t e d u t r i è d r e p r i n c i p a l 
en un point c o u r a n t . E n p o s a n t 

U=At î •B,t —a,, r=A> P+B,q —c,, W=A, p + B , q — c,, 

on a u r a donc entre les trois voc teurs » , v , w les r e l a t i o n s 
qui e x p r i m e n t l ' o r t h o g o n a l i t é de deux d'entre e u x . C e s v e c t e u r s 
sont d ' a i l l e u r s c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é s p a r le fa i t qu 'on p a r t 
d 'un S TO d o n n é . 

L a question p o u r r a i t ê t r e é t u d i é e en g é o m é t r i e 
riemannienne, mais sera l i m i t é e i c i au cas euclidien. 
Si l 'on é c r i t sous la forme 

les é q u a t i o n s expr imant que le vecteur ( f , r i , Ç) est 
normal au p o i n t x,y,z à une i n t é g r a l e soit de f—0, 
soit de ( 7 = 0 , on devra prendre 

f ( x , y , z , p , q ) = F ( x , y , z , p , q , - 1 ) 

g ( x , y , z , p , q ) ~ G ( x , y , z , p , q , - l ) 

Les champs scalaires u et v d e m a n d é s seront d é f i n i s 
par le s y s t è m e 

F {x ,y ,z ,u*,uy ,u,) = 0 

(S) G (x , y , z , v, , vv , v,) = 0 

. u„v, + u¥ vv + « , « , = 0 

L a recherche de solutions de (S) s'amorce en notant 
que les surfaces t> = c." sa t is font à l ' é q u a t i o n 

dz «= pdx + qdy 

où p , q sont des fonctions de x , y , z , d é f i n i e s par 
les é q u a t i o n s s i m u l t a n é e s 

g(x,y , z , p , q ) — 0 

a> (x,y ,z ,p,q) =• Up + Vq — W 0 (où U = u x , 

V - u . , W=ut) 

Comme i l est connu, la condi t ion d ' i n t é g r a b i l i t é s ' éc r i t 
alors 

«>* 9p + <V7« + <">* (P9P + 49,) — «S {g* + P9Ò — 
- <», ig, + 99.) • o 

ce q u i , pour un champ vector ie l U, V, W et une g 
quelconques donne l a condi t ion 

(Uxp + V , q - W,)g, + (Uup + V,q— W , ) f f , + 

+ (U,p+ V , q - W,) (pgp + qgt) -

-(Ugx+Vg„ + Wg,)=0 

p, q r e p r é s e n t a n t l ' un des couples de valeurs, fonc­
tions de x , y , z, U, V , W, d é t e r m i n é s par g = 0, 
a> = 0 . Lorsqu 'on chois i t pour (17, V , W) le g ra ­
dient de u, on est a ins i condui t à une é q u a t i o n 
aux d é r i v é e s part iel les du second ordre, l i n é a i r e par 
r appor t aux d é r i v é e s secondes. E n g é n é r a l la pre­
m i è r e é q u a t i o n F = 0 du s y s t è m e (S) n'a en commun 
avec l ' é q u a t i o n a ins i f o r m é e d'autre so lu t ion que 
u = const. Sauf en des cas par t icu l ie rs , i l n 'y a donc 
pas de s y s t è m e doublement or thogonal comprenant 
une f ami l l e à un p a r a m è t r e d ' i n t é g r a l e s de / = 0 et 
une f ami l l e anologue pour g = 0 . 

6. C'est ce r é s u l t a t q u ' i l s 'agit d 'appliquer lorsque 
f et g c o ï n c i d e n t avec une expression de la forme 

/ • 
-, 4 B 
1 + - + -

p q 
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ce q u i condui t à é c r i r e s i m u l t a n é m e n t 

l A B 

u, u, u„ 

A X B 
(U**P + * « 3 — —, 4- ( « „ ? + «„.) -3 + 

p' qz 

(A B\ [A, BA 
+ (u„p + u„ q - u j - + - +"x — + — + 

\i> ? / \P i l 

\P 1 1 \P S*/ 

où l 'on prend pour g l ' un des couples d é t e r m i n é s par 

/ = 0 u£p + uvq — u , = 0 

L ' é q u a t i o n / = 0 é q u i v a u t à 

(p + A ) ( ? + fi) = AB 

ce q u i permet de poser 

p - A (t-1) g - B 0 - l ) 

o ù t est l 'une des racines de l ' é q u a t i o n 

Au. (t - 1) + fiu„ - u , = 0 

On v o i t que, m a l g r é les p r é c a u t i o n s prises, l ' é q u a ­
t i o n du second ordre q u i condit ionne la fonc t ion u , 
cela concurremment à l ' é q u a t i o n 

u, uv = u, (Bu, + Au,) , 

est une é q u a t i o n assez peu maniable. E n dehors de 
solutions communes é v i d e n t e s ax + a i , + P i , 
•jz + - f i , i l est d i f f i c i l e de p r é v o i r , dans une discus­
sion s y s t é m a t i q u e , ce que sera l'ensemble de toutes 
les solutions communes. 

I l n'en est pas moins i m p o r t a n t d 'avoir s i g n a l é cette 
voie assez incommode, car lorsque A , B sont des 
fonctions de types par t icul iers , i l n'est pas exclu 
qu'elle puisse se p r ê t e r à des s imp l i f i c a t i ons . 

Pour clore ces g é n é r a l i t é s , notons q u ' à p a r t i r du 
moment où, ce q u i s'est p r é s e n t é par exemple dans 
(4), deux fami l les d 'un STO sont des i n t é g r a l e s d'une 
é q u a t i o n d u type ( K ) , alors, i l en est de m ê m e de 
la t r o i s i è m e . Mais ce cas suppose remplies des condi­
t ions v ra imen t t rop favorables pour o f f f r i r beaucoup 
d ' i n t é r ê t . 

7. T o u t un champ de recherches a p p a r a î t quand 
on i n t r o d u i t diverses h y p o t h è s e s annexes : à savoir 
par exemple, que l ' é q u a t i o n de type ( K ) admette 
l ' invar iance, ou bien par les t ranslat ions p a r a l l è l e s 
à une d i rec t ion f i x e , ou bien par les h o m o t h é t i e s 

fai tes d 'un poin t f i x e comme centre. Les p r o b l è m e s 
concernant les s y s t è m e s t r iples orthogonaux d é t e n a n t 
l 'un de ces modes d ' invariance ont d 'ai l leurs é t é 
s é r i e u s e m e n t é t u d i é s i n d é p e n d a m m e n t des c o n s i d é ­
rat ions actuelles ( l ) . 

Or ces d e r n i è r e s p r é s e n t e n t par fo is de l ' i n t é r ê t . 
Reprenons par exemple, le s y s t è m e f o r m é des q u a d r i -
ques homofocales d é f i n i e s par l ' é q u a t i o n 

(Qx) 
y* zi 

+ rr— + 1 

et des diverses quadriques h o m o t h é t i q u e s des (Q\) 
par r appor t à l ' o r ig ine 0 dans un rappor t quelcon­
que. Ce s y s t è m e f o u r n i t une i n t é g r a l e c o m p l è t e d'une 
é q u a t i o n q u i s 'obtient en é l i m i n a n t X entre les deux 
suivantes 

+ - i — - 0 

o2+X c2+X 

ce q u i donne 

(b* — c 2) q (x + pz) 

y qz 
= 0 

6 2 + X c 2 + X 

(a 2 — c 2) p (y +• qz) . 

L ' é q u a t i o n obtennue est du type ( K ) , et j o u i t de 
l ' invar iance IG par le groupe (6?) des h o m o t h é t i e s 
de centre O. R é c i p r o q u e m e n t , pour toute valeur 
constante d u r a p p o r t a/p , l ' é q u a t i o n 

( H ) « ( 1 + —) + fi ( l + *-) - 0 
\ P*/ \ ««/ 

d é t e r m i n e à une h o m o t h é t i e p r è s de centre O un 
s y s t è m e de quadriques homofocales. L ' é q u a t i o n (H) 
convient aux surfaces dont une normale quelconque 
M i f , coupant en N le p lan xOy, donne l i e u à la 
p r o p r i é t é suivante : entre la d i rec t ion ON et celle 
Ou de la trace sur xOy d u plan p a r a l l è l e à MN 
m e n é par Oz, existe une correspondance homogra-
phiquede rayons doubles 0x,0y. E n prenant une droi te 
f i x e A issue de 0, les normales m e n é e s aux (Q^.) en 
leurs intersections avec A sont p a r a l l è l e s aux g é n é r a ­
trices d 'un cône du second d e g r é passant par A et 
par les axes de c o o r d o n n é e s . G r â c e à quoi , i n t e rv i en t 
une é q u a t i o n d u type ( K ) , ce q u i ne se p r o d u i r a i t 
é v i d e m m e n t pas en pa r t an t d 'un STO quelconque 
et des ses h o m o t h é t i q u e s par r appor t à O . 

Nous venons de constater la p r é s e n c e d'une f ami l l e 
continue à un p a r a m è t r e de s To sat isfaisant à 
l ' é q u a t i o n (H) , d o u é e de l ' invar iance 7 C . Cette i n v a ­
riance convient à la f ami l l e continue p r é c é d e n t e , prise 

(') G. D A R B O U X — Leçon» sur les systèmes triples orthogonaux 
et les coordonnées curvilignes 2." édition, 1910, livro I I I , ch. V I I I . 
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en bloc, en restant é t r a n g è r e à un quelconque de ses 
é l é m e n t s , ce q u i donne un nouvel exemple à l ' appui 
des remarques du n.° 2. 

8. Cela s u g g è r e d'essayer de c a r a c t é r i s e r , entre 
les divers STO, celui des quadriques homofocales cen­
t r é e s en O, par un p r o p r i é t é des normales à ces sur­
faces en leurs points s i t u é s sur quelque droi te f ixe 
OA , p r o p r i é t é conduisant à une é q u a t i o n du type 
( K ) . Par exemple, ont peut songer à remplacer l ' é q u a ­
t i o n (H) par l ' é q u a t i o n plus g é n é r a l e 

  

où le r appor t AjB ne d é p e n d que de x j z , yjz, ce q u i 
assure l ' invar iance I G . Une telle é q u a t i o n se dis­
t ingue d'autres plus g é n é r a l e s et notamment de 

x y 
C + A — + B — - - 0 

pz qz 

par le f a i t d 'avoir pour solutions les s p h è r e s xz + yz + 
+ z 2 = f 2 . Or l ' ad jonc t ion d'une telle h y p o t h è s e est 
assez naturelle, v u la tendance d"e l l i p so ïdes homo-
focaux, dont le pe t i t axe c ro i t i n d é f i n i m e n t , à devenir 
h o m o t h é t i q u e s à des s p h è r e s : cela explique ce f a i t 
que le cône du second d e g r é r e n c o n t r é à la f i n d u 
n.° 7, passe par OA . On p o u r r a i t choisir ( H j ) de 
m a n i è r e à l u i donner pour solutions les cônes d'une 
f a m i l l e à un p a r a m è t r e avec 0 pour sommet commun, 
f a m i l l e prise de m a n i è r e que par chaque poin t , i l 
passe un cône et un seul. Dans les solutions de ( H , ) , 
serait alors i n c l u le STO f o r m é par les s p h è r e s de 
centre O, les cônes p r é c é d e n t s et ceux qu i les 
coupent orthogonalement. Mais l ' i n t é r ê t se porte i c i 
vers les ( H j ) i nc luan t d'autres STO, tous h o m o t h é ­
tiques par rappor t à O de l ' un d'entre eux. I l s 'agi­
r a i t de savoir s i les condit ions assurant l'existence 
d'une telle f ami l l e de STO peuvent ê t r e satisfaites 
en d'autres cas que celui où AjB reste constant 

D ' a p r è s une i d é e s i g n a l é e au n.° 4 b i s , on au ra i t des 
condit ions n é c e s s a i r e s en expr imant l'existence de 
solutions communes à (IL.) et à l ' é q u a t i o n du second 
ordre 

Ax qr + [(A + B) z — Axp — Byq] s + By pt = 0 

f o r m é e en é c r i v a n t que pour chaque p o i n t d'une eer-

(') C e cas es t in s igne à d 'autres t i t r e s . P a r e x e m p l e , i l é m e r ­
ge p a r l ' i n v a r i a n c e que d é t i e n t ( H ) r e l a t i v e m e n t a u x t r a n s f o r ­
mat ions m e n a n t d'une surface à une sur face p a r a l l è l e ; ou encore ' 
p a r l a p r o p r i é t é pour ( H , ) d 'admet tre une surface i n t é g r a l e non 
d é v e l o r p a b l e et non s p h é r i q u e , r é d u i t e à une quadr ique s y m é ­
tr ique p a r rapport a u x trois p l a n s de c o o r d o n n é e s . 

taine i n t é g r a l e de ( IL . ) , les tangentes orthogonales 
Mu, Mo sont aussi c o n j u g u é e s . L e calcul peut se 
f a i r e en prenant B = 1 , mais reste assez p é n i b l e , 
sans toutefois exclure des p o s s i b i l i t é s de recherche. 

9. L e cas des p a r a b o l o ï d e s homofocaux appelle 
aussi des remarques i n t é r e s s a n t e s . L ' é q u a t i o n aux 
d é r i v é e s part iel les à laquelle satisfont, avec ces para­
bo lo ïdes , leurs t r a n s l a t é s p a r a l l è l e m e n t à leur axe Oz 
est de la forme 

où c d é s i g n e une longueur constante. Or, tandis que 
dans l ' é q u a t i o n (H) d u n.° 7, re la t ive à des q u a d r i ­
ques homofocales concentriques, se t r o u v a i t i n c l u 
un STO f o r m é par les s p h è r e s de centre O et les 
cônes asymptotes de ces quadriques, i l ne subsiste 
i c i aucun vestige d'une p r o p r i é t é analogue. L e rô l e 
des s p h è r e s de centre O passe aux plans z = const, 
mais dans ces plans, on ne peut d é f i n i r de courbes 
q u i v iendraient supplanter les sections s p h é r i q u e s de 
nos cônes . E n effet , dans é q u a t i o n solidaire de (h) , 
soi t 

u, (xu„ — yux) + cux «„ = 0 

l ' annula t ion de vs imp l ique celle du p r o d u i t ux u y , s i 
bien que le seul s y s t è m e t r i p l e i nc lu dans (h) et pouvant 
a p p a r a î t r e de l a sorte est le banal sto du n.° 4 b l ! . L a 
c a r a c t é r i s a t i o n é v e n t u e l l e des p a r a b o l o ï d e s homofo­
caux au sein d'une classe d ' é q u a t i o n s du type ( K ) , i n v a ­
riantes dans les t ranslat ions p a r a l l è l e s à Oz, est 
donc à fonder, semble- t - i l , sur des pr incipes assez d i f ­
f é r e n t s de ceux q u i nous ont condui t par exemple à 
isoler le cas des é q u a t i o n s (H)) ( 4 ) . 

Dans ces recherches, où certains ternes de solutions 
e m p r u n t é s à la sol idaire d'une é q u a t i o n d u type ( K ) 
doivent f o u r n i r un STO, i l serait i n t é r e s s a n t , en 
g é n é r a l , de d é l i m i t e r les ensembles d ' é q u a t i o n s de 
cette nature, où par le j e u des condit ions assurant 
l'existence de tels ternes, i l n ' é m e r g e qu 'un s y s t è m e 
t r è s res t re int d ' é l é m e n t s : sorte de quantification géo­
métrique, analogue à celle q u i se p r o d u i t quand, pouf 
chercher une fonc t ion un i forme z de x, y, on est 
condui t à é c r i r e par exemple 

dz = dU (x , y) + / (x) {xdy —ydx) 

o ù U est une fonc t ion un i fo rme d o n n é e et où X est 
une constante i n d é t e r m i n é e . E n ce cas simple, i l n 'y a 
de solutions qu'en é g a l a n t le p a r a m è t r e X à l 'une des 
racines de / = 0 . 

(*) N o t e r cependant que (h) , c o m m e ( H ) , es t i n v a r i a n t p a r 
p a r a l l é l i s m e . 
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Vers une réhabilitation du déterminisme 

par António Gião 

L a physique t h é o r i q u e a pr is a j u s t e t i t r e une pos i ­
t i o n dominante et en quelque sorte r é g u l a t r i c e v i s - à -
-v is des autres sciences et de la philosophie e l l e - m ê m e , 
d u moins de la philosophie que m é r i t e son nom par 
le souci de l ' o b j e c t i v i t é et le refus de baser quoi que 
ce soi t sur des mirages psychologiques. Par son b u t 
i d é a l , q u i est selon nous l a recherche d 'un ê t r e 
m a t h é m a t i q u e dont les p r o p r i é t é s puissent ê t r e mises 
en correspondance avec les p r o p r i é t é s do l 'Univers 
c o n s i d é r é comme autonome, la physique t h é o r i q u e 
do i t tendre n é c e s s a i r e m e n t , si un te l ê t r e existe, vers 
un d é t e r m i n i s m e s t r ic t . C'est du moins la conclusion 
q u i se d é g a g e de l 'analyse dont nous exposons les 
grandes l ignes dans cet ar t ic le , où nous nous astrein­
drons à ne pas u t i l i se r expl ic i tement le symbolisme 
m a t h é m a t i q u e . 

1. Q'est-ce qu 'un ê t r e m a t h é m a t i q u e , ou p l u t ô t 
que sont les ê t r e s m a t h é m a t i q u e s q u i in te rv iennent 
dans la phys ique? Ce sont des ensembles d ' é l é m e n t s 
abstrai ts i r r é d u c t i b l e s mais non pas i n d é p e n d a n t s ; 

c ' e s t - à - d i r e r e l i é s entre eux par une l o i ou p r o p r i é t é 
leur c o n f é r a n t un c a r a c t è r e s y n t h é t i q u e ou d ' u n i t é 
Exis ter , pour ces ê t r e s m a t h é m a t i q u e s , c'est p r é c i s é ­
ment p o s s é d e r un t e l c a r a c t è r e d ' u n i t é . L ' ê t r e m a t h é ­
mat ique q u i d o i t d é c r i r e l 'Un ivers , que la physique 
t h é o r i q u e recherche inlassablement, dont elle admet 
l'existence ne serait-ce qu ' impl i c i t emen t ou incons­
ciemment comme une base i n é b r a n l a b l e assurant la 
p o s s i b i l i t é de constructions f ragmentaires et p r o v i ­
soires, est donc la r é a l i s a t i o n , l ' é p a n o u i s s e m e n t m a t h é ­
matique d'une l o i , d'une p r e p r i é t é q u i d o i t se v é r i f i e r 
par tout . C o n s i d é r o n s alors l 'Un ive rs physique. I l se 
compose v is ib lement de deux parties : une pa r t i e g é o ­
m é t r i q u e , l'espace-temps ou contenant, et une pa r t i e 
physique proprement d i te , le contenu de l'espace-temps 
( m a t i è r e , é l e c t r i c i t é , rayonnements, etc). Supposons 
q u ' i l est possible d'envisager l 'Univers comme un 
ê t r e c o m p l è t e m e n t autonome et a u t o - d é t e r m i n é , en 
prenant cette a f f i r m a t i o n comme un postula t sans 
chercher i c i à l a j u s t i f i e r par des c o n s i d é r a t i o n s à 
c a r a c t è r e phi losophique et m é t a p h y s i q u e . L a l o i d 'un 
te l ê t r e l u i est essentiellement i n t r i n s è q u e et ne peut 
consister qu'en une re la t ion b i l a t é r a l e d é t e r m i n a n t 
c o m p l è t e m e n t l'une par l 'autre les deux parties q u i le 
composent, c ' e s t - à - d i r e le contenant et le contenu. 

Si cette re la t ion est d'essence m a t h é m a t i q u e , comme 
i l est na ture l ou m ê m e n é c e s s a i r e de le penser, alors 
i l existe un ê t r e m a t h é m a t i q u e dont les p r o p r i é t é s 
peuvent ê t r e mises en correspondance avec les p ro ­
p r i é t é s de l 'Univers et cet ê t r e m a t h é m a t i q u e m é r i t e 
v ra iment le nom d ' ê t r e m a t h é m a t i q u e non-arb i t ra i re , 
c ' e s t - à - d i r e c o m p l è t e m e n t a u t o - d é t e r m i n é . 

L e po in t i m p o r t a n t de cette i dée est q u ' i l est pos­
sible, comme nous l 'avons m o n t r é ai l leurs (*), de 
l 'exprimer r igoureusement par un s y s t è m e d ' é q u a t i o n s 
fo rman t ce qu'on appelle en physique t h é o r i q u e un 
s y s t è m e d ' é q u a t i o n s du Champ, car ce sont elles q u i 
d é c r i v e n t les champs de force essentiels de l 'Univers 
(la g r a v i t a t i o n et l ' é l e c t r o m a g n é t i s m e ) . V o u l a n t é v i ­
ter tou t d é v e l o p p e m e n t m a t h é m a t i q u e dans cette 
é t u d e , j e ne peux é v i d e m m e n t pas expl ic i te r ces é q u a ­
tions, mais i l est cependant n é c e s s a i r e de dire qu'elles 
sat isfont à t rois condit ions essentielles dans toute 
t h é o r i e un i t a i r e : 

1. " — leur po in t de d é p a r t n'est pas un choix a r b i ­
t r a i re d'une fonc t ion f o r m é e ad hoc pour qu 'un t r a i ­
tement m a t h é m a t i q u e a p p r o p r i é conduise aux lois 
classiques de la physique. 

2. ° — elles d é t e r m i n e n t l'espace-temps c o n s i d é r é en 
t an t q u ' ê t r e g é o m é t r i q u e doué d'une s t ructure interne 
et d'une forme. 

3. " — enf in , elles peuvent ê t r e s r e l i ée s à une M é c a ­
nique ondulatoire, condi t ion indispensable pour que 
soit possible la s y n t h è s e des p h é n o m è n e s macrophy­
siques et microphysiques. 

A jou tons que l'existence m ê m e de l'espace-temps, 
avec le nombre de dimensions et les autres p r o p r i é ­
t é s é v i d e n t e s qu'on l u i connait , n'est pas p o s é e à 
p r i o r i mais au contraire d é d u i t e de l 'expression 
m a t h é m a t i q u e de l ' i dée d ' ê t r e m a t h é m a t i q u e non-
- a rb i t r a i r e . 

(') L e s l e c t eurs q u ' i n t é r e s s e l e d é v e l o p p e m e n t m a t h é m a t i q u e 
de ces I d é e s t r o u v e r o n t ce d é v e l o p p e m e n t dans les m é m o i r e s 
s u i v a n t s de l ' a u t e u r : Porlugalîae Physica, v o l . 2, 1946, pp. 1-98 j 
Portugatiae Mathematica, v o l . 5, 1946, pp. 14f>-192 ; Ibid., v o l . 6, 
1947, pp . 67-114; Ibid., v o l . 7, 1948, pp . 1-44 j Bol. Soc. Port. 
Matent. ( A ) , 1947. pp. 29-40. Journ. d. Phya. et Rad., 10, 1949, pp. 
240-249 ; Phya. Rev., 76, 1949, pp. 761-768. O u peut a u s s i c o n s u l ­
t e r p l u s i e u r s Notes p u b l i é e s depui s 1947 a u x Compte* rendus de 
' ' A c a d é m i e des S c i e n c e s de P a r i á . 
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2 . Comment cette i dée permet-elle de t r a i t e r le 
p r o b l è m e du d é t e r m i n i s m e , q u i nous occupe plus 
s p é c i a l e m e n t i c i ? E t t o u t d'abord que s ign i f i e l ' a f f i r ­
mat ion , souvent e x p r i m é e par la science depuis une 
v ing ta ine d ' a n n é e s , que les p h é n o m è n e s microphys i ­
ques r é v è l e n t un i n d é t e r m i n i s m e essentiel de l ' U n i ­
vers? E l l e s i gn i f i e que les nombres qu i in terviennent 
dans l a r e p r é s e n t a t i o n de ces p h é n o m è n e s sont de 
nature probabi l is te , qu ' i ls ne peuvent expr imer que 
les p r o b a b i l i t é s pour que les é v é n e m e n t s aient l i e u 
en t e l ou te l endroi t et à te l ou t e l moment. A pre­
m i è r e vue, la not ion d ' ê t r e m a t h é m a t i q u e non-arb i ­
t ra i re , à laquelle nous attachons une s i g n i f i c a t i o n 
coBmologique fondamentale, semble admettre la pos­
s i b i l i t é d 'un i n d é t e r m i n i s m e essentiel, semble ne pas 
permettre de d é c i d e r entre d é t e r m i n i s m e et i n d é t e r ­
minisme. On p o u r r a i t croire en ef fe t que l'expression 
m a t h é m a t i q u e de cette not ion peut comporter des é l é ­
ments de nature probabi l is te d é t e r m i n a n t seulement 
les p r o b a b i l i t é s des é v é n e m e n t s . Mais remarquons 
d'abord qu'une d i s t r i b u t i o n de nombres ne peut ê t r e 
c o n s i d é r é e comme r e p r é s e n t a n t les p r o b a b i l i t é s des 
é v é n e m e n t s ayant l i e u dans un s y s t è m e i so lé comme 
l 'Univers que s i elle peut ê t r e soumise à une o p é r a ­
t i o n que l 'on appelle la normal isat ion, et q u i t r a d u i t 
simplement le f a i t que les p r o b a b i l i t é s cons idé r ée s 
dans leur ensemble et non plus localement perdent 
é v i d e m m e n t leur c a r a c t è r e de p r o b a b i l i t é s pour deve­
n i r simplement la cer t i tude de rencontrer tous les 
é v é n e m e n t s dont se compose le s y s t è m e . Remarquons 
ensuite que dans l 'expression de l ' idée d ' ê t r e m a t h é ­
mat ique non-arb i t ra i re aucun é l é m e n t ne peut com­
porter des p a r a m è t r e s a rb i t ra i res , ce q u i les rend 
é v i d e m m e n t inaptes à subir l ' o p é r a t i o n de normalisa­
t i o n et donc à r e p r é s e n t e r des p r o b a b i l i t é s . Celles-ci 
n'apparaissent q u ' à p a r t i r du moment où, cessant 
d ' é t u d i e r l 'Univers te l q u ' i l est v é r i t a b l e m e n t , on c r ée 
par l a p e n s é e des univers f i c t i f s d i f f é r a n t plus ou 
moins de l 'Univers rée l par une con f igu ra t i on non 
r é a l i s é e et non r é a l i s a b l e , c ' e s t - à - d i r e v i r tue l le , des 
e n t i t é s é l é m e n t a i r e s q u i le composent. L ' e n c h a î n e ­
ment de ces conf igura t ions v i r tue l les et sans r é a l i t é 
physique ne peut sat isfaire i n t r i n s è q u e m e n t à aucune 
j o i ; s i n é a n m o i n s on l u i en impose une, ce qu'on 
gagne ains i apparemment en ordre dans ces mondes 
v i r tue l s on le perd en d é s o r d r e dans la s i g n i f i c a ­
t i o n des ê t r e s m a t h é m a t i q u e s q u i doivent les r e p r é ­
senter et q u i deviennent alors des p r o b a b i l i t é s . C'est 
ainsi , croyons-nous, q u ' o p è r e la microphysique quan-
t ique . 

Nous sommes donc convaincus que la not ion de pro­
b a b i l i t é n'est pas applicable quand on envisage la 
physique à un po in t de vue cosmologique (où i l ne 
peut ê t r e question de conf igura t ions v i r tue l les) , et 

qu'elle do i t céde r la place à une not ion d é t e r m i n i s t e . 
Quelle est cette no t ion? C o n s i d é r o n s des e n t i t é s r é s i ­
dant dans l'espace et dans le temps. Abs t rac t ion f a i t e 
de leurs p r o p r i é t é s « supe r f i c i e l l e s» , que res te- t - i l? 
Uniquement leur p r é s e n c e . I l est c la i r que l 'on peut 
d é f i n i r une i n t e n s i t é de la p r é s e n c e des e n t i t é s en 
chaque po in t de l'espace-temps et nous avons d ' a i l ­
leurs m o n t r é (') que toutes les fonct ions q u i i n t e r v i e n ­
nent dans l 'expression de l ' idée d ' ê t r e m a t h é m a t i q u e 
non-arbi t ra i re peuvent ê t r e f o r m é e s avec l ' i n t e n s i t é 
de p r é s e n c e des e n t i t é s é l é m e n t a i r e s de l 'Univers 
(part icules é l é m e n t a i r e s ) . Elles ont donc une nature 
d é t e r m i n i s t e . 

3. On v o i t par ce qu i p r é c è d e que s ' i l existe un 
ê t r e m a t h é m a t i q u e r e p r é s e n t a n t l 'Univers c o n s i d é r é 
comme autonome, on est condu i t à admettre un d é t e r ­
minisme s t r ic t . Toute la question d é t e r m i n i s m e - i n d é ­
terminisme, s i c o n t r o v e r s é e , est donc à notre avis 
suspendue à une h y p o t h è s e d'existence. L a physique 
t h é o r i q u e admet, croyons-nous, cette existence, mais 
p e u t - ê t r e est-ce là une i l l u s i o n ; p e u t - ê t r e la physique 
sera-t-elle c o n d a m é e pour toujours à ne fa i re que des 
constructions sans j u s t i f i c a t i o n v ra imen t profonde 
quel que soi t leur d e g r é de compl ica t ion . I I n 'y a en 
ef fe t r ien d'absurde à admettre a p r i o r i que le m a t h é ­
mat ique n'est qu 'un aspect de l 'Univers , é v i d e m m e n t 
impor tan t , mais qu i n ' é p u i s e pas sa r é a l i t é . Cependant 
pour toute une grande fami l l e d'esprits dont l ' impor ­
tance est v is ib le à chaque é p o q u e de l 'h is to i re de l a 
philosophie, i l est impossible de penser que l 'Univers 
ne soit pas autonome. A l o r s a p p a r a î t i m m é d i a t e m e n t 
la p r i m a u t é essentielle du m a t h é m a t i q u e , puisque la 
l o i d 'un ê t r e autonome ne peut consister, comme nous 
l'avons d i t , qu'en une re la t ion entre deux part ies 
le composant et que toute re la t ion est, en t an t que 
telle, m a t h é m a t i q u e . Nous croyons donc q u ' i l est 
possible de f r anch i r un nouveau pas dans le p ro ­
b l è m e du d é t e r m i n i s m e en a f f i r m a n t que sa solu­
t i o n d é p e n d uniquement d u c a r a c t è r e autonome ou 
non autonome de l 'Univers . A u fond, le p r o b l è m e 
du d é t e i m i n i s m e n'est que le p r o b l è m e de l ' i m m a ­
nence ou de la transcendance de la l o i de l 'Univers . 
Si la lo i de l 'Univers l u i est immanente, i l est un 
ê t r e autonome et d'essence m a t h é m a t i q u e et i l y a 
d é t e r m i n i s m e . Par contre, s i la l o i de l 'Univers l u i 
est transcendante, i l peut y avoi r d é t e r m i n i s m e ou 
i n d é t e r m i n i s m e . 

4 . On peut se demander quelle est l a raison p r i n ­
cipale q u i a condui t à l ' i n t roduc t ion de I ' i n d é t e r m i -
nisme dans la physique moderne. I l nous semble q u ' i l 
f a u t la chercher dans le f a i t que la microphysique ne 
se place jamais au p o i n t de vue cosmologique qu 'exige 
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l ' i dée d ' ê t r e m a t h é m a t i q u e non-arb i t ra i re . Par une 
s é p a r a t i o n a rb i t r a i r e et i l l é g i t i m e entre observateur 
et s y s t è m e obse rvé , entre sujet et objet , la physique 
moderne c o n s i d è r e comme essentiellement i n d é t e r m i ­
nées les r é a c t i o n s entre l 'observateur et le s y s t è m e 
o b s e r v é , d 'où l ' appa r i t ion d ' incert i tudes j u g é e s essen­
t ie l lement conformes à l a nature des choses, car dans 
cette conception l 'observation est un acte l ib re , en 
quelque sorte miraculeux, a j o u t é d u dehors à l ' U n i ­
vers physique. Par contre, au po in t de vue cosmolo­
gique qu i correspond à l ' idée d ' ê t r e m a t h é m a t i q u e 
non-arb i t ra i re , aucune s é p a r a t i o n entre sujet et obje t 
n'est permise, ces deux termes perdent leur s i g n i f i c a ­
t i o n et l 'observation d'une grandeur devient une p ro ­
p r i é t é du monde comme toutes les autres p r o p r i é t é s , 
se r é a l i s a n t chaque fois qu'en un po in t de l'espace-
-temps sont satisfaites certaines condit ions m a t h é m a ­
tiques. Ceci rev ient en somme à r é i n t r o d u i r e l'obser­
vateur dans l 'Univers physique, en l u i fa i sant perdre 
la s i tua t ion fausse, surnaturel le pour ra i t -on dire , où 
l a physique i n d é t e r m i n i s t e le place. Dans une p h y s i ­
que v é r i t a b l e m e n t fondamentale i l n'y a qu 'un seul 
s y s t è m e : c'est l 'Univers physique dans son ensemble, 
y compris tous ses observateurs. E n t r e ce qu'on 
appelle vulga i rement le su je t et l 'obje t i l n 'y a pour 
cette physique qu'une d i f f é r e n c e d ' i n t e n s i t é , ou p l u t ô t 
de f r é q u e n c e ou de d e n s i t é des observations de l 'en­
semble des p r o p r i é t é s physiques. Pa r tou t l 'Univers 
s'observe l u i - m ê m e mais en g é n é r a l seulement en des 
points rares et c l a i r s e m é s de l'espace-temps, sauf p r é ­
c i s é m e n t en quelques domaines où le nuage des points 
d 'observation est tel lement dense q u ' i l en devient une 
sorte de j e t cont inu . C'est là que l 'Univers se p e r ç o i t 
et prend conscience de l u i - m ê m e , d 'une m a n i è r e 
p a r t i c u l i è r e m e n t intense, comme chez les animaux 
s u p é r i e u r s et chez l 'homme à l ' é t a t de vei l le . E n 
somme, pour la physique à c a r a c t è r e cosmologique 
i l n 'y a qu 'un seul observateur, qu i est l'ensemble 
de l 'Univers . 

5. I l n'est pas i n u t i l e de remarquer que des c i r ­
constances é t r a n g è r e s à la science physique semblent 
avoi r c réé un c l ima t favorable à l ' appa r i t i on d'un 
courant d ' idées i n d é t e r m i n i s t e s . Depuis l 'assaut du 
pragmatisme contre le d é t e r m i n i s m e m é c a n i c i s t c de 
la f i n du X I X * s ièc le , b i e n t ô t s u i v i par l ' exa l t a t ion 
romantique de l'acte l ib re é levée à une hauteur cos­
mique dans le bergsonisme, depuis enf in les cris nos­
talgiques de plusieurs écoles « philosophiques » et 
l i t t é r a i r e s vers une soi disant l i b e r t é b â t i e sur les 
«lois c o n t i n g e n t e s » on a v u la Physique oublier p ro ­
gressivement le bu t i d é a l que nous avons r a p p e l é 
au d é b u t de cet ar t ic le : l a recherche d'un ê t r e m a t h é ­

mat ique capable de r e p r é s e n t e r l 'Univers physique. 
L e dé s i r de sauvegarder une «loi m o r a l e » j u g é e 

i n s é p a r a b l e de l ' i n d é t e r m i n i s m e de l 'acte l i b re , le be­
soin t r è s g é n é r a l de c o n s i d é r e r la d e s t i n é e humaine 
comme autonome et la tendance, tou t aussi r é p a n d u e , 
à n'accorder une « d i g n i t é » et un « in t é r ê t» p r é é m i ­
nents q u ' à une l o i de l 'Univers q u i l u i soi t transcen­
dante, ont exe rcé , à chaque é p o q u e , une é n o r m e pres­
sion sur les esprits. A l 'heure actuelle de nombreux 
physiciens en subissent les effets, et cela se t r a d u i t 
par la conception de l 'observateur l ib re s u r a j o u t é au 
monde dont i l ne re t i re que des d o n n é e s probabi l is tes , 
ou bien par l ' idée que la r é a l i t é profonde transcende 
l'espace-temps. 

Cet é t a t de choses ne saurai t ê t r e c h a n g é , comme 
nous l 'avons d i t , que par la r é i n t é g r a t i o n e n t i è r e de 
l 'homme dans l 'Univers spat io-temporel , plus exacte­
ment par la cessation du dés i r d'une par t ie impor ­
tante de l ' h u m a n i t é pensante de se placer c h i m é r i q u e -
ment hors de l'espace et du temps. U n tel « r e t o u r à 
l ' e space» , q u i s'accompagne n é c e s s a i r e m e n t de l a 
r é h a b i l i t a t i o n du d é t e r m i n i s m e , ne comporte pas, b ien 
au contraire , une perte de « d i g n i t é » et d ' « i n t é r ê t » 
de l 'Univers . Pour nous, q u i admettons que l'existence 
m a t h é m a t i q u e devient physique quand elle est non-
arb i t ra i re , c ' e s t - à - d i r e a u t o - d é t e r m i n é e , i l est immen­
s é m e n t i n t é r e s s a n t de constater cette « i n c a r n a t i o n » 
d u nombre. Mais i l y a p lus : l a l o i de l 'Univers con­
s i d é r é comme autonome, tou t en l u i é t a n t i n t r i n s è q u e , 
peut cependant en un cer ta in sens ê t r e c o n s i d é r é e 
comme un o p é r a t e u r agissant sur une « m a t i è r e pre­
miè re» m a t h é m a t i q u e amorphe pour construire avec 
elle l ' ê t r e m a t h é m a t i q u e non-arb i t ra i re . Alo r s , de 
m ê m e que cet ê t r e p o s s è d e à l a fois , parce q u ' i l est 
le non-arb i t ra i re , l 'existence m a t h é m a t i q u e et l 'exis­
tence physique, i l n'est pas absurde d'admettre pa ra l ­
l è l e m e n t que l ' o p é r a t e u r d'essence m a t h é m a t i q u e q u i 
est la l o i de l 'Univers d é t e r m i n a n t c o m p l è t e m e n t l 'un 
par l 'autre son contenant et son contenu puisse pos­
séde r aussi à la fo is l 'existence m a t h é m a t i q u e et une 
autre existence que nous qua l i f ions de m é t a p h y s i q u e , 
fau te de savoir v é r i t a b l e m e n t la qua l i f i e r . L ' i m a g i n a ­
t ion et le coeur humains ont d o n n é à cette existence 
des noms mul t ip les , mais ne serait-elle pas avant t o u t 
cet « é c l a t s u p e r e s s e n t i e l » dont parle si souvent le 
grand Denys l ' A r é o p a g i t e ? 

Quoi q u ' i l en soit , et pour conclure, nous pensons 
que les pages p r é c é d e n t e s sont suffisantes pour mon­
trer que l ' i n t roduc t ion d'un p o i n t de vue v é r i t a b l e ­
ment cosmologique dans l a science do i t conduire à la 
conception d'un Univers d é t e r m i n i s t e d'essence m a t h é ­
mat ique mais cependant par fa i tement compatible 
avec toutes les aspirat ions de l 'espri t humain . 
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I n é g a 

par Jean 

Solutions des problèmes et des exercices 
de la partie IV 

P R O B L È M E 3 5 . L a c o n c a v i t é de F(x,y) = \/xy r é ­
sulte de (x, + x 2 ) (y, + yz) = xx y t + x, yz + x ; y t + x , y2 > 
> x 1 y 1 + 2v /x 1 x , y x y , + x , y ,=(v /x, y , •+• l / x s y . 2 ) 2 . 
L a c o n v e x i t é de ( x , y) = " log (a* + a") r é s u l t e de 

o « + a * J = 
= l o g (a*i a1» + 2\/a*> a 1-a»' o"> + o»i a1" ) < 
< l o g (a*' a*' + o*' a"> + a"< a"' + av> a"') = 
= l o g (a*' + a"') + l o g (a*« + av<) . 

Pour d é m o n t r e r que F (x ,y) =x '< y5» est concave, i l 
f a u t v é r i f i e r l ' i n é g a l i t é 

xy yy+xy yj« / x , + x 2 \ " / y i + y A ' ' 

2 < ^ 2 M 2 j ' 

c ' e s t - à - d i r e , puisque 91 + 92—1 , 

(21) xy yf» + asfi y » < ( x t + x2)<< ( y i + y 2 )«. . 

Or, en u t i l i s a n t la seconde i n é g a l i t é (4), on a 

xy yî> + xl<yl> _ / X ) \ « i / y t y » . 

(»i + a52)'' (y i+y 2 )«» \VÎ + XZ) \yi + yz) 

*z \'< ( Vt \*« * i f i 
I — • — < 9, (- 9 2 + 

+ a V \2/i + 2/2/ x , + x 2 y , ( -y 2 

+ 
« 1 -

+ 91 
*z 

x , + x 2 

+ 92 
yz 

yi + yz 
— ? l + 92 - 1 • 

ce q u i é q u i v a u t à la re la t ion (21). L a c o n c a v i t é de 
F (x , , x 2 , • • • , x„) =x\' x\' ••• x„" se d é m o n t r e d'une 
m a n i è r e c o m p l è t e m e n t analogue. 

P R O B L È M E 3 6 . E n d iv i san t les deux membres de 
l ' i n é g a l i t é (20) par k, on obt ient l ' i n é g a l i t é de 
Jensen à k termes et à n variables pour la fonc t ion 
F ( x x , x 2 , • •• , x„) — xl' X j ' • • • x ' " ; sa v a l i d i t é r é s u l t e 
de la c o n c a v i t é de cette fonc t ion . Pour d é m o n t r e r 
l ' i n é g a l i t é de Holder posons dans (20) n = 2 , l / r = 
= î i , l / « = 92, «i = ^ i " ) •••» al=x\k),b\=x%br=x'i>. 
L ' i n é g a l i t é de Cauchy-Schwarz s ' é c r i t : 

( 0 } 4 al+ ••• +aiy<*(b\ + bl + . . . + 6 D , / 2 > a 1 6 , + 
+ a 2 ô 2 + • • • + aA 6 4 . 

/ / f é s 

Aczél 

P R O B L È M E 3 7 . E n p r o c é d a n t comme nous l 'avons 
i n d i q u é , on a 

asj ( x j + x j ) 1 ^ 1 + y 4 (y! + y ^ — 1 < 

< («S + f f ) , / r [(«i + «*)' + (yi + i ^ l " i 

xz (x, - i - X ; , ) - ' + y 2 ( y t + y î ) ' - ' < 
r—1 

< (*î + y 5 ) , / r [(an + xz)' + ( y t + y 2 ) ' ] ' 

et, en a jou tan t ces deux i n é g a l i t é s , 

< « , + * + ( , i + ^<M±ja!î±ia±j^, 
[(Xi+xzy + iyt+yz)'] ' 

c ' e s t - à - d i r e 

[ ( x , + x 2 ) ' + (y, + y 2 ) ' ] < (x ; + y ; ) ' " + ( x j + y ; ) 1 " 

En d iv i san t les deux membres par 2 , + , / r , on t rouve 

W ' N • T . r - i - ™ r . x W P ^ x t + x 2 y ^ ^ y i + y2yn' /r /gHjgy* f g + j f f V 

q u i est l ' i n é g a l i t é de Jensen d e m a n d é e . L a c o n v e x i t é 
de F(xi, x 2 , ••• , X „ ) = [(X;H ( - x j ) / n ] " r se d é m o n t r e 
d'une f a ç o n analogue. 

P R O B L Ê M E 3 8 . L ' i n é g a l i t é de M i n k o w s k i n'est autre 
chose que l ' i n é g a l i t é de Jensen à /.' termes pour l a 
fonc t ion í , ( x , y ) = [ ( x r + y r ) / 2 ] 1 " . 

E X E R C I C E 19. E n posant at =- v , " - 1 " ' , • • • , ak — 
= "*"""",6i = u , / o , , • • • ,bll = ulllal<,r=pl(p-í),s = p 
dans l ' i n é g a l i t é de Holder, on a 

( * ! + • • ^ — + > ( „ , + . . . + „ , ) . 

E X E R C I C E 2 1 . E n posant a,=ax>, ••• , a t = a I * , o 1 — 
—a"' , ••• , bk=-avk et en tenant compte de la c o n v e x i t é 
de l a fonc t ion " log ( a ' + a " ) (cf. P r o b l è m e 35) i l v ien t 

l o g V ( a i + 6 i ) - " ( « * + *») = 
_ l o g (o*'' + a*i ) H h l o g (a'" +a"») 

k > 

> l o g U * + a * j = . l o g C ^ . a t + V 6 ( - A ) -
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P E D A G O G I A 

O concei to de derivada de uma função 
na Escola Secundária 

por Maria Teodora Alves 

Nos pr imeiros anos deste sécu lo acentuaram-se as 
c r í t i c a s à Metodologia e programas de M a t e m á t i c a 
na escola s e c u n d á r i a . 

K l e i n , Bore l , Tannery e La i san t c o n t r i b u i r a m pode­
rosamente com a autor idade i n c o n t e s t á v e l da sua 
c r í t i c a para um movimento reformador dos m é t o d o s 
e programas de M a t e m á t i c a da escola s e c u n d á r i a que 
teve reflexos em todos os p a í s e s c iv i l izados . Nesse 
movimento renovador era preconizada a i n t r o d u ç ã o , 
no p rograma de M a t e m á t i c a da escola s e c u n d á r i a , 
entre outros conceitos, do conceito de derivada de 
uma f u n ç ã o e de f u n ç ã o p r i m i t i v a . 

V o u transcrever de «Sc ience et P h i l o s o p h i e » de 
J . Tannery alguns trechos elucidat ivos, da o p i n i ã o 
deste i lus t re m a t e m á t i c o e pedagogo, sobre o assunto : 
« S a n s doute les raisonnements q u i permettent de 
passer d u prisme d r o i t au prisme obl ique, puis d ' é t a ­
b l i r le volume de la pyramide sont e x t r ê m e m e n t i n g é ­
nieux ; i l convient de les garder dans un m u s é e his to­
r ique a f i n de montrer combien nos a n c ê t r e s é t a i e n t 
in te l l igen ts ; leur place n'est pas dans l 'enseignement 
é l é m e n t a i r e . . . 

Je connais deux moyens de les remplacer : . . . L ' u n 
est m é d i o c r e , l 'autre est excellent . . . L e second p ro ­
cédé , ce lu i q u i est excellent, mais q u i demande un 
e f f o r t notable, consiste à apprendre d 'abord le calcul 
i n t é g r a l , avant d ' é t u d i e r la mesure des volumes dont 
j e parle . — L e calcul i n t é g r a l ! Y pensez-vous ? 
A l 'Ecole p r ima i re 1 A l 'école p r ima i r e s u p é r i e u r e ou 
à l 'école normale, ou i : j e ne r is pas du tout , je suis le 
plus s é r i e u x d u monde. L ' e f f o r t q u ' i l f a u t pour appren­
dre ce que c'est qu'une d é r i v é e , qu'une fonc t ion p r i ­
m i t i v e , et comment l 'on s'y prend, à l 'aide de ces 
admirables out i l s , pour é v a l u e r une surface et un 
volume est certainement moindre que l ' e f f o r t qu'on 
demande à un enfant pour apprendre à é t a b l i r l a 
mesure d u prisme obl ique a p r è s celle du prisme d ro i t , 
l ' é q u i v a l e n c e de deux pyramides (vous savez bien, la 
f i g u r e à escaliers, qu i est ennuyeuse à f a i r e ) , — puis 
les insupportables volumes t o u r n a n t s » . 

Como acabamos de ver o conceito de f u n ç ã o d e r i ­
vada, e mesmo de f u n ç ã o p r i m i t i v a , no p rograma da 

escola s e c u n d á r i a tem o apoio de alguns dos nomes 
mais n o t á v e i s na i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a e na peda­
gogia , mas e s t á condicionada à sua u t i l i z a ç ã o pelos 
alunos como ins t rumento para a r e s o l u ç ã o de ques­
tões e problemas determinados. 

A d e r i v a ç ã o de f u n ç õ e s , na o p i n i ã o desses i lustres 
professores, n ã o deve ser ensinada na escola secun­
d á r i a somente para que os alunos calculem derivadas 
de f u n ç õ e s e resolvam os numerosos exe rc í c io s que 
f i g u r a m habi tualmente nos cadernos de exe rc í c io s . 
É u m inst rumento de t rabalho que d e v e r á ser usado 
pelos alunos e c u j a u t i l idade d e v e r á ser por eles re­
conhecida. 

E m todos os programas da escola s e c u n d á r i a que 
conheço e em que f o i in t roduz ido o conceito de de r i ­
vada de uma f u n ç ã o ( F r a n ç a , Ing la te r ra , B é l g i c a , 
Estados Unidos da A m é r i c a ) h á consequentemente, 
como uma das suas a p l i c a ç õ e s , pelo menos, o estudo 
da v a r i a ç ã o de certas f u n ç õ e s . 

O programa actual dos nossos liceus, in t roduz indo 
o conceito de der ivada de uma f u n ç ã o , mas s u p r i ­
mindo as suas a p l i c a ç õ e s , apresenta, a meu ver, uma 
d e f i c i ê n c i a . O conceito de derivada, assim in t roduz ido 
no programa, equivale, por exemplo, ao estudo das 
e q u a ç õ e s do 1." e 2." graus sem as apl icar à resolu­
ção de problemas que possam ser t raduzidos por 
elas. Mais comezinhamente, equivale à a q u i s i ç ã o de 
u m m i c r o s c ó p i o ou de uma m á q u i n a f o t o g r á f i c a sem 
que se saiba u t i l i z a r esses instrumentos nem para 
que servem. 

Mas os programas de M a t e m á t i c a de 6 . ° e 7 . ° anos 
e s t ã o sobrecarregados — eu assim o considero — e 
d e v e r ã o ainda ser mais sobrecarregados com algumas 
q u e s t õ e s em que se aplique o conceito de der ivada? 
E m face da sobrecarga do programa, a meu ver, só 
uma de duas ati tudes seria r a z o á v e l : ou se podiam 
sup r imi r outras rubricas que nele f i g u r a m e subst i­
t u í - l a s pelo conceito de der ivada e sua a p l i c a ç ã o ao 
estudo de alguns problemas, ou n ã o havia essa possi­
b i l idade , e e n t ã o . . . n ã o seria in t roduz ido no p ro ­
grama esse conceito. 

A a f i r m a ç ã o de que os alunos que se d i r i gem para 
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as escolas superiores precisam de adqu i r i r na escola 
s e c u n d á r i a , o conceito de derivada de uma f u n ç ã o , 
considero de valor reduzido. 

A este respeito estou a lembrar-me da resposta que 
o i lus t re m a t e m á t i c o H . Lebesgue deu no i n q u é r i t o 
promovido por « L ' e n s e i g n e m e n t s c i e n t i f i q u e » acerca 
dos conhecimentos especiais que u m aluno devia ter 
para ingressar nos cursos superiores: « N e n h u m conhe­
cimento especial precisa de ter o aluno que deseja 
ingressar numa Faculdade de C i ê n c i a s ou Escola de 
Engenhar ia . Basta que saiba p e n s a r » . F o i esta a 
resposta do i lus t re Lebesgue. 

Com efeito, ensinar a pensar claro, deve ser uma 
das f inal idades da escola s e c u n d á r i a e a ú n i c a f i n a l i ­
dade dos programas do seu c u r r i c u l u m . 

Quanto à l o c a l i z a ç ã o do conceito de derivada de 
uma f u n ç ã o , no p rograma vigente, t a m b é m não me 
parece que tenha sido mui to fe l iz . 

Aquele conceito aparece no 7.° ano entre as seguin­
tes rubr icas do programa : « P r o b l e m a s do 2 . ° g r a u t 

d i s c u s s ã o » e T r i g o n o m e t r i a : F ó r m u l a s da soma e da 
d i f e r e n ç a de dois â n g u l o s . » 

Por outro lado, no programa do 6.0 ano, a seguir 
à s rubr icas « I n f i n i t a m e n t e grandes; i n f i n i t é s i m o s ; 
i n f i n i t é s i m o s s i m u l t â n e o s ; teoremas re la t ivos ao p ro ­
duto e à soma de i n f i n i t é s i m o s . L i m i t e de uma v a r i á ­
v e l ; l i m i t e de uma f u n ç ã o ; o p e r a ç õ e s sobre l imi tes-
N o ç ã o elementar de cont inuidade de uma f u n ç ã o . » 
aparece esta rub r i ca « P r o p r i e d a d e s dos p o l i n ó m i o s 
i n t e i ro s .» 

Es tava naturalmente indicado, como s e q u ê n c i a das 
pr imeiras rubr icas t ranscri tas , o conceito de derivada 
de uma f u n ç ã o . 

Houve a l i uma a m p u t a ç ã o desse conceito para sur­
g i r desgarrado no programa de 7." ano. 

V o u agora considerar, re la t ivamente ao estudo da 
d e r i v a ç ã o no programa vigente , um aspecto mui to 
r e s t r i t o . 

Trata-se da d e r i v a ç ã o da f u n ç ã o do seno de um 
â n g u l o . 

Como f a z ê - l o ? 
A der ivada da f u n ç ã o seno de um â n g u l o é uma 

rub r i ca do programa anter ior à da t r a n s f o r m a ç ã o da 
d i f e r e n ç a de senos de dois â n g u l o s em produto, e esta 
ú l t i m a rubr ica , deve ser aplicada no c á l c u l o do l i m i t e 
da r a z ã o incremental para estabelecer a derivada do 
seno. 

Mas a ordem das rubricas do programa n ã o pode 
ser alterada pelo professor. É uma d e t e r m i n a ç ã o do 
Es ta tu to . Como conci l iar pois as d e t e r m i n a ç õ e s do 
Es ta tu to com a o r d e n a ç ã o encadeada das ideias dos 
alunos ? 

Consultei algumas dezenas de tratados sobre o 
assunto, quer nacionais quer estrangeiros, e à e x c e p ç ã o 

de um, todos os outros determinam o l i m i t e da r a z ã o 
incremental depois de t ransformar em produto a d i ­
f e r e n ç a dos senos de dois â n g u l o s . 

Somente em « N o t i o n s E l é m e n t a i r e s de M a t h é m a ­
tiques pour les Sciences E x p é r i m e n t a l e s » pour L é o n 
B r i l l o u i n , encontrei a d e m o n s t r a ç ã o da der ivada da 
f u n ç ã o seno de um â n g u l o sem o recurso à t ransfor­
m a ç ã o da d i f e r e n ç a de senos em produto . B r i l l o u i n 
determina a derivada do seno de um â n g u l o projec­
tando sobre o eixo das abscissas o a c r é s c i m o dado ao 
arco que mede o â n g u l o . 

A l e i tu ra do l i v r o de B i l l o u i n sugeriu-me as duas 
d e m o n s t r a ç õ e s que a seguir apresento re la t ivas à 
der ivada da f u n ç ã o seno e da f u n ç ã o tangente de um 
â n g u l o . 

E u ouso agora pedir, ao autor ou autores do pro­
grama, a amabil idade de me in fo rmarem, por in te r ­
m é d i o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , ou pa r t i cu l a r ­
mente, quais os t ratadistas que conhecem que 
estabelecem elementarmente a der ivada do seno ou 
tangente de um â n g u l o independentemente da trans­
f o r m a ç ã o em produto da d i f e r e n ç a de senos de dois 
â n g u l o s e conforme a o r i e n t a ç ã o que eu a seguir 
indico . 

Derivada do seno: 

Seja y = sen a 

H 

0 

med A OM = med AM = a , 

med M ON = med MN = A a , 

MR tangente á c i r c u n f e r ê n c i a no ponto M; MP 
paralela a OA e Ay = PN. 

De [NMP] deduz-se: 

(1) PN = MN cos PNM 

Quando A « tende para zero, o â n g u l o PNM tende 

para a. e a corda MN tende para o arco M N l i > . 

(') E s t a a f i r m a ç ã o é d a d a i n t u i t i v a m e n t e aos a l u n o s , m a s 
p o d i a s er f a c i l m e n t e d e m o n s t r a d a recorrendo aos conhec imentos 
que elos j á p o s s u o m . 
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D i v i d i n d o (1) por A a 

PN _ F Ã T 

A a A a 

~MN 

• C O B PNM 

l i m ^ = l i m f ^ l . 1 i m cos PNM ; 
A,a-»o A a 4 X - » 0 A a ^ a - » 0 

mas, quando A » tende para zero, sen |3 tende para 
sen Y . De : 

A y . sen A a 1 
1 í m — = sec a • 1 1 m 

mas l í m = 1 ( 1 > e por tanto : y ' = cos % 
^ o . - » 0 Act 

Derivada da tangente: 

Seja y = t g a . 

Do t r i â n g u l o [ O B C ] v e m : 

BC ÕB 
sen A a sen 

e n t ã o : 
sen A a 

BC = OB • , ou Ay = sec a • 
sen p sen p 

(') C o m o se p o d e r i a d e m o n s t r a r c o m os conhec imentos que os 
a l u n o s já p o s s u e m . 

vem : y1 = sec a • e por ser sen f = cos a é 
sen-f 

y1 = sec a • , ou y' = sec 2 a . 
cos a 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 

CONGRESSO INTERNACIONAL DE MATEMÁTICOS 

Es ta r e u n i ã o in ternacional , que deve ser um dos 
maiores acontecimentos no mundo m a t e m á t i c o no pre­
sente ano, cont inua despertando em todos os p a í s e s 
um enorme interesse intei ramente jus t i f icado . T e r ã o 
e n t ã o a oca s i ão de encontrar-se, expor as suas des­
cobertas, d i scu t i r os problemas em estudo e os d iver ­
sos pontos de v i s t a os m a t e m á t i c o s de v á r i o s c o n t i ­
nentes. A act iv idade dos centros de estudos, que se 
nota no a p ó s guerra na grande ma io r i a dos p a í s e s 
a inda ontem envolvidos no conf l i to , os nnmeroso s 

congressos nacionais e os co lóqu ios in ternacionais de 
m a t e m á t i c a const i tuem, em nossa o p i n i ã o , u m i n d í c i o 
do êx i to c i e n t í f i c o do p r ó x i m o congresso de Cambridge. 
Mass., que uma cuidada p r e p a r a ç ã o garante t a m b é m , 

O Presidente e o S e c r e t á r i o Geral da C o m i s s ã o 
Organizadora do Congresso honraram a Sociedade 
Portuguesa de M a t e m á t i c a e a Jun ta de I n v e s t i g a ç ã o 
M a t e m á t i c a com o convite f o r m a l de p a r t i c i p a ç ã o . 

Temos o prazer de no t i c i a r que a nossa represen­
t a ç ã o se encontra j á assegurada. Com efeito a lguns 
m a t e m á t i c o s portugueses enviaram j á c o m u n i c a ç õ e s 
que fo ram aceites. De momento temos conhecimento 
das seguintes: «On lat t ices of abelian groups w i t h a 
f i n i t e b a s e » de H u g o B . Ribe i ro ; «On the o r i g i n of 
pos i t ive and negat ive e l e c t r i c i t y » de An ton io G i ã o 
e uma out ra de R u y L u í s Gomes. 

M. z. 

CENTROS MATEMÁTICOS E COLÓQUIOS 

Centros Matemáticos Italianos 

A I t á l i a é u m p a í s de fortes t r a d i ç õ e s m a t e m á t i c a s 
É p o r é m de admirar como, pouco tempo passado s o b r e 

u m a guerra que t ã o duramente fez sofrer este povo, 

se assista a um ressurgimento n o t á v e l de ac t iv idade 
m a t e m á t i c a em t ã o variadas m a n i f e s t a ç õ e s : pub l i ca ­
ções especializadas ou de c a r á c t e r d i d á t i c o , revistas da 
especialidade, r e u n i õ e s frequentes de v á r i o s t ipos nas 
cidades i ta l ianas , p a r t i c i p a ç ã o em congressos estran-
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geiros, e ainda o estudo do funcionamento de o rgan i ­
zações existentes já , ou a cr iar , que garantam maior 
rendimento à p r o d u ç ã o c i e n t í f i c a . O Boletim da União 
Matemática Italiana informa-nos destas act ividades; 
do n.° 4 do ano de 1949 e x t r a í m o s uma n o t í c i a sobre 
os Centros M a t e m á t i c o s , que estamos certos mui to 
c o n t r i b u i r ã o para elevar mais ainda, em qualidade e 
quantidade, a c o n t r i b u i ç ã o i t a l i ana no d o m í n i o da 
i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a . 

Estatuto provisório dos Centros Matemáticos — E m 
19 de Novembro de 1949 teve lugar em Bolonha no 
In s t i t u to M a t e m á t i c o Salvatore Pincherle uma r e u n i ã o 
dos representantes dos Ins t i tu tos e dos S e m i n á r i o s 
M a t e m á t i c o s de Tr ies te (Prof. B . de F i n e t t i ) , P á d u a 
(Prof. G. Scorza), Ferrara (Prof.* M . Piazzolla-Beloch), 
Bolonha (Profs. L .Cesar i , D . G r a f f i , B . Segre, M . V i l l a ) , 
Modena (Prof. A . P ignedo l i ) , Parma (Prof. A . M a n -
b r i a n i ) , Pisa (Prof. S. Cberubino, D r . V . Checcucci), 
F l o r e n ç a (Prof . G. Sansone), para d i s c u s s ã o do pro­
jecto do estatuto p r o v i s ó r i o dos centros m a t e m á t i c o s 
i ta l ianos . 

O Prof. Sansone leu e comentou as s u g e s t õ e s c r í t i ­
cas e pareceres dos v á r i o s ins t i tu tos e s e m i n á r i o s i n ­
teressados. Com esta base e nas consequentes discus­
sões o Prof. Sansone, encarregado da r e d a c ç ã o do 
estatuto p r o v i s ó r i o , apresentou o que se segue: 

A r t i g o 1.° — Com o f i m de cr ia r cond ições mais 
f a v o r á v e i s à v i d a m a t e m á t i c a , no â m b i t o das U n i v e r ­
sidades, constituem-se centros (ou grupos) regionais 
e in ter-regionais com os objectivos de : 

a) provocar a c o o p e r a ç ã o dos Ins t i tu tos e S e m i n á ­
r ios dos v á r i o s centros, par t icu la rmente pelo que res­
pe i t a a cursos de c a r á c t e r mais elevado; 

b) t rocar professores para c o n f e r ê n c i a s ou ciclos de 
c o n f e r ê n c i a s entre os diversos Ins t i tu tos e S e m i n á r i o s 
M a t e m á t i c o s e promover uma ou mais r e u n i õ e s anuais 
para estudar temas determinados ; 

c) t rocar assistentes ou aluno3 que se dediquem a 
part iculares i n v e s t i g a ç õ e s c i e n t í f i c a s ; 

d) f a c i l i t a r a inda por meios diversos dos referidos 
em a), b), c) a c o l a b o r a ç ã o de investigadores que ha­
b i t e m meios distantes uns dos outros e que tencionem 
t rabalhar sobre o mesmo assunto. 

e) procurar conseguir que alguns estrangeiros — 
oportunamente qual i f icados — realizem c o n f e r ê n c i a s 
em v á r i o s locais . 

A r t . 2." — Cada centro a b r a n g e r á t r ê s ou mais 
Ins t i tu tos ou S e m i n á r i o s M a t e m á t i c o s . A t í t u l o de 
e x p e r i ê n c i a são criados quatro centros que r e ú n e m 
respectivamente os Ins t i tu tos e S e m i n á r i o s das se­
guintes Univers idades : 

1) Tr i e s t e , P á d u a , Ferrara , Bolonha, Modena, Parma, 
F l o r e n ç a e P isa ; 

2) T u r i m , Mi l ão , P a v i a e G é n o v a ; 
3) Roma, N á p o l e s , C a g l i a r i e B a r i ; 
4) Catania, Messina e Palermo. 
A r t . 3." — Os centros c o l a b o r a r ã o cordialmente com 

outras i n s t i t u i ç õ e s que, em ambientes diversos e com 
outros meios, tenham o p r o p ó s i t o comum de manter 
em n í v e l elevado a t r a d i ç ã o m a t e m á t i c a i t a l i ana , como 
é o caso da U n i ã o M a t e m á t i c a I t a l i ana , o In s t i t u to 
de A l t a M a t e m á t i c a , o In s t i t u to Naciona l para as 
A p l i c a ç õ e s do C á l c u l o e a Escola N o r m a l Superior 
de Pisa. 

A r t . 4." — Cada centro m a t e m á t i c o , segundo o p r ó ­
p r io regulamento, a d m i n i s t r a r á e c o n t r i b u i r á , para 
cumpr i r os objectivos do A r t . 1.°, com os fundos que 
recebe do M i n i s t é r i o da E d u c a ç ã o P ú b l i c a , do Conse­
lho Nacional de I n v e s t i g a ç õ e s , da U n i ã o M a t e m á t i c a 
I t a l i ana , dos Governos regionais , dos Conselhos de 
A d m i n i s t r a ç ã o das Universidades e de outras e n t i ­
dades. 

A r t . 5.° — Os representantes dos centros e os dele­
gados das entidades a que se refere o A r t . 3.° reun i r -
- s e - ã o uma vez por ano pelo menos num dos Ins t i tu tos 
ou S e m i n á r i o s dos centros para d i scu t i r e acordar 
a m i g à v e l m e n t e sobre os problemas comuns aos v á r i o s 
centros. As convocações para as r e u n i õ e s p a r t i r ã o da 
U . M . I . 

A r t . 6.° — Por o c a s i ã o dos Congressos Nacionais 
promovidos pela U . M . I . , d e v e r ã o ter lugar uma, 
pelo menos, das r e u n i õ e s anuais organizadas pelos 
centros no local do Congresso sendo o respectivo p ro ­
grama coordenado com o do Congresso. 

A r t . 7." — O Boletim da U. M. 1. ó o ó r g ã o comum 
dos centros. Nele p u b l i c a r - s e - ã o : a) n o t í c i a sobre a 
act iv idade dos v á r i o s centros e das r e u n i õ e s de c a r á c t e r 
geral ; 6) r e l a t ó r i o s de c a r á c t e r c i e n t í f i c o das r e u n i õ e s . 

Se for ju lgado oportuno a U . M . I . p u b l i c a r á t a m ­
b é m colecções de cadernos contendo notas apresenta­
das nas r e u n i õ e s . M z 

Centro Belga de Investigações Matemáticas. 
Colóquio Internacional de Geometria Algébrica 

E m todos os p a í s e s em que h á interesse pelos p r o ­
gressos das C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s se m u l t i p l i c a m os 
centros de estudos e s e m i n á r i o s e h á a p r e o c u p a ç ã o 
de estudar a sua c o o r d e n a ç ã o para se obter o melhor 
rendimento. E m r e u n i õ e s frequentes e recorrendo por 
vezes mesmo à c o l a b o r a ç ã o in ternacional são apresen­
tadas as conquistas recentes no campo da inves t iga­
ção e debatidos os problemas entre os especialistas. 

O Centro Belga de I n v e s t i g a ç õ e s M a t e m á t i c a s , cr iado 
em 1948, r e ú n e , sob a p r e s i d ê n c i a do Prof. L . Godeaux, 
todos os professores de m a t e m á t i c a das quatro un ive r ­
sidades belgas de Bruxelas, L i è g e , L o v a i n a e G and, 
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os da Escola P o l i t é c n i c a de He inau t em Mons e os da 
Escola M i l i t a r , e tem impor tante a u x í l i o do Estado 
que lhe concede os meios f inanceiros neces sá r io s . 

V á r i o s co lóqu ios nacionais t i ve ram lugar em 1948 
e 1949, tendo-se ocupado da teor ia da c o r r e s p o n d ê n c i a 
entre curvas a l g é b r i c a s , das e q u a ç õ e s às derivadas 
parc ia is e da teor ia q u â n t i c a dos campos. Todas as 
despesas de v iagem e estadia nos locais onde se rea­
l i z a m as r e u n i õ e s e s t ã o a cargo do Centro. O estudo 
das m á q u i n a s calculadoras e l e c t r ó n i c a s é um dos que 
ocupa com maior interesse o Centro. 

O p r ime i ro co lóqu io in ternacional organizado pelo 
C. B . R. M . f o i consagrado à Geometria A l g é b r i c a e 
realizou-se em L i è g e em Dezembro de 1949. Nele par­
t i c ipa ram a l ém de numerosos m a t e m á t i c o s belgas os 
professores estrangeiros: M . m e Dubre i l - Jaco t in , Severi, 
Garnier , D u b r e i l , Segre, Van der Waerden , C h â t e l e t 
e Samuel. Tratou-se sobretudo de confrontar e d i scu t i r 
os diversos m é t o d o s de i n v e s t i g a ç ã o na Geometria 
a l g é b r i c a : os da escola i t a l i ana , os baseados na teor ia 
dos ané i s , os de A n d r é W e i l , Van der Waerden, Z a r i s k i , 
etc. As a p l i c a ç õ e s a outros ramos da M a t e m á t i c a 
t a m b é m foram consideradas e apresentados os resul ta­
dos recentemente obtidos pelos investigadores belgas. 

O C. B . R. M . pub l i cou em v o l u m e * as confe­
r ê n c i a s feitas de que damos a seguir r e l a ç ã o : 

F . Severi — L a g é o m é t r i e a l g é b r i q u e i ta l ienne, sa 
r igueur , ses m é t h o d e s , ses p r o b l è m e s ; M . L . D u b r e i l -
-Jacot in e P. D u b r e i l — Divers types d'anneaux in te r ­
venant en g é o m é t r i e a l g é b r i q u e ; B . L . van der Waer ­
den — Les v a r i é t é s de c h a î n e s sur une v a r i é t é abs­
t r a i t e ; P. Samuel — M u l t i p l i c i t é s des composantes 
s i n g u l i è r e s d ' in tersect ion; F . C h â t e l e t — A p p l i c a t i o n 
des i d é e s de Galois à la g é o m é t r i e a l g é b r i q u e ; R. Gar­
nier — I n t é g r a t i o n uni forme de certains s y s t è m e s d u 
q u a t r i è m e ordre, à deux variables i n d é p e n d a n t e s , a t t a ­
chés à une surface a l g é b r i q u e ; B . S e g r e — P r o b l è m e s 
a r i t h m é t i q u e s en g é o m é t r i e a l g é b r i q u e ; P. L ibo i s — 
L a s y n t h è s e de la g é o m é t r i e et de l ' a l g è b r e ; F . B u ­
reau — Quelques questions de g é o m é t r i e s u g g é r é e s 
par la t h é o r i e des é q u a t i o n s aux d é r i v é e s part iel les 
totalement hyperbol iques; L . Godeaux — App l i ca t ions 
de la t h é o r i e des invo lu t ions cycliques appartenant à 
une surface a l g é b r i q u e . M. Z . 

O Instituto M a t e m á t i c o do Estado Polaco 

E m dezembro de 1948 por decreto da P r e s i d ê n c i a 
do Conselho de Minis t ros f o i criado o In s t i t u to Mate­
m á t i c o do Estado dependente do M i n i s t é r i o da I n s t r u ­
ção P ú b l i c a . Este i n s t i t u to constitue uma o r g a n i z a ç ã o 
central das i n v e s t i g a ç õ e s c i e n t í f i c a s no d o m í n i o das 

m a t e m á t i c a s e suas a p l i c a ç õ e s conforme as recentes 
necessidades c i e n t í f i c a s e do Estado. 

A D i r e c ç ã o é composta por quatro membros: Prof. K . 
K u r a t o w s k i , Director-chefe ; Prof . S. Mazur , v ice-
- D i r e c t o r ; Prof. K . Borsuk, S e c r e t á r i o Geral ; e D r . H . 
Greniewski , v i c e - S e c r e t á r i o Gera l . 

0 In s t i t u to abrange t r ê s 6ecções: Secção T e ó r i c a , 
Secção das A p l i c a ç õ e s e Secção das P u b l i c a ç õ e s , as 
duas pr imeiras d i r ig idas pelo Prof. H . Steinhaus e a 
de p u b l i c a ç õ e s pelo Prof. B Knastcr . 

A Secção T e ó r i c a tem por object ivo p r i n c i p a l a 
o r g a n i z a ç ã o das i n v e s t i g a ç õ e s no campo das m a t e m á ­
ticas puras e compreende os oi to grupos seguintes: 

1 — Fundamentos das matemáticas, director Prof. A . 
M o s t o w s k i ; 2 — T o p o l o g i a , d i rector Prof . B o r s u k ; 
3 — Análise funcional, director Prof. S. M a z u r ; 4 — 
Funções reais, d i rector Prof . E . Marczewski ; 5 — F u n ­
ções analíticas, director Prof. F . L e j a ; 6 — Equações 
diferenciais, d i rector Prof. F . W a z e w s k i ; 7 — Geome­
tria diferencial, d i rec tor Prof . S. Golab ; 8 — Proble­
mas matemáticos da Física, directores Profs. W . Pogor-
zelski e W . Rubinowicz . 

A Secção das A p l i c a ç õ e s t r a t a à a o r i e n t a ç ã o da 
i n v e s t i g a ç ã o no d o m í n i o das m a t e m á t i c a s aplicadas, 
e da e x e c u ç ã o de estudos solicitados e que dizem res­
pei to às a p l i c a ç õ e s p r á t i c a s das m a t e m á t i c a s na eco­
nomia d i r i g i d a , e s t a t í s t i c a , p r o d u ç ã o i n d u s t r i a l e a g r í ­
cola, seguros sociais e defesa nacional Es ta secção 
abrange os g rupos : 1—Geral , d i rector Prof . H . Ste in­
haus ; 2 — Aplicações técnicas, Prof. J . M i k u s i n s k i ; 
3 — Aparelhos matemáticos, d i rector D r . H . Greniewski ; 
4 — A c t u a r iodo, d i rector Prof. A . G r u z e w s k i ; 5 — Geo­
metria aplicada, director Prof . E . Ot to . 

F ina lmente a Secção de P u b l i c a ç õ e s ocupa-se da 
o r g a n i z a ç ã o rac ional da act ividade p u b l i c i t á r i a no 
d o m í n i o das m a t e m á t i c a s . 

A sede do In s t i t u to é em V a r s ó v i a mas a sua ac t i ­
vidade estende-se a todo o t e r r i t ó r i o da P o l ó n i a . E m 
V a r s ó v i a encontra-se a D i r e c ç ã o do In s t i t u to e f u n ­
cionam os grupos dos Fundamentos das m a t e m á t i c a s , 
de Topo log ia , de A n á l i s e Func iona l e dos Problemas 
m a t e m á t i c o s da f í s i ca , grupos da Secção T é c n i c a , 
bem como os dos Aparelhos, A c t u a r i a l , e de Geometria 
aplicada da Secção das A p l i c a ç õ e s . E m C r a c ó v i a f u n ­
cionam os grupos de F u n ç õ e s a n a l í t i c a s , E q u a ç õ e s 
diferenciais e o de Geometria di ferencial . E m W r o c l a w 
func iona o grupo das F u n ç õ e s reais da Secção T e ó r i c a 
e o das A p l i c a ç õ e s t é c n i c a s . T a m b é m nesta cidade se 
encontra totalmente instalada a Secção das P u b l i c a ç õ e s . 

O In s t i t u to M a t e m á t i c o compreende 28 membros» 
31 assistentes e adjuntos , 7 f u n c i o n á r i o s c i e n t í f i c o -
- t é c n i c o s e 5 empregados. M. Z . 

• Colloque de Géométrie Algébrique, G . Thone, Edit . , Liège , ou 
Masson et Cie . , Paris. 

De Annale* de la Société Polonaise de Malhémaliguc. 
Tome xxxi, 1949, Kraków. 
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" %-
C o l ó q u i o M a t e m á t i c o Bri tânico 

E m Setembro do ano passado teve logar em Manches­
ter o p r ime i ro C o l ó q u i o M a t e m á t i c o B r i t â n i c o . O se­
gando realizou-se este ano em Oxford de 12 a 14 de 
A b r i l estando marcado o p r ó x i m o para Setembro de 
1951 em B r i s t o l . Fez-se a escolha de A b r i l para a 
r e u n i ã o deste ano para ev i ta r a s o b r e p o s i ç ã o com o 
Congresso Internacional de M a t e m á t i c o s na 1.* semana 
de Setembro. 

E duplo o object ivo destas r e u n i õ e s : em palestras 
coordenadas com a d u r a ç ã o de uma hora fazem-se 
expos ições s i s t e m á t i c a s sobre os progressos de v á r i o s 
d o m í n i o s importantes no campo da i n v e s t i g a ç ã o ma­
t e m á t i c a com a p r e o c u p a ç ã o de os tornar — como de 
facto se consegue — a c e s s í v e i s aos n ã o especializados 
e manter estes informados sobre as mais importantes 
descobertas ; e, numa atmosfera mais í n t i m a dos 
« g r u p o s de e s t u d o » , os m a t e m á t i c o s que t raba lham 
nos mesmos ramos desta c i ê n c i a expõem os seus re­
sultados levantando e discut indo problemas para f u t u ­
ras i n v e s t i g a ç õ e s As r e u n i õ e s do l . ° t ipo s ã o mais 
ins t ru t ivas e as do 2." mais estimulantes. 

Uma das surpresas da r e u n i ã o de Oxford f o i o ex­
t r a o r d i n á r i o interesse que despertou a A lgeb ra M o ­
derna entre os m a t e m á t i c o s ingleses. 

Houve iminentes algebristas b r i t â n i c o s no passado 
sécu lo , bastando c i ta r H a m i l t o n , Cayley, Sylvester, 
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urnside e Y o u n g ; n ã o formaram p o r é m escola e a 
lgebra esteve a ponto de cair no esquecimento. Os 

desfchvolvimeBtos bri lhantes desta c i ê n c i a na Alema­
nha, sobretudo de 1920 a 1930, que rapidamente atin­
g i r a m outros jjfeíses em especial os Estados Unidos e 
a U n i ã o Sovié ' f tca , foram durante mui to ignorados na 
Ing la te r ra . Este panorama mudou completamente 
agora e f o i a A lgeb ra Moderna que ocupou em Oxford 
o 1." lugar . 

Houve c o n f e r ê n c i a s sobre : o choque entre os concei­
tos da algebra moderna e os m é t o d o s da a n á l i s e ; a teo­
r i a a l g é b r i c a da « v a l u a t i o n » e as suas m ú l t i p l a s a p l i ­
cações que vão desde a teoria dos ideais nos a n é i s a t é 
aos fundamentos da geometria a l g é b r i c a ; a i n t e r a ç ã o 
da á l g e b r a e da topologia na teor ia dos grupos topo­
l ó g i c o s ; e o modo por que a topologia c o m e ç a a re­
compensar a á l g e b r a pelos se rv i ços que esta lhe pres­
tou. Houve outros grupos que se ocuparam de : 
teor ia dos n ú m e r o s , geometria a l g é b r i c a , f u n ç õ e s 
a l e a t ó r i a s e e q u a ç õ e s diferenciais n ã o lineares. Os 
algebristas foram p o r é m i n c a n s á v e i s prosseguindo as 
d i s c u s s õ e s mesmo depois do encerramento o f i c i a l da 
r e u n i ã o . 

Neste co lóqu io p a r t i c i p a r a m t a m b é m alguns mate­
m á t i c o s estrangeiros do E g i p t o , Holanda, Ind ia e 
I t á l i a . M - z -

(Adaptação duma noticia do K . A. Hirsch em «Nature» 
Vol. 105, D." 4204, 1950 Maio 27). 

N O T I C I Á R I O 

Jubileu C i e n t í f i c o do Prof. Severi 

O ano de 1949 correspondeu ao c e n t e n á r i o da rev is ta 
i t a l i ana « A n n a l i d i M a t e m á t i c a » e ao 70° a n i v e r s á r i o 
do Prof. Francesco Severi, director do « I n s t i t u t o N a -
zionale d i A l t a M a t e m á t i c a * » de Roma e durante 
v á r i o s anos redactor p r i n c i p a l da revis ta . 

Os colegas do Prof. Severi para celebrar este duplo 
acontecimento c o n s t i t u í r a m uma c o m i s s ã o nacional 
sob a p r e s i d ê n c i a do Prof. G. Castelnuovo. Esta 
c o m i s s ã o dec id iu : dedicar o volume dos « A n n a l i » 
re la t ivo a 1949-50 em homenagem ao Prof. Severi e 
convidar a colaborar neste volume m a t e m á t i c o s i t a ­
lianos e estrangeiros ; i n i c i a r a p u b l i c a ç ã o de uma 
«Se lec t a» com a obra do d i s t in to m a t e m á t i c o , e pro­
mover uma c e r i m ó n i a comemorat iva no I n s t i t u t o de 
A l t a M a t e m á t i c a . Mais tarde f o i resolvido real izar , 
a l ém desta c e r i m ó n i a , um pequeno congresso de ma­
t e m á t i c o s com p a r t i c i p a ç ã o in ternacional . Houve 
p o r é m que adiar esta c e l e b r a ç ã o para 1950, ano em 
que a t i ng i a meio sécu lo a act ividade c i e n t í f i c a do 
i lus t re professor. 

A c e r i m ó n i a i naugu ra l teve logar na A u l a Magna 
do I n s t i t u t o no d i a 25 de A b r i l deste ano tendo p ro ­
nunciado elogios o Prof. G. Castelnuovo, o Rei tor da 
Univers idade de Roma, o Prof. Sansone, de F l o r e n ç a 
e da d i r e c ç ã o dos « A n n a l i » , e o Prof . Segre, de Bo lo ­
nha, um dos mais n o t á v e i s alunos do Prof. Severi . 
O congresso iniciou-se no d i a seguinte e durou a t é 
28 de A b r i l . V á r i o s p a í s e s da Europa fizeram-se re­
presentar. A d e l e g a ç ã o polaca pertencia o Prof . Sier-
p i n s k i a quem coube a c o m u n i c a ç ã o i naugu ra l do 
congresso; o Prof. A lexand ro f f chef iava a d e l e g a ç ã o 
da U . R. S. S., c o n s t i t u í d a por 4 membros ; a delega­
ção b r i t â n i c a era composta pelos Profs. Bes icovi th , 
Morde l l , Ro th , Semple e Synge. Cerca de 20 comuni ­
cações fo ram lidas abrangendo v á r i o s assuntos como 
á l g e b r a , teor ia dos conjuntos, teor ia dos n ú m e r o s , 
f u n ç õ e s de v a r i á v e l real e complexa, geometr ia a l g é ­
br ica e di ferencia l , topologia , e q u a ç õ e s diferenciais , 
m e c â n i c a e e l e c t r o d i n â m i c a . 

A Universidade de Roma tenciona reuni r num vo­
lume especial dos « R e n d i c o n t i » do seu S e m i n á r i o 
M a t e m á t i c o todas estas c o m u n i c a ç õ e s . M z 

• V i d e Gazela de Matemática, n.° 12, Outubro 1913. (Noticia extraída de «Naturoi, 165, n.° 4206, 1950, Junho 10). 
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Jubileu do Prof. W . Sierpinski 

E m 1948 em V a r s ó v i a teve lugar a c e r i m ó n i a come­
mora t iva do 40.° a n i v e r s á r i o da act ividade c i e n t í f i c a 
e u n i v e r s i t á r i a do Prof. W . S ie rp insk i , grande mate­
m á t i c o , um dos fundadores e eminente representante 
da Escola Polaca de M a t e m á t i c a . A c o m i s s ã o encar­
regada de organizar a c e l e b r a ç ã o e presidida pelo 
Prof. K . K u r a t o w s k i , actual presidente da Sociedade 
Polaca de M a t e m á t i c a , resolveu efectuar a c e r i m ó n i a 
do j u b i l e u c i e n t í f i c o durante a r e u n i ã o do 6." Con-
giesso dos M a t e m á t i c o s Polacos que teve lugar em 
V a r s ó v i a de 20 a 23 de Setembro de 1948. 

A vasta e impor tan te obra do grande m a t e m á t i c o 
polaco compreende mais de 500 notas e m e m ó r i a s , 
publicadas em n u m e r o s o s p e r i ó d i c o s m a t e m á t i c o s 
polacos e estrangeiros. S ã o n o t á v e i s sobretudo as suas 
c o n t r i b u i ç õ e s na teoria dos conjuntos, topologia geral , 
h i p ó t e s e do c o n t í n u o , etc. U m dos seus m é r i t o s é o 
de ter sido o fundador e director de Fundamenta 
Mathematicae, um dos mais importantes jorna is mate­
m á t i c o s do mundo. 

A l é m dos m a t e m á t i c o s polacos associaram-se à ho­
menagem e enviaram s a u d a ç õ e s numerosos cientistas 
estrangeiros, academias e sociedades c i e n t í f i c a s de 
muitas das quais é membro. 

A revis ta Portuçjaliae Mathematica tem a honra de 
contar entre os seus colaboradores o d i s t in to m a t e m á ­
t ico que pub l i cou no vo l . 5 um trabalho. M. Z . 

M a t e m á t i c o s portugueses no estrangeiro 
No actual ano lect ivo encontram-se no estrangeiro 

exercendo f u n ç õ e s docentes e fazendo i n v e s t i g a ç ã o 
os m a t e m á t i c o s portugueses: em Berkeley, U . S. A . , 

na Universidade da C a l i f ó r n i a , o Dou to r H u g o B . 
Ribe i ro encarregado de cursos e par t ic ipando na a c t i ­
vidade de alguns s e m i n á r i o s ; na Argen t ina , o Prof. 
Doutor A n t ó n i o A . Monte i ro , convidado para profes­
sor da Universidade de S. Juan onde rege a cadeira 
de A n á l i s e ; e na F r a n ç a , em Nancy, continuando os 
seus trabalhos de i n v e s t i g a ç ã o o Doutor A l f r e d o Pe­
re i ra Gomes, bolseiro do C. N . R. S., que faz parte 
dum grupo de jovens m a t e m á t i c o s sob a d i r e c ç ã o dos 
Profs . D i e u d o n n é e Schwartz. M. Z . 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

ÁLGEBRA S U P E R I O R — C O M P L E M E N T O S D E ÁLGEBRA 

F . C. C. — A L G E B R A SUPERIOR— 1." Exame de f r e q u ê n ­

cia — 1949-50. 
1.» Ponto 

2 9 8 3 — Most rar que a s u c e s s ã o : 

V/3 , l / 3 + t / 3 , l^-tVs+v/ã". ••• 
é convergente e calcular o seu l i m i t e . 

2 9 8 4 — Calcular a p r i m i t i v a da f u n ç ã o 

2 x - l 

v/õx*—4x + l 
x 2 8x4-7 

2 9 8 5 — D a d a a f u n ç ã o / ( x ) = a) ca l -
x2+l 

cular / ( 0 ) , os pontos que anulam a f u n ç ã o e o seu 
l i m i t e quando x - + + o o ; b) calcular os extremos e os 
intervalos de monotonia ; c) calcular os pontos de 
i n f l e x ã o ; d) r e p r e s e n t á - l a graf icamente. 

2.o Ponto 
2 9 8 6 — Most rar que a s u c e s s ã o de termo geral 

1 1 1 
= ÍT+I + ^ + 2 + " ' + Yn 

é convergente e calcular o seu l i m i t e . 

2 9 8 7 — Dada a f u n ç ã o / ( c ) = . 
4- \/-2x* — x+l 

calcular : a) o seu d o m í n i o de e x i s t ê n c i a no campo 
real ; 4) a sua p r i m i t i v a . 

2 9 8 8 — Considere a f u n ç ã o / ( x ) = x4-7 (x ) . a) re­
p r e s e n t á - l a g ra f icamente ; b) indicar , j u s t i f i cando , se 
admite no in te rva lo 0 < ^ x < l l imi tes superior e i n ­
fe r io r , e m á x i m o e m í n i m o ; c) calcular anali t icamente 
as derivadas laterais no ponto x = n . 

F . C. L . — ALGEBRA SUPERIOR — 2.° exame de f r e q u ê n ­

cia , 1948-1949. 

2 9 8 9 — Determine o centro, os eixos e as a s s í n t o t a s 
da h i p é r b o l e (2x + l ) 2 — (éy—1)*—1 . Indique os pon­
tos em que a tangente é paralela à recta ^ = 2 x . 

2 9 9 0 — Mostre que a curva 
y = mx + p + <f (a) [1 i m tp (x) = 0] 

« - • 0 0 

admite uma e uma só a s s í n t o t a não paralela a OX 
e prove que a convexidade, quando de Bentido i n v a ­
r i á v e l , e s t á vol tada para essa recta. 
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2991 — Mostre que a s u c e s s ã o de Four ie r nunca 
ganha v a r i a ç õ e s quando x cresce. Passando ao caso 
de f ( x ) ser p o l i n ó m i o in t e i ro , enuncie e j u s t i f i q u e a 
regra dos sinais de Descartes (raizes posit ivas e r a i ­
zes negativas) . Examine a h i p ó t e s e de se anular um 
coeficiente com antecedente e consequente do mesmo 
sinal . Considerando o p o l i n ó m i o / (x) ordenado se­
gundo as p o t ê n c i a s de x—a generalize a regra dos 
sinais. 

2 9 9 2 — Supondo cp (u) e <C ( u ) d i f e r e n c i á v e i s em 
uo e f ( x , y ) d i f e r e n c i á v e l em P (a = tp(u 0 ) , & = •]/ ( M 0 ) ) 
mostre que / [ç (u) , ^ («)] é d i f e r e n c i á v e l em « o . 

2 9 9 3 — Escreva as r e l a ç õ e s que caracterizam p{x,y) 
e q (x , y) como f u n ç õ e s d i f e r e n c i á v e i s em P (a , 6) 
e considere a h i p ó t e s e de p ( x , y) e q(x,y) serem 
as derivadas parciais de z = f ( x , y ) . 

F . C. L . —- COMPLEMENTOS de A L G E B R A — Q u e s t õ e s pro­

postas em exames de f r e q u ê n c i a . 

2 9 9 4 — D e f i n a o conceito de grupo cociente. Pondo 
cr= ( 12 3 4 5 6) e representando por G, H respectiva­
mente o grupo gerado por o e o grupo gerado por u 3 , 
construa uma f u n ç ã o pertencente a H em G , e de­
termine o grupo cociente GjH. R : Por exemplo, 
u l = z l "t"z4 j como função de Z j , z j , z 3 , z 4 , pertence ao 
grupo H em G , pois que as substituições de G que a 
deixam invariante são I e tr3 = (14) (25) (36) . Pondo 
agora u 2 = z 2 4- Z5 , u j = z 3 •+- z 6 , as substituições de G 
efectuadas sobre os zz traduzem-se nas substituições 
1,(123) , (132) sobre os uu . Tem-se pois 

G / H = I 1 , ( 1 2 3 ) , (132) I 

(é claro que H é incariante em Q). 

2 9 9 5 — Sejam R,H,T respectivamente as f a m í ­
lias das r o t a ç õ e s , das homotetias e das t r a n s l a ç õ e s 
no e s p a ç o . Mostre que: a) H]JT= HT ; b) T é um 
subgrupo invar ian te de HT; c) HT é um subgrupo 
invar ian te de RHT; d) o ú n i c o elemento de T per­
m u t á v e l com todos os elementos de RT é a identidade. 
R : a) Toda a homoletia h e toda a translação t f i ­
guram em H T , sob as formas h • I e I • t ; reciproca­
mente, o produto duma homotetia h por uma transla­
ção t è uma homotetia ou uma translação conforme h=/=I 
ou h — I ; portanto, H T contém H ( J T e H ( J T con­
tém H T ou seja H (J T = H T ; b) Se for T uma trans­
lação definida por um dado vector v , a transformada 
de T por meio de uma qualquer homotetia <? é a trans­
lação definida pelo vector <p (v) ; então, quaisquer que 
sejam h e H , t e T , t ' e T , tem-se ( h t ) t ' ( h t ) - ' — 
= h ( t tft"1) h - ' e T (pois que 1 1 ' t - 1 e T ) ; c) A trans­

formada duma translação x (definida pelo vector v ) , 

mediante uma rotação p , é a translação definida pelo 
vector p (v) ; então, quaisquer que sejam r 6 R , h e H , 
t e T , t ' e T , tem-se 

( rh t ) tf ( r h t ) - ' = r [ h ( t tf tf"1) h " 1 ] r~' e T ; 
analogamente para as homotetias. d) Seja ainda T a 
translação definida por v ; se p è uma rotação =f=\, 
tem-se p ( v ) = £ v (e portanto p r p - 1 ^ ^ , a não ser que 
T = I (ou seja y — O). 

2 9 9 6 — Considere a p r o p o s i ç ã o : « D a d a uma equa­
ção a l g é b r i c a / ( s ) = 0 de coeficientes racionais e uma 
f u n ç ã o rac ional <p (z) de coeficientes t a m b é m racio­
nais, existe necessariamente uma outra f u n ç ã o rac ional 
t|i (z) de coeficientes racionais t a l que a = (tp (a) ) , 
sendo a uma raiz qualquer de /(z)>». Mostre que esta 
p r o p o s i ç ã o é falsa. Res t r in ja a h i p ó t e s e de modo a 
tornar a p r o p o s i ç ã o verdadeira e f a ç a a respectiva 
d e m o n s t r a ç ã o . R : Seja f ( z ) = z 2—3 e ç ( z ) = z 2 ; como 
9 ( i /3 ) = 3 , é claro que não existe nenhuma função ra­
cional <]i, de coeficientes racionais, tal que 

• 3 - « , { ç ( t / 3 ) ) - < r (3) , 
pois que I|I (3) (e portanto \/3) teria então de ser ra-
ctonal. A restrição a impor é esta: «representando por 
m , i-i, ••• a„ as raizes de f (•/.) , os números ç (c t j ) , ••• 
tp (a u) devem ser todos distintos». Com efeito, ç (»]) 
e a j , eo/no funções de a j , « j , • • • , a. , pertencem ambas 
a um mesmo grupo ; portanto, desde que <p(«i) , ••• , ? ( * „ ) , 
conjugadas da função ep (ai) , sejam numericamente 
distintas, o teorema de Lagrange assegura a existência 
duma função racional , de coeficientes racionais, tal 
que «1—<|i ( ç («,)) 1 p a r a i — 1 , 2 , — , n . 

2 9 9 7 — De f ina os conceitos de homomorfismo e de 
isomorfismo entre grupos. Prove que o grupo das r o ­
t a ç õ e s em torno dum dado eixo n ã o é isomorfo ao 
grupo das homotetias com um mesmo centro. R : Supo­
nhamos que existe um tal isomorfismo, T , e seja p a 
rotação de 120° em torno do eixo dado; como o período 
de p é 3 , também o da homoletia 8 — r (p) deverá ser 3 ; 
então, designando por r a razão de 8 , será r 3 a razão 
de 8 3 , e portanto r 3 = l ; mas daqui vem r = » l ou seja 
6 = 1 , e assim o período de 8 será 1 , e não 3 , o que 
é contraditório. 

2 9 9 8 — E q u i v a l ê n c i a a respeito dum grupo. D i g a 
em quais das seguintes geometrias um t r i â n g u l o 
r e c t â n g u l o e um t r i â n g u l o e q u i l á t e r o s ã o f iguras 
equivalentes: a) geometria eucl ideana; 6) geometria 
a f i m ; c) geometria p ro jec t iva ; d) geometria analag-
m á t i c a ; e) topologia . E m quais destas geometrias 
uma c i r c u n f e r ê n c i a é equivalente a uma recta? J u s t i ­
f i que as respostas. R : Basta observar que: a) Um 
triângulo equilátero nunca é semelhante a um triângulo 
rectângulo ; b) dados dois triângulos, existe sempre uma 
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afinidade que transforma um no outro; e) toda a afi­
nidade é uma projectividade; d ) as transformações cir­
culares respeitam os ângulos; e) as afinidades são 
transformações bicontínuas. Uma recta è equivalente a 
uma circunferência em geometria analagmàtica, pois é 
sempre possível passar duma para outra mediante um 
deslocamento seguido duma inversão (transformações 
circulares). 

F . C. L . — COMPLEMENTOS DE A L G E B R A — Exame f inal , 

1948-1949. 

2 9 9 9 — Conceito de grupo de Galois. Determine 
o grupo de Galois da e q u a ç ã o a 3 — 5 = 0 a respeito 
de Ra e indique um corpo a respeito do qua l o grupo 
da mesma e q u a ç ã o seja A$ . R : Representando por 
«1 i az > "3 a s raizes da equação, a função 

V — (a i — a 2) (<*i — ii) (<*2 — <*3) 
será igual à raiz quadrada do descriminante, ou seja 
V = l / — 27 • 5 J = 15 y— 3 ^ Ra ; por outro lado, as rai­
zes de z 3 — 5 = 0 são irracionais ; portanto, nem a fun­
ção V das raizes (pertencente em sentido restrito a A3) 
nem as funções ai + «2 j a i + a3 > %z +• œ3 (pertencentes aos 
restantes subgrupos máximos de têm o valor numé­
rico em Ra ; logo, o grupo de Galois da equação a res­
peito de Ra é S3. A respeito de R a ( l / 3 - i ) , o grupo 
de Galois e' A3 [é fácil ver que nenhuma das raizes de 
z 3 — 5 = 0 pertence a Ra(V3-i)]. 

G E O M E T R I A 

F . C. L . — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° exame de fre­

q u ê n c i a — 1949-50. 

3 0 0 4 — T r a n s f o r m a ç ã o de s e m e l h a n ç a em i f 3 ; d e f i ­
n i ç ã o e propriedades. 

3 0 0 5 — Determinar a i n t e r s e c ç ã o dum plano a de­
f i n i d o por duas rectas paralelas com um plano p d e f i ­
n ido por duas concorrentes. (Sem escolher p o s i ç õ e s 
especiais que f a c i l i t e m a r e s o l u ç ã o ) . 

3 0 0 6 — Dado um paralelogramo [ABCD] com 
nenhum dos lados de n í v e l nem de frente , determinar 
o s i m é t r i c o de [ABCD] a respeito da recta AB . 

3 0 0 7 — Considere u m tronco de p i r â m i d e quadran­
gula r de bases paralelas, do qual se c o n h e ç a m apenas 
as p r o j e c ç õ e s horizontais das bases. Supondo dadas 
as p r o j e c ç õ e s horizontais de t r ê s pontos, dois deles 
situados sobre lados não paralelos das bases e o te r ­
ceiro sobre uma aresta la tera l , determine a p r o j e c ç ã o 
hor izonta l da secção f e i t a no tronco de p i r â m i d e pelo 

3 0 0 0 — Demonstre que toda a e q u a ç ã o c í c l i ca a 
respeito de 4 é r e so lúve l por meio de radicais a res­
peito de A . Considere em par t i cu la r o caso da c ú b i j a 
c íc l ica . 

3001 — E s t u d o da redu t ib i l idade duma e q u a ç ã o 
a t r a v é s do seu grupo de Galois . 

3 0 0 2 — Conceito de ra iz duma e q u a ç ã o de coef i ­
cientes v a r i á v e i s . 

3 0 0 3 — Isomorfismos entre grupos abstractos. Prove 
que o grupo ad i t i vo dos n ú m e r o s pares é isomorfo ao 
grupo gerado por uma t r a n s l a ç ã o (=f=I) , mas não é 
isomorfo ao grupo a d i t i v o dos n ú m e r o s racionais. R : 
Seja T uma translação =j= \ ; se a cada número par 
2n fizermos corresponder a translação T" , a transfor­
mação t> assim definida será um isomorfismo. Tem-se, 
com efeito: * (2m + 2n) = * (2 (m + n) ) = - T M + N — T " • T» = 

= í>(2m) • <t> (2n) ; além disso, * é biunivoca, tendo-se 
* - 1 ( J k ) = 2 k . Suponhamos agora que existe um isomor­
fismo © do grupo aditivo dos números racionais sobre 
o grupo aditivo dos números pares, e ponhamos r = Q - ' (2) i 
virá 2 = 6 ( r ) = e ( r /2 + r /2 ) = 8 ( r /2) + e ( r /2) , ou seja 
2 = 2 e ( r / 2 ) , e portanto 8 ( r / 2 ) — 1 ; ora © ( r / 2 ) só 
pode ser um número par. 

Enunciados e soluções dos n . o s 2994 a 3003 
de J . Sebastião e Silva. 

D E S C R I T I V A 

plano def in ido pelos t r ê s pontos (aplicando o conceito 
de homologia) . R : Sejam M , N , P os pontos conside­
rados, V o vértice da pirâmide e [ A B C D ] uma das 
bases do tronco. Da base [ A B C D ] passa-se para a 
referida secção mediante uma homologia © , cuja pro­

jecção horizontal é uma homologia plana, ©' , de centro 
V . Sobre a linha poligonal [A' B 1 C D ' ] e sobre os 
raios V M 1 , V N 1 , V P' , encontram-se os pontos SP , 
N r , P ' , que são transformados por ©' respectivamente 
em M 1 , N 1 , P' . Assim, a homologia &' ficará definida 
pelos dois ternos homólogos (SP , N 1 , P ' ) , ( M 1 , N ' , P ') , 
o que permite achar os transformados de A ' , B 1 , C , D 1 

por meio de ©' e portanto a projecção horizontal da 
secção. 

3 0 0 8 — Mostre que o produto de duas homologias 
planas afins com uma mesma d i r e c ç ã o d é ainda uma 
homologia a f i m de d i r e c ç ã o d. R : Sejam * i , *2 duas 
homologias planas afins de direcção d (num mesmo 
plano). Sendo * j , 4>2 colineações, o produto 4>i <I>2 será 
também uma colineação. Por outro lado, como as rectas 
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de direcção d são invariantes em Vi e em <I>2, também 
serão invariantes no produto <t>i *2 . A transformação 
*1 *2 e poiê u m a colineação em que as rectas que unem 
pontos homólogos passam todas pelo ponto o o d , o que 
quer dizer que «Sj * j é uma homologia de centro o o j , 
q. e. d. 

F . C. L . — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° Exame de fre­

q u ê n c i a — 1949-50. 

3 0 0 9 — D e f i n a co l i neação e homologia entre dois 
planos. Mostre que uma homologia plana de eixo i m ­
p r ó p r i o é uma homotetia ou uma t r a n s l a ç ã o . 

3010 — Determine a i n t e r s e c ç ã o duma recta r o b l í ­
qua, com um plano a n ã o projectante, def inido por 
uma recta t j j L T e por um ponto P ' / r . 

3 0 1 1 — D a d o s A , B , com cotas e afastamentos 
dis t intos , situados fo ra de v 0 e de <po> determine a 
d i s t â n c i a de A ao plano def in ido por LT e por B. 

3012 — Dado um t r i â n g u l o [ABC] , com nenhum 
dos lados de n íve l nem de frente, determine os eixos 
da p r o j e c ç ã o ve r t i ca l da c i r c u n f e r ê n c i a [c] circuns­
c r i t a a [ABC] . Como se chama a c o l i n e a ç ã o * que 
faz passar de [e"] para [c1] ? E m que são t ransfor­
mados por * os eixos de [ c l ! ] ? 

3013 — Mostre que dois t r a p é z i o s situados n u m . 
mesmo plano & são sempre project ivos entre si . R : 
Sejam [ A B C D ] , [ A * B * C * D * j os dois trapézios, 
com A B / / C D , A * B * / / C * D * . Existirá pelo menos 
uma transformação de semelhança * (de a. sobre a) 
que transforma o segmento C D no segmento C* D * . 
Designando por A , , B j , C, , D t os transformados de 
A , B , C , D por meio de <S>, e supondo A j ^ b A , 
B i = £ B (o que é sempre licito), é fácil ver que a homo­
logia 0 de eixo C* D * e de centro A t A * • B j B * , que 
transforma A1 em A * , faz passar de [Ai B j C x D j ] 
para [ A * B * C* D * ] . Portanto @Q> será uma trans­
formação projectiva que transforma [ A B C D ] em 
[ A * B * C* D * ] , o que prova a afirmação. 

F . C. L . — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame f ina l — 
1948-49. 

3014 — Descreva as diferentes e spéc i e s de he l i có i -
des regrados que conhece. E m que caso é que as 
geratrizes dum he l i có ide s ã o todas c ó n i c a s ? Que par­
t icu lar idade apresenta a l inha de e s t r i c ç ã o nestas 
s u p e r f í c i e s , sendo o eixo ve r t i ca l? Jus t i f i que a res­
posta. 

3015 — Dado um h i p e r b o l ó i d e duma folha def in ido 
por t r ê s directrizes, d\ ^ VQ , d ^ j / L T , rf3 ^ <p0, pede-se 
a d e t e r m i n a ç ã o duma gerat r iz g e n é r i c a da s u p e r f í c i e 
e do plano central desta gera t r iz . Como determinar ia 
o ponto central ? 

3016 — Sejam » i , n2 duas rectas de n íve l não 
complanares e designe [a] a s u p e r f í c i e regrada gerada 
por uma recta que se apoia sobre « 1 , ^ 2 e fo rma com 
v 0 um â n g u l o dado. Determine uma gerat r iz g e n é r i c a 
de [a] e o respectivo plano a s s i n t ó t i c o . É [a] uma 
p a r a b o l ó i d e ? Jus t i f ique a resposta. R : Seja P um 
ponto qualquer de n j ; o lugar geométrico das rectas 
que passam por P e formam com v 0 o ângulo dado é 
um cone de revolução [ f ] , que se pode assumir como 
cone director de [a] . As eventuais geratrizes de [a] 
que passam por P , obtêm-se achando a intersecção de 
n2 com [7] e unindo com P os pontos de intersecção 
( 2 , 1 ou 0 soluções). Supondo que g é uma geratriz 
assim obtida, o plano assintótico de g será o plano 
tangente a [-j] ao longo de g . A superficie [a] não 
será um parabolóide, porque: a) no caso de o ângulo 
dado ser maior que 0, as geratrizes que se apoiam 
sobre nl , n 2 não são todas paralelas a um mesmo plano; 
b) sendo o ângulo dado igual a zero, [r] degenera em 
dois planos paralelos. 

F . C. L . — GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame f ina l — 
1948-49. 

3017 — E n u n c i e e demonstre o teorema de Chasles 
re la t ivo a s u p e r f í c i e s regradas. 

3 0 1 8 — Sejam a, b rectas de p e r f i l n ã o compla-
nas e designe [ir] a s u p e r f í c i e regrada que admite 
a, b como directrizes e cp0 como plano director. 
Dado um plano a o b l í q u o , determinar as d i r e c ç õ e s 
a s s i n t ó t i c a s da secção f e i t a por a em [*] . R : Me­
diante uma mudança de plano horizontal, é possível 
tornar as rectas a , b de nível; então o parabolóide 
passará a ter um plano director de nível e outro de 
frente, e por conseguinte uma geratriz t de topo e uma 
outra v , vertical: as projecções verticais de todas as 
geratrizes da frente passam então por ( t " ) e as pro­
jecções horizontais das geratrizes de nível, por ( v ' " ) • 
>Se for f a geratriz de frente tal que f " / / v

a

 e n 0 

geratriz de nível tal que n " ' / / h < 1 , é claro n / / « , f / / a e 
portanto tais geratrizes fornecem as direcções assintó­
ticas pedidas. 

3019 — D e f i n a conó ide e mostre como se apl ica 
a teor ia da c o n c o r d â n c i a à d e t e r m i n a ç ã o de planos 
tangentes a uma t a l s u p e r f í c i e . 

Enunciados e soluções dos n.° s 3004 a 3019 
de J . Sebastião e Silva. 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F . C. C. — CÁLCULO INFINITESIMAL — 1.° Exame de fre­

q u ê n c i a — 1949-50. 
1. " Ponto 

3 0 2 0 — P r i m i t i v a r as f u n ç õ e s : 

x 2 + l 1 x l o g x 

x ( 3 x 2 — x — 2) 3 + cosx ( x — 4 ) 5 

2. " Ponto 

3021 — P r i m i t i v a r as f u n ç õ e s : 

l / x 4 + 3 x 7 
x + l 

( x 2 - 2 x + 2) ( x - 1 ) ^ 2 - x í 

F . C. P. — CÁLCULO — 1." exame de f r e q u ê n c i a 
1.* chamada—-3 de Fevereiro de 1950. 

1.» Ponto 

3 0 2 2 — Calcular o verdadeiro valor de 

y = (sec x ) c o t g ' x para x = O . 

3 0 2 3 — De te rminar os m á x i m o s e m í n i m o s de 

y3 + yz + y - 8 x 3 + 12 x 2 - 4 = 0 . 

dx 
3 0 2 4 — Calcular 

3 0 2 5 — Calcular 

J 
í 

cos x • sen 2x 

50 

(4x2 + 25) 2 
. dx . 

3 0 2 6 — Dada a e q u a ç ã o q2 r — 2 pqs + p-t = 0 
fazer a m u d a n ç a de v a r i á v e i s : x = v , y = w , s = u, 
sendo w a nova v a r i á v e l dependente. 

2.° Ponto 

3 0 2 7 — Determinar os m á x i m o s e m í n i m o s de 
1 

y = sen x + — cos 2x , no in te rva lo 0 <^ x «s^ ir . 

3 0 2 8 — Sendo x 3 4- xy* + x 2 — j / 2 = 0 , calcular yn 

no ponto (0,0) . 

3 0 2 9 — Calcular J sen x l og sen 2x dx . 

3 0 3 0 — Cale , r dx_ 
ular I , 

Jl l /3 + 2x 

2 x - x 2 

3031 — Dada a e q u a ç ã o r — t = 0 mudar as va­
r i á v e i s independentes sendo x = p cha , y = p s h õ . 

N O T A . — O aluno deve resolver um probloma do cálculo dife­
rencial e outro de cálculo integral. 

I . S. C. E . F . — 2.* CADEIRA — 1.» Exame de f r e q u ê n ­
c ia ex traord inár io — Fevereiro de 1949. 

i 

i 

3 0 3 2 — Demonstrar a igua ldade : 

(x — a)m (b — x ) " dx = (6 — a)'"+"^-, • 
m. ! n ! 

( m + í i + 1) ! 

R : Faça-se x — a = y e integre-se por partes. Vem 
m-M |b—a 

y ° (b - a - y ) " d y 

n /*»"• 
+ m 4-1 Jo 

(b y ) " m + l 

m + l (b — a — y ) » - ' dy , 

+ 

m + l 

n n —1 n —2 

m + l m + 2 m + 3 
n ! 

'* J m f n , 0 

n ! m ! 

( m + l ) ( m + 2) » . (m + n + 1) 

3 0 3 3 — Es tudar o in t eg ra l 

dx 

( m + n + 1) 

Ç- dx 

J t (x + a ) t / x — b i b (x + a)[/x — b 

e ca l cu l á - lo na h i p ó t e s e de ser convergente. 
L I 1 

R : -Se b > —a l i m ( x - b ) ' x -
>M-0 

e o integral é convergente. 
Fazendo x — b = t ! 

d 

(x + a ) v / x - b a + b 
> 0 

b (x + a ) v / x ^ b ~ J o a + T + l i 
2 r t i M 

= —===- arc tg — I 
Va+b|_ V/a+bJ 0 

\/a-)-b 

3 0 3 4 — Demonstrar que os pianos x + y + z = 2 , 
x + 2y + 3a = 4 , e 2 x + 3 j / + 4 z — 7 fo rmam urna super­
f i c i e p r i s m á t i c a . Dete rminar as d i r e c ç õ e s das arestas 
e os â n g u l o s formados pelos planos dois a dois. 
R : a) A característica da matriz dos coeficientes é dois. 
O sistema è indeterminado de grau 1 e incompatível 
visto os característicos serem diferentes de zero. Us três 
planos formam pois uma superfície prismática. 

b) As arestas são as rectas de equações : 

f x + y + z = 2 | x + y + z = 2 

l x + 2y + 3z <= 4 1 2x + 3y + 4z = 7 

J x + 2y + 3z = 4 

1 2x + 3y + 4z = 7 . 
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A sua direcção comum pode ser definida por: 

( I + J + K ) A ( I + 2 J + 3 K ) = I + 2J + K ; 
( I + J + K ) A (21 + 3J + 4 K ) = I + 2 J + K ; 

ou 
( I 4 2J + 3 K ) A (21 + 3 J - f 4 K ) = I + 2 J + K . 
c) Ângulos dos planos, dados pelos cosenos: 

1 + 2 + 3 i /42 3 v/87 
; cos <t>2 ; cos $j = 

\/S\/l4 29 

COS st>3 = 
10 v/406 

203 

I . S. C. E. F.—2.* C A D E I R A — 2 . " exame de f r e q u ê n c i a 
1949, Junho 17. 

dx dy 

3 0 3 5 — Calcular o i n t e g r a l 

JJ V i+«*+v* 
estendido ao c í r cu lo de centro na or igem e ra io 1 . 
R : Fazendo x = p cos a e y = psena vem 

1 SIp v/f̂ Pd*d? - iC d*iV Hdp -
x2 - 2 * . , H A - P2 A 

- _ _ _ Visio queJo , d P -

_ [" I ± £ J\El _ arctg v/ÏZZl 1 - 2 

m t o r que pode óbter-se fazendo, por exemplo, 
1 - p í 

= f- . 
1 + p 2 

3 0 3 6 — Achar as curvas tais que o comprimento do 
arco contado a p a r t i r da or igem é f u n ç ã o da ordenada. 
Anal ise os casos 1) s = j / ' / 2 , e 2) s = s e n h j / . 

R : S - í ( y ) . Logo J 1 + dx = f ' ( y ) d y , 

dy 
dx vWm 

== e dx = ± t / [ f ' ( y ) F - l d y , 

x + c = +JV[ r''(y)p — 1 d y dorade x + c = ± t p ( y ) . 

1) Se s = f (y) = y*/2, x + c = ± J V y 2 - l d y = 

= + — ( y y 2 — 1 — arcsenh y) 

2) Se s = f (y) = senh y , x + c = +j'\/co&h2y — J ây = 
= +coshy ou y = arccosh (x + c) . 

3 0 3 7 — Determinar sobre o plano x + y + z=\ u m 
ponto ta l que a soma dos quadrados das d i s t â n c i a s 
deste ponto aos pontos A ( 0 , 0 ,0 ) e B ( 1 , 1 , 1 ) seja 
m í n i m a . R : f (x, y , z) = x* + y* + z* + (x—1)*+ ( z - l ) « 

f i ( x ,y , z ) = ° 
á ( f ' f l ) - O . 

ou P (1 /3 ,1 /3 ,1 /3 ) 
à (f, fi) 

•0 

x + y + z — 1 = 0 

x — y — 0 

d (x, z) 

Soluções dos n.1 

= 0 

80.12 a .1037 do M. A. Soares Madureira 

I . S. T . — CÁLCULO -

1949-50. 
1.° exame e x t r a o r d i n á r i o de 

3 0 3 8 — Dadas as matrizes A e B ve r i f i ca r que as 
matrizes AB e BA t ê m valores p r ó p r i o s comuns. 

3 0 3 9 — a) N ú m e r o s derivados. 6) Ma io r e menor 
f u n ç ã o , c) In tegra is de Denjoy e Perron, d) Sob o 
ponto de v is ta da p r i m i t i v a ç ã o em que termos o in t e ­
g ra l de Den joy generaliza o i n t e g r a l de Lebesgue. 

3 0 4 0 — Dada a f u n ç ã o 

/ ( x , y , « ) = (log V^2^ 
a) ve r i f i ca r que é h o m o g é n e a e apl icar o teorema de 
Euler , 6) V e r i f i c a r que as suas derivadas parciais 
são h o m o g é n e a s . 

L S. T . — CÁLCULO — 1. Exame o r d i n á r i o de 1949-50. 

3 0 4 1 — Com que ampl i tude os in tegrais de R i e -
mann, Lebesgue, Den joy e Perron resolvem o problema 
da p r i m i t i v a ç ã o ? 

3 0 4 2 — a) I n d e p e n d ê n c i a l inear, b) I n d e p e n d ê n c i a 
func ional , c) Teorema de Peano. 

3 0 4 3 — Dadas as matrizes 
/O 1 0 0 \ 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

v,0 a - 2 0 / 

a) V e r i f i c a r que elas t ê m um valor p r ó p r i o comum 
b) Calcular a de modo a que tenham mais valores 
p r ó p r i o s comuns. 

  

B = 

M E C Â N I C A R A C I O N A L 

F. C. C. — MECÂNICA RACIONAL — 1.° Exame de f r e ­

q u ê n c i a — 1949-50 — Ponto n . ° 6. 

3 0 4 4 — Determinar em coordenadas polares a t r a ­
j e c t ó r i a dum ponto P que se move sobre um plano. 

A grandeza da velocidade r ad i a l é constante e i g u a l 
a 2 e a grandeza da velocidade transversa é t a m b é m 
constante mas i g u a l a 1/2 . Uma das pos ições ocupa­
das pelo ponto tem as coordenadas 8 = j t / 2 , r = 2 . 
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3 0 4 5 — Considere o ponto P0( + \/2 ,6) si tuado 
sobre a curva y + 2*=x'!. Este ponto Po é a p o s i ç ã o 
i n i c i a l dum ponto móve l P que descreve a curva 
a t r á s c i tada com uma a c e l e r a ç ã o de que apenas conhe­
cemos a d i r e c ç ã o e o sentido ; a d i r e c ç ã o é a def in ida 
pelo eixo dos A'A' e o sentido é o da parte pos i t iva 
para a parte nega t iva do mesmo eixo. Calcular a g ran ­
deza do vector a c e l e r a ç ã o em f u n ç ã o do tempo. O sen­
t ido do movimento é o sentido r e t r ó g r a d o . C o n d i ç õ e s 
i n i c i a i s : para f = 0 é v = l . 

3 0 4 6 — N u m movimento central existe a r e l a ç ã o 
v=ajr entre a grandeza da velocidade e a grandeza 
do raio polar r . Determinar a e q u a ç ã o polar da t r a ­
j e c t ó r i a e a e x p r e s s ã o de r em f u n ç ã o do tempo. 

F . C. C. — MECÂNICA RACIONAL — 1.° Exame de fre­

q u ê n c i a — 1949-50 — Ponto n . ° 8. 

3 0 4 7 — U m ponto P move-se sobre um plano de 
t a l maneira que as grandezas das velocidades r ad ia l 
e transversa são constantes e igua is a 1 . D e t e r m i ­
nar em coordenadas polares a t r a j e c t ó r i a do ponto 
móve l . O ponto ocupa no seu movimento a p o s i ç ã o 
6 = TC/6,r = 3 . 

3 0 4 8 — U m ponto móve l descreve a curva y2+2 = x 
com uma a c e l e r a ç ã o constante em d i r e c ç ã o e sent ido; 
a d i r e c ç ã o é a def in ida pelo eixo dos XX e o sentido 
é o da parte pos i t iva para a nega t iva do mesmo eixo. 
Calcular a grandeza da a c e l e r a ç ã o em f u n ç ã o do 
tempo. O sentido do movimento é o sentido directo. 
C o n d i ç õ e s i n i c i a i s : para í = 0 é u = 2 , x = 4 e y= • 

3 0 4 9 — N u m movimento central existe a r e l a ç ã o 
v = 2Jr entre a grandeza da velocidade e a grandeza 

do raio polar r . Dete rminar a e q u a ç ã o polar da t r a ­
j e c t ó r i a e a e x p r e s s ã o de r em f u n ç ã o do tempo. 

L S. T . — MECÂNICA RACIONAL — 1.° exame de f r e q u ê n ­

c ia e x t r a o r d i n á r i o — 1950. 

3 0 5 0 — A v e r i g u a r se, em r e l a ç ã o ao sistema d i f e ­
r enc i a l : 

dxi dx% dx„ 
— - + a, = 0 ; • — + xz - 0 , — , — - + x„ = 0 , 
dt dt dt 

a f u n ç ã o 

in t eg ra l . 

F = J ( x ^ X f - x , ) dV é um invar ian te 

3051 — Conceitos de g e o d é s i c a no cá lcu lo va r i ac io -
nal e no c á l c u l o absoluto : sua i d e n t i f i c a ç ã o . 

3 0 5 2 — Conceito de f u n ç ã o h a r m ó n i c a . P ropr ie ­
dades. 

I . S. T. —MECÂNICA R A C I O N A L — 1 . » exame de f r e q u ê n ­
c ia ordinár io — 1950. 

3 0 5 3 — U m ponto P move-se no plano Oxy com 
movimento uniformemente acelerado sobre uma para­
lela ao eixo Ox. O t r iedro de r e f e r ê n c i a Ox yz e s t á 
animado duma r o t a ç ã o un i forme em torno de Oz. 
Determinar a a c e l e r a ç ã o dc transporte do ponto e a 
sua t r a j e c t ó r i a . 

3 0 5 4 — Estacionaridade dos in tegra is duplos. 
R e l a ç õ e s entre o problema da estacionaridade do i n ­

tegra l f f i p * + ?') dxdy e do problema de Dir ichele t -

3 0 5 5 — Conceito de medidas em geometria das 
massas. Medidas negativas e medidas vector iais . 

P R O B L E M A S 

S O L U Ç Ã O R E C E B I D A 

2 5 4 2 {Gaz. Mat. n.° 34) — Mostre que 

1 m ! 

~(n+p)l » — 1 \ ( n — 1 ) 1 (m + ra-l)! 

R : Raciocinemos por recorrência. Para m = 1, 
tem-se 

» p ! 0 ! 1 ( n -1 ) I 
fii = (n+0) I " n~! " n ! ( n ^ ï T T ~ 

1 r ( n - l ) ( n - l ) n 

n - 1 L n ! ( n - 1 ) ! J 

1 r n ( n - 1 ) ! - ( n -1 ) ! 1 !" 
= n - 1 L n ! ( n -1 ) ! 

1 r n ! - ( n - l ) ! l ! l 1 r 1 1 M 
_n~̂ ±"L ( n - 1 ) I n I J " n~^ï |_(n—1)1 ~ ÍTíJ ' 
quer dizer, a igualdade é válida. 

Suponhamos então que ela è ainda válida para 
m = k , isto é : 

(V 
£ p' i r i k i n 
â ( n + p ) ! n + 1 [ _ ( » - ! ) ! (k + n - l ) l j 
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e vamos provar que esta hipótese implica que o seja 1 r (k+n) !— k I(k+n)(n—1) ! -t-k ! (n—1) (n—1) I ~ | 
também para m = k + 1 . Com efeito, _ n — 1 [_ (n l ) ! ( k + n ) ! 

' p ! _ U P ' _ k l _ J _ r (k + n ) l - ( n - l ) ! [ k l ( k + n ) - k l ( n - l ) ] l 
^ ( n + p ) ! à ( n + p ) ! + ' ( k _ 4 - n ) ! D - l l ( n - 1 ) ! ( k + n ) I [*" 

e, em virtude de ( I ) , rem 1 T ( k +- n) ! — (n —1) ! (k + 1) !"1 

g j 1 f 1 k l 1 = n ^ ï | _ ( n - l ) ! ( k + n ) l J = 

| S Í ( n + p ) ! " n - l L ( n - l ) ! (k + n - l ) J J + 1 l~ 1 ( k + l ) n 

k ! n - l L ( n - l ) ! (k + n ) í j 
(k 4- n) ! _ 

v ' ficando, portanto, demonstrada a identidade. 
1 T 1 k ! k l ( n - l ) " ] 

n— l | _ ( n — 1 ) ! (k + n — 1) ! ( k - f - n ) ! J Solução de Fernando de Jesus, aluno do I . S. C . E . F . 

As resoluções de problemas propostos devem ser enviados para a Redacção da «Gazeta de Matemática». 

Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita numa folha de 

papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tratados), com a indicação do nome 

e da morada do autor. 

Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores 

e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

R E C T I F I C A Ç Ã O 

Com data de 20 de A b r i l de 1949 recebemos do nosso 
prezado colaborador do Recife, Prof. D r . L u i z Fre i re , 
o pedido da p u b l i c a ç ã o no n.° 39 da nossa revista da 
r e c t i f i c a ç ã o que se segue r e l a t i va a um a r t igo da sua 
au tor ia i n c l u í d o nos n.°» 37-38 de Gazeta de Matemá­
tica. Last imamos só a podermos agora publ icar . 

«A p á g s . 12 do a r t igo Os potenciais escalar e vec­

torial e os espaços a conexão simples e múltipla por 

um l a m e n t á v e l e q u í v o c o de c ó p i a do o r i g i n a l , saiu 

como teorema r e c í p r o c o , em seu enunciado e demons­

t r a ç ã o , o p r ó p r i o teorema directo. 

O teorema r e c í p r o c o é : Se em ^ uxdx , u= V ? , 

o i n t eg ra l é nulo. 

A d e m o n s t r a ç ã o é a que segue: 

dy 

P, (>.) P, U) 

• dx H dy f — dz 
dy " dz 

. Cti-i = • 

Portanto 

(£ uxdx — I"s7<? 

P> <x) 

X dX ? 2 " fl pois » j = <j>i». 

D I V U L G A R A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A ) É C O N T R I B U I R P A R A 
O D E S E N V O L V I M E N T O DA C U L T U R A M A T E M Á T I C A P O R T U G U E S A 
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PUBLICAÇÃO DA JUNTA DE INVESTIGAÇÃO MATEMÁTICA 

I N T E G R A L DE R I E M A N N por RUY LUÍS GO M ES-120 Esc. 

P r e ç o para os assinantes de Gazeta de Matemática ou Portugaliae Mathematica : 100 Escudos 

PUBLICAÇÃO DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA 

Á L G E B R A M O D E R N A por i. VAN DER WAERDEN 

T r a d u ç ã o da 2.» ed i ção a l e m ã por Hugo B. Ribeiro — 75 Escudos 

P r e ç o para os assinantes de Gazeta de Matemática ou Portugaliae Mathematica: CO Escudos 

O S A N Ú N C I O S D E S T E N Ú M E R O N Ã O S A O P A G O S 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 
P u b l i c a r á q u a t r o n ú m e r o s p o r a n o 

Número avulso: 12 e s c u d o s e 5 0 c e n t a v o s 
A s s i n a t u r a a n u a l (4 números): 4 0 e s c u d o s 

P O N T O S D E E X A M E 

U m a das secções permanentes da Gazeta de Mate­
mática é c o n s t i t u í d a pelos pontos de exame de a p t i d ã o 
às universidades e pontos de exames de f r e q u ê n c i a e 
f ina i s das cadeiras de m a t e m á t i c a das escolas supe­
riores. 

2.* EDIÇÃO DO VOL. II (N." 5 a 8) 

Cont inua aberta a i n s c r i ç ã o para a nova e d i ç ã o do 
ano I da Gazeta de Matemática (n . ° ' 5 a 8) ao p r e ç o 
de escudos 30. Esta nova e d i ç ã o oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibil idade de comple­
tarem as suas colecções no formato e c a r a c t e r í s t i c a s 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as in sc r i ções a t i n j a m o n ú m e r o de 300, proceder-
- se - á , à com p o s i çã o , i m p r e s s ã o e d i s t r i b u i ç ã o da nova 
e d i ç ã o do ano I I . Depois de publicada, a segunda 
e d i ç ã o do volume I I s e r á vendida ao p r e ç o de escu­
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazela de Matemática aceita, 
quando pedidas directamente, assinaturas anuais de 

quatro n ú m e r o s , ao p r eço de escudos 40, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da c o b r a n ç a . 
As assinaturas são renovadas automaticamente no 
seu termo, salvo aviso p r é v i o em c o n t r á r i o . Todas as 
assinaturas t ê m in í c io com o pr imei ro n ú m e r o publ icado 
em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à a d m i n i s t r a ç ã o da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes b e n e f i c i a r á 
de uma assinatura g r a t u i t a durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

E s t ã o completamente esgotados os n ú m e r o s 5 a 1 1 , 
13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes n ú ­
meros s ã o vendidos aos p r e ç o s seguintes : 
N.°* 1-4 (2." ed i ção do ano I , no formato 

actual e com o texto cuidadosamente re­
visto) 40500 

N •* 12 e 15 a 40, cada n ú m e r o 12$50 
A a d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática exe­

cuta qualquer encomenda à c o b r a n ç a pelo correio. 

A N G A R I E A S S I N A N T E S P A R A 
A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

C o n c o r r e r á , a s s i m , para o m e l h o r a m e n t o 
de uma rev is ta sem o b j e c t i v o s c o m e r c i a i s 

P R E Ç O E S C . 1 2 $ 5 0 

DISTRIBUIDOR EXCLUSIVO PARA O BRASIL: 

EDITORIAL LATINO AMERICANA - Caixa Postal 1524 — RIO DE JANEIRO 

A d m i n i s t r a ç ã o da Gazeta de Matemática — Rua A l m i r a n t e Barroso, 20, r /c — Lisboa -N 


