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Sur certaines

par Georges Bouligand

1 Il s'agira d'équations ou / est un polynéme du
second degré en p, gq. Ce type (T) est souvent pris
comme exemple, pour raison de simplicité, quand on
s'occupe duprobléme de Cauchy. Ilémerge aussi a propos
de considérations sur les systemes triples orthogonaux.
En prenant dans une région de l'espace deux tels
systémes, on obtient en chaque point deux triedres de
directions principales qui, étant trirectangles, sont sur
un méme cone du second degré. Une équation /=0
du type plus restreint obtenu de la sorte se trouve
donc admettre pour solutions les surfaces des six
familles constituantes; tandis que, dans le type (IT)
général, une équation / =0 est déterminée par cinqg
familles a un parametre de surfaces intégrales, sans
que cela entraine de droit la connaissance d'autres
familles de cette nature.

Ces rapprochements font pressentir le caractére un
peu composite de la présente note, caractere renforcé
par des soucis concernant I'épiste'mologie des  pro-
blémes, dans le sens de certaines de mes publications
antérieures (*).Beaucoup de questions seront d'ailleurs
posées, sans plus.

2. J'appellerai probleme P la recherche d'un élé-
ment emprunté & une catégorie  Knettement délimitée
et soumis a des conditions assignées. Je supposerai
I'invariance de K et des dites conditionspar uti grou-
pe G de transformations, dont chacune est un auto-
morphisme de K sur elle-méme. L'ensemble des solu-
tions de P posséde alors la méme propriété d'inva-
riance 1, mais celle-ci peut ou non se produire pour
une solution prise isolément. L'invariance a lieu
par exemple si cette solution convient, cela a titre
unique, a un probléme Pj déduit de P par adjonction

() Cf. Q. BOULIGAND—Les principes de [I'Analyse géométrique,
t. 11, fasc. A, ch. I, p. 1 et 10; ch. VII, p. 108 ;ch. 11X, p. 143,

16D, 170, 181.

eguations

f(X,y,i,p,Q):O

(Paris)

de conditions supplémentaires soumises a la méme
hypothése d'invariance 1. que ci-dessus. La conclu-
sion peut encore subsister, méme s'il n'y a pas unicité,
lorsque certaines modalités topologiques sont rem-
plies: telle, I'absence de solutions arbitrairementvoi-
sines de S, au cas ou G est un groupe de Lie.
Mais, si I'on ne fait aucune hypothése adéquate, la so-
lution S ne participe pas en général, au caractere
d'invariance 1,. Un exemple banal est celui ou, K
étant le plan euclidien, on donne un champ vectoriel
invariant par les rotations autour d'un point fixe O:
les courbes tangentes au champ en chaque point ne
sont pas en général des cercles de centre O. C'est
I'ensemble de ces courbes qui reste invariant par
rotation.

Il'y a pourtant des cas voisins ou cette remarque
simple a été méconnue : tels les premiers essais sur
les figures d'équilibre d'une masse fluide homogeéne
on rotation uniforme autour d'un axe, sous influence
de l'attraction newtonienne. Certains ont d'abord
pensé que chaque figure d'équilibre est de révolution
autour de l'axe (*).

3. A la suite de ces généralités, prenons le pro-
bleme de Cauchy pour une équation

f(x,y,z,p, @=0

et pour une courbe donnée Co lorsque /=0 et C, pos-
sedent l'invariance par rapport a un groupe continu
G a un paramétre. Tout cela répond bien aux suppo-
sitions du n.° 2.

(') LAORANOE a ot6 critiqué a cet égard en divers textes
(Notice de LEJEUNE-DIRICHLET, t. I,p. 19 des Gesammelle Werke
de JACOBI ; t. 11 du Systeme du  Monde, 2" éd.” par G. de PON-
TECOULANT p. 438 et 567.) Mais ce n'est pas pour recours a des
considerations de symétrie douteuses.

Ayant correctement fait la mise en équations pour le cas des
ellipsoides, LAGRANOB oublie seulement la solution aux trois
ax es Inégaux qu'il était réservé a Jacobi de découvrir.



J'ai déja signalé a cet égard (1) deux points impor-
tants.

a) D'une part, le probléme P actuel admet des so-
lutions, engendrées par des courbes C, qui a I'exem-
ple de Cq, sont des trajectoires du groupe G et
qu'on trouve en résolvant le probléme de Cauchy
pour une équation différentielle ordinaire du pre-

dz\

/
mier ordre, a savoir / {y,s,0, si C, est
\

—) )
<W

Ox et G est le groupe des translations paralleles a
Ox (*). Il arrive méme qu'on obtienne ainsi toutes
les solutions de P : cela se produit quand, par adjon-
tion a I'énoncé de P d'une condition supplémentaire
elle-méme invariante par G, on assure l'unicité, pour
la solution du nouveau probleme Pi qui se présente
alors. En atteignant cette unicité, on assure l'inva-
riance par G de la surface intégrale demandée dans
Pj, ou encore, le fait qu'elle se laisse engendrer par
des trajectoires de G .

b) D'autre part, un tel mode de génération peut se
trouver exclu, faute de pouvoir, dans les conditions
indiquées, tabler sur le passage de P a un certain
Pi a solution unique. J'ai déja signalé, sous forme
analytique, le cas ou P est le probléme de Cauchy
pour gy —z=0 et I'axe Ox. L'intégrale générale est alors
constituée par les conoides d'axe Ox et de plan directeur
J/Oz, lesquels conduisent bien a I'équation indiquée. Il
est clair que I'un deux, pris au hasard, ne se réduit pas
a un cylindre de génératrices paralleles a Ox . Dans
ce cas, l'invariance par les translations le long de Ox
a lieu pour l'équation donnée et pour C,; elle a lieu
aussi pour l'ensemble des solutions, mais elle dispa-
rait pour une solution prise au hasard.

Voila le type de singularité sur lequel j'insiste ici,
et qui dans Il'exemple cité provient de Il'annulation
des coefficients sur Ox, jouant le rSle de ligne C.
Cette annulation empéche de pouvoir réaliser les
hypotheses qui entrafneraient I'unicité de certaines
solutions passant par C.

3. Tous les exemples qu'on peut tirer du précé-
dent par le jeu d'une transformation ponctuelle s'at-
tachent a des équations qui sont linéaires en p,g-
Il n'est pas inutile de donner un exemple de la méme
nature pour une équation non linéaire. On prendra la
suivante

(B) paz (x- y"™) 4-py (Z2+ x)- gx (z2+y’)- 0

laquelle admet le groupe G des homothéties par rap-

(') G. BOULIGAND—Sur le probléme de  Cauchy—Bull. Se.
Math, 2, L X, 1936, p. 20G-209

(-) Au moins localement, on établit que les autres cas de P
peuvent se ramener a celui-la par une transformation ponctuelle
appropriée.
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port au point O et ainsi, posséde une famille d'inté-
grales qui sont réduites & des cones de sommet O.

Leurs traces sur J plan z =1 vérifient une équation
différentielle ordinaire, obtenue en écrivant que le
vecteur (p,q,—1) normal & un de ces cbnes est
colinéaire au vecteur (—y'z ,z,xy' —y) représentant
le produit vectoriel de (1,y ,0) et(x,y,z). D'ou
I'équation cherchée

y'' 1

1+)/ 1+ x°

On trouve des cones du second degré
(r) X'+ y' + 22 —2mxy —m' z°= 0

Soit maintenant posé le probléeme de Cauchy pour
I'équation (E) et pour une droite issue de 0 (laquelle
est bien invariante par G) . Ilest facile de voir que
si cette droite A ne coincide avec aucun des axes, cha-
cun des deux cones (toujoursréels et distincts) de la
famille r passant par cette droite jouit de la propriété
d'unicité pour le probleme P( de Cauchy concernant
E , ainsi que A, lorsqu'on choisit une des bandes for-
mées, sur l'un de ces cdnes, par les éléments de con-
tact ayant A pour support ponctuel.

Mais tout change quand A coincide, soit avec OX,
soit avec Qy. Il suffit pour s'en convaincre de
noter que (E) admet, pour toute valeur de la cons-
tante X, la solution z = Xxy.

Cela donne pour intégrales des paraboloides hyper-
boliques passant par Ox et par Oy. Le probléme de
Cauchy, posé pour (E) et pour l'une de ces droites,
admet donc bien une infinité d'intégrales qui ne sont
pas réduites a des cdones de sommet O. Il subsiste
d'ailleurs la question de voir s'il n'en existerait pas
d'autres encore.

4. Les considérations de l'exemple ci-dessus vont
nous servir de transition vers un ensemble de sujets,
qui semblent peu étudiés, et dont le théeme essentiel
est la mise en relations des systemes triples ortho-
gonaux avec certaines équations f (x ,y ,zp ,q)-=0.

Prenons d'abord pour / um polyndéme du second
dégré quelconque en p, gq: ce qui conduit a une
équation /=0 que déterminent 5 familles d'intégrales
a un parametre, pourvuqu'en un pointcourant M, les
5 normales aux surfaces de ces familles passant en
M définissent sans ambiguité un coéne du second
ordre. Si 3 de ces familles

9 <>1lv;’) = il 9 = "z, 93 =+«3

introduisent une transformation localement biunivo-
que, cela permettra de ramener /=0 a la forme
canonique

(K) pg + A (x,y,2) g+ B (x,y,z2)p =20
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ou indifféremment

A B
| + - + - =
P

0

forme englobant I'équation (E) du n.° 3"\ Chaque
plan paralléle a un plan de coordonnées est alors une
intégrale et il suffit de 2 nouvelles familles F' e F"
d'intégrales pour fixer I'équation. Le cbdne des nor-
males en un point M contient alors les paralléles aux
axes issus de M, les normales a chacune des surfa-
ces passant par M dans F et F" : ce qui le déter-
mine en général. Ainsi, dans le cas de (E), la détermi-
nation du cone des normales peut s'achever en
recourant a la double famille FI,, F"' constituée par
les cones (r). Notons encore, qu'en posant

U=2z"+1/", u= a'-fas,

(E) a deux familles F\ , F{ d'intégrales obtenues en
prenant U fonction de u seul. En effet, cela con-
duit a prendre

du du
= - - + N
pz W (i pz) y + qz du

d'ou, en portant dans (E) les valeurs de p et de g

exprimées en U' (=dU/du) et simplifiant
(U-u)u<
e+ Vu+ U=0
1 -
ou
U-uu’z =0
d'ou
\J~U + sju = const.

Les familles FJ, F'{ sont donc obtenues comme lieux
de points dont la somme ou la différence des distan-
ces aux axes Ox,0j/ sont constantes. Des lors les
intersections des surfaces de ces familles forment,
comme il est connu, les trajectoires orthogonales aux
paraboloides xy =xz, surfaces qui parachévent avec
celles de F\ , F" un systéme triple, composé de 3 fa-
milles d'intégrales de (E).

4", Soient maintenant deux systémes triples ortho-
gonaux quelconques STOi , STO, En chaque point
M, interviennent deux triedres trirectangles dont les
arétes sont les directions principales. Ces deux triée-
dres son sur un méme cone du second degré -y(Af).
L'équation aux dérivées partielles ayant f (M) pour
cone des normales sera de la forme

(K,) Ai + Bi (g*-I) +2Cpg + 2Aq + 2 Sp=0

En particulier, si STO, se réduit aux troisfamilles
de plans paralléles aux plans de coordonnées, familles
qui constituent le systeme noté sto, cette équation
par annulation de A+ et de Bi, prendra la forme

(K).

A supposer que ces équations puissent étre de
quelque utilité pratique pour la recherche de systémes
triples orthogonaux, ilest indiqué d'étudier d'abord
I'équation (K).Ils'agira donc de décider dans quelles
conditions il existe pour (K) 3 famillesd'intégrales a
un parametre, et qui conduisent a un STO distinct de
ajo. Qu'il s'agisse de (K) ou de (Kj)cela se pro-
duit d'ailleurs, avec apparition d'une famille conti-
nue a un parameéetre de STO, lorsque les fonctions de
x,y ,z désignées par des grandes lettres et figurant
comme coefficients se réduisent a des constantes.
Toute génératrice du cone y (M) peut alors jouer le
réle de direction principale pour un de nos STO.

Mais pour une équation du type (K) choisie d'une
maniére quelconque, on pressent qu'elle ne fournit
aucun STO distinct de sto. A cet objet, prenons
une fonction de point h (M) dont les surfaces de niveau
ne forment pas une famille de Lamé. En chaque point
M, faisons passer .le cone j (M) par les trois paral-
leles aux axes et par les deux tangentes principales
a la surface de niveau de h qui passe en ce point.
Nous aurons une équation du type (K)dont le mode
d'obtention, sans donner de certitude négative, laisse
cependant peu d'espoir d'obtenir un  STO.

En effet, a supposer qu'un tel STO existe sa re-
cherche pourrait s'amorcer a partir du principe sui-
vant, applicable indifféremment a la forme (K) ou (Kj)
de I'équation /=0. Envisageons une surface inté-

grale s. En un point M, le cone y(M) , qui porte
la normale a s, coupe le plan tangent suivant deux
droites rectangulaires Mu, Mv . Pour que s soit

élément d'un STO inclu dans l'ensemble des solu-
tions de /=0, il faudrait qu'en chaque pointde s ces
tangentes Mu, Mv soient principales. Ce sont la des
conditions nécessaires, mais en général non suffisan-
tes. Ayant formé I'équation du second ordre a laquelle
doit satisfaire * pour que les tangentes rectangulaires
M u, Mv, soient aussi conjuguées, il faudra chercher
s'il existe des solutions communes a cette équation du
second ordre et a laproposée /=0 . Si l'ona pu déter-
miner les surfaces s pour lesquelles cette circonstance
se produit, et méme si I'on en a obtenu une famille a
un parameétre, on devra encore s'assurer que, pour
leurs lignes de courbure d'un des systémes, il existe
des trajectoires orthogonales, ce qui introduit wune
condition nouvelle. Or dans le cas envisagé a l'alinéa
précédent, la famille d'intégrales a un parameétre dont
on est parti pour déterminer I'équation présente bien
la coincidence en chaque point des directions Mu>
Mv avec les tangentes principales, et ne satisfait pas
aux conditions supplémentaires dont nous venons de
parler. 11 est a craindre que la méme impossibilité
se présente pour d'autres familles d'intégrales qui
auraient aussi la méme propriété de coincidence.



Les difficultés actuelles n'ont rien qui puissent sur-
prendre en des problémes ou, au lieu de chercher des
intégrales d'une équation aux dérivées partielles dont
chacune se détermine isolément, nous cherchons par
exemple 3 de ces intégrales u, v, w pour I'équa-
tion suivante solidaire de (K)

en les soumettant a des relations mutuelles telles que
dans le cas présent:

grad v. grad w — grad w .grad u = grad u. grad v —0

Il s'agit icien fait de la compatibilité d'un systéme
de 6 équations du prémier ordre a 3 fonctionsin-
connues, ce qui ne peut manquer d'amener a des
calculs assez complexes. Ily aura donc lieu de com-
mencer, dans le champ défini par les considérations
précédentes, par I'examen de problémes plus simples '".
5. Tel serale cas de la question suivante :
On se donne deux equations aux dérivées
du premier ordre

partielles

/(as, y,s, p,a)—0 gkx,y,z,p,q =0

qui  définissent ou non le méme ensemble d'éléments
(x, ¥y, z, p,q) . On demande s'il existe deux champs
scalaires  u(x, vy, z), v (x,y, z) tels quil y ait ortho-
gonalit¢  entre chaque surface de niveau du premier et
chaque surface de niveau du second, le long de leur
intersection, tels en outre que les surfaces u e» CM
soient des intégrales de /=-0, et les surfaces v = const.

des intégrales de g = 0 ?

() En marge de notre exposé, il est bon d'observer qu'en
partant d'un systéme triple orthogonal donné, on ponrra tou-
jours le défluir comme le systéme des intégrales communes aux
f(x,y,z,P,gq)= 0 telles que / soit un
des norma-

diverses équations
polynéme du second degré en P,q, le cone 7("0
les eu chaque point M devant passer par les trois arétes du
triéedre qui est principal pour le STO dooné en ce point. Cette
classe d'équations pourra s'écrire, en appelant /',!", il" dos
polyndmes du ler degré en p, q, & coefficients fonctions de x, y ,
a, sous la forme

« B 7

u v w

arbitraires de x,vy,z. 1l
exprime

en appelant a, 3,7 des fonctions
est entendu que chacune des équations telle que U=0

I'orthogonalité du vecteur p, g— 1 & wun vecteur u ou
(A, Bt Ci) donnant la diréction d'une aréte du triedre principal
en un point courant. En posant

U=A 1 Bt —a, r="> P+B,q —cC,, W=A, p+ B,q— ¢,

on aura donc entre les trois vocteurs », v, w les relations
qui expriment I'orthogonalité de deux d'entre eux. Ces vecteurs
sont d'ailleurs complétement déterminés par le fait qu'on part

d'un STO donné.
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La question pourrait étre étudiée en
riemannienne, mais sera limitée ici au cas
Si I'on écrit sous la forme

géométrie
euclidien.

les équations exprimant que le vecteur (f,ri,G) est
normal au point xy,z a une intégrale soit de f—O0,
soit de (7=0, on devra prendre
f(x,y,z,p,q)= F(x,y.z,p,q,-1)
g(x.,y,z,p,q)~G(x,y,z,p,q,-1)

Les champs scalaires u et v demandés seront définis
par le systéeme

F{xy.zuuy wu) =0
() G(X,y.z,Vv,,V,,v) =
u,v, + u Vv, + «,«,= 0

La recherche de solutions de (S) s'amorce en notant
que les surfaces t=c." satisfont a l'équation

dz «= pdx + qdy
ou p, g sont des fonctions de x ,y,z, définies par
les équations simultanées
gxy .z,p,q) —O
= Up + Vg — W
V-u., W=u)

a> (xy .z ,p.a) 0 (o0 U= u,

Comme il est connu, la condition d'intégrabilité s'écrit
alors

«>*9p + <V« + &* (POP + 49,) — «S {g* + P90 —
- <»,ig,+99) 0
ce qui, pour un champ vectoriel U, V, W et une g
guelconques donne la condition

Up +V,q-W)g + (Up + Vg— W,)ff, +

+ (Up+ V,g-W) (pg, + qg) -

-(Ug.+Vvg,, + Wg,)=0

p, q représentant I'un des couples de valeurs, fonc-
tions de x,y,z U, V, W, déterminés par g= 0,
&= 0. Lorsqu'on choisit pour (17, V, W) le gra-
dient de u, on est ainsi conduit a une équation
aux dérivées partielles du second ordre, linéaire par
rapport aux dérivées secondes. En général la pre-
miére équation F = 0 dusystéme (S) n'a en commun
avec I'équation ainsi formée d'autre solution que
u = const. Sauf en des cas particuliers,il n'y a donc
pas de systéme doublement orthogonal comprenant
une famille a un parametre d'intégrales de / = 0 et
une famille anologue pour g = 0.
6. C'est ce résultat qu'il s'agit d'appliquer lorsque
f et g coincident avec une expression de la forme
/. i+ 24 B
p q
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ce qui conduit a écrire simultanément

I A B

uooouu,

A « B
(P 4 a3 — e (<7 «,.)3 +

p' q

(A B [A,  BA
+ (U.p +Uu,g-Uj - +-  +'X  —+ — o+

\i> 2?2/ \P il
\P 11 \P S*/

ou I'onprend pour g lI'un des couples déterminés par

/ =0 up +ug —u,=0
L'équation / = 0 équivaut a

(p+ A)(, + fi) = AB

g-BO-I)

ou t est l'une des racines de I'équation

ce qui permet de poser

p- A (1)

Au. (t- 1) + fiu,, - u,=0

On voit que, malgré les précautions prises, I'équa-
tion du second ordre qui conditionne la fonction u,
cela concurremment a I'équation

u, u, = u, (Bu, + Au) ,

est une équation assez peu maniable. En dehors de
solutions communes évidentes ax + ai, + Pi,
sjz + -fi, il est difficile de prévoir, dans une discus-
sion systématique, ce que sera l'ensemble de toutes
les solutions communes.

Il n'en est pas moinsimportantd'avoir signalé cette
voie assez incommode, car lorsque A, B sont des
fonctions de types particuliers, il n'est pas
qu'elle puisse se préter a des simplifications.

Pour clore ces généralités, notons qu'a partir du
moment ou, ce qui s'est présenté par exemple dans
(4), deux familles d'un STO sont des intégrales d'une
équation du type (K), alors, ilen est de méme de
la troisiéme. Mais ce cas suppose remplies des condi-
tions vraiment trop favorables pour offfrir beaucoup
d'intérét.

exclu

7. Tout un champ de recherches apparait quand
on introduit diverses hypothéses annexes: a savoir
par exemple, que I'équation de type (K) admette
I'invariance, ou bien par les translations paralleles
a une direction fixe, ou bien par les homothéties

faites d'un point fixe comme centre. Les problemes
concernant les systémes triples orthogonaux détenant
I'un de ces modes d'invariance ont d'ailleurs été
sérieusement étudiés indépendamment des considé-
rations actuelles (').

Or ces dernieres présentent parfois de l'intérét.
Reprenons par exemple, le systéme formé des quadri-
ques homofocales définies par I'équation

* zi
(Qx) + rr— + 1

et des diverses quadriques homothétiques des (Q\)
par rapport a l'origine 0O dans un rapport quelcon-
que. Ce systéme fournit une intégrale compléte d'une
équation qui s'obtient en éliminant X entre les deux
suivantes

0 y qz
6°+X

=0
c’+ X

02+X c2+X

ce qui donne
(@ —c)p (y +qz) .
(b* —c) q(x + pz)
L'équation obtennue est du type (K), et jouit de
I'invariance I, par le groupe (6?) des homothéties
de centre O. Réciproquement, pour toute valeur
constante du rapport a/p , Il'équation

(H) «(1+—) +fi(l+ *) -0
\ P*/ \ ««f

détermine a une homothétie prés de centre O un
systeme de quadriques homofocales. L'équation (H)
convient aux surfaces dont une normale quelconque
M if, coupant en N le plan xOy, donne lieu a la
propriété suivante : entre la direction ON et celle
Ou de la trace sur xOy du plan parallele & MN
mené par Oz, existe une correspondance homogra-
phiquede rayons doubles 0x,0y. En prenant une droite
fixe Aissue de 0, les normales menées aux (Q7.) en
leurs intersections avec Asont paralléles aux généra-
trices d'un cdne du second degré passant par A et
par les axes de coordonnées. Grace a quoi, intervient
une équation du type (K), ce qui ne se produirait
évidemment pas en partant d'un STO quelconque
et des ses homothétiques par rapport a O.

Nous venons de constater la présence d'une famille
continue a un paramétre de s To satisfaisant a
I'équation (H), douée de I'invariance 7. . Cette inva-
riance convient a la famille continue précédente, prise

() G. DARBOUX — Legon»
et les coordonnées

sur les systemes triples orthogonaux

2." édition, 1910, livro 111, ch. VIII.

curvilignes



en bloc, en restant étrangére a un quelconque de ses
éléments, ce qui donne un nouvel exemple a l'appui
des remarques du n.° 2.

8. Cela suggeére d'essayer de caractériser, entre
les divers STO, celui des quadriques homofocales cen-
trées en O, par un propriété des normales a ces sur-
faces en leurs points situés sur quelque droite fixe
OA , propriété conduisant a une équation du type
(K). Par exemple, ont peut songer a remplacer I'équa-
tion (H) par I'équation plus générale

ou le rapport AjB ne dépend que de xjz,yjz, ce qui
assure l'invariance |I,. Une telle équation se dis-
tingue d'autres plus générales et notamment de

X
C+A—+Bz-- 0

pz qz

par le fait d'avoir pour solutions les sphéres x +y +
+ z° = f*. Or l'adjonction d'une telle hypothése est
assez naturelle, vu la tendance d"ellipsoides homo-
focaux, dont le petit axe croit indéfiniment, a devenir
homothétiques a des sphéres : cela explique ce fait
que le cone du second degré rencontré a la findu
n.° 7, passe par OA . On pourrait choisir (Hj) de
maniere a luidonner pour solutions les cones d'une
famille & un parameétre avec 0 pour sommet commun,
famille prise de maniére que par chaque point, il
passe un cone et un seul. Dans les solutions de (H,),
serait alors inclu le STO formé par les sphéres de
centre O, les cones précédents et ceux qui les
coupent orthogonalement. Mais I'intérét se porteici
vers les (Hj) incluant d'autres STO, tous homothé-
tiques par rapport a O de l'un d'entre eux. Il s'agi-
rait de savoir si les conditions assurant I'existence
d'une telle famille de STO peuvent étre satisfaites
en d'autres cas que celui ou AjB reste constant

D'aprés une idée signalée au n.° 4", on aurait des
conditions nécessaires en exprimant l'existence de
solutions communes a (IL.)et a I'équation du second
ordre

Ax gqr + [(A+B) z— Axp —Byg] s+ By pt = 0

formée en écrivant que pour chaque point d'une eer-

(") Ce cas est insigne a d'autres titres. Par exemple, il émer-
ge par Il'invariance que détient (H) relativement aux transfor-
mations menant d'une surface & une surface paralléle; ou encore’
par la propriété pour (H,) d'admettre une surface intégrale non
dévelorpable et non sphérique, réduite & une quadrique symé-
trique par rapport aux trois plans de coordonnées.
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taine intégrale de (IL.), les tangentes orthogonales
Mu, Mo sont aussi conjuguées. Le calcul peut se
faire en prenant B = 1, mais reste assez pénible,
sans toutefois exclure des possibilités de recherche.

9. Le cas des paraboloides homofocaux appelle
aussi des remarques intéressantes. L'équation aux
dérivées partielles a laquelle satisfont, avec ces para-
boloides, leurs translatés parallelement a leur axe Oz
est de la forme

ou c désigne une longueur constante. Or, tandis que
dans I'équation (H) du n.° 7, relative a des quadri-

ques homofocales concentriques, se trouvait inclu
un STO formé par les spheres de centre O et les
cones asymptotes de ces quadriques, il ne subsiste

ici aucun vestige d'une propriété analogue. Le rdle
des sphéres de centre O passe aux plans z = const,
mais dans ces plans, on ne peut définir de courbes
qui viendraient supplanter les sections sphériques de
nos cones. En effet, dans équation solidaire de (h),
soit

+ cu «, =0

u, (xu,, — yu)

I'annulation de v, implique celle du produit u, u,, si
bien que le seul systeme triple inclu dans (h) et pouvant
apparaitre de la sorte est le banal sto du n.° 4. La
caractérisation éventuelle des paraboloides homofo-
caux au sein d'une classe d'équations dutype (K), inva-
riantes dans les translations paralleles a Oz, est
donc a fonder, semble-t-il, sur des principes assez dif-
férents de ceux qui nous ont conduit par exemple a
isoler le cas des équations (H))(").

Dans ces recherches, oucertains ternes de solutions
empruntés a la solidaire d'une équation du type (K)
doivent fournir un STO, il serait intéressant, en
général, de délimiter les ensembles d'équations de
cette nature, ou par le jeu des conditions assurant
I'existence de tels ternes, il n'émerge qu'un systéme
trés restreint d'éléments : sorte de quantification géo-
métrique, analogue a celle qui se produit quand, pouf
chercher une fonction uniforme z de x, y, on est
conduit a écrire par exemple

dz = dU (x,y) +/ (X) {xdy —ydx)

ou U est une fonction uniforme donnée et ou X est
une constante indéterminée. En ce cas simple,iln'y a
de solutions qu'en égalant le paramétre Xa l'une des
racines de / = 0.

(*) Noter cependant que (h), comme (H), est invariant par
parallélisme.
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Vers une réhabilitation

par Anténio

La physique théorique a pris ajuste titre une posi-
tion dominante et en quelque sorte régulatrice vis-a-
-vis des autres sciences et de la philosophie elle-méme,
du moins de la philosophie que mérite son nom par
le souci de l'objectivité et le refus de baser quoi que
ce soit sur des mirages psychologiques. Par son but
idéal, qui est selon nous la recherche d'un étre
mathématique dont les propriétés puissent étre mises
en correspondance avec les propriétés do I'Univers
considéré comme autonome, la physique théorique
doit tendre nécessairement, si un tel étre existe, vers
un déterminisme strict. C'est du moins la conclusion
qui se dégage de Il'analyse dont nous exposons les
grandes lignes dans cet article, ou nous nous astrein-
drons a ne pas utiliser explicitement le symbolisme
mathématique.

1. Q'est-ce qu'un étre mathématique, ou plutot
que sont les étres mathématiques qui interviennent
dans la physique? Ce sont des ensembles d'éléments
abstraits irréductibles mais non pas indépendants
c'est-a-dire reliés entre eux par une loiou propriété
leur conférant un caractére synthétique ou d'unité
Exister, pour ces étres mathématiques, c'est précisé-
ment posséder un tel caractére d'unité. L'étre mathé-
matique qui doit décrire I'Univers, que la physique
théorique recherche inlassablement, dont elle admet
I'existence ne serait-ce qu'implicitementou incons-
ciemment comme une base inébranlable assurant la
possibilité de constructions fragmentaires et provi-
soires, est donc la réalisation, I'épanouissement mathé-
matique d'une loi,d'une prepriété qui doit se vérifier
partout. Considérons alors I'Univers physique. Il se
compose visiblement de deux parties : une partie géo-
métrique, l'espace-temps ou contenant, et une partie
physique proprement dite, le contenu de I|'espace-temps
(matiere, électricité, rayonnements, etc). Supposons
qu'il est possible d'envisager I1'Univers comme un
étre complétement autonome et auto-déterminé, en
prenant cette affirmation comme un postulat sans
chercher ici a la justifier par des considérations a
caractére philosophique et métaphysique. La loi d'un
tel étre lui est essentiellement intrinséque et ne peut
consister qu'en une relation bilatérale déterminant
completement I'une par l'autre les deux parties qui le
composent, c'est-a-dire le contenant et le contenu.

du déterminisme

Giao

Si cette relation est d'essence mathématique, comme
il est naturel ou méme nécessaire de le penser, alors
il existe un étre mathématique dont les propriétés
peuvent étre mises en correspondance avec les pro-
priétés de I'Univers et cet étre mathématique mérite
vraiment le nom d'étre mathématique non-arbitraire,
c'est-a-dire complétement auto-déterminé.

Le point important de cette idée est qu'il est pos-
sible, comme nous Il'avons montré ailleurs (*), de
I'exprimer rigoureusement par un systéme d'équations
formant ce qu'on appelle en physique théorique un
systeme d'équations du Champ, car ce sont elles qui
décrivent les champs de force essentiels de I'Univers
(la gravitation et I'électromagnétisme). Voulant évi-
ter tout développement mathématique dans cette
étude, je ne peux évidemment pas expliciter ces équa-
tions, mais il est cependant nécessaire de dire qu'elles
satisfont a trois conditions essentielles dans toute
théorie unitaire:

1" —Ileur point de départ n'est pas un choix arbi-
traire d'une fonction formée ad hoc pour qu'un trai-
tement mathématique approprié conduise aux lois
classiques de la physique.

2.° —elles déterminent Il'espace-temps considéré en
tant qu'étre géométrique doué d'une structure interne
et d'une forme.

3." —enfin, elles peuvent étres reliées a une Méca-
nique ondulatoire, condition indispensable pour que
soit possible la synthése des phénomeénes macrophy-
siques et microphysiques.

Ajoutons que I'existence méme de I'espace-temps,
avec le nombre de dimensions et les autres proprié-

tés évidentes qu'on lui connait, n'est pas posée a
priori mais au contraire déduite de Il'expression
mathématique de I'idée d'étre mathématique non-
-arbitraire.

(") Les lecteurs qu'intéresse le développement
de ces ldées trouveront ce développement
suivants de l'auteur: Porlugaliae

mathématique
dans les mémoires
Physica, vol. 2, 1946, pp. 1-98 j
Portugatiae Mathematica, vol. 5, 1946, pp. 14f>-192; Ibid, vol. 6,
1947, pp. 67-114; Ibid., vol. 7, 1948, pp. 1-44 j Bol. Soc. Port.
Matent. (A), 1947. pp. 29-40. Journ, d. Phya. et Rad, 10, 1949, pp.
240-249 ; Phya. Rev., 76, 1949, pp. 761-768. Ou peut aussi consul-
ter plusieurs Notes publiées depuis 1947 aux Compte*
‘"Académie des Sciences de Parid.

rendus de



2. Comment cette idée permet-elle de traiter le
probléme du déterminisme, qui nous occupe plus
spécialement ici? Et tout d'abord que signifie I'affir-
mation, souvent exprimée par la science depuis une
vingtaine d'années, que les phénoménes microphysi-
ques révelent un indéterminisme essentiel de ['Uni-
vers? Elle signifie que les nombres qui interviennent
dans la représentation de ces phénomeénes sont de
nature probabiliste, qu'ils ne peuvent exprimer que
les probabilités pour que les événements aient lieu
en tel ou tel endroit et & tel ou tel moment. A pre-
miére vue, la notion d'étre mathématique non-arbi-
traire, a laquelle nous attachons une signification
coBmologique fondamentale, semble admettre la pos-
sibilité d'un indéterminisme essentiel, semble ne pas
permettre de décider entre déterminisme et indéter-
minisme. On pourrait croire en effet que Il'expression
mathématique de cette notion peut comporter des élé-
ments de nature probabiliste déterminant seulement
les probabilités des événements. Mais remarquons
d'abord qu'une distribution de nombres ne peut étre
considérée comme représentant les probabilités des
événements ayant lieu dans un systéme isolé comme
I'Univers que si elle peut étre soumise a une opéra-
tion que l'on appelle la normalisation, et qui traduit
simplement le fait que les probabilités considérées
dans leur ensemble et non plus localement perdent
évidemment leur caractere de probabilités pour deve-
nir simplement la certitude de rencontrer tous les
événements dont se compose le systeme. Remarquons
ensuite que dans l'expression de I'idée d'étre mathé-
matique non-arbitraire aucun élément ne peut com-
porter des parameétres arbitraires, ce qui les rend
évidemment inaptes a subir I'opération de normalisa-
tion et donc a représenter des probabilités. Celles-ci
n‘apparaissent qu'a partir du moment ou, cessant
d'étudier I'Univers tel qu'il est véritablement, on crée
par la pensée des univers fictifs différant plus ou
moins de ['Univers réel par une configuration non
réalisée et non réalisable, c'est-a-dire virtuelle, des
entités élémentaires qui le composent. L'enchaine-
ment de ces configurations virtuelles et sans réalité
physique ne peut satisfaire intrinséquement a aucune
joi; si néanmoins on lui en impose une, ce qu'on
gagne ainsi apparemment en ordre dans ces mondes
virtuels on le perd en désordre dans la significa-
tion des étres mathématiques qui doivent les repré-
senter et qui deviennent alors des probabilités. C'est
ainsi, croyons-nous, qu'opére la microphysique quan-
tique.

Nous sommes donc convaincus que la notion de pro-
babilité n'est pas applicable quand on envisage la
physique a un point de vue cosmologique (ou il ne
peut étre question de configurations virtuelles), et
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qu'elle doit céder la place a une notion déterministe.
Quelle est cette notion? Considérons des entités rési-
dant dans l'espace et dans le temps. Abstraction faite
de leurs propriétés «superficielles», que reste-t-il?
Uniquement leur présence. Il est clair que I'on peut
définir une intensité de la présence des entités en
chaque point de l'espace-temps et nous avons d'ail-
leurs montré () que toutes les fonctions qui intervien-
nent dans l'expression de I'idée d'étre mathématique
non-arbitraire peuvent étre formées avec l'intensité
de présence des entités élémentaires de [I'Univers
(particules élémentaires). Elles ont donc une nature
déterministe.

3. On voit par ce qui précéde que s'il existe un
étre mathématique représentant I'Univers considéré
comme autonome, on est conduit & admettre un déter-
minisme strict. Toute la question déterminisme-indé-
terminisme, si controversée, est donc a notre avis
suspendue a une hypothese d'existence. La physique
théorique admet, croyons-nous, cette existence, mais
peut-étre est-ce la une illusion; peut-étre la physique
sera-t-elle condamée pour toujours a ne faire que des
constructions sans justification vraiment profonde
quel que soit leur degré de complication. Il n'y a en
effet rien d'absurde a admettre a priori que le mathé-
matique n'est qu'un aspect de I'Univers, évidemment
important, mais qui n'épuise pas sa réalité. Cependant
pour toute une grande famille d'esprits dont I'impor-
tance est visible a chaque époque de I'histoire de la
philosophie, il est impossible de penser que I'Univers
ne soit pas autonome. Alors apparait immédiatement
la primauté essentielle du mathématique, puisque la
loi d'un étre autonome ne peut consister, comme nous
I'avons dit, qu'en une relation entre deux parties
le composant et que toute relation est, en tant que
telle, mathématique. Nous croyons donc qu'il est
possible de franchir un nouveau pas dans le pro-
bleme du déterminisme en affirmant que sa solu-
tion dépend uniquement du caractére autonome ou
non autonome de [|'Univers. Au fond, le probléme
du déteiminisme n'est que le probleme de Il'imma-
nence ou de la transcendance de la loi de I'Univers.
Si la loi de I'Univers lui est immanente, il est un
étre autonome et d'essence mathématique et ily a
déterminisme. Par contre, si la loi de I'Univers lui
est transcendante, il peut y avoir déterminisme ou
indéterminisme.

4. On peut se demander quelle est la raison prin-
cipale qui a conduit a l'introduction de |I'indétermi-
nisme dans la physique moderne. Il nous semble qu'il
faut la chercher dans le fait que la microphysique ne
se place jamais au point de vue cosmologique qu'exige
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I'idée d'étre mathématique non-arbitraire. Par une
séparation arbitraire et illégitime entre observateur
et systeme observé, entre sujet et objet, la physique
moderne considere comme essentiellement indétermi-
nées les réactions entre l'observateur et le systéme
observé, d'ou I'apparition d'incertitudes jugées essen-
tiellement conformes a la nature des choses, car dans
cette conception I'observation est un acte libre, en
quelque sorte miraculeux, ajouté du dehors a I'Uni-
vers physique. Par contre, au point de vue cosmolo-
gique qui correspond a l'idée d'étre mathématique
non-arbitraire, aucune séparation entre sujet et objet
n'est permise, ces deux termes perdent leur significa-
tion et I'observation d'une grandeur devient une pro-
priété du monde comme toutes les autres propriétés,
se réalisant chaque fois qu'en un point de I'espace-
-temps sont satisfaites certaines conditions mathéma-
tiques. Ceci revient en somme a réintroduire Il'obser-
vateur dans I'Univers physique, en lui faisant perdre
la situation fausse, surnaturelle pourrait-on dire, ou
la physique indéterministe le place. Dans une physi-
que véritablement fondamentale il n'y a qu'un seul
systéme: c'est I'Univers physique dans son ensemble,
y compris tous ses observateurs. Entre ce qu'on
appelle vulgairement le sujet et lI'objetiln'y a pour
cette physique qu'une différence d'intensité, ou plutdt
de fréquence ou de densité des observations de l'en-
semble des propriétés physiques. Partout I'Univers
s'observe lui-méme mais en général seulement en des
points rares et clairsemés de l'espace-temps, sauf pré-
cisément en quelques domaines ou le nuage des points
d'observation est tellement dense qu'il en devient une
sorte de jet continu. C'est la que I'Univers se pergoit
et prend conscience de lui-méme, d'une maniere
particulierement intense, comme chez les animaux
supérieurs et chez I'hnomme a I'état de veille. En
somme, pour la physique a caractére cosmologique
il n'y a qu'un seul observateur, qui est I'ensemble
de I'Univers.

5. Il n'est pas inutile de remarquer que des cir-
constances étrangéres a la science physique semblent
avoir créé un climat favorable a I'apparition d'un
courant d'idées indéterministes. Depuis I'assaut du
pragmatisme contre le déterminisme mécanicistc de
la fin du XI1X* siécle, bientdt suivi par l'exaltation
romantique de l'acte libre élevée & une hauteur cos-
mique dans le bergsonisme, depuis enfin les cris nos-
talgiques de plusieurs écoles «philosophiques» et
littéraires vers une soi disant liberté batie sur les
«lois contingentes» on a vu la Physique oublier pro-
gressivement le but idéal que nous avons rappelé
au début de cet article: la recherche d'un étre mathé-

matique capable de représenter I'Univers physique.

Le désir de sauvegarder une «loi morale» jugée
inséparable de I'indéterminisme de l'acte libre, le be-
soin trés général de considérer la destinée humaine
comme autonome et la tendance, tout aussi répandue,
a n'accorder une «dignité» et un «intérét» préémi-
nents qu'a une loide I'Univers qui luisoit transcen-
dante, ont exercé, a chaque époque, une énorme pres-
sion sur les esprits. A I'heure actuelle de nombreux
physiciens en subissent les effets, et cela se traduit
par la conception de I'observateur libre surajouté au
monde dont il ne retire que des données probabilistes,
ou bien par I'idée que la réalité profonde transcende
I'espace-temps.

Cet état de choses ne saurait étre changé, comme
nous l'avons dit, que par la réintégration entiere de
I'homme dans I'Univers spatio-temporel, plus exacte-
ment par la cessation du désir d'une partie impor-
tante de I'humanité pensante de se placer chimérique-
ment hors de l'espace et du temps. Un tel «retour a
I'espace», qui s'accompagne nécessairement de la
réhabilitation du déterminisme, ne comporte pas, bien
au contraire, une perte de «dignité» et d'«intérét»
de I'Univers. Pour nous, qui admettons que l'existence
mathématique devient physique quand elle est non-
arbitraire, c'est-a-dire auto-déterminée, il est immen-
sément intéressant de constater cette «incarnation»
du nombre. Mais ily a plus: la loide I'Univers con-
sidéré comme autonome, tout en luiétant intrinséque,
peut cependant en un certain sens étre considérée
comme un opérateur agissant sur une «matiere pre-
miére» mathématique amorphe pour construire avec
elle I'étre mathématique non-arbitraire. Alors, de
méme que cet étre posséde a la fois, parce qu'il est
le non-arbitraire, lI'existence mathématique et lI'exis-
tence physique, il n'est pas absurde d'admettre paral-
lelement que l'opérateur d'essence mathématique qui
est la loide I'Universdéterminant complétement I'un
par l'autre son contenant et son contenu puisse pos-
séder aussi a la fois lI'existence mathématique et une
autre existence que nous qualifionsde métaphysique,
faute de savoir véritablement la qualifier. L'imagina-
tion et le coeur humains ont donné & cette existence
des noms multiples, mais ne serait-elle pas avant tout
cet «éclat superessentiel» dont parle si souvent le
grand Denys I'Aréopagite ?

Quoi qu'il en soit, et pour conclure, nous pensons
que les pages précédentes sont suffisantes pour mon-
trer que Il'introduction d'un point de vue véritable-
ment cosmologique dans la science doit conduire a la
conception d'un Univers déterministe d'essence mathé-
matique mais cependant parfaitement compatible
avec toutes les aspirations de I'esprit humain.
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Inégallfés

par Jean Aczél

Solutions des problémes et des exercices
de la partie IV

PROBLEME 35. La concavité de F(xy) =\xy ré-
sulte de (X, + x,) (y, +Vy) =X Y.+ X yZ+X;y,+X,y, >
>X,Y, F2VX X, Y, Y, X, Y, =(VIX, Y, e LX)

La convexité de (x,y)= "log (a*+ a") résulte de

o « +a * J=
log (a*i a» + 2Va*> a'-a»' 0>+ o»ia™) <
log (a*' a* + o* &> + a'<a™ + a>a") =
log (@' + a™) + log (@« + a<) .

N

Pour démontrer que F (x ,y) =x'< y» est concave, il
faut vérifier I'inégalité
Xy yy+xy o yj« Ix,+x,\" Jyi+tyA"
2 N 2 M 2§ "
c'est-a-dire, puisque 91+ 92—1,
(21) xy yb» + asfiy» < (X, + x)<<(,, + y,)«. .

Or, en utilisant la seconde inégalité (4), on a

Xy yi> + xl<yl> _ X)) \«i [y, y»
(»i+a5)" (yi+y)«» W +X2) Vi + y2)
*2Z \'< (vt VX *j fi
* «1- | —-— < 9, (- 92 +
+av i+ 22 X, + X, v -y
*Z yZ
+ 91 + 092 — 21+ 92- 1o
X, +X, yi +yz

ce qui équivaut a la relation (21). La concavité de
F (X, , X,, *o0,X,)=X\" x\' ee x," se démontre d'une
maniere complétement analogue.

PROBLEME 36. En divisant les deux membres de
I'inégalité (20) par k on obtient I'inégalité de
Jensen & k termes et & n variables pour la fonction
F (X, X,, **,X,) — xI" Xj'eeex"; sa validité résulte
de la concavité de cette fonction. Pour démontrer
I'inégalité de Holder posons dans (20) n= 2,1/r=
= 10,1/« = 92, «i =Ni™) ooy al=x\",b\=x%br=x'i>.
L'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit:

(0}4 al+ e +aiy<*(\  + bl + ... +6D *>a,6, +

+ a,0,+ see+ a, 6,

PROBLEME 37. En procédant comme nous l'avons
indiqué, on a
aj (xj + xj)M oy (yh+ yn—" <
< («§ + ff) " [(«d + o«®) o+ (yi + 0 M
Xz (X, -i- X;,)-" +y, (y, + yi)'-' <

—1
< (T + y5)" [(an + x2)' + (Y. + v.)']

et, en ajoutant ces deux inégalités,

corriie NMjalTHiat?,
[(Xi+xzy  + iyt+yz)] '

c'est-a-dire

[+ x) + (o + )] < G+ y)"+ (xj+y)”

En divisant les deux membres ﬁr

A E yzyﬂ'/r /g i

', on trouve

-
AR LAA

qui est I'inégalité de Jensen demandée. La convexité
de F(xi, x,, e X,)=[(X;H (-xj)/n]"" se démontre
d'une fagon analogue.

PROBLEME 38. L'inégalité de Minkowski n'est autre
chose que |I'inégalité de Jensen a /' termes pour la
fonction 1 (x,y) = [(x'+y')/2]'".

EXERCICE 19. En posant a =-v," "' eee a —
= mEmMt6i =u,/o, , eee b, = ula,r=pl(p-i)s =p
dans I'inégalité de Holder, on a

(%14 N — + S, +t.o. 0 +,,).

EXERCICE 21. En posant a=a>, s, 6 a,=a'*,0, —
—a™ , e b=-ak et en tenant compte de la convexité
de la fonction "log (a'+a") (cf. Probleme 35) il vient

log V(ai+6i)-"(«*+ *») =
_ log (o*" +a* )H hlog (@" +a"»)

>logU * +a * j=.logC”.a,+V6.-A)-
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PEDAGOGIA

O conceito de derivada

na Escola

por Maria

Nos primeiros anos deste século acentuaram-se as
criticas a Metodologia e programas de Matemaética
na escola secundéria.

Klein, Borel, Tannery e Laisantcontribuiram pode-
rosamente com a autoridade incontestavel da sua
critica para um movimento reformador dos métodos
e programas de Mateméatica da escola secundaria que
teve reflexos em todos os paises civilizados. Nesse
movimento renovador era preconizada a introdugédo,
no programa de Mateméatica da escola secundaria,
entre outros conceitos, do conceito de derivada de
uma funcdo e de funcdo primitiva.

Vou transcrever de «Science et Philosophie» de
J. Tannery alguns trechos elucidativos, da opinido
deste ilustre matematico e pedagogo, sobre o assunto :
«Sans doute les raisonnements qui permettent de
passer du prisme droit au prisme oblique, puis d'éta-
blir le volume de la pyramide sont extrémement ingé-
nieux ; ilconvient de les garder dans un musée histo-
rique afin de montrer combien nos ancétres étaient
intelligents ; leur place n'est pas dans I'enseignement
élémentaire

Je connais deux moyens de les remplacer: ... L'un
est médiocre, l'autre est excellent ... Le second pro-
cédé, celui qui est excellent, mais qui demande un
effort notable, consiste a apprendre d'abord le calcul
intégral, avant d'étudier la mesure des volumes dont
je parle. —Le calcul intégral ! Y pensez-vous ?
A I'Ecole primaire 1 A I'école primaire supérieure ou
a l'école normale, oui:je ne ris pas du tout, je suis le
plus sérieux du monde. L'effort qu'il faut pour appren-
dre ce que c'est qu'une dérivée, qu'une fonction pri-
mitive, et comment l'on s'y prend, a l'aide de ces
admirables outils, pour évaluer une surface et un
volume est certainement moindre que I'effort qu'on
demande a un enfant pour apprendre a établir la
mesure du prisme oblique aprés celle du prisme droit,
I'équivalence de deux pyramides (vous savez bien, la
figure a escaliers, qui est ennuyeuse a faire), — puis
les insupportables volumes tournants».

Como acabamos de ver o conceito de funcédo deri-
vada, e mesmo de funcédo primitiva, no programa da

de uma funcéo
Secundaria
Teodora Alves

escola secundaria tem o apoio de alguns dos nomes
mais notaveis na investigacdo mateméatica e na peda-
gogia, mas esta condicionada a sua utilizacdo pelos
alunos como instrumento para a resolucdo de ques-
tdes e problemas determinados.

A derivagdo de fung¢des, na opinido desses ilustres
professores, ndo deve ser ensinada na escola secun-
daria somente para que os alunos calculem derivadas
de fungdes e resolvam 0s numerosos exercicios que
figuram habitualmente nos cadernos de exercicios.
E um instrumento de trabalho que devera ser usado
pelos alunos e cuja utilidade deveréd ser por eles re-
conhecida.

Em todos os programas da escola secundaria que
conheco e em que foiintroduzido o conceito de deri-
vada de uma funcdo (Franca, Inglaterra, Bélgica,
Estados Unidos da América) ha consequentemente,
como uma das suas aplicagdes, pelo menos, o estudo
da variacdo de certas funcgdes.

O programa actual dos nossos liceus,introduzindo
o conceito de derivada de uma funcdo, mas supri-
mindo as suas aplicacdes, apresenta, a meu ver, uma
deficiéncia. O conceito de derivada, assim introduzido
no programa, equivale, por exemplo, ao estudo das
equacOes do 1' e 2' graus sem as aplicar a resolu-
¢do de problemas que possam ser traduzidos por
elas. Mais comezinhamente, equivale a aquisi¢cdo de
um microscépio ou de uma maquina fotografica sem
que se saiba utilizar esses instrumentos nem para
que servem.

Mas os programas de Mateméatica de 6.°e 7.° anos
estdo sobrecarregados —eu assim o considero —e
deverdo ainda ser mais sobrecarregados com algumas
questdes em que se aplique o conceito de derivada?
Em face da sobrecarga do programa, a meu ver, sO
uma de duas atitudes seria razoavel: ou se podiam
suprimir outras rubricas que nele figuram e substi-
tui-las pelo conceito de derivada e sua aplicacdo ao
estudo de alguns problemas, ou ndo havia essa possi-
bilidade, e entdo ndo seria introduzido no pro-
grama esse conceito.

A afirmacdo de que os alunos que se dirigem para
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as escolas superiores precisam de adquirir na escola
secundaria, o conceito de derivada de uma funcéo,
considero de valor reduzido.

A este respeito estou a lembrar-me da resposta que
o ilustre matematico H. Lebesgue deu no inquérito
promovido por «L'enseignement scientifique» acerca
dos conhecimentos especiais que um aluno devia ter
para ingressar nos cursos superiores: «Nenhum conhe-
cimento especial precisa de ter o aluno que deseja
ingressar numa Faculdade de Ciéncias ou Escola de
Engenharia. Basta que saiba pensar». Foi esta a
resposta do ilustre Lebesgue.

Com efeito, ensinar a pensar claro, deve ser uma
das finalidades da escola secundéaria e a Unica finali-
dade dos programas do seu curriculum.

Quanto a localizacdo do conceito de derivada de
uma funcdo, no programa vigente, também ndo me
parece que tenha sido muito feliz.

Aquele conceito aparece no 7.° ano entre as seguin-
tes rubricas do programa : «Problemas do 2.° grau,
discussdo» e Trigonometria: Férmulas da soma e da
diferenca de dois angulos.»

Por outro lado, no programa do 6.0ano, a seguir
as rubricas «Infinitamente grandes; infinitésimos ;
infinitésimos simultaneos; teoremas relativos ao pro-
duto e a soma de infinitésimos. Limite de uma varia-
vel; limite de uma funcgédo; operacdes sobre limites-
Nogcdo elementar de continuidade de uma fungédo.»
aparece esta rubrica «Propriedades dos polindmios
inteiros.»

Estava naturalmente indicado, como sequéncia das
primeiras rubricas transcritas, o conceito de derivada
de uma funcdo.

Houve ali uma amputacdo desse conceito para sur-
gir desgarrado no programa de 7." ano.

Vou agora considerar, relativamente ao estudo da
derivagdo no programa vigente, um aspecto muito
restrito.

Trata-se da derivacdo da fungdo do seno de um
angulo.

Como fazé-lo ?

A derivada da fungdo seno de um éangulo é uma
rubrica do programa anterior & da transformacgdo da
diferenca de senos de dois d&ngulos em produto, e esta
Gltima rubrica, deve ser aplicada no calculo do limite
da razdo incremental para estabelecer a derivada do
seno.

Mas a ordem das rubricas do programa ndo pode
ser alterada pelo professor. E uma determinagdo do
Estatuto. Como conciliar pois as determinacdes do
Estatuto com a ordenacdo encadeada das ideias dos
alunos ?

Consultei algumas dezenas de tratados sobre o
assunto, quer nacionais quer estrangeiros, e & excepgao
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de um, todos os outros determinam o limite da razédo
incremental depois de transformar em produto a di-
ferenca dos senos de dois angulos.

Somente em «Notions Elémentaires de Mathéma-
tiques pour les Sciences Expérimentales» pour Léon
Brillouin, encontrei a demonstracdo da derivada da
funcdo seno de um angulo sem o recurso a transfor-
macdo da diferenca de senos em produto. Brillouin
determina a derivada do seno de um angulo projec-
tando sobre o eixo das abscissas o acréscimo dado ao
arco que mede o angulo.

A leitura do livro de Billouin sugeriu-me as duas
demonstragdes que a seguir apresento relativas a
derivada da fun¢do seno e da funcdo tangente de um
angulo.

Eu ouso agora pedir, ao autor ou autores do pro-
grama, a amabilidade de me informarem, por inter-
médio da «Gazeta de Matematica», ou particular-
mente, quais o0s tratadistas que conhecem que
estabelecem elementarmente a derivada do seno ou
tangente de um angulo independentemente da trans-
formacdo em produto da diferenca de senos de dois

adngulos e conforme a orientagdo que eu a seguir
indico.
Derivada  do seno:
Seja y = sen a
H
0
med AOM = med AM = a,

med MON = med MN = A a,

MR tangente & circunferénci a no ponto M; MP

paralela a OA e Ay = PN.

De [NMP] deduz-se:
(1) PN = MN cos PNM

Quando A« tende para zero, o angulo PNM tende
para a. e a corda MN tende para oarco MN''".

(") Esta afirmacdo é dada intuitivamente aos alunos, mas
podia ser facilmente demonstrada recorrendo aos conhecimentos

que elos ja possuom.
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Dividindo (1) por Aa

PN FAT
- . cos PNM
Aa Aa
limar=1im ™Y 1imcos PNM :
Aa-»0 Aa 4X-»0 Aa ~Na-»0
mas |im = 1" e portanto: y' = cos%
~o.-»0  Act
Derivada da tangente:
Seja y = tga .
Do triangulo [OBC] vem:
BC oB
sen Aa sen
entao :
sen Aa
BC = OB - , ou Ay = sec a-
sen p sen p

(') Como se poderia demonstrar com os conhecimentos que o0s
alunos ja possuem.

MOVIMENTO

CONGRESSO

Esta reunido internacional, que deve ser um dos
maiores acontecimentos no mundo matematico no pre-
sente ano, continua despertando em todos os paises
um enorme interesse inteiramente justificado. Terédo
entdo a ocasido de encontrar-se, expor as suas des-
cobertas, discutir os problemas em estudo e os diver-
sos pontos de vista os matemdaticos de varios conti-
nentes. A actividade dos centros de estudos, que se
nota no apés guerra na grande maioria dos paises
ainda ontem envolvidos no conflito, os nnmeroso,
congressos nacionais e os coldquios internacionais de
matematica constituem, em nossa opinido, um indicio
do éxito cientifico do préximo congresso de Cambridge.
Mass., que uma cuidada preparagcdo garante também,

INTERNACIONAL

mas, quando A » tende para zero, sen B tende para
sen Y. De:

Ay . sen Aa 1
lim-— = seca-*11m

vem : y' = sec a * e por ser senf = cosa é

sen-f

Yy = sec a- , ou y' = sec’a.
cos a

CIENTIFICO

DE MATEMATICOS

O Presidente e o Secretdrio Geral da Comisséo
Organizadora do Congresso honraram a Sociedade
Portuguesa de Mateméatica e a Junta de Investigacédo
Matematica com o convite formal de participacgéo.

Temos o prazer de noticiar que a nossa represen-
tacdo se encontra ja assegurada. Com efeito alguns
matematicos portugueses enviaram ja comunicacdes
que foram aceites. De momento temos conhecimento
das seguintes: «On lattices of abelian groups with a
finite base» de Hugo B. Ribeiro; «On the origin of
positive and negative electricity» de Antonio Gido
e uma outra de Ruy Luis Gomes.

CENTROS MATEMATICOS E COLOQUIOS

Centros Matematicos Italianos

A Itdlia é um pais de fortes tradigdes matemaéaticas
E porém de admirar como, pouco tempo passado sobr,
uma guerra que tdo duramente fez sofrer este povo,

se assista a um ressurgimento notavel de actividade
mateméatica em tdo variadas manifestagdes: publica-
¢Oes especializadas ou de carécter didatico, revistas da
especialidade, reunides frequentes de varios tipos nas
cidades italianas, participagdo em congressos estran-
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geiros, e ainda o estudo do funcionamento de organi-
zacOes existentes ja, ou a criar, que garantam maior
rendimento & producédo cientifica. O Boletim da Unido
Matematica Italiana informa-nos destas actividades;
do n.° 4 do ano de 1949 extraimos uma noticia sobre
os Centros Matematicos, que estamos certos muito
contribuirdo para elevar mais ainda, em qualidade e
quantidade, a contribui¢cdo italiana no dominio da
investigagcdo matematica.

Estatuto  provisorio dos Centros Matematicos — Em
19 de Novembro de 1949 teve lugar em Bolonha no
Instituto Mateméatico Salvatore Pincherle uma reunido
dos representantes dos Institutos e dos Seminarios
Matematicos de Trieste (Prof. B. de Finetti), Padua
(Prof. G. Scorza), Ferrara (Prof.*M. Piazzolla-Beloch),
Bolonha (Profs. L.Cesari,D. Graffi,B.Segre, M. Villa),
Modena (Prof. A. Pignedoli), Parma (Prof. A. Man-
briani), Pisa (Prof. S. Cberubino, Dr. V. Checcucci),
Florenca (Prof. G. Sansone), para discussdo do pro-
jecto do estatuto provisdrio dos centros matemaéaticos
italianos.

O Prof. Sansone leu e comentou as sugestdes criti-
cas e pareceres dos varios institutos e seminarios in-
teressados. Com esta base e nas consequentes discus-
sées o Prof. Sansone, encarregado da redac¢do do
estatuto provisoério, apresentou o que se segue:

Artigo 1.°— Com o fim de criar condi¢cdes mais
favoraveis a vida matematica, no ambito das Univer-
sidades, constituem-se centros (ou grupos) regionais
e inter-regionais com os objectivos de :

a) provocar a cooperacdo dos Institutos e Semina-
rios dos varios centros, particularmente pelo que res-
peita a cursos de caracter mais elevado;

b) trocar professores para conferéncias ou ciclos de
conferéncias entre os diversos Institutos e Seminarios
Matematicos e promover uma ou mais reunides anuais
para estudar temas determinados ;

c) trocar assistentes ou aluno3 que se dediquem a
particulares investigacdes cientificas ;

d) facilitar ainda por meios diversos dos referidos
em a), b), ¢c) a colaboracdo de investigadores que ha-
bitem meios distantes uns dos outros e que tencionem
trabalhar sobre o mesmo assunto.

e) procurar conseguir que alguns estrangeiros —

oportunamente qualificados — realizem conferéncias
em varios locais.

Art. 2." — Cada centro abrangera trés ou mais
Institutos ou Semindrios Matematicos. A titulo de

experiéncia sdo criados quatro centros que reunem
respectivamente os Institutos e Seminarios das se-
guintes Universidades:

1) Trieste, Padua, Ferrara, Bolonha, Modena, Parma,
Florenca e Pisa;
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2) Turim, Mildo, Pavia e Génova;

3) Roma, Népoles, Cagliari e Bari;

4) Catania, Messina e Palermo.

Art. 3." — Os centros colaborardo cordialmente com
outras instituicdes que, em ambientes diversos e com
outros meios, tenham o propésito comum de manter
em nivel elevado a tradi¢do matematica italiana, como
¢ o caso da Unido Mateméatica Italiana, o Instituto
de Alta Matematica, o Instituto Nacional para as
Aplicagcbes do Céalculo e a Escola Normal Superior
de Pisa.

Art. 4." — Cada centro matemético, segundo o proé-
prio regulamento, administrara e contribuird, para
cumprir os objectivos do Art.1.°, com os fundos que
recebe do Ministério da Educagdo Publica, do Conse-
lho Nacional de Investiga¢des, da Unido Matematica
Italiana, dos Governos regionais, dos Conselhos de
Administracdo das Universidades e de outras enti-
dades.

Art. 5.°— Os representantes dos centros e os dele-
gados das entidades a que se refere o Art.3.° reunir-
-se-80 uma vez por ano pelo menos num dos Institutos
ou Seminarios dos centros para discutir e acordar
amigavelmente sobre os problemas comuns aos varios
centros. As convocagdes para as reunides partirdo da
Uu. M. I.

Art. 6.°— Por ocasido dos Congressos
promovidos pela U. M. |.,deverdo ter lugar uma,
pelo menos, das reunides anuais organizadas pelos
centros no local do Congresso sendo o respectivo pro-
grama coordenado com o do Congresso.

Art. 7." — O Boletim da U. M. 1. 6 o 6rgdo comum
dos centros. Nele publicar-se-a0 : a) noticia sobre a
actividade dos varios centros e das reunides de caracter
geral ; 6) relatorios de caracter cientifico das reunides.

Se for julgado oportuno a U. M. I.publicara tam-
bém colec¢cdes de cadernos contendo notas apresenta-
das nas reunides.

Nacionais

M :

Centro Belga de Investigacdes Matematicas.
Coléquio Internacional de Geometria Algébrica

Em todos os paises em que ha interesse pelos pro-
gressos das Ciéncias Mateméaticas se multiplicam os
centros de estudos e semindrios e hd a preocupagédo
de estudar a sua coordenacdo para se obter o melhor
rendimento. Em reunides frequentes e recorrendo por
vezes mesmo a colaboracéo internacional sdo apresen-
tadas as conquistas recentes no campo da investiga-
¢do e debatidos os problemas entre os especialistas.

O Centro Belgade Investigagfes Matemaéticas, criado
em 1948, relne, sob a presidéncia do Prof. L. Godeaux,
todos os professores de mateméatica das quatro univer-
sidades belgas de Bruxelas, Liége, Lovaina e G and,
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os da Escola Politécnica de Heinaut em Mons e os da
Escola Militar, e tem importante auxilio do Estado
que lhe concede os meios financeiros necessarios.

Varios coléquios nacionais tiveram lugar em 1948
e 1949, tendo-se ocupado da teoria da correspondéncia
entre curvas algébricas, das equagdes as derivadas
parciais e da teoria quantica dos campos. Todas as
despesas de viagem e estadia nos locais onde se rea-
lizam as reunides estdo a cargo do Centro. O estudo
das maquinas calculadoras electrénicas é um dos que
ocupa com maior interesse o Centro.

O primeiro coléquio internacional organizado pelo
C. B. R. M. foi consagrado a Geometria Algébrica e
realizou-se em Liege em Dezembro de 1949. Nele par-
ticiparam além de numerosos matematicos belgas os
professores estrangeiros: M."*Dubreil-Jacotin, Severi,
Garnier, Dubreil, Segre, Van der Waerden, Chatelet
e Samuel. Tratou-se sobretudo de confrontar e discutir
os diversos métodos de investigacdo na Geometria
algébrica: os da escola italiana, os baseados na teoria
dos anéis, os de André Weil, Van der Waerden, Zariski,
etc. As aplicagfes a outros ramos da Matematica
também foram consideradas e apresentados os resulta-
dos recentemente obtidos pelos investigadores belgas.

O C. B. R. M. publicou em volume* as confe-
réncias feitas de que damos a seguir relacéo :

F. Severi — La géométrie algébrique italienne, sa
rigueur, ses méthodes, ses problémes ; M. L. Dubreil-
-Jacotin e P. Dubreil — Divers types d'anneaux inter-
venant en géométrie algébrique; B. L.van der Waer-
den — Les variétés de chaines sur une variété abs-
traite ; P. Samuel — Multiplicités des composantes
singuliéres d'intersection; F. Chatelet — Application
des idées de Galois a la géométrie algébrique; R. Gar-
nier — Intégration uniforme de certains systémes du
quatriéme ordre, a deux variables indépendantes, atta-
chés a une surface algébrique; B. Segre—Problémes
arithmétiques en géométrie algébrique ; P. Libois —
La synthése de la géométrie et de l'algébre; F. Bu-
reau — Quelques questions de géométrie suggérées
par la théorie des équations aux dérivées partielles
totalement hyperboliques; L. Godeaux — Applications
de la théorie des involutionscycliques appartenant a
une surface algébrique. M. Z.

O Instituto Mateméatico do Estado Polaco

Em dezembro de 1948 por decreto da Presidéncia
do Conselho de Ministros foi criado o Instituto Mate-
matico do Estado dependente do Ministério da Instru-
¢do Publica. Este instituto constitue uma organizagéo
central das investigagOes cientificas no dominio das

« Colloque de Géométrie Algébrique, G. Thone, Edit., Liege, ou

Masson et Cie., Paris.
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matematicas e suas aplicacdes conforme as recentes
necessidades cientificas e do Estado.

A Direccdo é composta por quatro membros: Prof. K.
Kuratowski, Director-chefe ; Prof. S. Mazur, vice-
-Director; Prof. K. Borsuk, Secretario Geral ;e Dr. H.
Greniewski, vice-Secretario Geral.

0 Instituto abrange trés 6eccBes: Seccdo Tedrica,
Seccdo das Aplicagcdes e Seccdo das Publicacdes, as
duas primeiras dirigidas pelo Prof. H. Steinhaus e a
de publicagdes pelo Prof. B Knastcr.

A Seccdo Teorica tem por objectivo principal a
organizacdo das investigacdes no campo das matema-
ticas puras e compreende os 0ito grupos seguintes:

1 — Fundamentos das matematicas, director Prof. A.
Mostowski; 2—Topologia, director Prof. Borsuk;
3 — Andlise  funcional, director Prof. S. Mazur; 4 —
Funcbes reais, director Prof. E. Marczewski; 5 —Fun-
¢Oes analiticas, director Prof. F. Leja; 6 — Equacdes
diferenciais, director Prof. F. Wazewski ; 7— Geome-
tria diferencial, director Prof. S. Golab ; 8 — Proble-
mas matematicos da Fisica, directores Profs. W. Pogor-
zelski e W. Rubinowicz.

A Seccdo das Aplicacdes trata aa orientagdo da
investigacdo no dominio das matemaéticas aplicadas,
e da execugdo de estudos solicitados e que dizem res-
peito as aplicagfes praticas das mateméaticas na eco-
nomia dirigida, estatistica, producdo industrial e agri-
cola, seguros sociais e defesa nacional Esta secgdo
abrange os grupos: 1—Geral, director Prof. H. Stein-
haus; 2 — Aplicacdes técnicas, Prof. J. Mikusinski ;
3 — Aparelhos  matematicos, director Dr. H. Greniewski ;
4—Actuariodo, director Prof. A. Gruzewski; 5— Geo-
metria  aplicada, director Prof. E. Otto.

Finalmente a Seccdo de Publicagfes ocupa-se da
organizacdo racional da actividade publicitaria no
dominio das matematicas.

A sede do Instituto é em Varsévia mas a sua acti-
vidade estende-se a todo o territério da Pol6énia. Em
Varsévia encontra-se a Direc¢cdo do Instituto e fun-
cionam os grupos dos Fundamentos das matemaéaticas,
de Topologia, de Anéalise Funcional e dos Problemas
matematicos da fisica, grupos da Seccdo Técnica,
bem como os dos Aparelhos, Actuarial,e de Geometria
aplicada da Seccdo das Aplicacdes. Em Cracdvia fun-
cionam os grupos de Func¢des analiticas, Equacdes
diferenciais e o de Geometria diferencial. Em Wroclaw
funciona o grupo das Funcgdes reais da Seccdo Teorica
e o das AplicacBes técnicas. Também nesta cidade se
encontra totalmente instalada a Secgédo das Publicacdes.

O Instituto Mateméatico compreende 28 membros»
31 assistentes e adjuntos, 7 funcionarios cientifico-
-técnicos e 5 empregados. M. Z.

De Annale* de la Société Polonaise de
Tome xxxi, 1949, Krakow.

Malhémaliguc.
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Coléquio Matematico Britanico

Em Setembro do ano passado teve logar em Manches-
ter o primeiro Col6équio Matematico Britadnico. O se-
gando realizou-se este ano em Oxford de 12 a 14 de
Abril estando marcado o préximo para Setembro de
1951 em Bristol. Fez-se a escolha de Abril para a
reunido deste ano para evitar a sobreposi¢cdo com o
Congresso Internacional de Mateméaticos na 1.* semana
de Setembro.

E duplo o objectivo destas reunides : em palestras
coordenadas com a duracdo de uma hora fazem-se
exposi¢cdes sistemdaticas sobre os progressos de varios
dominios importantes no campo da investigacdo ma-
temética com a preocupacdo de os tornar —como de
facto se consegue — acessiveis aos nao especializados
e manter estes informados sobre as mais importantes
descobertas ; e, numa atmosfera mais intima dos
«grupos de estudo», os matematicos que trabalham
nos mesmos ramos desta ciéncia expdem o0s seus re-
sultados levantando e discutindo problemas para futu-
ras investigagdes As reunides do l.° tipo sdo mais
instrutivas e as do 2." mais estimulantes.

Uma das surpresas da reunido de Oxford foio ex-
traordinario interesse que despertou a Algebra Mo-
derna entre os matematicos ingleses.

Houve iminentes algebristas britdnicos no passado
século, bastando citar Hamilton, Cayley, Sylvester,

NOTIC
Jubileu Cientifico do Prof. Severi

O ano de 1949 correspondeu ao centenario da revista
italiana «Annali di Mateméatica» e ao 70° aniversario
do Prof. Francesco Severi, director do «Instituto Na-
zionale di Alta Mateméatica*» de Roma e durante
varios anos redactor principal da revista.

Os colegas do Prof. Severi para celebrar este duplo
acontecimento constituiram uma comissdo nacional
sob a presidéncia do Prof. G. Castelnuovo. Esta
comissdo decidiu: dedicar o volume dos «Annali»
relativo a 1949-50 em homenagem ao Prof. Severi e
convidar a colaborar neste volume matematicos ita-
lianos e estrangeiros ; iniciar a publicagdo de uma
«Selecta» com a obra do distinto matematico, e pro-
mover uma ceriménia comemorativa no Instituto de
Alta Mateméatica. Mais tarde foi resolvido realizar,
além desta ceriménia, um pequeno congresso de ma-
tematicos com participacdo internacional. Houve
porém que adiar esta celebracdo para 1950, ano em
que atingia meio século a actividade cientifica do
ilustre professor.

*Vide Gazela de Matematica, n.° 12, Outubro 1913.
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urnside e Young; ndo formaram porém escola e a
Igebra esteve a ponto de cair no esquecimento. Os
desfchvolvimeBtos brilhantes desta ciéncia na Alema-
nha, sobretudo de 1920 a 1930, que rapidamente atin-
giram outros jjfeises em especial os Estados Unidos e
a Unido Sovié'ftca, foram durante muito ignorados na
Inglaterra. Este panorama mudou completamente
agora e foia Algebra Moderna que ocupou em Oxford
o 1." lugar.

Houve conferéncias sobre : o choque entre os concei-
tos da algebra moderna e os métodos da andlise; a teo-
ria algébrica da «valuation» e as suas mualtiplas apli-
cacdes que vdo desde a teoria dos ideais nos anéis até
aos fundamentos da geometria algébrica; a interacéo
da algebra e da topologia na teoria dos grupos topo-
légicos; e o modo por que a topologia comeca a re-
compensar a algebra pelos servigos que esta lhe pres-
tou. Houve outros grupos que se ocuparam de:
teoria dos numeros, geometria algébrica, fungdes
aleatorias e equacdes diferenciais ndo lineares. Os
algebristas foram porém incansaveis prosseguindo as
discussdes mesmo depois do encerramento oficial da
reunido.

Neste coldquio participaram também alguns mate-

maticos estrangeiros do Egipto, Holanda, India e
Italia. Mol
(Adaptagdo duma noticia do K. A. Hirsch em «Nature»
Vol. 105, D." 4204, 1950 Maio 27).
ARIO

A ceriménia inaugural teve logar na Aula Magna
do Instituto no dia 25 de Abril deste ano tendo pro-
nunciado elogios o Prof. G. Castelnuovo, o Reitor da
Universidade de Roma, o Prof. Sansone, de Florenca
e da direccdo dos «Annali», e o Prof. Segre, de Bolo-
nha, um dos mais notaveis alunos do Prof. Severi.
O congresso iniciou-se no dia seguinte e durou até
28 de Abril. Varios paises da Europa fizeram-se re-
presentar. A delegacdo polaca pertencia o Prof. Sier-
pinski a quem coube a comunica¢do inaugural do
congresso; o Prof. Alexandroff chefiava a delegacédo
da U.R. S. S, constituida por 4 membros ; a delega-
¢do britdnica era composta pelos Profs. Besicovith,
Mordell, Roth, Semple e Synge. Cerca de 20 comuni-
cacdes foram lidas abrangendo varios assuntos como
4lgebra, teoria dos conjuntos, teoria dos numeros,
funcdes de variavel real e complexa, geometria algé-
brica e diferencial, topologia, equacdes diferenciais,
mecanica e electrodinamica.

A Universidade de Roma tenciona reunir num vo-
lume especial dos «Rendiconti» do seu Semindrio
Matemaéatico todas estas comunicagdes. .

(Noticia extraida de «Naturoi, 165, n.° 4206, 1950, Junho 10).
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Jubileu do Prof. W. Sierpinski

Em 1948em Varsévia teve lugar a ceriménia come-
morativa do 40.° aniversario da actividade cientifica
e universitaria do Prof. W. Sierpinski, grande mate-
matico, um dos fundadores e eminente representante
da Escola Polaca de Matematica. A comissdo encar-
regada de organizar a celebracdo e presidida pelo
Prof. K. Kuratowski, actual presidente da Sociedade
Polaca de Matematica, resolveu efectuar a ceriménia
do jubileu cientifico durante a reunido do 6." Con-
giesso dos Mateméaticos Polacos que teve lugar em
Varsovia de 20 a 23 de Setembro de 1948.

A vasta e importante obra do grande matematico
polaco compreende mais de 500 notas e memdrias,
publicadas em numerosos periédicos matematicos
polacos e estrangeiros. S&onotaveis sobretudo as suas
contribui¢des na teoria dos conjuntos, topologia geral,
hip6étese do continuo, etc. Um dos seus méritos é o
de ter sido o fundador e director de Fundamenta
Mathematicae, um dos mais importantes jornais mate-
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Além dos matematicos polacos associaram-se a ho-
menagem e enviaram saudagdes numerosos cientistas
estrangeiros, academias e sociedades cientificas de
muitas das quais é membro.

A revista Portugjaliae ~ Mathematica  tem a honra de
contar entre os seus colaboradores odistinto matemé-
tico que publicou no vol.5 um trabalho. M. Z.

Matematicos portugueses no estrangeiro

No actual ano lectivo encontram-se no estrangeiro
exercendo funcdes docentes e fazendo investigacdo
0s mateméaticos portugueses: em Berkeley, U.S. A.,
na Universidade da Califérnia, o Doutor Hugo B.
Ribeiro encarregado de cursos e participando na acti-
vidade de alguns seminérios ; na Argentina, o Prof.
Doutor Anténio A. Monteiro, convidado para profes-
sor da Universidade de S. Juan onde rege a cadeira
de Andlise; e na Franca, em Nancy, continuando os
seus trabalhos de investigacdo o Doutor Alfredo Pe-
reira Gomes, bolseiro do C. N. R. S., que faz parte
dum grupo de jovens mateméaticos sob a direcgdo dos

maticos do mundo. Profs. Dieudonné e Schwartz. M. Z.
MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
ALGEBRA SUPERIOR —COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR— 1. Exame de frequén-

. 2987 — Dada a funcdo /(c)= .
cia — 1949-50. 4V — x4

1» Ponto
2983 — Mostrar que a sucessao :
VI3, 3+ t/3 | INtVS+HV/E", eee
é convergente e calcular o seu limite.

2984 —Calcular a primitiva da funcdo

2x-1
v/OX*—4x + |
2 8x4-7
2985 —Dada a funcdo /(x)= a) cal-
X+

cular /(0), os pontos que anulam a funcdo e o seu
limite quando x-++ 00; b) calcular os extremos e os
intervalos de monotonia; c) calcular os pontos de
inflexdo ; d) representa-la graficamente.
2.0 Ponto
2986 — Mostrar que a sucessdo de termo geral
1 1 1
iT+1* ~+2° "' ¥Yn

é convergente e calcular o seu limite.

calcular : a) o seu dominio de existéncia no campo
real ; 4) a sua primitiva.

2988 —Considere a funcdo /(x)=x4-7 (x). a) re-
presenta-la graficamente; b) indicar, justificando, se
admite no intervalo 0<”x<I| limites superior ein-
ferior, e maximo e minimo ; c) calcular analiticamente
as derivadas laterais no ponto x=n.

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR — 2.° exame de frequén-
cia, 1948-1949.

2989 — Determine o centro, os eixos e as assintotas
da hipérbole (2x+ I)*— (¢y—1)*—1 Indique os pon-
tos em que a tangente é paralela a recta "= 2x.

2990 — Mostre que a curva

y=mx+p+<f@ [Limep(x) = 0]
0

e
admite uma e uma so6 assintota nédo paralela a OX
e prove que a convexidade, quando de Bentido inva-
ridvel, estd voltada para essa recta.



2991 — Mostre que a sucessdo de Fourier nunca
ganha variagdes quando x cresce. Passando ao caso
de f(x) ser polindmio inteiro, enuncie e justifique a
regra dos sinais de Descartes (raizes positivas e rai-
zes negativas). Examine a hipo6tese de se anular um
coeficiente com antecedente e consequente do mesmo
sinal. Considerando o polinémio / (x) ordenado se-
gundo as poténcias de x—a generalize a regra dos
sinais.

2992 — Supondo @(u) e <€(') diferencidveis em
uo e f(x,y) diferenciavelem P (a=tp(u,),&="(M,))
mostre que / [¢ (u) ,” («)] é diferenciavel em «o.

2993 —Escreva as relagdes que caracterizam  p{xy)
e q(x,y) como fungdes diferenciaveis em P (a,®6)
e considere a hip6tese de p (x,y) e q(xy) serem
as derivadas parciais de z=f(x,y).

F. C. L. — COMPLEMENTOS de ALGEBRA — Questdes pro-
postas em exames de frequéncia.

2994 — Defina o conceito de grupo cociente. Pondo
cr= (12 3456) e representando por G, H respectiva-
mente o grupo gerado por 0 e 0 grupo gerado por u‘,
construa uma funcdo pertencente a H em G, e de-
termine o grupo cociente GjH. R: Por  exemplo,
I 1 "t"™4) como funcdo de Zj,zj,z,, z,, pertence ao
grupo H em G, pois que as substituiches de G que a
deixam invariante sdo | e tr= (14) (25) (36) . Pondo
agora u,=12z,4-7Z5,uj=1z,+z,, as substituicoes de G
efectuadas  sobre os zz traduzem-se nas substituicoes
1,(123) , (132) sobre os uu . Tem-se pois

G/H = 11,(123), (132) |

(é claro que H é incariante em Q).

2995 — Sejam RH,T respectivamente as fami-
lias das rotacdes, das homotetias e das translagfes
no espago. Mostre que: a) HJJT= HT ; b) T é um
subgrupo invariante de HT; c¢) HT é um subgrupo
invariante de RHT; d) o Gnico elemento de T per-
mutavel com todos os elementos de RT ¢é a identidade.

R : a) Toda a homoletia h e toda a translagdo t fi-
guram em HT , sobasformas hel e I+t; reciproca-
mente, o produto duma homotetia h por uma transla-

¢do t euma homotetia ouuma translacdo conforme  h=/=I

ou h—1; portanto, HT conttm H(JT e H(JT con-
ttm HT ouseja HUT=HT ; b) Se for Tuma trans-
lacdo definida  por um dado vector v, a transformada
de T por meio de uma qualquer homotetia <?éa trans-
lacdo definida  pelo vector ¢ (v) ; entdo, quaisquer que
sejam heH ,teT,t'eT, temse (ht)t (ht)-'—
= h(t tft") h-"eT (pois que 11't*eT); c) A trans-

formada duma translagdo  x (definida pelo vector V),
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mediante uma rotagdo p, €é a translagdo definida  pelo
vector p (v) ; entdo, quaisquer que sejam r6R ,heH,
teT ,t'eT, tem-se

(rht) tf (rht)-" = r [h (ttFtF) h" " Jr~"e T ;
analogamente para as homotetias. d) Seja ainda T a
translagdo  definida por v ; se p éuma rotagdo =f=\
tem-se p(v)=£v (e portanto prp ‘", a ndo ser que
T=1 (ou seja y— O).

2996 — Considere a proposi¢cdo: «Dada uma equa-
cdo algébrica /(s)=0 de coeficientesracionais e uma
funcdo racional 9(z) de coeficientes também racio-
nais, existe necessariamente uma outra fungédoracional
fi (z) de coeficientes racionais tal que a= (p()),
sendo a uma raiz qualquer de /(z)>». Mostre que esta
proposicdo é falsa. Restrinja a hip6tese de modo a
tornar a proposi¢cdo verdadeira e faca a respectiva
demonstracdo. R: Seja f(z)= z°—3 e ¢(z)= z*; como
9 (i/3)= 3, é claro que ndo existe nenhuma funcdo ra-
cional  <Ji, de coeficientes racionais, tal que

*3-«,{c(t/3)) -<r (3),
pois que 11 (3) (e portanto \/3) teria entdo de ser ra-

ctonal. A restricdo a impor ¢é esta: «representando por
m , i-i, *eea, as raizes de f (), os nimeros ¢ (ctj), oee
fp (a,) devem ser todos distintos». Com efeito, ¢ (»])

e aj, eo/nofungBes de aj, «j, **e,a., pertencem ambas
a um mesmo grupo ; portanto, desde que <p(«i), e, ?(*,,),

conjugadas da funcéo @ (ai), sejam numericamente
distintas, o teorema de Lagrange assegura a  existéncia
duma funcdo racional , de coeficientes  racionais, tal
que «1—Ji (¢ («,)) 1 para i—1,2,— ,n.

2997 — Defina os conceitos de homomorfismoe de
isomorfismo entre grupos. Prove que o grupo das ro-
tagées em torno dum dado eixo ndo é isomorfo ao
grupo das homotetias com um mesmo centro. R: Supo-
nhamos que existe um tal isomorfismo, T, eseja p a
rotagdo de 120° em torno do eixo dado; como o periodo
de p é 3, também oda homoletia 8—r (p) devera ser 3;
entdo, designando por r arazdo de 8, serd r° a razdo
de 8°, eportanto r*=1; mas daqui vem r=»l ou seja
6=1, e assim operiodo de 8 ser& 1, endo 3, o que
é contraditorio.

2998 — Equivaléncia a respeito dum grupo. Diga
em quais das seguintes geometrias um triangulo
rectangulo e um triangulo equildtero sdo figuras
equivalentes: a) geometria euclideana; 6) geometria
afim; c) geometria projectiva ; d) geometria analag-
matica; e) topologia. Em quais destas geometrias
uma circunferéncia é equivalente a uma recta? Justi-

fique as respostas. R : Basta observar que: a) Um
triangulo  equiladtero nunca é semelhante a um  triangulo
rectangulo ; b) dados dois triangulos, existe sempre uma
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afinidade que transforma um no outro; e) toda a afi-
nidade é uma projectividade; d) as transformacoes cir-
culares  respeitam os angulos; e) as afinidades séo
transformagdes bicontinuas. Uma recta & equivalente a
uma circunferéncia em geometria  analagmatica, pois €
sempre possivel passar duma para outra mediante um
deslocamento seguido duma inversdo (transformacdes
circulares).

F. C. L.— COMPLEMENTOS DE ALGEBRA — Exame final,
1948-1949.

2999 — Conceito de grupo de Galois. Determine
o grupo de Galois da equacdo a'—5=0 a respeito
de Ra e indique um corpo a respeito do qual o grupo
da mesma equacdo seja A$ . R: Representando por
«liz >"3"" raizes da equagdo, a funcéo

V —(ai—a,) &i—ii)) €2— <3
serd igual & raiz quadrada  do descriminante,
V=1/ —27 5’ = 15y— 3 ~Ra ; por outro lado, as rai-
zes de z°—5=0 sao irracionais ; portanto, nem a fun-
¢do V das raizes (pertencente em sentido restrito a @A)
ai+ «2j i+'3 >"z +°3 (pertencentes aos
restantes  subgrupos maximos de tém o valor  numé-
rico em Ra ; logo, o grupo de Galois da equacdo a res-
peito de Ra é S3. A respeito de Ra(l/3-i), o grupo
de Galois €' A3 [éfacil ver que nenhuma das raizes de
z°'—5=0 pertence a Ra(V3-i)].

ou seja

nem as fungdes

GEOMETRIA

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.° exame de fre-
gquéncia — 1949-50.

3004 — Transformacédo de semelhangca em if3; defi-
nicdo e propriedades.

3005 — Determinar a interseccdo dum plano a de-
finido por duas rectas paralelas com um plano p defi-
nido por duas concorrentes. (Sem escolher posi¢des
especiais que facilitem a resolugdo).

3006 — Dado um paralelogramo [ABCD] com
nenhum dos lados de nivel nem de frente, determinar
o simétrico de [ABCD] a respeito da recta AB

3007 — Considere um tronco de pirdmide quadran-
gular de bases paralelas, do qual se conhegcam apenas
as projecgdes horizontais das bases. Supondo dadas
as projecgcdes horizontais de trés pontos, dois deles
situados sobre lados nao paralelos das bases e o ter-
ceiro sobre uma aresta lateral, determine a projeccgéo
horizontal da seccdo feita no tronco de pirdmide pelo

I"t

3000 — Demonstre que toda a equagdo ciclica a
respeito de 4 ¢é resollivel por meio de radicais a res-
peito de A. Considere em particular o caso da cubija
ciclica.

3001 —Estudo da redutibilidade duma equacéo
através do seu grupo de Galois.

3002 — Conceito de raiz duma equacdo de coefi-
cientes varidveis.

3003 — Isomorfismos entre grupos abstractos. Prove
gue o grupo aditivo dos nimeros pares é isomorfo ao
grupo gerado por uma translacdo (=f=I) , mas néo é
isomorfo ao grupo aditivo dos nimeros racionais. R :

Seja T uma translagio =j=\; se a cada numero par
2n fizermos  corresponder  a translagéo T", a transfor-
magdo t> assim definida  serd& um isomorfismo. Tem-se,
com efeito: *@2m 4+ 2n) =* 2 M+ n))=-T"""—T" «T» =
= i>(2m) <<% (2n) ; além disso, * é biunivoca, tendo-se
* ' (J*)=2k . Suponhamos agora que existe um  isomor-
fismo © do grupo aditivo dos nimeros racionais sobre
o grupo aditivo dos ndmeros pares, eponhamos r= Q"' (2)i

vira 2=6 (r)=e (r/2+7r/2)=8 (r/2)+e (r/2), ou seja
2=2e(r/2), e portanto 8 (r/2)—1; ora ©(r/2) s6
pode ser um nimero  par.

Enunciados e solugdes dos n.” 2994 a 3003
de J. Sebastido e Silva.

DESCRITIVA

plano definido pelos trés pontos (aplicando o conceito
de homologia). R: Sejam M, N, P os pontos conside-

rados, V o vértice da piramide e [ABCD] uma das
bases do tronco. Da base [ABCD] passa-se para a
referida seccdo mediante uma homologia ©, cuja pro-
jeccdo horizontal é uma homologia plana, ®©', de centro
V . Sobre a linha poligonal [A* B'C D'] e sobre os
raios V M',V N',V P', encontram-se os pontos  SP ,
N',P"', que sdo transformados por © respectivamente
em M',N*',P'" . Assim, a homologia &' ficard definida
pelos dois ternos homélogos (SP ,N*,P'), (M, N"',P") ,

de A',B',C ,D*
horizontal da

os transformados
a projeccao

0 que permite  achar
por meio de ©' e portanto
secGéo.

3008 — Mostre que o produto de duas homologias
planas afins com uma mesma direccdo d é ainda uma
homologia afim de direccdo d. R: Sejam *i, *2 duas
homologias  planas  afins de direccdo d (num  mesmo
plano). Sendo *j, 4> colineagbes, o0 produto 4> <> sera
também uma colineagdo. Por outro lado, como as rectas
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de direccdo d sao invariantes em Vi eem <2 também

serdo invariantes no produto <t>*2. A transformacéo
*1*2 ° poié ' " ' colineagdo em que as rectas que unem

pontos homdlogos passam  todas pelo ponto o0o0,, O que

quer dizer que «Sj*j é uma homologia de centro o00j,

q. e d.

F. C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1.°
gquéncia — 1949-50.

Exame de fre-

3009 — Defina colineagcdo e homologia entre dois
planos. Mostre que uma homologia plana de eixoim-
préprio é uma homotetia ou uma translagédo.

3010 — Determine a interseccdo duma recta r obli-
qua, com um plano a ndo projectante, definido por
uma recta tjjLT e por um ponto P'/r.

3011—Dados A, B, com cotas e afastamentos
distintos, situados fora de v, e de <wo> determine a
distancia de A ao plano definido por LT e por B.

3012 — Dado um tridngulo [ABC] , com nenhum
dos lados de nivel nem de frente, determine os eixos
da projeccdo vertical da circunferéncia [c] circuns-
crita a [ABC] Como se chama a colineagdo * que
faz passar de [e"] para [c]? Em que sdo transfor-
mados por * os eixos de [c"]?

3013 — Mostre que dois trapézios situados num.
mesmo plano & sdo sempre projectivos entre si. R:
Sejam [ABCD], [A*B*C*D*j os dois trapézios,
com AB//CD, A*B*//C*D*. Existird pelo menos
uma transformacao de semelhanca * (de a. sobre a)
que transforma 0 segmento CD no segmento C*D=*.
Designando por A,,Bj,C,,D, os transformados de
A,B,C,D por meio de <S>,e supondo Ajr"bA |
Bi=£B (o que é sempre licito), éfacil ver que a homo-
logia O deeixo C*D™* edecentro A, A**BjB*, que
transforma A, em A*, faz passar de [Ai BjC,Dj]
para [A*B*C* D*]. Portanto @Q> serd uma trans-
formagao projectiva que transforma [ABCD] em
[A* B*C*D*], o queprova a afirmacéo.

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame
1948-49.

final —

3014 — Descreva as diferentes espécies de helicéi-
des regrados que conhece. Em que caso é que as
geratrizes dum helicdide sdo todas conicas? Que par-
ticularidade apresenta a linha de estriccdo nestas
superficies, sendo o eixo vertical? Justifique a res-
posta.

GAZETA DE MATEMATICA

3015 — Dado um hiperboléide duma folhadefinido
por trés directrizes, d\~W,d*j/LT,rf,~ <p, pede-se
a determinagdo duma geratriz genérica da superficie
e do plano central desta geratriz. Como determinaria
o ponto central ?

3016 — Sejam »i,n, duas rectas de nivel ndo
complanares e designe [a] a superficie regrada gerada
por uma recta que se apoia sobre «1,~2 e formacom

v, um angulo dado. Determine uma geratriz genérica

de [a e o respectivo plano assintético. E [a] uma
paraboléide? Justifique a resposta. R: Seja P um
ponto  qualquer de nj; o lugar geométrico das rectas
que passam por P e formam com v, o angulo dado é
um cone de revolugdo [f], que se pode assumir como
cone director de [a] . As eventuais  geratrizes de [a]
que passam por P, obtém-se achando a interseccdo de
n2 com [7] eunindo com P o0s pontos de intersec¢do
(2,1 ou O solugbes). Supondo que g € uma geratriz
assim obtida, o plano assintético de g serA o plano
tangente a [4] ao longo de g. A superficie [a] né&o
serd um paraboldide, porque: a) no caso de o angulo
dado ser maior que 0, as geratrizes que se  apoiam
sobre n, ,n, ndo sdo todas paralelas aum mesmo  plano;
b) sendo o angulo dado igual a zero, [r] degenera em
dois planos paralelos.

F. C. L.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final —

1948-49.

3017 —Enuncie e demonstre o teorema de Chasles
relativo a superficies regradas.

3018 — Sejam a, b
nas e designe

rectas de perfil ndo compla-
[ir] a superficie regrada que admite

a, b como directrizes e c¢p, como plano director.
Dado um plano a obliquo, determinar as direccdes
assintoticas da seccdo feita por a em [*]. R: Me-
diante  uma mudanga de plano horizontal, é  possivel
tornar as rectas a,b de nivel; entdo o paraboldide
passara a ter um plano director de nivel e outro de
frente, e por conseguinte  uma geratriz t de topo e uma
outra v, vertical: as projecgBes  verticais de todas as
geratrizes da frente passam entdo por (t") e as pro-
jeccdes  horizontais das geratrizes de nivel, por (v'")e
>% for f a geratriz  de frente tal que f"//*, = " °
geratriz  de nivel tal que n"'//h_,, éclaro n//«,flla e
portanto  tais geratrizes  fornecem  as direcgOes assinto-
ticas pedidas.

3019 — Defina conéide e mostre como se aplica
a teoria da concordancia a determinagdo de planos
tangentes a uma tal superficie.

Enunciados e solugdes dos n.°" 3004 a 3019
de J. Sebastido e Silva.
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CALcuUuLO

F. C. C. — CALCULO INFINITESIMAL — 1.° Exame de fre-
quéncia — 1949-50.
1." Ponto

3020 — Primitivar as fungoes:

X+ | 1 x log x
X (3x*—x—2) 3+cosx (x—4)*
2." Ponto
3021 —Primitivar as fungoes:
X+ 1
1/x4+3x’
(x*-2x +2)(x-1) A2

F. C.P.—CALCULO —1."" exame de frequéncia
1* chamada—-3 de Fevereiro de 1950.

1» Ponto
3022 —Calcular o verdadeiro valor de
y = (secx) "'
3023 —Determinar os maximos e minimos de
y +y +y- 8x'+ 12x°- 4=0.
dx

3024 — Calcular
€OS X * sen 2x

50
3025 —Calcular 7 . dx
| (4x2 + 25)°

3026 — Dada a equag¢do g°r —2 pgs + p-t = 0
fazer a mudanca de variaveis: x=v, y =w, s= u,
sendo w a nova varidvel dependente.

2.° Ponto

3027 — Determinar os maximos e minimos de
1

y = senx + —cos 2x, nointervalo O <X «"ir.

3028 — Sendo x°4 xy* + x*—jl' = 0, calcular y

no ponto (0,0).

3029 —CalcularJ senx logsen2x dx .

3030 — Cale r dx_
ular 1 2X-x2

3031 —Dada a ed]Jag%e’ I3 Qt = 0 mudar as va-

ridveis independentes sendo x = pcha, y = pshd.

NOTA.— O aluno deve resolver um probloma do célculo dife-
rencial e outro de calculo integral.
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INFINITESIMAL

I. S.C.E.F.— 2.* CADEIRA — 1.» Exame de frequén-
cia extraordinario —Fevereiro de 1949.

3032 —Demonstrar a igualdade:
m.!In!
- x —a)” (b—x)"dx = (6—a)"+" -
( ) ( ) ( ) (m+ii +1)!

R: Facase x—a=y e integre-se por partes. Vem

m-M |b—a

I y°(b- a-y)"dy m+ (b e +

n o /*»Te
"t(b—a—y)»-"dy,
m 4-1 JoO

“*'mfn, O
m+ | m+2 m+ 3 nim:!

M+ m+MHs m+n+ 1) (m+n+1)

3033 — Estudar o integral
G- s
Ji,  (x +a)ffkx —Ib
e calcula-lo na hipotese de ser convergente.

L | 1
R: Seb>—alim (x-b)'x- >0
>M-0 (x+a)v/x-b a+b
e ointegral é  convergente.
Fazendo x—b=1t"
d
, (x+a)v/x"b~ J . a+T+li
2 r t i
= — arc tg— 1
Va+b|_ V/a+bJ, Va)-b

3034 —Demonstrar que 0s pianos XxX+y+z=2,
X +2y+3a=4, e 2x+3j/+4z—7 formam urna super-
ficie prisméatica. Determinar as direcgfes das arestas
e os angulos formados pelos planos dois a dois.

R : a) A caracteristica = da matriz dos coeficientes €& dois.
O sistema & indeterminado de grau 1 e  incompativel
visto  Os caracteristicos ~ serem diferentes de zero. Us trés
planos formam pois uma superficie prismatica.

b) As arestas s&o as rectas de equacdes

fx +y +z=2 | X +y+2z=2
| x+ 2y+ 3z<4 lox + 3y + 4z=7
J x+ 2y+3z=4

2Xx + 3y + 4z= 7.
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A sua direccdo comum pode ser definida por:
(I+J3+ KA+ 2)+3K)=1+ 2] + K;
I+ 3+ K)YA 2L+ 3] + 4K) =1+ 2] + K;

ou

(14 2 + 3K) A(21+ 3J -f4K) = 1+ 2] + K.
c) Angulos dos planos, dados pelos cosenos:
1+2+3 i/42 3 v/87
cos $j = ; cos <t>2 ;
Vsvi4 29
cOS 3 10 v/406
T 203

I. S. C. E. F.—2.* CADEIRA—-2."
1949, Junho 17.

exame de frequéncia

3035 — Calcular o integral

i dx dy
JJ Vit«*+v*

estendido ao circulo de centro na origem e raio 1.

Fazendo x=pcosa e y= psena vem
SI° v/f"P“" -|Cd*IVH“"
X2 - * o,
__ Visio queJ s -
e NEl  arcg v/IZZIl - 2
mtor que pode Obter-se fazendo, por exemplo,
1-pi
pi .
1 +p*

3036 — Achar as curvas tais que o comprimento do
arco contado a partir da origem é fungdo da ordenada.
Analise os casos 1) s=j/'/2, e 2) s= senhj/.

R: S- i(y).Logo J 1 + dx=f'(y)dy,
dy == e dx= *t/[f'(y)F-ldy
& yWm

x+c= +IV['"'(y)p—''y dorade x+ c=xtp(y).

1) Se s=f(y)=y*/2, x+c=xJVy'-ldy =

=+ —(yy® —1— arcsenhy)
2) Se s=f(y)=senhy, x+ c= +j'Vco&hy —J ay =
= +coshy ou y= arccosh (x+ c).

MECANICA

F. C. C. — MECANICA RACIONAL — 1° Exame de fre-

quéncia — 1949-50 — Ponto n.° 6.

3044 — Determinar em coordenadas polares a tra-
jectéria dum ponto P que se move sobre um plano.

GAZETA DE MATEMATICA

3037 —Determinar sobre o plano x+y+z=\" um
ponto tal que a soma dos quadrados das distancias
deste ponto aos pontos A (0,0,0) e B (1,1,1) seja
minima. R: f(X,y,z)= x*+y*+ z*+ (x—1)*+ (z-1)«

Py, )=° X+y+z—1=0
[ 1) _O X_y_o
ou P (1/3,1/3,1/3)
a (f, fi) 9 -0
d (x, 2)

Solugdes dos n.' 8012 a .1037 do M. A. Soares Madureira

I. S. T. — CALcuLo- 1.° extraordinario de

1949-50.

exame

3038 — Dadas as matrizes A e B verificar que as
matrizes AB e BA tém valores proprios comuns.

3039 — a) Numeros derivados. 6) Maior e menor
funcdo, c) Integrais de Denjoy e Perron, d) Sob o
ponto de vista da primitivacdo em que termos o inte-
gral de Denjoy generaliza o integral de Lebesgue.

3040 — Dada a funcéo
VA

a) verificar que é homogénea e aplicar o teorema de
Euler, 6) Verificar que as suas derivadas parciais
sdo homogéneas.

! (x,y,«) = (log

L S. T.— CALCULO — 1. Exame ordinéario de 1949-50.

3041 — Com que amplitude os integrais de Rie-
mann, Lebesgue, Denjoy e Perron resolvem o problema
da primitivacédo ?

3042 — a) Independéncia linear,
funcional, c) Teorema de Peano.

b) Independéncia

3043 — Dadas as matrizes

/0 1 0 O\
B = 0 0 10
0 0 0 1
vo a-2 0/

a) Verificar que elas tém um valor préprio comum
b) Calcular a de modo a que tenham mais valores
préprios comuns.

RACIONAL

A grandeza da velocidade radial é constante e igual
a 2 e a grandeza da velocidade transversa é também
Uma das posi¢des ocupa-
8= jt/2,r=2

constante mas igual a 1/2 .
das pelo ponto tem as coordenadas
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3045 — Considere o ponto
sobre a curva y+ 2*=x". Este ponto Po é a posicéo
inicial dum ponto mével P que descreve a curva
atras citada com uma aceleracdo deque apenas conhe-
cemos a direccdo e o sentido ; a direccdo é adefinida
pelo eixo dos A'A' e o sentido é o da parte positiva
para a parte negativa do mesmo eixo. Calcular a gran-
deza do vector aceleragdo em funcdo dotempo. O sen-
tido do movimento é o sentido retrégrado. Condicdes
iniciais: para f=0 é v=1.

P,( +\V2 ,6) situado

3046 — Num movimento central existe a relagdo
v=ajr entre a grandeza da velocidade e a grandeza
do raio polar r. Determinar a equacdo polar datra-
jectoria e a expressdo de r emfuncdo do tempo.

F. C. C.— MECANICA RACIONAL — 1.° Exame de fre-
quéncia — 1949-50 — Ponto n.° 8.

3047 — Um ponto P move-se sobre um plano de
tal maneira que as grandezas das velocidades radial
e transversa sdo constantes e iguais a 1. Determi-
nar em coordenadas polares a trajectéria do ponto
moével. O ponto ocupa no seu movimento a posicéo
6= ./6r =3.

3048 — Um ponto moével descreve acurva y+2 =X
com uma aceleragdo constante emdireccdo e sentido;
a direccdo é adefinida pelo eixo dos XX e o sentido
¢ o daparte positiva para a negativa domesmo eixo.
Calcular a grandeza da aceleracdo em func¢do do

tempo. O sentido do movimento é o sentido directo.
Condigfes iniciais: para i=0 éu=2,x=4 ey= .

3049 — Num movimento central existe a relacéo
v =2Jr entre a grandeza davelocidade e a grandeza
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do raio polar r . Determinar a equacdo polar da tra-
jectoria e a expressdo de r emfungdo do tempo.

L S. T. —MECANICA RACIONAL — 1.° exame de frequén-
cia extraordindrio — 1950.

3050 — Averiguar se, emrelagdo ao sistema dife-
rencial:

dxi dx% dax,,

—- +a,=0; »—+ X - P X5, o,
dt dt dt
a fungdo F =J (x"Xf-x,)dV é um invariante

integral.

3051 — Conceitos de geodésica no calculo variacio-
nal e nocdalculo absoluto : sua identificagdo.

3052 — Conceito de funcdo harmoénica.
dades.

Proprie-

I. S. T.—MECANICA RACIONAL—1.» exame de frequén-
cia ordinario — 1950.

3053 — Um ponto P move-se noplano Oxy com
movimento uniformemente acelerado sobre uma para-
lela ao eixo Ox. O triedro de referéncia Ox yz esta
animado duma rotagdo uniforme em torno de Oz.
Determinar a aceleracdo dctransporte do ponto e a
sua trajectoria.

3054 — Estacionaridade dos integrais duplos.
Relagdes entre oproblema daestacionaridade do in-
tegral ffip*+ ?")dxdy e doproblema de Dirichelet-

3055 — Conceito de medidas em geometria das
massas. Medidas negativas e medidas vectoriais.

PROBLEMAS

SOLUCAO

2542 {Gaz. Mat. n.° 34) — Mostreque
1 m!

~(n+p)l »—1\(n—1)1 (m+  ral)!
R : Raciocinemos por recorréncia. Para m=1,
tem-se
» p! 0! 1 (n- 1) I
fii T +0) 1T n ! (nMITT ~

1 r(n-1)(n-1)n
n-1 L n!(n-1) .

RECEBIDA

1 fn(n-1) !- (n-1) 11

n-1 n!'(n-1)1
1 r,t-(n-1)titl 1 r 1 iM
11 ,

Nt L (n-1) Inl J " n~"|_(n—1)1 ~ ITiJ '
quer dizer, a igualdade ¢é vdlida.

Suponhamos entdo que ela € ainda  valida para
m =k, isto é:
v £ p' i r i kKi n
( a(n +p)! n+1[_(»-1)! (k+ n-1)1j
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e vamos provar que esta hipétese implica que o seja 1 r(k+n)!—k I(k+n)(n—1) ! -t-k ' (n—1) (n—1) I~|
também para m = k+1 . Com efeito, n—1[ (n 1)k + n)!
p! _u P _k1 _J_ r(k+n)l-(n-1)I[kI(k+ n)-klI(n-1)]I
A(no o+ p)! a(n +p)! '(k4-n)! D-11 (n-1) '(k+ n) I [*"
e, em virtude de (I), rem 1 T(k +n)!—(n—1) I'(k+ 1) 1"
gj 1 f 1 k1l 1 N (n-1)!'(k + n)l J
[Si(n +p)! "n-1L(n-1)! (k+n-1)JJ~ 1 - 1 (k+1)n
k! n-1L(n-1)! (k+ n)ij
(k 4-n)! -
' ! ficando, portanto, demonstrada a identidade.
1 T 1 k! kl(n-1)"]
n—I|_(n —1)! (k +n —1) ! (k-f-n) 1'J Solugdo de Fernando de Jesus, aluno do I.S. C. E. F.
As resolucbes de problemas propostos devem ser enviados para a Redaccdo da «Gazeta de Matematica».

Para facilitar
papel,

a organizagdo

utilizada s6 de um lado (onde outros

da seccdo, pedimos que cada resolugdo

assuntos

seja transcrita numa folha de

ndo sejam tratados), com a indicagdo do nome

e da morada do autor.

Das resolugbes recebidas de cada problema

e mencionam-se

proposto
os autores de todas as resolucbes correctas

publica-se ~ a melhor ou uma das  melhores

e s6 destas.

RECTIFICACAO

Com data de 20 de Abril de 1949 recebemos do nosso
prezado colaborador do Recife, Prof. Dr. Luiz Freire,
o pedido da publicacdo no n.° 39 da nossa revista da
rectificacdo que se segue relativa a um artigo da sua
autoria incluido nos n.°» 37-38 de Gazeta de Matema-

tica. Lastimamos s6 a podermos agora publicar.

«A pégs. 12 do artigo Os potenciais escalar e vec-

torial e os espagos a conexdo simples e mdltipla por
um lamentavel equivoco de co6pia do original, saiu
como teorema reciproco, em seu enunciado e demons-

tracdo, o proprio teorema directo.

DIVULGAR A «GAZETA

DE MATEMATICA) E CONTRIBUIR
O DESENVOLVIMENTO DA CULTURA MATEMATICA

O teorema reciproco é: Se em ~ uxdx ,u= V?,
o integral é nulo.
A demonstracdo é a que segue:

e dx dedy f— dz

dy " dz
P, (>) P, U) y
. Cti-i =+
P> Q()
Portanto
(E uxdx —— I"s7<X dX 55 ] pois »j = <jpi».

PARA
PORTUGUESA
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GAZETA DE MATEMATICA

Publicara quatro

NUimero avulso:
Assinatura anual

PONTOS DE EXAME

Uma das seccOes permanentes da Gazeta de Mate-
matica é constituida pelos pontos de exame de aptiddo
as universidades e pontos de exames de frequéncia e
finais das cadeiras de mateméatica das escolas supe-
riores.

2.* EDICAO DO VOL.Il (N." 5 a 8)

Continua aberta a inscricdo para a nova edi¢cdo do
ano | da Gazeta de Matematica (n.°'5 a 8) ao prego
de escudos 30. Esta nova edigdo oferece aos leitores
da Gazeta de Matematica a possibilidade de comple-
tarem as suas colec¢des no formato e caracteristicas
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo
que as inscrigdes atinjam ondmero de 300, proceder-
-se-4, a composicdo, impressdo e distribuicdo da nova
edicdo do ano I1. Depois de publicada, a segunda
edicdo do volume 11 serd vendida ao prego de escu-
dos 40.

CONDIGCOES DE ASSINATURA

A administracdo da Gazela de Matematica aceita,
quando pedidas directamente, assinaturas anuais de

ANGARIE
A «GAZETA

Concorreréa, assim,

ASSINANTES
DE

nameros por ano

12 escudos e 50 centavos
(4 nimeros): 40 escudos

quatro numeros, ao preco de escudos 40, para o0 que
basta indicar o nome, a morada e o local da cobranga.
As assinaturas sdo renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas as
assinaturas téminicio comoprimeiro nimero publicado
em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS
Todo o assinante que indique a administracdo da
Gazeta de Matemdtica  dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRAZADOS

Estdo completamente esgotados os nimeros 5 all,
13 e 14 da Gazeta de Matematica. Os restantes nu-
meros sdo vendidos aos pre¢os seguintes :

N.°* 1-4 (2." edicdo do ano |, no formato
actual e com o texto cuidadosamente re-

visto) 40500
N «*12 e 15 a 40, cada nimero 12$50
A administracdo da Gazeta de Matematica exe-

cuta qualquer encomenda a cobranga pelo correio.
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