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Problemas

por Luis

As defini¢cdes do namero real

O Professor Ruy Luis Gomes, ao fazer no ultimo
nimero da Gazeta de Matematica, uma referéncia cri-
tica as Licdes de Algebra e Geometria Analitica
recentemente publicadas pelo Professor Madureirae
Sousa e ao focar sobretudo a maneira ai adoptada
para definir ndmero real, obriga, por espirito de jus-
tica, a alargar a discussdo, transformando-a de sim-
ples critica a um determinado livro em debate geral
sobre a forma como se expde no nosso ensino superior
a base em que assenta todo o edificio do Calculo
Infinitesimal: a estrutura do dominio da variavel real.

Na verdade trata-se de um significativo aspecto da
debilidade e desconexdo do movimento matematico
nacional. Encontrando-se em quase todos os dominios
a uma distancia aflitiva dos problemas que sdo actual-
mente objecto da investigacdo mateméatica de todo o
mundo, 0 nosso ensino superior precisa de nédo
esquecer a obrigagdo dejotegrar no nicleo de conhe-
cimentos matemadaticos que transmite, ano ap6s ano,
as conquistas definitivas da nossa ciéncia na progres-
sivaresolucéo dos seus problemas mais antigos. Minado
pelos defeitos de uma organizagdo, que, assoberbada
com uma populacdo escolar desmedida, quase se
limita a conferir diplomas, mediante exames — muitos
exames ! — mostra também incompreensivel indife-
renca pelo trabalho alheio, até naqueles aspectos em
que dele depende a valorizagdo do trabalho préprio.
A caréncia de uma direccdo superior —isenta de par-
tidarismo e competente — e preconceitos mesquinhos
estdo a impedir que se coloquem nos seus precisos
termos os problemas da investigagdo e do ensino
da matemdatica em Portugal. Anténio Monteiro—o
grande animador do movimento matematico nacional
de entre os anos 1939 e 1945 — via, uma vez mais,
justo e alto ao pugnar pela criacdo do Instituto Por-

do nosso ensino

superior

A memoéria do prof. B. Caraca

Neves Real

tugués de Matematica, que era ja, ao tempo do
seu afastamento do pais, uma necessidade, para
dirigir a investigacdo dos diversos centros de estudos
entdo existentes, orientar os seus trabalhos, garan-
tir uma continuidade a nossa investigacdo matemaé-
tica, forcar a um estreito contacto a investigacao
e o0 ensino superior e permitir uma direc¢cdo central do
movimento bibliografico. O Instituto Portugués de Ma-
teméatica e hoje condicdo essencial de firme arrepio do
caminho trilhado nestes UGltimos trés anos. Para
isso é preciso que seja ndo uma simples gravura a
preto e branco no Diario do Governo, mas sim um
organismo de auténtica unidade nacional imposta por
um problema nacional. E antes de tudo, num pri-
meiro acto de eficiéncia ejustica, deve investir no alto
lugar a que tém direito nessa tarefa de renovacdo os
dois matematicos portugueses que mais aptos se
mostraram para organizar escolas de investigadores:
Ruy Luis Gomes e Anténio Monteiro.

Sdo as palavras que ficaram escritas de certo modo
necessarias porque s6 no «clima» matemético portu-
gués através delas esbocado se pode compreender ple-
namente como foi possivel a uma personalidade da
categoria do Professor Vicente Gongalves, cientista
a quem a mateméatica portuguesa deve servigos incal-
culdveis, redigir tdo lamentdvelmente o primeiro
capitulo da «udltima e completamente remodelada edi-
¢do» do seu Curso de Algebra Superior. Sinto-me
obrigado a uma anélise da forma como nessa obra se
definem ndmero irracional e nimero real por ser essa
publicacdo utilizada por centenas de estudantes por-
tugueses, nomeadamente de Coimbrae Lisboa, que, nas
Faculdades de Ciéncias e no Instituto Superior de
Ciéncias Econdmicas e Financeiras, se iniciam nos
estudos superiores da mateméatica, e particularmente
no estudo da analise. Mas antes de prosseguir desejo
gque nenhuma duvida se possa levantar a respeito da



consideracdo que nos merece, como matemético, o
Professor Vicente Gongalves — matematico no mais
elevado sentido do termo: capaz de formular proble-
mas da sua Cibncia e de contribuir para resolvé-los.
Insisto em fazé-lo no plural e atravis de uma passa-
gem de um documento dirigido ao Instituto para a
Alta Cultura, em Dezembro de 1942, pelo Centro de
Estudos Matematicos do Porto: «...seria de aconse-
lhar que no campo da Analise pura se promovesse —um
curso sobre a teoria das fungdes, desde a obra de
Borel, Lebesgue, Lusin, Baire e 0s seus continuadores
até as aquisicdes  mais recentes. Na verdade, n&o é
possivel ~ abordar em bases sélidas os problemas actuais
da Andlise sem ter vivido o0s grandes problemas que
aqueles matematicos  resolveram e formularam no prin-
cipio deste século. Para a regéncia  deste curso, o
nome indicado pela obra que ja realizou, é o do Pro-
fessor Vicente Gongalves, da Universidade de  Coimbra.
Pedimos portanto & direccdo do Instituto para a Alta
Cultura se digne estudar com esse Professor a  possibi-
lidade de realizacdo  desse curso, durante 0 ano de 1943
na Universidade do Porto». A transcrigdo mostra
claramente o espirito que animava aqueles que do
Porto procuravam criar um amplo movimento nacio-
nal a favor dos estudos matematicos colocando na sua
funcdo propria os melhores valores da nossa ciéncia e
como julgavam a posi¢cdo que nela ocupava o Prof.
Vicente Gongalves. Lamentamos hoje, por nés e pelo
Prof. Vicente Gongalves, que nédo tenha sido possivel
a realizacdo desse curso. Quem, através dos traba-
lhos publicados pelo Centro de Estudos Matematicos
do Porto e pela équipe portuense da Junta de Inves-
tigacdo Matematica, procure seguir as dificuldades de
uma aprendizagem auto-didacta verd logo quanto te-
riam aproveitado da experiéncia e dos conhecimentos
de um analista como Vicente Gongalves. Recipro-
camente é de supor que o contacto com um método de
trabalho tdo entusiastico e eficiente como o adoptado
pelo Prof. Ruy Luis Gomes teria influenciado a con-
cepcdo precaria do Prof. Vicente Gongalves relativa-
mente a formacdo de uma verdadeira escola de Mate-
matica. E é muito possivel que a estreita colaboracéo
gue, desde essa data se poderia ter estabelecido com
o Prof. Vicente Gongalves tivesse evitado as ligdes
iniciais deste seu Curso de Algebra. A exposicéo
do Prof. Vicente Gongalves é, por um lado — no seu
aspecto universitario — tipicamente reveladora das
desastrosas consequéncias da absoluta auséncia
de orientagdo no aproveitamento Optimo dos va-
lores matemdaticos de que a patria dispde. (Com
uma vida de trabalho largamente depondo a seu
favor era para a regéncia e direc¢do de cursos alta-
mente especializados que estava naturalmente indicado
o Prof. Vicente Gongalves). E, por outro —no seu
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aspecto puramente pessoal — demonstra cabalmente
quanto ¢é dificil a um especialista (por excepcional-
mente dotado que seja) abandonar o dominio particu-
lar da matematica a que se dedica desde que o ambi-
ente cultural em que mergulha se ndo encontre
saturado—-pelo trabalho intenso de seminarios, de
cursos de especializacdo, de debates cientificos gene-
ralizados, — das ideas mestras a volta das quais se
vdo estruturando os capitulos da ciéncia em que habi-
tualmente nédo trabalha. E sob este aspecto a ligdo ¢
bem digna de ser meditada, pois que o terreno esco-
lhido pelo o Prof. Vicente Gongalves fica logo
abaixo do que lhe é préprio; e tdo bem lavrado por
analistas do primeira plana que a semente da alge-
bra moderna ai frutificou de modo a dissipar todas as
incertezas que subsistiam ainda nas exposicfes clés-
sicas de Dedekind, Méray e Cantor. Pois, apesar dessa
afinidade de terrenos, apesar de todas as cautelas for-
mais, ndo sdo os passos do Prof. Vicente Gongalves
menos falsos, menos reveladores do seu desconheci-
mento dos termos modernos da definicdo de nimero
real.

«Todos formamos ideia clara do que sejam  nUmeros
racionais e conhecemos as leis por que tais numeros se
regem no calculo. Disso faremos a base do nosso estudo.»
Assim comeca 0 § 1-Numeros irracionais—do primeiro
capitulo — NUmeros  Peais—do Curso de Algebra  Su-
perior. Pensando na insuficiente preparacdo dos seus
alunos néo podemos deixar de estranhar e reprovar
esta atitude. Era absolutamente indispensavel, ja que
desejou partir dos numeros racionais recordar essas
leis essenciais a que se refere. Confesso que ndoima-
gino a atitude do Prof. Vicente Gongalves perante o
aluno perspicaz e irreverente que desconfiando da
forma subjuntiva da sua frase (... o que SE JAM nu-
meros racionais.. .) interrompesse a exposigdo, inter-
rogando-o sobre oque SA O afinal os nimeros racionais.

| Expor-lhe-ia o seu ponto de vista de 1939 expresso
no Compéndio de Aritmética segundo o qual os nu-

meros racionais (0 mesmo que nameros fracionarios)
sdo relagdes de numeros inteiros a b, a', b, etc....

a a'

~b'¥
hierarquizadas pelos principios

' 1

a a a
—= —seab' = ab: <—seab".5ab
6 6' "6 * 6"
e somadas, subtraidas, multiplicadas e divididas res-
pectivamente  de acordo com as normas
a a' 06'+ a'b a a' ab'— a'b
VA 66 ' T ~~-~Vv°© 66" '

1

QD

1
a a' aa' a' ab
5 (coma' > Q) ?

—— —- & — —7=e
6' 66' 6 6 a'b "’
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Quere-rae parecer que nao, ainda que alargasse
esta definigcdo de forma a incluir os simétricos destes
ndmeros racionais, e a corrigisse com a restri¢cdo indis-
pensavel de nunca o O ser um 6, um 6', etc.... A
ndo ser que retomasse com vagar, cuidado e clareza
a distingdo sobre que tanto insiste nesse compéndio
«um ndmero inteiro ndo é uma relagdo, € um conceito d°
quantidade». Em tal insisténcia, que reveste uma forma
mais autoritdria que persuasiva, vejo eu uma adapta-
¢do da adverténcia de Bertrand Russell (in Introdu-
ction a la Philosophie = Mathématique) para que se nao
confundam relagdo e conjunto de conjuntos e portanto
se ndo identifique o nimero real (cardinal) m nem
com o inteiro m, nem com o nUmero racional m,
visto que o primeiro € um conjunto de conjuntos  equi-
valentes, enquanto que os dois Ultimos s&do relagOes-
Mas a exposicdo de Russell mantém-se no plano 16gi-
co-matematico enquanto que a do Professor Vicente
Gongalves entronca numa definicdo metafisica de nu-

mero natural — o modo da quantidade nas  colecgdes
de unidades. Como quer que seja, fixemos porém
que a definicdo de nimeros racionais do Compéndio

de Aritmética do Professor Vicente Gongalves, impli.
ca serem esses numeros «relagbes de inteitosv e de
modo algum «conceitos de quantidade*. Ora suce"
de, como teremos ocasido de ver, que no seu Curso d°
Algebra Superior os nimeros racionais se unem, na
totalidade dos numeros reais, aos nimeros irracionais
e estes sdo considerados como conceitos de quantidade 1
A resposta a pergunta do aluno insatisfeitoexigia pois
uma meditada apreciagdo critica das nogdes que cor-
rem nos nossos cursos elementares e na prépria obra
do Professor Vicente Gongalves. Feito em Portugal)
qualquer curso de introdugdo ao estudo da Anélise’
em que se ndo adopte a legitima atitude dle partir do
conjunto dos nimeros reais como um dado, ndo deve
prescindir de uma rigorosa caracterizagdo do conjunto
dos nimeros racionais : ou do ponto de vista algébrico
como «corpo ordenado minimo», ou do ponto de vista
da teoria dos conjuntos, como conjunto do tipo de
ordenacdo »; e é necessario tanto num caso como no
outro, com o objectivode ir habituando os estudantes
aos esquemas fundamentais da teoria dos limites, fazer
a sua organizacdo topoldgica, evidenciando as suas
propriedades de espago L* ou de espago métrico sepa-
ravel, mas ndo completo. Creio que este aspecto deve-
ria reter acima de tudo a atencdo de um analista que
redigiu o seu curso com a preocupagdo de habituar os
leitores aos rigores do célculo infinitesimal e que se
ndo cansa de nos convencer (na sua linguagem rebus-
cada) ser o conceito de limite nexo fundamental nas
matematicas  modernas. Ora, sendo precisamente a ten-
tativa para solucdo da crise secular da teoria dos
limites a origem das definicdes modernas de numero

real, dificilmente se compreende que o Professor Vi-
cente Gongalves ndo tenha insistido sobre as dificul-
dades que aoperagdo de passagem ao limite encontra no
espago I* dos nimeros racionais. Seria de resto uma
oportunidade para familiarizar os jovens estudantes
de matematica com uma péagina magistral de Dede-
kind que, numa simplicidade de estilo digna de ser
tomada como exemplo, nos coloca de um golpe em
frente ao problema central da criacdo dos numeros
reais. Transcrevo na integra essas palavras cujo conhe-
cimento devo ao saudoso Mestre Bento Caraga que
tanto se empenhou em integrar na nossa cultura ma-
temdatica este aspecto da obra cientifica de Ricardo
Dedekind :

(1858) e pela primeira  vez recebi o encargo,
do Instituto  Politécnico de Zurich, de
realizar  algumas licdes sobre os elemen tos do célculo di-
ferencial, e nessa ocasido, senti mais do que nunca a
falta de uma base verdadeiramente cientifica da  Arit-
mética.  Assim, por exemplo, ao considerar uma gran-
deza variavel tendente a um valor-limite  fixo (e isto na
demonstracéo do teorema que toda grandeza sempre
mas ndo ilimitadamente crescente tende certamente para
um limite) recorri & intuicdo  geométrica. Concedo  ain-
da agora que, do ponto de vista didatico, o0 uso de consi-
deragbes  geométricas  seja muito  Gtil  numa primeira
aprendizagem do célculo diferencial e que seja indis-
pensavel se se quer evitar uma excessiva perda de
tempo. Mas ninguém, creio eu, desejard  sustentar  que
uma tal intromissdo  possa gabar-se  de ser cientifica.
Era tdo grande a minha insatisfagdo que me decidi a
refletir  firmemente  no assunto até obter uma base pura-
mente aritmética e completamente  rigorosa  dos princi-
pios do calculo diferencial. A mitdo se diz que o
calculo diferencial se ocupa de grandezas continuas ;
todavia n&do se da nunca uma definicdo  desta continui-
dade ; antes se utilizam mais ou menos conscientemente
representacoes geométricas, ou teoremas que por sua
vez nao foram nunca  rigorosamente demonstrados
com meios puramente  aritméticos. A estes teoremas  per-
tence, por exemplo, o0 acima mencionado e eu, depois de
um exame mais cuidadoso convenci-me que este teorema,

«Entéo
como Professor

ou qualquer outro que lhe seja equivalente, pode ser con-
siderado  num certo sentido como base suficiente do cél-
culo diferencial. Tratava-se  entdo Unicameute de desco-
brir nos elementos da aritmética a verdadeira origem
deste teorema, adquirindo  simultaneamente unia  defini-

¢do efectiva da continuidade.
objectivo no dia 24 de Novembro

Consegui
de 1858.»

atingir este

Importa recordar aqui resumidamente como esse
objectivo foi atingido; e s6 na medida em que disso
precisamos para o que tera de seguir-se. Notemos em
primeiro lugar que Dedekind virou costas ao problema
tipico que lhe surgira no desenvolvimento da teoria



doa limites, para seguir o que a intuicdo geométrica
lhe dizia da continuidade da recta e chegar assim ao
célebre axioma: «Se uma reparticdlo  de lodos os pontos
da recta em duas classes € de tal natureza que todo ponto
duma classe estd a esquerda de todo ponto da outra,
existe entdo um e s6 um ponto da recta que produz  essa
reparticao». Definindo depois o que se entende por
corte no conjunto R dos numeros racionais —uma re-
particio de R em dois conjuntos A e Ai de tal modo
que todo nimero de A seja menor que todo nimero
de A*— e observando que todo numero racional pro-
duz dois cortes, que ndo considera como essencialmente
distintos, prova que h& no conjunto dos nimeros ra-
cionais infinitos cortes (cortes irracionais) que nédo
sdo produzidos por nenhum nUmero — facto esse que
caracteriza (segundo Dedekind) a descontinuidade de
R. E prop6e entdo resolver a dificuldade, pela forma
seguinte: «sempre que é dado um corte (A, A') que
ndo seja produzido por nenhum nimero racional cria-
um numero irracional, que
consideramos como completamente definido por este
corte e dizemos que o nGmero corresponde a este corte
ou que ele o produza. E necessario insistir sobre este
momento capital do pensamento de Dedekind. Domi-
nado pela imagem da linha recta, figura o0 conjunto
dos numeros racionais ordenado pelarelagdo «<» pa-
ralelamente ao conjunto dos pontos da linha recta,
ordenado pela relagdo «estar a esquerda de». Mas da
comparagdo de ambos resulta que, enquanto neste
todos os cortes cortam um ponto, naquele, pelo con-
trario, podem definir-se cortes (os cortes irracionais),
que ndo cortam nenhum ndmero racional. Entdo co-
loca por entre o0s ndmeros racionais novos seres a que
chama nimeros irracionais, de modo a preencher todas
as lacunas reveladas pelo «test» dos cortes. «Por
livre criacdo do espirito humano» surge o ndmero real
— elemento de uma totalidade abstracta, constituida
por todos os nimeros racionais e por todos os nume-
ros irracionais— abstragdo esta que tem por repre-

mos nés um novo nhamero,

sentacdo concreta um conjunto matematicamente tra-
balhavel : o conjunto R cujos elementos sdoo0s nimeros
racionais —instrumentos ja sem mistérios para o

matematico — e todos os cortes irracionais no conjunto
conhecido dos nimeros racionais. E a primeira preo-
cupacdo de Dedekind é verificar se R resulta ja um
conjunto continuo. Para isso sujeita o corte irracio-
nal a definicdes que permitem a ordenacdo e a alge-
brizagcdo de R, pela comparagdo e combinagdo dos
cortes entre si e com os nimeros racionais. E €é assim
simplicissima a demonstracdo de que o objectivo esta
plenamente atingido: «Se o conjunto R de todos os
nimeros reais é decomposto em duas classes A, e A,
de tal modo que cada nimero a, de A, é menor que
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todo nimero a, de A, existe entdo um e um s6 ni-
mero a que produz este corte». Por outras palavras:
0 conjunto dos numeros reais, exactamente como o
conjunto dos pontos da recta é um continuo (a
Dedekind).

E esta, a tragcos gerais, a concepcdo de Dedekind.
Falta-lhe o enunciado firme do que é um nimero real ;
e desagrada-nos a jun¢do num mesmo conjunto dos
nimeros racionais ndo com o0s préprios ndameros
irracionais (o que lhe estd vedado por falta de
definicdo mateméatica) mas com os cortes nos nimeros
racionais.

Mas ndo esquegcamos que nos legou uma condi-
¢do a que tem de satisfazer todo conjunto ordenado
que se tome somo dominio da variavel real: a con-
tinuidade.

Evitar a exposicdo de Dedekind o pouquissimo que
ela tem de menos claro, sem sacrificar (e, pelo contra-
rio, recordando) a sua contribuicdo positiva para a
caracterizagdo do numero real — eis, quanto a mim,
a tarefa que se poderia ter proposto o Professor Vi-
cente Gongalves, uma vez que, mais ou menos directa-
mente, preferiu seguir na esteira de Dedekind e dos
seus cortes e ndo desejou, como analista, retomar o pro-
blema de limite com que Dedekind comegara por
tropecar. Essa seria a forma (a Gnica) de ir mais
além do trabalho realizado em lingua portuguesa
para divulgagcdo da teoria dos cortes —trabalho minu-
cioso a que se devotou com tanto brilho o Professor
Eento Caraca, nos Conceitos fundamentais da  Mate-
méatica, e nas LicBes de Algebra e Analise. Mas Bento
Caraca na escrupulosa modéstia com que seguiu o
pensamento de Dedekind trouxe para a sua obra as
mesmas imprecisdes da exposicdo original. Assim en-
contramos no primeiro daqueles livros: «...H& cortes
no conjunto R que ndo tém um elemento de separagdo ?
S80 estes mesmos que nos vao criar 0s novos  elementos
de separagéo. Basta para isso dar a seguinte definigao:
— chamo ndmero real ao elemento de separacdo das duas
classes dum corte qualquer no conjunto dos  ndameros
racionais ; se existe um numero racional a separar as
duas classes, o numero real coincidirdA com este namero
racional; se ndo existe tal ndmero, o0 ndmero real
dir-se-&4 irracional».

Habilitados a ajuizar do que seria legitimo exigir
em 1944-45 de quem entre nés se dispusesse a abordar
a definicdo do numero real, passaremos, no préximo
nimero da Gazeta de Matematica, a andalise da expo-
sicdo adoptada pelo Prof. Vicente Gongalves no pri-
meiro capitulo dos seus Elementos Gerais de Analise
Real, 1.* Parte do Curso de Algebra Superior publi-
cagdo iniciada em Lisboa no final do ano de 1944.

(Continua)
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Inégalités

par Jean

Solutions des problemes et des exercices
de la partie l.

EXERCICE 1. La partie recouverte du plan est un
carré Q, dont les diagonales sont égales a la moitié
du périmétre k commun a tous les rectangles et ces
diagonales sont paralléles aux cOtés des rectangles.
En effet si I'on choisit pour origine le centre commun
des rectangles et pour axes do coordonnées les direc-
tions communes des cotés, alors Q sera déterminé
par les inégalités + x + 1/<J/c/4 .

EXERCICE 2. Le carré. Car en posant, comme dans
I'introduction, ab=A,2a+2b=k , on a, d'aprés (1),
ylIA<Jfc/4 ou, cette fois, A est fixe, k atteint son
minimum pour <z=6.

EXERCICE 3. La partie recouverte du plan est la
figure P située entre deux hyperboles équilatéres,
dont les demi-axes sont égaux a \'iA , ou A désigne
I'aire  commune a tous les rectangles, et dont les
asymptotes sont paralleles aux cotés des rectangles.
En effet, si I'on choisit pour origine le centre commun
des rectangles et pour axes de coordonnées les direc-
tions communes des cotés, alors P sera déterminé
par les inégalités + xy™Aji

PROBLEME 1. Pour démontrer I'inégalité K>L
(resp. K<L) entre deux nombres K et L, il suffit
de démontrer que K—L>0 (resp. K—L<;0)

Si  A>B, c'est-a-dire A—5>0, alors on a
(A + D)—(B + D) =A—6>0. Si  A>B, alors
CA-CB=C (A-B) est >0 pour C>0 et <O
pour C<0. Si A>B ,A>0,B>0, alors

A" —B"= (A —B) (A" + A"-*B +
H + AB"-* + B"-) > 0
et
A" - 1/5- = (B* - A»)/A" B" <0

Si A>B,C>D, alors (A+ G)-(B +D)- (A-B) +

+ (C-5)>0.

Si A>B, c>D ,5>0,2Z)>0, alors

AC - BD =(A- B) (C- D)+ B(C- D) +
+ DA- B)> 0.

PROBLEME 2. Posons o=1/%4 ,6=1/5 . Ona d'aprés
(1) (A+5)/2>V'AB; donc 2/(A + B) <I/"AB =
1/(1/.4) (1/5). En inscrivant les valeurs A=1/a,
5 = 1/6 dans cette derniere inégalité, on obtient le
résultat annoncé.

— /1

Aczél

EXERCICE 4. Deésignons par a et 6 les deux
segments en lesquels la hauteur h divise I'hypothé-
nuse ¢. On a e=a4-6 et h=Vab, donc, par l'inéga-
lité (1), c”">2A, ou h est fixé, c atteint son minimum
lorsque a= 6, ce qui est le cas du triangle isocele.

EXERCICE 5. En conservant les notations de I'exer-
cice 4, on a de méme e">2A ou, cette fois, c est fixé.
h atteindra son maximum lorsque a=6, ce qui est le
cas du triangle isocéle.

PROBLEME 3. La transformationde f (x) en —f(x)
est une symétrie par rapport a I'axe des x. Si donc
la corde inscrite a la fonction f (x) laisse l'arc

qu'elle sous-tend au dessous d'elle, alors la corde
correspondante par symétrie, inscrite a la fonction
—f(x) , laisse I'arc qu'elle sous-tend au dessus d'elle.

PROBLEME 4. y=x est toujours convexe; y=*x' est
convexe pour x>0, concavo pour x<O; y=\Ix’
est toujours concave ;y=1/x' est convexe pour x>0;
y = 1/x est convexe pour x>0, concave pour x<O;
y = I/x* est convexe pour x>0, concave pour
x<0; j/=1lylx* est convexe pour x>0; y=+[/X
est concave pour x>0 ; y=—[/x est convexe pour
x>0 ; y=2" est convexe pour x>0; y= 10" est con-
vexe pour x>0 ; y=logx est concave pour x>0 ;
y =sinx est concave pour 2kK<x<C(2'c +1) TT, con-
vexe pour (2k—1) w<x<2iir ; y= tgx
pour 2k ir/2<x<(2/c + 1) iv/2 et concave pour
2k —1)n/2 < x< 2% ic/2.

est convexe

PROBLEME 5. Les fonctions linéaires de la forme
y = ax + 6 sont les seules qui sont a la fois convexes
et concaves (au sens large).

2. L'inégalité de Jensen. Dans le n° précédent,
nous avons donné une définition géométrique de la
convexité d'une fonction, en nous servant de son
graphique. Dans ce n°—ci nous en donnerons une
autre définition, bien entendu équivalente a la précé-
dente, mais qui, cette fois, aura un caractere algé-
brique.

PROBLEME 6.
seulement si pour tout couple d'abscisses Xi, xj et
T1i>0,

Une fonction f (x) est convexe si et

pour tout couple gi,?2 de nombres vérifiant
2?2>°)21+31°'J l'inégalité

(2) /@ x +qgix)<.q.fx) +q.f (x)
est vérifiée.



La relation (2) est la fameuse inégalitt de Jensen
pondérée qui caractérise donc les fonctions convexes.

PROBLEME 7. Par quelle relation faut-il remplacer
I'inégalité (2), pour définir les fonctions convexes au
sens large, resp. concaves, resp. concaves au Sens
large ?

PROBLEME 8. L'énoncé du probléme 6 est équivalent
au suivant: Une fonction /(x) est convexe si et
seulement si pour tout couple d'abscisses X\, x, et
pour tout couple pijpz de nombres positifs, I'inégalité

[ Pix, +p,x, \ ~ Pi.f{xi)+pzf(xz)

\ Pi + Pz ) Pi+Pz

est vérifiée.
les  poids).

L'inégalité de Jensen nous donne la possibilité de
déterminer d'une fagon rigoureuse le caractére con-
vexe ou concave d'une fonction, au lieu de la méthode
graphique grossiére dont nous nous sommes servis au
cours du probléme 4.

(Les quantités pi et p, seront appelés

PROBLEME 9. Démontrer en utilisant I'inégalité (2)
que la fonction linéaire /(x)=ax + 0 (a, 6 quelcon-
ques) est a la fois convexe et concave au sens large
(cf. Probleme 5).

PROBLEME 10. Déterminer en utilisant I'inégalité
(2), pour quelles valeurs de x les fonctions suivantes
sont convexes resp. concaves : y=1/x, y=Xx’,y= +[/x.

PROBLEME 11. Soient p\ et pi deux nombres posi-
tifs. On appelle moyenne arithmétique pondérée de deux
nombres positifs xi et x,, l'expression

(p.x,+p.x.)/(p. +p.),
moyenne harmonique
xi et x, l'expression

pondérée de deux nombres positifs

ura*/(*£- + £).
"\ "H X, /

et moyenne quadratique pondérée  de deux nombres

positifs xi et xj l'expression

Pi Kt+P* x|
Pi+Pz
(les quantités pi et p, seront appelées des  poids).
Démontrer les inégalités suivantes :
. PIXi+pX2
( Pirpy ! (1T L. " L)
\ X Xi ) Pi + PZ
IPiX\+PzA
PI+PZ
I'inégalité n'ayant lieu que si x,=x,. (Pour pi=pz
ces moyennes se réduisent aux moyennes symétriques
et ainsi la premiere des deux inégalités généralise

celle démontrée au probleme 2.)
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EXERCICE 6. Considérons tous les rectangles ayant
une diagonale d commune.

0) Lequel parmi ces rectangles a le plus grand
périmetre ?

6) Lequel a la plus grande aire ?

EXERCICE 7. Considérons tous les rectangles ayant
le méme périmétre k (resp. la méme aire A). Lequel
parmi ces rectangles a la plus petite diagonale?

Si I'on pose dans I'inégalité (2) les valeurs Ti= C2=
= 1/2, on obtient le résultat que toute fonction con-
vexe vérifie I'inégalité

m /(sja).

Réciproquement si I'inégalité (3) est satisfaite pour
une fonction continue, alors la validité de I'inégalité
(2) en résulte. En d'autres termes, si une fonction
continue vérifie (3), quels que soient xi et x,, alors
elle est convexe.

Démontrons cette assertion 1 L'inégalité (3) signifie
géométriguement que le milieu de toute corde de la

courbe j/=/(x) est au dessus du point correspondant
de I'aire qu'elle sous-tend (fig.6). Il s'ensuit que
toute corde est située entierement au dessus de I'arc

Si s* -
Flg. Ta

qu'elle sous-tend, ce qui est précisément la définition
d'une fonction convexe donnée au n° 1. En effet, si
ce n'était pas le cas, il existerait un point de I'inter-
valle dans lequel la courbe serait située sur ou au
dessus de la corde. Désignons I'équation de la corde
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par y=I(x). D'apres la propriété de Darboux
(cf. n° 1) appliquée a la fonction continue f (x)—1I(x),
il existeraient deux points C et C tels que /(Ci) =

[(&)-*(&} et/(x)>Z(x) pour Ef<«<&
(fig. 7a), ou bien un point Ctel que / (£)= £(!;) et
I(x) <il (x) pour x=f=\, mais suffisamment voisin de C

Fi.. 76

(fig. 76). En aucun cas la relation (3) ne pourra étre
satisfaite pour xi et x, convenablement choisis.

Si I'on remplace dans (3) le symbole <C par <J,
resp. >, resp. ~>, alors on obtient une caractérisa-
tion des fonctions continues convexes au sens large,
resp. concaves, resp. concaves au sens large. L'iné-
galité (3) est la forme symétrique de I'inégalité de
Jensen.

PROBLEME 12. Déterminer si les fonctions y= 107,
y=logiox ou plus généralement les fonctions y=a",
y=log, x (a>0) sont convexes ou concaves. [On sait
que ces fonctions sont continues].

PROBLEME 13. Soient xj>0,x,>0,ji>0, g0
et ¢ci+o/2=1+ Démontrer les inégalités

(4) + N Freitl*xl o+ 12%2,

L'expression
géométrique

I'égalité n'ayant
xfi x/» est, par

lieu que si xi= Xj.
définition, la moyenne

pondérée  des deux nombres Xi et x,. La deuxiéme
inégalité dans (4) généralise I'inégalité (1),a laquelle
elle se réduit si I'on pose gt=o0;,=1/2.

PROBLEME 14. Soit h> —1. On a (1+A)*>1-f-Ax
pour x >1 et pour x<0, et (I +h)<l + hx pour
0<x<l.

EXERCICE 8. Soient a>0 ,6>0 ,r>0 ,s>0,
I/r+1/«=1; démontrer I'inégalité

ab < a'fr + b'/s .
EXERCICE 9. Soient a>0,6>0; démontrer I'iné-

galité a' 6<4 ((a+6)/3)3.

PROBLEME 15. Déterminer les valeurs de x pour
lesquelles les fonctions j/ = sinx et j|= cosx sont con-
vexes resp. concaves. [Utiliser les formules bien
connues relatives a sina+ sin 3 et cos a+ cos fi] .

PROBLEME 16. Démon-

trer I'inégalité

a) Soit n un entier naturel.

(XT+xy+'/ixr'+aT")"
\ < («fH+x5+")"/(x;+xi)"-",
ol xj> 0,x,> 0, xi4=x .

A) Soit n un entier positif ou négatif. L'expression

V(x?-r-x£)/2

est dite moyenne de n-iemes puissances des deux nom-
bres xi et x,. Démontrons que pour xi>0,x,>0 et
xi=£x, les inégalités

V(x;+x3)2< " VR + ~")/[2

ont lieu.
c) Soit¢!>0 ,0,>0 et gt+g,=1. Nous appelons
I'expression
Vil ~c+ e
la moyenne pondérée de n-iémes puissances  des deux

nombres xj et X2. Démontrons que pour xj>0, x,>0
et xi=£x,, les inégalités

Vil Lo+ T < TV 207
ont lieu.

PROBLEME 17. Au cours de ce probléme r et r' dési-
gnent toujours des nombres rationnels. Soient gi>0,
g > 0, (ft+ g.,=1. Démontrer que la fonction y=xX'
(x>0) est convexe sir > 1 ousir<O0 et qu'elle est

concave si 0 <r<1|. Démontrer que si r<r', alors
(6) (TIx\ + g *S)<"<(,, x;'+,, xi)'™

et que, sir<0<r', alors

7 @i+ 2, x)"-< X'\ X< (9 X'+ g, «0"**,

ol xi>0,x,> 0,xj=£x,. (L'inégalité (7) généralise
I'inégalité (4), a laquelle elle se réduit si l'on pose
r= —Il,r'=1. Remarquons que les énoncés de ce
probléme-ci restent exacts si I'on remplace le nombre
rationnel r par un nombre réel quelconque. (Nous
verrons ceci plus tard).

Si on considére les couples de fonctions/ (x)—a' et
[(x)=log,x; /(x)=x« et f(x)="Vx; I (x)=1/x- et
[ (x)=1/Vv'®) °** s'apercoit qu'il y a une certaine re-
lation entre les deux membres d'un tel couple. En
quoi consiste cette relation? On voit que sil'on pose
y=a’, on aura x=\ogy, de méme si y=x", alors
x=""y. On dit que deux fonctions/ (x) et 9(y) sont
les inverses l'une de l'autre, si les relations y=f(x)
et x=<p (y) sont équivalentes. Une fonction posséde
une inverse bien déterminée uniquement si elle est
monotone au sens strict, c'est-a-dire si elle croft par-
tout ou bien si elle décrofit partout.

PROBLEME 18. Soient y=f(x) et y=f (x) deux
fonctions, dont chacune est l'inverse de l'autre. Que
signifie géométriquement cette relation? Démontrer
que si y=f(x) est croissante et convexe, alors



y = t((x) est croissante et concave; si au contraire
y=/(x) est décroissante et convexe, alors y—<? (x)
est aussi décroissante et convexe.

EXERCICE 10. Démontrer que la fonction y~a* est
convexe (a>0).

Soient y = f{t) et t=ty(x) deux fonctions telles que

<f(i) soit définie pour toute valeur que | (x) peut
prendre. La fonction y=x (*)=9 (7 (")) s'appelle la
fonction composée des deux fonctions f (t) et ij/ (x) .
Par exemple la fonction y=a" est composée des deiix
fonctions y = a" et t=x"'.

PROBLEME 19. Démontrer que si y=<p (f) est une
fonction croissante et convexe et que si i=i|i (X) est
une fonction convexe, alors la fonction composée
y*X  (*)™T (")) est une fonction convexe.

Les mots poids, pondére’ nous rappellent des notions
physiques. Nous allons voir maintenant la raison de
cette terminologie. Considérons d'abord un systéme
de deux poids (points de masses) p, et p, dans le
plan. Plagcons le poids pt au point (xj,yj) et le
poids pz au point (x,, y) et déterminons le centre
de gravité de ce systeme. Les coordonnées x> et v,
du centre de gravité seront calculées en utilisant le
fait que les composantes du moment du systéme par
rapport a ce point sont égales a zéro, c'est-a-dire

Pi (**-**0—P*te—a*>), Pl (yo-yi)=pj (yz—ya),
d'ou il vient que
Pl *i +Pz *z Pi 2n +Pz 2r
X, b =
Pi+Pz Pi+Pz

Maintenant on a l'interpretati on suivante de l'inégalité
de Jensen: Une fonction 2/=°/(*) *** convexe si et
seulement si en plagant deux poids sur sa courbe
représentative, le centre de gravité de ces deux poids
aura une ordonnée supérieure a celle du point corres-
pondant (c. a d. ayant la méme abscisse) de la courbe.
On a évidemment des énoncés analogues pour les
fonctions convexes au sens large, concaves, et concaves
au sens large.

PROBLEME 20. Plagons les poids Pi Pz, e ,p, aux
points (x., yi) ,(X,, V) ., (X ,y) du plan. Déter-
minons le centre de gravité en calculant d'abord le
centre de gravité des deux premiers points; puis
concentrons la masse pi+pz  au point ainsi obtenu et
calculons le centre de gravité de ce nouveau point et
du troisieme point et continuons ainsi de suite. (Nous
verrons au résultat qu'il est indépendant de |I'ordre
dans lequel on a pris les poids JH >Pi» i PK) «

PROBLEME 21. Une fonction y—f(x)
et seulement si I'inégalité

est convexe si

(8) /(qixi+Qzxz-i—+q,,X,)<
<2i/(i)+i2/(e,)+ eeet+q,,f(X.)
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est vérifiée quelles que soient les valeurs x\ ,x,, ***, X,
et les quantités positives qi, q z , q , vérifiant ¢* +

+ Qqz+ rg.=~i- De méme une fonction y=/(x) est
convexe si et seulement si I'inégalité
®) \Y% Pi+Pz-i +P, )
Pl f(*\)+Pzf (¥2) +—+P>f *)
Pi+Pz-i +Pk

est vérifiée quelles que soient les valeurs SBJ, x, ss ¢, »
et les quantités positives P\ ,Pz P.-

Les inégalités (8) et (9) sont nommées les inégalités
de Jensen pondérées a k termes.
PROBLEME 22. Si l'on pose q\= gz=-=q, resp.

PiPz — ""Pk dans les inégalités (8) resp. (9), on
obtient

j MK+ Xit---+XAN n
(10)

o TODHE) o mmblo()

Démontrons que cette inégalité est nécessaire et suffi-

sante pour que la fonction y=f (x) continue soit con-
vexe.
L'inégalité (10) sera nommée ['inégalité symétrique

de Jensen a k

Nous avons vu que si la fonction y=/(x) est conti-
nue alors les inégalités (8), (9) et (10) résultent de
I'inégalité (3). Nous examinerons maintenant dans
quelle mesure ceci subsiste si I'on supprime la condi-
tion que y=f(x)est continue.

termes.

PROBLEME 23. Démontrons que si une fonction
y =f(x) vérifie I'inégalité (3), alors elle vérifie aussi
I'inégalité (10). [Démontrer d'abord (10) pour les k
ayant la forme k=20 =1, 2,3 ,ee) par récurrence
sur j . Si maintenant 2'' < k< 2", on posera

Xi+x2-\ YX

et on aura
IXj + X2+---+X\

N K 3
JoAX -+ X X+ - XL IN A

HI(F) /() + el )
2
c'est-a-dire
X + X+ \-Xx,
k
I(x.) . /1(x.,) + -.-+/(x,)
< »

ce qui équivaut a la formule que I'on veut démontrer.
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Cette méthode de démonstration est due au grand
mathématicien frangais Augustin Louis Cauchy].

PROBLEME 24. Démontrons que si une fonction
y**f (ai) vérifie I'inégalité (3), alors elle vérifie aussi
les inégalités (8) et (9) avec des poids qi, g, ,*** Q.
resp. p'\jpt,'hep, rationnels.

PROBLEME 25.
SI+?,H

Soient qi > 0,<k> 0, *s=,q, > O,
t-i*=1- L'expression
Qi+ g, X, -I eee £ 2% Xj
s'appelle la moyenne arithmétique pondérée des nombres
eee >*«e D'une fagon plus générale, pour préel,
I'expression

(11) M?(Xj,X,, ***,x) = (r/txf + q,x\ + eee+ q, X?)/?

s'appelle la moyenne pondérée de n-iémes puissances
des nombres Xi>0, x,>0 X> 0. Pour p=1
ceci se réduit a lamoyenne arithmétique, pour p= —1

a la moyenne harmonique. M, (xj,X2, *s¢,x,) estpar
définition I'expression

Mi (X1, XTI, eee,X) = X2 X200 Xe*
la moyenne géométrique pondérée des nombres Xj>-0,
X2>0, e, x,,>0. Démontrer que,si r et r' sont
rationnels et «i r<r', alors M<M, [généralisation
de (6) et de (7)].

PROBLEME 26. Désignons par Max (xj, X,, ***,X,)
le plus grand des nombres X\, x,, *¢s, X, et par
min (xj,X,, ***, %) le plus petit de ces nombres.
Démontrer que si X,= Max (xj,x,, ***,X) etsi
(X"O,x,>0, ¢, x»>0)

est défini par (11), alors pour p<0

(X X, o),

Vfc Max (xi,X,--- ,X,)<Mp(x,,x
<J Max (xi, X,, ***, X)

LX) <

En déduire que Afp(xj,x,, ***,X,,) tend vers
Max (Xj, X,, ***, X)

lorsque ptend vers -|-oo. Etablir lesthéoremes ana-
logues pour min (xj, X,, ***, X,.).

Equacdo gerai

Férmulas

por Lois Freire

Seja x umadeterminada caraeteristica de um corpo

termoscoépico.

Sendo t atemperatura, temos : x = /(<). Noslimi-
tes de temperatura que realizamos, a fung¢do X pode
ser desenvolvida em série acentuadamente convér-

gente.

das escalas

EXERCICE 11. o) Parmi tous les parallélépipedes
rectangles ayant méme surface (resp. méme somme de
longueur d'arrétés, resp. méme diagonale), lequel ale
plus grand volume? 6) Parmi tous les parallélépi-
pedes rectangles ayant méme volume, lequel ala plus
petite surface (resp. la plus petite somme de longueur
d'arrétés, resp. la plus petite diagonale) ? c) Parmi
tous les parallélépipéedes reetangles ayant méme somme
de longueur d'arrétés, lequel a la plus petite diago-
nale ? d) Parmi tous les parallélépipédes rectangles
ayant mdme diagonale, lequel a laplus grande somme
de longueur d'arrétés ?

EXERCICE 12. Parmi tous les triangles ayant le
méme périmétre, lequel a laplus grande aire ?

EXERCICE 13.
Démontrer les inégalités

Soient aj> 0 ,a, > 0, **=,a > 0.

[a 0jec*a, (a,+0,H 4-a) f-ai a,***a (0i +a +
H + r-°ia, eeea,_,(a! + a, +
+ eee + <n*_ ]/fcaia,--- 0, > i -1
et
(a +a-t eee+a) (l/a,+1/a, ++ee+1ja) > kK

EXERCICE 14. Démontrer que si o, + a|+
alors ai+ajH \-a, <[ VK .

EXERCICE. 15. Comment faut-il choisir les nombres
positifs a,6,c pour que, si S=atb+c est constant,
ab’c® soit aussi grand que possible? Comment faut-il
choisir les nombres positifs a, b, c pour que,si ab’c®
est constant, S=a+b+c soit aussi petit quepossible ?

EXERCICE 16. Démontrer que
log, (I+a") et I/l-j-x* sont convexes.
inégalités

h« K1 .

les fonctions
Démontrer les

V(I +aj)(l+a,) e (l-t-a,) > 1+Va,a, - a
et

VK'+(a, +aH +ay-< y/l+ea\-f-

+ [Ji+al+ eeedt t/TTAL,
EXERCICE 17. Parmi tous lespolygones a k sommets,
inscrits au cercle, lequel a la plus grande aire (resp.

le plus grand périmetre) ? (continua)

termomeétricas.
definicdes
(Recife)

Assim, aplicando a féormula de MacLaurin, vem:
X,=/(0) + t/'(0) + £/"(0) + eee =
TM1
S10) [1+ A=t &+ eee] =
/(O) 2 /(0)
- X,(1+ at+ bfi + eee),
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/"(0) 1 fdx\
fazendo = — ( I = a, etc. A expressédo
/(0O) *TV<*/0 *
11 /d»X’
geral desses coeficientes é .
Jo
n! x, \ dt”

Para valores pequenos de t, podemos ficar no
segundo termo do desenvolvimento de 35 e entdo
teremos :

(1) X, = X, (1 + at) .

E nesta férmula que se baseia a construcdo dos
termémetros.

Vejamos a sua teoria geral.

A foérmula (1) permite escrever:

2) t= A+ Bx,

sendo A e Tiindependentes de X,.

Designemos por V a temperatura do gelo fundente,
por t" a do vapor d'agua em ebulicdo, ambos os casos
se processando a pressdo atmosférica normal; por x'
e X" os valores correspondentes da caracteristica
adoptada do corpo termoscépieo.

Teremos entdo: t'= AtBx' e I'= A+ Bx"

Dai:

_ -t
<~ t= B(x"- x), B = e
Xt x<
A= t<- o
X

o x! X" X"

A expressdo geral de t (2), tornar-se-a:

I’I X)) - I’ " X 1]
v n i— + pxi
ot TV A of.
tht< r /ot e \-|
(3)
que é a equagdo geral das escalas termométricas.
A cada defini¢do numérica,  completa, do intervalo
termométrico  t"" —t', corresponde uma escala.
Para t»-t* = 100, sendo <=0, vem:
100
t= . (x,-x0),
Xioo—Xo
gue é a equacdo da escala centigrada.
Para —i'=80, sendo i'=0, vem:
80
f="- (X,—x,)
XSO0—X0
— equagdo da escala Réaumur.
Para t~-t =180, sendo i'=32, vem:
180 T /212 32 V|
X,i,—X,, L \180 180 /J
— equacdo da escala Fahrenheit.

Obtenhamos, partindo de (3), a definigdo jerai do
grau termométrico.

GAZETA DE MATEMATICA

A expressdo (3) pode ser posta sob a forma:

(4) [I(x™- X))+ " (x - X)I.

Chamando de grau a variagdo de temperatura
correspondente a passagem do valor t ao valor  t+1,
vem

1
t+ 1- t- —

et - ox,) + i"(X,., - x') -
X
- t'(xX"—x,) -

[t'(x, —X%,..) +i"(x,, + X)].

i"(x,-x")] ou

X'— X'= (X, —x,) ("— ') ou
1

*»1 - X,= —— (x»-Xx")
O grau termométrico definido por meio da equagdo
geral, o grau termométrico geral, é, pois: a variagdo

de temperatura correspondente a variagéo da  caracte-

ristica adoptada do corpo termoscépieo  empregado igual
1

0 ———da variagdo  total que essa caracteristica expe-

rimenta entre as temperaturas  convencionais  do gelo fun-

dente e do vapor d'dgua em ebuligdo, sob a  pressdo

atmosférica normal.

Nos termémetros ordinéarios, a caracteristica adop-
tada é o volume.
Tem-se, assim :
v, —1?= (ViOO—0) j que define o grau centigrado
Vv, —V,=* _6 (t-go—v,) , que define o grau Réaumur
of
(ti,,,—v,,), que define o grau Fahrenheit.

180

Nos termémetros a gaz, que tém para padrdo o ter-
moémetro  normal a hidrogénio  instalado em Sevres no
a Bnreau International des Poids et Mesures», a
caracteristica adoptada é a pressdo.

O «Comité International» adoptou para o grau des-
ses termdémetros o definido pelo termémetro normal
de hidrogénio segundo a férmula

PiH —Pt - JQQ (Pico - Po) .

em que p, foitomado igual a 100 cm. de mercurio e
Pioo foi medido e obtido igual a 136,62 cm.

Coeficiente termométrico  geral.
A expressdo (4) pode ser posta sob a forma:

- t:K—«|>’\]
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o <X X+ (X"i-x,)
(a"-»") (x,-x")
X't (X,-x") + f(x""-x)] '

DesiguanJo por B a fraccdo do denominador que
multiplica x', vem:
-x") (x,-x")
X' (X=X +< (X" - )]
B» — x'

"

E S a expressdo geral do coeficiente termométrico.
No caso centigrado, temos :

X=X,

™ 100 X,
As formulas gerais de dilatacdo linear ¢ clbica,
resultam da expressédo (5).
Com efeito:
t—IiHA. « dai x,= x'+ t3x'= x' (1+ 30«
fi X'
Quando a caracteristica adoptada é o comprimento,
temos : 1=1" (1+ 30, que é a féormula geral de dilata-
¢do linear, sendo fio coeficiente correspondente.

. Noo—
No caso centigrado fi = -777:7.A>) li—h (*+,50 ¢
10010

Les géométries

par Pau/ Belgodere (Attaché

Orientation et Imaginaires

Dans le Chapitre précédent, puisque nous étions en
Géométrie Analytique, nous n'avons fait aucune
hypothése de réalité, et les résultats sont valables
dans le domaine complexe. Pour certains domaines
de réalité des variables initiales, le choix de la déter-
mination pour une racine carrée prend un aspect
particulier.

Par exemple, si la quantité sous radical est réelle et
positive, I'orientationest liée au choix du signe + ou—
devant la valeur arithmétique du radical: c'est la
relation élémentaire entre sens et signe.

Par contre, sila quantité sous radical est négative,
le radical est susceptible de deux déterminations =#iR

cie figures
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Quando a caracteristica adoptada é o volume, vem:
= % (1-)-(3i)—férmula geral de dilatacdo cubica,
sendo 3 o coeficiente correspondente.

No caso centigrado 6 = D.=i>, (I + 3<).

S~ - =7
100 v,
A expressédo geral do coeficiente termométrico que
designamos por 3, s6 o é emrelacdo a forma binomial
de x, donde partimos e que é x,= x, (1+at), forma
restrita, como ja vimos, de Xx,.
Tomando a verdadeira expressdo de x, que é

X,= Xo(l+a<+6i"+ — ), a expressédo absolutamente
1 1 /d"x\
geral do coeficiente termométrico ¢é | ).

nooxn\ dt> ),
Poder-se-a, entdo, denominar a 3 de coeficiente ter-
mométrico geral escalar, atendendo a que as escalas
termométricas s6 encontram significacdo em
X, = X» (1 + at) .
1 4 %
A definigdo analitica de a que é — Y | encon-
AN VETlo
tra a sua correspondente escalar em 3-

Observagcéo. Sob forma diversa e menos completo
ja foi publicado este trabalho, no Brasil. A forma,
porém, que ele agora reveste, acrescido das primeira
e Ultima partes, constituem a sua apresentagdo defi-
nitiva.

No artigo desta gazeta. Ano IX—N." 37-38 intitulado «Os
potenciais escalar e vectorial etc.», no ante-penultimo periodo
da pag. 12, onde se le KO exlremo do paradoxo de Peano», leia-
-se : a extreme do paradoxo de Peano.

orientées—//

de Recherches C. N. R. SJ

et — iR, et la combinaison de ces symboles imagi-
naires avec des nombres réels permet d'associer
conventionnellement & deux orientations opposées

deux éléments complexes conjugués, mais dans le cas
seulement ou les variables initiales appartiennent a
un certain domaine de réalite’ (réelles, imaginaires
pures de module 1, ....)

Prenons par exemple la liaison des foyers d'un
cercle réel de l'espace (centres des sphéres de rayon
nul passant par ce cercle) avec les sens de parcours
possibles par ce cercle : cela revient a orienter l'axe
du cercle en fonction du sens du cercle, puis a porter
sur cet axe orienté la longueur + iR & partir du
centre O du cercle. Ceci nécessite deux conventions
préalables, qui assurent I'unicité et la non contra-
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diction des opérations a effectuer; une orientation
préalable de Il'espace par la donnée d'un triéedre de
référence, et le choix entre les deux points complexes
d'un axe de référence a qui on attribuera arbitraire-
ment les abscisses + i et — i:la double orientation
au point de vue réel et complexe de l'espace tout
entier s'en déduit par continuité. Mais une convention
initiale est indispensable et, de méme qu'un mathé-
maticien et son image dans un miroir traitent tous
leurs problemes avec des sens d'orientation qu'ils ne
peuvent amener en coincidence, un mathématicien
supposé non purement réel (capable par exemple de
dessiner sur un axe d'équation réelle, le point
d'abeisse + t) se trouveraitconstamment en désaccord
avec le mathématicien conjugué lorsqu'il leur fau-
drait travailler dans le méme espace.

Quoique liée a une convention préalable, mais a
cause de son invariance par continuité, l'association
d'éléments imaginaires a des éléments réels orientés
constitue un moyen de recherche et de démonstration.
Evidemment, le sens dans lequel une spirale logarithmi-
gue tourne en s'éloignant de son pdle est indépendant
d'un choix possible entre les isotropes qui en sont
‘'ssus (la spirale ne passe pas par un point cyclique
avant de passer par l'autre) ; mais ces deux choix
(orientation du plan, distinction des points cycliques)
sont covariants par les transformations anallagma-
tiques, qui les altérent ou conservent en méme temps ;
les isotropes qui sont des éléments géométriques trés
expressifs et trés maniables, permettent de préciser,
sans calcul, les notions d'orientation.

Représentations impropres

Toute représentation paramétrique, impropre, cons-
tituant par exemple une correspondance (1, 2) entre
deux espaces, peut étre considérée comme une orien-
tation, les éléments critiques de la correspondance
apparaissant comme non orientables. Par exemple, la
représentation paramétrique impiopre d'une droite par
une fonction du second degré, revient a considérer
les points de la droite comme perspective des pointe
d'une conique sur la polaire du point de vue, apres
avoir installé sur la conique une représentation
paramétrique unicursale.

Réciproquement, on peut chercher un paramétrage
impropre (souvent par [I'intermédiaire de fonctions
transcendantes telles que les lignes trigonométriques)
qui permette Il'extraction rationnelle d'une racine
carrée liée a une orientation. Soit, par exemple, a
montrer que toute courbe parallele a la parabole est
unicursale : pour représenter, paramétriquement la
parabole ou I'hypocycloide a 3 rebroussements, ou
toute courbe ayant une tangente et une seule paralléle
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a une direction non orientée donnée, ily a intérét a
prendre pour parameétre la pente t de la normale a la
courbe, ou plutdét un paramétre impropre u dont t soit
fonction du second degré, les valeurs critiques de t
qui correspondent a une seule valeur de u étant + i
et — i, qui donnent des tangentes isotropes pouvant
a priori correspondre a une particularité de la courbe
parallele. Ces conditions sont les plus aptes a fournir
si c'est possible, un paramétrage unicursal de la courbe
parallele, se traduisant sur la courbe initiale par un

t—/ (u—iV
paramétrage impropre. Posons donc =1 )
R t+ i \u+-i J
«i—1
d'ou t= ) ce qui revient a paramétrer la courbe
u

initiale par la tangente du demi-angle que fait une
normale variable avec I'axe, en fonction de laquelle on
peut exprimer rationnellement les cosinus directeurs
de la normale, donc les coordonnées d'un point de la
courbe paralléle.

Voici un autre exemple : soit a étudier le birapport
de droites joignant deux points d'une conique (C) a
un point O n'appartenant pas a la conique, avec les
tangentes issues de O. Soit (D) la polairede 0. Un
parameétre unicursal t de (C) dans lequel les points de
contact /, J avec les tangentes issues de O ont pour
parametres respectifs 0 et °° induit sur (D) par
perspective a partir de O, un paramétrage impropre
pour lequel fi est parametre propre ; a deux valeurs
opposées de t correspondent deux points de (C) en
involution, conjugues harmoniques par rapport aux
points doubles 1 et J, la droite de jonction passant
donc par O: a toute valeur de fi correspond donc un
seul point de (D) etréciproquement. Donc le birapport
de deux points de (C) avec les deux points doubles a
pour carré le birapport de leurs perspectives: si (C)
est un cercle de centre O, on retrouve la propriété de
I'angle inscrit, moitié de l'angle au centre. De méme,
sur une droite, le milieu des points divisant un
segment AB dans le rapport a,—a, est représenté par
le parameétre propre a° et divise donc AB dans le
rapport a’ puisqu'ilen est ainsi pour les points A, B, oo.

La notion d'orientation permet d'éclaircir certaines
propriétés d'Analysis situs liées a la Géométrie
considérée, dont elle permet un dédoublement. Par
exemple, le plan de la Géométrie Cayleyenne ellipti-
que doit étre considérée comme unilatére ; la sépara-
tion d'un point géométrique en deux éléments (points
analytiques normés) selon la détermination a donner a
la racine carrée de la puissance du pointpar rapport a
la conique absolue revient a distinguer les deux faces
du plan, le raccordement de l'une a l'autre se faisant
«au travers» de la conique absolue, avec une singula-
rité apparente sur la droite de I'infini, la géométrie
elliptique ainsi orientée devientidentique & la géomé-
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trie sphérique, comme on s'en rend compte en prenant
pour modéle la géométrie métrique des droites non ori-
entées issues d'un point fixe de l'espace euclidien a 3
dimensions. C'est ce que W. BLASCHKE et les géo-
meétres japonais appelent «géométrie doublement orien-
tée», un méme point géométrique donnant naissance
a deux éléments considérés comme distincts.

Curvas definidas

por G/nés Nasano

Vamos a hacer un pequeno estddio de las curvas
definidas por la ecuacion ~=/('-p) *

Designamos por p a la distancia comprendida entre
un punto genérico de la curva y el de corte de su tan-
gente con un eje fijo. tp es el angulo que forma la
tangente con esta recta.

Sistema de coordenadas que apesar de la biblio-
grafia consultada no hemos encontrado ninguna refe-
rencia que nos indique hayan sido anteriormente es-
tudjadas.

Cambio de coordenadas

Supongamos que el eje fijo sea el eje OX.

Entonces sera:
(1) y=pscntp

El valor de la abscisa serd arbitrario y dependera
de donde tomemos el eje V.

Esto se ve inmediatamonte al derivar con respecto
de 9 la igualdad (1)

dy dx dy
— .— =p sene+pcos9; ycomo —
dx dtp dx
dx
2) — — M sen 9 + pcos 9) cotgg
dtp

(*) Alumno de la Facultad do Cieuclas de la Uiiivursidad de
Madrid y aspirante a ingreso eu la E. E. de lugenieros de
C.C.y v

por
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En résumé, la notion d'orientation constitue, malgré
ses multiples aspects, une méthode précieuse de
recherche et de découverte ; elle explique et rend

intuitives certaines propriétés d'apparence initiale
mystérieuse : s'est cette coordination qui constitue
I'élégance des méthodes géométrigees au sens de
KLEIN.

ia ecuacion  p = [(<p)

Olivo *)
por tanto

x = J(p* senf +p cos 9) cotg <p+ C

donde C es una constante de integracion.

Expresion dei radio de curvatura

Sabemos que iT=(1+y')*'ly" en donde y'=tg9;
obteniendo el valor de y" derivando com respecto do
9 el anterior valor de y' con lo que teniendo en cuenta
(2) sale:

dy dx 1
dx’ d<f cos’9
de donde
dy sen
dax’ Q>'sen 9 -f-p cos 9) cos* 9

y como R =1/y"cos’9 asi pues queda finalmente
R= (p' sen 9+p cos tp)/sen 9.

Expresion de la diferencial dei arco

Sabemos que ds= Rdtp y por la expresién anterior

—Fsen <fip cos 9
ds
sen 9

Determinaciéon de algunas curvas

Circunferéncia de centro en el eje fijo. Si llamamos
O el centro de la circunferéncia, P el punto genérico
de cilay M el punto donde la tangente en P corta a
este eje, el triangulo OPM da p=rcot¢. Analoga-
mente si el centro no estd en el eje sino en un punto
de ordenada b so tendra p— (b+ r cos tp)/sen tp.

Traclriz
Su ecuacion conforme a su definicién serd: p—c.
Punto impropio segun una direccién serd para 9 —c.
Parabola

Si la parabola tiene su eje coincidiendo con nuestro

eje es pues su ecuaciéon y- =2 6Xx.
Sea P un punto genérico y M el punto donde esta
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tangente corta al eje y N la proyeccién de P sobre
el eje perpendicularmente a este eje: AfP=p,p cos9 =
=2ajly como x,=i/;/26,~cos tp = i/?/&=£>" sen’tp/6por (1)
p="6 cos tp/sen’(p.

Esta es pues la ecuacién de la parabola de para-
metro 6 y de eje el eje fijo.

Calmaria

Sea la catenaria de ecuaciéon y=c (e"+e~")j2; si
derivamos con respecto de x, y'= |A/’—e’/c ecuacién
diferencial que verifica, de donde en nuestras coorde-

nadas se deduce p = 2claen 2«p.

Evoluia

La ecuacién de la evoluta de una curva definida
por una ecuacién de este tipo admite una expresién
inmediata.

Basta ver que si es N el trozo de normal compren-
dido entre el punto genérico de la curvay el eje fijo
y si llamamos p. y tp. a los correspondientes p y<f
de la evoluta se verificara, p. —JV£R y, —71-/2-1-9,
segun la concavidad de la curva.

Supongamos que la curva dada présenta la conca-

vidad hacia las y positivas: p=N+R, N—p tg 9
PE= W sen 2tf+ 2p)/sen 2cp, <p.=it/2 + 9.
TEOREMA. La evoluta de la tractriz es una  catenaria.
Como la tractriz tiene de ecuacién p=c. Sustitu-

yendo este valor en la expresion hallada de la evoluta
viene p = 2c/sen 2cp, ecuacién de la catenaria que hemos
obtenido anteriormente.

Cicloides

La cicloide como sabemos satisface a la ecuacién
diferencial

Uma aplicacédo

por Maria

Como é sabido, o diagrama de Venn permite inter-
pretar graficamente as operagdes da Algebra de
Boole, aplicadas a duas e a trés classes.

Uma ligeira modificacdo no diagrama de Venn
permitird também estudar e interpretar o teorema
(1) "nHzT
e os teoremas dele reduzidos.

Na figura seguinte :

O quadrado representa V (classe universal) ; o cir-
culo de maior raio, H; o circulo de menor raio, T.

do diagrama de
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L= I ~ y 6, llamando 1 -, . ) of - 1
dx { ay a \dxj y
y basandonos en esto hallamos inrnediatamente su

- C+COS' I
ecuacién en nuestras coordenadas : p = .
sen p
TEOREMA. EI radio de curvatura en un punto de la
cicloide es dos veces el valor de la normal en este punto.

La demostracién sale enseguida de sustituirp y p°
en la expresién que nos da el radio de curvatura, por
los valores correspondientes a la cicloide. Asi pues
obtenemos

pp = —cecos 9 (1 + sen’cp)/sen’ 9
R = cecos @ (1 — cos 2")/sen* 9 — 2c cos P
y como N=ptgtf
enunciada.

=c¢Cco0s9, luego R = 2A', proposicién

Curvas de Ribaucour

Se da el nombre de curvas de Ribaucour a las que
poseen la propiedad de que sus radios de curvatura
son proporcionales a las normales en todos sus puntos.
Estas curvas fueron descubiertas por Ribaucour al
estudiar las superficies de curvatura media nula, Ma-
madas elasoides.

Partiendo de la definicién escribiremos :

(p'sen 9 +p cos 9)/sen = m -p tg 9
p'lp = mtg9 —cotg 9

de las que por una sencilla integraciéon hallase :

c
p - 1
cos™ p sen 9
curvas pedidas en las que se observa que para:
m =i Catenaria; m= —1 Circunferéncia; m=— 2 Ci-
cloide. La expresiéon dei radio de curvatura en un
punto de ella ser& R=mp tgy 6 sea R=c/cos™ 9.

Venn

Teodora Alves

A regido quadriculada do quadrado serd represen-
tada por ~ H; aregido tracejada a tracos horizontais-
por —T; a regido compreendida entre os circulos
H e T, por HG\ - T.

A figura mostra que é sempre :
) ~33 ~H

gue é o teorema contrapositivo de (1). Isto é, demons-
trado um teorema,
verdadeiro.

0 seu contrapositivo é sempre
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A expressdo de — T, como mostra a figura, é
(3) ~TM~HUMHN-~T).

Se H e T nao forem classes vasias, o produto
HC]— T s6 podera ser nulo (H e ~T serdo divisores

O

de zero) se H e ~T forem complementares uma da
outra, o que implica
4) Mm T
e (1) transformar-se-a, por substituicdo de equiva-
lentes, em
TZ3 H

gue é o teorema reciproco de (1).

Também de (4),ou de H e — T serem complemen-
tares, se deduz

~Sa ~T
e, portanto, (2) transformar-se-a em
-fip - T

que 6 o teorema contrario de (1).

Em resumo, demonstrado o teorema (1), 0 teorema
contrapositivo é sempre verdadeiro, mas se

H== ,

serdo também verdadeiros o teorema reciproco e o
teorema contrario.

Em vez de estabelecer que um teorema e 0 seu
reciproco sdo simultaneamente verdadeiros quando se
verifica a condicdo H=T, poderiamos seguir um

MOVIMENTO

CONGRESSO
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processo inverso e deduzir a condicdo H= T do facto
de serem verdadeiros um teorema e 0 seu reciproco.

Com efeito uma das propriedades da teoria das
classes é:

«SeiCi e XZ>K, entdo é K= X"».
Se substituirmos K por T e X por H, vem:
Se Tez He Hz>T, entdo é H=T.

Podemos, pois, dizer que se um teorema e 0 seu
reciproco séo verdadeiros, H e T séo idénticos.
Estes resultados podem ser enuciados de outro modo.
No teorema
313 T

diz-se que H é condicdo suficientepara T, e que Té
condicdo necessaria para H.

Servindo-nos dos termos suficiente e necessario,
podemos dizer que :

Se uma condicdo, que é suficiente, é também neces-
saria, os dois teoremas, directo e reciproco, sdo ver-
dadeiros ; e reciprocamente, se sdo verdadeiros dois
teoremas, um dos quais € reciproco do outro, ha uma
condi¢do suficiente que € necessaria.

No compéndio de geometria para o 7.° ano da auto-
ria dos Snrs. Doutores A. Nicodemos e J. Calado, o
estudo dos teoremas deduzidos de um dado teorema 6
feito pelo recurso a consideracdes de outra ordem, mas
eu julgo que a interpretagdo grafica dessa questdo,
como aqui foi apresentada, além de a esclarecer, aju-
dara também a fixa-la.

Eu sinto-me na obrigacdo de dizer que esta minha
observagdo ao compéndio da autoria daqueles ilustres
Professores, e outras que ja tive oportunidade de
fazer em nada vém desmerecer o valor do compéndio,
cuja leitura contribuiu para o ajustamento de algu-
mas das minhas ideias e, sobretudo, fez despertar em
mim o desejo de fazer o ajustamento de outras.

(> Tarskl — Introdutlon to Logic, paff. 75.
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Gaston Bachelard, professor da Sorbonne ;

Organizagédo: O congresso compreendera as 11
seccdes seguintes de que se indicam os respectivos
presidentes :

Légica — Prof. René Poirier.

Filosofia Matematica — Prof. Arnaud Denjoy.
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Calculo das Probabilidades — Prof. Maurice Frécbet.

Mecénica e Astronomia — Prof. Joseph Pérés.

FisiedA Teorica — Prof. Louis de Broglie.

Fisico-Quimica — Pierre Auger, Chefe da Seccédo
das Ciéncias, UNESCO.

Biologia — Prof. Georges
C. N.R. S

Ciéncias da Terra — Prof. Jean Piveteau.

Epistemologia — Prof. Gaston Bachelard.

Historia das Ciéncias — Pierre Sergescu, presidente
da Academia Internacional de Histéria das Ciéncias.

Pedagogia das Ciéncias Prof. Albert Chatelet,
Director da Faculdade de Ciéncias de Paris.

Cada secgdo organizard& um Col6quio compreen-
dendo a exposi¢cdo de comunicagdes, que serdo solici-
tadas individualmente por cada presidente, e a discussao
das exposicdes entre os especialistas que para tal
tiverem sido convidados.

Sintese Geral das Ciéncias — Prof. Raymond Bayer.
O final do Congresso sera dedicado a Sintese Geral
das Ciéncias : cada seccdo apresentara um relatério
sobre o conjunto dos trabalhos e dos resultados obti-
dos, numa ou varias seccdes plenarias que o Instituto

Teissier, Director do

NOTICI

JUBILEU CIENTIFICO DO PROFESSOR FRECHET

Atinge no proximo ano lectivo a idade de aposen-
tagdo o Prof. Fréchet. Os seus amigos, colegas e
alunos testemunhando a sua admiracgdo, dedicacdo e
reconhecimento associaram-se para celebrar o seu
Jubiléu Cientifico. Esta manifestacdo sera caracteri-
zada por uma grande simplicidade para corresponder
ao desejo expresso pelo homenageado.

No principio do ano de 1950 serdo atribuidos um
ou dois prémios ao autor ou autores dum trabalho
inédito sobre Andlise Geral. A Comissdo encarregada
do exame dos trabalhos apresentados e atribui¢cdo dos
prémios serd nomeada pela Sociedade Matemaética de
Franga, que publicard no seu Boletim os nomes dos
premiados. Publicamos seguidamente o

Regulamento do Concurso: Os manuscritos em lin-
gua estrangeira devem ser acompanhados dum resumo
em francés e devem ser enderecados ao Presidente da
Sociedade Matematica de Franga, Instituto Henri
Poincaré, 11, rue Pigrre-Curie, Paris, 5e. O prazo
de recepgdo termina em 28 de Fevereiro de 1950. Os
manuscritos devem tratar de Analise Geral (teoria
dos espagos abstractos, transformacdes de elementos
abstractos em elementos abstractos) ou das suas apli-
cagbes. Os manuscritos devem indicar o nome edi-
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Internacional de Filosofia se«ncarregara de organizar,
de acordo com cada Presidente de Coldquio e com o
Prof. R. Bayer, Administrador permanente do Ins-
tituto.

Havera 3 categorias de participantes

1° Convidados que apresentardo comunicagoes.
(Prevé-se uma dezena por Coloquio). 2.° Convidados
que participardo nas discussdes ; 3.° Ouvintes que se
inscreverdo no Congresso.

Cada comunicagdo durara cerca de 45 minutos e as
intervencdes nas discussdes serdo de 10 minutos.

Cada Coléquio publicard em fasciculo separado as
suas actas que compreenderdo o resumo das comuni-
cacdes e o essencial das discussdes.

Os congressistas convidados ndo pagam inscrigdo e
os ouvintes 500 francos.

A inscricdo nédo da direito as actas mas sim o de
assistir a todas as sessOes dos diferentes Coloquios e
e de participar era todas as manifestacdes que venham
a ser organizadas por ocasido do Congresso.

Toda a correspondéncia deve ser dirigida a: Orga-
nizacdo Geral do Congresso — Mlle. Delorme, Secreta-
riado do Instituto Internacional de Filosofia, 61, rue
du Mont-Cenis, Paris, 18e.

ARI1O

reccdo do autor. Os autores que desejem eventual-
mente conservar-se anonimos poderdo inscrever em
epigrafe do manuscrito uma frase reproduzida em en-
velope fechado contendo o seu nome e direccdo. Os
envelopes que corresponderem as memorias ndo aceites
sero destruidos sem serem abertos.

Todas as subscrigbes para a homenagem a prestar
devem ser enviadas a: Prof. Daniel Dugué, 52, rue
d'Authie, Caen, Calvados, France (Compte de Chéques
postaux : Rouen, 131-147).

PREMIO EINSTEIN

Celebrando o 70° aniversario do ilustre matematico
e fisico a Universidade de Ptinceton instituiu o pré-
mio Einstein, prémio de 15.000d6lares que sera atribui-
do todos os triénios ao sabio cujos trabalhos forem con-
siderados como a mais importante contribuicdo aos
conhecimentos humanos no dominio das ciéncias ma-
tematicas ou fisicas.

OS METODOS TENSORIAIS
DA MECANICA ANALITICA

Em Marco e Abril de 1949 o Prof. A. Lichnérowicz
da Universidade de Strasbourg, realizou no Instituto
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de Astrofisica de Paris (C.N.R. S) uma série de
licdes sobre Os métodos tensoriais na Mecénica Anali-
tica. Mostrou primeiro que as equagdes canonicas da
Mecénica Analitica tomam uma forma simples utili-
zando o Célculo Tensorial nos espagos de configuracédo
dos sistemas, e tratou depois sobretudo das métricas
de Riemann que podem ser impostas as variedades de
configuragéo para reduzir as equagdes das trajectorias
dos pontos figurativos dos estados dos sistemas a
forma geodésica.
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CONFERENCIAS DO PALACIO
DA DESCOBERTA

Dentre as variadas e numerosas conferéncias reali-
zadas no Palacio da Descoberta destacaremos: Les
mathématiques et les sciences sociales pelo Prof. M. Fré-
chet da Faculdade de Ciéncias de Paris, em 19 de
Marco, e La topologie por Sainte-Lague, professor do
Conservatoire National des Arts et Métiers, em 30 de

Abril deste ano.
M. Z.

MOVIMENTO MATEMATICO EM ESPANHA

No Conselho Superior de Investigagfes Cientificas
e na Faculdade de Ciéncias Matematicas de Madrid
durante Fevereiro e Marco deste ano o Prof. H.
Wold, director do Instituto de Estatistica da Univer-
sidade de Upsala, fez um curso sobre cProcessos
estocasticos» e quatro conferéncias sobre «Econome-
tria» (Analise de regressdo). Estas licdes redigidas
pelo Prof. A. Guiraum de Granada serdo em breve
publicadas.

No Instituto Jorge Juan de Matematica o Prof. C.
Gini, director da Faculdade de Ciéncias Economicas
e Estatisticas de Roma, tratou da «Metodologia Esta-
tistica»

No Instituto Nacional de Técnica Aeronautica o
Prof. J. Kampé de Fériet, director do Instituto de
Aerodindmica da Universidade de Lille (Franca) fez
um curso sobre «Processos estocasticos e aplicagfes a
teoria da turbuléncia».

O Prof. Gaston Julia, da Faculdade de Ciéncias de
Paris, fez no Seminario Matematico da Universidade

de Barcelona um curso sobre «Operadores no espago
de Hilbert» e no Instituto Nac. de Técnica Aeronau-
tica trés licGes sobre «Representagdo conforme».

O Prof. Severi de Roma fez varias conferéncias
sobre «Geometria Algébrica» na R. Academia de
Ciéncias e no Instituto Jorge Juan de Matematicas.

Também o grande matematico holandés Brouwer
realizou uma conferéncia de 3 horas sobre a «Influen-
cia da Mateméatica na Ldgica».

O Prof. M. Picone de Roma fezuma palestra sobre
«As actividades do Instituto Para As Aplicacdes do
Calculo» de que é o director.

No Instituto Nac. de Técnica Aeronautica tiveram
também lugar um curso sobre «Equagbes as derivadas
parciais de tipo parabdlico e as suas aplicagfes aos
voos ultrasénicos» feito pelo Prof. Rey Pastor, e
varias conferéncias sobre «As aplicacdes da teoria
das fun¢Ges a problemas de aerodinamica» pelo Prof.
Eng. Milne-Thomson.

SEMINARIOS DA UNIVERSIDADE DE PARIS

SEMINARIO DE FISICA TEORICA

Sob a direccdo do Professor Louis de Broglie rea-
lizaram-se durante o0 ano lectivo as reunides deste
Seminario da Faculdade de Ciéncias Paris onde foram
expostos e discutidos os seguintes temas :

Nov. 23— Mme. Tonnelat —Rapport sur le Con-
grés Solvay.

Nov. 30 — M. Daudel — Applications des fonctions
d'onde moléculaires.

Déc. 7—M. D. Massignon — Sur la théorie des
liquides de Max Born et de H. S. Green.

Déc. 14 — M. Valatin — Quantités invariantes rela-
tivistes et couplage des électrons de Dirac.

Déc. 21—M. Durand — Sur la diffraction des ondes.

Janv. 4 —M. Magnan — La mesure des sections

efficaces d'absoiption des neutrons avec une file a
oscillateurs.

Janv. 11— M. Costa de Beauregard — Sur le pre-
mier mémoire de Schwinger.

Janv. 18 — M. Slansky — Spin et vitesse.

Janv. 25 —M. Bass —La densité de probabilité de
Wigner en mécanique ondulatoire.

Fév. 1 —M. Causse — La notion de masse et ses
conditions en relativité cinématique.

Fév. 8 — M. d'Espagnat — Sur la théorie du méson.

Fév. 15— M. Bass — Application hydrodynamique
de la densité de probabilité de Wigner.

Fév. 22 — M. Colombo — Les principes de la simi-
litude electrodynamique.

Mars 8 — M. Potier — Sur la théorie relativiste des
particules a spin.
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Mars 15 — Mme. Tonnelat— Rapport sur le Congres
Solvay.

Mars 22 — M. Kahan — La propagation des ondes
électromagnétiques au dessus du sol. Solution du
probleme de I'onde de surface.

Avril 5— M. A. Gido — Les équations de Codazzi
et les rapports entre gravitation et electro magné-
tisme.

Avril 26 — M. Colombo — La théorie analytique
du signal.
SEMINARIO DE CALCULO DAS PROBABILIDADES

Como complemento & pequena noticia do ndmero
anterior sobre a actividade deste seminario da Facul-
dade de Ciéncias de Paris damos seguidamente a in-
dicacdo das exposicdes de trabalhos originais ou de
analises de memoérias e livros feitos a partir de Feve-
reiro deste ano :

Fév. 4 — Quelques propriétés analytiques des fonc-
tions caractéristiques — D. Dugué.

Fév. 11— Valeurs typiques d'ordres zéro ou in-
fini — Fréchet.

Fév. 18 — Les sondages d'opinion publique (J. Stoe-
tzel) —Mlle. Duhamel.

Fév. 25 — La Cybernétique : quelques extraits du
livre de N. Wiener — Le Cam.

Mars 4 — Une classe de «statistiques» a distribu-
tion asymptotiquement laplacienne (Hoeffding) —
— E. Féron.

Mars 11 — Sur une généralisation des polyndmes
de Legendre suggérée par un probléme de Calcul des
Probabilités — Pollaczek.

Mars 18 — Sur  des
C. Rothschild.

Mars 25 — Variétés sur des questions de Statisti-
que — Dumas.

Avril 1 —Problémes de probabilités suscités par
la théorie des télécommunications — Fortet.

Avril 8 — Variétés sur des questions de Statistique
(suite) — Dumas.

Avril 29 — Une classe de «statistiques» a distribu-
tion asymptotiquement laplacienne (Hoeffding) —
— R. Féron.

Mai 13 — Retard dans l'atterrissage des avions
(T Pearcey) — R. Risser.

Mai 27 — Sur les théorémes limites de Kolmogorov-
-Smirnov relatifs aux distributions empiriques (Fel-
ler) — R. Féron.

tests d'hypotheses — Mlle.

Juin 3— Sur un test non paramétrique de norma-
lit¢ — D. Dugué.

GAZETA DE MATEMATICA

Juin 10 — Le systeme de courbes de Pearson et le
schéma d'urne de Polya (A. Bricas) — M. elle J. Du-
hamel.

Juin 17 — Applications de la théorie des ensembles
statistiques renouvelés — R. Féron.

Juin 24 — Sur les lois de probabilité a priori des
parametres d'une loi laplacienne ou binomiale —
E. Baticle.

M. Z.

SEMINARIO DE TOPOLOGIA ALGEBRICA

No segundo semestre as sessdes do seminario foram
quase exclusivamente preenchidas por conferéncias
do Professor Henri Cartan que expds, em alguns capi-
tulos, ideias originais. Eis os titulos dessas conferén-
cias, no seguimento daquelas que indicAmos no nimero
anterior :

8 e 9— Operadores de homotopia (continuagao) :
subdivisdo baricéntrica, deformacdes; homologia sin-
gular dum complexo simplicial, por H. Cartan. 10 —
Coeficientes locais, por Frenkel. 11 — Produtos ten-
soriais, por J. Serre. 12 — Feixes e carapacas (Defi-
nicdes e exemplos). 13 — Feixes (continuacdo): es-
tudo local. 14 — Feixes finos. 15 — Produtos tenso-
riais de feixes. 16 — Teoremas fundamentais da teo-
ria dos feixes. As conferéncias 12-16 foram feitas
pelo Prof. H. Cartan.

SEMINARIO DE ALGEBRA SUPERIOR

A partir do més de Margo, este seminario ocupou-se
das aplicacdes da Algebra Moderna & Geometria, tendo
0 Prof. P. Dubreil efectuadouma série de conferéncias
sobre Variedades Algébricas, detinadas a um auditério
néo especializado.

SEMINARIO BOURBAKI

A segunda reunido do seminario teve lugar nos
dias 12, 13 e 14 de Margo com 0s seguintes assuntos:

1 — Continuacdo da exposicdo dos trabalhos de
Koszul, por H. Cartan. 2 — Continuacao da exposicao
sobre a demonstragdo por Weil da hipdtese de Rie-
mann, por C. Chevalley. 3 — Continuacdo da exposi-
cdo de P. Samuel sobre a teoria das correspondéncias
birracionais, por Gauthier. 4 — Os recentes resulta-
dos de Brauer na teoria dos Grupos, por Krasner.
5 — A demonstracdo de Wielandt da hipotese da torre
dos automorfismo8, por Bracconier. 6 — Os trabalhos
de Petrowski sobre as equacgOes de derivadas parciais
ndo lineares, por L. Schwartz.

A terceira reunido do seminario efectuou-se em 28,
29 e 30 de Maio, sendo feitas as seguintes conferéncias:



GAZETA DE MATEMATICA

1 — Os trabalhos de Koszul, 3.* exposi¢cdo por H.
Cartan. 2 —Sobre o Teorema de Koszul, por C. Che-
valley. 3 —Sobre o problema de Cauchy para siste-
mas de equacdes de derivadas parciais (segundo uma
memdria dePetrowsky, Recueil Math. (Sbornik), 1937,
t. 2 (44), p. 815-868)), por L. Schwartz. 4 — Teore-
mas fundamentais da teoria das funcdes téta (segundo
memdrias de Poincaré e Frobenius), por A. Weil.
5 —Continuacdo da exposicdo sobre os trabalhos
recentes de R. Brauer na teoria dos grupos (Brauer:

NOTAS DE

NOTA |

Na Gazeta de Mateméatica n.°* 37-38, de Agosto-
- Dezembro 1948, o Sr. Mauricio Matos Peixoto publica
uma demonstragdo da desigualdade

55 S —x,

*<X,,X,.,>0 e S=xi+X2~\

n—i

+X,,) -

Afigura-se-nos essa demonstracdo escusadamente
complicada de tal modo que ficam escondidas as ra-
zBes do facto que se procura esclarecer.
serd notar que desejamos provar

Mais simples

isto é:
d 9— X,

E que, se forj o menor dos indices para o qual
nxj—"S*.0, se tem né&o sé

nXi—S ' nXj —S
g-s*rhg-s”x-"’

mas ainda (para,/>-1)

nXi—S n nXi-S

Portanto,

nXi

—nS
A XS g ~

Berkeley

HUGO RIBEIRO
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«On Artin's L-series with general group characters>,
Ann. of. Math. (2) 48 (1947), p. 502-514), por Krasner.
6.— Trabalhos de Heins sobre diversas majoragdes
do crescimento de funcdes analiticas de sub-harmoni-
cas, por M"*M.H. Schwartz.

Para o ano de 1949-1950 estdo previstas trés reu-
nides do semindrio (em Dezembro, Mar¢o e Maio).
Alguns dos assuntos que serdo tratados encontram-se
ja afixados.

p. G.
MATEMATICA
NOTA Il
Sobre a desigualdade ZJ)— N> r
J5J o n—1
estabelecida  pelo Prof. M- Matos  Peixoto

A relacdo entre numeros positivos

Xi n
S c?t£-x, n-1"

onde S = y"™Xi, é um caso particular de uma desi-

gualdade deduzida da relacdo de Jensen:

) 4
[/(«O +(Pu+-

no qual / (x) é funcdo convexa de x definidaem um
intervalo fechado [a,b] e xj,Xxj,ees,x, pontos per-
tencentes a0 mesmo.

Com efeito.

Consideremos f (x) =x (k—x) ', x>0 variando em
[o,b] e k> 6> 0.

A fungdo /(x), assim definida, é convexa; pois
/" (x)>0 e Ocritério de convexidade é verificado.

Substituindo a expressdo de /(x) em (2), viréa:

+/(«t)]1

(xi 4~ xt H
1" X L

+X,,) (Xj+ x H %) <

ou

8>
( (*--1-
Fazendo-se k=S, esta desigualdade geral fornece

a relagéo (1) :
2/ ->(i-.ir=n.
~<S —xj \ nJ n
GASTAR S. M RODRIGUES

Rio de Janeiro

1'ERKIRA
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ANTOLOGIA

O DESENVOLVIMENTO DA TOPOLOGIA*

por Maurice Fréchet

Na histéria do desenvolvimento das ciéncias geo-
métricas, a topologia é um ramo relativamente recente.
Basta citar os termos seguintes, empregados por causs
em 1833 para definir o estado da topologia nesta
época : «Da geometria de situacdo, que rLeieniz pre-
sentiu e sobre a qual foi reservado unicamente a dois
gedmetras, euLer € vanoermonpe, lancar um ligeiro
golpe de vista, pouco mais do que nada sabemos e
adquirimos um século e meio depois».

E riemann quem, procurando as relagdes profundas
entre o estudo das superficies e a teoria das fungdes,
fez em 1851 as primeiras aplicacdes da topologia as
matematicas classicas. Com os trabalhos de riemann,
os de MOBIUS, JORDAN, SCHALFLI, DYCK, BETTI, KRONE-
cker Vvieram constituir os primeiros resultados da
topologia combinatéria. Mas estes gedmetras néo
foram sendo os percursores desta ciéncia, que deve 0s
Seu mais notaveis progressos a H.roincaRE. As CINCO
memdrias que publicou sobre esta ciéncia foram o
ponto de partida dum grande nimero de pesquisas de
diversos autores, entre 0s quais podemos citar srou-

WER, LEBESGUE, VEBLEN, ALEXANDER, LEFSCHETZ, ALB-
XxANDROFF, Hopr. COM roINCARE, COMECOU em 1895 a
teoria sistematica da topologia combinatéria como
hoje é considerada. Pode afirmar-se que o ilustre
geometra foi o promotor da topologia combinatéria.

Por outro lado, independentemente da topologia
combinatdria, G. cantor fundou em 1879 a topologia
dos conjuntos com a teoria dos conjuntos. Foi ele o
primeiro a definir as nogdes topoldgicas fundamentais
no espago cartesiano a n dimensfes e obteve os resul-
tados essenciais sobre a estrutura topoldgica da recta
e do plano. A teoriade cantor foi em breve utilizada
e largamente difundida pela escola francesa da teoria
das funcbes. A medida que estas ideias se espalha-
vam, comecava a pensar-se na sua possivel aplicacao
aos conjuntos, ndo ja de pontos mas de curvas ou de
funcdes. Esta ideia devida a asooLl, VOLTERRA,
HADAMARD, SUrgia em 1884 e estava estreitamente
ligada a creagdo do calculo funcional por voiLTterrA

. De «Introduction a la Topofogie Combinatoire* — 1 — Ini-
tiation, por M. FEEOHET e KY FAN, (Lib. Vuibert, Paris, 1946).

Cap. | — Generalidades sobre a Topologia, g 10.

e Ky Fan

em 1887. Mas mais tarde, tomou-se consciéncia de
gue o0 conhecimento da natureza dos elementos do
conjunto (pontos, curvas, funcdes, etc.) pouco impor-
tava e que o essencial era a estrutura topolégica entre
os elementos do conjunto. Assim, libertando-se do
que ha de comum as propriedades dos conjuntos de
pontos e de fungdes, tinha-se sido levado a generalizar
0 conceito de espago e introduzia-se a topologia dos
espacos abstractos, espagos cujos pontos sdo elementos
abstractos de natureza qualquer. As primeiras tenta-
tivas nesta via foram feitas por um de ndés dois em
1901. Desde entdo, a topologia dos conjuntos teve um
desenvolvimento novo para se tornar o que se poderia
com mais propriedade descrever sob o nome de topo-
logia abstracta ou togoloijia geral ***.

Uma boa parte das recentes investigagfes topologi-
cas é consagrada a fusdo da topologia combinatoria
e da topologia dos conjuntos. Este objectivo foi atin-
gido no mais alto grau nestes Gltimos anos. Toda a
teoria de roincare Se encontra hoje generalizada a
conjuntos muito gerais. Este progresso exerceu uma
penetrante influéncia sobre toda a topologia contem-
poranea.

O desenvolvimento consi ierdvel da Topologia con-
temporanea provém de ser actualmente impossivel o
conceber uma teoria de Anéalise que ndo assente num
estudo topologico prévio. Os factos topoldgicos estao,
apesar de aparentemente vagos, estreitamente ligados
aos mais precisos factos matematicos. Em quase todos
os ramos da Anélise ou da Geometria, consideracdes
topoldgicas conduzem frequentemente a impulsos dos
mais fecundos. A introducdo dos métodos topologicos

(11 Para ter uma ideia geral sobre a topologia consultar: F.SE-
152-159, (Facultad de Ciéncias exactas,
Publicaciéu n.° 9), Buenos Aires,

VEBI, Topologia, pags
fisicas y naturales, Serie B,
1931. Para um estudo aprofundado deste ramo da topologia, o
leitor podera utilizar : M. FRECHET, Les espaces abstraits et leur
théorie considérée comme introduction a lanalyse générale, Paris,
Gauthier-Villars, 1928; N. BODRBAKJ, Eléments de mathématique

Livre 111, Topoiogie générale {Actual, scient, n.©858),
Paris, Hermann, 1940; W . SIERPINSKI, Introduction to general
lopologg, Toronto, The Univ. of Toronto Press, 1934; P.ALK-
X AN nitoTF e H. Hopp, Topoiogie | , pags. 23-124, Berlin, Julius
Springer, 1935; G. T. WHYBURN, Analytic topology (Amer. Math.

n.° 28),New-York, 1942.

et industr.,

Soc.  Collog Publications,



GAZETA DE MATEMATICA

em Andlise remonta a riemann € a sua aplicacgdo foi
renovada por roincare NaS suas pesquisas sobre as
equacdes diferenciais e sobre os sistemas dinamicos.
Desde entdo, a aplicacdo dos mdtodos topoldgicos no
Calculo das variac0es por sikHkoFP, MORSE, LUS-
TERNIK, SCHNIRELMANN, NA Teoria das equagﬁes diferen-

MATEMATICAS

ALGEBRA

F. C.P.— aLceBRA SUPERIOR—AlgUnS problemas dos
exercicios de revisdo e 1° exame de frequéncia.

2884—NMostrar, a partir da definicdo, que, se existe
limo,/a,_,, tem-se limaja,. , = lim a,./a,.
n->- n-*» li—
R: & la/a_,—L| <S para n>N(S) tem-se |a,, /a,—
—L|<S, para n>N(S) —1.

2885 — Mostrar, a partir da definicdo, que, se
lima,, =2, é liml/a.—1/2 . R: notar que a, >l para
n>n,.

2886 — Estudar, sobre a circunferéncia de conver-
géncia, as séries:

o n o .11 © g" °
a)2—j; * )L - Y sAT T A GREST L
i n* i n , 2»+1 ,

R :a) O raio de convergéncia & 1. Sobre a circun-
feréncia de convergéncia, z=cos 8+ isen 8, z'=cosn8

+isen n§g;
¢ 5‘2. 7 " C0S n8 ™ senn8
2N =2-N
Logo, a série abeliana converge sobre a circunferéncia.

b) O raciocinio anterior a nada conduz. Aplicamos

o resultado geral seguinte :
0
A série 2 ‘n°°* " ' ~convergente, desde que a,,> O,
i

lim a,,=0, 6=£2&w. Logo, sobre toda a circunferéncia,

excepto no ponto z=1, a série de poténcias converge!
©o 2

para z=1, vemos que diverge, c) z".
i ~n

Como

lim \ 1
\ISrr Vs+i - 2/ (fc |+]) - a-
o raio de convergéncia é 1/2. Sobre a circunferéncia de
convergéncia,
z = [cos6+ isen8]2 ,z2 —(cos n8 + isen n8)/2°.
o 2n 00 J o \
Z" = cos ne + i S sen nfl.
,on+ 1 T2n +1 T2n-f-1
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ciais e funcionais POr BIRKHOFF, KELLOGG, SCHAUDEB,
em Geometria algébrica POr LEFSCHETZ, SEVERI, VAN
per waerpen, €m Geometria diferencial por diversos
autores, constitue uma renovagéo de cada uma destas
disciplinas matematicas.

Trad, de Manuel Zaluar

SUPERIORES

SUPERIOR

A série dada converge, excepto para o ponto z= [[2,
como directamente se Veé.

2887 — Classificar as séries
"oy b r "Z.Z\ * 1
a) 2 2-'-'- »)Q(«.TB

R : a) £ convergente. Notar que o limite do cociente
de 2 termos consecutivos ndo existe, existindo, no entanto
lim"y/u,,. b) Convergente (k>0).

5

2888— Relacionar a com 6 de modo que (a+i0)’
seja real.

ti
P
ndo pode ser ortogonal, se a e a' forem reais.

b e
2889 — Mostrar que o determinante 2

Y

2890 — Calcular a funcdo simétrica 5J
Y~ X+ X, —1
das raizes da equagdo X' + xX'—x —4=0 R: xj-fxj—
o —4=0; X! 2+ x,—1)=4 xi+xj—I=4/x,.
Logo, 2 I/(xi+X!-1)-23 x,/4=s,/4=-1/4.

2891 — Transformar a equacdo x’ + x°+ x —1=0
pela relagdo de 2.* espécie y, = lIxI +I/xf,—I/x"j, redu-
zindo-a préviamente a outra de 1.* espécie.

2892 — Aplicando a continuidade da fungéo «logx»
mostrar que, se lime,, = ¢, lima, = a, (a=£0) ¢
lima',” = a".

R : Seja limaj®i= X; tomando logaritmos vem
log liman = limelogan = logx — lim (c,,*log a,) =
= limc,limlog a,= celoga= loga; logo, X = a.

2893 — Sabendo que a equacdo / (x) =x'—5x" +
+ 5x’-r 5x—6=0, tem 2 raizes diferindo de 4, resolvé-
-la, aplicando a teoria da eliminacdo. R: f(x)=0 e
f (x-f-4)=0 tem 1 miz comum.

2894 — Supondo que a equacdo X +ax +bx +
+cx-a=0 tem as raizes em progressdo aritmética
resolver a equagdo. R: Raizes: a<x+r, a-)-2r, a+ 3r-
(1) S,=4a+6r=-a; 22x,%x,=S?-S,=2b; () a*-
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—2b=4a,’+ 14 r'+12ar. Para resolver osistema (1),
(2), quadremos (1): 16a‘+ 36r’-|-48ar=a’; multipli-
quemos (2) por 4: 16a’-|-56r°+ 48ar = 4a’—8b ; por
subtracdo ordenada, vem 20r°’— 3a’—8b, que junta-
mente com (1) permite calcular r e a.

GAZETA DE MATEMATICA

Nota : Este método de resolucdo é aplicavel a equa-
¢cdo de grau n, na hipotese feita: tal categoria de
equacgdes é portanto algebricamente resoltvel, qual-
quer gque seja o seu grau.

Solugdes dos n.™ 28S4 a 2894 de Andrade Guimarées

CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. C.P.—cxLccLo pasprrosasiLiDaDEs — Outubro de
1948.

2895 — Um dado tem as faces numeradas de 1 a6,
outro tem numeradas de O a 5.

Lancam-se esses dados ao acaso, somando-se 0s
dois pontos obtidos; e tornam a lancar-se ao acaso,
se essa soma for superior a 6.

a) Calcular a probabilidade de no 1.° langamento,
ou no 2.°,sair a soma 6.

6) Nao se obteve essa soma. Calcular a prShabili-
dade de terem sido langcados uma Unica vez os dados.
R : a) Probabilidade

6 1, .
— = Probabilidade de num langcamento sair uma
36 6 Y

soma superior aoA — =
3

de num langcamento sair a soma 6:

12

(A) = U6 + 5/12+ 16 - 17/72.

(BA) 15 A 17\ 152 6
b) BIA) = a) 36 72 55 i

2896 — Sobre os segmentos perpendiculares OA e
OB sao langados ao acaso dois pontos P e Q.

A (10)

Seja a a area do rectangulo OPRQ por eles deter-
minado, a) Calcular a taxa Ta. b) Calcular o va-
lor médio dessa area, sem utilizar oresultado anterior.

B X {':X !

"TXey X X

Cf ilLo) *
log,
6) MW -~ f(x-y).T,dxdy _ h I ydy -

2897—Medigdes igualmente precisas dos cinco
angulos indicados deram
« = 20» 47" 15",

P = 25°12' 50",
oj- 30»49' 10",
¢ =46° 0" 5",
[ = 56« 2'10".

a) Calcularos valores mais
plausiveis desses cinco angu-
los, por compensacdo ;

b) e avaliar os correspon-
dentes erros. R :

2<{=«=20°47'15" f X, .= a+ P, <HP4-r

%+%-9/,=0

24=p=25»12"'50"4 X, "'*
22+ %— %—0

© %=, =30°49'10"-+-A,
O 5"+ A,
2'10" + X,

9/,=,=46»
%=+=56»

Uz + Xj—X,-10* = 0
(equagbes de condigédo)

Enunciados e solugdes dos n.’" 2895 a 2897 de Manuel Gon-
calves Miranda.
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Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas do livros

e outras publicagcdes do Mateméatica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redacgéo

77 — BRAGA, antoni0O GARCIA —Teoria neo-
-cladssica de propagag¢do Iluminosa, — Vila do
Conde, 1948.

O Autor do presente trabalho ndose limitou a apre-
sentar uma Teoria da propagacdo da Luz, mas pre-
tendeu, além disso, ao longo das cento e poucas
paginas do seu livro, ilustrar a poténcia da «Teoria»
que imaginou, aplicando-a a variadissimos dominios
da Fisica.

Ndo sabemos ao certo qual foi a intengdo do
Sr. Garcia Braga —que, segundo as suas proprias
palavras, «ndo é um mateméatico nem um fisico» — ao
publicar este livro. Do que nao podem restar duvidas
¢é do alto conceito que faz da propria obra. Com efeito
é assim que termina o seu prefacio : «Ndo tem o autor
a pretensdo de possuir a chave do Universo, mas esta
convencido de que conseguiu levantar mais um pouco
de argamassa das suas pulquérrimas e potentissimas
muralhas». Para tanto confessa ter lancado mao das
«armas» forjadas por filésofos e fisicos desde Demo-
crito a Planck,langando-as «Sob um Unico comando
ao ataque da fortaleza que julga ter sido retardado
pela colaboragdo genial mas puramente abstracta de
Lorentz e de Einstein».

Afirmacdes como esta sdo duma extrema gravidade
e ndo consentiremos que o Autor as faca impunemente.
Porque na nossa opinido —e também, comtoda a cer-
teza, na opinido de quem quer que tenha consciéncia
do que seja uma teoria cientifica — o0 «ataque» do
Autor foi um desastre burlesco. E tanto que, se
estivéssemos certos de que o seu trabalho sé seria lido
Eor guem quer que tenha uma ideia clara do que seja

oje trabalhar em fisica, nao lhe fariamos certamente
tdo longa referéncia. Mas é o propro Autor quem
afirma — e aqui estamos de acordo 1 — que «Adivul-
gacdo cientifica deve ser levada a todas as classes
sociais, porque em todas elas se encontram homens
com espirito criador». Ora este facto impde ao divul-
gador responsabilidades pesadissimas, que decorrem
da auséncia de espirito critico, que infelizmente se
ha-de verificar em muitos dos seus leitores. E quando
alguém, inconsciente dessas responsabilidades, vem
a publico com um trabalho mistificador, impde-se o
dever dum esclarecimento categorico.

Nesse sentido, devemos comecar por assentar nos
pontos seguintes :

1.°— A teoria apresentada neste livro ndo é uma
teoria fisica;

2.°— As ideias expressas neste trabalho ndo tém,
na sua esséncia, qualquer aspecto original.

O livro inclui nove capitulos, a que ndo faremos
(por desnecessarias) referéncias detalhadas.

A chamada «Teoria Neo-Cléassica» resume-se numa
interpretacdo qualitativa, puramente retérica, de
algumas leis e principios da Fisica a base de concei-
tos metafisicos, entre os quais se destaca o de
Eter-Neo-Classico. O Eter-Neo-Classico do Autor é

um éter elastico e pesado (') que retne propriedades,
as mais dispares, impostas a posteriori para «explicar»
os varios fenémenos analisados.

Por exemplo, a leida atraccdo, de Newton, é estabe-
lecida em primeiro lugar para o caso de esferas mergu-
lhadas num meio de borracha sui generis (que entre
outras habilidades, obedece as leis dos gases perfeitos)
e imediatamente generalizada, sem mais consideragdes,
ao caso de corpos quaisquer mergulhados em Eter-
Nep-Classico.

E claro que um conceito com a elasticidade de
propriedades do éter do Sr. Braga «explica» tudo o
que se queira. O método é simples. Se se pretende
«explicar» em termos de Eter-Neo-Classico o feno-
meno A postula-se simplesmente: o Eter-Néo-Classico
tem estas e aquelas propriedades que explicam o
fenobmeno A.

Isto ndo é Fisica nem é nada, e parece-nos incon-
cebivel que alguém possa, em 1948, dar-se por satis-
feito com semelhante técnica.

Todo o trabalho do Sr. Garcia Braga se reduz aum
esforgo incompreensivel e inconsequente de compati-
bilizagdo de velhos conceitos com algumas ideias de
segunda plana da Fisica de hoje.

Atreve-se a classificar de «fisicamente ilégicos»,
«metafisicos», «matematicamente discutiveis», etc.,
os luminosos fundamentos e os métodos da Teoria da
Relatividade. No entanto, nao hesita em enunciar o
seguinte «axioma» da sua Relatividade Neo-Classica» :
«Um observador que se julga em repouso esta real-
mente animado de movimento uniforme ao longo do
sentido convencional positivo do eixo dos tempos com
velocidade iii/rfi=constante=1». E acrescenta : «O
valor desta velocidade é, claramente, ndo um valor
com significado fisico mas um valor com um signifi-
cado metafisico. O valor dt do numerador representara
a variacdo da quarta dimensdo convencional do espa-
¢co e o valor dt do denominador representa a varia-
¢cdo do tempo tal como o concebemos no terra-a-terra
dos nossos simples espiritos».

E também né&o hesita em concluir o seu livro enun-
ciando aquilo a que chama a «Lei Universal» : «Quando
no espago universal constituido por Eter-Neo-Classico,
se exercem accdes perturbadoras, formam-se forgas
tendentes a anular ou a reduzir ao minimo os efeitos
das causas perturbadoras».

Serdo estes os «métodos ldgicos positivos» de que
faz alarde o Autor |

A sua ignorancia dos principios e métodos da Fisica
classica e moderna transparece em cada pagina. S6
para citar alguns exemplos:

— Afirma que, segundo a teoria electro-magnética
de Maxwell, «por um ponto onde passa energia lumi-
nosa passa entdo alternadamente uma massa eléctrica
positiva e uma massa eléctrica negativa»; diz que
«a Teoria da Relatividade» ndo sé ndo consegue ex-
plicar o efeito Doppler—Fizeau como, ao contrario,
Impde a sua negacao ; »
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— Sustenta que o volume do neutrdo é igual a
soma dos volumes do protdo e do electrdo. A auséncia
total de referéncia a teorias da importancia actual da
Relatividade Geral e da Mecéanica Ondulatéria, que
interpretam de facto fenémenos que a «teoria Neo-
-Cléssica» romanceia o deturpa, faz-nos supor que tais
dominios da Fisica nem sequer de nome sdo conhe-
cidos pelo Autor.

N&o queremos terminar estas consideragdes, a que a
gravidade das circunstancias impds a inevitavel
dureza, sem deixar de salientar o que hé& de positivo
no trabalho do Sr. Garcia Braga : o grande esforco
gue ele traduz no sentido de superar uma preparacao
que a escola Ihe néo deu.

Pena é que, através das leituras que teve de fazer,
ndo se tenha o Autor apercebido da tremenda respon-
sabilidade de publicar resultados pretensamente ori-
ginais, principalmente com a amplitude a que este
seu trabalho aspira.

Fernando Soares David

78 - GARCIA SERRANO, vicenTe
Métodos para la resolucién de los problemas
geométricos — Editorial Dossat, Madrid, 1948.

INGLADA

Hace ya mucho tiempo que leiamos en una revista
alemana la recension de una obra de undistinguido
profesor. EI critico afirmaba que entre sus paginas
se contenia «mucho bueno y original». Pero, a con-
tinuacién, advertia a sus lectores que lo original no
era bueno, ni lo bueno original. EI distinguidoinge-
niero do Caminos e ingeniero Geodgrafo don Vicente
Inglada, acaba de publicar un libro cuya mejor cri-
tica podria ser la contraria a la anterior. Eu menos
de 500 paginas el autor ha conseguido dar una vision
muy completa de los métodos aplicables a la resolu-
cion de los problemas geométricos, y a pesar de su
aparente desconexidn, las soluciones analiticas y las
sintéticas se refunden colectivamente en una unidad
superior que, si bien no conduce siempre a la mas ra-
pida solucién de la cuestion, permite al lector desar-
rollar potentes métodos de calculo que contribuiran,
sin duda, a su formacién cientifica.

Como afirma el Sr. Inglada, «en algunos tipos de
problemas los métodos analiticos gozan, por ultimo,
de la ventaja de no exigir el conocimiento prévio de
la solucion, el cual es casi siempre imprescindible para
el empleo de los métodos sintéticos», y juiciosamente
declara a continuacién que «si en el enunciado dei
problema no se exige la aplicacién de un tipo deter-
minado de métodos, el critério fundamental debe ser
la brevedad o sencillez de la solucién».

Ejemplos notérios de la aplicacion de este critério
se encuentran profusamente repartidos por el libro;
verbigratia: la demostracion dei bello teorema de la
invariancia de la razén doble de las cuatro tangentes
a una cubica (pags. 137, 138 y 139) — en donde ade-
mas se introduce el nuevo concepto de homografia
«bastante indeterminada» —. EI problema nimero 6
de la pagina 391 —del cual, sin embargo, recordamos
haber visto una solucién un pouco mas breve, debida
al alumno de la Escuela de Caminos Sr. Lacleta,—
y el problema nimero 2 de la pagina 350.

Parece atil subrayar que, ademas de las erratas
advertidas, se han deslizado otras muchas que pueden
faeilmente inducir a confusion al joven lector. En la
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pagina 307, al demostrar el teorema de Mannheim,
se dice, por ejemplo, que «(se eonoce la razén de los
segmentos Ail, e Ail,, y sesabeque /,,C, I, es
perpendicular a A A)a. \Basta mirar la figura 117
para darse cuenta que lyi, C3 y fa no son colineales 1

Otras erratas tienen aln mas importancia. Por
ejemplo, en el ejercicionimero 8 de la pagina 288 se
indica que la curva ortéptica de una cardioide es una
circunferéncia, cuando se sabe (véase «Juel. Tidskrift
Math.») desde 1880 que es una séxtica que degenera
en un caracol de Pascal y una circunferéncia.

Es extrano que en algunos problemas la solucion
se encuentra bastante alejada dei enunciado. Asi,
por ejemplo, el problema nimero 12 propuesto en la
pagina 319 no aparece resuelto hasta la pagina 353.

Tampoco resulta de facil comprensién lamanifiesta
auséncia de indicaciones bibliograficas que, sin duda,
tan atil resultaria al lector. En recompensa a nuestra
bUsqueda hemos hallado, justo es decirlo, una sola, en
la pagina 223, en que el autor remite a una magistral
monografia dei sabio matematico francés Henri Car-
tam Pero no hubieran sobrado, al menos, las notas
bibliograficas referentes a autores nacionales. Por
ejemplo, en la deduccién dei teorema de Ptolomeo,
hecba por nimeros complejos en la pagina 150, hubi-
era sido de agradecer citar la nota de don Augusto
Krahe «Sobre el teorema de Ptolomeo», publicada en
la «Revista MatematicaHispano-Americana», pag. 147,
1926. También en la solucién dei problema V, pa-
gina 240, el homenaje dei autor ai Sr. Krahe esta
implicito.

La redaccion es cuidadosa y no carece de rigor.
Sin embargo, en algunas ocasiones hay algo, sin po-
der precisar qué, no satisfactorio dei todo. Por ejem-
plo, en la pagina 292 ee dice : «Una magnitud M es
funcién continua de las magnitudes X,Y,Z, varia-
bles indepcndientes, cuando escogida una magnitud
ii, de la misma espécie que M vy arbitrariamente pe-
guena, pueden determinarse otras X', Y'J,Z'i", simi-
lares a las X)Y,Z, respectivamente, y tales que el
incremento M (Xi, Fj,")—M(X,Y,Z) resulte infe-
rior en valor absoluto a M, siempre que los incremen-
tos Xj-X,Yi-Y 'y Zi—Z losean a X', Y'J, Z'? .

De las transformaciones de contacto se da un solo
ejemplo. Talvez no conviniera multiplicar éstas;
pero un estddio y clasificacion de tan importantes
transformaciones (y de sus aplieaciones diversas; las
de Sophus Lie, Blosch Ke, Ouporcq, etcétera) hubie-
ran resultado de interés para el lector.

Igualmente hay que lamentar que el brillante estd-
dio realizado en las homografias y correlaciones dei
E. no haya sido prolongado en el Ej.

Los pequenos reparos que hacemos a la obra sélo
intentan mejorarla, en lo posible, en una segunda
edicion. En general, los problemas originales y bien
elegidos, como el de la determinacion dei perfil de la
pista de un velédromo y la introduccion de Utiles ar-
tificios, como el dei clinante — 338, —son tan nume-
rosos, que bastarian para aplaudir la publicacién de
esta obra, con la cual el Sr. Inglada renovara los
éxitos ya alcanzados con sus anteriores publicaciones,
tan bien acogidas por la juventud estudiosa de
nuestra Patria.

It. Coro

(Transcrictto de RevUla  Euclides VIIl, pag. 400 —Madrid, 1948).
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