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UM PROBLEMA DE GEOMETRIA ANALITICA

Sejam

x+b' y-+c' =0
l al'x+b! y+c''=0

as ecquacoes de trés rectas ndo concorventes. I vepresentemos por
C,C!, C" os complementos algébricos dos elementos c,c',c'!
do determinante

adb e

alb, = c" |

all b'i ¢! |

A

A condicdo necessdria e suficiente para que o ponto P (x,,y)
seja interior ao triangulo formado pelas trés rectas, é que

e B
(& Xi+b. yihedbog=0
(el bliyif ey —= =0
=107

iy iy S0 TV
(@' %+ y, +e) -

Na verdade, a identidade

i N

by ‘_,,Cr,‘y.‘[!,,, C Fla!! ad-b' oyl ,(,’,,:.-:1
(ax +by+-c) A7((1.&-;—).);0) PE e ) e

da-nos

C :
(ax+by,+e) L =1>0,

no caso particular de o ponto 72 coincidir com o vértice oposto
ao lado de equacdo ax+bv+c¢=0. X se o ponto é interior ao
triangulo, o sinal de ax-+b&y+¢ ndo varia com ésse ponto
(sempre interior!).

Logo,

v C.

(@ x,+b yi+c)- >0

: : s
hd

(@' %48 yi+e ) +—>0
"

(@" %(-0" v +c')- 2l

— Este problema foi enviado 2 Redacgao pelo Professor da Facul-
dade de Ciéncias do Porto Doutor Madureira e Sousa.

CORPOS: QUADRATICOS E SEUS IDEAIS

(CONTINUADO DO

Chama-se norma de um numero 2 ao produto 7 (z)—z.a,

£ .4 o a“ . -
de » pelo seu conjugado, que ¢iguala ~» se » satisfaz a equa-

cdo a,v*+a x+a,=0, e é um nimero racional e inteiro se =
for um inteiro. A norma de um nimero racional é entdo igual
ao quadrado do moédulo e a norma de um inteiro = € um inteiro
racional.

I facil ver que a norma de um produto é igual ao produto
das normas-dos factores; efectivamente # (23)=(283)(23) =
—=aBs 3 =n (o) n (3), por ser («8)-—=2'§, isto € o conjugado de
um produto igual ao produto dos conjugados.

Chamaremos unidade de um corpo, a qualquer’inteiro : do

1
corpo tal que — seja também um inteiro ¢/, e diremos que um
inteiro $ divide um inteiro » se existir um terceiro y tal que
2=F.y. Quere dizer entdo que «='=1, e portanto ' é também
uma unidade. Uma unidade divide todo o inteiro » do corpo

NGO 12)

1

%

2

o
pois que - !5 visto que o produto de dois inteiros é

um inteiro. No caso do corpo de Gauss as unidades sao

i B S I
Diremos que dois nimeros = e¢ 3 sdo associados se qual-
2}

NS [y ~ St
quer déles € divisivel pelo outro; tem-se entdo (1) - —1e
. J 5

I
2-=:3, isto &, 2 e § s6 diferem por um factor unidade. De facto

de (7) vem a=8" B

e como — é um inteiro y e é também

f

1 [

um inteiro igual a —» y ¢ uma unidade :, € z=:.8.

)

Concluimos assim que todo o inteiro € divisivel pelas uni-
dades do corpo e pelos seus associados; se o inteiro nao tiver
outros divisores diremos que ¢le é indecomponivel no corpo e
como vemos esta nocao generaliza a de nimero primo no



corpo R. Demonstra-se que todo o nimero = cuja norma €
um numero primo ordinario ¢ indecomponivel em R(ym).

Se for «==f, B, --- #,, e pertencendo os §j ao corpo nenhum
déles é uma unidade ou associado a 2, diz-se que aquela de-
composicao de » & essencial ; ¢ esta decomposicdo € equiva-
lente & decomposi¢io em factores primos no campo racional.

Concretizemos estas definigdes num exemplo. Seja o corpo
a+oy —>

R(y/=5). Os numeros do corpo sao da forma ol

€ 08

inteiros da forma a+b{/—5; as unidades sio +1. A norma

de uminteiroserd (a--0y/ —5)(a—by —5)—a5b. Mas sucede
agora que existem no corpo nimeros que tém mais do que
uma dzcomposicdo em factores indecomponiveis o que néao
sucede no corpo dos nameros racionais, em que a decomposi-

cao em factores primos é l’mica Assim o nmero 21 =3.7 =
f o ® / ¢ \ - . .

~(44- ¢/ =5) (l—r V—5b)=(1+2¢- .),) (1-2y -5)em que osintei-

ros 3,7,4+ ' —5, 4 V—5,14+2¢ -5el—-2y—Hsdo indecom-

poniveis em R(y/ —5). De facto se 3={a+6y—5)(a,+b 1 —5)

entdo 3=aa,—5bb, e 0—ab, +a,b, e da ltima tira-se

a b e &

P W T T b==—7b,, e por conseqiiéncia 5=
! !

48767 em que ra} e »bi sdo inteiros nao negativos, € como para
b, 50 Hrbi>3 a primeira igualdade ¢ impossivel e entdo b0,
b=0, a=3 e a,=1 ou b,=0, b=0, a=1 e a;=3 quere dizer
que 3 & indecomponivel. Analogamente se demonstra que Te

indecomponivel. Se fosse 4+ /- b—=(a+by/ - 5)(a,+b6,y/ —5)

entdo tomando as normas, 21=(a*+567) (ai-+-5bf) e por serem
racionais e inteiros os dois membros sera 21-—a*+ 507 e
1=a? -5} sistema que tem as solucdes (a=—=4,0=1)(a,—="1,0,=0)

que ndo satisfazem a (8) e as solucoes a—=1,0=2ea,—"1,
b0 ou entdo 3=e>-db* ¢ T=a,+Hb} que & impossivel. LLogo
L+ ¢ —5 é indecomponivel. Demonstracoes andlogas se fazem
para os outros numeros.

As decomposicdes de 21 sdo por isso essencialmente dife-
rentes.

Um ntunero pode assim apresentar, num dado corpo, mais
do que uma. decomposicao em factores indecomponiveis, e
como conseqiiéncia toda a teoria dos nimeros racionais, que
assenta na decomposicio unica de qualquer nimero em pro-
duto de factores primos, € insusceptivel de se generalizar.

Para obviar a éste inconveniente, Kummer que o tinha
notado quando do estudo da divisdo da circunferéncia em par-
tes iguais, criou o conceito de nameros ideais, nimeros de
que se fazia a adjunc¢do ao corpo.

Mais tarde Dedekind modifica a nocdo e em vez de um
numero nido pertencente ao corpo introduz um coujunto de
nimeros pertencentes ao corpo. Esta nocao permite a decom-
posicdo tnica de qualquer niimevo do corpo em factores ideais

Vejamos num caso particular como se pode explicar o con-
ceito de ideal.

Consideremos o conjunto de ntmeros da forma tn--1,
que ndo formam evidentemente um corpo, pois que a soma ou
diferenca de nimeros do conjunto ndo pertence ao conjunto,
mas para os quais o produto e a divisdo se podem definir a
maneira ordinaria.

Seja entdo a sucessdo 1,H, 9,13, 17...73, 77 ... 141 ...
¢é claro que (dn-+-1)><(dm4-1)=4p 1
Daquela sucessdo os ntumeros 5, 9, 13,17, 21, 29 sao

indecomponiveis no conjunto considerado.
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No entanto o ntmero 10857=1411><77=21><H17 pode ser
decomposto de 2 modos essencialmente diferentes, Da mesma
maneira 693=21><33=9><77 e 441=21=9><19,

Mas n6s sabemos neste caso como restabelecer a decom-
posicdo unica. Basta juntar ao conjunto dos niimeros conside-
rados, quando por exemplo se trata da decomposicdo de 10857,
os numeros 3, 7,11 e 47. De modo que 10857 =3><T><11><47 .

[Esta era a idéia de Kummer: a adjuncao de certos nime-
ros que ndo pertencendo ao corpo restabelecem a decomposi-
cao dnica. Notemos que 3 pode ser considerado como o m. d. c.
de2leldl, T om.dc. de21 eT7, 11 o m.d.c.de 77 e H1T e
47 o m. d. c. de 141 e 517,

Se designarmos pelo simbolo j=(a,0)
sor comum dos inteiros @ e & o numero 3 do exemplo anterior
é exactamente igual a (21,141). I£ o numero 10857 pode
escrever-se 10857 =(21,141)(21,77)(77,517) (141,517).

Vejamos agora como se define ideal no corpo quadratico,
segundo l)ede]\md.

Chama-se ideal do corpo R (Ym) e designa-se por
je=(2,5,v--) um sistema infinito de nameros do corpo tais
que toda a combinacac linear dos nameros
%,B3,v - em que os coeficientes »,u,v..- sd0 nimeros intei-
ros do corpo, pertence ainda ao corpo.

Em particular um ideal chama-se ideal principal, quando
os nameros que o definem sdo multiplos dum inteiro do corpo
J={z, 2%, 20 --+) escreve-se entdo f==(z).

Quando um ideal contém 1 ou um divisor : de 1, chamar-
-lhe-emos ideal unidade e designa-se pelo simbolo j-—=(1).

Define-se entdo, igualdade de ideais, produto de ideais, etc,

Apliquemos agora estes conceitos a decomposicao de 21

o maximo divi-

'
Ay e

o 4 Bu.

no corpo R{{/—5) ja estudado.

bolmunos os ideais do exemplo anterior (), Y/ —5)
(3,49, 6122779, G129, (7,40 y ),
(_7,1 5), (01 >\/"T5) (7,1 .-_Wtws,),t;nfe V'f 1’5,1 L2/ —5),

| 3 < I < Y (. /& -
(44 ,;),1, 3\/-7 A =B; 112 V—B) ,(4— /=5, 1—2y/Z5)
0 que nos vai permitir tornar iinica a decomposicao 3<7 de 21
Os ideais que formamos ndo sdo todos diferentes uns dos

outros. I facil ver que (3,15 --5) -(-‘3, -2/ —-5) porque
3.83—2(4+ V/=5)=1—2y/=5. Quere dizer (3,44 y/—5)=
—(8,44+¢=5,1- 2y -5). S6 sao diférentes os ideais
(8,44 =5), (8,4—y—B), (7,44 =5) € (7,4—y=5); ozra
(8)=(8.4+ y—B) (3,4~ ) ,,m J124 ,4/ 5,12 -3y -5, 21)))
porque )=(7, 4+ 5)(7,4

=(3,4+ /=5)

/"5) o que restabelece a

(19

(B3,4—¢--d
decomposicao inica do nimero 21 no corpo R(Y -5) -

»—T,’;, 2) e pmtanto 2

J. DA SILVA PAULO

NOTA:— Os exemplos foram tirados da traducédo fran-
cesa do livro de J. Sommer, Introduction a la théovie des nom-
bres algébriques. Podem consultar-se com proveito aléem déste
livro os seguintes:

Hilbert — T héorie des corps de nombres algébriques.

Bianchi — Teoria dei numeri algebrici.

J.S. P
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DO INTEGRAL DE RIEMANN AO INTEGRAL DE LEBESGUE

(duma conferéncia de Henri Lebesgue realisada na Sociedade de Matemdtica em
Copenhague e puolicada no n.° 2 (1927) de Révue de Métaphysique et de Morale)

Os Geometras do século xvi consideravam o integral de
f(x), o térmo integral ndo era ainda usado, mas pouco
importa -— como a soma duma infinidade de indivisiveis cada
um dos quais era a ordenada, positiva ou negativa, de f(x).
Pois bem: nés nao fizemos mais do que agrupar os indivisi-
veis de grandeza comparavel, ou, como se diz em algebra,
retinimos, reduzimos os termos semelhantes: Pode dizer-se
ainda que, com o procedimento de Riemann, se tentava somar
indivisiveis tomando-os pela ordem em que eram dados pela
variacdo de x; operava-se, pois, como o faria um comerciante
sem meétodo que contasse moedas e notas ao acaso pela ordem
em que lhe chegassem as mios; ao passo que nés operamos
como o comerciante metodico que diz:
tenho s (£)) moedas de 1 corda (Dinamarca) o que da 1.m (%))
tenho m (£,) moedas de 2 cordas o que da 2.m (£,)

EXAME DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéicias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas mili-
tares e curso de engenheiro gedgrafo

379 — Determine # de modo que o trinémio (m-1) 42—
~8v+m+1 seja positivo pata qualquer valor real de x.
R: m deve satisfaser a desigualdade 4*—(m+1)2<0 donde se
dedus m>3 ou'm<—5. M. Z.

380 — @) Indique as condicdes a que devem satisfazer os
coeficientes da equacdo: ax|by—c para que esta tenha uma
infinidade de solucdes inteiras e positivas. ) Defina permu-
tacdes de # objectos. Relacione os niumeros de arranjos
"4, e "4, de »n objectos tomados pap ede nt+1 objectos
tomados p a p.

381 — Sendo 12,12m o comprimento dos lados dum
losango e 6,34 m o comprimento da sua diagonal menor,
determine por calculo logaritmico os valores dos angulos do
losango. R: Os angulos sdo 30°19'26" ¢ 149040/34"" .

382 — Verifique a seguinte igualdade :

* \ 2
(cos & - sen &) cos ( L e .v) L ‘{)“ cos 24,

\
\

R: Dividindo ambos os termos por cosx--senx wvem :

¥ ¥
5 \ /%
cos ({ -+ x) =— -(cos x — sen x),
; : , = A )
igualdade cvidente atewdendo a que cos T sen S
M. \Z.

383 — Determine, sem recorrer as tabuas, os valores
9
de cotg (— 390°) e de sec.lr. R: cotg (— 390°) = cotg 3300 —

9= T

— —cotg 30° = —/3; sec g 90

tenho 2 (£,) notas de 5 cordas o que da 5.m (Z), ete.
tenho, portanto, ao todo S=1.m (E,)+2.m (£,)+-5.m (E;)+ ---
Os dois modos de proceder conduzirio, certamente, o
comerciante ao mesmo resultado, porque, por mais rico que
éle seja, s6 tem um ntmero finito de notas para contar ; mas,
para nés, que temos que adicionar uma infinidade de indivi-
siveis, a diferenca entre as duas maneiras de proceder é ca‘pital.

.

; Trad. H. R.
Nota do Prof. Dr. Ruy Luis Gomes

Representando por m (£;) a medida (L) do conjunto dos
pontos x tais que os valores correspondentes, f(x), estio
situados dentro dos limites ¥, < f(x) < y;,,, tem-se em
S=3ym(E), com y, <<y, a soma que conduz ao inte-
gral L de f (x)

ESCOLAS SUPERIORES

384 — Considere um triangulo 4BC, rectangulo em A4 e
designe por @, b e ¢ os comprimentos dos lados opostos aos
angulos 4, B e C. Exprima os comprimentos , m' e m'

. e ~ a
das medianas do triangulo em funcdo dos lados. R: m = 2

] 9 2 1 .. 77772 3
S T 3 e
AP ViR s e M. P. R.

385 — Calcule, sem efectuar as operacoes, o resto da divi-
sdo por 4 do nimero 86 >< 3814 I-74. Enuncie as regras que

usou.
. 8. C. E. F. — 25 de Julho de 1940

386 — @) Defina sistema de logaritmos e enuncie as pro-
priedades fundamentais do calculo logaritmico. Dada a decom-

posicdo em ndmeros primos dum ndamero ni;pl"‘lp:"l s p P

i

exprima lognz em funcdo de logp,, logp,,---logp,. b) Cal-

3 9
cule por logaritmos x:QBL\/_l,()():. R: x=0,0024973 .
0,0004

387 — Diga em que consiste o desenvolvimento do biné-
mio de Newton ; escreva o térmo geral e enuncie a lei de pas-
sagem dum térmo para o seguinte. Calcule g

: xR (1)

Al (o 1) e v

388 — Sao dadas no mesmo plano duas circunferéncias:
uma de raio 7, outra de raio 37 ; conhecendo o comprimento @
da corda comum, calcular a distancia dos centros. Discussio
R: Deverd ser d <2r para que o problema seja possivel. Com
d < 2r o problema tem as duas solugoes

SR P E AT A i e

o (V/36r2—d? + yarr—de) e (/300 & — yar—a2).
T R S .

— V362 —dz.

2 M. P. R.

Com d ==2r hd a solucdo iinica

389 — Num rectangulo de lados L e / tiram-se as bis-
sectrizes dos angulos interiores., Verificar que os pontos de
encontro dessas bissectrizes definem um quadrado e determi-
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nar a 4rea désse quadrado. R: A diagonal do quadrado é igual

1
a L--1 ¢ portanto a sua drea serd _ (L. —1)*.
2 M. P. R.
390 — Num triangulo rectangulo de angulos agudos 5 e €
exprimir sen (B - C), cos(B—C), tg(B-C) em funcdo dos
2bc

2 9

ron c.
catetos b e ¢. R: sen(B-C)= cos(B—C) ~ ¢
O T AL
i P
2 2be M. P.R.
. ALGEBRA

I. S. C. E. F. — Exame final, Outubro de 1940

392 — Dado o complexo &= ——';——,—— po-lo sob a
2+ cosf+-isenf
forma x-+vi e verificar que o lugar dos afixos de = € a cir-
cunferéncia (v —2)2+y°=1. R:
3 3 (2+coso-isens) G43coso
91 coshisents (2 -cos6)’+sen?0  H-4coso
O lugar geométrico dos afixos é definido.parametricamente
pelas equagies

3seno
D }~-’Lcosol'

‘ 6-+-3cosl
| X7 5idcoss
¥ H-+4coso

donde, por eliminacdo de 0, se dedus

Dcos o

o [ —4—>Hcoso\? 16+40 cosi-
(x—2) ( 54 cosh /) (H-+ 1 cosn)?
y 9sen?(
y2=
= d+4cosh
v o, g L6+40cos 6+9-+16 cos?
(x—2)+s (H-+cos 6)?

: : M. Z.

393 — Lstudar e representar geomeétricamente a funcao
v=2sen?x -3 cos¥x.

394 — Calcular as raizes reais da equacao xi-a - 10==0.
As raizes irracionais serdo determinadas com um érro infe-
1

rior & ——-
10

F. C. C.— Exames de freqiiéncia, 1938-1939

305 — Achar com duas casas decimais exactas a raiz real
da equagdo: f(¥)=senx—2x +1=0 pelo método de iteracdo.

396 — Encontrar as condic¢des para que o sistema

N | X=cy+bs

! y=az+cx
l g=bx+ay
represente uma linha recta; mostrar que a recta ¢ represen-
tada por

Y A,
V1 Vi yil-¢
397 — Resolver a equacao

; a a
COS a cos? X —sen @ cos = cos x-1-sen? P 0.

398 — Como aplicacdo da teoria dos complexos resolver a
1+i.v“) i 1+4+ia

equacao (. =
1—ix) 1--ia

(Pode fazer-se x=tgy e a=tgus).

|

391—Determinar os inteiros # tais que a soma 122+

(3]

-..n? seja divisivel por 14-2+4----tn.
1 g
Nota : — Sabe-se que 124224 - 52 = 5 n(n+1)(2n+1).
b
: 2n+1
R: O quocientede 124-22+---+n*, poy 14+2+--m é — -

Deverd pois ser 2n4-1=3(2p+1) (p inteiro) e portanto os intei-
ros 1 a deteyminar sio os sucessores dos miltiplos de 3.

M. P. R.

SUPERIOR

399 — Calcular o limite para #-—=oco de

400 — Em que casos sdo convergentes as séries:
Sn(nil)xt e a'senni?
14
401 — Tracar a curva y=—e' ™
402 — Num triangulo esférico é
a=11302' 56, 5=82039' 28" 40,

Calcular os angulos A4, B, C.

c=T4054' 31",

F. C. L.—Alguns exercicios do curso

403 — Expressdo geral dos ntimeros cujo produto por
@ -}-bi é um numero real. Mostre que o conjugado de a - 07
esta contido nesta expressdo. Lugar geométrico das imagens,
R: Seja x--iy wm mimero complexo tal que o produto
(a --ib)(x - iy) == z (ntmero real). Ora z-=(ax — by) -
Jd-i(ay+-bx). Se z deve ser real, deve fer-se ay--bx -0

X a . s S .
donde (1) g Sendo 5. wm mimero real arbitydrio serd

pois x =1a y=—ra. A expressdo geral dos mimeros (x+-1iy)
serd entdo (2) x--iy =2a—2bi. O conjugado de a--bi estd
contido nesta expressdo: corvesponde a =1,

Lugar geométrico das imagens: Este lugar geométrico tem
por equacdo, no plano XOY , @ equacdo (1). I pois wma recta
definida pela origem (0,0) e pela imagem do conjugadode a-bi.

V. B,

404 —Escreva a expressdo geral dos nimeros cujo cociente
por a-+bi é um imaginario puro. Lugar geométrico das imagens.
R: Procuramos a expressdo geval dos mimeros (x--iy) tais

x4idy . . ) e

que [ ip = M onde 1. ¢ um mimero veal arbitrdario. Logo,
(< I‘

X iy == —2b 4 rai ou kb —kai (k=—1). Vié-se facilmente

que o lugar geométrico das imagens dos mimeros (X ~+1iy) ¢
uma recta que passa pela ovigem e é perpendicular ao segmento

orientado OM , que define o mimero a--bi. g
/. B.

405 — Extraia algébricamente a raiz quadrada a a--07 ¢
aproveite o resultado para: 1.° Provar que as raizes quadradas
do conjugado de um nimero sdo respectivamente conjugadas
das raizes quadradas désse nimero. 2.° Extrair algébricamente
a raiz quadrada a 1--iy3 ea 1—iy/3. R: Seja x-{-iy
uma rais quadrada de a-|-bi. Teremos, por definigdo (x-|-iy)*=
—=a-bi ou (x* — y?) }-i2xy = a-|-bi. Portanto:

X2 - (—y?) =a
92
)xz (il gy s ’Z‘ 0 que mosira sevem

\

a X2—y?=a
ou
) 2xy =b
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2 ; : I S b2
X2 ¢ —y? as raizes da equacdo (2) u2—au — TR 0 que

/ b2 \
admite duas raizes reais (— s 0). Resolvendo a equacdo,

A 2.0 expressdo (1) mostra que Xy tem o sinal de b e que por-
tanto X e y tém o mesmo sinal ou sinais contrdrios conforme

bé(). Das 4 combinacies possiveis de sinais em (3) so duas
condusem pois a solucoes do problema. O mimero a---bi tem
portanto duas raises quadradas que sdo

/ P e
1) + \/ e -!«is\// Va*b*—a
v 2 2
onde e=-+1 se b>0, e=—1 se b<0.
Conclusdes: 1.2 Dados os miimeros a--bi e a— bi, para
uin déles ¢ ===1 e para o outro : = —1.

A expressdo (4) mostra que a---bi ¢ a—bi tém raizes
quadradas respectivamente conjugadas. 2.2 Para o wmimero

14iyY/8é:=1, ¢ as expressoes (4) ddo, para as suas raizes
/6 2 /6 /2 ’

quadradas, os valores : | e bapiy Dt V2. s raises

g b 2 2 2

L ‘6 /9 6 /9

-ada e o e /6 o {2 \/’ Ve,
quadradas de 1—i{/3 serdo e o S g -

V. B.

406 — Prove que todo o complexo de modulo 1 se pode
14-7x

poOr na forma T
seguinte : Prove que, dado um complexo qualquer de modulo 1,

cosu-i-isenv se pode determinay sempre um mimero real X,

com x real. R: O problema equivale ao

1-ix

em funcdo de +, tal que cos-|-isenc = T
' ¥ 4 ix
1.> modo de resolucdo: Sendo x real, o complexo T ix

: , ; Vifx
tem efectivamente o modulo 1 pois que ‘/IT_*" =1. Sendo

e ‘x’

I

o um argumento de 1--ix ¢ —o_um argumento de 1 —ix,
seu conjugado. Um argumento do cociente é pois o — (— 2) =24,

! ®
=¢-|-2kz donde »=7 ks e portanto

Teremos

]
)

(1) tga—=tg— - Mas, visto ser o um argumento de 1--ix,

=X. Atendendo a (1) x:tg%-

. 1-}ix
2. modo de resolugdo: Zemos, se x ¢ real TR

£Y b
temos (2) tga= .

Ii=—x2 . 2x .
T{ e tl{ T cosy-isenv (verifica-se facilmente
f -2

1—x2
COS ¢ = ]‘:]*_*xl
que a--b?=1) (3) 9 Mas, sendo
] S€no = ﬁ-._x—f .
14 x2

g s 2tg T

9 30
Cosp="————" ¢ seno=——="—y ¢atendendo a (3),
“ ~
T-t-tesier I-ftg?S

]
vemos que tevd de por-se, para satis faser ao problema x = tg & +

V. B.
407 — Onde deve estar a imagem M dum numero & para
8 —384

que, sendo M, e M, as imagens de 2 e 3, o cociente

S=—59
1.0 seja real ?
2.° seja imaginario puro ?
3.2 tenha um argumento dado «?
—z

R Escrevamos o cociente na forma ¢ notemos que

Zoi~—7
t —>
21—z ¢ vepresentada pelo segmento MM, e que 7, — 7z é repre-
e MM,

sentada pelo segmento MMy . O cociente tem por modulo MM,
2

—> —>
¢ tem por argumento um dos dangulos » que MM, forma com MM,
(suporemos 2.>0 ¢ portanto contado no sentido divecto de

—> —>
MM, para MM, ) .
Nestas condicoes : 1.° O cociente ¢ real se a=kn, isfo ¢,
se M ¢ colinear com My e M,. 2.0 O cociente ¢ imagindrio puro
se o= (2k 1) —
% ( ]\—] 1) o

s6bre a civcunferéncia que tem M, M, por didmetro. 3.° Supo-
nhaimnos que o' é o ar-
Qumento positivo mi-
nimo que corrvesponde
ao argumento dado
o e designemos por
9 o angulo o' se
0 <ol 1800 580
iangnlo o — 180°
se 180° < o << 3600,
Construam-se os
dois segmentos capa-
ses do angulo o e
passando por M; e
M. Os segmentos sdo
simétricos relativa-
mente a vecta My M, ¢ tem-se M, 6M;. == @Mg = 201 . Entdo:
se o' < 180°, M estd scbre aquéles dois segmentos do qual se
veja My a esquerda de My. Se o' >180°, M estd sdbre aquéle
dos dois segmentos do qual se veja My a direita de M,.
Nota — Se ¢ < 90° os dois segmentos sdo os tracados a
ponteado. Se ¢ >90° os dois segmentos sdo os tracados

(2=90° o1 5 =2700), Entdo M deve estar

a cheio. V.B.
: . j e
408 — Determine um ntimero s de modo que 5, ~ e 1—z
8
; ey ' > 1 .
tenham médulos iguais. Idéntica questdo com 5, ~ e 1-|lz.
-7

Resolva também geométricamente o problema. R : Resolucio
algébrica da primeira parte: Pondo z-==p(cosaz--7senus)

== ‘1.(005'/_—z'senm) ¢ 1—z=(l—pcosa)—ipssena,
e
¢

tevemos

0|

Temos ainda:

W -

Se | =] =] o donde p=1.

R
Sera =0
¢



6

N\

[1—s5|=1(1—cosz)?-|-sen?q =2 —2cosz. £ como tem de

: 1 =
ser |1 —z|==1, serd 2—2 cosa=1, coso= 5+Logoo="1" -
| & = cos ; 4-¢sen ;
Hd, por conseguinle, duas solugoes : (1) {
| 5= cos——isen -
53

o
B

Resolucao geométrica. Provdmos facilmente que g == 1, a par-

. Fo 1 :
tir da condicdo |z —=| - |. As‘imagens de todos os complexos

tais que ; =1, sdo os pontos da civcunferéncia de centro na

origem ¢ vaio 1. Por outro lado, 1—z deve ter o mddulo 1. Ora,

sendo A a imagem de 1 ¢ M a dez, 1 —z ¢ representado pelo
—

segmento orientado AM . As imagens M de todos 0s nimeros 7

tais que |1 —z| 1 estdo pois sébre a circunferéncia de centro A

Y

R 3 P RS
|

My

U

)

¢ raio 1. As solucdes do problema sdo os dois niineros cujas

imagens sdo 0s pontos comuns as Auas circun feréncias citadas.

3 N

O segmento OM representa o complexo (1, 2). O segmento

—>

OM, representa o complexo (1, 2) == (1, — ). Da figura tira-se
1t T = ;

cosy =c082 =O0P =5 |y =5, m=— 3 ) Os dois com~
& 3] (3]

plexos zy e z, sdo pois 0s que determindmos algebricamente. Keso-
lucdo geométrica da segunda parte. 4 resolucdo algébrica é and-

)~ D
loga @ 1.2 e condus aos dois numeros 7, — COS S aSen St
. ) (3]

2 2%

™
2, — cos — —isen _ (2). Asimagens dos miimeros z tais que
[3)

53

<)

|z| =1 estdo na circunferéncia de raio 1 ¢ centro O, como vimos.
Notemos agora que -}z —=1—(—2z) e que, por conseguinte,
as imagens dos nimeros tais que | 14-z]=|1—(—2)|=1

GAZETA DE MATEMATICA

estdo sébre a civcunferéncia de centro Al ¢ raio 1, simétrica
da circunferéincia A relativamente a O, visto que as imagens

)

My

Mo

4

(N. B. Dos pontosindicados na figura o mais desquerdadeveser A’endo A)

dos mimeros — z devem estar, como vimos, na circunferéncia
de centro A ¢ raio 1. As solucées z, ¢ z, sGo 0s afixos dos
pontos My e My, o0s 1]uaié afixos s@o bem os complexos (2).
VB
400 — Resolva a equacdo (v+1y"— (x—1y"=0 (m inteiro
positivo). R: A equacdo dada pode escrever-se

/m it TR ) > X P { e\ T 3
mx™! - x-S 4 xmd 4 ...—0, ou ainda ; 5
3 5 ¢ x-1
\ / i \

£h x1 ,.Ll] : : /, 2/;:‘.)

] — {/1=cosf0-+isenb (0= .
onde -7\ S { o
compie-se assim em m equagdes lineares em X. Uma porém

destas equagdes ¢ impossivel — a que corresponde a 0=0 ou ao

A equacio de-

valor 1.de /1.
i , x+1 2 3
Temos pois: 3 cosfO-+isend; x(l-cosl—isent)=

cosf-t+1+4isend_ send

. Ak ol x=——————=———— j=-cotg i
COSOUSCIUSEL cos0—1risen0 cosf1' COtEn &
0 2%
As solugoes s@o entdo dadas por x==--cotg - i com 0= _ s
4= b7 2 (m—1)= :
y =1 ..oy ————— POy exemplo.
m’  m m M. Z

410 ~ Resolva a equacdo (v--i)" (x—17)"=0.
411 — Resolva. (1 +y/i—x2)"—(1—y/1-%%)"=0,

412 — Resolva (1 +y/x2—1)"—(1 —¢/1—x%)"=0.
A resolucdo da equagdo 410 é analoga a'do 1.° 409 ; 411
e 412 reduzem-se ao mesmo tipo fazendo V1-x'=z.
1 Mi'Z:
Os exercicios 403 a 412 foram cedidos a Redaccé@o pelo assistente
Dr. Vergilio S. Barroso.

N L LS E ST PERTOR

F. C. L. — Exame final, Julho de 1939

413 Calcul / i
Alonles e e
(s+1) (s 1)V (s-

.
i) Y

1

414 — Determine o integral geral da equacdo x(x —') +
+y(1—2)=0 de que é integral particular y=wx.

415 — Aplique o teorema dos residuos ao calculo de
- rE

416 - Detérmine o integral geral da equagdo (3-+x)"y'
+(3+x)2 ' +2(3+x) ¥ —2y=0. ;
417 — Determine o sistema de integrais gerais do sistema:
29'— & 43y — s=x
Yy +25'+ y—38z=1.
X,

418 — Determine os extrémos do integral ‘/'y"-’ dx sob a

Ttz
condicdo de ser [xydx=1 sendo x,=0 »;=2, xy=1 y,=
o

o
-
)
|
=
<

1
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F. C. C. — Exame final, Julho de 1939
419 — Seja f(s) uma fungao holomorfa no interior da
regiao K, de contorno C, e seja 5, um ponto interior a C. Pro-
var que f(2) necessariamente se anula dentro de R quando
se tenha, sobre C, | f(3)|>|f(s0)].
420 — Sejam  I,,/1,,---I,,- . [1,=(2,,B,)] os intervalos
contiguos a um conjuuto €, de medida nula, perfeito e nao-

pix L& 0N e
F. C. L. — Exame final, {939 (Alguns exercicios)

421 — Determinar os pontos singulares da curva
M=L—x)(1—x).

12 Cagie [T
s /cosx(l "COS\)
423 — Calcule o integral geral de av?dy=—=(a3-+ %) dx.

2 U NR R W
424 — Transforme a equacgdo ( = == (0 nontra

0_1',) x by
em que as varidveis independentes x e ¥ sejam substituidas
pelas novas variaveis # e & relacionadas com as primeiras
por 8 y=8R—5%,

X—a?

PROBLEMAS

431 — a) Determinar o coeficiente-funcdo (escalar) u (&)
dovector & de um espaco £ por maneira que a transformacao
v/ie=Txw=x-tu(v).a seja (separadamente) ortogonal, hermitica,
unitaria, de projeccao. §) Estudar igualmente o caso em que 7°
se reduz a uma simetria. Qual é o hiperplano da simetria ?
O vector @ pode ser qualquer? ¢) Indicar em todos os casos
as constantes e os vectores fundamentais de 7°.

-1 e, em geral,

=038 7561
(g 5

-denso no intervalo (0,1). Pondo f(0)
f ()= Z (B —2,

abrangendo o somatério apenas os intervalos 7, situados no
interior do intervalo (0, ), pregunta-se: >

¢E f(v) de variacdo limitada? ; Absolutamente continua?
I)euvavel. Achar os derivados a direita e integra-los em (0,.x).

' para

I'NF UNTTESEMAT

425 — Dadas as func¢des # e 5 de & e v definidas pelo
vs—log u-f-e'=0 2

£ e d
Bl | us—»*=0, calcule o ;I\,-
A
426 — Calcule / — .
J Vox—b6—u?
A 2
427 — Calcule o integral geral de 32| 1-— ( a"x) l-—ii :

428 — Calcule a area limitada pela curva p?—=4x? -t

429 - Calcule o volume gerado pela rotacdo em torno de
OY da curva x¥?=y3—4y,

430 — Calcule ['xlog(xf-—1)dx.

PR OPFPRrsi a8

Indicacdo : partir do produto interno (x, v) de dois vecto-
res de £,. Nota : — O caso da simetria encontra-se em Lecons
sur la théorie des Spineurs, 1o. Cartan, pag. 12, 13. R.L.G.

432 — Mostre que, de todos os rectangulos que podem
inscrever-se numa elipse, tem a area maxima o que tem por
lados as diagonais dos quadrados construidos sobre os semi-
-eixos da elipse.

RESOLUCAO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS

209 — Pela aplicacao do método de Fubini vira:

‘(x—a) (x—0b) 4
/ (v—c)* (x—d)? R d . (x—c) (% —d)
em que M,N,O,P sao constantes a determinar.
Para que a primitiva se reduza a uma funcdo racional,

dy =DM log (x

tera que ser nccessariamente M—=N=0, logo:
‘(v—a) (x—0b) Ox-P
ey e L ey e
I)erivando esta igualdade vem:
(x—a) (x—0) O(x—¢)(x—d)—(Ox+ P) (2x- —d)
(w—c)(x—dy’ (:r—— e B
donde
(¥*—a)(x—0)=0 (x—c) (x—d)—(0x+P)(2x—c—d)
v*—(@+0) v+ab=—0x*—-2Px+ Ocd+P(c+d).

Identificando: O=—1, - (aﬁ-())l—-——?P, ab=0Ocd+P(c+d)

e eliminando O e P vem:

(@atb)(ctd

_)'-w'--— ou 2(ab+cd)=(atb)(c+d).

O. MORBEY RODRIGUES

ab= —cd +

210 — Seja abede o conjunto pedido. Em qualquer base
(abede) = (aD000) + (bede) e (@0000) > (bede) ;
portanto, se for (a0000)-—=V, sera (écde)=0N e 0<o<1
em que 0 € funcao ndo crescente da base considerada, para
cada sistema abcde. Seja k a razao dos valores do numero
(@0000) na base x considerada e.na base 10. Se for M —a .10

teremos
(@bede)y—= M (140)
(abcde), —hkM (1+40")
A equacdo (abcde),=2(abede)y escreve-se kM (14
2(1+6)
T

s
10/ 10000

0<y<o<1.
o) —2M (1+-6)

ou k= .- Vé-se imediatamente que tera de ser 2</k<l.

Temos 114=14641 < 20000, 12i=20736, 131=28561, 1di-=
=38416, 154=50625 > 40000 .
; As tinicas bases possiveis sdo pois x—=12,13,14.

O problema consiste em resolver em nimeros inteiros
positivos e menores que 10 as equacdes ax’+bad+cx--de+-
+¢=2 (@, 101 4+-010°+-¢.102+-410+¢) em que x tome os valores
12,13,14 e a@,b,c,d, e sdo as incognitas.

Para x-—~12 a equacdo toma a forma 736a 2720 56¢—
—8d—e=0. :

Parametrando, a solucao geral pode escrever-se :
a=u+ov+Tw--1, b=t, c=13u-+13v+92w—18¢, d=v, ¢=8u.

A discussiao das solucgoes desta equacao forneceria todas
as solugdes do problema dado, para x—12. Analogamente se
obteriam as solugdes para xv=13, xv=114.

Por exemplo, para u=0, =2, /=1, -
cao (11820),=2. (11820).

-0 temos a solu-

M. A.
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T 1. C5A> D E

Licdes de Algebra e Analise. Vol. II, fasc. 1.. Bento
Caraca — O professor Bento de Jesus Caraca, do Instituto
Superior -de Ciéncias Economicas e Financeiras, acaba de
publicar ¢ volume Il das suas «Licdes de Algebra e Analise,
valioso instrumento de trabalho para os alunos das nossas
Escolas Superiores ¢ belo exemplo de dedicagdo e interésse
pelo ensino. E um exemplo tanto mais para salientar quanto
é certo que, no nosso pais, raros sao os professores universi-
tarios que conseguem estender a sua actividade docente para
além das suas obrigacdes imediatas, quero dizer, o servico de
aulas e exames.

Nao podemos deixar de lamentar que assim tenha de ser,
pois a publicacao dos respectivos cursos e uma certa activi-
dade no dominio da investigacao cientifica, sdo elementos
essenciais de personalidade moral e cientifica de um professor.

Relativamente ao primeiro aspecto, isto €, & personalidade
moral do professor, a publicacdo das suas licoes tem mesmo

um significado de particular valor. Na verdade, o professor .

que se apresenta assim a critica com os seus cursos, assume
imediatamente a responsabilidade da forma por que orienta
o ensino, nada portanto nos escondendo, desde as suas quali-
dades até aos seus defeitos o que tem um valor educativo de
primeira importancia.

Quanto ao segundo aspecto —a personalidade cientifica

do professor —o vol. Il de Bento Caraca contém apenas

assuntos de Analise — é evidente que éle se define precisa-
mente na medida em que o professor se afirma igualmente
como investigador.

Ao encarar agora propriamente a orientacao que deve
presidir a um livro de cursc, nomeadamente de Algebra e
Analise — estou a lembrar-me do que escreveu, ja em 1893 a
éste respeito, o grande matematico I'. Klein.

«Le professeur est arrété par la difficulté d’établir 'har-
monie entre deux nécessités opposées et presque contradic-
toires. D’'une part, il lui faut tenir compte du pouvoir intel-
lectuel jusqu'ici limité et non développé de ses éleves et du
fait que la plupart d’entre eux n’étudient les mathématiques
qu'en vue des aplications pratiques; d'autre part, sa conscience
de professeur et dhomme de science semble le forcer a ne
rien abandonner de la rigueur mathématique et a le pousser,
par conséquent, a introduire dés le début tous les raffinements
et tous les points délicats des mathématiques modernes».

Eley R 08

E depois de fazer alusao aos inconvenientes de colocar na
mao de principiantes livros do nivel, por ex., do célebre
Cours d’Analyse, de Camille Jordan, conclue nestes termos:
«c'est mon opinion que dans I'enseignement il est non seule-
ment admissible, mais méme absolument nécessaire, que 'on
soit moins abstrait au début; 'on doit aussi avoir constam-
ment recours aux applications et ne faire allusion aux raffine-

"ments que graduellement, 2 mesure que l'étudiant devient

capable de les comprendre».

Estes principios de ordem geral, tao brilhantemente desen-
volvidos por F. Klein, aparecem-nos ainda, ¢ muito especial-
mente no nosso meio, com o mesmo valor, a mesma actua-
lidade.

Ora, dentro desta orientacdo que nos parece a melhor,
entendemos que o livro de Bento Caraca esta um tanto sobre-
carregado de nocoes que se ndo coadunam bem com a sua
indole de «Licdes de Algebra e Analise».

Naverdade, para justificar as nocoes apresentadas, nomea-
damente na feoria dos conjuntos e no capitulo dedicado as fun-
¢oes, teria o autor de aprofundar muito mais cada um désses
dominios e, a certa altura, seria levado a escrever um livro
de Topologia, por exemplo, no género das conhecidas mono-
grafias polacas.

Mas se o autor tinha apenas em vista um 2.° vol. de Alge-
bra e Andlise, entdo deveria libertar-se da preocupacao de
reiinir no seu livro tantas nocdes de Analise Moderna.

Devo acrescentar, no entanto, que o autor se pode justi-
ficar de certo modo, dizendo, e com fundamento, que o seu
intuito foi o de despertar a curiosidade do leitor pelos domi-
nios relativos a essas niesmas nocdes. I com certeza sssim
sucedera muitas vezes.

Mas no sentido de valorizar ésse intuito, achavamos que
devia ter fechado os respectivos capitulos com exercicios de
indole um pouco mais delicada. Teria conseguido assim um
livro mais completo e, parece-nos, em condicoes de satisfazer
melhor aos objectivos enunciados no prefacio do Vol. I

Aplaudimos com entusiasmo ¢ apontamos como exemplo,
o cuidado com que o autor organizou a bibliografia,

O livro de Bento Caraca, ¢, pois uma manifestacao de tra-
balho, de sistematizacdo e de cultura, que nos ndo cansaremos
de recomendar aos alunos das nossas Universidades.

RUY LUIS GOMES

PUBLICACOES RECEBIDAS

Portugaliae Mathematica. Faculdade de Ciéncias. R.da
Escola Politécnica. Lisboa. Publicacao subsidiada pelo Insti-
tuto para a Alta Cultura. Vol I, fasc. 4.°© — 1940 — Préco 20500.

Jorge César Oom. Problemas de Mecéanica Racional.
Ilditados com a colaboracdo de Maria Alexandra de Almeida
Eusébio. Lisboa, 1940, 200 pag. — Préco 50300. Contém : Cdl-
culo Vectorial, Cinemdtica, Estitica e Dindmica.

Francisco Leite Pinto. LicGes de Aritmética Racional.
Livraria Franco. Lisboa, 1940, 370 pags. — Préco 155800.

Déstes 2 livros faremqé referéncia especial num nimero
posterior.

Agros — Revista dos [studantes we Agronomia.— Ano
XXII—N.os1, 2 e 3.

RECTIFICACOES

Todos os exercicios do n.° 3 da «Gazeta de Matematica» a
partir da pagina 11, 2.2 coluna, tém a numeracao errada. O exer-
cicio nimero 238 deve ter.o nimero 338, a numeracao deve
continuar e o ultimo exercicio € o nimero 378, problema

roposto.
s AV1SO

A partir do préximo namero a «Gazeta de Matematica»
vai entrar numa nova fase. Alargara o quadro dos seus cola-
boradores permanentes, ampliara a parte destinada aos exa-
mes de admissdo as Escolas Superiores, e aos primeiros anos
destas. O plano pormenorizado sera apresentado no proximo
nimero. As condi¢oes de assinatura serdo por ésse motivo
modificadas e so6 a partir do proximo nimero aceitaremos
novas assinaturas. Mantém-se no entanto todas as que forem
recebidas na Redaccdo até ao fim de Dezembro de 1940,



