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d'un polygone forme

de cercle

par H. Hadwiger (Berne)

Si, dans la présente notice, nous tenons a commu-
niquer gquelques relations géométriques élémentaires
concernant le déficit isopérimétrique d'un polygone
plan formé par des arcs de cercle, c'est tout d'abord
parce que ces constatations sont facilement vérifiables.

FiK-

Considérons un polygone convexe P. Nous lui
adjoignons un polygone Q formé par des arcs de
cercle et tracé selon le procédé suivant: chaque coté
de P est remplacé par un arc de cercle reliant ses

deux extrémités et dirigé contre le dehors (voir fig. 1).

Pour éviter une intersection des arcs de Q, nous
exigeons ce que nous appellerons la propriété (*):
la somme des deux angles inscrits dans les segments
de cercle formés par deux arcs consécutifs ne doit pas
dépasser 2K.

Les arcs consécutifs d'un polygone de la pro-
priété (*) forment une courbe fermée, sans points
doubles, circonscrite au polygoneinitial P. Désignons

respectivement par L et L lalongueur des polyeones
Q et P, par F et F l'aire engendrée par Q et P,
et considérons le déficit isopérimétrique

ey
du polygone Q. Selon I'inégalité isopérimétrique clas-

sique on a
D>0.

Comme on sait, il existe un polygone convexe P,
inscrit a un cercle K et ayant les mémes cotés que P
dans le méme ordre cyclique. Si nous remplagons les

Fig. 2

cotés de P, par des arcs de cercle congruents aux arcs
correspondants employés pour remplacer les cotés de P,
nous obtenons un polygone Q, formé par les mémes

8FES gHE P &t ayant Sgalement—-cecl est manifeste

—la propriété (*) (voir fig.2).
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En analogie a ce qui précéde, nous désignerons par
L(, et LQ la longueur des polygones <b et Poi P*’
Fo et FQ leurs aires respectives. Posons également

2 D, = £jj - 4* 2f,
Il est évident que

® D-D= 4% (F,-F).

On en déduit trées simplement le théoréme géomé-
trique suivant bien connu: Si l'on choisit les arcs
de Q de telle facon (désignons par Q' ce polygone
bien défini formé par des arcs de cercle et circonscrit
au polygone P) que le polygone Q', formé par les
mémes arcs que Q' soit congruent au cercle K (K,
considéré comme polygone en arcs de cercle, a la pro-
priété (*)), on aura D', = 0 et, d'aprés la formule (3)

(4) F=F D"
- * g
a cause de C'7 O, on en déduit

(5) FAF,,

A funcdo exponencial

GAZETA DE MATEMATICA

I'égalité étant réalisée dans le cas ou Q' est un cercle,
et seulement dans ce cas. Le fait qu'un polygone aux
cotés donnés est inscrit & un cercle est donc une con-
dition nécessaire et suffisante pour que son aire soit
un maximum.

Comparons encore les déficits isopérimétriques des
deux polygones en arcs de cercle Q et Q'. Selon (3)
nous avons _ _

D—D,=4,(F,- F)
et

D'—Di = 4*(F, - F) .
Comme D', = 0, on en déduit
(6) D =D< + D,

et, a cause de £*= 0,

@ D'

Cela signifie que le déficit isopérimétrique D d'un
polygone Q de la propriété (*), formé des arcs de
cercle et circonscrita un polygone convexe donné P,
prend la plus petite valeur possible, quand Q est
formé par les mémes arcs que le cercle K circonscrit
au polygone Po, ayant les mémes cOtés que P. Cette
condition est nécessaire et suffisante.

em Filosofia Natural

por Luis Freire (Recife)

Newton chamava de Filosofia Natural, expressdo
essa conservada pelos autores inglezes, ao que as de-
mais escolas chamam de Fisica.

Aquela denominagdo visava mostrar iniludivelmente
gue se procurava a explicagdo dos fenémenos fisicos
recorrendo a métodos positivos, que tinham por cena-
rio o campo experimental, que se processavam no
seio da Natureza, pois.

E isso em contraposi¢do as especulagdes aprioris-
ticas dos filésofos que, até entdo, tentavam fora
da Natureza a explicagdo dos seus proprios fené-
menos.

Pode-se extender a denominagdo de Filosofia Na-
tural ao conjunto explicativo da ciéncia experimental
por inteiro —isso est4d de acordo com a indole da ex-
pressdo, com os motivos que a fizeram adotar.

E o que faremos.

Conta-nos uma lenda arabe que, em recompensa a
sua descoberta do jogo de xadrez, um sudito dum
grande rei pediu apenas o seguinte :

Um grédo de trigo sobre a primeira casa, dois sobre
a segunda, quatro sobre a terceira, e nessa dupla ra-

BMRL srRgAgRIecE

s

zd0 até chegar a casa 64; a soma de todos os grdos
de trigo que deveriam ser depositados sobre o tabo-
leiro, seria a sua recompensa, em aparéncia, das mais
modestas.

Ora, esse pedido representava a producdo mundial
de trigo durante quasi 80 anos e na hip6tese de serem
semeados todos os continentes !

O ndmero de grdos do trigo pedido seria este, ver-
dadeiramente astronomico: 18 quintilhdes + quasi
1/2 quintilh&o !

E isso porque enquanto que o nimero das casas do
taboleiro do jogo de xadrez crescia em progressao
aritmética, o nimero de grdos de trigo crescia em
progressdo geométrica, ou, em outros termos, o nu-
mero de graos do trigo é uma funcdo exponencial do
nimero de casas do taboleiro referido.

No pitoresco dessa lenda se acha envolvidoum dos
mais interessantes problemas de Filosofia Natural —
a lei exponencial governa um ndmero vastissimo de
fendmenos das mais variadas ciéncias experimentais.

Facamos uma rapida catalogagdo da expressdo ex-
ponencial désses fenémenos, seguindo Marcel Boll !
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A pressdo atmosférica € uma funcdo exponencial
da altitude;

Nas bombas de vacuo, o grau do vacuo é uma
funcdo exponencial do nimero de cilindradas ;

No resfriamento dos corpos, a baixa de temperatura
é uma fungdo exponencial do tempo ;

Ao longo de uma barra, aguecida somente em uma
das suas extremidades, a temperatura em cada ponto
é uma funcdo exponencial da sua distancia a fonte
de calor;

A luz absorvida por um corpo é uma funcdo expo-
nencial da espessura atravessada ;

A extra-corrente de rutura, na self-indugdo, é uma
funcdo exponencial do tempo.

No fendmeno termoeléctrico, a emissdo de electrons
é¢ uma fungdo exponencial da temperatura ;

Nas desintegra¢des radioactivas, o peso dos corpos,
em um instante dado, é uma funcdo exponencial do
tempo contado a partir de um certo instante ;

A amplitude das oscilacdes amortecidas é uma fun-
¢cdo exponencial do tempo ;

O pH dos corpos é definido pela funcdo exponen-
cial inversa do inverso da concentragdo i6nica do
hidrogénio ;

A lei de Fcehner nos diz que a intensidade da
sensacdo é uma funcdo exponencial inversa da ex-
citacdo ;

Em cinética biolégica, temos: a) evolucdo duma
populacdo isolada N= N, e"~" "', sendo N 0 nUmero
dos individuos em um certo instante, n o coeficiente
de natalidade, m o coeficiente de mortalidade. Essa
equagdo é modificada no caso das populagdes muito
numerosas, b) simbiose e parasitismo, isto é, estudo
do desenvolvimento simultdneo de duas ou varias es-
pécies vivas, em um meio limitado : a lei é ainda ex-
ponencial ;

No calculo das probabilidades, a curva de Gauss,
género «curva em sino», é representada pela funcéo
dos erros de Laplace e Gauss g (x) =e~"I\J-n ;

No campo da sociologia encontra-se também a fun-
¢cdo exponencial ; etc, etc.

Vemos, pois, serem as leis dos mais importantes
fendmenos dos mais variados dominios do conheci-
mento, de forma exponencial. A funcdo exponencial
como que «assimila fendmenos dispares», mostrando
que, se os elementos que neles intervém sdo diferentes,
0 seu comportamento é 0 mesmo, 0 mecanismo que 0s
pSe em acgcdo é o mesmo.

Ja Quételet, o grande estatistico belga, acreditava
na universalidade da lei exponencial, a considerava
como «uma norma a qual a experiéncia deve necessa-
riamente se submeter».

Na anélise encontra-se a funcdo de Mittag Leffler:

X X X
2% (X)- 1+ - + - + - 4+ »,
. 2a pa
Ora, para *—1, ela da:
X X ! X
i r2 r oo -

gue nao é sendo a funcdo exponencial e* em série.

Dai, as oportunas palavras de Buhl, de Toulouse,
em seu Curso de Analise :

«Sendo dada a imensa importancia da exponencial,
é de admirar que a fungdo Ea. (x) ndo tenha até aqui
encontrado uma multiddo de aplicacdes mais ou me-
nos de igual importancia. Todavia, para a=1/2]j
seu papel, no calculo das probabilidades, é ja grande
e tem sido assinalado».

Coube ao Prof. Francisco de Oliveira Castro, da
Escola Nacional de Engenharia (Rio de Janeiro,
Brasil), achar, no campo das ciéncias fisicas, a pri-
meira aplicacdo da funcdo E% (x), de Mittag Leffler.

Vejamos.

O técnico Bernard Gross, do Instituto Nacional de
Tecnologia, fez cuidadosos estudos sobre «asproprie-
dades fisicas dos dieléctricos reais».

Em uma das suas comunicagfes sobre o assunto a
Academia Brasileira de Ciéncias, ele estuda o «con-
densador anémalo no campo alternado» (Anais, 937
e 938).

Os condensadores, quando submetidos a tensdes al-
ternadas, tém a sua capacidade e condutibilidade va-
riando com a frequéncia.

E, como se vé de pronto, grande a importancia
técnica desse fenomeno.

Gross achou que, durante os periodos de descarga
ou regeneracdo, a diferenca de potencial D (t), exis-
tente entre as armaduras de um condensador anémalo,
deve satisfazer a equacdo integro-diferencial :

U rdU , .
N<-*>* 4+« («>-0,

-
nre'J
(6]
onde C representa a capacidade do sistema, R a re-
sisténcia final do mesmo, @(t) a funcdo hereditaria)
lo(t) a intensidade da corrente anémala proveniente
das variagOes de tensdo.

A integracdo rigorosa da equacdo funcional de
Gross, foifeita por Oliveira Castro, seguindo a teoria
das equacgles integrais de Volterra.

Considerando dU\dt como incégnita, reduziu Castro
a integracdo daquela equacdo funcional a do uma
equagdo integral de Volterra de 2.* espécie, cujo na-
cleo é uma funcdo das conhecidas pela denominacdo
de «funcdes de classe a».



Aos nucleos dessa forma se aplicam os métodos de
integracdo de Volterra.

A solucdo da equacdo funcional de Gross se reduz,
obtida a solugdo da equacdo de Volterra, a uma sim-
ples quadratura.

Esse o caminho seguido por Oliveira Castro (Anais
da Academia Brasileira de Ciéncias, Tomo XI,
1939, n.» 2).

No caso de interesse teérico, do condensador ané-
malo perfeitamente isolado, faz-se M tender para oo.

Assim, o termo U/M desaparece da equacdo fun-
cional em questdo, e o nucleo resolvente da equagéo
integral de Volterra se simplifica, apresentando no-
tavel relacdo com a fungdo de Mittag-Leffler.

Seguindo a memoéria de Oliveira Castro, p(t) se
exprime pela funcdo de Schweidler:

@M= - a(@<a<l), (fj>0);
para simplificar pbe-se k=$M ,p=l—a,\ = [/MC,
K@zt =X[1+ k(t-n)j)-11,
f{t) [IU<f>)+H(H)/C].

Assim, a equacdo de Gross torna-se,fazendo dUjdt=

FWHF*tEK (T, t)d. =f(t).
0

E a equacdo integral de Volterra de 2." espécie; a
fungdo k(7.i) é o nlcleo dessa equacdo integral.

Equivaléncia

por José

Em 1900, entre os célebres 21 problemas de Paris,
propoz Hilbert a seguinte questéo :

Todos os poliedros de igual volume sdo equivalentes ?

A equivaléncia aqui era entendida no seguinte sen-
tido : dois poliedros dizem-se equivalentes se épossivel
decompo-los em poliedros elementares congruentes entre
si dois a dois.

Como se sabe, o problema andlogo no plano é sem-
pre sollvel, isto é, dados dois poligonos de igual area
é sempre possivel decomp6-los em poligonos elementa-
res (em particular tridngulos) congruentes entre si
dois a dois.

E baseado nesta propriedade que se pode construir
uma teoria das &reas dos poligonos planos sem recor-

do Silva

GAZETA DE MATEMATICA

Iterando os nucleos, tem-se:

t
JTlw (t, 1) —jf K™'> (T,») K (s

T

,tds.

®
yi K™ (T,t) converge absoluta e uniformemente em
h=f

t, para uma funcdo S (t,i), continua em £, que é
0 ndcleo resolvente da equagdo integral.

No caso do condensador andmalo perfeitamente iso-
lado, o nlcleo resolvente da equagdo de Volterra é:

G=1+S5 -,

r sendo a fungdo euleriana de 2.* espécie e pondo,
para simplificar,

Ora, a fungdo E% (X), de Mittag Leffler, nos da:

«SO’ («et+ 1)

Portanto : B=E, (-X) .

Essa a relagdo entre (V) e G entre a fungéo
de Mittag Leffler e o nacleo resolvente da equacdo de
Volterra para o caso considerado dos fendmenos fisicos
dos dielétricos reais.

A fisica dos dielétricos reais se comporta, pois,
segundo a estrutura analitica da fungdo de Mittag
Leffler.

de poliedros

Paulo

rer aos métodos infinitesimais. No espago no entanto
todos os esforcos do subtil espirito grego falharam na
resolucdo de problema analogo para os poliedros.

Em 1896, M. J. M. Hill, professor de matematica
do University College de Londres, publicava nos Pro-
ceedings of London Mathematical Society, vol. XXVII,
o artigo : Determinacdo do volume de certas espécies de
tetraedro® sem o emprego do método dos limites, que veio
p6r outra vez o problema que preocupara os gregos
e que o calculo infinitesimal tinha, mais ou menos,
colocado em plano apagado. Este artigo de Hill vem
dar relevo ao problema posto por Hilbert.

Foi M. lJehn, discipulo de Hilbert, quem, em 1902,
nos Math. Ann. 55, pp 465-468, dou solucdo negativa
ao problema. Demonstrou entdo que existem poliedros
com 0 mesmo volume que ndo sdo equivalentes.
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A sua demonstracdo é complicada, e nem mesmo as
demonstragées simplificadas de Kagan e de Amaldi
sdo elementares.

Em 1925, na Revista Mateméatica Hispano-Ameri-
cana, Rey Pastor publicou ademonstracdo que a seguir
se da que é de facto acessivel e sem dlvida muito
mais simples que qualquer das anteriormente citadas.

Iremos entdo demonstrar o teorema de Dehn:

aSe dois poliedros P e P' sdo equivalentes entdo as
somas das medidas dos seus diedros, alguns dos quais
serdo, eventualmente, contados um certo nimero de vezes,
diferem de um numero inteiro de angulos rasos.

Para isso consideremos primeiro uma generalizagao
dos conceitos de poligono plano e de poliedro. Chama-
remos ainda poligono plano aquele que tenha dois ou
mais lados contiguos em linha recta e poliedro o que
tenha duas ou mais faces contiguas sobre o mesmo
plano ou duas ou mais arestas contiguas sobre a
mesma recta. Assim se, por exemplo, intercalarmos
num lado dum tridngulo um novo vértice obteremos
um quadrilatero com um angulo raso. Do mesmo
modo se nas arestas de um poliedro se intercalam
novos vértices obtém-se um poliedro generalizado
com o mesmo numero de faces mas mais arestas e
vértices que o primeiro; e se numa face se inter-
cala um vértice que se une com dois ou mais vértices
dessa face, obtém-se um poliedro com mais faces,
arestas e vértices e no qual alguns diedros sao rasos.
Mas deve-se notar desde ja que a formula de Euler
para os poliedros convexos (F + V= A + 2), bem como
0 teorema : a soma das medidas dos angulos internos
dum poligono plano de o lados éigual a (n—2) angulos
rasos, para os poligonos simples, sdo validos para
estes poliedros e poligonos generalizados daqueles.

Para os poligonos o facto é imediatamente visivel.
Para os poliedros verifiquemo-lo em casos particula-
res. Consideremos um tetraedro em cada aresta do
qual se intercala um novo vértice ; teremos entdo 10
vértices, 12 arestas e 4 faces. Se considerarmos um
cubo e em cada uma das faces intercalarmos um vér-
tice que % une com todos os vértices dessa face
obtém-se um poliedro generalizado com 24 faces, 14
vértices e 36 arestas, existindo 24 &ngulos diedros
rasos. Em qualquer destes dois exemplos a férmula
de Euler é verificada.

Consideremos agora dois poliedros P e P' equiva-
lentes, isto €, tais que

P=Pi +P,, e P'=P+Pi,
de tal modo que P—P- para todos os valores de i,
quere dizer, de modo que os poliedros componentes
P. e P- sejam congruentes entre si dois a dois.

Consideremos um qualquer poliedro componente de

+ P +--- + -+ P,

P, por exemplo Pj . Os poliedros contiguos a Pi na
decomposicdo de P tem alguns vértices e arestas que
coincidem com os de Pj, ou situados nas arestas ou
nas faces de Pj; todos estes vértices o arestas o0s
agregamos a Pj formando assim um poliedro genera-
lizado. Analogamente completaremos P\ com os vér-
tices e arestas dos poliedros que lhe sdocontiguos na
decomposicdo de P'. Os poliedros Pj e P', que eram
congruentes deixardo, em geral, de o ser depois de
lhe agregarmos o0s novos vértices e arestas, pois dei-
xardo de ter igual nimero de vértices, de arestas e de
faces. Pode no entanto restabclecer-se a congruéncia
intercalando em cada um deles os vértices e arestas
novos que correspondem ao outro. Se assim proceder-
mos para todos os pares de poliedros componentes
de P e P' conseguiremos uma decomposi¢cdo em que
os poliedros contiguos tem arestas comuns completas.

A fig. 1 representa um caso muito simples no qual
se p6bem em evidéncia, nos poliedros componentes os
0s Vvértices e arestas que se agregam a cada um.

Como cada poliedro P, tem todos os seus diedros
iguais aos diedros de P\ asoma dos diedros dos polie-
dros Pj éigual a soma dos diedros dos poliedros P\.

Consideremos entdo o poliedro P.

As arestas dos seus poliedros componentes P, sdo
de trés classes: a) arestas que pertencem a uma ares-
ta de P; b) arestas situadas emfaces de P; c) ares-
tas situadas no interior de P.

Para cada aresta do tipo a) a soma dos diedros dos
poliedros P, a que pertencga é precisamente o diedrode P
(veja fig. 2 aresta AB ou CD) e este diedro aparecera
contado tantas vezes quantas as arestas elementares
gue, componham a aresta de P.

Para cada aresta do tipo 6) [por exemplo EF na
fig.2], a soma dos diedros dos poliedros P, a que a
aresta pertence é um angulo raso.

Finalmente para cada aresta do tipo c) [por exem-
plo GH na fig. 2] a soma dos diedros, dos poliedros
componentes aos quais a aresta pertence, é igual a
dois angulos rasos.



Daqui resulta que a soma dos diedros dos poliedros
componentes P. é igual a soma dos diedros do polie-
dro total P (eventualmente repetindo-se algum diedro
varias vezes) mais um nimero inteiro de angulos rasos.
Quere dizer, as duas somas sdo congruentes para o0
moédulo ir.

-1

Fig. 2

Coisa analoga se passa com o poliedro P' e seus
componentes P\

Da congruéncia dos poliedros P, e P\
imediatamente por transitividade o teorema.

Como aplicacdo demonstremos que o tetraedro
regular ndo é équivalente a um cubo de igual volume.

De facto a soma dos diedros dum tetraedro regular,
repetindo-se eventualmente alguns deles, é K-a,
onde a é tal que tga=7/8 e K um inteiro, e a soma
dos diedros do cubo, algum repetido eventualmente,
é K' *nji ; entdo pelo teorema de Dehn sera

resulta

Uma aplicacao

ao problema das

por Fernando

O estudo da influéncia electrostatica exercida por
uma carga pontual Q sobre um condutor esférico
ligado ao solo (quando mergulhados num dieléctrico
de constante dieléctrica €) levou Kelvin a substituir
a esfera condutora por uma esfera do mesmo dieléc-
trico, na qual determinaria a posicdo de uma outra
carga pontual Q' (imagem eléctrica da primeira) tal
gue fosse nulo o potencial devido a Q e Q' em todos
os pontos da esfera (visto que se supde ligada ao solo).

Designando por p e q as distancias de um ponto P
da esfera a Q e Q', respectivamente, deve ter-se por-
tanto

Q of ., Q' q
1 =0 ou =
*J> e? Q p

da Geometria
imagens

R. Dias Agudo
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K3 =K «ir/, (modir)
donde
tg Kx = tg (/T-ir/2)
ou se for KjK' =pjg (p e g primos entre si) sera
tg_pa = tgg*' * */2.
Mostremos que esta igualdade é impossivel.
se sabe

Como

e como tga=-\/8 sera

Entdo se q é par tgpa=tgqe 7v/2=0 donde

e portanto p=8 , o que éimpossivel visto p e q serem
primos entre si.
Se q é impar entdo tgp« =tgq-/2=f 00 e por isso

igualdade manifestamente impossivel.

E entdo impossivel decompor o tetraedro regular e
0 cubo de igual volume, em poliedros elementares con-
gruentes entre si dois a dois, o que resolve pela nega-
tiva o problema de Hilbert.

Projectiva
eléctricas

(Assistente do I. S. Al

e o problema que se pde é o de saber se sera de facto
possivel encontrar uma carga Q'que verifique a rela-
¢cdo anterior para qualquer ponto da esfera.

Raciocinando para a sec¢do determinada por qual-
quer plano diametral que passe por Q, a Geometria
Projectiva responde-nos afirmativamente, uma vez
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que o lugar geométrico dos pontos do plano cujas
distancias a dois pontos fixos estdo numa razdo cons-
tante é precisamente a circunferéncia de centro O cujo
diametro AB divide harmonicamente o segmento Q' Q
dos dois pontos fixos (circunferéncia de Apolonio).

E de (AB Q'Q)~—1resulta ainda, como se sabe
do estudo das pontuais harménicas, OB'=-0Q', 0Q =
—d' d, donde d'=r<d .

Em particular,

AQ rA-d” (i +rjd) r
AQ r+d d(t+rfd) d°
e, por conseguinte, Q'=— Qrjd.

Obtém-se assim o valor e a posigdo da carga Q'
gue, juntamente com Q, permite calcular o campo e
0 potencial em todos os pontos do dieléctrico exte-
riores a esfera condutora.

ASTRONOMIA

O PRETENSO PROBLEMA DA HORA NA ACTUALIDADE

O astrénomo nédo terd possibilidade, por muito tempo ainda, de reconhecer sequer
esse milésimo do segundo que dizem ter-lhe oferecido a Radiotécnica

por A. Baptista

Inicia-se entre noés, segundo parece, a propaganda
entusiastica da obtencdo radio-astronomica do milé-
simo do segundo. Diz-se, e escreve-se mesmo, mercé
provavelmente de influéncias estrangeiras mais ani-
mosas e por isso menos reflectidas, ou, talvez melhor,
por errada interpretacdo do que se tem dito e escrito
la por fora, que em matéria de determinacao e conser-
vacdo da hora entrdmos na era do milésimo do segundo —
tal qual se disse da bomba atémica.

E isto se afirma porque possuimos, também se diz,
um guarda-tempo, o relégio de quartzo, que nos
garante esse milésimo na sua preciosa marcha e porque
os astrénomos melhoraram consideravelmente os seus
instrumentos de observacdo e estdo hoje de posse de
um novo registador do tempo de extraordinaria preci-
sdo e... velocidade porque nele o segundo tem meio
metro de comprimento.

Com estas razBes se procura, em conferéncias, nos
jornais e em revistas técnicas, interessar professos e
entusiasmar leigos, prometendo a estes o milésimo do
segundo — aqueles seria menos facil — como se da sua
posse pudesse resultar-lhes uma melhoria certa das
condigdes de vida.

N&o podemos concordar com a afirmacdo e dizé-
mo-lo com magoa porque a aquisicao real do milésimo
do segundo seria certamente de incalculavel valor na
investigacdo astronémica e, segundo parece, na Fisica
Electronica moderna.

E nédo podemos concordar porque as razdes apresen-
tadas ndo bastam para nela crermos e é até a afirmacao
contraria — estamos longe, ainda, de atingir  artronb-
micamente o milésimo do segundo — que nos conduz
a analise fria do conjunto de tudo quanto possa influir
na determinacdo exacta da hora; além do que se nos

dos Santos (Asfrénomo de /." classe do Observatério

Astronémico de Lisboa)

afigura bem discutivel, por enquanto, que os astro-
nomos tenham melhorado consideravelmente os instru-
mentos de observagao.

Em poucas e por outras palavras poderiamos
apresentar as razdes da nossa discordancia se nos
dirigissemos apenas aos da especialidade, mas, porque
0 assunto é ja do dominio publico nacional e nos parece
facil expd-lo de modo que todos o entendam, para todos
escrevemos na esperancga de que seremos compreendidos.

Coube sempre ao astrénomo, em todos os tempos,
a determinacdo exacta da hora porque so ele sabe e
pode ler o padrdo classico de medida do tempo, esse
gigantesco rel6gio natural que é a Terra animada do
seu movimento de rotacéao.

A Mecanica ensinou-lhe que este movimento seria
rigorosamente uniforme — condicdo indispensavel a
um padrdo de medida do tempo —se a Terra fosse um
solido perfeitamente livre e invariavel ; e se ele sabe,
por consideracBes também de ordem mecanica, que
esta Gltima condicdo se ndo pode realizar rigorosa-
mente, a verdade é que determinados os defeitos de
uniformidade, por comparagdo com outros relégios
naturais — os movimentos dos planetas em torno do
Sol—, os valores obtidos nédo justificam o abandono
do padréo.

A condi¢do de uniformidade ndo tem sido coisa que
possa estabelecer-se por absoluto no laboratério e,
deste modo, qualquer relégio construido pelo homem
s6 tem sido considerado uniforme se, em relacdo ao
padrdo natural, ele se atrazar ou adiantar sempre da
mesma quantidade em intervalos de tempo iguais.



Por bom ou mau que seja esse reldgio, garanta ele
ou ndo o desejado milésimo do segundo, o Gnico meio
de o reconhecer astrondomicamente, isto é, de conhecer
0 seu estado em varios instantes e dele deduzir a sua
marcha — respectivamente a correc¢do que é necessario
fazer a leitura do seu mostrador para obter a hora
exacta e a quantidade de que ele se adianta ou atraza
diariamemente — tem sido sempre o da sua comparagdo
com o padrdo natural.

Nessa indispensavel comparagdo o astronomo tera
de fazer a leitura deste padrdo cujo mostrador é a
esfera celeste e em que o ponteiro em qualquer lugar
da Terra é o seu proprio meridiano. As zero horas
sdo por convengdo indicadas no mostrador por um
ponto notavel da esfera celeste, o equinécio vernal, que
ndo é absolutamente fixo mas de que o astrénomo
conhece as leis do movimento, podendo, assim, deter-
minar a sua posicdo em qualquer instante.

Quando em qualquer lugar da Terra o seu meridiano
coincidir comoequinécio vernal serdo zero horas nessse
lugar ; em qualquer outro momento a hora do lugar
serd o angulo horario do equinécio vernal, isto é, a
sua distancia angular ao meridiano, exactamente como
no mostrador do nosso relégio da sala de jantar se ele
sO tivesse o0 ponteiro das horas —distadncia angular
do ponteiro as zero horas W.

Mas porque é incomodo um mostrador com uma sé
hora marcada e porque o equindcio vernal, ndo tendo
existéncia real, ndo é um ponto visivel que possa
observar-se directamente, o astrénomo adoptou outros
bem visiveis que a natureza se encarregou de distri-
buir profusamente por toda a esfera celeste, as estrelas,
cujas distancias a esse ponto notavel das zero horas
— distancias angulares na direc¢do do movimento da
Terra —ele mediu com o rigor que poude e vem acer-
tando dia a dia. A esta distdncia chamou «ascensdo
rectav e ela serd a hora dum lugar quando a estrela
respectiva coincidir com o seu meridiano, porque, evi-
dentemente, nesse momento a ascensdo recta da estrela
sera igual ao angulo horario do equinécio vernal.

Cada estrela indicara, assim, no mostrador a hora a,
designando por esta letra grega a sua ascensao recta.
O meridiano néo é, igualmente, uma linha real e ja
por isto ja& porque o observador tem fraca sensibilidade
visual para determinar com perfeitaexactiddo, a vista
desarmada, o momento da coincidéncia, ele serve-se,

(I) Nao é por esta hora a que chamamos uhora sideral», das
estrelas, que regulamos a nossa vida civil. Esta e regulada pola
«hora solam em que a referencia é o Sol, mas o astrénomo sabe
passar daquela para esta em qualquer instante. O padrdo 6 o
mesmo, a rotacdo da Terra, mas tem dois mostradores o se 0
astronomo |é aquele e nao este é porque isso lhe 6 mais facil
e a leitura mais rigorosa.
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na observagdo, dum instrumento provido dum 6culo
cujo eixo Optico deveria descrever rigorosamente o
meridiano. Este absoluto rigor nédo é, porém, possivel
na pratica e, assim, o instrumento mantém sempre uma
certa distdncia ao meridiano quo 6 uso designar por
«angulo horario do instrumento» e que o astrénomo
procura conhecer com a mais perfeita exactidao.

A hora do lugar de observacdo, em dado momento,
serd, portanto, igual a ascensdo recta da estrela que
nesse momento cruza o meridiano do instrumento
somada com o angulo horario deste meridiano ou dele
subtraida conforme o instrumento estiver a oeste ou
a leste do meridiano verdadeiro, visto que a Terra
gira de oeste para leste em torno do seu eixo.

Assim se 1& o relégio padrdo. E para o comparar
com outro cujo estado queiramos conhecer basta ler este
ao mesmo tempo, O que se consegue COmM O rigor neces-
sario registando o momento em que sa faz a leitura
do padrdo num aparelho cronografico que marque os
segundos do relégio a comparar.

° *

Vejamos que rigor poderemos esperar nesta compa-
ragao.

A exactiddo da hora lida no padrdo depende, como
se Vvé, da exactiddo com que sdo conhecidos o angulo
horario do instrumento e a ascensdo recta da estrelaj
e ainda, evidentemente, do rigor com que o observador
apreciou 0 momento da coincidéncia na leitura do
padrao.

Os astrénomos tém procurado desde sempe melhorar
0 instrumento e os métodos de observacdo de modo a
obterem com o mais perfeito rigor o angulo horéario
daquele e o momento exacto da coincidéncia.

Muito se tinha ja conseguido neste ponto mas a
ansia de atingir a perfeigao fez-nos aparecer na Amé-
rica, ha uns dez anos, um novo instrumento — ou me-
lhor, uma adaptacdo ao servigo da hora de um instru-
mento destinado até entdo s6 a determinacdo da
latitude, o Tubo Zenital (-) — que de novidade s6 tem
o registo fotografico da imagem da estrela utilizando
um processo engenhoso, mas de eficiéncia pratica
ainda duvidosa, que dispensa a intervencdo do astré-
nomo na observagdo, eliminando, assim, o0 seu erro
pessoal. Procede-se com ele de modo a eliminar tam-
bém o efeito do seu angulo horario, mas 0s processos
usados sdo os classicos, um dos quais, 0 da inversao
do instrumento nas observacdes meridianas, se deve
aumportugués, ofalecido almirante Frederico Augusto
Oom, primeiro director do Observatério da Tapada.

(9 Ha cerca dum ano nao havia ainda na Europa um Unico
destes instrumentos.
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Neste instrumento, a que poderemos chamar o ins-
trumento moderno, puzeram os «milesimistas» todas as
suas esperancas e nos poderiamos admitir com o
Sr. J. Tinoco, distinto astrénomo do Pais vizinho, um
dos que no-lo descrevem e que dele nos faz a justa cri-
tica, que o erro a esperar, usando-o na leitura do pa-
drdo, é de um centésimo do segundo por cada obser-
vagdo isolada de uma estrela —isto, 6 claro, em
condi¢des ideais de perfeicdo instrumental que ndo
foi ainda possivel obter inteiramente na pratica. Mas
por comodidade nossa e do leitor e porque desejamos
falar, apenas, daquelas causas de erro de que pouco
ou nada se tem dito e que reputamos de muito maior
importancia, vamos supor nulo aquele érro : o instru-
mento € rigorosamente  perfeito.

Fica-nos, portanto, apenas o érro da ascensdo recta.

Ora, é do conhecimento de todos os que observam
e sabem interpretar os resultados da observacdo que,
ndo obstante esse ja tdo longo e continuado trabalho
dos astrénomos de todo o Mundo, dispendido durante
muito mais dum século em acertar as ascensdes rectas
das estrelas, elas ndo sao ainda hoje conhecidas com
perfeita exactiddo ; mesmo as daquelas estrelas de
posi¢des mais rigorosas que designamos por funda-
mentais. O seu érro sobe a alguns centésimos do
segundo, por vezes ao décimo. E note o leitor que
isto se reconhece, em qualquer observatorio, mesmo
com aqueles instrumentos e aquelas péndulas que a
moda, e ndo a razdo fundamentada, entende dever
agora substituir.

Mas nem s6 da experiéncia, da observagdo, nos pode
advir aquele conhecimento. Pode toma-lo quem quizer
consultando o Fk$, a efeméride de fundamentais por
exceléncia : na Gltima coluna de cada uma das paginas
gue centém as posi¢0es médias das estrelas para o
coméco do ano, esse encontrard os érros provaveis
dessas posicdes, e embora estes nimeros ndo sejam de
modo algum a medida da exactiddo daquelas posi¢des
mas tdo somente indiquem a precisdo das observacdes
que lhes deram origem, precisdo essa que diminui de
ano para ano devido a incerteza, no conhecimento dos
movimentos proprios, por eles se podera ja formar
uma ideia.

O erro cometido na determinacdo da hora seria,
assim, exactamente o da ascensdo recta, alguns centé-
simos do segundo, mais raramente o décimo, se fosse
observada apenas uma estrela ; mas o astronomo
observa sempre mais e o érro da média é menor.

A teoria dos erros ensina-nos que o seu valor é o
quociente do erro duma observacdo simples pela raiz
guadrada do numero total das observacdes. Se, por-
tanto, na medida duma grandeza uma sO observacao
no-la der com um certo erro e quizermos obté-la com
um érro dez ou vinte vezes menor teremos que a medir

cem ou quatrocentas vezes e tomar a média das medi-
das simples.

Procuremos entdo determinar o nimero de estrelas
gue seria necessario observar para obter a hora com
o erro de um milésimo do segundo apenas.

Admitamos, para isso, que 6 em média de trés cen-
tésimos do segundo o valor absoluto da correc¢do que
necessita cada uma das ascensdes rectas de um grande
grupo de estrelas e que as correcgdes se distribuem
por elas segundo as leis dos érros acidentais de modo
a podermos, legitimamente, aplicar-lhes a teoria dos
érros. Por ela se sabe que o érro provavel duma obser-
vacdo simples é aproximadamente igual a média dos
érros e esta é exactamente igual a trés centésimos do
segundo, ou sejam trinta milésimos. Se quizermos
obter a hora com o érro de um milésimo do segundo,
trinta vezes menos do que aquele, teremos que observar
novecentas estrelas visto que trinta é exactamente a
raiz quadrada de novecentos.

O leitor viuja, certamente, como isto seria impra-
ticdvel: novecentas estrelas, com o intervalo de quatro
minutos, apenas, entre duas consecutivas, levariam
sesenta horas seguidas a observar ; o dia s6tem vinte
e quatro e dessas vinte e quatro sé sdo Uteis para a
observagdo das estrelas aquelas em que o Sol esta
abaixo do horizonte.

Tomemos pois um grupo mais modesto : dezasseis
estrelas, por exemplo, que é o nimero indicado para
a observagdo com o instrumento moderno

A hora obtida pela sua média virda com o erro de
sete ou oito milésimos do segundo — cociente de trinta
por quatro —e ai temos ja um erro da ordem do cen-
tésimo do segundo.

Abandonemos agora as condi¢0es ideais, em que nos
colocamos, de obedecerem as correcgdes as leis dos
erros acidentais —num pequeno grupo de estrelas é
pouco provavel que isso suceda.

A aplicacdo da teoria dos erros néo é ja legitima,
deixando de ter significacdo o numero que por ela
acabamos de determinar. A média das observacdes
aparecer-nos-a, entdo, com um erro ja de aspecto sis-
tematico que é, evidentemente, igual a média das cor-
reccdes (afectadas do seu sinal, positivo ou negativo)
e se aproximara tanto mais do valor médio absoluto
gue adoptamos (trés centésimos do segundo) quanto
maior for a disparidade entre o nimero das estrelas
cujas ascensdes rectas requerem correcgfes positivas
e o das que requerem correcgdes negativas.

Logo, a inexatiddo das ascensfes rectas, e so ela,
introduz na determinacdo da hora um erro compreen-
dido entre um e treés centésimos do segundo.

E esta a primeira causa de erro em que nao falam,
pelo menos em Portugal, os propagandistas do milé-
simo.
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Mas ha& ainda outra e essa de maior gravidade.

O observador —Perddo! O instrumento moderno
guando estiver, com eficiéncia, em uso. —tem na
atmosfera da Terra um inimigo até agora irredutivel
gue caprichosamente, sem lei, ou, pelo menos, segundo
lei que os astronomos ainda desconhecem por absoluto,
lhe falseia a observagdo das coincidéncias, desviando-
lhe para um e outro lado da sua posicdo verdadeira
a direcgdo cm que é vista a estrela.

Quero referir-me as refraccdes laterais na direcgao
do parelelo : a cintilacdo paralactica e as refraccdes
acidentais.

A primeira traduz-se por uma vibragdo da imagem
da estrela, de pequena amplitude e curto periodo, de-
vida a agitagdo das camadas altas da atmosfera. Por
ser de periodo bastante curto, é de pequena impor-
tancia visto que na observacdo de uma estrela se fa-
zem sempre véarias coincidéncias e a sua média vem
praticamente isenta dos desvios por ela provocados.

As segundas d&do origem a deslocamentos da ima-
gem da estrela, para um e ontro lado, da ordem do
décimo do segundo e de periodo compreendido entre
quinze e vinte segundos. Tém explicacdo na forma
ondulada, e ndo perfeitamente esférica, das superficies
de separagdo das camadas baixas da atmosfera de den-
sidades diferentes.

Estas sdo ja de grande importancia na observacao
porque, sendo o seu periodo de quinze a vinte segun-
dos, ndo é a média de algumas coincidéncias que con-
segue eliminar completamente os seus efeitos; mas
se aquela ondulacdo é larga e teimosamente se man-
tém sem mudanca de forma por largo tempo, arefrac-
cdo perde o caracter acidental e passa a ser constante,
0 que é pior porque desvia da mesma quantidade e
no mesmo sentido todas ou grande parte das estrelas
a observar.

E aqui temos, entdo, outro erro inevitavel que pode
atingir o décimo do segundo e que, como o da ascen-
sdo recta, nenhum instrumento, moderno ou antigo,
consegue eliminar.

Neste também néo falam os entusiastas do milésimo.

Estabelecido, portanto, como parece ter ficado, que
a leitura do padrdo se ndo pode fazer com precisdo
muito superior a alguns centésimos do segundo —
— apenas um ou dois centésimos quando nos sai a
sorte grande por ter a atmosfera da Terra assinado
conosco tréguas momentaneas — procuremos, agora,
determinar a marcha dum cronometro—do rel6gio
de quartzo, por exemplo, que, se nao estamos em erro,
conta ja& um quarto de século de existéncia nao obs-
tante s6 agora se lhe reconhecerem as virtudes todas.

Para o fazermos, teremos de o comparar com o pa-
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drdo polo menos duas vezes, uma no principio e outra
no fim dum certo intervalo de tempo. Admitamos
gue é de cinco centésimos do segundo o erro cometido
na leitura do padrdo em qualquer das comparagdes.

O erro do intervalo de tempo medido, quer ele seja
grande quer seja pequeno, —diz-no-lo a teoria dos
erros — é aproximadamente de sete centésimos do se-
gundo, para mais ou para menos.

Se, por simplicidade de racioninio, supozermos ainda
gue 0 nosso cronometro é rigorosamente uniforme e
que é nula a sua marcha em relagdo ao padrdo, que
nos levara, nao obstante, a dizer dele aquele erro come-
tido ?

Como em astronomia é o resultado da observacao
que faz fé, se erramos para mais diremos que ele se
atrazou de sete centésimos do segundo naquele inter-
valo de tempo ; se para menos, que ele se adiantou
dos mesmos sete centésimos.

Se o intervalo medido for pequeno, menor do que
vinte e quatro horas, da sua medida deduziremos
uma marcha didria superior a sete centésimos do se-
gundo, positiva ou negativa.

Se o intervalo forgrande, de setenta dias, por exem-
plo, poderiamos dizer que o nosso cronometro se atra-
zou ou se adiantou de um milésimo do segundo por
dia. Mas teremos a certeza de que ele assim marchou
regularmente durante todo o intervalo ?—Pode ter
tido irregularidades da ordem do segundo e de curto
periodo sem termos dado por elas ; e se para o reco-
nhecermos medirmos, a seguir, um intervalo menor,
cometeremos um erro da mesma ordem e teremos de
concluir que deve ter havido irregularidades porque
a marcha do cronometro é agora muito diferente.

Mas admitamos que a fé no nosso relégio é grande :
conhecedores como somos, do que é precaria a preci-
sdo da leitura do padrdo, chegados que fomosa deter-
minacdo de um milésimo do segundo para a sua mar-
cha diéria, ndoprocuraremos irregulari lades medindo
intervalos menores e adoptaremos o sistema de obser-
var somente de setenta em setenta dias, isto é, ape-
nas cinco vezes por ano. Deste modo determinaremos
sempre 0 milésimo do segundo para marcha diaria do
nosso cronometro, umas vezes positiva, outras vezes
negativa, segundo as leis do acaso.

Sera isto que nos permite afirmar que entramos na
era do milésimo do segundo ? Se é, ja l4 entramos
muitas vezes e desde ha muito, com aquelas péndulas
e aqueles instrumentos velhinhos que ha no Observa-
tério da Tapada: ali verificAmos nos, ha dias, que o
astrénomo encarregado das observagbes de tempo—
por sinal o Director — obteve uma diferenga de dois mi-
lésimos do segundo na medida de um intervalo de
sete dias ; desta vez entrou ele na era dos trés déci-
mos milésimos do segundo.



GAZETA DE MATEMATICA

Mas voltemos ao nosso raciocinio. Admitamos que
na medida do primeiro intervalo de setenta dias de-
terminamos, pela observagdo, a marcha positiva de
um milésimo do segundo para 0 nossoO cronometro;
ele atraza-se, portanto, diariamente de um milésimo
do segundo. Como sé voltaremos a observar passados
outros setenta dias, o estado do cronometro durante
o intervaloseguinte ter4 de ser determinado por extra-
polacéo e para o obtermos em certo dia n6 somaremos
um milésimo do segundo ao do dia anterior. Imedia-
tamente antes da observacdo seguinte nés teremos
adicionado setenta milésimos ao estado determinado
pela observagdo anterior. Se na medida do segundo
intervalo tivermos errado da mesma quantidade e para
menos, como é natural segundo as leis do acaso, ve-
rificaremos que o estado determinado por extrapolacao
requer a correcdo de dezassete centésimos do segundo.

Quer dizer: a observagdo indica-nos que tinhamos
o relégio errado de cento e setenta milésimos. Que
isto nos suceda irremediavelmente em plena era do
milésimo é coisa que ndo cabe na cabeca de ninguém.

E afinal, todas estas conclusbes sdo ilusorias por-
gue de antemdo supozemos que é nula a marcha do
cronometro.

Conclusdo real, verdadeira, s6 pode ser esta: No
estado actual da Astronomia c impossivel reconhecer pela
observagdo que as irregularidades da marcha dum cro-
nometro s@o da ordem do milésimo do segundo.

E por muito tempo ainda se manterda a situacdo

visto que a revisdo das ascensdes rectas e a determi-
nacdo rigorosa dos movimentos proprios das estrelas
nao é tarefa de meia dizia de anos. Quanto arefrae-
cdes laterais cremos bem que nem mesmo se sabe por
onde se lhes pegar.

O problema da hora na actualidade é, pois, o de on-
tem e serd o de amanha porque ndo sdo o relégio de
guartzo e o instrumento moderno que lhe dao a solu-
cdo.

Como é entdo que eom tanta facilidade e conviccédo,
gue s6 o entusiasmo irreflectido pode justificar, se
afirma que entramos na era do milésimo do segundo ?

Haverd algum processo alheio a Astronomia, pro-
cesso de laboratério que desconhecamos, que permita
reconhecer a rigorosa uniformidade do reldgio de
guarto e determinar rigorosamente a sua marcha em
relacdo a rotagdo da Terra, ja que por esta temos re-
gulado o calendéario e a nossa vida toda? Dispensa
de facto esse relégio o «controle» da Astronomia?

Em caso afirmativo, parece naturalmente indicado
0 abandono do padrdo cléassico e a sua substituicdo
pelo padrdo de laboratério. Mas havera alguém que
se atreva a fazé-lo sem recear seriamente ter de cons-
tatar, passado algum tempo, que, por exemplo, o dia
de S. Martinho indicado pelo seu padrédo lhe cai exac-
tamente em verdadeiro |°.de Dezembro de tdo grata
comemoracdo para 0s portugueses ?

Lisboa, Maio de 1948.

PEDAGOGIA

INSEGNARE COSE VECCHIE

di Umberto

Da tempo lo spirito dogmatico, che aspirava a fare
del sapere una collezione di «nozioni», & stato detro-
nizzato. Noi cerchiamo di cogliere le dottrine ed i
fatti nellaloro genesi e nel loro significato. La storia,
la poesia, la filosofia, vogliamo studiarle al vero,
cogliendone i valori nel loro stesso prodursi, nelPatto
Gnico e —in certo senso — supremo in cui si formano,
e prendono vita, e parlano al nostro spirito. Ne é da
rimproverare ai docenti di mateméatica di rimanere
indietro in questo moto delia coscienza moderna. Ma
qua e la, nella mateméatica come in ogni altro domi-
nio dei sapere, vi sono ancora «nozioni» cosi sempliei
e di cosi scarso rilievo — vere cenerentole delia
scienza —che passando accanto ad esse noi non vi
gettiamo piu di uno sguardo sbadato, per puro
obbligo diufficio.

IN MODO NUOVO

ForH (Milano)

Se una volta perd, noi ci soffermiamoa pensarle,
anche queste nozioni ci appaiono interessanti, e presto
osserviamo che esse sono tanto vive quanto altre, a
cui siamo soliti dedicare meno affrettata eonsidera-
zione. Ma per le piime occorre propiziareil génio delle
piccole cose, se non addirittura quell'esprit des infini-
ments petits che un Ministro poco benevolo rimpro-
verava al grande Newton. E noi lo propiziamo volen-
tieri a favore di un vecchio e modesto argomento:
11 quadrato dei bindmio. La prima osservazione & che
esso, insieme al prodotto notevole, non €& che un caso
particolare di un'operazione piu générale : e che dun-
gue converrebbe che come tale venisse insegnato,
per ragioni che accenneremo poco appresso, e che —
dei resto —é facile intuire.

| vari libri di algebra elementare indicano quae la
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questa operazione piu générale, ma non le danno una
spéciale denominazione, cid che & in contrasto tanto
con la sua importanza, quanto con l'opportunita che
vi ¢, invece, di inciderla nella memoria dei princi-
piante.

Proporro dunque di denominaria prodotto
viate-, "

Il lettore ha gia compreso che tale operazione € il
ben noto prodotto

x +a) (x Fb)=x*+ (a+ b)x + ab.

Se a=b, si ha x’+(o+a) x+a’, cioé il quadrato dei
binémio; se invece b=—a si ha x"+ (a—a) x—a',
cioe il prodotto notevole.

abbre-

Coordinare queste nozioni nel modo anzidetto, sa-
rebbe molto opportuno, in primo luogo per abituare
il principiante a unificare le sue formule scorgendone
le relazioni, e poi anche perche fissare 1'attenzione
sul prodotto abbreviato significa fissarla su una for-
mula chiave. A parte infatti il piccolovantaggio che
deriva dall'abituarsi a scrivere sempre in tre termini
quel prodotto, eid che piu conta é I'uso dell'operazione
inversa, cioé la scomposizione in fattori dei trinomio
di 2° grado. Semplici applicazioni fatte ad occhio,
come x'—5x + 6=(x—2) (x—S) costituiranno una effi-
cace preparazione all'equazione di 2° grado, e alio
studio delle relazioni fra coefficienti e radiei. Non e
detto che tale studio debba assolutamente presentarsi
in modo indipendente da tali nozioni, e solo a grande
distanza di tempo, quando 1'alunno—per mancanza di
memoria— non é piu in grado di scorgere la relazione
fra i due argomenti. Ma di cio vedremo piu oltre.

Ora converra invece notare che lo studio del pro-
dotto abbreviato pud essere esteso a tre o piu fattori
conducendo ad intravedere punti di vista nuovi, e ri-
sultati brillanti, atti a sviluppare ed a soddisfare quel
gusto per la vera ricerca matematica che non manca
quasi mai in un giovinetto intelligente, e che — ad
ogni modo — € la qualita piu preziosa ehe noi cer-
chiamo di suscitare.

Spesso, per naturale desiderio di completezza, noi
siamo indotti ad introdurre le successive potenze del
binémio mediante il celebre triangolo detto di Tar-
taglia, perché edito da questo grande matematico
italiano nel suo General Trattato di numeri e misure
(1556). Notiamo di passata che quel triangolo era
gia noto in Oriente alcuni secoli prima, tanto che un
enunciato se ne trova nel Prezioso specchio dei quattro
elementi, del cinese Tchou-Che-Kie (1303).

0) Come io stesso ho fatto noi mioi trattati di Algebra (Torino,
Paravla, o Milano, Garzanti) noncho nei miei volumettl Il Primo
liboro di Algebra (Carabba, Lanciano) Nei Mondo di  Diofanto
(Carabba) © Capire VAlgebra (Pin, Varese).
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Ora del triangolo stesso noi diamo, in génére, una
formulazione astratta e dogmatica che non ne chia-
risce in alcun modo la genesi, cid0 che e contrario a
quello spirito di inventivita cui sopra si € accennato,
e che soprattutto interessa al vero maestro. E del
resto, anche ai piu, e giustamente, che cosa importa
che i coefficienti di una potenza siano tali o tal'altri?
Ma, al contrario, non e mai priva di interesse quella
ricerca attiva che portandoci nel vivo dei problema ci
mostra come la formula viene a costituirsi in base
aile stesse leggi fondamentali dei calcolo, per cui la
formula stessa non ti sta piu avanti nella sua vuota
esteriorita, ma si inserisce organicamente nel tutto.

A cio si giunge in modo molto semplice estendendo
appunto il prodotto abbreviato, e fornendo cosi, natu-
ralmente, una prima introduzione al concetto di com-
binazione, secondo la via piu piana ed interessante,
che é quella stessa délia evoluzione storica.

Sara facile infatti comprendere che —nel caso di
tre fattori —il prodotto abbreviato diviene

(x +a) (x +b) (x+c)=x3+(a +b+ e)3*+

+ (ab +ac + bc) x + abc
con le combinazioni a uno a uno, a due a due, atre a
tre delle lettere ab,c, ed ecco cosi aprirsi alla mente
dei principiante un punto di vista nuovo, capace di
chiarire un campo che appariva confuso e impreve-
dibile. Opportunissimo sara spiegare il perché di
tale struttura singolare, osservando che in quellamol-
tiplicazione occorre moltiplicarefra loro tanti singoli
termini quanti sono i fattori (e cioé x per x per X,
poi X per x per ¢, ecc); ci0o che risultera forse piu
chiaro servendosi anche del passagio intermédio
(x +¢) [x*+(a +b) x+ab] . La ricerca puod essere por-
tata facilmente anche sul prodotto di quattro o
cinque fattori (x +a) x+b)(x+c)(x+d), ecc
e la notazione gia usata dal Leibniz riuscira molto
opportuna per riassumerne i risultati:

(x+a) (x+b) x+c) x+a x+ ab
b
x +a) (x+b)=x +a x +ab x+ abc
b ac
be
(x+a) (x+b) x+c)(x +d) =x +a x' +ab x- +
b ac
ad
be
bd
cd
+ abc x + abed
abd
aed
bed
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Nulla esclude che a questo punto possa accennarsi

ai noti siraboli

) ' ) voaswr ohe indicano i onu_

meri delle combinazioni degli n elementi a uno auno,

a due a due, . pur notando che in questo caso le

combinazioni sono—in pari tempo — moltiplicazioni.
Per il nostro scopo basta ora porre:

a=6=c=d=¢
per avere subito :

(x+ a)'= x'+4ax"+ 6a'x*+ 4da*x + a“,
X+ a)5 = e

da cui &, infine, facile ricavare la trascrizione dei
triangolo dl Tartaglia, e le regole di formazione che
vi si riferiscono.

Oggi che il calcolo delle probability acquista sem-
pre maggiore importanza, una breve parentesi su
questo punto potrebbe tentare piu di un docente.
A noi é capitato piu di una volta di vedere a questo
punto un'intera classe alzarsi in piedi per non las-
ciarsi sfuggire il numero di combinazioni di quattro
giocatori di scopa che possono formare otto amici, o
il numero di ambi (0 di terni) che possono formarsi
con i cinque numeri estratti al Lotto, e quello degli
ambi (o terni) che possono formarsi con i totali no-
vanta, e la conseguente probabilita di vincere (1:11748
per il terno, com'¢ noto), e Uvantaggio che 1'Erario
ne trae, e i naturali accenni alia legge dei grandi nu-
meri, e via dicendo.

Ed ora un'ultima osservazione :

Si giudicherebbe un mediocre maestro quello che
insegnasse la tavola pitagorica solo per prodotti,
senza insistere ugualmente sulla operazione inversa.

Avviene spesso pero di non insistere abbastanza
sulle operazioni correlative al quadrato del binémio
come : scrivere sotto forma di quadrato perfeito un
dato trinomio (se possibile), o completare un binémio
in modo da renderlo quadrato perfeito. Il risultato 6
che I'alunno messo — piu tardi —di fronte ai semplici
proce8si di calcolo che conducono alia formula dell'e-
quazione di 2° grado o alia ricerca delle coordinate
del centro di una circonferenza di data equazione, o
alia stessa equazione di una parabola, e via dicendo,
ha 1'impressione di trovarsi di fronte a procedimenti
artificiosi che richiedono un notevole intervento delia
memoria e non riflette che tutto si riduce ad un pro-
cedimento naturale e ben noto fino dalle prime tappe
dell'algebra. Se invece il completamento dei quadrato
fosse stato fissato nella mente ai momento opportuno,
I'alunno non avrebbe ora quasi nulla di nuovo da im-
parare, il suo sforzo sarebbe quasi nullo, eil risultato
ben maggiore perché egli potrebbe rammentare inde-
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finitamente quelle nozioni, e se ne renderebbe conto
in modo piu profondo.

Per contro, sfogliando vari trattati di algebra, non
accade nemmeno di incontrare un enunciate esplicito
delia regoletta che si segue completando il quadrato,
siccho lo scolaro si abitua ad andare a tentoni : riesce
nei casi facili, & imbarazzato in quelli difficili, e fi-
nisce con il non rendersi nemmeno conto che 1'opera-
zione e sempre possibile, qualunque sia il dato biné-
mio di cui un termine rappresenta un quadrato, e
I'altro un doppio prodotto. Provate a dare ad uno
scolaro da completare, non dico 36 a—31 6° ma sol-
tanto un'espressione come 4 a'—80a-b’, e lo vedrete
cercare ad occhio, molto imbarazzato— cio che faa al
caso suo. Che accadrebbe se gli si ponesse un a‘+ 6°
in cui +6° dovesse figurare come doppio prodotto ?
E perche mai non toglierlo d'imbarazzo una volta per
tutte spiegandogli la regola che deve seguire, come
gli si spiega quella dei quadrato ? Spiegandogliela,
cioé portandolo a riflettere che se nella relazione
(a+0)'=a*+2ad6+ b- egli dovesse trovare il 6, nul-
I'altro dovrebbe fare che estrarre la radice dei prirno
termine, e dividere il secondo per il doppio di tale
radice. E il principiante non avra neanche bisogno
di studiare tale regola perché essa non € altro che il
procedimento da lui seguito in aritmética per estrarre
una radice quadrata: opportuno avvicinamento dun-
que, anche qui, fra nozioni artificialmente separate
da un astrattismo dogmatico.

Si apre cosi una finestra a cui sara opportuno
affacciarsi — sia pure per pochi minuti — per vedere
su un chiaro esempio numeri;o come la regola di estra-
zione di radice quadrata sia appunto il procedimento
inverso dei quadrato. Ad esempio: 1369 = 1300 + 69=
= 900 +420 +49 = 301+ 2+30+7+ 72, accompagnhando
alia lavagna con la nota trascrizione delia estrazione
di radice.

Infine, quando I'alunno avra imparato le equazioni
di primo grado (se gia non ne ha idea da un piu rias-
suntivo corso precedente) queste nozioni potrebbero
essere applicate a titolo di esercizio, e per fissare
bene una relazione che forse piu tardi sfuggirebbe,
alla risoluzione di qualche facile equazione di secondo
grado senza VUEO di formula alcuna, ma solo comple-
tando quadrati perfetti, come ad esempio: 4X'—7x—
—30=0 attraverso i notti passaggi (dividere per 4
ambo i membri, completare il quadrato perfetto, ecc).

Le radiei trovate offrirebbero infine il modo di
scomporre in fattori ancho quel trinomio. Cosi una
riflessione attiva ci avrebbe ricondotto al punto di
partenza, ma con possibilita aceresciute rispetto al
primo momento, quando il trinomio doveva scomporsi
ad occhio.

Forse la trattazione qui proposta sara giudicata



14

attuabile solo in parte. Maquello che abbiarao voluto
raccomandare 6 un método che permetta di integrare
e coordinare le sparse membra di nozioni prospettate
sovente in un poco opportuno isolamento. In questa
continua coordinazione e trasformazione é gran parte
dello stesso spirito matematico, e bisogna conservare
appunto tale spirito, piu che non le singole nozioni.
Chi & disposto benevolmente a condividere il nostro

MATEMATICAS
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punto di vista, ci rimproverera di non aver conside-
rate ati‘atto la geometria: ad esempio la nota trasfor-
mazione del teorema di Pitagora ottenuta da Ippocrate
(il quadrate del lato opposto all'angolo ottuso o acute,
ecc), facilmentericavabile dal quadrate del hinémio.

Ci scuseremo osservando che abbiamo gia abbas-
tanza abusato délia pazienza del lettore, insistendo
troppo a lungo su di un tema cosi comune.

ELEMENTARES

PONTOS DE EXAME DO CURSO COMPLEMENTAR DE CIENCIAS DOS LICEUS

Ponto 1

2631 —Determine os valores de K para os quais
é negativa a raiz da equacdo K* (1—x)=4—5KXx .
R: Como x= (K'—4): (K*—~5K), a raiz da equagéo
serd negativa quando ofor oproduto (K*—4) (4°—5K)
ouseja quando (K+ 2) K (K—2)(K—5) <0. Ora para
K <—2 todos os factores se tornam negativos e o seu
produto épositivo; se —2 <K <O trés deles sdo nega-,
tivos e o outro é positivo, logo o produto € negativo
se 0< K< 2, dois sdo negativos e dois positivos, € o
produto e'positivo ; se 2 < K <5, trés dosfactores sdo
positivos e um negativo e oproduto € negativo, e final-
mente se K> 5 todos os factores sdo positivos. S&o
entdo solugdes do problema os valores de K tais que
-2<K<0 e2<K <5.

2632 — Calcule m de modo que
mt+ (m- )!']:[(m+1)!'- m!] =6:25.
R : Se no primeiro membro pusermos em evidéncia 0s

factores comuns ao numerador e denominador,  simpli-
ficando, obtém-se sucessivamente

[(mMm—1!m+ D]:[(m- 1)!'(m+m- m) =6:25
ou (m-fl) :m*=6:25, donde m=5.

2633 — Sabendo que: na equagdo ax’ + bx+ c=0
é x'+x"= —il/a e x'ac"=c/o; demonstre que: se uma
das raizes de x+px+q =0 é o quadrado da outra
tem lugar arelacdo p*—q (3p—1)+g°=0. R : Note-
mos que sera xj-|-xj=—p € Xjx,=q seforem Xxje x,
as raizes de x-t-px+q=0 e entdo p’= — (xj4-x,)’ =
= — (i 1?2+ 3x, x|+ xtj) q(3p—1) = — (Bx?x,—
—3X,X|—X]j X,) e g°=x? x*« Como, por hipotese, é xf =
—X2, obtém-se imediatamente p°—q (3p —1)+ q°=0.

2634 — Indique a expressdo geral dos multiplos
de 3 que divididos por 9 produzem restos superiores
a 4. R: As expressdes gerais dos nimeros que dividi-
dos por 9 dao restos superiores a 4sdo 9m+5; 9m+ 6;

Im-f-7 e 9m+ 8 onde m é um inteiro qualquer ; destes
0 Unico que é maltiplo de 3 é 9Im + 6.

>Ny m + i 5p-l
2635 — Mostre que a soma 1 e uma
7 5
fracgdo irredutivel. R : De facto
(Tn +1):7 (+5p- 1):5= [(85n+ 5) +
35p- 7]:35 = (35n- 2):35,

e como 35n—2 é primo com 35 entdo afraccdo € irre-
dutivel.

2636 — Resolva pelo método das figuras seme-
lhantes o problema: «Construa um triangulo conhe-
cendo o comprimento Ajda altura relativa a um dos
lados e os angulos a e p adjacentes a esse lado».

Indique em que consiste o método : R : Constroe-se
um tridngulo cujos angulos sejam ».,(3 e 180°— (a+f)
e de altura h qualquer. Constroe-se em seguida um
triangulo  homotético do primeiro e cuja razdo de homo-
tetia seja hj/h se h( for ocomp/rimento dado da altura
relativa ao lado a que a.e $ sdo adjacentes.

Ponto 2

2637 —Dada a equagdo 2x°-2 (1—2m)c+ m~ O
de raizes x' e .x" forme a equacdo do 2.° grau cujas
raizessdo y'=x'+m ey" =x"i-m . R: Como y'+y" =
= X'+ x"+2m=1-2m-f2m =1 e y' y"=x'x" +
+m (X'-(-x")-t-m’=m*/2-t-m (I-2m) + m '=(2m-m*)/2,
a equacdo pedida sera 2y*—2y-t-2m —m*=0.

2638 —Escreva, convenientemente simplificado, o
5.° termo do desenvolvimento de (a\V/b/2 +ij/2/a' 0)".
R: T.,-=»C,i* ¢2* ea' ¢ b’/2* e a» e+ <= 35/2a« b’.

2639 —Resolva a inequagao

(2:c*-3x-35): (x*-6x-16)>0.

R : Para que a fracgdo seja positiva & necessario que
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0s seus termos sejam do mesmo sinal. As raizes do nu-

merador sdo 5 e —7/2 e as do denominador 8 e —2.

Entdo os valores de x que verificam a desigualdade
sdo os que ver/ficam umadas seguintes desigualdades

X<—7/2, -2<x<5 ou x>8.

2640 — Determine o resto da divisio por 11 do
produto 371x1020. R: 37-11+4 e 1020=11+1,
entdo o resto da divisdo por 11 do produto considerado
é 0 mesmo que o da divisso por 11 de 4°X1=256 o
qual ¢ 5—8+11= 8.

2641 — Sabendo que : um nimero primo é o que
s6 é divisivel por si mesmo e pela unidade ; demons-
tre que, se um numero primo p é a diferenca dos
guadrados de dois numeros, estes dois nimeros sdo
(i>-1)/2 e (p+1)/2. R: Seja p=a‘-b*=(a +b)e
*(a—b): entdo a+b e a—b s6 podem ser: um deles
igual a 1 e ooutro igual o p. Se aeb sdo inteiros
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positivos necessariamente é a+b=p e a—b =1 donde
a=(p +1)/2 e b= (p-1)/2.

2642 — Considere o seguinte :

Problema: Construir em tridngulo ABC,
dados os angulos A e B e o perimetro p.

Resolugdo : Construir um triangulo A'B'C em que
o angulo A'= angulo A e o éngulo B'= é&ngulo B.
Dividir o segmento p em partes a b e c proporcionais
aos lados a', 6' e ef do triangulo A'B' C. Os lados do
tridngulo pedido sdoa, be c.

Demonstragdo: O tridngulo ABO ¢é semelhante ao
tridngulo A'B'C por ter dois angulos iguais cada
um a cada um.

O perimetro do tridngulo 6 p, visto que, por cons-
trucdo a+b+c=p . Qual foi o método empregado
na resolucdo do problema? Qual foi o método em-
pregado na demonstragdo ?

SolugSes dos n.°* 2631 a 2641 do J. da Silva Paulo.

sendo

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

| —ESCOLAS

PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. C.— ALGEBRA SUPERIOR — 1" Exame de fre-
guéncia, 1947-48.
1» Ponto

2643 — Resolver a equacdo log 5+ log (x+ 1) =

=1og(9x-3) +colog(x-1). R: a;=10/9 .
2644 Calcular limyIn \J—j . R: 2%
L=y Vutes er

2645 — Para que valores de x converge a série de

termo geral u, = t (" *)? R. Tem de ser

X>3 oux< —2.
2.° Ponto
2646 — Resolver a equagio sec’®x — 2 cosec’ X +
+ 2sec’xcosee’a;=0. R: x=k7t (k inteiro, qualquer).
2647 — Para que valores de X se tem a igualdade
lim ", /litx"=2. R: X=2e.
n=30 y 71"

2648 — Para que valores mé convergente a sé-

ne de termo geral u,=— (i > 0 einteiro)?

R; |x|>1I.

F. C. C.— ALGEBRA SUPERIOR — 2."" Exame de Fre-
guéncia, 1947-48.

l.o Ponto

2649 — Nos rectangulos de area constante, substi-
tua-se um dos I*dos pela semi-circunferéneia que
o tem por didmetro. Em que condi¢bes atinge um
extremo o perimetro da figura? R: Se 4k representa
a area do rectangulo, o perimetro da figura dada éma-
ximo quando os lados do rectangulo sdo

2650 — Determinar a equacéo do lugar geométrico
dos pontos médios da hipotenusa dos tridngulos de
area igual a 4 cujos catetos estdo sobre os semi-eixos
positivos Oxe Oy. R: E ahipérbole de equacdo xy =1.

2651 —Primitivar a fungdo / (x) = —, :
Xy0o—X—X’



2° Ponto

2652 — Considerem-se os triangulos rectangulos
de area constante. Em que condi¢es atinge um ex-
tremo a &rea da circunferéncia circunscrita ?

R : A éarea é minima quando o triangulo  rectangulo
é equilatero.

2653 — Estabelecer a equagdo do lugar geométrico
dos pontos médios dos segmentos determinados nas
rectas que contém o ponto (1,0) por este ponto e pela
recta y=x. R: 2y =X.

2654 — Primitivar a funcio

1) = X+ 1—y;3+ 2X —Xx*
R: Pf(x)=log 3 X 1 L aretsr /.3-X.
XT1 Vi+i-
1 4
2AXTT ~ ©-

Solugdes dos n.°* 2643 a 265J de L . Mendonga de Albuquerque

I. S. A. —MATEMATICAS GERAIS — 2. exame de fre-
gquéncia extraordinario — 29 de Maio de 1948.

2n + |
2655 - Dada a sério 2 GO nne 1)
a) Investigue a sua natureza (em caso de convergén-
cia verificar se é simples ou absolutamente conver-
gente), b) Determine x ey de modo a transformar a

. 2n+1 X i .
relacédo numa identidade e,
n (e +1) n n+1
a partir dela, calcule a soma da série.

simplesmente convergente e tempor soma

R : A série é

S=1lim

1i-*"»

(-1)"-

AV

2656 — Seja C a curva formada pelo arco do cir-
culo de centro (—1,0) e raio 2 situado no 2.° qua-
drante e pelo arco do circulo de centro (1,0) e raio2
situado no 1.° gnadrante. Considere osegmento varia-
vel OM com os extremos Oem (0,0) e M em C.
a) Defina ocomprimento OM como uma funcdo f(x).
b) Verifique se / (x) satisfaz as condi¢des do teorema
de Rolle. c) Determine os maximos e minimos de
/ (x) . Explique como operou. R:

, fl/3-2x para —3<x<0
f(x)=VI3+2Ixl=\" ) - -
I VIB+ 2x para 0<x<3
i continua nointervalo [—3,3], em cujos extremos toma
valores iguais, mas ndo é derivavel para x=0; f(—3)
e f (3) sdomaximos e f (0) é um minimo, sendo fj(0) <
<0,f,(0)>0.

GAZETA DE MATEMATICA

2657 — Estude as variagdes da funcdo assim defi-
nida:

/(X)) — — para x<0, of(x) = e~"v* —2 parax>0.
x2-1
4x “oa 3x2+ 1
R: Para x<0: y' = (X2-1)2
Para x> 0:
) 1
Vo=
2xt/2 4x2 \, X

riw-ji.W-0 ras
A funcdo € crescente, apresenta umponto de inflexdo
para x=1/9 e a curva por ela representada tem como
assintotas y=0, x=—1, y=—1. Em (—i,0) a 2." de-
rivada & negativa e em (0,1/9) positiva.

y~(0)<0;yi'(0)=0.

2658 — Estude para os pontos do intervalo [0,3]
a continuidade e a derivabilidadeda funcdo y= I(x) —
— 1 2—x \'""K Caso seja possivel, calcule o valor da
sua derivada nos pontos de abeissa x=1/2, x=3/2,
x=5/2. Esboce o grafico da fungdo no intervalo
considerado. R: Continua e derivacel em [0,1) (onde
y=—1), em (1,2) (onde y=x—1) e em (2,3) (onde
y=—(xX—4x+2)), No ponto x=0 s6 pode definir-se
i ©0); f (1/2) -0 y<(3/2) =1 y'(5/2) = -1.

2659 —cConsidere o triangulo ABC debase AB =&
e altura A=8. Seja L um ponto qualquer em AB
e r uma recta paralela a AB que intersecta AC e BC
respectivamente, em M e N. Para que posicdo da
recta r € maxima a area dotriangulo LAIN? R: De-
signando por b a base e h a altura do triangulo, a
funcdo S (h)=3h (8—h)/8 sera maxima para h=4,
pelo quer deve passar pelos pontos médios de ACeBC.

I. S. A. — MATEMATICAS GERAIS — 2.° Exame de fre-
quéncia (extraordinario) — 29-5-948.

2660 — Considere a série 2 "» definida por

n+1\°
ut! \j para n>0, «w=1. a) Determi

«

a sua natureza, b) Determine o termo geral, c) Cal-
cule um limite superior do érro que se comete quando
se toma para soma da série a soma dos seus 9 primei-

ros termos. R: Como limn(u,/u,i—1)=2, a
n->eo
1

série é convergente. O termo geral é u, = n+ 1)

9-10 ¥ 10 11 *

A9 ~WJ ud-~11/- "~ 9
2661 — Considere o sector circular determinado no
circulo x*+y’=2 pelas bissectrizes do 1."e 4.° qua-
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drantes e designe por f (x) ocomprimento do segmento
variavel, perpendicular a Ox, cujas extremidades se
apoiam na fronteira do sector, a) Defina f (x) c ve-
rifique se satisfaz as condi¢bes exigidas pelo teorema
de Rolle. 6) Determine os pontos de médximo e minimo
de f (x) . c) Comoexplica que f (x) tenha um maximo
sem que f (x) se anule? R : A funcao

f2x s 0<x<|

f(x)= ~

12v/2-x2 se l<x<v/2
é continua no intervalo [O, I/2~], em cujos extremos se
anula, mas nao é derivavel para x=1. f(0) e f(y/8)
sd0 minimos e f (1) =2 & um maximo, tendo f,(1)> O,
G (')«>e

2662 — Estude as variagdes da fungéo
fx +1 | 1

y = log Xe* B: y=2x+1log 1+
2 " 2x+ | A funcdo ndo esta
= . = u
y X(x, D> Y (x+1):X* Jung

definida no intervalo [—1,0] , sendo x=—1, x=0 e

y = 2x assintotas da curva por ela representada. Tem
um maximo para X um minimo  para
-1+t/3 ¢ nao tem inflexdes. E crescente para
N N
x< v g5 "1+ 1B ¢ decrescente em
-t/W 1+v 3
01

2663 — Estude, no intervalo [0,3], a continuidade
e derivabilidade da fungdo y = 11 —x \'<>-i. Caso
seja possivel, calcule o valor da sua derivada nos
pontos de abeissa x=1/2, x=3/2, x=5/2. Esboce o
grafico da fungdo no intervalo considerado. R : Con-
tinua e derivavel em [0,1) [onde vy

(1,2) (onde y=1) e em (2,3) (onde y=x—1) ;
x=3-*y=4. Noponto x=2 afuncdo i continua mas
ndo derivavel (y'.(2)=0; yj(@=1); y' (1/2) =4,
y'(3/2)=0; y'(5/2)-1.

2664 — Determine a posigédo do ponto P do semi-
-eixo positivo dos xx do qual se vé sob um angulo
méximo o segmento BC, onde D e C sdo os pontos
de coordenadas (0,b) e (0,a +b) respectivamente
(@a> 0, b> 0). R: Designando por Be f os angu-
los segundo os quais se véemde P o0s segmentos OC e OB
respectivamente e maximizando a funcéo

g 0-7) = 1., @+ b)b’ vem x=y/b(a + b).

Solugbes dos u.** 2645 a 2664 de F. R. Dias Agudo
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I. S. C.E.F. —1* cadeira—1." exame de frequéncia
ordinario — Marco de 1948.

2665 — Derive

ir
y=e" esen (x*— 1) + X *sen x *logx + arct%( £l

Sabe de algum ponto onde seja imediata ou
particularmente simples a derivada de uma ou
outra parcela? R: y'= 2exee”™ ecos (X’— 1) +
+ 2e¢€e"esen (X—1)+sen x-logx4-xe cos xe logx +

+ sen x - , — para x=1 as duas rimeiras
(x+ 1)+~ P P
parcelas simplificam-se  vindo
[y],,=2e€ +senl -

4. v

2666 — Escreva as equagbes gerais das cordas

suplementares da elipse «— -\ = 1 e determine o

a’ o’

&dngulo dessas rectas. Determine os pontos de orde-
nada positiva, em que a tangente tem o coeficiente
angular +1 ou —1. Determine uma hipérbole (de
focos em X' 0x) cujas assintotas sejam diametros con-

jugados da elipse. R: As equagles sdo

Os coeficientes angulares sao mi= —X —; =+ ——
X a
tanto t ab /XH ) I
e portanto = *): 0 angulo que as
p ap a—Db \ X'/ g q

cordas suplementares fazem entre si é

dt
-ab /1 1 em-se dy ~ d*_ b’
.= arctg—-1X,, dx af a-y
o)
b*x y
e portanto =+ 1. Entdo ospontos onde a orde-
a‘y
nada é positiva e o coeficiente angular da tangente +1
b?
ou —1 sao as solucdes do sistema: y=+ —X,

As assintotas da hipérbole sao dia-

metros conjugados da elipse igualmente inclinados sobre
0 eixo maior, eportanto paralelos as cordas suplemen-

tares — —(i ); —=(IH ) de coefigfenles
b \ alb A\ al
b b
angulares mj= , m2=H ; as equacbes das
a a
b

. . b
assintotas sdo portanto \ — X; Y=9 X ou
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Y 1 x 0 Y X 0 A do da hipérbol
= 0; = equacdo da hipérbole
b a b a auag P
obtém-se particularizando k em
1Y X\ /Y X\ _ Y2 X2

b &/ \-b~T) & ~

2667 — Defina séiie absolutamente convergente e
prove que uma tal série é sempre convergente. Prove
também que a ordem dos termos nao influi na soma.
Que se entende por intervalo de convergéncia da série
2t,i"? Como se lhe determina a semi-amplitude X?
e como se porta a série no interior? Que valor tem >
quando 2 a,, é simplesmente convergente ?

2668 — Seja /(x) definida em (a, 6), mas em
ponto algum igual ao numero X, compreendido entre
/(a) e/(e). Prove que /(x) édescontinua emalgum
ponto, e mostre que havendo uma s6 descontinuidade
e sendo a funcdo crescente, X n&do € oUni*o valorina-
tingido entre f (a) e/ (8).

Sendo f (x) crescente, e com um s6 ponto de des-
continuidade c¢> a, como fica constituido em geral
o conjunto dos valores de y=f(x) em (a,c)? Ha
casos particulares ?

2669—Defina as derivadas laterais de f (x) para
x=*c e figure geometricamente a hipdtese /' (c) = 4100.
Supondo f (x) par em (—0,0), prove que /' (c)
existe sempre que exista f (c) (O<e<a) e relacione
os dois valores. Que deduz dai quanto a /' (0)? e
quanto a f (x) I»(*),00.?

Exemplifigue com alguma funcéo indefinidamente
derivavel.

I.S. C.E. F.—i.« cadeira—1.° exame de frequéncia
extraordinario — Marco de 1948.
2670 — Derive
1

y=11—x"+ sen x *log (14 x) *e* -|
chx

Prove que/(x) é continua onde tenha derivada finita.

R: y'=- 2 + cosxelog(l+ x)ee" +
ZV;IX-

+ sen X e e~ +
1+x chx — xshx
+ 2x esen X e log (1 + x) e~ +
ch* x
Se o f (x+ hf- f(x
lim {/ f (—):f‘(x)

h=0
éfinito quando h tende para 0, entdo \f(x+h) —f (x) | =
=f (X) sh+_h, isto &, If(x+h)—f (x) |[<S na vizi-
nhanca h de x, o quesignifica ser f(x) continua em x.

GAZETA DE MATEMATICA

2671 — Escreva a equagdo da circunferéncia que
passa pela origem 0 e que tem por centro C(a,a) (a>0).
Ache a tangente no ponto P diametralmente oposto
a 0, e a sua interseccdo com OX. Deduza a equagdo
da pardbola de foco C e directriz conduzida por
H (p, 0) (p > 2i) perpendicularmente a OP, e ache a
equacdo da recta que passa pela interseccdo desta
curva com a anterior. Indique os limites entre os
quais deve variar p para que as duas linhas tenham
realmente pontos comuns. Que se observa quando 3
atinge o seu maximo ? R: A equacdo da circunferén-
cia é (x—a)'+(y —a)’ = 2a’; a equacdo do didmetro que
jtassa pela origem é y=x e 0 sistema

J (x- a)y+ (y- a)y=2a

1y- X
d& para coordenadas de P: x=2a,y=2«. Tem-se
dy Of/()x X—a
dx df/ay y—a
que para as coordenadas de P da = —1; a equagdo da
tangente em P ser4 pois Y—2a= — (X—2a). O traco
desta recta € a solu¢do do sistema
fy- 2«=- (X- 2a)
l'y=0
isto e, oponto de coordenadas (4a,0) .

A equacdo da directriz
porque passa por H, e como deverd ser

é da forma Y=m (X—0®
perpendicular

a y=X, sera m= —1; portanto, y=—(X— @ ou
y+x-3=0.

Seja M (X,y) umponto corrente da parabola; dis-
tincia de M ao foco + M(x—a) + (y—a)’, distancia
de M a directriz ly +x-31 logo

\/2
(x- a)y+ (y- a)y=(y+x- [3)/2
é a equagdo da pardbola. Resolvendo o sistema
r(x- ay+ (- a’=(y+x- [322
1(x— a2+ (y- a) - 2a’
tem-se y + X— p= 2a para equacdo da recta pedida.
) I2a+ 2a-p |
Deverd ser yl(2a - a)*+ (2a- a)°
Vi/2
e portanto 2a< P < 6a.

2672 — Qual é a condicdo necessaria o suficiente
para que uma série alternada decrescente convirja?
Satisfeita essa condicdo, como se aprecia ii,? De
acordo com a resposta a pregunta precedente, quantos

termos se hdo-de tomar em 1 h—

2! 32
se obter S a menos de uma milésima (erro siste-
matico) ?

eee para



GAZETA DE MATEMATICA

Enuncie e demonstre algum teorema que possa es-
esclarecer a natureza de uma série em que a,,.,,'a,, tem
por limite a unidade.

2673 — Que se entende por sucessdo crescente ?
e em que condi¢des admite tal sucessdo limite finito?
Que é o limite relativamente ao conjunto dos termos
da sucessdo?

Prove que uma funcdo crescente em (a, 6) tem
limite finito para x=i> Estd este limite na depen-
déncia do valor /(A)? Razdo disso.

CALCULO

F. C. P. — CALCULO - Junho de 1947
|

2675—Determinar atangente alinha y*'+ (senx) =
=2, x+y+a=2+it/2 , no ponto (iv/2,1,1) .
R: X+ 2z=1ER+1, Y—1.

1»
2676 — Calcular j are tg 2x dx .

R: I=[xaretg2x—1/4log (1+4x*)]J*= TV/8—1/4log 2.

0
/[ dz\i [X >\

Vdx o\ dx |
determinar a solugdo na qual a x=1/2 corresponde
dz/dx=0 Determinara equacdo da superficie gerada
pela rotacdo em torno da recta «—1/2 , da curva
obtida. Calcular a curvaturada sec¢do feita na super-
ficie encontrada, no ponto (1/2,0,0), pelo plano

2677 — Dada a equagdo a=

2x—ay+8z=1i. R: Fazendo z'=p e derivando em
ax 2x 3p

ordem a x lemos : - = ; integrando vem :
dgp p—1 p—1I

x=ci (p—1)*, Ci=p—3p/2-t-C2 . Portanto:

c, 2p3_3p2
* o(p-1)= A solugdo pedida é:
2p+ -
. E , - gj Eliminando p temos:

z=(2x—1)'/8 . A equagdo da superficie é: 4x’+4y'—
-8z —4x +1=0. Temos no ponto <I/2,0,0); p=0;
q=0; r=1; s=0 e t=I. A curvatura feita pelo
plano 2x +4y—1=0e: |/p—1. A curvatura da seccdo

. o1 \/‘ﬂ
lana pedida é:
p p R = |

2678 Dada a linha
S _ 2
t+fi-i-fi'

determinar o lugar dos pontos donde se podem tirar

ol +t+fi+tT " L+
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2674—Sejal/(x) propriamente crescente em (a,b)
e descontinua no ponto intermédio c, onde a oscila-
cdo tem o valor A.

Prove que f(x"')—/(x') excede A sempre que seja
x'<.c<x". Pode /(as) ter em uma infinidade de pon-
tos oscilacdo igual ou superior a A ? Nas condicdes
precedentes, determine as derivadas laterais de ¥ (x) =
= (x—c)/(x) para x=c.

SolugBes dos n.°* 2G65 a 2G71 de JOsé R. de Albuquerque.

INFINITESIMAL

tangentes cujos pontos de contacto estdo em linha
recta. Determinar a envolvente destas rectas.

..1'*'3*.
(I‘l‘tz‘tz)’zl ¥
A equacdo da tangente é:
Y (1-t7-2t3)+X (I+2t+3t) = 2.

- 1e20 32

BA'-a -2,
(I + t+tHE)?

2t
Se a recta ax+by=c passa por X
l-r-t+ t*+ t*'
- temos: 2at+ 2b=c(1 +t-ft°+ t°).
| +t+t°+ t°

-2Y 3X-Y 2X X+ Y-2

Portanto donde
c c—2a c—2b

—2Y =3X —Y ouseja 3X+Y=0, equagdo do Ilugar
pedido. As rectas sdo : 2xX-f (4x +1)Y —6x=0 que
passam todas por (3,0).

Solucdes dos n.°* 2075 a 2678 de Jayme Rios do Souza

I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL- e« 2.° exame de fre-
quéncia ordinario —1947-48.

2679 — Um tridngulo rectangulo isosceles varidvel
com os extremos da hipotenusa assentes nas curvas
do plano xoy, de equagfes y=3x e x*+y=0 e cujo
plano é perpendicular ao plano xoy estd animado dum
movimento de translacdo de tal modo que a sua hipo-
tenusa se conserva sempre paralela a oy. Calcule:
0) O volume do sélido gerado pelo tridngulo quando
a sua hipotenusa se desloca desde a recta x=0 até a
recta x=2; &) Usando coordenadas polares a 4&rea
limitada pelo eixo dos xx e pela curva descrita pelo
ponto médio da hipotenusa. R: a) Comprimento da
hipotenusa 3x + x*; éarea do tridngulo (3x + x*)*/4, logo

jz
V =J (3x+ x°)'/4dx= 68/5. b) Curva descrita pelo
0
ponto médio da hipotenusa y—(3x —x*)/2 ouem coorde-
nadas polares p=(3cos 8 —2 sen 6)/eos’ 6, logo
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2680 — se  z=f(xy) é maxima ou minima em
(a,6), a fungdo z=f (a+ ht, b+ kt) obtida da anterior
fazendo a substituicdo x=a+ ht, y=b’ kt (h e k arbi-
trarios ndo conjuntamente nulos) é também méaxima
ou minima em <=0. a) Verifique, considerando o
caso particular da fungdo z= (2y—x) (y—ix), se a
afirmacdo reciproca desta é ou ndo verdadeira.
b) Discuta o problema o justifique as conclusbes a
que for conduzido. R: a) Com efeito, fazendo a subs-
tituicdo indicada, tem-se z = (2kt —h® t*) (kt—4h® t)
minima para t=0; no entanto para a fungdo original
tem-se, em (0,0), s°*—rt=0 e éfacil de ver estudando-a
directamente que ndo é maxima nem minima no refe-
rido ponto, b) A substituico considerada, para efeitos
de determinagdo dos pontos de méaximo e minimo, ndo é
em geral legitima, porquanto equivale a estudar o com-
portamento da funcdo dada apenas ao longo de todas as
rectas que passam pelo ponto (a, b) .

2681—-Considere o sistema x+yz =1, xz—y= —1.
a) Mostre que este sistema define nas vizinhangas do
ponto (1,1,0) y e a como funcdes de x. b) Calcule
daedy R:a) Com efeito (1,1,0) é uma solucdo
inicial, as derivadas parciais sdo continuas e

b) Efectua-se pelo método habitual.

2682 —calcule /= a(x'+y) dx dy dz onde

D é definido pelas superficies de equagbes a=0, z=h
e x’—ryZ:az (h e a constantes positivas). R:  Emcoor-

:JJDJGZ dpp[m dZ @ {Wdzz *h' a*/16.

2683 — Seja C uma curva plana, fechada, simples
e regular que delimita um dominio <S de &rea A .

0) Mostre que Cay dx + bxdy<=(b- a) A . b) Calcule

(3ydx +xdy) ao longo do tridngulo de vértices

(4,1) e (2,3) e verifique o resultado usando
a) Oblém -se imediatamente

(1,1),
a formula da alinea o).
usando a férmula de Green

G ocs iy V3dXV (6x - 18) dx -

GAZETA DE MATEMATICA

—j @ -
i
por outro lado é b=1,

9 dx = - 9

a=3 e A=9/2, logo (b—a)A=—29.

I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL — 2" exame de fre-
quéncia extraordinario —1947-48.

2684 — Sejam a e b os catetos dum triangulo rec-
tangulo cujo plano é perpendicular a0 plano xoy.
O cateto a tem as suas extremidades apoiadas nas
curvas, do plano xoy, de equagdes y=*x- e  y=x—2X
e o cateto b tem um comprimento igual a 10. Supondo
o tridngulo animado de um movimento de translagéo
de tal maneira que o cateto a se conserva sempre pa-
ralelo ao eixo dos yy, calcule: &) O volume gerado
pelo tridngulo, quando o cateto a se desloca desde a
recta de equacdo x=0 a recta de equagdo x= I;
b) Usando coordenadas polares a area do dominio do
4." quadrante limitado pelo eixo dos xx e pela curva
gerada pelo ponto médio do cateto a. R : a) Compri-
mento do cateto 2x ; area do triangulo 10x ; volume

IOx dx = 5;

b) Curva descrita y= x'—xX; area em coordenadas po-

0
1 C(sen 6+ cos 6)

2 cos* 8
—ir/4

lares 8= 16 .

2685 —Considere o sistema 2xX+Xy—yz-=\;yz—a;=l
a) Verifique se este sistema define nas vizinhancas do
ponto (1,2,1), y e a como fun¢bes de x; b) Calcule
d*y no ponto (1,2,1). R: a) Define de facto visto
(1,2,1) ser uma solugdo inicial, as derivadas parciais
serem continuas e oifi, fi)d (yjz)= 3=i0.

2686 — Considere a funcdo a= 4" + g+ x* e a equa-
cdo de condigdo x+x +2y +y-+1=0. a) Expri-
mindo a como funcdo da variavel UGnica y determine
0s seus pontos de méaximo e minimo ; b) Resolva o
problema sem explicitar na equacdo de condicdo qual-
quer das variaveis ; ¢) Como explica os resultados

obtidosT Qual dos métodos é correcto e porqué ?
R: 0) «& da equacdo de condicdo tirarmos X+ X'= —
_,2_2y_I| /'z=3y*-2y-1, dz/dy=6y-2 e dz/dy=0

e d’z/dy*>0 para y=1/3. 6) N&do explicitando, sdo
(—1/2, —1/2) e (—1/2, —3/2) as solucdes do sistema
de estacionaridade. Como se trata de determinar 0s
pontos de maximo e minimo de uma funcdo  continua,
para ospontos (x,y) variando sobre uma curva fechada,
a menos que a fungdo seja constante, existem necessaria-
mente um maximo e um minimo. Substituindo as solu-i
¢coes achadas na funcdo dada tem-se, respectivamente
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z=3/4 ez=35/4, correspondendo, portanto, a primeira
a um minimo e asegunda a um maximo, c) A contra-
dicdo é aparente e provém do facto de em a) termos feito
uma escolha ilegitima da variavel independente. A equa-
cao decondicdo ndo define nas vizinhangas dey=1/3
qualquer funcdo X (y) visto a este valor dey correspon-
derem valores complexos de x. Seem a) exprimissemos
y emfuncdo dex e portanto z em funcdo de x, obteria-
mos 0s resultados determinados em b).

2687 —calcule / .|ff zdxdydz onde D & o

dominio do primeiro oitante limitado pelas superficies
de equagbes x+7=4, x+y—2z= —2, z=0,j/=0,
x=0. R: Tem-se

4x

= IdX-J dyj zdz.

2688 — Sejam f (x)
a) Mostre que (£)[by -+/ (X)] /X + [ax+ g (y)] dy é

4

constante ao longo de qualquer circunferéncia de

e g(y) fungbes continuas.

raio r. 4i/ dx +2x dy ao longo Ja

b) Calcule / =

circunferéncia de equagfes x=cos t, y=sen i e veri-

fique o resultado recorrendo a propriedade a).

R: a) Recorrendo a féormula de Green éfacil de ver

que ointegral dado éigual a —(b—a) irr’. b) Tem-se
271

1 -6 sen*tdt + 2dt . AT . Por outro lado é

f(x)=0, g(y)=0, a=2, b=4 e portanto |-=—2ir
visto r=1.

Solugdes dos n.°* 2(178 a 2689 de F. Carvalho Araujo

I. S.C.E.F.—2.* CADEIRA — 1» exame de frequén-
cia ordindrio — 3 de Margo de 1948.

2689 — Estudar a convergéncia do integral

+ 00

dx
J (<ix’+ 6x + ¢)’

2690 — Achar os maximos e minimos da fungéo
z= (Xt y) et

2691 - Calcular a distancia minima da origem a
circunferéncia definida pelas equacdes: (x—1)" +
+ (y~2)+ (z-3)*—9=0 e ax +hy+ cz-d=0.
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I. S.C. E.F.—2.* CADEIRA — 1.° exame de frequén-
cia extraordindrio — 10 de Margo de 1948.

TT12

f dx
2692 — Calcular ointegral / « R: Fazendo
j7 y/tgx
Tt2 oo
r dx r dt
tgx=t'veml=/— =21 >integral im-
J v/tgx j /1 1-ft*
préprio dF 2."e'sp]éf'\9/ré)n_¥E{gente. Tem-steytlz "
2
1-1vk +12 1_tz\]0

Zég?%—Achar os maximos e minimos da funcdo
[(X,y) = x*+ XYy +y*

R : Osistema de estacionaridade 4x°+2xy=0, x*+2y=0
tem por solugdo x=0,y=0 e neste ponto é s’—rt=0.
Como f(x,y)=(X"+y/2)’+3y*/4>0 trata-se de um
minimo.

2694 — Determinar sobre o plano x+ay +z=3 um
ponto cuja soma dos quadrados das distancias a dois

pontos dados seja minima. R: F= PM’ + PM" =
= (x-a)y + (y-Py+(z-,) + (x- *)+(y-p') + (z--)*
é afungdo soma dos quadrados das distancias do ponto
P (x,y,z) doplano dado aos pontos dados M (a, (3,7)
e M' (@, P',7) . A equagdo de ligagdo é p=x+ ay 4

-j-z—3=0. Tem-se
2X - a- ixx 2y -p
1 a
d(F,<FO:2 2y-p-p' 2z-,
a 1
Resolvendo o sistema
aF<p) o . g

obtinham-se as possiveis solucdes do problema.

Solucdes dos n.* 2689 a 2694 de Mario Madureira.

I. S. T. — CALCULO INFINITESIMAL — Exame final —1947

2695 —Dada a curva y= x*+3x’, z= ax”+ 42F
sera possivel determinar a de modo tal que o plano
osculador da curva na origem dos eixos passe pelo
ponto P(0,1,2)? R: Tem-se xX'=1, x"=0, yd=0,
y6'=2,7'=0 e z£'=2a. A equacdo do plano oscida-

dor na origem é X YZ = 0. Para o plano
10 O
0 2 2a
1 2 =0
passar por P (0,1 ,2) terd deser 00
2 2a

ou a= 2.
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2696 — Determinar a familia de curvas planas para
as quais a projecgdo da ordenada sobre a normal 6
igual a abscissa. R : Designando por a o angulo da
ordenada com a normal tem-se tga=y' e a projeccao

de ordenada sobre a normal é pois equa-

¢do diferencial da familia de curvas procurada é entédo

y e =

X, quagdo linear emy e X.

MECANICA

I. S. T.— MECANICA RACIONAL - «Exame final — Ou-
tubro, 1947.

2699 —Trés vectores a,

> —»
bec estdo aplicados sobre
duas arestas e uma diagonal
dum cubo de lado 1, como
se indica na figura.
Determinar a, b e c de
modo tal que o sistema seja
equivalente a um vector
Unico e determinar o eixo central nesse caso.

2700 — Verificar se um cone do revolugdo homogé-
neo pode ter pontos focais e determina-los, no caso
afirmativo.

2701 —Um péndulo composto 6 constituido por
uma esfera de raio R e massa H, suspensa por um
fio de comprimento i e de peso despresivel. Deter-
minar o comprimento do péndulo simples sincrono e
calcular a reac¢do no eixo de suspensdo.

2702 — Sejam

‘t \a<h/ oq. 0q,
as equag¢bes do movimento dum sistema holénomo,
sendo X uma constante. Verificar que, mudando a
variavel t na variavel t,, com ela ligada pela relacdo

I — ESCOLAS

Université de Paris — Faculté des Sciences — CER-
TIFICAT D'ALGEIIRE ET DE THEORIE DES NOMBRES —
Mars 1948.

KPREUVE PRATIQUE

2707 — On considére le groupe abélien G engen-
dré par deux éléments Ai et Ai indépendants et cha-

GAZETA DE MATEMATICA

2697 Substituir, na equacéo
a»

d"-s at

0

a variavel dependente 293 var¥el independente X,
respectivamente por v e u, sendo v=z X e u=x+z.

2698 — Investigar a existéncia de maximos e mi-
nimos para a funcéo

/(- fare tg —dx,

RACIONAL

dt=e 'tdti, as precedentes equacdes se reduzem as
dum movimento espontaneo.

L S. T.—MECANICA RACIONAL — 2" exame de fre-
guéncia ordinario — Abril de 1948.

PARTE PRATICA

2703 — Determinar o centro de gravidade do s6lido
gue se obtém fazendo girar as duas pardbolas ?/°=4x
e y-=6 (1—x) em torno do eixo comum.

2704 — Um ponto P descreve a espiral hiperbélica
r0=5cm com movimento central, no sentido dos 60
crescentes. Se a aceleracdo estiver dirigida para o
polo da espiral, e se para <=0 for 0= Ttradianos e
| P*I=10cm/seg., qual é a constante das areas e quais
sdo a velocidade e a aceleragdo de P para 6 =5TT/6 rad.?

PARTE TEORICA

2705 — Conceito geral de tensor — Tensores de
Ricci e suas operagdes — Tensores em elasticidade.

2706 — Donde resulta a importancia analitica dos
sistemas de referéncia de Kdnig?

No movimento mais geral dum sélido, havera sem-
pre, r.um dado instante, algum ponto de aceleracdo
nula?

ESTRANGEIRAS

cun d'ordre 4, de sorte que :

AfxAl=\ ¢équivalenta x=0 et i/=0(4)
1. Construire les sous-groupes cycligues de G,
d'ordre 4 et indiquer pour chacun d'eux la stru-

cture du groupe quotient.
ctement ou passer par

On pourra raisonner dire-
I'intermédiaire de matrices.
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2. On considere le groupe abélien H' engendré
par deux éléments D, et B, indépendants et chacun
d'ordre 2. Montrer qu'il y a un et un seul sous-groupe
H de Cri, isomorphe a //'. Indiquer la structure du
groupe quotient G/H. Montrer que H reste invari-
ant dans tout automorphisme de Cr.

3. Montrer que le groupe des automorphismes de
if' est isomorphe au groupe symétrique de degré 3.
Montrer qu'il est isomorphe au groupe des matrices
carrées d'ordre 2, a termes entiers, défini mod. 2 et
de déterminant non congru a 0 (mod. 2) (groupe
multiplicatif).

4. Indiquer quels sont les automorphismes de G
qui laissent invariants chacun des éléments de H.
En déduire I'ordre du groupe des automorphismes de
G. Montrer que ce groupe est isomorphe au groupe
multiplicatif des matrices carrées d'ordre 2, a termes
entiers, définis, mod. 4, et a determinant non congru
a 0, mod. 4. Vérifier I'égalité des ordres.

Note — Les questions 2, 3, 4 peuvent étre traitées indépen.

dament de 1. Lapremiére partie de la question 4 peut étre traitée
indépendament de la deuxiéme partie do 3.

EPREUVE THEORIQUE

2708 — On considere des systemes de n nombres
entiers (positifs, négatifs ou nuls) : a= j|OfOf** a, \\,
constituant un espace E, de dimension n. L'addi-
tion des points a est définie par I'addition de leurs
coordonnées de méme rang. On appellera matrices
des matrices carrées d'ordre n, dont les lignes (ou
les colonnes) sont des points de E.

2709—0n définit dans E une comparaison (ou
une relation d'ordre) des points par la condition que
un point a' est au plus égal a un point a, lorsque
chacune de ses coordonnées af{ est au plus égale a la
coordonnée a, de méme rang de a.

1. Démontrer que I'ensemble des points S au plus
égaux a deux points a et 6 est égal a I'ensemble des
points au plus égaux a un point (déterminé) qu‘on
notera d=(a,6).

2. Montrer que l'ensemble des points u au moins
égaux a a et 6 est égal a I'ensemble des points au
moins égaux a un point (déterminé), qu'on notera
m= [a, 6] .

On a ainsi défini deux opérations sur des points
(de E); indiquer leurs propriétés, montrer que cha-
cune d'elles est distributive par rapport a l'autre.
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3. Montrer que, pour 4 points, notés 1,2,3,4
Gerd/ ) _r+atitij

les opérations [+e¢] et (s ) étant étendues aux 6 cou-
ples de points. Généraliser cette propriété pour un
systéme de n points groupés k a k et n—k a n—Kk.

4. Appliquer ces résultats a I'ensemble des nombres
rationnels, obtenus en considérant les produits des
puissances entieres (positives, négatives et nulles)
d'un systéme de h facteurs premiers différents.

Il (indépendant de 1)

2710 —On considere deux matrices régulieres (adé-
terminants non nuls) A et B et les deux modules de
points: El de base A et Si de base B. On suppose
gue le seul module (dans E) qui contient 61let é& est
E lui méme. Rappeler comment cette hypothese peut
étre exprimée par une propriété des matrices A et B.

1. On cherche I'ensemble des points communs aux
deux modules, c'est-a-dire, les systemes d'entiers x\ et
y\ tels que:

1§ " isee AilIX A = lly\ y*esey'\\x  B.

Montrer que ces systémes, considérés dans un es-
pace E', constituent des modules al' et <g}dont on
peut déterminer des bases A' et B' telles que:

A"x A- B 'x B.

2. Montrer que I'hypothése sur A et B reste véri-
fiée et que le probléme précédent est remplacé par
un probleme «équivalent» quand on remplace A et B
respectivement par des matrices:

A =SxAxz, B~AT'xBXE,
<S,JS',2 étant des matrices unimodulaires.
le sens du mot «équivalent».

3. On profitera de ce changement pour prendre
Ai sous la forme réduite d'Hermite et Z?isous la
forme réduite de Smith :

Préciser

0, 0 0O eee ei 0 0 oee
al a.0 oo 41 = 0¢e€,0--
Al 03 0 0«j-

e, divisant e,.,. Montrer que la condition nécessaire
et suffisante pour que la condition imposée a A et B
soit vérifiée est que a, et e soient premiers entre
eux (pour chaque valeur de i). Determiner alors
une base du molule et montrer qu'elle est équivalente
a la matrice A (on pourra se borner au cas de ma-
trices d'ordre 3).

En déduire une propriété générale de 4 matrices
réguliéres AA'B,B' telles que:

A" X A = B'xB;

A et B étant sans diviseurs a droite et A" et B'
sans diviseurs a gauche.
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70 —WEATHERBURN, C. E.—A first course
in Mathematical Statistics — Cambridge University
Press, 1946.

E grande o numero de tratados, livros didacticos e
notas do Estatistica Matematica publicados nos ulti-
mos anos sobretudo em lingua inglesa. Entre os pri-
meiros ndo podemos deixar de citar os de Wilks
Kendall e recentemente, na valiosa colec¢do de Prin-
ceton, o do Prof. Harold Cramer.

A obra de que nos ocupamos pertence a 2.* categoria
e retine as licdes feitas num curso anual da "University
of Western Australia» creado a pedido de varios
departamentos cientificos da Universidade (Agricul-
tura, Biologia, Economia, Fisica e Quimica, e Psi-
cologia) os quais pretendiam que os respectivos alu-
nos adquirissem alguns conhecimentos sobre os
fundamentos matematicos da Estatistica, conheci-
mentos que dia a dia se tornam de maior valor. De
tdo dificil tarefa desempenhou-se admiravelmente, na
nossa opinido, o prof. Weatherburn cujos livros di-
déacticos sobre Geometria Diferencial e Geometria
Riemanniana séo, porventura, conhecidos dole itor.
O livro é de facil leitura e acompanhado de numero-
sos exemplos ilustrando o emprego dos varios méto-
dos. Resente-se porém, por vezes, da dificuldade que
ha da parte do professor que tem de dirigir-se a um
publico tdo heterogéneo e néo especializado em Mate-
matica. A maioria das demonstracdes é apresentada
em notas no fim dos capitulos ou propostas como
exercicio ao leitor mais interessado e experiente.

A obra compreende generalidades sobre distribui-
¢des a uma e mais variaveis, elementos da teoria da
correlacdo, da teoria da amostragem, «tests» de signi-
ficancia, analise de variédncia, etc.

A leitura deste livro serd certamente muito util a
todos os que queiram iniciar-se, mas sobretudo para os
estudantes da Agronomia e Economia que poderéo
seguidamente, com maior rendimento, empreender o
estudo das aplicagdes da Estatistica aqueles assun-

tos em que se especializaréo.
Manuel Zaluar

71 — SMITH, DAVID EUGENE.—The Poetry of Ma-
thematics and other Essays. Script* Mathematica.
Yeshiva College. — New York, 1947.

Os leitores de Scripta Mathematica, American Mathe-
matical Teacher, que se inte-

ressam pelas coisas da histéria amena da Matematica

Monthly e Mathematics

ja tinham conhecimento dos artigos que o prof. Smith
reuniu em 1934,sob aquele titulo na colecgdo da
Scripta Mathematica, e do qual em 1947 se fez uma
2* edicdo. Contem o livro cinco artigos o primeiro
dos quais da otitulo ao livro, intitulando- se os outros :
The Call of Mathematics, Religio Mathematici, Thomas
Jefferson and Mathematics, e Gaspar Monge, Politician.

Todos os artigos sdo de interesse, como quase sem-
pre o eram os do prof. David Eugene Smith, o autor

da Rara Arithemetica.

José da Silva Paulo

72 — Newton Tercentenary Celebrations. Cam-
bridge University Press, 1947.

A Royal Society celebrou em Julho de 19460 tri-
centenario do nascimento de Sir Isaac Newton e con-
vidou as academias cientificas de todo o mundo a
participarem na homenagem a memoéria do grande
cientista. A referidacelebragdo deveria ter tido lugar
em 1942 mas teve de ser adiada por causa da guerra.

As mensagens e estudos apresentadas pelos delega-
dos das diversas academias, focando aspectos varios
da vida o obra de Newton, foram reunidas emvolume.
Destacaremos : «Newton» pelo Prof. E. N. da Costa
Andrade, «Newton, o Homem» pelo falecidoLord Key-
nes, «Newton e o Célculo Infinitesimal» pelo Prof. J.
Hadamard (Franca), «Newton e a Teoria Atdmica»
por S. I. Vavilov (U. R. S. S.), «Os Principios de
Newton e a Moderna Mecanica Atémica» pelo Prof-
N. Bohr (Dinamarca), «Newton : o Algebristae o Geo-
metra» pelo Prof. H. W. Turnbull, etc. .

A interessante publicacdo inclui véarias fotografias
entre as quais reproducdes dalguns retratos de Newton.

Manuel Zaluar
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