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DEVELOPPANTES GÉNÉRALISÉES D'UNE COURBE PLANE 
par Gabriel Viguier (*) 

I l s 'agit , comme le d i t M , Hum., d'une sorte de cano­
nisat ion g é o m é t r i q u e de l ' é q u a t i o n de R icca t i . 

Une courbe-base (A i ) et une courbe-adjointe (L) 
é t a n t d o n n é e s dans le p l an par leurs r e p r é s e n t a t i o n s 
en fonc t ion d u m ê m e p a r a m è t r e t M:\(t) , r, (t) et 
L: F (t) ,6 ( i ) ce q u i les f a i t se correspondre p o i n t 
par poin t , on porte sur l a tangente en M un segment 
MN=T (t) . I l s 'agi t de d é t e r m i n e r les courbes-lieux 
de N ( d é v e l o p p a n t e s g é n é r a l i s é e s ) c ' e s t - à - d i r e la f o n ­
c t ion T ( i) de telle sorte que l a tangente en N à cette 
d é v e l o p p p a n t e passe par le po in t L . 

D é s i g n o n s par U i et u ) 2 le p r o d u i t vector iel de M L 
avec les vecteurs H t et M i l tangent et normal à l a 
courbe-base, les relat ions classiques d 'un é l é m e n t 
d'arc de l a courbe (Af ) : 

dl, = d<s cos a et du — da s in a 

fournissent, comme é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e d u p r o b l è m e , 
l ' é q u a t i o n de R i c c a t i : 

(1) » , ( r ' + a1) + a' T fo-o' T) = 0 . 

I l est i n t é r e s s a n t de remarquer qu 'on a toute une 
f ami l l e de courbes (N) à p r o p r i é t é s anbarmoniques, 
c ' e s t - à - d i r e projec t ivement é g a l e s puisque les coor­
d o n n é s de N, l iées l i n é a i r e m e n t à l ' inconnue T , cont ien­
nent homographiquement la constante d ' i n t é g r a t i o n . 

D ' u n autre po in t de vue, s i l 'on se donne a r b i t r a i ­
rement t ro is courbes ( A f ) , (N), (L) on d é f i n i t , à 
p a r t i r de Af , une expression en t d u segment MN et 
une é q u a t i o n de R i c c a t i d é t e r m i n é e par ( A f ) e (L). 
Cette d e r n i è r e , dont MN est solut ion p a r t i c u l i è r e , est 
par suite i n t é g r a b l e par quadrature t o u t en d é p e n ­
dant de t ro is fonct ions arb i t ra i res . 

Inversement s i l 'on se donne une é q u a t i o n de R i c c a t i 
l a plus g é n é r a l e 

(2) T 1 + PT' + QT + R = 0 , 
i l l u i correspond une i n f i n i t é de p r o b l è m e s g é o m é t r i ­
ques d u type ci-dessus. L a courbe-base et la courbe 

adjointe d é p e n d e n t d'une fonc t ion a rb i t r a i r e puisque 
nous avons la r e la t ion a1 = 22, ce q u i donne toute 
f ami l l e de courbes ( A f ) « i s o m é t r i q u e s » . I l y a l à u n 
f a i t g é o m é t r i q u e p a r t i c u l i è r e m e n t i n t é r e s s a n t . 

L ' é t u d e de quelques exemples, correspondant p l u t ô t 
à des cas d é g é n é r é s de l ' é q u a t i o n de R i c c a t i , permet 
de retrouver, sous une outre forme, des f igures de l a 
g é o m é t r i e classique plane. C'est a ins i que les con i ­
ques et les cubiques ci rculaires t rouvent leur place 
p a r m i ces d é g é n é r e s c e n c e s . C o n s i d é r a n t e n f i n l a forme 
r é d u i t e de M . E . C A K T A N . 

T t + J V + 1 = 0 

que nous associons au p r o b l è m e des d é v e l o p p a n t e s 
g é n é r a l i s é e s , nous arr ivons au t h é o r è m e suivant : les 
distances ML pour deux courbes ( A f ) i s o m é t r i q u e s 
sont dans un rappor t inverse de ce lu i des rayons de 
courbure aux points correspondants. 

S i nous c o n s i d é r o n s , non plus la tangente en ( A f ) 
mais sa normale, nous d é t e r m i n o n s une seconde f a m i l l e 
de courbes (ZV) (déve loppées g é n é r a l i s é e s ) d é p e n d a n t 
de l ' é q u a t i o n d i R i cca t i 

tûj T 1 — a' o1 T» + (o I J — a 1 « i ) T + « 1 «' =» 0 . 

Ce p r o b l è m e n'est é v i d e m m e n t pas logiquement dis­
t i n c t d u p r é c é d e n t ; cependant e n v i s a g é sous sa r é c i ­
proque, c ' e s t - à - d i r e à p a r t i r de l ' é q u a t i o n g é n é r a l e (2), 
i l condui t à l a re la t ion 

Po'2 + Ra.1* - Q<t< o' = 0 

q u i donne une i n f i n i t é de courbes-bases « i s o r a d i i q u e s » , 
à m ê m e rayon de courbure en deux points correspon­
dants. 

L a forme r é d u i t e de M . E . C A R T A S a s s o c i é e aux 
d é v e l o p p é e s g é n é r a l i s é e s condui t au t h é o r è m e : les 
distances ML pour deux courbes ( A f ) isoradiiques 
sont proport ionnelles à l a q u a n t i t é \/l + <sn. 

C) Ingénieur de recberches à l 'O. N. E , R . A , -

SOCIEDADE PORTUGUESA 
D E M A T E M Á T I C A 

ConlriOuinte N* 501 065 792 
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///. Sobre o Cá/cu/o Simbólico 
(Continuação dos n." 31 e 32) , 

p o r J o s é Sebastião e Silvo 

Funções racionais inteiras de operadores lineares. 
Sejam S um sistema vec tor ia l e • uma t r a n s f o r m a ç ã o 
l inear do sÍ6tema S em si mesmo. Por função racio­
nal inteira do operador 4> (suposto v a r i á v e l ou inde­
terminado) entendemos toda a f u n ç ã o F (<l>) que se 
possa expr imi r mediante um n ú m e r o f i n i t o de a d i ç õ e s 
e m u l t i p l i c a ç õ e s a p a r t i r de * e de constantes n u m é ­
ricas (isto é, escalares). V i s to que a soma o o produto 
de dois operadores lineares é ainda um operador linear, 
segue-se que toda a f u n ç ã o rac ional i n t e i r a dum ope­
rador l inear é ainda um operador l inear. 

A s mais simples f u n ç õ e s racionais inteiras de <l> que 
se possam apresentar são , naturalmente, a f u n ç ã o 
.F(<t>)=* e todas aquelas do t i po F(Q>)=a, em que o 
representa uma constante n u m é r i c a qualquer. Por 
d e f i n i ç ã o , todas as outras f u n ç õ e s racionais inteiras 
de <t> se o b t ê m a p a r t i r destas f u n ç õ e s elementares, 
mediante um n ú m e r o f i n i t o de ad ições e de m u l t i p l i ­
cações . Donde resulta que toda a f u n ç ã o racional 
in t e i r a de * se pode escrever sob a fo rma dum poli­
nómio inteiro em í> : 

F (D) = o 0 *" + a, H + a„_ , * + a„ ; 

pois que, como ó f ác i l v e r : 1) a f u n ç ã o í 1 (<!>)=* e 
as f u n ç õ e s do t ipo F (*) = a ( f unções de grau zero) 
j á se podem considerar escritas sob aquela f o r m a ; 
2) o soma e o produto de dois polinómios inteiros em • 
calculam-se exactamente como se * fosse uma variável 
numérica — o que se reconhece atendendo às pro­
priedades da a d i ç ã o e da m u l t i p l i c a ç ã o entre opera­
dores lineares (d i s t r ibu t iv idadc , comutat iv idade da 
a d i ç ã o , etc.) e à permutabi l idade entre operadores 
lineares e factores n u m é r i c o s . Dos factos precedentes 
resulta por sua vez que, se forem F té) , G (é) funções 
racionais inteiras de <1>, os oi<eradores F (4>) , G (<I>) 
serão permutáceis, isto é ler-se-à F (>I>) . G (jtn = 
= G (<t>) . F ( t ) . 

Consideremos agora n t r a n s f o r m a ç õ e s l i n e a r e s 
* i , do sistema vector ia l <S em si mesmo, as 
quais sejam permutáceis entre si duas a duas. A d e f i ­
n i ç ã o de função racional inteira F (* j , • • • , *„) dos 
operadores * i , — * . s e r á a n á l o g a à precedente, e o 
que f o i d i to a respeito das f u n ç õ e s racionais in te i ras 
de •!> aplica-so mutatis mutandis à s f u n ç õ e s rac io­
nais inteiras de *„ . 

Exemplo: Seja £1 o conjunto de todas as f u n ç õ e s 
a n a l í t i c a s de n v a r i á v e i s complexas a, , • • • , z„ , d e f i -

A S 3 U D U T » f V * 3 0 A f í 3 í 3 0 3 

nidas num mesmo d o m í n i o , e convencionemos repre­
sentar por Di<f a der ivada parc ia l em ordem a zi de 
cada fu t i ção !p e íT (i = 1 , • • • , n) . E manifesto que 
os operadores Di, • • • , D„ consti tuem t r a n s f o r m a ç õ e s 
lineares do sistema vector ia l €1 em si mesmo permu­
t á v e i s entre s i duas a duas, sendo portanto l íc i to 
de f in i r f u n ç õ e s racionais in te i ras de tais operadores. 
E m par t icu la r , a p o t ê n c i a (h\ Dt + • • • + h„D,y, em 
que hi,---,hn representam escalares quaisquer e p 
um n ú m e r o na tu ra l t a m b é m qualquer, p o d e r á desen-
volver-se segundo a f ó r m u l a c l á s s i c a — o que s e r á 
agora, n ã o apenas uma simples c o i n c i d ê n c i a s i m b ó l i c a , 
mas u m facto m a t e m á t i c o d e m o n s t r á v e l , l igado à 
teoria dos operadores lineares. Finalmente , podere­
mos de f in i r com maior generalidade função racional 
inteira das cariáveis * ! , • • • , * „ , admi t indo que as 
constantes a que se refere a d e f i n i ç ã o (em par t i cu la r , 
os coeficientes dos po l inómios ) possam ser, em vez 
de n ú m e r o s , operadores lineares quaisquer, per­
m u t á v e i s com cada u m dos operadores * i , 
A s regras de cá l cu lo usuais s ã o ainda a p l i c á v e i s 
neste caso. 

Funções racionais [raccionárias de operadores 
lineares. Seja -S um conjunto qualquer (que n ã o s e r á 
portanto, necessariamente, um sistema vector ial) o 
seja * uma t r a n s f o r m a ç ã o unívoca do conjunto -S em si 
mesmo. Diremos que a t r a n s f o r m a ç ã o * é invertivel, 
quando exis t i r uma outra t r a n s f o r m a ç ã o u n í v o c a S do 
conjunto S em si mesmo, t a l que H <I> = <t> E = 1 ; em t a l 
h i p ó t e s e , o refer ido elemento H s e r á chamado inverso 

1 : 
de * e p o d e r á representar-se por * _ l ou por — • Ora, 

como é fác i l ver, para que o operador * seja i n v e r t i ­
vel , é n e c e s s á r i o e suf iciente que ele const i tua uma 
t r a n s f o r m a ç ã o b i u n í v o c a do conjunto <S em s i mesmo; 
isto é, s e r á n e c e s s á r i o o suficiente, que, para todo o 
elemento v de f>, exista um e um só elemento u de S, 
ta l que * u = v ' " . 

Ass im, por exemplo, o operador D n ã o s e r á inver ­
t i v e l , segundo t a l conceito. Mas j á a f u n ç ã o <px = x 3 ó 
uma t r a n s f o r m a ç ã o b i u n í v o c a do conjunto dos n ú m e r o s 
reais em si mesmo, e por tan to um operador i n v e r t i v e l , 
tendo-se <p_l = V . D o mesmo modo, o operador 

til Dêste modo, ><bluo!YDCftft Será sinónimo de «lnvertivoU. 
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0 =• ( admite o inverso 0 _ L = • Seja 
\a b e ) \a b c) 

f inalmente <D uma t r a n s f o r m a ç ã o l inear do e s p a ç o 
cartesiano Rn em si mesmo : c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e 
suficiente para que o operador * admi ta inverso é 
que o determinante da mat r iz representativa de * seja 
diferente de zero; em t a l h i p ó t e s e , o operador * _ l 

p o d e r á ser determinado segundo a regra de CBAMEK. 
Os operadores i n v e r t í v e i s d i r - s e - ã o t a m b é m regu­

lares e os operadores n ã o i n v e r t í v e i s s e r ã o t a m b é m 
chamados singulares ou degeneres. 

D a anter ior d e f i n i ç ã o deduzem-se fac i lmente as 
seguintes propriedades : 1) Se * e' um operador regu­
lar, tem-se ; 2) Se os operadores * , V são 
regulares, tem-se (<t>>r)-1 = W-1 * _ l ; 3) Se os operadores 
4>, V são permutáveis entre si e V é regular, também 
í>, *V~[ são permutáveis entre si m . 

Nesta ú l t i m a h i p ó t e s e , chama-se cociente de * por ir 
4> 

e pode representar-se por ^ o operador <t*W~t = T _ I <t>. 

E n t ã o , das p r o p o s i ç õ e s 2) , 3) deduz-se imediatamente 
que : Dados quatro operadores <I>j , , * 2 , f j , permu­
táveis entre si dois a dois, e dos quais <Fi e Vz sejam 

regulares, tem-se — • •— = ^ • E m par t i cu la r : 

Dados três operadores <t>, 9 , 0 , permutáveis entre si 
dois a dois e dos quais , O sejam regtdares, tem-se 

4> <t>0 
W ~ " i e ' 

Temos suposto a t é agora que S é um conjunto 
qualquer. Pois bem, vamos supor a partir deste momento 
que S é de novo um sistema vectorial. E m t a l h i p ó t e s e , 
se forem * , W , 0 t r ê s t r a n s f o r m a ç õ e s u n í v o c a s do sis­
tema S em si mesmo, sendo 0 regular , t e r - s e - á ainda : 
* <r * + >r 

"0 ~*~ ~ i ~ ~ ' 0 ' 

Como se v è , é pos s íve l extender ao caso presente, 
uma a uma, t ô d a s as propriedades formais das f r a c ç õ e s 
n u m é r i c a s , sob convenientes r e s t r i ç õ e s ( 3 ) . Por outro 

(U Recordemos que, na teoria de GALOIS, S&O chamadas subs­
tituições estas transformares biunívocas dum conjunto finit 0  

em si mosmo. 
(2> Tem-se com efeito u/-i <p = qr-1 tp tpq— I --- \p—« \p (pUT—1 ' 

- W - 1 » q. o. d. 

Ta l não devo surpreondor-nos. A manoira mais natural 
do introduzir os números racionais (e mosmo os números roais) 
consisto em aprosonlá-los como oporadores llnoarus dofluidos 
num sistema de grandezas continuas. Instltuo-so dôsto modo 
uma teoria sintética dos números, quo será logicamente lmpocávol, 
quando se tirer dado uma convunieuto axiomática dos sistemas 
de grandezas continuas, e so tiver demonstrado a nllo-contra-
diçllo dessa axiomática (roduzindo-n à niio contradição da arit­
mética dos intoiros). E m particular, observando que os números 
positivos formam um slstoma do grandezas continuas a rospolto da 
multiplicação, é-so conduzido a uma tuoria dos logaritmos, quo é a 
mais simples, a mais natural o a mais olegauteque se possa conceber. 

lado, recordando que duas f u n ç õ e s racionais in te i ras 
dum mesmo operador l inear s ã o sempre operadores 
lineares p e r m u t á v e i s entre s i , e atendendo à proposi­
ção 3), torna-se na tura l agora de f in i r função racional 
fraccionária dum operador linear * (suposto v a r i á v e l ) . 
Daremos esse nome a toda a f u n ç ã o R (<l>), que, 
sem ser racional in te i r a , se possa reduzir à fo rma 

/ ( * ) S 
• ^ ( * ) — — 7 T e m 1 u e fiO designam duas quaisquer 

9 (*) 
f u n ç õ e s racionais inteiras (de coeficientes n u m é r i c o s ) . 
E claro que a f u n ç ã o R (<I>) só s e r á def in ida para 
aqueles valores de * que tornem o operador g (*) 
regular . 

Podemos agora abordar o problema da decompo­
s i ção duma f r a c ç ã o rac ional p r ó p r i a em soma de 
f r a c ç õ e s simples: Dados dois p o l i n ó m i o s intei ros em z, 
p (z) , q (2) , dos quais o p r ime i ro tenha g rau i n f e r i o r 
ao segundo, sabe-se que, representando por X!,X 2 , . . . ,X„ 
as raizes (oportunamente repetidas quando m ú l t i p l a s ) 

da e q u a ç ã o q (z) = 0 , a f u n ç ã o racional ^ 7 j j | admite 

uma d e c o m p o s i ç ã o do t i p o = 5J ' — ' em 
SOO S ( 2 - * i ) r i 

que os k{ representam determinados n ú m e r o s comple­
xos e os rt determinados n ú m e r o s in te i ros . Pois 
bem, atendendo aos resultados precedentes, é bem 
f á c i l agora demonstrar que, dado um operador linear <P, 
para o qual os operadores <S> — X j , . . . , <P—x„ sejam 
regulares, poderá ainda escrever-se 

P(*>) ^ h  

# # # 

Todav ia , ê s t e resultado n ã o permi te ainda j u s t i f i c a r 
o c á l c u l o s imbó l i co , t a l como nós o u t i l i z á m o s de 
i n í c i o , na i n t e g r a ç ã o da e q u a ç ã o l inear o r d i n á r i a a 
coeficientes constantes : 

(1) a0D«<f-\-a1D'-,<f + • • • + a , _ , D t + a . T = { , 

pois que, para nenhum valor de X, o operador D — X 
é i n v e r t í v e l : com efei to, a e q u a ç ã o Dtp—Xç=fl admite 
i n f i n i t a s so luções em ç , para cada f u n ç ã o 8, dada 
sob certas cond ições . Ora n ã o seria d i f í c i l , mediante 
c o n s i d e r a ç õ e s relat ivas a operadores p l u r í v o c o s , j u s ­
t i f i c a r o uso do m é t o d o s imbó l i co cm t a l caso. E con­
tudo p r e f e r í v e l encarar- o problema de um outro 
ponto de v i s t a ' " . 

1 ' o processo quo vamos seguir ú, na sua essência, devido a 
FASTAPPlfc . . 
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Representemos por g o conjunto das f u n ç õ e s com­
plexas, def inidas num in tervalo fechado (a,b) e con­
t inuas nesse i n t e r v a l o 1 1 S e pusermos 

( 2 ) 3 f = f f ( t ) d t (a<x<b; f e e ) , 
a 

imediatamente se reconhece que 3 representa uma 
t r a n s f o r m a ç ã o l inear do sistema vector ia l <5 em si 
mesmo. Ora o operador 3—X é regular qualquer que 
seja o n ú m e r o complexo X =jfc 0 , pois que, como é f ác i l 
ve r i f i ca r , a e q u a ç ã o i n t eg ra l 

e » e - X v = « ( X = £ 0 ) 

admite , para cada a so lução única 

(3) • \x)= - Í • (x) - | j f e ~ 6 (<) d í , 
a 

a qua l pertence ainda, manifestamente, ao conjunto fi. 
(Para X = 0 , o operador 5 — X converte-se no operador 
3, que é v is ivelmente s ingu la r ) . 

Estamos por tanto habi l i tados a i n t e g r a r a e q u a ç ã o 
( 1 ) , com as condições iniciais «/" (a) = Cj ( » = ( ) , • • • 
n—1) . Suponhamos, para f i x a r ideias, n = 2 : 
(1*) í i « Z ) í ç + a 1 D « + a í ? - 4 i ( o o = £ 0 ) ; 
aplicando duas vezes o operador 3 a ambos os 
membres de (1*) (admi t indo que + , <f e <B) , t e r - s e - á 
sucessivamente, pondo y (a)=ca,y' ( a ) = c j : 

o,, D » - o , c , + « | <p—ai c 0 +O2 3<f=3ty 
aqy—ao«o—<"oci + <?ç—aj. c 0 x + o2 5'<f> = <?1 + 

ou ainda, pondo í"=<? í<r ,+ao cu+( < Io ci + a i co) * á 
( 1 # # ) (o? 3i+a, 3+a9) ç = + , 

e q u a ç ã o i n t e g r a l equivalente à e q u a ç ã o d i fe renc ia 1 

(1*), completada com as cond ições in i c i a i s tp (a) = c 0 

(a )« -c , . Podemos ainda escrever (1**) sob a forma? 
ç = ( a , 3* + a, 3+ao)~'^. E n t ã o , atendendo a todas as 
c o n s i d e r a ç õ e s precedentes"' e u t i l i zando a f ó r m u l a (3) 
s e r á f á c i l achar a s o l u ç ã o única de (1**) , expressa 
por meio de quadraturas a p a r t i r de e das cons­
tantes c0, c , . Para que o processo f ique completa­
mente ju s t i f i cado , s e r á n e c e s s á r i o ve r i f i ca r no f i n a l 
que, pertencendo $ a S, t a m b é m ç p e r t e n c e r á a <2, 
h i p ó t e s e esta em que o processo f o i aplicado. T a l 
v e r i f i c a ç ã o é p o r é m imediata . 

Analogamente se resolve um sistema de e q u a ç õ e s 
diferenciais lineares o r d i n á r i a s a coeficientes cons­

to Trata-se portanto de funções complexai da variável rral 

É claro que uma parte deste conjunto será constituída pelas 

funções reais definidas em ( a , 6) o aí continuas. Podíamos 

tratar o assunto com maior generalidade, considerando espaços 

runclonals mais amplos do que este, mas isso levar-nos-ía 

demasiado longe. 
(2) Trata-se, evidentemente, de decompor a fracc&o própria 

do segundo membro numa soma de fracções simples. (Veja-se o 
artigo do n.' 31 desta revista). 

tantes. Como j á t ivemos o c a s i ã o de observar, os p ro ­
blemas re la t ivos a c i rcui tos e l éc t r i co s a constantes 
concentradas conduzem sempre a sistemas d ê s t e t ipo . 
A q u e s t ã o requere, p o r é m , uma a n á l i s e cuidadosa, 
que n ã o é pos s íve l desenvolver aqu i . 

Espaços de B A N A C H — A t é agora t r a t á m o s unica­
mente de f u n ç õ e s racionais de operadores lineares. 
Se quisermos i r para a l ém das f u n ç õ e s racionais de 
operadores lineares, sem abandonar o método da Aná­
lise geral que temos seguido até aqui, s e r á n e c e s s á r i o 
r e s t r i ng i r o conceito de « s i s t e m a v e c t o r i a l » . 

Ora notemos que, no e s p a ç o cartesiano Kn (a n d i ­
m e n s õ e s complexas), costuma ser de f in ida uma n o ç ã o 
de « c o m p r i m e n t o » , «módu lo» ou « n o r m a » dum vector: 
a cada vector n = ( z , , 3 j , • • - , ;„) , a tr ibui-se, como seu 
comprimento, o n ú m e r o real 11/|a, | » + | a í | + • • • • + | a „ | * | , 
que representaremos aqui por | u | . ' " Por ou t ro lado, 
esta avaliação (chamemos-lhe assim) ve r i f i ca as qua­
t ro cond ições seguintes : 

Mi) | n | > 0 , se u4=0; 
M2) |n| = 0 , se n = 0 ; 

M3) | u + T I < I u I + I • 11 quaisquer que sejam o es-
Mt) I a u I — I a 11 u I J calar a e os vectores u , v . 

D u m modo geral , chamaremos sistema vectorial nor-
mado a todo o sistema vector ia l — re la t ivo ao corpo 
real ou ao corpo complexo — no qual , a cada vector a , 
se considere associado, de harmonia com as condições 
Mi a Mj, um n ú m e r o | u | chamado norma, comprimento 
ou módulo de u . 

U m exemplo dum sistema vector ia l normado rela­
t i v o ao corpo complexo, a l ém do j á ci tado (o e s p a ç o A'„), 
é o conjunto <2 das f u n ç õ e s complexas c o n t í n u a s num 
in te rva lo fechado (a ,b) , chamando norma \<ç \ duma f u n ­
ção o e £ ao m á x i m o valor de | ç ( x ) j no in te rva lo ( a ,b) ; 
i s to é, em s í m b o l o s : 

|<p I = max | ç (x ) I (a<x<b). 

(É bem fác i l ver como, em t a l caso, s ã o verif icadas 
as cond ições Mi a M4). 

Seja 5 um sistema vec tor ia l normado. Diremos que 
uma dada s u c e s s ã o Un, Ui , • • • , u„ , ••• de elementos 
de S converge para um determinado elemento u de S, 
e escreveremos e n t ã o u = L i m u „ , quando, a todoo n ú ­
mero e > 0 , se possa fazer corresponder um n ú m e r o 
na tu ra l 2V,, t a l que, para » > i V t , se tenha necessaria­
mente I u — u „ I < e. 

Consideremos de novo o e s p a ç o cartesiano K„. 

<t> K claro que, dado ura número complexo z = a-\-bi, repre­
sentamos aqui, como habitualmente, por | s | , o módulo de z; 
isto é, pomos \z\= + }/ãir:\lí' i 
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Neste e s p a ç o é, como se sabe, a p l i c á v e l o c r i t é r i o de 
c o n v e r g ê n c i a de C A U C H Y : Condição necessária e sufi­
ciente para que uma sucessão de vectores Uo, Uj, • • •, U„, • • • 
seja convergente é que, para todo o número t > 0 , exista 
um número natural N , , tal que, quaisquer que sejam 
p , q > N , , se tenha | n, — u„ | < e. 

Por ou t ro lado, n ã o é d i f í c i l demonstrar que t a m b é m 
no sistema normado S é v á l i d o o refer ido c r i t é r i o de 
c o n v e r g ê n c i a . 

Pois bem, ckamam-se espaços de BANACH todos aqueles 
sistemas vectoriais normados em que é válido o critério 
de convergência de C A D C H V . U m e s p a ç o de B A N A C H 

diz-se real ou complexo conforme ele f o r um sistema 
vector ia l r e l a t ivo ao corpo real ou re la t ivo ao corpo 
complexo. Os e s p a ç o s A"„ e e s ão , portanto, e s p a ç o s 
de BANACH complexos. V a r i a d í s s i m o s outros exemplos 
de e s p a ç o s de BANACH p o d e r í a m o s c i t a r aqui , se esta 
e x p o s i ç ã o n ã o fosse j á demasiado longa. 

Espaços funcionais analíticos. U m pr imei ro con­
ceito de e s p a ç o func iona l a n a l í t i c o deve-se a S A L V A T O R E 
P I N C Í I E H L E " ' . Dados u m n ú m e r o complexo a e u m 
n ú m e r o rea l r>0, representemos por [<x,r] o con-

oo 

j u n t o de todas as sé r i e s / ( z ) — 2 a* ( z _ «)"> cujos 

raios de c o n v e r g ê n c i a s ã o superiores a r. Como se sabe, 
cada uma destas sé r i e s define univocamente, no in t e ­
r i o r do seu c í r cu lo de c o n v e r g ê n c i a , uma f u n ç ã o a n a l í ­
t i ca (isto é, uma f u n ç ã o p rov ida de der ivada em todos 
os pontos interiores ao c í r cu lo ) . Adoptando os concei­
tos usuais de soma de duas séries e de produto duma 
série •por um número complexo, o conjunto [«,»•] torna-se 
manifestamente u m sistema vector ia l re la t ivo ao corpo 
complexo. 

Diremos que uma s u c e s s ã o f 0 , / j , • • • , / „ , • • • de ele­
mentos de converge para um determinado ele­
mento / de [*,»•] e escreveremos e n t ã o L i m / , = / , 

quando exis t i r pelo menos um c í r c u l o com centro em • 
e de ra io ao mesmo tempo maior que r e menor que os 
raios de c o n v e r g ê n c i a <le todas as s é r i e s fo,f\,•••,/»,•••, 
sobre o qua l a f u n ç ã o / „ (z) tenda uniformemente para 
a f u n ç ã o / ( z ) , quando n-*co. Com t a l conceito de 
« l imi t e» (que n ã o chegou a ser in t roduz ido por P I N -
C H E K L E ) , O sistema [ a , r] torna-se u m caso pa r t i cu l a r 
dos e s p a ç o s funcionais a n a l í t i c o s por m i m considera­
dos na nova s i s t e m a t i z a ç ã o que dei à teor ia dos f u n ­
cionais a n a l í t i c o s de FAMTAPPIÈ Para maior brevi­
dade, limitar-me-ei a este caso particular. 

(1> Veja-sa PIHCKEBLE na lista bibliográfica. 
í*) Sull'analUi funzionale lineare nel campo delle fanzioni ana-

litiehe, Redlcontl Aec. L Incei, 1946, pág. T i l . A id«ia destes 
espaços já se encontra esboçada num artigo de R . CACCIOPOL.1 
sobre o mesmo assunto. 

Ocorre desde logo preguntar se é pos s íve l i n t r o d u ­
z i r no e s p a ç o [ « , r ] uma n o ç ã o de « n o r m a » , da qual 
se possa deduzir, conforme as convenções precedentes, 
a n o ç ã o de « l imi t e» que nele def inimos. Creio que a 
resposta é negat iva. Todav i a , é f á c i l reconhecer que o 
e s p a ç o [ * , r ] se pode expr imi r , de certo modo, como 
soma duma in f in idade n u m e r á v e l de e s p a ç o s de B A N A C H . 

Funções analíticas de operadores lineares. Con­
sideremos de novo um e s p a ç o func iona l a n a l í t i c o [*,»•]. 
Seja por outro lado 5 um e s p a ç o de BANACH complexo, 
e representemos por A (.V) o conjunto das t ransforma­
ções lineares do sistema <S' em si mesmo. Pregunta-se : 
lDado u m operador *eA(<S) e uma f u n ç ã o / o [ « , r ] , 
que s ign i f icado devemos a t r i b u i r ao s í m b o l o / ( * ) , 
que se o b t é m subst i tu indo em / ( z ) a v a r i á v e l com­
plexa z pelo s í m b o l o <t> ? V o u apenas indicar , em linhas 
mui to gerais, como se responde a esta q u e s t ã o . 

Observemos, em pr ime i ro lugar , que o conjunto [ x , r ] 
c o n t é m todos os p o l i n ó m i o s intei ros em z ( s u p õ e - s e , 
naturalmente, a=jfcoo). E m par t i cu la r , c o n t e r á a ' f u n ­
ç ã o / ( z ) = z e as f u n ç õ e s do t i po / (a) = a {a, const, 
n u m é r i c a qualquer) ; todas as outras f u n ç õ e s per ten­
centes a [a., r] se o b t ê m a p a r t i r dessas f u n ç õ e s ele­
mentares, mediante a d i ç õ e s e m u l t i p l i c a ç õ e s efectuadas 
em número finito ou infinito, com passagens ao limite 
Ora a a t r i b u i ç ã o dum s igni f icado ao s í m b o l o / (<i>) 
deve ser f e i t a de modo que subsistam as regras de 
c á l c u l o usuais e, para isso, devem ser ver i f icadas as 
seguintes c o n d i ç õ e s : 

1) f (*) e A ( S ) , desde que * e A (S). 
2 ) Se f o r / ( z ) = z , s e r á / ( * ) = ( * ) ; e se for / ( z ) k = a , 

s e r á / ( * ) = a . 
3) Se / ( z ) = / , (z) + / , (z), e n t ã o / ( * ) = / , (*) + f t (*), 

e se g (z) = gt (z) • gz ( z ) , e n t ã o g (* ) = o, (*) • gl (*). 
4 ) Se fo r / = L á m / . , s e r á / ( * ) = L i m * „ . 

• » . . . . , . . -. » • t . I 
(Diremos, naturalmente, que uma s u c e s s ã o (*„) de 

operadores pertencentes a A (S) converge para um 
determinado operador 4 > e A ( & ) , quando se t i v e r ' 
L i m ('!•„ u ) = * u . , qualquer que seja u e S). 

Ora bem : Condição necessária e suficiente para que 
tal problema seja resolúvel é que o operador (X.—«t) - 1 

seja uma função de X univocamente definida e analí­
tica'" no conjunto complementar do circulo com centro 
em x e de raio r ; em tal hipótese, a solução é única e 
dada pela fórmula 

r m & m * -

(D V. claro que o significado do termo «analítica» aqui em­
pregado d e r i v a do anterior conceito do «limite duma sucess&b de 
operadores». O mosmo se diga a respeito do integral que a p a -
rece na fórmula (4). 
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em que C representa o contorno, percorrido no sentido 
pos i t ivo , dum c í r c u l o com centro em a e de ra io ao 
mesmo tempo maior que r e menor que o ra io de con-

00 

v e r g ê n c i a da sé r i e / (2) = 2 a» (z ~~ *)" • 

Supusemos que S é um espaço de BANACH complexo; 
mas p o d í a m o s supor que se t r a t a de um e s p a ç o f u n ­
cional a n a l í t i c o ou, mais geralmente, de um e s p a ç o 
que se possa expr imi r , de certo modo, como soma duma 
in f in idade de e s p a ç o s de BANACH complexos " ' . 

Na hipótese de o operador * ser contínuo < 2 ) , demons­
t r a t e quo a f u n ç ã o (X—<b) _ I de X resulta a n a l í t i c a em 
todos os pontos X em que é def in ida , is to é, em que o 
operador X — * é invertivel. Chama-se conjunto resol-
vente de <t, precisamente, o conjunto desses valores 
de X para os quais ( X — * ) - 1 existe, e chama-se espectro 
de * o complementar do conjunto resolvente de <I>. 
Portanto, no caso de * ser contínuo, a condição precedente 
reduz-se a exigir que o espectro de * esteja contido no 
círculo de de centro a e raio r . 

A i n d a na h i p ó t e s e de <t> ser c o n t í n u o , deduz-se do 
que f o i d i to a p r o p o s i ç ã o seguinte : Dada uma fun-

ção f (z) = 2 a o ( z — c o n d i ç ã o necessária e sufi-
00 

ciente para que a serie a„ ( * — a)" seja convergente 

e a sua soma coincida com o valor de f (*) dado pela 
fórmula (4), é que o espectro de * seja interior ao cir­
culo de convergência da série dada. 

U m a outra c o n c l u s ã o impor tan te é ainda esta: 
Seja f ( z , t ) uma função analítica das duas variá­
veis z , t , e seja <S> uma transformação linear de S em 
si mesmo, para a qual o símbolo f (<t>, t ) lenha um sen­
tido, fixado pela fórmula (4), para convenientes valores 

do parâmetro t ; então, se pusermos g (z , t ) = — f (z , t ) , 
àt 

d 
será g ( * , t ) = - f ( * , t ) . 

• • * 
V o u agora indicar brevemente, sem entrar em por­

menores, algumas a p l i c a ç õ e s do que acaba de ser 

(t> A fórmula (4) foi estabolecida por FANTAPPIÈ para o caso 
das matrizes finitas. A sua extensão aos operadores em espaços 
a infinitas dimensões foi sugerida por E . CAUTAN em carta a 
O . GIORGI, e pode considerar-so efectuada por E . K . LORCH (vor 
bibliografia). Todavia, LORCH limita-so a oporadoros linoaros 
contínuos em espaços de BAKACII. 

(2) O operador d> diz-se contínuo se, para cada sucessão con­
vergente u , , Ui t • • • u« , . . . de elementos de S, so tem 

(b (lim uM) = li m o» u„ . 

estabelecido. Consideremos a e q u a ç ã o in tegro-d i fe -
rencial 

(5) * % . ' y > 5 a f r ( « < 2 / < 6 ) , 
• 

com a c o n d i ç ã o i n i c i a l ç (a;, y) m 8 (y) , supondo O 
pertencente ao conjunto S das f u n ç õ e s complexas, con­
t inuas no in tervalo (a , b) ; e admitamos que a f u n ç ã o 
i n c ó g n i t a f ( x , y ) é, para cada valor de x, uma 
f u n ç ã o de y pertencente a S- E n t ã o , se puzermos 

V 
J~<f (x , t) dlm&y (x , y) " ' , a e q u a ç ã o (5) t o m a r á o 
a 
aspecto 

( 5 # ) — <t(;x,y) = 3 f ( x , y ) . 
dx 

Ora, se 3 fosse um s ímbo lo n u m é r i c o , a s o l u ç ã o 
desta e q u a ç ã o seria, evidentemente, 

( 6 ) if ( x , y ) s» ? (o, y) e*$m e**t(y). 

Mas notemos que, segun lo a f ó r m u l a (3) a t r á s con­
siderada, o espectro do operador & su reduz ao ponto 
X=0'"- , ) ; donde so conclui que o s í m b o l o ex& tem sen­
t ido para todo o x real ou complexo. Por outro lado, 
atendendo ao ú l t i m o dos resultados precedentes, v ê - s e 
que e x ^ 8 ( i / ) é de facto uma so lução de ( 5 # ) e por tanto 
de (5), so lução cu ja unicidade é f ác i l estabelecer. 
Resta-nos calcular e*& o (y) • para isso basta u t i l i z a r 

oo i 

o desenvolvimento e*& — 5] «• S * e observar 
t?o n 1 

í ? 
que é : <?" 6 (y) = -—— / ( j f - í ) " " ' O (t) dt « ; chega-se 

(n-J)lJ 
« 

deste modo ao resultado : 

( 6 * ) <((x,y)= — j J a [ l i \ / x { y - t ) ] b { t ) d t « > , 

em que JQ representa a conhecida f u n ç ã o de B E S S E L 
j á tabelada: J0 (z) « g ( - 1 ) " x • - E è f ác i l agora 

„«sU z {n.) 
constatar a l eg i t imidade da h i p ó t e s e segundo a qua l 

«í Seria mais correcto escrovor 3v9{xtV) om vez do c7?(x>y) t 

mas prefiro a última notação por me parocer mais sugestiva 
neste caso. 

(2) É fácil vor que o símbolo representa uma transformação 
linear continua de € em sl mesmo. 

(-*> Para reconhecer a validade desta fórmula, hasta dorivar 
n vezes sucessivas om ordom a y (sem esquocer que y é ao 
mesmo tompo parâmetro o limite superior do intograçíto) o 
observar que as primeiras n—1 expressões se anulam para y=a • 

<4> Todo aluda verlflcar-so que o 'integral que figura nesta 
» 

fórmula ó igual a f j 0 [ 2 i tfxt] &(y — t)dt. 
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<p (x , y) é, para cada valor de x, uma f u n ç ã o de y con­
t i d a em S • 

E m vez de (5), podiamos considerar a e q u a ç ã o mais 
geral 

(7) g g f i i g - / ^(y,,)^(r.,t)dt + i t ( x , y ) 
òx J 

a 

com a cond ição i n i c i a l 9 ( a , y ) = 9 ( y ) e designando por 
u-(y,t), 4/(x,y) f u n ç õ e s dadas sob convenientes r e s t r i -

v 
ções . E n t ã o , pondo Ktp (x,t) = J f t (y,t) 9 (.r- , t ) d t , a 

\ • 

e q u a ç ã o (7) tomar ia o aspecto duma e q u a ç ã o d i fe ­
rencial l inear de 1.* ordem, com o p a r â m e t r o y, cu j a 
i n t e g r a ç ã o f a r i a su rg i r uma f u n ç ã o i n t e i r a do opera­
dor l inear K, Notando, por outro lado, como a inver ­
s ã o de X—K consiste na r e s o l u ç ã o de uma e q u a ç ã o 
l inear de V O L T E U R A , ver-se-ia que o espectro de K se 
reduz ainda, neste caso, à or igem, e que, por tanto , 
o s ímbo lo f ( K ) tem sentido para toda a f u n ç ã o / ( z ) 
a n a l í t i c a na o r i g e m " ' . E m tudo o mais, proceder-
-se-ia de modo a n á l o g o ao precedente, aparte o 
emprego da f u n ç ã o J0 . 

T a m b é m p o d e r í a m o s subs t i tu i r em (7) o l i m i t e de 
i n t e g r a ç ã o v a r i á v e l y pelo l i m i t e constante 6, e assim» 
em vez do operador K, t e r í a m o s um outro operador 
l inear K, cujo espectro j á n ã o co inc id i r i a n e c e s s à r i a -
mente com a or igem, mas seria ainda um conjunto 
limitado m , o que é suficiente para que o s í m b o l o 
/ ( A ' ) tenha sentido quando / ( z ) é uma f u n ç ã o in t e i r a . 

Notemos ainda que o sistema de e q u a ç õ e s d i f e ­
renciais 

d " 

— Çi ( X ) = 2 a> tk ( œ ) + +i ( X ) [*' = 1 ! 2 ) • ' • > B J I 

com a c o n d i ç ã o i n i c i a l 9; (a) = c ; , designando por <j>. 
f u n ç õ e s dadas e por of n ú m e r o s quaisquer, se pode 
in tegra r por c o n s i d e r a ç õ e s in te i ramente a n á l o g a s à s 
precedentes, com a ú n i c a d i f e r e n ç a de que, em vez do 
operador K , nos aparece agora o operador def in ido 
pela mat r iz f i n i t a | a{ j (i, k=l, • • - , n) . 

E m todos estes exemplos, as e q u a ç õ e s diferenciais 
s ã o apenas da p r i m e i r a ordem. Passando a e q u a ç õ e s 
de ordem superior, é-se levado a considerar f u n ç õ e s 
a n a l í t i c a s de operadores lineares, que j á não s ã o 
f u n ç õ e s in te i ras . 

ff) Facilmente se demonstra que o oporador linear Kè contínuo: 
transformação linear contínua do espaço G em si mesmo. 

(S) É fácil demonstrar que o espectro dum operador linear 
contínuo é sempre um conjunto limitado : ora K é, como K, um 
operador contínuo. Obsorve-se ainda como a Inversão do opera­
dor X — -ã" se traduz na resolução duma equação integral linear 
de FBEDUOLM. 

# # » 

O cá lcu lo operacional baseado na f ó r m u l a (4) pode 
extender-se à s f u n ç õ e s de mais de uma v a r i á v e l . Seja 
.V u m e s p a ç o de BAMACH (OU mais geralmente um 
e s p a ç o que se possa exp r imi r como soma de i n f i n i t o s 
e s p a ç o s de BANACH ) e sejam * i , • • • , *» t ransforma­
ções lineares do e s p a ç o S em si mesmo permutáveis 
entre si duas a duas. E n t ã o , em cond ições i n t e i r a ­
mente a n á l o g a s à s precedentes, designando por 
/ ( s i , • • • , z„) uma f u n ç ã o a n a l í t i c a das v a r i á v e i s 

z l J • ' " > zn > a a t r i b u i ç ã o dum s ign i f icado ao s í m b o l o 
/ ( * ! , • • - , *„) pode fazer-se mediante a f ó r m u l a 

i _ r r / f t , , • • - , > • . ) 1 n 

(2*irJ' - j i ^ - ^ ) , . . . , ^ - ^ ) u ' " ' "' 

em que Ci, • • • , C „ designam convenientes curvas 
fechadas percorridas no sentido posi t ivo . Tudo o que 
f o i d i to a p r o p ó s i t o das f u n ç õ e s a n a l í t i c a s dum opera­
dor l inear pode estender-se sem qualquer d i f icu ldade 
ao caso presente. 

É mediante c o n s i d e r a ç õ e s deste g é n e r o que F A N -
TAPPIÈ resolve por quadraturas o problema de C A U C H Y 

para os sistemas de e q u a ç õ e s à s derivadas parciais , 
lineares e a coeficientes constantes. N ã o me deterei 
sobre t a l assunto : na l i s t a b i b l i o g r á f i c a s ã o indicadas 
as m e m ó r i a s de FANTAPPIÈ em que o problema é resol­
vido. L i m i t a r - m e - e i a recordar que, em muitos casos 
da p r á t i c a (como, por ex., a p r o p ó s i t o da e q u a ç ã o do 
calor, da e q u a ç ã o dos telegrafistas, etc.) n ã o é o pro­
blema de C A U C H Y que interessa resolver. E m tais 
casos, o cá l cu lo operacional a t r á s exposto tem-se mos­
trado inef icaz, ou pelo menos pouco cómodo , sendo 
e n t ã o a c o n s e l h á v e l o m é t o d o baseado na t ransfor­
m a ç ã o de L A P L A C E ' " . Este, porem, n ã o é isento de 
inconvenientes, aos quais n ã o posso aqu i refer i r -me 
com detalhe. A verdade é que ambos os m é t o d o s 
const i tuem um campo aberto à i n v e s t i g a ç ã o , ondo 
mui to h á ainda a esclarecer e a p rofundar . 

Para êsse campo me é grato chamar a a t e n ç ã o dos 
estudiosos portugueses que desejem fami l ia r izar -se 
r á p i d a m e n t e com os m é t o d o s de m a t e m á t i c a moderna 
e obter em pouco tempo resultados animadores, que 
os lancem aber tamente no caminho da i n v e s t i g a ç ã o 

Lista bibliográfica 

A l i t e ra tu ra sobre este assunto é v a s t í s s i m a . L i m i -
to-me a ind ica r as obras e os ar t igos de que tenho 
mais directo conhecimento : 

«> Veja-se a lista bibliográfica. 
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empresa Dover publications, New Y o r k ) . 

H . S C H W E B D T F E O E R — L e s fonctions de matrices, Her­
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2 ) Sulla soluzione dei problema di C A F C H T , ecc , 
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3 ) Risoluzione in termini finit* dei problema di C A U C H V 
con dati iniziali su una superficie qualunque, Rend. 
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H . S. C A B S L A W and J . C . J A E O E B — Operational me­
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K . TAX —Exposé sur le calcul symbolique de Heavi-

side, Revue sc ient i f ique , 1 9 4 2 . 
E . R. L O B C H — 1 ) The spectrum of linear transforma­

tions, Trans . Amer. M a t h . Soc, Sept. 1 9 4 2 . 
2 ) The theory of analytic f unctions in normed abelian 

vector rings, Trans . Amer . M a t h . Soc , Nov . 1 9 4 3 . 
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Soe., Sept. 1 9 4 3 . 
A . G H I Z Z B T T I — Calcolo simbólico (La trasformazions 

di Laplace e il calcolo simbólico degli elettrotecnici) 
Zanichel l i , Bologna, 1 9 4 3 . 

Muitas destas obras referem-se exclusivamente ao 
m é t o d o baseado no uso da t r a n s f o r m a ç ã o de L A P L A C E . 
Ent re estas é par t icularmente n o t á v e l o t ra tado de 
D O E T S C H . 

Errata : No a r t i g o do n ú m e r o precedente, p á g . 8 , 
1.* coluna, l inhas 2 e 3 (a p a r t i r do t í t u l o ) , deve 
substi tuir-se <t> por W e * por * . 

No a r t i go do n ú m e r o 3 1 , p á g . 3 , 2.* coluna, l inha 1 7 , 
deve subbti tuir-se a r e a i s » por «pos i t i vos» . 

A propósito de uma nota 
por José* S e b a s t i ã o e Silva 

N a nota que pub l ique i no ú l t i m o n ú m e r o da Gazeta de 
Matemática como c o m e n t á r i o ao a r t igo sobre a m á q u i n a 
calculadora e l e c t r ó n i c a , f u i levado, por excesso de 
v i g o r na defesa dum ponto de vis ta , a fazer a f i rma­
ções demasiado e s q u e m á t i c a s , que n ã o traduzem exac­
tamente a minha maneira de pensar sobre o assunto, 
e que vou procurar agora co r r ig i r , para que n ã o d ê e m 
or igem a i n t e r p r e t a ç õ e s erradas. 

P r ime i ro que tudo, c o n v é m precisar que a fase dos 
belos teoremas, das belas propriedades, etc. a que nessa 
nota me refer ia , n ã o se estende propriamente a todo 
o sécu lo passado, nem dele é exclusiva. Por outro lado, 
eu n ã o quer ia de nenhum modo dar a entender que essa 
fase tivesse sido pouco fecunda. A verdade é que 
poucos p e r í o d o s da h i s t ó r i a da m a t e m á t i c a se podem 
comparar a esse, em a b u n d â n c i a e em variedade de p ro ­
d u ç ã o . Simplesmente — e é sobre este ponto que eu 
desejo in s i s t i r—uma a n á l i s e mais p ro funda dos factos 
levar ia a concluir que as premissas para t ã o f ru tuosa 
act ividade t inham sido criadas anteriormente, a par­
t i r de q u e s t õ e s concretas, mais ou menos l igadas a f ins 
p r á t i c o s . Qualquer coisa de semelhante ao que se v e r i ­

f i c o u no p e r í o d o he lén ico , que me serviu de termo de 
c o m p a r a ç ã o —em que, renegando platonicamente a sua 
or igem humilde como « a r t e de medir t e r r e n o s » , a geo­
met r ia se l a n ç o u nos e t é r e o s e s p a ç o s da e s p e c u l a ç ã o 
pura . E quem é que n ã o reconhece a i m p o r t â n c i a da 
obra e n t ã o real izada ? Todos nós sabemos que a c i ê n ­
c ia moderna é, na sua estrutura racional is ta , um pro­
duto do g é n i o grego. Todav i a nós devemos pensar 
que, se porventura , h á cinco m i l anos, o homem 
n ã o tivesse t i do necessidade de ta lhar e medir terrenos 
nus margens do N i l o , talvez os f i ló so fos gregos n ã o 
tivessem encontrado m a t é r i a para as suas magnif icas 
e s p e c u l a ç õ e s . O certo é que, esgotada a seiva que 
lhe dera v ida , a geometria de PITAQOBAS e de E U C L I D E S 

acabou por se estiolar no seco abstractismo medieval ; 
e f o i preciso esperar pelo aparecimento da á l g e b r a — 
fo rma e v o l u í d a daquela « g r o s s e i r a » arte de contar, 
p r ó p r i a de comerciantes e de mesteirais — para que a 
geometria pudesse ressurgir, sob novos aspectos e com 
novas energias. 

Mas t a m b é m n ã o devemos encarar a e v o l u ç ã o da 
c i ê n c i a com e s p í r i t o un i l a t e ra l . É i n d i s c u t í v e l que, 
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reciprocamente, sem o t rabalho do cient is ta puro , 
mesmo guiado por ideais p l a t ó n i c o s , 03 progressos da 
t é c n i c a t e r i am sido i m p o s s í v e i s . 

En t r e duas t e n d ê n c i a s opostas oscila o pensamento 
a t r a v é s dos sécu los — t e n d ê n c i a s que na idade m é d i a 
se chamaram realismo e nominalismo, e noutras é p o c a s 
se chamam racionalismo o empirismo. No decurso 
da h i s t ó r i a , ora é uma, ora é a out ra destas ati tudes 
que predomina. Aque la fase da m a t e m á t i c a a que eu 
e n t ã o me refer ia , corresponde, de certo modo, ao 
p e r í o d o á u r e o do racionalismo c i e n t í f i c o , que encontrou 
a sua melhor d e f i n i ç ã o nas cé l eb re s palavras de L A ­
P L A C E sobre a possibil idade de prever o f u t u r o e de 
reconst i tu i r o passado, a p a r t i r do conhecimento do 
« e s t a d o ac tual do u n i v e r s o » . Hoje , p o r é m , nós a t ra ­
vessamos, na h i s t ó r i a da c i ênc i a , uma zona de v i ragem, 
que se prolonga j á desde o f i m do século passado -. 
os esquemas c láss icos t i ve ram de ser abandonados, 
novos modelos e s t ã o a ser propostas para in te rpre ta r 
os dados da e x p e r i ê n c i a No i n í c i o do seu famoso 
l i v r o sobre as f u n ç õ e s de l inha, V I T O V O L T E R R A c i t a 
uma curiosa i n t e r r o g a ç ã o f e i t a por POINCARÉ ao abor­
dar o estudo da q u e s t ã o dos quanta : « L e s lois phy­
siques ne seront-elles plus susceptibles d ' ê t r e e x p r i ­
mées par des é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s ?». No mesmo 
l i v r o , V O L T E R R A refere-se aos f e n ó m e n o s em que a 
memória do passado se conserva e em que portanto o 
presente dependerá de toda a história, de modo que! 

sendo o tempo continuo, o presente dependerá duma infi-

t'1 Vem a propós i to citar que, ainda há pouco tempo, so tratou 
nos Estados Unidos da cons t i tu ição do um grupo do Insignos mate­
mát icos com o objectivo do estudar os problemas postos polas 
noras descobertas sobre a energia a tómica. 

nidade de elementos ou de variáveis que são as que indi­
vidualizam os factos passados ; e in t roduz , para o 
estudo desses f e n ó m e n o s , as e q u a ç õ e s por ele chamadas 
integro-diferenciais, à s quais por sua vez apl ica o 
conceito de função de linha. 

A f u n d a ç ã o da a n á l i s e func iona l , depois ampl iada 
em a n á l i s e geral , marca o i n í c i o duma nova era em 
m a t e m á t i c a . O que h á de par t icularmente curioso em 
em tudo isto é que, para resolver q u e s t õ e s concretas, 
seja n e c e s s á r i o subir cada vez mais em a b s t r a c ç ã o . 
E é precisamente este elevado g rau de a b s t r a c ç ã o que 
desorienta o le igo, fazendo-o crer que se t r a t a dum 
afastamento da realidade. De resto, a a n á l i s e geral 
é precedida e acompanhada duma intensa act ividade 
c r í t i c a e de profundas i n v e s t i g a ç õ e s no campo da 
l ó g i c a pura , as quais, se n ã o const i tuem propriamente 
act ividade criadora, s ã o hoje no entanto c o n d i ç ã o sine 
qua non para que se possa cr ia r a lguma coisa de só l ido 
e do potente. É claro que, sendo assim t ã o elevado 
o g rau de a b s t r a c ç ã o , mais do que nunca se torna 
n e c e s s á r i o não perder de v is ta os problemas concretos 
que deram origem aos conceitos abstractos, de c o n t r á r i o 
i r - s e - à cair faci lmente na pura fantasia . 

O sentimento e s t é t i c o s e r á ainda e sempre um 
poderoso gu ia da i n v e s t i g a ç ã o ; e uma das pr inc ipa i s 
p r e o c u p a ç õ e s do professor devo ser, precisamente, a 
de est imular nos seus alunos esse sentimento, fazen-
do-os apercoberem-se da beleza de certas p r o p o s i ç õ e s 
e da elegância de certos r a c i o c í n i o s . Mas t a l n ã o basta 
ou melhor: tal é uma condição necessária, mas não 
suficiente, para que o ensino resulte eficaz. 

Porque a m a t e m á t i c a n ã o é apenas a « m ú s i c a da 
r a z ã o » . . . 

P E D A G O G I A 
UM MÉTODO ACTIVO N O ENSINO DA GEOMETRIA INTUITIVA 1" 

por Emma Castelnuovo 

A geometria nasceu como c i ê n c i a experimental , de 
um ponto do v is ta p r á t i c o : da medida dos terrenos; 
nós sabemo-lo, dizemo-lo a t é aos rapazes no p r i n c í p i o 
do curso, mas depois apresentamos a m a t é r i a à s aves­
sas, relegando ó assunto da e q u i v a l ê n c i a , que deveria 
ser o p r imei ro c a p í t u l o , para ú l t i m o c a p í t u l o do ú l t i m o 
ano d è geometria plana. Por outro lado, dedicamos o 
pr imei ro c a p í t u l o , como i n t r o d u ç ã o do curso, ao estudo 
dos segmentos e dos â n g u l o s , dando logo as de f in i ções 
destes conceitos ; nos melhores textos de geometria 
i n t u i t i v a não f a l t a sequer uma bela co lecção de exer­

c íc ios sobre estas pr imeiras noções , mas, se t a i s exer­
c íc ios servem para mostrar a u t i l i dade p r á t i c a dos 
conceitos que fo ram definidos, ê les n ã o possuem por 
outro lado a v i r tude dp f a c i l i t a r a a q u i s i ç ã o e fec t iva 
desses conceitos. E m resumo, vis to que as d e f i n i ç õ e s 
precedem a p r á t i c a , o aluno deve p r ime i ro fazer o 

<t> Extracto dum artigo, com o mesmo t í t u lo , publicado no 
Periódico di Matematiche, Dez. 194G, sér ie I V , v o l . X X I V , n.» S, 
p á g . 129-140. Este artigo reproduz uma conferencia fe i ta pela 
A . no Is t i tu to Romano di. Cultura Matemát ica em 30. de 
Mftrço de 1916, 



10 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

es fo rço de conceber as ideias abstractas, e, depois 
quo não as compreendeu, fazer as respectivas a p l i ­
cações . 

Pode apresentar-se como exemplo t í p i c o do erro 
d i d á c t i c o a d e f i n i ç ã o de â n g u l o que costuma ser dada 
no i n í c i o do curso. Qualquer que seja o modo como 
se apresente o conceito de â n g u l o (p. ex. como « p a r t e 
do plano compreendido entre duas semi-rectas com a 
mesma o r i g e m » , segundo a d e f i n i ç ã o que aparece pela 
p r i m e i r a vez à vo l t a de 1600-70 nos tratados de ARNAUD 
o d é B E R T R A N D , OU e n t ã o adoptando a d e f i n i ç ã o euc l i -
deana, como « i n c l i n a ç ã o de uma recta sobre o u t r a » ) , 
ele h ã o é compreendido pela grande maior ia dos rapa­
zes —- ou pela d i f icu ldade do conceito de á r e a i n f i n i t a 
que entra na p r ime i r a d e f i n i ç ã o , ou pelo uso duma 
pa lavra ú m tanto vaga para um rapaz como é aquela 
dé « i n c l i n a ç ã o » . O a luno-t ipo l imi ta-se a decorar a 
d e f i n i ç ã o , n ã o sei com que vantagem. 

Diz-se : mas s ã o conceitos simples aqueles que nós 
pomos no i n í c i o , o conceito de â n g u l o , por exemplo. 
Precisamente porque s ã o conceitos simples, i d é i a s 
abstractas, eles resul tam par t icularmente d i f í c e i s . 
«Ao professor — diz T O L S T O I na sua C r ó n i c a da Escola 
de Isna ja Poliana—-parece fác i l unicamente o que 
n ã o é complexo e v i v o . Todos os textos de c i ê n c i a s 
naturais c o m e ç a m pelas leis gerais, os de l í n g u a pelas 
de f in i ções , os de h i s t ó r i a pela d i v i s ã o em p e r í o d o s e 
a t é os de geometria pelos conceitos de e s p a ç o e de 
ponto m a t e m á t i c o » . 

F e i t a a c r í t i c a do m é t o d o t r ad ic iona l do ensino, 
para ver como poderia desenvolver-se o curso com 
mais e f i c i ênc i a , fixemos os objectivos que se pre­
tende a t i n g i r com esse curso. E u penso que o objec­
t i v o essencial do curso de geometria i n t u i t i v a é o de, 
prosseguindo o estudo j á fe i to na escola p r i m á r i a , 
chamar o interesse e a a t e n ç ã o dos rapazes sobre factos 
quo depois c o n s t i t u i r ã o , para aqueles que cont inuam, 
o materia} do curso s i s t e m á t i c o . Mas o interesse por 
uma d isc ip l ina qualquer só nasce quando se tem a 
sensação , de poder, com a p r ó p r i a capacidade e com 
a . p r ó p r i a o b s e r v a ç ã o , dar uma c o n t r i b u i ç ã o ainda que 
m í n i m a a esta d isc ip l ina . Ora, se uma m a t é r i a me 
vem minis t rada do geral para o par t icular , a p a r t i r de 
lej$ evidentes, de de f in i ções e de conceitos simples, 
n ã o tenho a s e n s a ç ã o de dar eu uma c o n t r i b u i ç ã o a 
ê s t e . estudo. O meu professor p o d e r á sugerir-me 
problemas e a p l i c a ç õ e s de tudo o que explicou, e cu 
poderei com. entusiasmo procurar reso lvê - los , mas, n ã o 
nos i ludamos, é um ardor que se desvanece logo depois 
de resolvido o problema, e fica l igado à q u e l e de termi­
nado c a p í t u l o ; não tenho a i m p r e s s ã o de ser eu a 
c r ia r toda a geometria e a suces são dos problemas 
e <los c a p í t u l o s . É , digamos assim, um m é t o d o act ivo 
a i lhas, sendo as i lhas os v á r i o s c a p í t u l o s . 

K possível, progunta-se, criar para a geometria um 
método activo contínuo ? A resposta apresenta-se logo : 
o desenvolvimento h i s t ó r i c o é, evidentemente, um 
trabalho act ivo de sécu los . Surge portanto e s p o n t â n e a 
a ideia de seguir um m é t o d o h i s t ó r i c o , repassando, 
naturalmente sem exagerar, pela mesma labu ta de 
pesquizas e de ê r r o s . 

E u pretendo, em resumo, substituir um método des­
critivo por um método construtivo. 

Depois de ter levado os rapazes a exercitarem-se 
com o desenho g e o m é t r i c o , que os põe em contacto 
com as f iguras mais simples da geometr ia e que lhes 
d á a maneira de se aperceberem da d i f e r e n ç a entre 
uma f i g u r a e uma outra (p. ex. entre o quadrado e o 
losango, entre o r e c t â n g u l o e o paralelogramo n ã o 
r e c t â n g u l o , medindo as suas diagonais) , i n i c io o curso 
retomando as origens da geometria e fazendo compre­
ender a necessidade do cá l cu lo das á r e a s , detendo-me, 
por enquanto, nas figuras pol igonais . De resto, o 
problema das á r e a s é «sen t ido» pelos garotos desde a 
mais tenra idade. 

Começo por calcular a á r e a do r e c t â n g u l o , à maneira 
hab i tua l , considerando naturalmente as d i m e n s õ e s 
c o m e n s u r á v e i s entre si ; da á r e a do r e c t â n g u l o v ê m 
logo as regras para determinar a á r e a do quadrado, 
do t r i â n g u l o , do paralelogramo, do t r a p é z i o , do p o l í ­
gono regular , do p o l í g o n o qualquer d iv id indo-o em 
t r i â n g u l o s . M i l exemplos e a p l i c a ç õ e s se apresentam 
ao aluno da cidade, e mais ainda ao do campo, sobre 
a u t i l idade p r á t i c a destas regras de medida. 

Observe-se bem que n ã o in t roduzo de nenhum modo 
as de f in i ções de rectas paralelas e de rectas perpendi­
culares, mas me s i rvo sempre destes conceitos ; com o 
uso c o n t í n u o e com a p r á t i c a do desenho tais conceitos 
v ã o se esclarecendo o consolidando por s i mesmos. 

Mas a l é m da d e t e r m i n a ç ã o da á r e a duma sala, dum 
terreno, etc. ó ú t i l que a c r e a n ç a se exercite com 
qualquer coisa de mais pequeno, de mais t a n g í v e l 
d i r e i . Os modelos em cartol ina, a decomposição e a 
recomposição das figuras planas, oferecem-lho ao mesmo 
tempo a possibil idade de analisar e de sintetisar, 
desenvolvendo as suas faculdades de o b s e r v a ç ã o . 

E i s alguns exemplos : 

1) decompor um h e x á g o n o regular num t r i â n g u l o 
e q u i l á t e r o e em t r ê s t r i â n g u l o s isosceles igua is ; como 
é a á r e a do t r i â n g u l o e q u i l á t e r o a respeito da soma 
das á r e a s dos t r ê s t r i â n g u l o s isosceles ? 

2) decompor um h e x á g o n o regular em dois t r a p é z i o s 
igua is e fo rmar com ê s t e s um paralelogramo. Que 
r e l a ç ã o existe entre a base do paralelogramo e o p e r í ­
metro do h e x á g o n o ? 

E f inalmente este, que é, no fundo , a meta a que 
se pretendia chegar ; 
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Dado um quadrado decompo-lo em dois rectângulos 
iguais e em dois quadrados desiguais ; ou então decom­
po-lo em quatro triângulos rectângulos iguais e num 
quadrado (ver f igu ras ) . 

O executar estas d e c o m p o s i ç õ e s é simples ; torna-se 
p o r é m n e c e s s á r i a uma pa r t i cu la r i n t u i ç ã o para t i r a r , 

B 
* 

3 / 

I 4 

G 

do seu confronto, uma propr iedade; mas h á sempre 
a l g u é m na classe que p r o p õ e o caminho acertado : os 
r e c t â n g u l o s podem-se decompor em t r i â n g u l o s . E 
e n t ã o ? A ideia daquele companheiro l ançou a centelha 
na aula : o quadrado A dere ter a mesma área que 
a soma dos quadrados B e C ; ou soja : o quadrado 
construído sobre a hipotenusa dum triângulo rectângulo 
é equivalente à soma dos quadrados construídos sobre 
os catetos. 

O efei to deste teorema de P ITÁGORAS , redescoberto 
pelos rapazes nas pr imeiras l ições do curso de geome­
t r i a , é psicologicamente interessante ; acontece ao 
aluno perante a « reve l ação» do teorema de PITÁGORAS 
o que sucede a um de nós que se encontre diante dum 
quadro maravilhoso ou dum e s p e c t á c u l o da natureza 
i n v u l g a r e sugestivo ; é « d e v e r a s g r a n d i o s o » . 
A p r i n c í p i o esta estranha propriedade do t r i â n g u l o 
r e c t â n g u l o d á apenas u m gosto e s t é t i c o ; para poder 
a p r e c i á - l a é preciso fazer dela muitas a p l i c a ç õ e s : eis 
que o rapaz determina o comprimento da d iagonal da 
sua mesa de estudo, o comprimento duma corda esten­
dida entre a sua janela e a janela do andar in fe r io r 
da casa em frente, a d i s t â n c i a , depois dum certo tempo, 
de dois comboios part idos simultaneamente de Orte 
com dadas velocidades e d i r ig idos um para Arezzo e 
o outro para T e r n i , a intensidade da f o r ç a com que é 
puxado u m barco das duas margens dum r i o com 
cordas em d i r e c ç õ e s perpendiculares s com f o r ç a s de 
dadas intensidades, e vê assim como a geometria presta 
s e r v i ç o s em todos os d o m í n i o s , na geograf ia , na f í s i ca , 
na p r á t i c a em geral (note-se de passagem que os 
alunos n ã o conhecem ainda a o p e r a ç ã o de e x t r a c ç ã o da 

ra iz quadrada, mas fazem uso da t á b u a de quadra­
dos 0)) . 

Mas o mesmo rapaz que se interessa pelas ap l ica­
ções p r á t i c a s duma verdade g e o m é t r i c a , é capaz de se 
entusiasmar pelas a p l i c a ç õ e s e pelas e x t e n s õ e s mais 
abstractas do mesmo teorema, como por exemplo : «o 
t r i â n g u l o e q u i l á t e r o c o n s t r u í d o sobre 3 hipotenusa 
dum t r i â n g u l o r e c t â n g u l o ó equivalente à soma dos 
t r i â n g u l o s e q u i l á t e r o s c o n s t r u í d o s sobro os c a t e t o s » . 

Es ta lenta o progressiva passagem do concreto ao 
abstracto, do pa r t i cu la r ao geral , faz com que a m a t é ­
r i a v á sendo cr iada e estudada segundo as leis n a t u ­
rais do desenvolvimento p s i c o l ó g i c o ; e eu penso que 
o teorema de PITÁQORAS , com o seu duplo aspecto 
p r á t i c o e abstracto, esteja par t icularmente indicado 
para orientar a mento do aluno no sentido do rac io­
c ín io m a t e m á t i c o . De resto, j á P L A T Ã O no seu d i á l o g o 
o Menon p õ e em e v i d ê n c i a o valor do m é t o d o h e u r í s ­
t ico sugerido por t a l verdade g e o m é t r i c a , mostrando 
como o escravo, benevolamente guiado por S Ó C R A T E S , 
consegue construir um quadrado duplo de u m outro 
dado. . , 

Mas retomemos o problema que nos p r o p u s é m o s do 
i n í c i o : a d e t e r m i n a ç ã o das á r e a s dos terrenos. Sim, 
é f á c i l medir a á r e a dum campo po l igona l , se n ã o há 
o b s t á c u l o s , como lagos, bosques, etc. No caso con­
t r á r i o , seria n e c e s s á r i o desenhar nas v i z i n h a n ç a s , 
numa esplanada, um campo igual a q u ê l c dado. Surgo 
assim, de maneira na tura l , o problema da igualdade :. 
como se constroe um p o l í g o n o i g u a l a um p o l í g o n o 
dado, em par t i cu la r um t r i â n g u l o i g u a l a u m t r i â n ­
gulo dado? 

E n e c e s s á r i o para isto chegar ao conceito de ângulo ; • 
êle brota assim, a meio do p r ime i ro ano de estudo, 
como uma necessidade. E i s como do complexo (po l í ­
gono) se chega a pouco e pouco aos elementos ( â n g u l o , 
segmento) que fo rmam o complexo. 

N ã o se d á a d e f i n i ç ã o de â n g u l o ; muitas medidas 
de â n g u l o s com o t ransfer idor . 

T a l como os problemas p r á t i c o s sobre as á r e a s noe 
conduziram ao facto n ã o evidente do teorema de 
PITÁGORAS , assim t a m b é m as medidas de â n g u l o s con­
duzem a uma propriedade que ó, como a p r ime i ra , n â o 
evidente, e por tanto d á verdadeiramente a s e n s a ç ã o 
da descoberta : a soma dos ângulos dum triângulo tem 
sempre o mesmo valor, qualquer que seja a forma do 
triângulo. 

M u i t í s s i m o s exe rc í c ios sobre esto assunto, como por 
exemplo : 

• . t jífcfllífMoTcr ti i''.(.->.a '.»!> 

Ml No original : «troppo g rand ioso» . 

(t) Nosta altura da conferencia, a A . roferlu-so a : cdnVenlôncfa 
que ha em evitar, na medida do poss íve l , o ensino do algoritmos 
som jus t i f i cação . (Nota do T . ) . , 
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1) N u m t r i â n g u l o isosceles ABC prolonguo-se o 
lado BA de u m segmento AD i g u a l a AC e una-se 

D com C. Se B = 40°, que valor tem o â n g u l o BCD? 

Resulta sempre: BCD=B+V1 

2) N u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o um â n g u l o é de 50° . 
Determinar a ampl i tude do â n g u l o compreendido 
entre a a l tu ra e a mediana relat ivas à hipotenusa-
Observa-se que a ampl i tude deste â n g u l o é i g u a l à 
d i f e r e n ç a entre as ampli tudes dos â n g u l o s agudos. 
S e r á sempre verdadeira esta propriedade ? 

T a l g é n e r o de exe rc í c ios faz sentir desde este mo­
mento a necessidade do cá l cu lo l i t e r a l . 

A g o r a j á se pode abordar o problema da c o n s t r u ç ã o 
de um t r i â n g u l o i g u a l a um outro dado, empregando 
os t r ê s c r i t é r i o s da igualdade ( cons t ruções com r é g u a , 
compasso e t ransfer idor) ; ainda aqu i os critérios de 
igualdade se impõem como uma necessidade de constru­
ção. 

Mas as mais das vezes não é fác i l encontrar uma 
esplanada em que se possa desenhar um campo igua l 
à q u e l e dado. E e n t ã o ? 

Surge e s p o n t â n e a uma idea sugerida pela p r ó p r i a 
v i d a que circunda o rapaz, pela sua o b s e r v a ç ã o quo­
t id iana . Todos os rapazes sabem que pode haver 
objectos com a mesma forma e com e x t e n s ã o diferente : 
quem não br incou em c r i a n ç a com aquelas caixas c ú b i ­
cas que entram umas nas outras ou com a q u ê l e s ovos 
que Se abrem e de que u m é a fo rma reduzida do 
ou t ro? Ou, para nos refer irmos a uma é p o c a mais 
recente, qua l o rapaz que n ã o v i u a p lan ta duma sala, 
a a m p l i a ç ã o duma fo tog ra f i a , ou uma carta g e o g r á ­
f i c a da mesma r e g i ã o em escalas diversas ? 

O conceito da semelhança é — parece-me — o conceito 
g e o m é t r i c o mais na tura l , mais e s p o n t â n e o , mais a t ra­
ente, n ã o sei se mais fác i l do que o de igualdade, mas 
certamente mais sugestivo. E u m conceito qne nasce 
ced í s s imo , n ã o exagero se d igo que à vo l t a dos dois, 
ou t r ê s anos. N ó s vemos disso uma prova no facto de 
a c r i a n ç a se d i v e r t i r em ver representado em min i a tu ra 
o mundo q ú e a c i rcunda : a sua casa, a casa em frente, 
a i g r e j a da aldeia- De resto, o facto de estas ideas 
nascerem t ã o cedo Ma mente da c r i a n ç a é confirmado 
pelo estudo da evo lução h i s t ó r i c a deste conceito geo­
m é t r i c o , que nos faz remontar a T A L E S de Mi l e to . 

Acho pois que um estudo in tu i t ivo-exper imen ta l do 
conceito de s e m e l h a n ç a seria oportuno e d e s e j á v e l . 

Sem continuar a descrever a suces são dos c a p í t u l o s 
segundo este ponto de vista , b a s t a r - m e - á resumir os 
p r i n c í p i o s que o i n fo rmam : passagem do concreto ao 
abstracto, do complexo ao simples, e portanto ordenação 
o curso segundo o desenvolvimento histórico; p r i n c í ­

pios que me parece reencontrar nas belas palavras de 
G . L O M B A R D O - R A D I C E "> : « D e v e m o s deixar que o pe­
queno m a t e m á t i c o , que h á em todo o e s p í r i t o i n f a n t i l , 
se desenvolva t ã o l ivremente quanto pos s íve l , com 
es fo rços e i n v e s t i g a ç õ e s pessoais... T e m valor para 
a c r i a n ç a apenas aquele pouco que a l c a n ç a com a 
p r ó p r i a e x p e r i ê n c i a , ou que, com a g^iia dum mestre 
(o qua l saiba donde parte e onde quere chegar), pode 
tornar-se e x p e r i ê n c i a pessoal, com a completa i l u s ã o 
de ter a l c a n ç a d o o resultado por s i mesmo» . 

* * # 

H á u m l i v r o de 1741 que mc sugeriu a idea desta 
o r i e n t a ç ã o : os Elements de géométrie de A L E X I S - C L A U D E 
C L A I R A U T . 

No p r e f á c i o , C L A I R A U T salienta este m é t o d o , a sua 
or ig inal idade e natural idade, e agradece à Marqueza 
de C H À T E L E T O ter-lhe suscitado a idea de uma t a l 
o r i e n t a ç ã o , tendo essa desejado uma v i a «rea l» para 
chegar às m a t e m á t i c a s . 

É uma verdadeira j ó i a de e x p o s i ç ã o : é uma com-
t í n u a descoberta na tura l das propriedades das f iguras 
a p a r t i r da o b s e r v a ç ã o e da medida ; é — podemos 
dizer — uma v is ta do mundo que nos circunda, com 
as lentes do g e ó m e t r a . E é par t icularmente interes-
-sante que um m a t e m á t i c o como C L A I R A U T , p r o d i g i o ­
samente dotado e extremamente precoce (como se 
sabe, aos 10 anos l i a o Tra tado das secções c ó n i c a s 
de L ' H Ô P I T A L e aos 13 apresentava a sua p r i m e i r a 
m e m ó r i a o r ig ina l ) tenha dedicado o seu tempo a esta 
obra de natureza d i d á c t i c a , com tanto gosto e com 
tanto amor. 

Evidentemente, C L A I R A U T p rev ia como seria mal 
interpretado quando, no f i m do p r e f á c i o dos Elementos, 
escrevia: «Vis to que escolhi a medida dos terrenos 
para interessar os pr incipiantes , n ã o deverei talvez 
temer que se confundam ês le s Elementos com os o r d i ­
n á r i o s tratados de r e l ê v o ? T a l i n t e r p r e t a ç ã o não pode 
ser dada s e n ã o por a q u ê l e s que n ã o perceberem que a 
medida dos terrenos não é, de nenhum modo, o verda­
deiro object ivo d ê s t e l i v r o , mas que t a l assunto mo 
serve unicamente como pretexto para levar a desco­
b r i r as p r inc ipa i s verdades g e o m é t r i c a s » . 

Segundo refere um dós mais sé r ios historiadores da 
m a t e m á t i c a c o n t e m p o r â n e o s — D A V I D E U G É N I O S M I T H — 

(no seu l i v r o The Teaching of Elementary Mathematics*) 

(i> G . L O M B A R D O - R A D I C E : Lczioni di Didattica. Parto I I I : 
i l primo inseguamonto sclentlfico. 
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n ã o parece que os elementos de geometria de C L A I B A D T 
tenham chegado a entrar com o seu verdadeiro e s p í r i t o 
no ensino o f i c i a l , nem sequer em F r a n ç a , embora a l i 
tenham logo conquistado l a rga fama, tanto que 
V O L T A I R E OS e ternizou com a frase : « E s t e c ient is ta 
( C L A I R A U T ) , tornando a g r a d á v e l a c i ê n c i a , torna-a 
insensivelmente n e c e s s á r i a à nossa n a ç ã o » . 

Depois de ter experimentado por um ano este m é ­
todo d i d á c t i c o , considero que possa dar no p r ime i ro 

t r i é n i o m é d i o ' " br i lhantes resultados, fazendo nascer 
nos jovens e s p í r i t o s o desejo da i n v e s t i g a ç ã o e da 
descoberta. 

TraduçSo do J . SEBASTIÃO E SILVA 

íl> Desde a reforma G E N T I L E , o ensiuo secundár io em I t á l i a 
es tá assim organizado : 1) t rès primeiros anos em comum 
(escola média ou ginãsioj ; 2) cinco auos diferenciados, com pre­
domínio das ciências no chamado liceu cientifico e p redomín io 
das letras no chamado liceu clássico. 

RESULTADOS DUM EXAME DE GEOMETRIA — 1.° CICLO 

por Maria Teodoro Alves 

Transcrevemos o ponto de exame de Geometria do 
1.° ciclo ( 1 . * chamada) realizado no L i c e u de Passos 
Manuel no ano lect ivo f indo . 

1.° — Cond ições da f i ­

g u r a : [ABCD] è um 

paralelogramo. O â n ­

gulo BAD mede 40»29 ' . 

Qual é a medida do 

â n g u l o AB~C? 

2." — Construa o t r i â n g u l o cujos lados medem res­
pectivamente 3 c m , 5 c m e 6 cm e construa as alturas 
correspondentes aos t r ê s lados do t r i â n g u l o . 

3." — C o n d i ç õ e s da f i g u r a : EC 
é perpendicular a OA, OD é per­
pendicular a OB. A n g u l o 

E 0 0 = 1 4 0 ° . 

Qual é a medida do â n g u l o 

BOC ? 

A." — Descreva uma c i r c u n f e r ê n c i a de 3 cm de ra io . 
Tome, no plano da c i r c u n f e r ê n c i a , um ponto O à dis­
t â n c i a de 5 cm do centro dessa c i r c u n f e r ê n c i a . Cons­
t r u a a f i g u r a s i m é t r i c a da c i r c u n f e r ê n c i a descrita, 
tomando o ponto O por centro de s imetr ia . 

5° — C o n d i ç õ e s da fi­
g u r a : No t r i â n g u l o 

[ABC] é : A~C=BC. 
CD é paralelo a AB. 
Podemos a f i r m a r que â n ­
gulo ^ 

C Â & - â n g u l o BCD. 
P o r q u ê ? 

6. " — Os dois lados consecutivos de um r e c t â n g u l o 
medem respectivamonte 3 d e c í m e t r o s e 12 d e c í m e t r o s -
O lado de um quadrado mede G c e n t í m e t r o s . Calcule 
a á r e a do r e c t â n g u l o tomando por unidade a á r e a do 
quadrado. 

7. ° — A gerat r iz de u m c i l indro de r e v o l u ç ã o mede 
18 c e n t í m e t r o s e o ra io da base do c i l i nd ro é i g u a l 
a 1/4 da gera t r iz . Calcule o volume deste c i l i nd ro 
expresso em d e c í m e t r o s c ú b i c o s . 

8. " — Quais s ã o os poliedros regulares cujas faces 
s ã o t r i â n g u l o s e q u i l á t e r o s ? 

P o l í g o n o da f r e q u ê n c i a das notas da p rova esc r i t a 

  

A o b s e r v a ç ã o deste g r á f i c o mostra a c u m u l a ç ã o de 
abcissa nos pontos 8 e 14. 

O facto é de f ác i l i n t e r p r e t a ç ã o se t ivermos em v i s t a 
que as notas de v i ragem, nos exames liceais, s ã o 7.5 
o 13.5 , correspondentes respectivamente à a d m i s s ã o 
à p rova oral e à dispensa da p rova ora l . Se o exami­
nador aprecia as provas dos alunos com b e n e v o l ê n c i a , 



14 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

a a c u m u l a ç ã o faz-se no sentido f a v o r á v e l ao aluno. 
Se o examinador aprecia as provas com severidade, 
a a c u m u l a ç ã o faz-se no sentido d e s f a v o r á v e l ao aluno. 

E m todos os g r á f i c o s de f r e q u ê n c i a de notas de 
c l a s s i f i c a ç ã o que temos fe i to , sempre um dos dois 
casos temos ver i f icado. 

A j u s t a medida, por mais object ivo que o exami ­
nador pretenda ser, é mui to d i f í c i l a t i n g i r . Mas 
antes a a d o p ç ã o de um c r i t é r i o de c l a s s i f i c a ç ã o f avo­
r á v e l ao aluno do que o c r i t é r i o oposto. 

A a c u m u l a ç ã o no ponto 8 f o i talvez excessiva, vis to 
tratar-se de uma prova n ã o decisiva, is to é, que ainda 
v a i ser conjugada com a prova de A r i t m é t i c a e Á l g e ­
bra, para decidir depois a sorte do aluno. 

Se tivesse sido evi tada a a c u m u l a ç ã o nos pontos 
8 e 14, o g r á f i c o de f r e q u ê n c i a das notas de c lass i f i ­
c a ç ã o das provas apresentaria uma regularidade mais 
s a t i s f a t ó r i a a inda. 

Seguem agora algumas medidas e s t a t í s t i c a s deter­
minadas tomando por base a c l a s s i f i c a ç ã o das provas 
dos alunos e que mostram o comportamento deles 
perante o p o n t o : 

3." Q u a r t i l 

mediana 

m é d i a 

1.» Q u a r t i l 

• 

Q 3 = 13.6 

Md = 10.7 

M = 1 0 . 8 
iV = 257 

Q, = 8.2 

o = 3.85 

coefieiente de v a r i a ç ã o 0.35. 

Sobre XX' e s t ã o localizados, quanto às suas pos i ­
ções relat ivas , o 1." e 3." quart is , a m é d i a , a mediana 
e as notas de v i ragem, que, como j á dissemos nos 
exames liceais, s ã o 7.5 e 13.5. 

Alunoa 

Inferiores <J,„S.2 Médias .Vj--10.7 Médias (,)., 1.1.r, Suportares 
inferiores f superioros t 

Geometria 

F " ^ j j j ? 

, 7.5 Jf=10.8 13.5 

Gránco 2 

Pela i n s p e c ç ã o do. g r á f i c o vemos que alguns alunos 
infer iores fo ram admitidos à prova oral pois o 1." 
q u a r t i l Q i é superior à nota de v i ragem 7.5 ; todos os 
alunos superiqres foram dispensados da prova oral , 
pois o 3.° q u a r t i l Q3 quasi que coincide com a nota 

13,5 que marca o l i m i t e in fe r io r dos alunos bem 
dotados. 

Por outro lado, a mediana p r ó x i m a da m é d i a e sen­
sivelmente equidistante dos qua r t i s , ind ica ter sido 
a t ing ida uma gradual c l a s s i f i c a ç ã o tanto no grupo 
abrangido por alunos méd ios inferiores e infer iores , 
como no grupo abrangido por alunos méd ios superio­
res e superiores, o que é proveniente da o r d e n a ç ã o dos 
alunos quanto à medida da habil idade que revelaram. 

Essa regular idade de c l a s s i f i c a ç ã o acentua-se mais 
ni t idamente se considerarmos que a percentagem de 
r e p r o v a ç õ e s 22.1 é sensivelmente i g u a l à percentagem 
de alunos dispensados 22.5. 

O valor o = 3.85 e que interpretado como represen­
tando a d i f e r e n ç a das abeissas entre uma q u e s t ã o que 
6 respondida correctamente por 50 0 / o dos alunos o 
uma q u e s t ã o que é respondida correctamente por 
15.87 ° / 0 , d á a e x t e n s ã o para a qua l diferem da 
m é d i a . 

O coeficiente de v a r i a ç ã o da m é d i a 0.35, por ser 
re la t ivamente pequeno, ind ica que as dif iculdades do 
ponto fo ram razoavelmente graduadas. 

Podemos considerar este ponto de exame como acei­
t á v e l e porque os seus resultados são mui to concor> 
dantes com os resultados do ponto de exame do ano 
lect ivo 1945-1946, de estrutura a n á l o g a , e que fo ram 
publicados no n.° 30 da Gazeta de M a t e m á t i c a , pode­
mos arriscar a a f i r m a ç ã o de que u m ponto de exame 
organizado nos moldes destes dois pontos tem consis­
t ê n c i a para medir a habi l idade dos alunos num exame 
de Geometria do 1." ciclo. 

Mas, porque julgamos que este ponto de exame é 
s u s c e p t í v e l de a p e r f e i ç o a m e n t o e porque n ã o colabo­
r á m o s na sua o r g a n i z a ç ã o nem na c l a s s i f i c a ç ã o das 
provas dos alunos, seja-nos pe rmi t ido apresentar 
algumas s u g e s t õ e s que, se forem consideradas j u d i ­
ciosas, p o d e r ã o con t r ibu i r para m e l h o r á - l o . 

A s q u e s t õ e s que caracterizam ês t e ponto s ã o a 3.*, 
5.* e 6.* e que por êsse mot ivo merecem estudo espe­
c ia l . Mas, antes de nos refer irmos a cada uma delas, 
desejamos fazer um l ige i ro reparo à 2.* q u e s t ã o . 

Nesta q u e s t ã o é pedido ao aluno a c o n s t r u ç ã o das 
t r ê s al turas de um t r i â n g u l o dado. Como o t r i â n g u l o 
é o b t u s â n g u l o bastaria pedir as alturas relat ivas res­
pectivamente ao lado oposto ao â n g u l o obtuso e a um 
dos outros dois lados do t r i â n g u l o . 

E v i t a r - s e - í a uma c o n s t r u ç ã o repetida que nenhum 
novo elemento de i n f o r m a ç ã o traz acerca do aluno ; 
ou, e n t ã o , sendo pedida a c o n s t r u ç ã o das t r ê s al turas 
do t r i â n g u l o ^ deveria ser pedida a propriedade de con­
correrem nó mesmo ponto, o que dar ia f ina l idade à 
q u e s t ã o proposta. 

Como e s t á fo rmulada a 2.* q u e s t ã o , pedimos v é n i a 
para confessai- a nossa d i s c o r d â n c i a . 
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Posta esta discordância de pormenor insignificante, 
vamos ocupar-nos mais particularmente da 3.*, 5.* e 
6.* questões que, como já dissemos, dão caracter ao 
ponto. 

O quadro das respostas exactas dadas pelos alunos 
a estas três questões e das respostas incompletas, mas 
que mostraram que o aluno teve o entendimento delas, 
ó o seguinte: 

Questões 
do ponto 

Respostas 
exactas 

Porcen­
tagem 

Respostas 
incompletas 

com o 
entendimento 

da questão 

Percon-
tagem 

3." 210 81.7 1 -

5.' 39 15.2 18 7.0 

6.» 46 17.9 52 20.0 

Na 3.* questão, dadas as condições de uma figura, 
pede-se ao aluno que estabeleça determinada conclu­
são por inferências dos seus conhecimentos ou intuição. 

Na 5.* questão, afirma-se uma dada conclusão a 
respeito do uma figura e pede-se ao aluno que indique 
quais as inferências que conduzem à conclusão esta­
belecida. 

Tanto numa como noutra questão as inferências 
pedidas são simples. 

Somos de opinião quo nos pontos de geometria do 
1.° ciclo devem sempre figurar questões destes dois 
tipos, não só porque são funcionais no ensino da Geo­
metria, como porque preparam para o estudo subse­
quente deste ramo da Matemática. 

Geometria intuit iva e experimental não quer signi­
ficar que os alunos não devam fazer inferências com 
os resultados da sua intuição ou experiência. 

«O pensamento em geometria c um pensamento em 
termos de relações» (Uussel). 

Há, todavia, que estudar o comportamento dos alu­
nos cm cada uma das questões para que possam ser, 
depois, bem graduadas nos pontos de exame. 

As percentagens indicadas no quadro acima, pare­
cem aconselhar que, em futuros pontos de exame, 
questões do tipo da 3." sejam mais dificultadas e que 
questões do tipo da 5." sejam mais facilitadas. 

Para simplificar questões do tipo da 5." bastaria 
decompor a conclusão, de modo a sugerir ao aluno a 
sucessão das inferências a estabelecer o que a just i ­
ficam. 

Dir-se-á que êsto procedimento contraria as ins­
truções pedagógicas sobre a organização de pontos 
de exame emanadas das estâncias superiores. 

Um ponto de exame deve ter maleabilidade :iá sua 
organização. As alterações a introduzir-Ihe devem 
provir do estudo estatístico dos resultados sem que 
estejam sujeitas a nenhum molde forçado. 

Caso contrário, o ponto de exame cristaliza e meca-
niza-se. 

A 6.* questão do ponto de exame é de outra ordem. 
É um caso simples de um problema de mudança do 
unidade, embora não apresentado sob a forma clássica. 

A percentagem de alunos que o resolveram acerta­
damente foi, como mostra o quadro, 17.9. 

Se lhe adicionarmos a percentagem daqueles alunos 
que revelaram o entendimento da questão, obtemos a 
percentagem 37.9 que é muito baixa ainda. 

Em estudos subsequentes da Geometria, em Física 
o em casos correntes da vida de todos os dias, o pro­
blema de mudança de unidade é de uso frequente. 

Já , na instrução primária, o aluno toma contacto 
com êste problema e tem larga prática de resolução 
de problemas dessa espécie, no estudo do sistema mé­
trico. No liceu, principalmente no 2." ano, no estudo 
dos números complexos, no sistema métrico e no con­
ceito de razão de duas grandezas, o aluno estuda o 
problema de mudança de unidade sob vários aspectos. 

Poder-se-á dizer que a 6.* questão teria sido resol­
vida pela maioria dos alunos se fosse formulada deste 
modo : Quantos quadrados de G em de lado cabem no 
rectângulo cujos lados consecutivos medem respecti­
vamente 3 dm e 12dm? 

Todos os professores sabem, que à pergunta : 
Quantos cabem, os alunos invariavelmente respondem: 
J á sei. É um problema de dividir. " j 

Também estamos convencidos de que o número de 
respostas certas aumentaria, talvez, considerável-
mente. 

Mas não é isso o que importa : o que se deve pre­
tender saber, é se o aluno tem o sentido do problema 
de mudança de unidade e daí o nosso pleno acordo 
com o modo como o problema está formulado. 

O problema de mudança de unidade é de tal impor­
tância que se figurasse obrigatoriamente em todos os 
pontos de exame do 1." ciclo, e é possível apresentá-lo 
sob variadíssimas formas, não seria desacerto. 

A baixa percentagem de respostas certas neste pro­
blema do ponto de exame corrobora o nosso ponto de 
vista. 

Ainda considerando um pouco mais sobre a impor­
tância do problema de mudança de unidade, devemos 
dizer que nunca falámos com nenhum professor do 8*.° 
grupo que não desse a êste problema lima'capital 
importância. 

Como explicar, portanto, tão baixa percentagem de 
respostas exactas? A pouca experiência da profissão 
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do professor (considero-mo ainda aprendiza) não nos 
deixa arriscar juízos definitivos sobre este assunto, 
mas estamos em crer que, se o aluno em vez de resol­
ver problemas teóricos de .mudança de unidade, os 
resolvesse práticamente, isto ó, depois do medir e de 
pesar, adquiriria perfeito sentido do problema. «Nada 
está no intelecto que não tenba estado nos sentidos» 
(Locke). 

M A T E M Á T I C A S 

P O N T O S DE EXAME DE APTIDÃO ÃS 

Licenciaturas em ciências matemáticas, físico-quí-
micas e geofísicas, preparatórios para as escolas 
militares, e curso de engenheiros geógrafos — 
Ponto n.° 1 — Julho de 1947. 

2441 —Indique uma condição que assegure a exis" 
tència 'de soluções inteiras para a equação"oj; + 6j/ = c' 
R : Que a, b e c sejam inteiros e que o m. d. c. í í e a e b 
sejaïum divisor de c. 

2442 — Determine a base do sistema de logaritmos 
em que é log873 = 4. R: V873, pois <í(V873)4=873. 

2443 — A que condição devem satisfazer os coefi­
cientes da equação axl + bx + c = Q para que as raizes 
sejam recíprocas ? Justifique a resposta. R : Deve ser 
a=^=0 e c : a = l pois que se forem x( c x ; as raizes da 
equação e se estas são reciprocas é x j = l : x 2 e então 
x i x 2 = ( l : x í ) • x 2 = l = c : a. 

2444 — Resolva a equação : 
(a — x) (x — b) = (x — a) (x — c). 

R : Como a equação proposta é equivalente a 
( x - a ) ( 2 x - b - c ) = 0 , 

as raizes desta x i = a e x 2 = ( b + c) : 2 são as raizes da 
proposta. 

2445 — Mostre que para valores reais de i o t r i -
nómio x 2 —4.0 + 5 toma sempre valores positivos. 
R : O discriminante do trinómio é 16 —20=—4; o tri-, 
nómio tem, por isso, zeros que são números comp/cjcos e 
então para valores reais de x ele toma sempre o sinal 
do coeficiente de x ' , logo, no caso posto, o trinómio é 
sempre positivo. 

2446 — Calcule a área da superfície lateral dum 
recipiente cilíndrico com a capacidade de 5 litros, 
sabendo que a altura e o diâmetro da base são iguais. 
R : Se for d o diâmetro da base e a altura do cilindro 

O óbice das turmas grandes e da falta de tempo 
para cumprir os programas levam-nos a abreviar o 
ensino desta e doutras questões e, portanto, a actuar­
mos na percepção dos alunos pelo «ear and eyes» que 
deu óptimos resultados nas observações dos antigos 
astrónomos, mas dá muito fraco rendimento no ensino 
de crianças e de adolescentes. 

E L E M E N T A R E S 

E S C O L A S SUPERIORES — J U L H O DE 1947 

(supomos tratar-so de um cilindro recto de base cir­
cular) será o seu volume nd3 :4 = 5 dm 3 , donde 
d =• 3 j /20 : ir dm e a área da superfície lateral i t d J = 
= V 2 Õ 2 ^ dm*. 

2447 — Verifique a identidade : 

(tg o + cotg a) sen 2a —2. 

R: Como tg a + cotg a = (sen* a + cos' a) : sen a cos a— 
= 2 : sen 2 a então é (tg a + cotg a) sen 2 a = 2 . 

2448 — Calcule a área dum losango em que cada 
lado tem 28,345 m de comprimento e um dos ângulos 
mede 67° 28'10''. R: Como se sabe, se forem d t e d 2 

as diagonais do losango, a área deste é dada por dj d 2 :2 
e se for a um dos ângulos internos do losango elo lado 
é l i=21cos« /2 e d 2 = 21 sen a/2, logo a área será 
dada pela expressão A = 1 J sen a=28*,345 sen 67" 28'10" ; 
•pela aplicação de logaritmos tem-se logA = 21og28,345 + 
+ log sen 67" 28' 10" = 2 x 1,45248 + 1,96552 =2,87047 
e, portanto, A = 742,1 m*. 

2449 — Mostre que o produto de três números na­
turais consecutivos é sempre divisível por 6. R : Seja 
ii • (n + 1) • (n + 2) o produto de três inteiros positivos con­
secutivos. Destes très números um deles è divisível por 2 
pois se n o não é, então n + 1 èdivisível por 2; e também 
um deles è divisível por 3 , pois que se n não édivisível 
por 3 será n=3r + l ou n = 3r + 2 ; no primeiro caso 
n-)-2 = 3r + 3 é midtiplo de 3 eno segundo n + l = 3r + 3 
é também múltiplo de 3 . Então como 2 e 3 são primos 
entre si e o produto ê divisível por qualquer deles, ele é 
também divisível por 6 . 

2450 — Em quantos pontos se intersectam seis 
rectas dum plano, quando três quaisquer delas não 
passam por um mesmo ponto ? R : Como não se trata 
de geometria projectiva e portanto as rectas paralelas 
não se encontram, temos que considerar os seguintes casos: 
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1 . ° ) Não há, entre as 6 rectas consideradas, duas 
que sejam paralelas, então o número de pontos de inter­
secção é 6 C 2 = 1 5 . 

2. ° ) HA um só par de rectas paralelas. Então o nú­
mero de pontos e * C 2 — ? C 2 = 1 5 — í = 1 4 . 

3. ° ) Há três, e só três, rectas paralelas entre si. 
O número de pontos é « C 2 — 3 C * = 1 5 — 3 = 1 2 . 

4 . " ) Há quatro, e só quatro, rectas para/elas entre si. 
O número de pontos e 6 C 2 — 4 C 2 = > 1 5 — 6 = 9 . 

5. *) Há cinco e só cinco rectas paralelas entre si. 
O número de pontos é " C Í — S C 2 = 1 5 — 1 0 = 5 . 

6. ° ) As seis rectas são paralelas entre si. O número 
de pontos é * C 2 — 6 C 2 = 0 . 

7. ") Há dois pares, e só dois, de rectas paralelas, 
mas não quatro rectas paralelas entre si. O número de 
pontos é ° C 2 - 2 • * C 2 = 1 3 

8. " Há três pares de reetas paralelas, mas não quatro 
paralelas entre si. O número de pontos é e C 2 —3 - J C 2 = 
= 1 5 - 3 = 1 2 . 

9. ") Há três restas paralelas entre si e mais um par 
que não pertence àquele triplo de rectas, não havendo 
cinco rectas paralelas entre si. O número de pontos è 
« C 2 - H V - * C 2 = 1 1 . 

10. °) Há dois triplos de rectas paralelas entre si 
(dentro de cada triplo) mas não há seis rectas paralelds 
entre si. O número de pontos é 6 C 2 — 2 } C 2 = 1 5 — 6 = 9 . 

1 1 . °) Há quatro rectas paralelas entre si e um outro 
par de rectas paralelas distintas daquelas quatro, mas 
não há seis rectas paralelas. Então o número de pon­
to* è « C 2 — < C 2 - * C 2 = 1 5 - 6 - l = 8 . 

Soluções dos n.° s 2441 a 2450 de José D . da Silva Paulo. 

I. S. C. E . F. — Ponto n." i —5 de Agosto de 1947 

por não ser inteira. A segunda e terceira por substi­
tuição em 1) dão as soluções do problema : 

r a = 2 8 x l 9 = 532 r a = 1 2 x 3 1 = 317 
l b = 3 x 1 9 . 57 7 x 3 1 = 217. 

I I — CALCULO NUMÉRICO 

2453 — Calcule a área lateral de um cone equilá­
tero (diâmetro de base igual à geratriz) inscrito numa 
esfera cuja superfície tem de área 222,62 m ! . (Utilize 
logaritmos). B : Segundo o enunciado 4jcR*=222,62, 
sendo B o raio da es/era. A superfície lateral do 
cone de raio R' = B e de geratriz R ^3 e 
S - w R v / 3 / 2 x R v / 3 = 3 l t R í / 2 - 3 x 222,62/8 
log S= log 3+log222,62 + colg8=0,477 (12 +2,34757 + 
+1,09691) = 1,92160, donde S = 83,483m'. 

I I I — ÁLQBDUA 
1 

2454 — Dada a função ^ = 2 ^ ' . Calcule os valo­
res da variável x que tornam a função y inferior a 1/4. 

i i 
R: Segundo o enunciado 2 , - ' < l / 4 , 2 " - ' < 2 - s , 

1 2x—1 „ 1 
< - 2 -> < 0 -* — < x < l 

x - 1 x - 1 2 

I V — G E O M E T B I A PLANA 

2455 — Num círculo de raio r inscrevo-se um 
rectângulo cuja diagonal forma com o lado maior um 
ângulo de 30°. Calcule, expressa em r, a área do 
referido rectângulo. R : O rectângulo fica divivido 
pela diagonal 2r em duas metades dum triângulo equi­
látero de lado 2r . Então a área pedida será 

A — 2 x (2r)* t/S/8 = r* j / 3 -

I — ARITMÉTICA 

2451—Divisibil idade; teorema fundamental da 
divisibilidade e sua aplicação à dedução de critérios 
de divisibilidade. 

2452 — A soma de dois números inteiros é 589, e 
o cociente entre o seu menor múltiplo comum e o seu 
máximo divisor comum è 84. Calcular os números. 
R : Sejam a e b os números e d e m respectivamente 
o m. d. c. e o m. m. c. Segundo o enunciado será : 
a + b=589e m/d=84. Na relação 1) ab/m=d fazendo 
2) a=-dp e 3) b = d q e substituindo m pelo seu valor 
84 d vem pq=84 em que p e q são primos entre si. 
Facilmente se verifica por decomposição em factores 
primos que os números que verificam esta relação são: 

{ q _ 21 ' 3 ' f j que substituídos em 2) e 3) dão 

d = 589/25, 19, 31 . A primeira solução ê de rejeitar 

V — GEOMETRIA MO ESPAÇO 

2456 — Triedros : definição; elementos de um trie­
dro ; triedro polar ; relação entre os diedros dum 
triedro. 

2457 — Dado um tetraedro de aresta a, deduza o 
seu volume expresso na referida aresta. R : O volume 
pedido i o duma pirâmide regular de base triangular, 
cuja altura cai no centro do triângulo equilátero da base. 
Seja ABCD o tetraedro e H o pé da altura D H 
tirada de D para a base ABC. Como o triângulo A H D . 

è rectângulo em H Será D H = l / a * - Ã T P . Como H e 
simultaneamente o ponto de encontro das mediatrizes 
e das medianas, visto ser [A"BC| equilátero, vem 
ÃH = 2h/3 (h altura da base) ou Ã E = a |/3/3 
e D H - t / W S . 

~ .r !.. - . .xuil . a :i "fite- • j ; 91111 »l IÍ; : >. ;fls • O volume será V = a 3 ,/2"/l2 • i,a 
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V I — TRIGONOMETRIA 

2458 — Verifique que a soma dos quadrados da 
secante e da cossecante de um arco é igual ao produto 
dos seus quadrados. 

1 1 1 
R : •— 1 = = sec2 x • cosec2 x. 

cos2 x sen2 x cos2 x • sen2 x 
Notu. É obrigatória a resolução do 4 pontos. A parto pri­

meira dos pontos I e V vem esclarecida om qualquer bom com­
pendio, respectivamente, de Arltmótlca Racional do 3. ciclo e 
de Geometria do 2.° ciclo. 

Soluções dos u." 2451 a 2458 de Mario Madureira. 

I. S. T. e preparatórios para a Faculdade de Enge­
nharia do Porto —Ponto N.° 1—Julho de 1947. 

2459 — Dê a forma de um polinómio ordenado, de 
coeficientes inteiros, igualado a zero, à equação: 

- 1 / 2 ( l - 2 x ) (2x4-1) m ( l / x 2 - l ) * - 2 / 3 (x + 1) . 
R : 3x*_24x3_24x*-128x + 40 = 0. 

2x 2 + x - 4 

2460 — Resolva a inequação : — - — - — > 0 . 

R: x > 1,1861; -1,6861 < x < l . 

2461 — Diga o que é uma superfície de revolução. 
Enumere, sem definir, os sólidos que conhece limitados 
total ou parcialmente por tais superfícies. 

2462 — Dispondo de umas tábuas que lhe dêem os 
logaritmos com o mínimo de 5 decimais, dos números 
e das funções goniométricas, determine, com a apro­
ximação que aqueles lhe permitem, os valores de a 
que satisfazem a equação : 

sen a = Vô~032745 x cos 2100° 12' 30" 
R : 6 = n l80° + ( - l ) » 5 ° 4 7 ' 3 6 " . 

2463 — Escreva o 5.° termo do desenvolvimento 
3 / - 60aí 

de (2a y x — x - 1 ) " e siraplifique-o. R : „ ._ . 
x J yx 

2464 — Sendo dadas uma circunferência e uma 
recta sobre o plano, determine, apenas com o auxílio 
da régua e do compasso os pontos da recta dos quais 
se vê a circunferência segundo um ângulo de 30°. 
Discuta as soluções possíveis. 

Soluções dos n . 0 1 2459 a 24G4 do Eng. Manuel Amaral. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

ÁLGEBRA S U P E R I O R — M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C. C.—ÁLOEBBA SUPERIOR —2.* exame de frequên­
cia, —1945-46. 

2465 —• Primitivar as funções 
a) e*/(4-fe5*) b) (x + sen x cos x)/cos2 x 

R : o) 1/2 arc tg o'/j-f-K b) x t g x - f -K . 
2466 — Achar os extremos da função 

/ (x ) = sen 2x sen2 x 
R : Um máximo nos pontos Kit -+- it/3, com o valor 3 tf 3/8 ; 
um mínimo nos pontos Kit — it/3, com o valor - 31 /3 /8 . 

2467 — Conduzir pelo ponto (1,4) as rectas tangen­
tes à circunferência de centro na origem o, raio 2. 
R : y—i. e 4 y - x + l = 0 . 

2468 — Determinar o plano conduzido por ox para­
lelamente ao plano x — y — z = l R : y + z = 0 

F. C. C. — ALGEBRA SUPERIOR — Exame final, Junho 
de 1947. 

2469 — Sendo 0 , 1 , 2 , 4 , 6, 8 ,10, • • • os quocien­
tes incompletos do desenvolvimento de certo número 
em fracção contínua, calcular uma fracção racional 
que represente o número com um erro inferior a I O - 6 . 

2470 — Primitivar a função / (x) = log ( l — *tf^x) • 

2471 — Calcular pelo método de iteração três apro­
ximações da raiz de x + logiox—2=0 compreendida 
em ( 1 , 2 ) . 

2472—Que pontos da recta 3 x - 3 y + 2 = 0 dis­
tara y/õ do ponto (2 ,3)? 

2473 — Dados, dum triângulo esférico, os elemen­
tos .4 = 90», o = 72° 31'32", ô = 120° 20 '21" ; calcu­
lar D e discutir. 

F. C. L. — MATEMXTICAS GERAIS — Exame Final — 
Julho de 1946. 

2474 — Determine a equação da hipérbole de focos 
(—1,0) (1,0) e de assíntotas y = + tf^3x. R : A equação 

x 2 y* 
será 3 x 2 — y 2 = k 2 ou 

4k 2 

2 

k 2/3 k 2 

donde : 

k2 
1 com —- T k 2 • 

O 

(1/2) 2 (t/3/2)* 

2475 — Ache os máximos e mínimos da função: 
/ ( x , j/) = (y + x 2 ) 2 — (x—2y) z . R : As condições de es-



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 1 9 

tacionariedo.de são: 

1 df 

IM. 
2<)x 

2x ' + 2 x y - x - h 2 y = 0, 

= x 2 + 2x—3y=0. Substituindo y tirado da 2." 
2 dy 
equação na 1." vem: 8x 3 +6x 2 +x=0 ou x (8x'-t-6x-rl)=0 
de raízes x j = 0, x 2 =—1/2 , x 3 =—1/4 ; correspondem 

71 = 0, y 2 = - l / 4 , y 3 = - 7 / 4 8 ; ^g = i r = 6xí + 

0 l , ) 2 f 1 _ 1 d*f 1 í) J f 
+ 2y — 1 : = - t = —3; = — 

' ' 2<)y2 2 ' 2dxóy 2<)ydx 
1 s2 - r t 

= - s = 2x + 2 ; = 22x2 + 8x + 6y + 1 = A . 
Para X — 0, y = 0 à = 1 > 0 ; 

l'ara x 
- 1 

y = 

Para x = — 

- 1 
4 
- 7 
48 

1 > 0 , 

= - < ° < r < n 2 * t < 0 . 

A função tem um máximo para x — — - i y • 
- 7 
48 ' 

Nota : Como t < 0 (para a; e y quaisquer) está 
excluída a hipótese de mínimo. 

F. C. L.—MATEMÁTICAS GERAIS -
Outubro de 1946. 

• Exame Final — 

2476 — a) Ache a equação geral da família de 
curvas que satisfazem à equação diferencial xy'—y— 
— x 2 = 0 . 6) Caracterize geometricamente a família 
e determine a equação da curva particular que admite 
tangente coincidente com o eixo dos xx. R : a) y'— 
—y/x—x=0. E equação linear; admite factor inte­
grante u = l / x ; o integral geral é: — y / x + x + C = 0 
ou y = x 2 + Cx . b) As curvas da família são parábolas 
de eixo paralelo ao eixo dos yy ; todas têm por vértice 
a origem dos eixos coordenados. Como y ' = 2x4-C as 
curvas da família têm tangente paralela ao eixo dos xx 
para x = — C/2, y = — C 2 /4. Obte'm-se a curva parti­
cular pedida para C = 0 . 

2477 — a) Determine as coordenadas do ponto P 
do plano para o qual é mínima a soma s dos qua­
drados das distâncias aos vértices do quadrado l i m i ­
tado pelas rectas de equações x = 0 , y — l , x=\, y=0. 
b) Fixando s num valor constante qual é a equação 
do lugar dos correspondentes pontos PI Caracterize 
geometricamente o lugar e diga que valor deve esco­
lher para a constante, para que o lugar passe pela 
origem dos eixos coordenados ? Que disposição par­
ticular toma então o lugar relativamente ao quadrado 
dado ? R : a) Os vértices do quadrado são os pontos 
de coordenadas respectivamente ( 0 , 0 ) ; ( 0 , 1 ) ; ( 1 , 1 ) ; 
( 1 , 0 ) . Portanto: s = x 2 + y 2 + x ! + ( y _ l ) * + ( x - l ) 5 + 
+ ( y - l ) * + ( x — l ) , + y 2 = 4 x 2 + 4 y 2 - 4 x - 4 y + 4 ; s /4-

= x 2 + y 2 — x — y + 1 = S . As condições de estacionarie-

dade são : 0 = — 2x — 1 : 0 = = 2v — 1 ou 
d* dy 1 

= 1/2, y = 1/2. Corresponde um mínimo poi* seja : 
e>2_S 
í)x2 

d1 S = 2; 
e)2S 

O ponto P e' pois o ponto de coordenadas 1/2,1/2 
ou seja o centro do quadrado. 

b) Seja a constante s=4k e vemi x 2 + y 2—x—y = 
= k - l ou ( x - l / 2 ) 2 + ( y - l / 2 ) * = k - l / 2 . O lugar é 
uma circunferência cujo centro está situado no centro 
do quadrado e cujo raio é l / k —1/2 . Para que o lugar 
passe pela origem dos eixos coordenados deve ser k = l 
e então o raio será r = j / l / 2 = a circunferência 
correspondente será circunscrita ao quadrado. 

Soluções dos n.as 2474 a 2477 de Peter A. Braumann. 

I. S A. - - MATEMÁTICAS GERAIS — 2.° Exame de fre­
quência, 1946-47. 

2478 —Dado o ponto P ( 1 , 0 , — 1) e a recta 
r=x + y=z=2, determine a equação da superfície 
cónica de revolução que passa por P, tem por eixo 
a recta r e por vértice V o ponto de r de abcissa 2 . 

R : Tem-se V (2 ,0 , 2) e V P = - T - 3k , " r W - j * logo 
c o s « = - l / v / 2 Õ = ( x - y - 2 ) / v / ( x - 2 ) í + y 2 + ( z - 2 ) 2 . v / 2 ; 
donde 9x 2 + 9y 2 - z 2 - 36x + 40y + 4z—20xy 4 G4=0. 

2479 — Mostre que o sistema 
ax + by + ez + dt=0 
—bx+ay—dz + ct-=0 
—cx+dy-r az—bt=0 
— dx—cy + bz + at=0 

não admite soluções diferentes da solução nula, quais­
quer que sejam a,b,c,d reais não conjuntamente 
nulos. R : Nas condições do problema trata-se dum 
sistema de Cramer, visto o determinante formado pelos 
coeficien tes das incóg » itas ser igual a (a 2 + b 2 + c2 -f- d 2 ) 2 . 

2480 —Considere o sistema Za^x,-—0, * — l , 2 , - . - n , 
aa—{i-j)z- Mostre que este sistema admite soluções 
diferentes da solução nula qualquer que seja n > 1 . 
R : Com efeito, o determinante formado pelos coeficien­
tes das incógnitas tem sempre, para n > l , duas filas 
paralelas proporcionais 

2481 — Estude o comportamento das seguintes 
1 2» 2 + 3 

funções quando n-+ + oo: - +sen«7t, (-feri)*—rz , 

" H l . / j O , ! . » ) / (0,9.11) 
——• + : , r — — . K : 1.* oscilante finita-

2n « 2 ' K 3 + 1 , 
mente, 2.* oscilante infinitamente, 3.*-». -f- oo, 4 . 1 ->• 0 . 

http://tacionariedo.de
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2482 — Desenhe um quadrado [if B' CD1] de lado 
igual a 4 cm.. Considere os pontos A, B, C e D que 
se projectam em A', B1, C e D' c teem de cotas 
1, 2, 4 e 0 respectivamente. Gradue o plano que 
passa por D é paralelo a BC e perpendicular ao 
plano que admite AC como recta de maior declive 
(tome para unidade de medida de cotas o duplo cen­
tímetro) . 

Soluções dos n.° a 3478 a 2482 de F . A. Carvalho Araujo. 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame f inal- Julho 
de 1946. 

2483 — Verificar a igualdade 

1 1 1 8 m 1 1 1 1 
2 4 8 27 2 4 8 1 
3 9 27 64 3 9 27 1 
4 16 64 125 4 16 64 1 

sem calcular os determinantes. R : O teorema tia 
adição permite-nos escrever 

1 1 1 7 = 0 
2 4 8 26 
3 9 27 63 
4 16 64 124 

Este determinante pode ser considerado como caracte­
rístico do sistema : 

x + y + z = 7 
2x + 4y + 8z = 26 
3x + 9y + 27z=63 
4x + 16y + 64z = 124 

Se houver apenas um característico c = 0 , a caracterís­
tica será p—3 e o sistema é então determinado. Com 
efeito tomando 3 quaisquer das equações, teremos x = 3, 
y-=3 e z = l , solução que verifica a outra equação. 

2484 — Na equação x3 — 6x* + 13x — X — 0 uma 
das raízes é a média aritmética das outras duas. 
Determinar X e resolver a equação. R : Sejam a, b , c 
as raizes da equação e 2a-=b-t-c. Pelas fórmulas de 
Viete e da relação anterior temos : 3a = 6 ou a = 2 , 
a (b + c )+bc=13 donde bc=5 e X = 10. Sendo a = 2 
as 2 restantes raizes determinam-se pela regra de 
Buffini: b - 2 + i e c - 2 — i . 

2485 — As curvas y = x* e Sy—4x3=3 intersec-
tam-se em dois pontos P o Q reais. Desenhar os 
gráficos (aproximados) destas curvas e provar pelo 

cálculo que as tangentes à primeira nos pontos P e Q 
são concorrentes no ponto 7 ( 1 , - 3 ) . R : 

(1) y = x* domínio (—oo, + oo) ; contradominio 
(0,4-00) 

y' = 4x 3 crescente para x > 0 ; decrescente para x < 0 
Mínimo em x = 0 , y = 0 ; l i m y = + oo 

(2) y = 4 /3 .x 3 + l domínio (— oo , + oo) ; contra­
dominio (— oo , + oo) 

y '=4x- Sempre crescente 
Ponto de inflexão ( x = 0 y = 1) 
l i m y = -4- oo ; l i m y •= — oo 
a=foo JE=— oo 

Seja P (a , b) e Q (c , d) . Equação da tangente a 
curva y = x 4 no ponto P : 

(3) y - b = 4 a 3 . ( x - a ) 

Equação da tangente à curva y=^x 4 no ponto Q : 

(4) y - d = 4 c 3 ( x - c ) 

Pretende-sc provar que a solução do sistema formado 
pelas equações (3) e (4) e I ( 1 , — 3) . Tendo em conta 
que P e Q são pontos de ambas as curvas, teremos : 

(5) b = a*; 3b=4a 3 + 3; d = c*; 3d = 4c3 + 3 . 

Eliminando y entre (3) e (4) , vem : 

d - b + 4(a*-c*) 
x = . , . n ! e rfe (5) , a* - c* = b - d e 

4 . (a s—c3) 
a 3 _ c 3 _ 3 / 4 . ( b - d ) , donde x = l . 

De (3), vem: y = b + 4 a ' - 4 a 4 = b + 3 b - 3 - 4 b = - 3 , 
c.q.p. N 

2486 —Dados os pontos A ( 1 , 0 , 0 ) ; B ( 0 , 0 , 1 ) e 
C (1/2 , V^6/2,1/2), verificar que podem ser vértices 
do um tetraedro regular e calcular as coordenadas do 
quarto vértice dêsse tetraedro. R : Deverá ser o 
triângulo [ A B C ] equilátero : A B — A C = B C . Com 
efeito: ÂB = t / Î T Î = v/2 AC = l / l / 4 + 3/2 +1/4 = ^ 2 
BC - ^1/4 + 4/2 +1/4 = V̂ 2 . 

Quarto vértice D ( x , y , z ) ; como A D = BD = CD = 
= ^ 2 , vem : 

1) 
2) 
9 

( x - l ) 2 + y * + z ! - 2 
x i + y J + ( z - l ) l ° = 2 
( x - l / 2 ) í + (y -v /6 /2) + ( z - l / 2 ) * - 2 . 

De 1),2) e3), deduz-se y = [/ti/6ex=.z=(S±2^&)/6. 
Tem-se pois : V ( (3 + 2 l/ê) /6 , v/6/6 , (3 -f 2 t/ë/6) ) e 

V ( ( 3 - 2 v/6)/6 , v/6/6 , ( 3 - 2 v^S/6)) . 

Solu(6os dos n." 2483 a 248S de Jorge Cândido da Silva. 
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F. C. C. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° Exame de fre­
quência, 1945-46. 
2487 — É dado um plano vertical que forma um 

ângulo de 45° com o plano vertical de projecção. 
Conduzir por um ponto uma recta que defina um 
ângulo de 60° com um plano vertical dado, e um 
ângulo de 40° com o plano vertical de projecção. 
R : Conduzam-se pelo ponto as rectas r e S perpendi­
culares ao plano vertical dado e ao plano vertical de 
projecção. A recta pedida è a terceira aresta do triedro 
em que as outras arestas são r e s e as faces teem 30° 
e 50». 

2488 — É dada uma pirâmide quadrangular, recta 
e regular, de base assente no plano horizontal de 
projecção. Determinar a secção feita pelo primeiro 
bissector, e suprimir a parte do sólido acima deste 
plano. 

2489 — Por uma recta do primeiro bissector, cujas 
projecções formam ângulos de 45° com a \J. T. , con-

D E S C R I T I V A 

duzir os planos que formam com esta mesma linha 
ângulos de 20° . R : Seja V o ponto de intersecção da 
recta dada, r, com a L . T . . Os planos pedidos são os 
p/anos tangentes conduzidos por r à superficie cónica 
de remlução que tem V por ve'rtice, a L . T. por eixo, 
e uma abertura de 20° . 

F. C. C.—GEOMETRIA DESCRITIVA —Exame final, 1945-46 

2490 — Determinar a distância entre duas rectas 
enviezadas, uma horizontal e outra frontal. 

2491 — Dado um plano pelos traços, considere-se 
um dos seus pontos. Conduzir por este ponto as rectas 
que definem ângulos de 65° com o plano horizontal de 
projecção e pertencem ao plano. R : Considere-se a 
superfície cónica de revolução que tem o vértice no ponto 
considerado, 25° de abertura, e por eixo uma recta ver­
tical. As rectas pedidas são as geratrizes da secção 
feita pelo plano dado neste cone. 

Soluçoos dos n." 2487 a 2491 do L . O . Mendonça do Albuquorquo. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L — A N A L I S E S U P E R I O R 

F. C. C. — CÁLCULO — Exame final, 1945-46 

2492 — Determinar por integração a área gerada 
pela rotação em torno de ox do segmento definido 
pelos pontos (1 ,1 ,0) e (2 ,2 ,1) . R: ( l-2t /2)v /3w/2. 

2493 — Integrar a equação y" + t/ = x 3 —1 . 
R : y = ci cos x -t-c2 sen x + x 3 + 6 x—1 

F. C. C. — CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre­
quência, 1946-47. 

2494 — Determinar os máximos e mínimos da 
função xïyi—3?—y- no conjunto fechado, definido 
pelo losango de vértices ( 0 , 1 ) , (0 , - 1 ) , (1/2 ,0) e 
( - 1 / 2 , 0 ) . 

2495 — Achar o integral geral da equação 
y" — 3y' + y=x*e*. 

2496 — Calcular o volume de revolução quando a 
área limitada pelo arco de parábola y- = x e pelo 
segmento de recta x=2 roda em torno da recta x = — 1 . 

F. C. C. — CALCULO INFINITESIMAL — Exame final, 
Junho de 1946-47. 

l .° Ponto 
as*—1 

2497 — Desenvolver a função em série de 
V (x + 2)* 

potências de x + 1 e escrever o termo geral desse 
desenvolvimento. 

2498 — Resolver o sistema { y' 4- z = x* 

y' + z' = e* . 

2499 — Calcular por integração o volume do sólido 
definido pelos planos x=k,y=h, e z = x e pelos 
planos coordenados xOy e xOz . R : hk'/2 . 

2.° Ponto 

2500 — Km que direcções emergentes do ponto. 
( 1 , —1) se anula a 2.* derivada direccional da função 
/ ( x , y ) = x ? - 2 ^ ? 

{ y'—y—z — x—2 
z '=z—x. s 

= e Ic 1—(x + 1) 
R . f z = e I c 1 - (x + l ) 

l y = cj e*—ci xe* + 1 . 

2502 — Determinar o volume do sólido gerado pela 
revolução, em torno de Oz, da região limitada peja 
parábola s* = 2 (x—1) e pela recta x—z = 2 . 

Soluções dos n . , s 2492 a 2502 de L . G . Mendonça de Albuquerque. 
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F. C. L . — CXLCULO INFINITESIMAL -

quéncia—Maio de 1946. 
• 2." Exame de fre-

2503 — a) Defina envolvente duma família de su­
perfícies características e aresta de reversão. Enun­
cie as propriedades da envolvente e aplique os con­
ceitos definidos à determinação da equação geral das 
superfícies cónicas, b) Escreva a equação vectorial 
duma superficie regrada, indique o significado das 
grandezas que nela figuram, escreva a equação do 
plano tangente num ponto de tal superfície e deduza a 
partir dela a condição para que a superfície seja pla-
nificável. c) Defina curvatura média num arco de 
curva plana, curvatura num ponto de tal curva, centro 
de curvatura relativo a esse ponto e evoluta da curva. 
Indique como se determina a representação analítica 
da evoluta da curva e suas propriedades. 

2504—Calcule 
J x V l + x 3 

2505 — Determine os pontos singulares, as assín-
totas e a curvatura no ponto (—1, 1) da curva 

y x3 — x2 — y* 0. 

I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL — Alguns pontos do 
2." Exame de frequência, 1946-47. 

2506 — Calcule a área definida pelas relações 
8 

* y < 8 , y > x * , y<8. R : A = / dy + 
o 

+ f* Vy dy + / s / y dy = 16/3 [1 + y/8] + 8 log y g . 
o vu 

2507 — Calcule a área definida pelas relações 
x* + yt — 4x < 0 e + 2 — x < 0. 

R : A = ayVi - 2 dx + 2 / / 4 x - 5 dx = 

= 4/3 [(« - 2);,'*]J + 32 j^arc tang -

_ t/4x - x»T " m d e a = 2 ) b = ( 3 + yT7)/2 e c = 4. 
4x J b 

2508 — Mostre que a sucessão de funções da variá­
vel x , de termo geral /„ (x) = l/(l-f-1 x |") , é conver­
gente qualquer que seja x e uniformemente con­
vergente, em qualquer intervalo fechado a que não 
pertençam os pontos +1 e —1. R : Para x = 0 e 
I x I < 1 tem-se f„ (x) -»1 ; para | x ] > 1, f„ (x) -*0 e para 
I x I » 1, f„ (x)—»l/2. Em qualquer intervalo, a que 
pertençam os pontos 1 ou — 1 ou ambos, a sucessão não 
converge uniformemente visto nesses pontos a função 
limite ser discontinua ; em qualquer outro intervalo 

fechado nas condições do problema è fácil de ver que o 
conjunto N (t, x) ê limitado superiormente. 

2509 — Mostre que a sucessão de funções, da variá­
vel real x , de termo geral /„ (x)=l / [ 1 + | x | ]" é 
convergente qualquer que seja x e uniformemente 
convergente em qualquer intervalo fechado que não 
contenha a origem. 

2510 — Considere a função assim definida : 

/<*»>)*" para todos os pares de valo-
2x-y+(x+y)i 

reB (x,y) diferentes de (0 , 0) ; / ( 0 , 0)=0 . Estude a 
continuidade da função dada ao longo das rectas que 
passam pela origem. Pode concluir alguma coisa 
acerca da continuidade da função dada na origem ? 
R : Fazendo ax + by = 0, ou x •= p cos 0 e y = p sen 8 , 
substituindo em f (x , y) e tomando limites, conclui-se 
que o função è discontinua na origem visto ser discon­
tinua no referido ponto segundo a direcção y = 2x e è 
discontinua em todos os pontos das rectas y = mx que 
satisfazem a x=(m—2)/(l + m)*. 

x + (x -M/) J 

2 5 1 1 - I d e m / ( « , y ) - ^ J ( 8 _ y ) t ' / ( 0 , 0 ) - 0 . 

2512 — Supondo que o sistema 

[ u» 4. y« = 1 
definem u e v como funções de x e y, calcule as 
derivadas de primeira ordem de u e v em ordem a y. 

f x c o s u + ucosy — u 
2513 —Idem \ 

lx + v — y". 
Soluções dos ii." s 2506 a 2513 de F . A. Carvalho Araújo. 

F. C. L . — ANALISE SUPERIOR — 2.° Exame de frequên­
cia — 1945-46. 

2514—a) Mostre que entre as superfícies integrais 
da equação px + Sqyc1 — 4y ? = 0 existe uma família 
simplesmente infinita de superfícies cujas caracterís-

dp dy 
ticas verificam a igualdade + = 0 e deter-

dq dx 
mine essa família (S) . b) Ao longo de que outras 
linhas das superfícies (&') tem lugar a mesma igual­
dade ? <•) Determine a dupla infinidade de curvas 
que cortam sob ângulos rectos as superfícies (S) . 
Projecções ortogonais dessas curvas no plano XOY. 
R: a) O sistema de Charpit: 
dx dy dz dp dq 
x 3 ~ 3 y x 2 ~ 4 y » — (3px2 + 6qxy) — ( 3 q x ' - 8 y ) 

dá, em correspondência com dp dx-(-dq dy=0: 
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- 3p x 3 - 6q y x 2 - 9y qx 2 + 24 y 2 = O 
ou, atendendo à equação dada: 2qyx 2 —4y 2 =0; donde 
q=2y/x 2 . 

Com este valor de q, o equação proposta dá, para p, 
o valor p=—2y 2 / x 3 e a equação diferencial total das 
superficies (S) c a equação de P f a f f : 

2y 2 , 2y , dz = — dx H £ dy 
x3 v2 

dz = 
2y x 2 d y - 2 y * x d x 

= d -

Integrando : z = y 2 / x 2 + C . 
6) /Substituindo as expressões de p e q na igualdade 

dpdx + d q d y = 0 to<70 se deduz que e x 2 dy 2 + 3y 2 dx2— 
— 4 x y d x d y = 0 oquedá: dy/dx=y/x e dy/dx=3y, x . 

A 2." corresponde às características ; a 1." define a 
outra família de linhas de (S) ao longo das quais e 
ainda verdadeira a equação dp dx + dq dy = 0 edà: 
y = c i x . 

c) A ortogonalidade referida no enunciado equivale 
ao sist. dif. 

dx dy dz 
- 2 y 2 / X 3 = 2y/x 2 ™ - 1 ' 

Uma primeira combinação integrável é xdx-{-ydx = 0 
e dá x 2 + y 2 = a . 

A segunda deduz-se agora por substituição : 

Ï Z ^ d y = - 2 d z , I o g | y » | - | 2 = - 2 z - r - p . 

E as linhas trajectórias são as da congruência: 
x 2 + y 2 = a, l o g | y * | - y 2 / 2 = - 2 z + p. 

A circunstância particular de não figurar z na 1." 
destas equações faz com que seja essa a equação das 
projecções ortogonais pedidas. 

2515 — Considere o integral 
C e'. z~< 
I dz o 

J 1 - 2 ' 

nde (c) 

se supõe definido por | z — (í + i) \ = R , condicionado 
o valor de R ao facto de se encontrar o contorno (c) 
inteiramente traçado na região do plano (z) em quo 

1 < | z - ( l + i) \<A. 
Para que valores de A se pode afirmar que (c) 

inclui, no seu interior, um só ponto singular da função 
integrando? E dois pontos singulares? Faça, em 

cada uma destas hipóteses, o cálculo do integral. 
R : Pontos singulares : z = 0 , z = + l , z = — 1 . 

Se R < \ /2 , (c) contem um só ponto singular : z = + 1 
e o correspondente valor do integral c —irei. 

Se l / 2 < R < : i / 3 , são interiores a (c) os 2 pontos 
singulares z = 0 e z = + 1 ; e o valor do integral; éentão: 
2it i ( l - e / 2 ) . 

T. C. L. — ANÁLISE SUPERIOR — Exame final, 21 de 
Junho de 1947. 
2516 — Considero o duplo lacete (c) envolvendo 

os pontos z = 0 e z = l , percorrido no sentido nega­
tivo, o mostre que / , =f f ( z ) dz^2iri [R (2) + i í ( - 2 ) + 

• • ff 1 
+ R (oo)] sendo / ( z ) = ( > , _ 4 ) y / , " 

Faça z = pe i J, z - l ^ e ' 9 ' . Calcule R(2), i í ( - 2 ) 
f dx 

e R (oo) . Mostre que 7j = 2 I -
. V ' 

C dx 
calculo I 

t> 
2517 

( x 2 - 4 ) \/x(\-x) 

( x 2 - 4 ) \/x{l-x) 

•As superfícies de certa família (S) ver i f i ­
cam a seguinte propriedade : «A soma dos quadrados 
dos parâmetros directores da normal é igual a z 2 + l 
(z—cota de um ponto genérico), a) Escreva a equação 
às derivadas parciais, a que se subordinam essas 
superfícies, b) Determine um integral completo (tome 
tgc j como primeira constante), c) Mostre que as 
características constituem nm sistema de linhas de 
curvatura e determine o outro. Interprete geométri-
camente as superfícies do integral completo determi­
nado, mostrando que, ao longo delas, tem lugar uma 
relação da forma Ap + Bq + C=*0, com A,B e C 
constantes. Exprima estas constantes na do integral 
completo, d) Estabeleça a relação entre as constan­
tes do integral completo, à qual correspondo a super­
fície de Cauchy relativa à curva z —1 = 1 — xy — 0. 
e) Estabeleça a equação diferencial a que se sujeitam 
as superfícies (S) — família simplesmente infinita — 
quo são de revolução em torno de Oy. Prove a exis­
tência de essas superfícies. 

Enunciados o soluções dos n . o s 2514 a 2517 de Humberto de 
Menezes. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nosta secção, alôm do oxtractos do críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas do livros 

o outras publicações do Matemática de que os Autores ou Editoros enviarem dois exemplares à Redacção 

6 4— - A D A M , PEDRO PUIG — Curso de Geometria 
Métrica, Tomo I , Fundamentos — Primera Edicion — 
Madrid 1947—Patronato de Publicaciones de la Es-, 
cuela Especial de Ingenieros Industriales. Preço 80pts. 

Depois dos trabalhos de DAVID HILBKRT sobro os 
fundamentos da geometria é impossível escrever 
qualquer obra sobre o assunto quo os ignore. A análise 
profunda feita naquela época, principalmente, por 



2 1 G A Z E T A D E MATEMÁTICA 

HILBERT e pelos seus discípulos marca uma nova 
fase na forma de encarar não só a geometria mas 
toda a matemática. Se é certo que em Euclides o 
método seguido é, como em HILBERT, o axiomático o 
que é verdade também é que existe diferença fun­
damental entre um e outro, diferença que se nota 
não só quanto à arrumação e independência dos 
axiomas, mas também á introdução explicita de outros 
que em Euclides eram subentendidos durante a expo­
sição ou mesmo ignorados, e, o que é muito mais 
importante e fundamental, os entes de que trata a 
geometria, cm HILBERT, são de natureza não especifi­
cada, (o que permite encontrar muitos sistemas de entes 
concretos aos quais se aplica inteiramente tudo o que, 
com Euclides, só era válido para certos elementos bem 
determinados dados pela experiência imediata) e a 
existência do conjunto de tais entes é implicitamente 
postulada. 

As geometrias elementar e projectiva, finitas ou 
não finitas, euclideanas ou não, podem ser estudadas 
rapidamente uma vez que se tenha feito, pelo método 
axiomático de HILBERT, o estudo de uma delas, e esta 
é uma das outras grandes vantagens do método que 
invadiu todas as matemáticas modernas, pela neces­
sidade de profundar a natureza e interdependência 
dos conceitos da matemática e de poupar esforço. 

A obra do Prof. Puig Adam, bem conhecido j á pelos 
seus trabalhos didáticos de matemática de colaboração 
com Rey Pastor, é baseada nos estudos da escola 
moderna alemã que teve em Hilbert e Klein os verda­
deiros impulsionadores, e tem por isso e desde logo 
todas as vantagens apontadas. 

A obra que se destina á preparação para o ingresso 
na Escola de Engenheiros Industriais de Madrid, pre­
tende, como afirma o autor, a formação científica do 
futuro técnico, não pela resolução de muitos, mui­
tíssimos exercícios como requere certa técnica prepa­
radora que não é senão uma ginástica deformadora, 
mas pelo ensimo racional da geometria, e isto sem no 
entanto cair no defeito oposto de demasiada abstrac­
ção, j á que se trata de preparar um técnico. Este f im 
é conseguido pelo Prof Adam no seu livro, que pelo 
equilibrado desenvolvimento dos assuntos e pelas con­
tribuições pessoais, o tornam utilíssimo não só para o 
f im proposto, mas ainda para todos os que desejam 
iniciar o estudo racional da geometria elementar sob 
um ponto de vista moderno. É por isso um livro pre­
cioso, em especial para nós povos da Península, onde 
livros com estas características são raros. 

Neste primeiro volume (Fundamentos) trata-se aquela 
matéria que é em geral conhecida por geometria ele­
mentar, a qual é aqui estudada com certa originali­
dade na formulação de alguns axiomas (Axioma I I I , 
da rigidez), em demonstrações de certos teoremas 

(por exemplo o das curvas de Jordan) e em certas 
noções como a da equivalência geométrica de polígonos. 

Promete-nos o autor para breve um segundo volume 
(Complementos) onde t ra tará a Trigonometria, a 
Geometria Métrico-Projectiva e as Cónicas, o que 
ficamos aguardando com o maior interesse. 

J . Silva Paulo 

65—JEFFREYS, H . and B. S.— Methods of 
Mathematical Physics. I X + 6 7 9 pp. Cambridge Uni­
versity Press, 1946. 

Este livro dá com apreciável clareza os elementos 
de muitas teorias matemáticas de aplicação frequente 
na física (integrais múltiplos, potencial, cálculo das 
variações, funções de variável complexa e representa­
ção conforme, séries e integral de Fourier, equações 
diferenciais lineares de 2.* ordem, equações das ondas 
e do calor, funções de Bessel e de Legendre, funções 
elípticas, etc.). O tratado não faz duplo emprego com 
a obra clássica de Hilbert-Courant e poderá ser de 
grande utidade para os físicos que desejam refrescar 
os seus conhecimentos matemáticos clássicos. Não 
pode no entanto ser considerado como um guia para 
investigações na física moderna porque não contem 
nada ou quási nada sobre algumas teorias matemáti­
cas que são o «pão quotidiano» do físico moderno 
(cálculo tensorial, espaços de Riemann, geometria 
não-riemaniana, geometria diferencial das hipersuper-
fícies, spinorcs, grupos de transformações, espaço de 
Hilbert e seus operadores, funções e valores próprios 
dos operadores lineares, desenvolvimentos em séries 
de funções ortogonais, equações integrais, probabili­
dades e estatística, etc.). São precisamente estas teo­
rias que deviam ser desenvolvidas completamente 
numa verdadeira introdução à física matemática, e 
seria muito para desejar que os autores o fizessem 
num segunlo volume. Prestariam então a todos os 
físicos um inestimável serviço, visto que não existe 
ainda, num só tratado homogéneo, uma exposição com­
pleta destas doutrinas fundamentais. 

E interessante notar um detalhe curioso do livro : 
os diferentes capítulos são encimados por citações de 
clássicos da literatura que, no espirito dos autores, 
são uma espécie de «síntese» das doutrinas tratadas. 
Por exemplo : o capítulo sobre representação conforme 
começa pela seguinte citação de Alphonse Karr : 
«Plus ça change, plus c'est la même chose». Confes­
samos que não nos é possível encontrar qualquer ver­
dadeira relação entre o texto e estas citações ; pelo 
contrário achamos que elas deparam um livro deste 
género. Mas trata-se aqui talvez dos «mistérios» do 
«humour». 

A . G l i o 
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de 330 escudos (colecção dos 30 primeiros números). 

P O N T O S DE. E X A M E 
Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate­

mática é constituída pelos pontos de exame de aptidão 
às universidades e pontos de exames de frequência e 
finais das cadeiras de matemática das escolas supe­
riores. A distribuição destes pontos pelos diferentes 
números da Gazeta de Matemática ê, em geral, a se­
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1. ' exame de frequência— números de Novembro 

e Fevereiro. 
2. » exame de frequência — número de Maio. 
Exames finais — números de Maio e Agosto. 
Cada um dêstes números poderá publicar e publi­

c a r á outros pontos além dos indicados na distribuição 
anterior. 

N O V A E D I Ç Ã O D O P R I M E I R O A N O 
Por motivos alheios à vontade da redacção e da 

administração da Gazeta de Matemática a anunciada 
reedição do ano I , que se encontra no prelo, não poude 
ser publicada na época prevista. A acumulação de 
trabalho na tipografia obriga a adiar mais uma vez 
a conclusão desta reedição que julgamos poderá apa­
recer até ao f im do corrente ano lectivo. 

Esta nova edição oferece aos leitores da Gazeta de 
Matemática a possibilidade de completarem as suas 
colecções, no formato e características actuais e com 
textos cuidadosamente revistos. À nova edição do 
primeiro ano seguir-se-à a do segundo ano, também 
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A nova edição do primeiro ano da Gazeta de Mate­
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A s s i n e a Gozeta de Matemática e concor re rá para o 
me lhoramento de uma revista s e m objec t ivos c o m e r c i a i s 
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