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Mais je ne m'arréte point a expliquer ceci plus en détail, a cause que
je vous Oterois le plaisir de I'apprendre de vous méme, et l'utilité
de cultiver votre esprit en vous y exercant, quiest a mon avis la

principale qu'on puisse tirer de celte

SOBRE @)

por José

Ja desde LEIBNIZ foram observadas curiosas analo-
gias entre as propriedades formais de certos simbolos
ndo numéricos e as regras de calculo elementar. Mas,
por muito tempo, estes factos pouco interesse desper-
taram, considerados como simples coincidéncias a que
nada correspondesse de essencial.

Ndo foi sendo em fins do século passado, com os
importantes trabalhos de HEAVISIDE relativos a inte-
gracdo de varios tipos de equacdes diferenciais linea-
res, ligadas a questdes de electrotecnia, que as pos-
sibilidades do chamado «célculo simbdlico», como
elegante e fecundo instrumento de descoberta, foram
postas plenamente em evidéncia. Ele revelou-se par-
ticularmente atil na telefonia e na telegrafiaa longa
distancia, e foi,juntamente com o Célculo das Varia-
¢bes, uma das origens da Andalise Funcional.

Consideremos, a titulo de exemplo, a equagdo linear
ordinaria'’ com coeficientes constantes

(1) ab'<p +a, jD"-'9+---+a, , £)?+a,<p=1i,

em que <frepresenta uma fung¢do conhecida, ¢ a fun-
¢do incégnita, a,,a,, ***,0,, 0s coeficientes constantes
da equacdo (reais ou complexos) e D' f a derivada de
ordem i da fun¢do @(i=1,2,---,n). Posto isto, pro-
ponhamo-nos determinar o integral geral da equa-
¢do (1), admitindo que o simbolo D de derivagdo possa
ser tratado com as regras usuais de célculo, aplicareis
a simbolos  numéricos; e vejamos até que ponto nos

() Os sistemas de equacgdes linearos ordinarias a coeficientes
constantes apresentam-se no estudo dos circuitos eléctricos a cons-
tantes concentradas, enquanto as equacdes lineares as derivadas
parciais (a coeficientes constantes) se apresentam no estudo dos
circuitos eléctricos a constantes uniformemente distribuidas (caso
da equagdo dos telegvafistas).

CALCULO

Sebastido e Silva

science.

René Descartes —La Géométrie

SIMBOLICO

pode conduzir este método, pondo de parte, por en-
quanto, preocupagOes de rigor. Comecemos entdo por
dar a equagdo (1) a forma seguinte:

{aD-+a,
ou ainda

2 .= 4.

D-~ + ‘+a"D+a,) =+

A expressdo que, no segundo membro desta Ultima
igualdade, figura a multiplicar por A, apresenta-se
como funcdo racional de D . Utilizemos entdo, a pro-
pésito, o conhecido processo da decomposigdo de uma
fungdo racional em soma de fracgdes simples, e, para
maior clareza, comecemos por supor que as raizes
a ,a,- *sa, daequacdo az" +az~ H r-a, iZz+ a,=0
(chamada a equagdo caracteristica de (1)) sao todas
simples. Como se sabe, serd possivel calcular entdo
n nimeros £, &,, -+, £, tais que

i =- A
a, z"+o0,a"" H \-atz + a, =i
-a,
0 que imediatamente nos sugere a ideia de dar a ex-
pressdo (2) a forma

Se, por outro lado, fizermos

vira
£)<p(—otjCp—ftjA

ou ainda, em notacdo mais usual,
FA()—»ifi() =M () (f—=*i )" "")-

(»'=1,2, e, n)



Mas estas ndo sdo mais do que equacdes diferen-
ciais lineares de 1.* ordem, cujos integrais gerais sdo
dados, como se sabe, pelas férmulas

s
fe-*>t
a
em que c representa uma constante arbitraria e a
um ponto do dominio da funcdo i/, escolhido como
origem das integracgdes.

Ter-se-a portanto, atendendo a (3), (4), (5):

» f
£00=>5s (*"*”/«""*'*T M rfi+Cie*?)

(5) y™Mlerix <1,>(() dt£Cie*i--

Para passar agora ao caso geral, observemos que,
se representarmos por a um nGmero complexo qual-
quer, e se pusermos

vira
l;\
Xi~ a _IDT' »X*

1 1
a_ff'_t)ai‘" tin a_név-i
donde, por inducéo, e atendendo aos resultados prece-
dentes, . . o
X, («)Mew/dfc/dfe M

a a a
-fc s»-e«H H<\_, ze*=+c, e* ,

<Xk +

ou ainda, aplicando repetidamente o método da inte-
gracdo por partes,

xv(z)_ (£3)1J (z_i)v-1 ea(2_i) *Wd<+
a
+ (C, z'-"+ eee-4-cv-i Z+ CcVv) e* .

Este resultado permitir-nos-4 construir, como ante-
riormente, o integral geral de (1), no caso em que a
equacdo caracteristica admita raizes multiplas, visto
que, em tal caso, a funcdo racional de D que figura
no segundo membro de (2) admitirda uma decomposi-
¢édo do tipo )

z .
(2>

Ora o que é verdadeiramente belo é que, por veri-
ficacdo directa em (1), a expressdo assim obtida, re-
sulta ser efectivamente o integral geral da equacéo
proposta. Em particular, para >J/=0, reencontra-se a
féormula que nos cursos cléssicos costuma ser indicada
para a integracdo da equagdo homogénea acoeficien-
tes constantes. E claro que, para 4 "=0, se poderia
usar ainda o método de LAGRANQE; mas o processo
agora indicado é mais simples e elegante.

Os factos a que acabamos de nos referir fazem re-
cordar, por uma natural associacdo de ideias, o que
se passou, por exemplo, a respeito da introducdo dos

(«'=1,2, e e n),
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nimeros imaginarios em Matemética. Com o auxilio
de tais numeros (que chegaram a ser tidos na conta
de diabdlicos), tornou-se facil dominar varias questdes
relativas aos nUmeros reais, como a resolucdo algé-
brica das equagdes de 3.° e 4." grau, as quais de outro
modo nédo fora possivel resolver. O simbolo i, intro-
duzido para designar uma inexistente, imaginaria raiz
da equagdo <B*+1—0, s6 muito mais tarde veio a re-
ceber uma interpretacdo geométrica adequada (que
ndo era de nenhum modo indispensdvel como garan-
tia de rigor légico) ; e, todavia, tratando aquele sim-
bolo como se fosse realmente um ndmero, obtinham-se
resultados positivos, com uma elegdncia por vezes
prodigiosa.

No exemplo anterior fomos levados a considerar uma
funcdo  racional do simbolo D "'. Passando porém a
equacdes as derivadas parciais (lineares, a coeficien-
tes constantes), como por ex. a equac¢do da propaga-
¢do do calor, no caso simples

D, T—a* D\ T=0 (-00 < x<4-00),

a técnica do calculo simbélico tornou-se ainda mais
audaciosa, e chegou a utilizar fungdes irracionais e
transcendentes do simbolo D, tais como e"», VD,
etc., etc., servindo-se de desenvolvimentos em séries
de poténcias de D ou D~, sem a minima preocupacéo
de rigor.

A verificacdo directa vinha, com frequéncia, con-
firmar a justeza da solucdo, obtida de modo tdo aven-
turoso ; mas né&o raramente se acabava por esbarrar
em insucessos ou paradoxos que refreavam o entu-
siasmo inicial e faziam desejar uma delimitacdo rigo-
rosa das condi¢des de aplicabilidade do método em
questédo.

Tornava-se pois necessario dar uma base de racio-
nalidade ao que ndo passava de método empirico,
conquanto fecundo." E eram primeiroque tudo razdes
de ordem pratica que o exigiam: principalmente a
necessidade de evitar perdas de energia em tentativas
indteis ou em verificagdes por vezes laboriosissimas.
Vérios esforcos foram empregados neste sentido de
racionalizacdo : por um lado, foi-se levado a conden-
sar todo o método simbdlico no uso da transformacéo
de LAPLACE"™'; por outro lado, procurou-se uma jus-
tificacdo mais directa do céalculo operatério, respei-
tando na medida do possivel o seu espirito original.

(1) Este porém, ao contrario do que sucedia com o simbolo i,
¢ ja inicialmente provido dum significado preciso.

@ Aos mateméaticos impacientes que lhe pediam uma teoria
do seu método, r1eavisipe respondia: «Para comer eu nao pre-
ciso de conhecer a teoria da digestdo». Todavia ele morreu de-
siludido e semi-louco, em grande parte por causa das criticas
recebidas.

B> No préximo namero darei indicagdes bibliograficas sobre o
céalculo simbélico em geral.
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A segunda categoria pertence a tentativa de justi-
ficagdo do calculo simbélico do Prof. L . FANTAPPIE,
como aplicagdo da sua teoriados funcionais analiticos.
Esta, por sua vez, nasceu como aplicagdo, ao campo
das funcdes analiticas, dos métodos da Anéalise fun-
cional instituidos por V. VOLTEBRA e por S. PINCHEBLE
em fins do século passado.

Nocdo russelliana de tipo. Analise funcionale
Analise geral. Observemos que, no caso simples do
exemplo anterior, o calculo simbdélico pode justificar-se
por meio de consideragdes muito elementares. Convira
entretanto aproveitar esta oportunidade para recor-
dar e por em foco varios conceitos fundamentais que
deverdo ser utilizados mais adiante.

SejTm AB dois conjuntos, finitos ou infinitos,
constituidos por entidades cuja natureza deixaremos
por enquanto indeterminada. Diremos definida uma
correspondéncia univoca, <t> entre o0s elementos de A e
os elementos de B, ou, mais simplesmente, uma trans-
formacdo  univoca * de A em B, quando se tenha
estabelecido um critério, pelo qual fique associado a
cada elemento x de A um determinado elemento y
de B, chamado imagem ou transformado de x por
meio de * e representavel por <% (x) ou * x. Duas
transformacgdes univocas *, u/ de A com B serdo con-
sideradas idénticas, se, e s6 se, for verificada a con-
digdo :

*(x)=¥ (x),
qualquer que seja o elemento x de A.

Para exprimir este facto podera escrever-se

rentemente

indife-

*=<P, * (i)=if(x), 4>(x)=V(x),

As transformacdes univocas * de A em B sdo ainda
chamadas operadores univocos, operacdes unitarias uni-
vocas ou fungBes univocas duma variavel, de dominio A
e de contradominio B ¢ Os elementos x de A serdo
chamados objectos ou dados da operagdo *, e os ele-
mentos * (x) de B, resultados da operagcdo *.

Em particular, A pode coincidir com B : neste caso
tratar-se-a4 de transformagdes univocas do conjunto A
em si  mesmo.

Particularizemos agora, em sucessivos exemplos, a
natureza dos elementos de A e de B :

1) — Suponhamos que A €é o conjunto dos numeros
reais e que B=A. Transformagdes univocas do con-
junto A em si mesmo sdo, p. ex. o operador sen, o0
operador V , a funcdo tp dada pela formula < (x) =
= 3 (x—1)*, etc., etc.; mas nao ja o operador log ou
o operador tp dado por <(x)=+ \Ix"—1, 0s quais
sdo definidos somente numa parte de A .

2) — Suponhamos agora que 0 conjunto A & cons-
tituido por todas as fungbes derivaveis até  qualquer
ordem, num mesmo dominio; e seja ainda B =A. Exem-
plo duma transformacdo univoca do conjunto A em si
mesmo é, neste caso, o operador de derivagdo, D, o
qual faz corresponder a cada funcdo ippertencente a A
uma determinada funcdo o pertencente ainda a A .
Mas tal operador ja nao é definido, p. ex., no conjunto
das funcdes continuas.

3) — Seja agora A o conjunto das fungfes integréa-
veis num mesmo intervalo (a, 6) e B o conjunto dos
nimeros reais. Exemplo duma transformacdo univoca
de A em B ser4, neste caso, o operador de integracdo,

que faz corresponder a cada funcdo tpdo conjunto A
b
o numero real y=Jy (t) dt.
a

4) — Seja finalmente A o conjunto dos nUmeros
reais e B o conjunto das fung¢des reais definidas no
intervalo (—oo, 00). Uma transformagdo univoca
de A em B ¢, neste caso, p. ex. aquela que faz cor-
responder a cada elemento x de A a funcédo f, defi-
nida por fx (y) = seny/x (costuma dizer-se, neste
caso, que <f é uma funcdo dependente do pardme-
tro x ; substancialmente trata-se duma funcdo de
duas variaveis).

Ora ¢é de notar que, enquanto no primeiro caso se
apresentam operadores que transformam numeros em
ndmeros (isto €, operacdes cujos dados sdo nimeros e
cujos resultados s&o ainda nimeros), nos casos restan-
tes trata-se de transformacdes de natureza mais com-

plexa : operadores que transformam fungées em fun-
¢Oes, operadores que transformam fungbes em ndmeros
e operadores que transformam ndmeros em  funcdes.

No caso considerado em 1), os operadores dir-se-ao
de tipo 1 a respeito do conjunto dos nimeros reais ;
nos casos restantes, dir-se-do de tipo 2 a respeito do
mesmo conjunto. Poder-se-a, naturalmente, prosse-
guir na elevagdo de tipo, considerando p. ex. opera-
dores que transformem operadores de tipo 2 em nu-
meros ou em operadores de tipo 1, etc., etc.". Logi-
camente nenhuma limitagcdo se apresenta, e podera
mesmo prosseguir-se no transfinito.

O que importa 6 ndo confundir fungbes de tipo 2,
com fungdes compostas. Quando, p. ex., se pde

i

y=ff (f)dt supondo ipvariavel, pode dizer-se quey é

o

funcdo da funcdo <p pois que, p.ex.,afuncdo tp(x)=x'-|-1,
a fungdo <f(x) =
y = 14/9,

corresponderd o numero y=4/3;

= +7/1+ 3x, corresponderda o numero

(It Dum modo geral, o tipo duma operacdo serd imediata-
mente superior aos tipos dos seus dados e dos seus resultados.



etc., etc. Mas ndo se poderd de nenhum modo dizer
que y é funcdo da variavel t, a qual, por isso mesmo,
recebe neste caso o nome de variavel  aparente. Né&o

convird portanto usar aqui a notacdo y="'t>[¢ ()] .

Para evitar confusdes com as funcdes compostas,
costuma escrever-se entdo a variavel t como indice
de *, isto é:

o/-* [, W] !
ou mais simplesmente ainda

2/=* (?)

Infelizmente, a palavra «funcdo» costuma ser usada
em duas acepcdes diversas : no sentido de «variavel
dependente» e no sentido de «operador» ; dai, em
grande parte, as dificuldades conceituais que a Ana-
lise funcional apresenta ao principiante.

O conceito de tipo légico foiintroduzido por BER-
TRAND RUSSELL, com o objectivode resolver os parado-
xos da teoria dos conjuntos. A intervencdo deste
conceito em Anéalise funcional é de tal modo essencial,
que nédo se pode deixar de p6-lo em evidéncia. Pode
bem dizer-se que a distingdo fundamental entre a

Il Nombres

per Pau/

La représentation d'une figure par un nombre
hypercomplexe a pour but d'associer un algorithme a
la loi de composition du groupe. Quittes a aban-
donner certaines propriétés fondamentales de I'alge-
bre (associativité du produit, non-divisibilité de zéro),
nous pouvons ainsi attacher a toute géométrie au sein
d'un groupe une méthode de calcul commode, une trans-
formation étant représentée si possible par un ensem-
ble de paramétres tels que les coordonnées généra-
lisées de I'élément géométrique transformé soient
fonction linéaire des coordonnées généralisées des
éléments géométriques initiaux et des paramétres.
Méme s'il offre peu d'avantages pour les calculs effec-
tifs, un tel procédé permet de mieux comprendre la
nature de la géométrie étudiée.

La considération des éléments imaginaires d'une
figure permet souvent de prévoir la nature des nom-
bres hypercomplexes a associer a ses éléments réels
pour représenter convenablement les opérations d'un
groupe principal.

Par exemple, les transformations circulaires direc-
tes du plan, projection stéréographique des transfor-
mations projectives de la surface d'une sphere, qui en
conservent globalement chaque systéme de génératri-

Hype rco m
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Anélise classica e a Analise funcional estd em que,
enquanto a primeira se ocupa predominantemente de
nimeros ou de opera¢cdes sobre nimeros, a segunda se
dedica sistematicamente ao estudo de operagdes de
tipo superior.

Mas comega, por outro lado, a fazer-se sentir a ne-
cessidade duma sintese, que resolva o antagonismo
entre a Anélise cléssica e a Anéalise funcional, e res-
titua a Matemdtica aquela unidade que tem sido sem-
pre o seu ideal. E é assim que surge, por obra de
M. FBECHET e de M.H .MOORE, a Anélise geral, cujo
método consiste precisamente em deixar indetermi-
nada a natureza dos elementos sobre os quais incidem
as operagdes, fixando apenas, por meio de condigdes
mais ou menos largas (axiomas, no sentido moderno
da palavra) propriedades ldégicas, formais, das rela-
¢des definidas entre tais elementos. Estes podem, ser
nimeros, fungdes, etc. A orientacdo da Analise geral
é portanto aquela orientagdo axiomatica, formal ou
abstracta  que caracteriza todo o movimento da Mate-
matica moderna, desde a Algebra & Topologiae a
Légica matematica.

(Continua)

plexes

Belgodere

ces, transforment une isotrope du plan en une isotrope
de méme systeme, la transformation entre isotropes
de méme systéme étant homographique. Une trans-
formation circulaire réelle est donc caractérisée par
la substitution homographique complexe qu'elle induit
sur le paramétrage d'im faisceau d'isotropes (elle
induit sur l'autre faisceau la substitution conjugée).
\J affixe x-\-iy d'un point réel du plan, n'étant autre
que l'abcisse complexe de l'intersection de I'axe Ox
avec une isotrope issue du point, constitue un para®
métrage unicursal pour le faisceau d'isotropes, et est
donc transformée homographiquement par les transfor-
mations circulaires réelles.

Nombres bicomplexes

L'exemple des transformations circulaires du plan,
paramétrées par l'introduction d'une affixe complexe
attachée a un point réel, nous conduit a considérer
une affixe bicomplexe x+iy , le point (x,y) étant
imaginaire, et x et y étant des nombres complexes
construits a I'aide d'une clef h telle que h=— 1, mais
n'ayant absolument aucun rapport avec la clef i telle
que i=—1, interprétable comme un opérateur de
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rotation. Des difficultés apparaissent alors, car, par
exemple, les nombres (i +h) et (i—h) ont un pro-
duit nul sans étre eux-mémes nuls: le systeme de
nombres bicomplexes conserve la commutativité de la
somme et du produit, la distributivité de la multipli-
cation, mais possede des diviseurs de zéro, ce qui fait
que la division peut y devenir impossible ou indéter-
minée pour des valeurs non nulles du diviseur.

Considérons spécialement les diviseurs de zéro
it=(1 +I'A)/2 et v=(I —ih)/2, dont chacun est égal
a son carré. On peut décomposer, de maniére unique,
tout nombre bicomplexe sous la forme au-{-bv ,
ol a et b sont des nombres complexes ordinaires avec
la clef i, et o ur=u, v =v, MU=0.

Cette décomposition analyse completement la struc-
ture des nombres bicomplexes, car elle donne le théo-
reme d'addition

(au + bv) + (a'u+b'v) = (a+a") u+t(b +b)v

et le théoréeme de multiplication

(au + bv) + (@'u + b'v) = (aa’) u+(bb")v,

avec des formules analogues pour la soustraction et la
division : les coefficients de u et v se combinent
chacun par les régles de I'algébre ordinaire, sans
jamais avoir d'influence I'un sur l'autre : l'algébre
bicomplexe est somme directe de deux algébres com-
plexes ordinaires.

Interprétant ce résultat dans le langage des trans-
formations induites sur le plan de Cauchy (représen-
tation réelle des points de la droite complexe) par les
transformations analytiques de I'affixe prolongées aux
points complexes du plan par I'emploi de nombres bi-
complexes, nous pouvons dire qu'une telle transfor-
mation est a variables séparées, les isotropes de chaque
systeme se transformant chacune pour son propre
compte: c'est d'ailleurs la raison profonde pour la-
quelle toute transformation du plan de Cauchy asso-
ciée a une fonction analytique de I'affixe est une repré-
sentation  conforme.

Remarquons en passant que la structure des nom-
bres bicomplexes x+yk, ou x et y sont des nombres
complexes ordinaires construits a l'aide d'une clef
h(h= —1), avec k'=+1, sans que k soit égal ni
a +1, nia —1,est identique a celle des nombres
que l'on vient d'étudier : ilsuffitde poser u= (1+ k) /2,
v=(t—i)/2 pour retrouver la décomposition précé-
dente : on retrouve les mémes nombres bicomplexes
par prolongement complexe des nombres x-\-yi ou
x +yk, pris initialement avec x et y réels, <*»e—1,

+1, lorsque x et y deviennent des nombres
complexes ordinaires avec la clef h.

Une application de cette identité se rencontre dans

j'étude des points complexes d'une quadrique. On

obtient un paramétrage adapté aux transformations
projectives conservant la quadrique en repérant cha-
que point par les parameétres x et y des deux géné-
ratrices qui y passent, d'ou par le nombre

(x et y sont réels pour les points réels d'une quadri-
que réglée) puisque x et y se transforment chacun
pour leur propre compte une transformation homo-
graphique sur ux + vy équivaut a deux transformations
homographiques opérant séparément sur x et y.

D'autre part, lorsqu'il s'agit d'une quadrique réelle
convexe, le paramétrage par affixe revient a associer
a tout point réel une génératrice imaginaire qui
y passe, et le remplacement de I'affixe complexe par
un nombre bicomplexe donne le méme paramétrage
total que si la quadrique avait été supposée initia-
lement a génératrices réelles : iln'y a que le domaine
de réalitt des parameétres correspondant aux points
réels qui différe dans les deux cas.

Remarquons, comme dans toute autre branche de
la Géométrie, le role fondamental que jouent les élé-
ments singuliers  formés ici par les diviseurs de zéro
(pour lequel le coefficientde u ou D est nul). Dans
toute représentation réelle d'éléments complexes ordi-
naires a un parameétre complexe, prolongée a la repré-
sentation complexe ordinaire d'éléments bicomplexes
a un parameétre bicomplexe, les protofils (ensemble des
points bicomplexes pour lesquels le coefficientde u
ou v est fixé) jouent un role essentiel et ont un carac-
tere intrinseque pour les changements de paramétre
bicomplexe. Dans l'image géométrique simplement
complexe, ils donnent naissance a des éléments remar-
quables: par exemple la représentation de la «droite
bicomplexe» sur le «plan de Cauchy» complexe met en
évidence les droites isotropes de ce plan, qui jouent
un rdle essentiel dans les transformations conformes
du plan de Cauchy, associées aux changements analy-
tiqgues de parametre pour la droite bicomplexe. C'est
ce qui explique le succes des coordonnées isotropes
dans I'étude et les applications des fonctions harmo-
niques complexes ou méme réelles.

Un autre exemple intéressant est fourni par les sur-
faces minima réelles de I'espace ordinaire, lieu des
milieux des cordes joignant deux courbes isotropes,
supposées imaginaires conjuguées. Les points réels
de la surface minima peuvent étre considérés comme
les images des points complexes d'une courbe minima,
ce qui conduit, par prolongement, a considérer les
points complexes de la surface minima comme images
des points bicomplexes de la courbe. D'aprés le théo-
reme de décomposition, les protofils correspondent
a ce que l'on obtenait initialementen prenant un point



fixe d'une courbe minima, associé a l'ensemble des
points de la courbe conjuguée ; ils correspondent donc
aux courbes de longueur nulle de la surface minima.
On peut d'autre part paramétrer une courbe minima
par la direction de sa tangente, c'est-a-dire par un
parameétre repérant, sur une sphére, la génératrice de
systeme déterminé qui lui est paralléele. La corres-
pondance entre courbes minimade la surface, protofils
de la courbe, génératrices de la sphére, permet d'énon-
cer immédiatement les théoremes suivants : Ily a
correspondance conforme entre une surface minima et
son image sphérique par plans tangents paralleles.
Tout changement analytique de parametre sur la
courbe minima initiale induit sur la surface minima
une transformation conforme. L'abscisse d'un point
de la courbe initiale étant pour elle un parameétre, on
en déduit que les sections de la surface minima par des
plans paralleles  (qui correspondent a des fils d'égale
partie réelle) y forment un systéeme isotherme.

Les nombres bicomplexes s'introduisent automati-
guement par extension analytique des figures réelles
représentant les éléments complexes. On pourrait,
par exemple, les utiliser avec profit dans I'étude de la
parataxie  : ils permettent de raisonner de fagon rigou-
reuse, sans faire de confusion entre les imaginaires de
deux espéces différentes qui interviennent dans le
probléme. Le théoreme de decomposition montre évi-
demment qu'il ne s'agit pas la d'une algébre essen-
tiellement distincte de I'algébre ordinaire, mais la
décomposition est, au point de vue géométrique, plu-
tdt un avantage qu'un inconvénient, et il est utile de
pouvoir la prévoir et l'interpréter. Les nombres
multicomplexes, obtenus par extensions analytiques
sucessives (a l'aide de clefs comutatives A, ou k, telles
hf= —1,kj= +1) donnent également lieu a une dé-
composition totale.

Nombres duaux-.

Considérons les nombres duaux dela forme z=x+y t,
avec i'=0 sans que e soit nul: une interprétation
commode consiste a dire que I'on a un systeme non
archime'dien, dans lequel « est I'infiniment petit des
physiciens, dont le carré est totalement négligeable.
Les coefficients x et y peuvent appartenir a des an-
neaux ou corps divers: nombres réels, nombres comple-
xes ordinaires, vecteurs, quaternions,

La loide multiplication est :

ss'= (x-fyt) (X +yU) = (xx) + (xy +xy) €

Le premier coefficient x, X' apparait comme un
noyau, qui se transforme pour son propre compte, quel
que soit le coefficientsecondaire y .y

Tout nombre dual pour lequel le coefficient princi-
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pal x est nul est une racine de zéro, et joue évidem-
ment un role singulier et fondamental.

Nous rappellerons ici les principaux résultats de
I'utilisation des nombres duaux en géométrie, en
insistant sur ceux qui nous paraissent nouveaux ou
essentiels.

Prenons d'abord x ety dans le corps des nombres
réels, et cherchons a représenter, sur le plan réel xy
les transformations projectives  de la droite  duale.

Faisons le calcul:

, , (@+ta) x+1zy)+ (b+eb<) _ax + b
"o~ (c+cl) (X, sy)+ (d d>) ~ .. d

(a'x-rb)  (cx + d) — (ax + b) (c'x+d) -ty(ad—6c)"1
(cx-rd)i i

Les droites x=-constante
droites analogues.

Les paraboles y = Ax*+Bx
en paraboles analogues.

Considérons la représentation classique des trans-
formations projectives de la droite complexe sur les
transformations circulaires d'un plan réel, ou de la
sphére de Riemann dont il est projection stéréogra-
phique. Transformons par continuité la sphere de Rie-
mann en un cylindre de génératrices paralleles a Oy,
sans cesser de considérer sur les ellipsoides de révo-
lution intermédiaires I'empreinte de la géométrie pro-
jective de l'espace. Dans le plan image, nous avons
donc a considérer une géométrie anallagmatique mais,
par rapport au repére cartésien, les points cycliques
tendent l'un vers l'autre et finissent par se confondre,
en sorte que les cercles initiaux donnent, a la limite,
des paraboles d'axe paralléle a Oy. Les nombres
hypercomplexes & associer & la géométrie intermédi-
aire, qui n'est que transformée par affinité de la géo-
métrie anallagmatique ordinaire, sont de la forme

sont donc transformées en

+ C sont transformées

x-rky, ou le symbole k est tel que k' soit réel, néga-
tif et tendant vers zéro (puisque les «points cycliqueso
sont symbolisés par &+ Ifly*«0, *Q et tendent

vers cc=0,i=0). On voit donc que, a la limite)
les transformations projectives de la droite duale cor-
respondent aux transformations anallagmatiques d'un
plan & points cycliques confondus, c'est-a-dire aux
transformations projectives d'un cylindre (ou, ce qui
revient au méme, d'un cone). Deux points du cylin-
dre dont I'affixe duale ne différe que par une racine
de zéro sont situés sur une méme génératrice. En
réalité, le groupe projectif du cylindre dépend de 7
parametres, alors que le groupe projectif de la sphére
ne dépendait que de 6 (de méme que, dans la géomé-
trie euclidienne de l'espace, le groupe a 6 parameétres
de déplacements peut étre prolongé en un groupe a 7
parameétres par l'introduction des homothéties, non
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engendrables  par des transformations involutives. Cela
correspond au fait qu'on peut prolonger la géométrie
projective de la droite duale en lui adjoignant la trans-
formation x'+ ty' = x+ miy , o0 m est une constante
arbitraire.

Ainsi, la géométrie projective de la droite duale
réelle est identique (avec introduction éventuelle de
la transformation s-»»mf) , a la géométrie anallagma-
tique du plan réel a points cycliques confondus, et
a la géométrie projective du cone réel. De méme la
géométrie projective de la droite duale complexe est
identique a la géométrie anallagmatique du plan
complexe a points cycliques confondus (dontun exem-
ple est fourni par un plan isotrope euclidien), a la
géométrie projective du cone complexe, et a la
géométrie euclidienne a 3 dimensions engendrée
par les plans isotropes, tangents a la conique ombi-
licable.

Par changement de Vinterprétation des coefficients,
on peut repérer les points complexes de ladroite duale
suivant les points duaux de la droite complexe, c'est-
a-dire les points duaux de la sphere réelle. On peut
ainsi associer les points duaux de la sphéere réelle
aux plans isotropes, donc aux droites réelles orien-
tées qu'ils contiennent (l'orientation de la droite
réelle correspondant au choix entre les deux plans
isotropes qui en sont issus). On peut d'ailleurs
considérer cette correspondance comme cas limite de
I'association & une droite réelle d'un point complexe
d'une sphére, par l'intermédiaire des plans tangents
que l'on peut mener de la droite & la sphére ; on pour-
rait dans ce cas général, utiliser avec profit des nom-
bres bicomplexes.

A toute droite réelle orientée, on peut associer ses
coordonnées pllickériennes a,6,c;l,m, n, ou a,d,c,
sont composantes d'un vecteur unitaire porté par la
droite, et /, m,n, les composantes du moment de ce
vecteur par rapport a l'origine. Puisque a*+ 6°+c’ =1
et al+ bm+cn=0 , on voit que le vecteur de compo-
santes duales a+tl, 64em, c+in est lui-méme uni-
taire et apte a représenter la droite suivant un point
dual de la sphére unité : c'est la représentation sphé-
rique prévue par la théorie. Le noyau a, b,c, cor-
respond a un point réel de la sphére, apte a paramé-
trer, par lui-méme, la direction de la droite, puisque
les isotropes qui en sont issues coupent I'ombilicale
aux points ou la touchent les plans isotropes issus
de la droite.

Les rotations de la sphére duale conservent l'asso-
ciation entre points antipodes : la transformation
homographique (& coefficients duaux), induit sur le
paramétrage complexe-dual de la sphére a donc la pro-
priété caractéristique de correspondre aux transforma-
tions projectives de plan isotrope en plan isotrope

qui transforment les droites réelles en droites réelles,
c'est-a-dire aux déplacements réels de l'espace.

La géométrie métrique de Il'espace euclidien réglé
n'est donc qu'une extension duale de la géométrie
métrique de la gerbe de droite, et le principe de
transfert permet d'étendre a la géométrie de l'espace
les procédés de calcul et les résultats valables pour
la géométrie autour d'un point. La distance apparafit
comme une composante duale, secondaire par rapport
a l'angle qui joue le réle de noyau. L'interprétation
de la distance comme un angle infiniment petit est
une généralisation du procédé classique qui considére
la géométrie euclidiene plane comme limite de la géo-
métrie & la surface d'une sphere dont le rayon devient
infiniment grand. Le fait que I'espace euclidien n'a pas
d'unité de longueur privilégiée, et admet des homothé-
ties, correspond au fait que, dans le corps des nombres
duaux, la clef E n'est pas caractérisée de manniére
unique, et que l'on peut luisubstituer ms ce qui, si
on le désire, permet d'introduire un parameétre supplé-
mentaire dans le groupe de transformations.

La représentation des droites de Il'espace par des
vecteurs duaux est particuliérement utile dans I'étude
des propriétés métriques des complexes linéaires :
I'axe d'un tel complexe (a ,b,c;l,m,n) aeneffetdes
coordonées pllickériennes de la forme (a, b, c; |+ ua,
m + ub, n+uc), ce qui fait que le produit d'un méme
vecteur dual par un nombre dual arbitraire représente
I'ensemble des complexes linéaires de méme axe.

Etant donnés trois vecteurs A, B,C, on montre
facilement que les trois vecteurs X (produits vectoriels)

C"=(AAB)AC, A"= (BAC)AA et B"= (CAA)AB

ont une somme nulle et sont donc coplanaires (les trois
plans-hauteurs d'un triédre sont concourants), ce qui
permet, a partir de 3 vecteurs A,B, C, de construire
un vecteur D qui avec les 9 vecteurs A,B,C,

A'-BAC, B'=CAA, C'=AAB, A", B",C"

forme une configuration telle que chacun des 10 vec-
teurs ait un produit scalaire nul avec 3 autres.

De méme, dans l'espace, le produit scalaire nul de
deux vecteurs duaux correspond a l'intersection a
angle droit des axes de deux complexes linéaires : on
en déduit imédiatement que, a partir de trois droites
A, B, C, on peut construire une configuration de
Morley-Petersen de 10 droites dont chacune rencontre
trois autres & angle droit.

L'utilisation des nombres duaux dans la géométrie
de Laguerre des cercles orientés du plan n'est pas
distincte de leur aptitude a paramétrer les plans iso-
tropes de Il'espace, puisqu'ily a correspondance entre
les droites orientées d'un plan et les plans isotropes
qui en sont issus. Restant dans le domaine réel, ily a



correspondance entre la géométrie de Laguerre réelle
et les transformations projectives d'un cdne réel. Les
déplacements de l'espace euclidien correspondent, par
projection isotrope (un point de I'espace étant centre
d'une sphere de rayon nul passant par un cercle du
plan) aux transformations de contact du plan qui chan-
gent les cercles en cercles et les droites en droites, en
conservant la distance tangentielle de deux éléments
de contact d'une méme droite. |l suffit, pour faire
correspondre la géométrie de Laguerre aux transfor-
mations projectives d'un parametre dual ti+su, de
paramétrer les droites orientées sous la forme

(1—u)x+ 2uy +v- 0.

Pour que la droite enveloppe un cycle, ilfaut et suffit
que v soit un polyndme du second degré en u.

Les transformations représentées par une fonction
de la variable u+ iv

I« + =/ («+tf («¥)e»-9 M + *[A(«)+ («)]

(ou h, g et sa dérivée g' représentent des fonctions
ordinaires, alors que / était fonction duale d'une
variable duale) admettent au voisinage de chaque

Topologia
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droite u, v une transformationtangente de la forme:
u'—Uo'+ E(V'—v,) = (a+th) (U—M,) + e{fv—v,) a.
Elles sont donc telles que la distance tangentielle
de deux éléments de contact d'une méme droite soit
conservée. Le groupe ainsi obtenu (qui dépend de
deux fonctions de variable réelle) correspond, pour la
géométrie des droites, au groupe de la géométrie con-
forme a deux dimensions pour les points (qui dépend
d'une fonction de variable complexe). Mais le groupe
équitangentiel présente une dégénérescence par rapport
au groupe conforme, de méme que la métrique ponc-
tuelle de I'espace euclidien (correspondant a une droite
a I'infini) est dégénérée par rapport a la métrique
angulaire (qui correspond a deux points cycliques).
Dans une géométrie cayleyenne, au contraire, on peut
envisager une géométrie conforme et une géométrie
équitangentielle, parfaitement corrélatives l'une de
I'autre, précisément par rapport a la conique absolue.

Revenant au plan euclidien, on peut dire que tout
théoréeme de géométrie anallagmatique ou conforme
a un conséquent dans la géométrie de Laguerre ou
équitangentielle, la réciproque n'étant pas toujours
vraie. ( Continua)

e Algebra

/Coniinuacdo do n." 29)

por B. Eckmann

7. Assim se separaram muito claramente as coisas e
julga-se, agora, poder abordar as questdes com os dois
principios opostos : a Topologia e a Algebra, a vizi-
nhanca e o calculo, o transcendente e o algébrico, o
continuo e o discontinuo, (ou «discreto»). Desejar-
-se-ia, talvez, disputar entre elas a primasia, discutir
qual faria aparecer os «fundamentos mais profundos»,
qual seria mais rica de esclarecimentos ou mais c6-
moda e assim sucessivamente.

Mas, no mesmo momento, aparecem também inter-
dependéncias. Sé&o das mais diferentes espécies. Ime-
diatamente aparecem, e ndo sdo as menos interessantes,
as que se referem a geometria analitica ordinaria onde
se traduzem, com o auxilio das coordenadas, simples
teoremas do espaco por teoremas da &lgebra real —
trata-se portanto aqui de topologiae algebra «concre-
tas». Como exemplo mencionemos o seguinte teorema
ja demonstrado por Poincaré : Quando sobre a super-
ficie exterior duma esfera é dada uma corrente, por-
tanto um campo de vectores que varia continuamente
de ponto para ponto, devem sempre aparecer turbi-
Ihdes, fontes ou outros pontos singulares (descontinui-

(Lausanne e Zurich)

dades) (investigue-se, por exemplo, uma corrente ao
longo dos meridianos ou dos paralelos, neste caso, os
poios constituem tais descontinuidades). Algébrica-
mente pode exprimir-se éste teorema, dizendo que cer-
tos sistemas de equagdes com trés incégnitas témsolu-
¢Oes reais. Mas s6 se pode traduzir o teorema, ndo a
demonstracdo, e de resto ndo se conhece atéhoje uma
demonstracdo puramente algébrica. Assim atopologia
resolveu certos problemas da algebra real que esta
mesma ainda néo resolveu. Do mesmo modo isto se
dd com muitos outros teoremas sObre campos de vecto-
res e correntes, e as suas consequéncias, de formulacéo
algébrica, ounédoforam ainda algébricamente demons-
tradas ou s6 o foram parcialmente.

8. Estas aplicagdes ndo sdo muito extraordinérias
visto que empregam como auxiliares os niGmeros reais
onde os dois pontos de vista ja estdo reunidos. Mas
h& também aplicacbes da algebra abstracta a topolo-
gia e este é, em geral, o método mais importante para
a investigacdo das propriedades topolégicas.

Pensemos, por exemplo, na esfera, na superficie ane-
lar ou superficies semelhantes. Podemos cobri-las



GAZETA DE MATEMATICA

com uma réde de triangulos ; estes tridngulos sédo limi-
tados por linhas curvas, mas que podem ser deforma-
das em linhas rectas. Esta réde de triangulos é uma
espécie de esqueleto da superficie e, grosso modo,
substitui-a. Podemos agora — isto assenta na essén-
cia do continuo — subdividir cada triangulo téo fina-
mente quanto se queira, segundo uma lei prescrita, e,
assim, cada ponto fica exactamente envolvido. Porém
este refinamento, através do qual a superficie é apro-
ximada de cada vez com mais precisdo, estd ja com-
pletamente fixado pela réde original, isto é, as proprie-
dades da superficie devem ja estar contidas nesta
réde, nas ligagdes dos vértices nos tridngulos ; s6 ¢é
necessario conhecer quais os 3 pontos que constituem
cada tridngulo e quais os triangulos que tém lados
(ou parte) comuns. A investigacdo leva assim a com-
binar objectos discretos em numero finito e aplica-se
aqui, com vantagem, o formalismo da 4algebra abs-
tracta ; esta topologia combinatéria ou algébrica  (cfr.
[2], [4]) é precisamente um ramo da algebra pura e
aqui ndo se fala, de modo algum, em continuo. Que
é possivel por outro lado investigar assim proprieda-
des geométricas, isso apoia-se num facto tdo notavel,
como importante, que fornece a ligagdo com o conti-
nuo : podem encontrar-se «invariantes topolégicos»
em esquemas combinatérios, isto é, podem encontrar-
-se grandezas algébricas que s6 dependem do compor-
tamento topolégico da imagem geométrica em questdo,
mas nédo dependem da forma, grandeza, etc, em parti-
cular nédo dependem do esqueleto especial de vértices
no qual se move a topologia algébrica. Por exemplo
se : 0 nimero de vértices — o nimero de arestas + o
nimero de faces tem um determinado valor para uma
triangulagdo duma superficie fechada, esse valor é o
mesmo para cada triangulacdo dessa superficie e tam-
bém para qualquer triangulacdo doutra superficie do
mesmo tipo topoldgico ; para a esfera aquele valor 6 2
— é o teorema de Euler dos poliedros— e para as

superficies do tipo da superficie anelar aquele valoré O.

Em especial, a teoria da triangulacdo, de que fala-
mos acima, é completamente interpenetrada pelos
métodos algébricos, enquanto que na teoria das defor-
macdes (reducdo duma curva a um ponto, etc.) ha
outros principios de primordial importancia. Tudo o que
mencionei de proposi¢gdes sobre superficies — trian-
gulacdo, campo de vectores, etc.—ou sobre curvas no
espago, demonstra-se melhor com estes métodos algé-
bricos; e ainda mais : podem-se «calcular» directa-
mente propriedades geométricas a partir do nimero
de vértices, arestas, triangulos, etc, e suas relagdes,
e o método pode-se aplicar ndo s6 as figuras do nosso
espagco e as da sua generalizagdo a um namero maior
de dimensdes, mas também, depois de investigacdes
mais recentes, a muitos espacos abstractos, mais gerais.

Pelo contrario, ndo se conseguiu ainda caracterizar
a estrutura geométrica pela algébrica, isto é, substi-
tui-la; sdo s6 propriedades singulares duma figura
geométrica, que se podem determinar daquela maneira,
e sob este ponto de vista h4a ainda muitos problemas
sem solugdo.

9. Assim se evidencia em multiplas aplicagdes, um
certo parentesco entre os nossas dois esquemas aparen-
temente diferentes, dlgebra e topologia. Esse paren-
tesco sobressai com especial relevo na sintese das duas:
Consideram-se sistemas que possuam, ao mesmo tempo,
uma estrutura algébrica e uma topolégica (isto é, con-
juntos de elementos com os quais se pode calcular e
que ao mesmo tempo constituem pontos dum espago
de vizinhangas).

O exemplo com que quero procurar indicar as linhas
particulares desta sintese é a teoria dos «grupos topo-
l6gicos comutativos» tal como ela foi, desenvolvida
h4 poucos anos por Pontryagin [5]—ndo porque ela
seja o Unico exemplo, mas porque é particularmente
simples e clara e de interesse fundamental sob muitos
pontos de vista. Permito-me, em primeirolugar esbo-
¢ar em breves palavras algumas idéias e resultados
desta teoria.

A circunferéncia possui ndo s6 propriedades topo-
l6gicas mas também algébricas. E uma variedade
continua e a0 mesmo tempo um grupo : a cada ponto
corresponde um angulo (desde que escolhamos um
ponto inicial) e os angulos podem adicionar-se de
modo que as suas somas dependam continuamente das
parcelas. Diz-se, neste caso, que é um grupo topold-
gico e, precisamente, um grupo fechado, ao contrario,
por exemplo, da recta numérica que é aberta. Um
outro exemplo dum grupo topoldégico fechado é a
superficie anelar.

Tomemos agora uma segunda circunferéncia auxi-
liar e faga-se corresponder a cada angulo da primeira
circunferéncia um angulo duplo na segunda ; portanto,
quando um ponto percorre completamente, uma vez,
a primeira circunferéncia, o ponto correspondente na
segunda circunferéncia percorre-a completamente duas
vezes— do mesmo modo como o ponteiro das horas
executa duas vezes a volta ao mostrador enquanto o
Sol percorre uma vez a sua O6rbita. A uma tal corres-
pondéncia, que ndo prejudica nem as relacdes de con-
tinuidade nem as operagdes de grupo, chama-se um
caracter do grupo topoldgico.

Obtém-se umoutro caracter da circunferéncia quando
em lugar do angulo duplo se toma o angulo triplo
(ou o quadruplo, etc.), ou ainda quando se faz corres-
ponder a cada angulo o negativo (igual e de sentido
contrario) ou o duplo, ou o triplo negativos, etc. Pode
também tomar-se o angulo nulo, isto é, fazer corres-
ponder a cada angulo o angulo 0. Déste modo se
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obtém todos os caracteres da circunferéncia. O facto
de nédo existir nenhum outro esta intimamente ligado
aquela propriedade da circunferéncia que eu mencionei,
no inicio desta exposi¢cdo como segundo exemplo.

Cada caracter da circunferéncia é, portanto, dado
por um ndmero inteiro, 0,1,2, ees; 0 conjunto dos
caracteres constitui, pois, qualquer coisa que é dis-
creta (ndo continua), o exemplo padrdo da 4&lgebra
pura : o grupo dos nimeros inteiros.

Este principio de transporte que aqui indiquei para
o caso da circunferéncia pode também aplicar-se a
qualquer outro grupo topolégieo (comutativo). Fazem-
-so corresponder o0s seus pontos, da mesma maneira,
aos de uma circunferéncia e chama-se a esta corres-
pondéncia um caracter do grupo; o conjunto dos
caracteres do grupo topolégieo constitui entdo qual-
quer coisa puramente algébrica, um grupo que é cons-
tituido por um conjunto numeravel de elementos iso-
lados, portanto um grupo discreto. Assim, a cada
grupo topolégieo fechado corresponde umgrupo  discreto
bem determinado, o seu grupo de  caracteres.

O resultado principal da teoria diz agora que os
grupos continuo e discreto que assim se correspondem
determinam-se completamente um ao outro. Nas
propriedades algébricas dos grupos discretos estdo
contidas todas as propriedades topolégicas dos con-
tinuos e reciprocamente. Por exemplo a chamada
dimensdo do grupo discreto é igual a dimensdo do
grupo continuo (indica portanto se ele é uma linha
ou uma superficie, etc) ; o aparecimento de elementos
de ordem finita (os que adicionados a si préprios va-
rias vezes ddo o zero) nos grupos discretos significa
que a figura topol6gica é constituida por muitos
bocados separados; tais relagées podem obter-se mesmo
relativamente a propriedades mais especiais das
vizinhangas.

Assim se sobrepdem elegantemente (e se apresentam
de certo modo como idénticas, mas formuladas em
linguagem diferente) as duas nogdes fundamentais —
calculo e espago.

APoder-se-a dizer qualquer coisa semelhante quando,
em lugar de grupos topolégicos fechados, se conside-
ram grupos topoldgicos abertos, como por exemplo, a
recta numérica? Aqui as coisas passam-se doutra
maneira. De facto constroem-se, também neste caso,
os caracteres do grupo, mas estes constituem, agora,
qualquer coisa de continuo : outra vez um grupo topo-
l6gieo aberto. De facto também aqui sucede que este
grupo determina completamente o dado, e que proprie-
dades topoldgicas passam a algébricas mas isto nédo
se pode compreender da mesma forma pura, tal como
anteriormente, visto que, simultaneamente, as proprie-
dades algébricas passam a topoldégicas. As coisas
passam-se um pouco como num parque simetricamente
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construido ; é dificil dizer em que parte nos encontra-
mos precisamente.

10. Tudo isto encontra expressdo (bem conhecida
do matematico e do especialista das ciéncias naturais)
na Analise harmonica. Ai consideram-se, quando nos
limitamos novamente ao exemplo mais simples dum
grupo topolégieo, a circunferéncia, fungfes sobre a
circunferéncia, isto é, do angulo, portanto funcgdes
periédicas ou oscilagdes e estas decompdem-se em
oscilagdes harménicas (o tom fundamental e o tom
superior, que sdo fung¢des particularmente simples do
angulo, do duplo, do triplo angulo, etc, ndo sdo mais
que caracteres). Os numeros que indicam com que
pesos sdo representadas cada uma das oscilagdes har-
moénicas, os «coeficientes de Fourrier», substituem
completamente a fun¢do, como se sabe; substitue-se
gnalquer coisa continua, a funcdo, por uma sucesséo
discreta de nimeros. Pelo contréario, deve-se, nas fun-
¢0es ndo periddicas ordinadrias — isto é, fungdes sobre
a recta numérica —tomar um espectro continuo de
frequéncias, quando se quizer decompd-las em oscila-
¢0es harmonicas (em lugar da série de Fourrier tem-se
ointegral de Fourrier). As coisas passam-se semelhan-
temente em todos os grupos topoldgicos (comutativos);
estes constituem, juntamente com os seus grupos de
caracteres, o proéprio substractum da analise harmo-
nica [6]. Note-se qudo pouco necessitou a introducéo
desta nocédo de grupo topoldgieo que resultou das duas
operacdes estruturalmente constituintes escolhidas en-
tre muitas possibilidades : a algébrica (adicdo) e a
topoldgica (nocdo de vizinhanca, onde basta tomar o
principio de que cada conjunto infinito de pontos con-
tém numa sua vizinhanga um ponto de acumulacdo).

Em geral —ndo se espantem com o tom paradoxal
da expressdo — tem-se nesta sintese completa, aquilo
a que se chama andlise. Portanto quando se abstrai
dos grupos topoldgicos fechados restam essencialmente,
entre os abertos, s6 os espagos vectoriais, portanto a
geometria analitica ordinaria. E quando além da
adicdo no grupo se considera ainda a multiplicacdo
(corpos), entdo ha, como Gnica possibilidade de tais
corpos topolégicos os nimeros «ordinarios» da andlise,
isto é, os numeras reais, os nimeros imaginadrios o os
quaternides, o que constitue um interessante teorema
de Pontryagin [5],que projecta nova luz sobre ques-
toes importantes da axiomatica.

11. O confronto entre a topologia e a 4algebra
abstracta levou-nos a resultados de valor notavel e
revelou-nos singulares relagdes entre as duas. Tendo
origem em necessidades intuitivas e formais diferentes,
as duas maneiras de pensar tém func¢des diversas e
sdo a expressdao dos dois caminhos tdo diferentes o do
raciocinio e o da intuicdo ; completam-se e apdiam-se
mutuamente da melhor maneira. Porém a diferenca
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entre elas é apenas aparente ; a sua sintese ndosé da
um todo fechado, mas a possibilidade da passagem
duma a outra. Em conjunto,hapropriamente, s6 uma
questdo do ponto de vista, o de determinar se uma pro-
priedade fica melhor num ou no outro lado; uma
visdo artificial do todo, permite, casualmente, que um
sobressaia mais que o outro.

Sem querer é-se,aqui, levado a pensar num fenémeno
semelhante na fisica: a luz e também a matéria apre-
sentam-se muitas vezes quer com a natureza das ondas
quer com a dos corpUsculos (particulas) ; a teoria
moderna dos quanta conseguiu encontrar uma formu-
lacdo que retine as duas formasde apresentacdo, melhor,
gue assenta sobre as duas (para isso renuncia-se con-
tudo a intuicdo). Que se observe uma vez o compor-
tamento duma, outra vez da outra, isso s6a experién-
cia determinard. E portanto uma visdo artificial que
prefere, e manifesta, duma vez a natureza das ondas,
doutra vez a dos corpusculos. A analogia com o nosso
dualismo espa¢o-nimero falhou ; talvez ndo seja mais
do que uma simples analogia.

Seria facil apresentar casos semelhante em exemplos
da vida diaria, onde segundo o ponto de vista, se pode
considerar um facto sob dois aspectos completamente
diferentes— mas entdo quasi sempre as coisas ndo se
passam tao simplesmente como na matematica.

Que espa¢o e nimero estejam tdo intimamente liga-
dos nas suas propriedades elementares, como tenho pro-
curado mostrar rapidamente é, decerto, extraordindario.
H&, na matemética e nas ciéncias da natureza, ainda
muitos outros exemplos desta espécie em que duas coisas
aparentemente diferentes se apresentam, contra o que se
espera, comode igual valor,permutaveis entre si. E isto
ndo parece ser por acaso. Talvez possa entdo formu-
lar: Para nos aproximarmos do nosso mundo cons-
truimos diferentes figuras, esquemas — diferentes na
origem, com diferentes meios e para diferentes fins—-«
e quando, apesar disto, resultam iguais, ou de igual

valor, entdo é evidente que o construtor é culpado de
ter utilizado o mesmo espirito mateméatico para tudo;
e é ele mais o responsavel do que o exemplo especial
em que se apoia. As relacbes tém validade mais
geral do que os objectos nos quais elas se manifestam.

Certamente existem e sempre se mantém os proble-
mas singulares, especiais, concretos, do dominio do
trabalho préprio do matemético ; eele consagrara toda
a sua energia na execucdo desse trabalho. Mas esfor-
car-se-a, depois disto, por resolvé-los com o minimo
de céalculo automéatico e com o maximo de idéias claras.
E, quando assim, procura a generalidade e ndo teme
a méaxima abstraccdo, ndo se afasta da realidade ; pelo
contrario, encontra sempre, outra vez, relacdes e leis
gue sdo comuns a todas as nossas maneiras de pensar
e encarar o mundo e das quais, evidentemente nédo
pode fugir.
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PEDAGOGIA

SOBRE A CORRELACAO ENTRE A MATEMATICA E A FtSICA NO ENSINO LICEAL

por Rémulo de

E evidente que entre as varias partes do mesmo
programa geral do ensino deve existir a necessaria
harmonia para que todas se equilibrem ao mesmo
nivel quando se referem a mesma fase do desenvolvi-
mento mental dos alunos. Cada informagdo dada em
cada disciplina deve ter o seu momento pedagégico
apropriado e, postas ao lado umas das outras, as varias
disciplinas do mesmo ano devem seguir paralelamente
na sequéncia regular desses momentos. Sucede ainda

Carvalho

que algumas disciplinas se penetram profundamente
e, para estas, com muito maior razdo, é necessario
atender ao paralelismo dos seus programas parciais.
Dé&-se isto claramente entre a Matematica e as outras
Ciéncias que a ela recorrem constantemente como
acontece com a Fisica. Seria inconcebivel, por exem-
plo, que um aluno estudasse a lei da queda dos graves,
que tivesse de traduzi-la em termos matematicos
e, entretanto, s6 no ano seguinte estudasse, na disci-
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plina de Mateméatica, a potenciagdo. Seria inconcebi-
vel visto que areferidaleida Fisica obriga a conhecer
0 que é o quadrado dum nimero.

Apesar de tdo instante necessidade de paralelismo
entre o ensino das duas disciplinas verifica-se que nem
sempre se atende a ela o que traz prejuizograve para a
eficacia do ensino. O exemplo que poderemos dar ndoé
0 anterior que apenas serviu de preAmbulo ao assunto.
Podemos, porém, dar este: aparecem, na Fisica
do 4." ano dos liceus, equacdes do 2." grau cuja reso-
lucdo apenas se estuda no ano seguinte, na Matema-
tica do 5." ano. Passa-se 0 caso quando se trata da
lei de Kepler que relaciona os valores das intensidades
luminosas de duas fontes de luz com as distancias
a que elas devem estar do mesmo alvo para que o ilu-
minem igualmente. O programa indica no¢cdes suma-
rias sobre Fotometria e nesse aspecto sumario esta,
necessariamente, aquela lei. A sua expressdo matema-
tica inclue os quadrados das referidas distancias de
modo que, se numa aplicagdo pratica, se dd ao estudante
o valor da distancia D entre as duas fontes de inten-
sidades luminosas conhecidas ije iz (no intervalo das
quais se supde o alvo colocado) e se se pretende deter-
minar um dos valores de d (distancias das fontes
ao alvo), por exemplo cij, logo se cai na expressédo
illi =ctfl(D—di)* cuja resolucdo obriga ao conheci-
mento das equacdes do 2." grau.

Bem sabemos que o professor de Fisica do 4." ano
pode, dentro da sua aula, fugir a dificuldadee nunca
apresentar um caso pratico onde surja aquela propor-
¢do. Isto é possivel mas né&o é regular. Na aula con-
cedem-se os elementos informativos que oaluno assimila
e desenvolve para a generalizagdo dos seus conceitos.
O aluno que estuda ha-de, e deve, praticar em casa,
por iniciativa prépria, sobre o que o professor lhe
ensinou e o problema surge-lhe entdo inevitavelmente.
A préatica tem-nos mostrado que é assim.

Ndo é esta a Unica ocasido em que nos aparece
o desequilibrio entre a Fisica e a Mateméatica. No
mesmo 4." ano estuda-se areflexdo da luz nos espelhos
esféricos. Ai ja o programa néo indica que o estudo
deva ser sumario embora seja, evidentemente, elemen-
tar. Estudam-se as imagens formadas em todas as
posicdes possiveis do objecto e, muito naturalmente,
sem procurar artificios nem algapdes, surge este caso
simples. E conhecida a distancia focal f dum espelho
esférico concavo e pretende-se saber a que distancia
p dele se deve colocar um objecto linear para que
a sua imagem real se va formar entre o espelho e o
objecto a uma certa distancia d deste, a qual tam-
bém é conhecida. O problema resolve-se com a equa-
¢do I/~)4-1/(p—d)=1/fcujaresolucdo em ordem a p
exige o conhecimento da resolucdo das equagfes do
2.° grau.
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N&do é razoavel que, em casos tais, digamos aos
alunos que esperem pelo ano seguinte para saberem
a resposta do problema pois este, olhado de dentro
da Fisica, é exactlssimamente do mesmo grau de difi-
culdade de que qualquer dos outros problemas que se
referem a espelhos cOncavos e os mesmos estudantes
sabem resolver. Os livros que por ai correm trazem,
inocentemente, problemas que v&o terminar na reso-
lucdo de equagdes de 2.° grau e que estdo dentro do
programa do 4." ano de Fisica. O que ndo estdo
é dentro do programa do 4." ano de Matematica. Dir-
-se-4 que esses livros ndo sao oficiais mas o que nos
interessa é a realidade e essa diz-nos que é por muitos
desses livros que os alunos estudam.

A licdo dos factos é, pois, esta: oprograma de Mate-
méatica ndo pode ser gizado num compartimento e o
da Fisica em outro aparte. Nem aqui nem em qual-
quer grau de ensino, evidentemente. (Lembramo-nos,
agora, a-propoésito, da tristissima situacdo em que se
encontram os estudantes de Medicina. Para estes
a Matematica acabou com o 7." ano do Liceu. Acabou
para sempre. Inexoravelmente banida. Apesar disso
o estudante entra na Quimica dos preparatérios e logo
nas primeiras licdes assiste, estupefacto, ao apareci-
mento de derivadas e de integrais, nog¢fes totalmente
desconhecidas, que nédo lhe foram, nem sdo,nem serdo
ensinadas e das quais nem sequer conhece a finalidade.
Convengamo-nos de que o médico, na sua vida profis-
sional, também necessita da Mateméatica desde que
pretenda caminhar ao lado do saber contemporéaneo
da sua especialidade. Para prova basta citara impor-
tancia do calculo estatistico e das probabilidades na
Biologia o qual, de ano para ano, toma mais incre-
mento).

Vejamos outro aspecto que também nos parece digno
de atengdo. E sabido que as equagdes (referimo-nos
particularmente a este caso) sdo estudadas na Mate-
méatica e aplicadas frequentemente na Fisica. Na
Matemaética, triste é dize-lo, sdo as equagdes ensina-
das, geralmente, fora da sua aplicacdo real ; na Fisica
sdo empregadas concretamente. Parece-nos que o0
ensino é feito ao invés do que deveria fazer-se : apli-
car-se primeiro em casos simples, reais, e genera-
lizd-lo depois. Podemos pessoalmente afirmar que,
muitos alunos, ao verem pela primeira vez a equagéo
que traduz uma lei fisica, e da qual deverdo concluir
o valor desconhecido duma grandeza, ou hesitam ou
declaram néo saber resolve-la. Mas, se o professor lhes
disser que a resolvam «como se fosse uma equagéo
daquelas que aprenderam na Mateméatica» o aluno
resolve sem dificuldade. Afirmamos que é assim por-
que temos anotado muitos exemplos desta espécie.

Outro defeito do ensino das equagdes (nos primei-
ros anos em que elas se estudam), defeito que também
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s6 noés, professores de Fisica, podemos observar, é o
de se escolherem sempre, para exercicios de aplicagdo,
equacOes que tenham raizes inteiras. Compreendemos
que haja interesse em escolhé-las deste modo durante
os primeirostempos do ensino pois isso facilita a veri-
ficacdo do resultado a que os alunos chegaram. Mas
que se faca isso, e sO isso, sistematicamente (nos pri-
meiros anos, repetimos), é que ndo achamos admis-
sivel. As suas consequéncias sdo graves. Durante o
4.°, 5." e 6.°anos dos liceus, o aluno (caso muitissimo
geral) s6 tem conhecimento das raizes inteiras da
equacdo. Vaipara a Fisica, aplica-lhe a sua Matema-
tica e, se o resultado final tem que ser obtido por
meio dum cociente, o aluno pde-se a espera de qual-
quer destas duas consequéncias : ou o resto desse
cociente é zero e entdo tudo lhe corre as mil maravi-
lhas (o problema estd certo, com certeza) ; ou o resto
é diferente de zero eentdo... o problema esta errado.

18

E ver o desprevenido estudante olhar desconfiado
para o professor e balbuciar: «mas isto ndo da resto
zero I» ou entdo «isto ndo d& contas exactas I» Esta
é a verdade que a pratica nos tem ensinado : os alu-
nos s6 «acreditam» que um problema de Fisica estéa
certo quando, na hipdétese de obterem o resultado final
por meio dum cociente, o resto deste seja zero. Tudo
alids se conjuga para que o érro se mantenha e pro-
longue : o ensino da Matematica, os problemas que se
escolhem, nas aplicagdes, para que nunca se fuja a
resultado tdo agradavel, e até os pontos de exame, de
Fisica e de Quimica, onde os valores numéricos que
se atribuirdo as grandezas, sao propositadamente
escolhidos, a titulo de «facilitar as contas», de modo
que tudo se resolva sem o menor esforgo. Isto é deveras
deseducativo porque afasta completamente a escola
da vida. l'arece-nos que 0 assunto merece ser pon-r
derado.

ANTOLOGIA

SCIENCE ET TECHNIQUE

par Paul

Langevin

Extracto da Gltima conferencia do grande cientista Paul Langevin, recentemente falecido, intitulada La Pensée et VAelitm

pela «Union Francaise Universitaire».

«Gazeta de Matematica» presta, assim,

a memoéria do grande fisico, uma simples homenagem.

Notre science est issue, pour une grande part, des
besoins de l'action. Cela est bien connu pour les
mathématiques, depuis l'arithmétique et la géométrie
jusqu'au calcul différentiel et intégral Les progres
de l'astronomie sont liés soit au probléme de la me-
sure du temps, soit au désir de prévoir les positions
relatives des astres ou I'avenir des hommes, soit, dans
I'antiquité comme a I'époque de la Renaissance, aux
besoins croissants de la navigation. L'optique, telle
qu'elle a été développée surtout par Galilée, Kepler,
Descartes, Newton, a suivi une marche paralléle a
celle de l'astronomie dont elle s'est efforcée de satis-
faire le besoin toujours plus grand de précision dans
I'observation du ciel.

A peu prés a la méme époque, le développement de
la mécanique, qui a commencé également avec Gali-
lée, Descartes, Huyghens et qui s'est épanoui avec
Newton est étroitement lié aux probléemes posés
par la balistique et par Il'astronomie. Le calcul dif-
férentiel et intégral a été créé au dix-septiéme siecle
pour répondre aux questions posées par les mécani-

ciens, les balisticiens et les architectes. Au dix-neu-
viéme siécle, la thermodynamique et la connaissance
précise des lois qui régissent les gaz et les vapeurs
se sont développées lorsque les applicationsde la ma-
chine a vapeur ont commencé a prendre une importance
essentielle. Et depuis que, sous cette influence, notre
grand Sadi-Carnot a énoncé pour la premiére fois les
principes essentiels de la thermodynamique, cette
science domine une grande partie de la physique et
de la chimie pures ou appliquées. Ainsi, dans tous
ces exemples, les besoins de l'action ont déterminé
I'activité de la pensée.

En sens inverse, les besoins de la pensée une fois
manifestés, le souci de comprendre, ce que j'ai appelé
la «sainte curiosité» ne laissent pas a l'espritde repos
tant qu'il n'a pas contraitune interprétation des phé-
nomenes naturels, soit pour calmer I'inquiétude ances-
trale, soit, de plus en plus nettement, dans un but de
satisfaction intellectuelle. Les résultats de cette re-
cherche, la science pure qu'elle permet de créer, se
sont montrés d'une surprenante fécondité au point de
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vue de l'action par les applications imprévues auxquel-
les ils ont donné lieu.

En suivant la voie qui conduit a la science par les
besoins de l'action, on sait a l'avance ce qu'on veut
obtenir et on cherche des moyens de plus en plus ration-
nels et précis pour y parvenir.

Dans le second cas, au contraire, ce qui est particu-
lierement impressionnant c'est que le seul souci de
comprendre conduit a des applications bien plus mer-
veilleuses que les réves les plus ambitieux. Ilen est
ainsi, par exemple, pour l'oeuvre de Pasteur qui, parti
d'un probleme purement physico-chimique et cristal-
lographique a été conduit a I'étude des fermenta-
tions puis a la découverte du monde microbiologique
et & une puissante action sur les maladies qu'il n'avait
absolument pas en vue au départ et que personne n'au-
rait cru possible avant qu'elle apparaisse comme le
résultat d'une recherche de science pure.

Méme surprise dans le cas de Berthelot, dont les
recherches de synthése organique, entreprises pour
résoudre la question des forces vitales, pour savoir si
les produits engendrés in vivo pouvaient I'étre in vitro,
ont donné lieu a I'extraordinaire développement indus-
triel des matiéres colorantes, des parfums, des produits
pharmaceutiques, des matiéres plastiques, avec une
richesse et une diversité qui dépasse de loin la nature
elle-méme.

C'est surtout dans le domaine de I'électricité que se
sont révélées des possibilités complétement insoupgon-
nées, des applications merveilleuses que, pour ma part,
je ne me lasse pas d'admirer. La possibilité de com-
muniquer en moins d'un dixieme de seconde avec un
point quelconque de la surface de la Terre, par radio-
télégraphie, radiophonie ou télévision et méme de
prendre contact avec la Lune par écho hertzien dé-
passe ce que l'imaginationla plus ardente aurait pu
prévoir ily a cinquante ans. Le savant ou le techni-
cien qui se serait posé a priori de semblables proble-
mes aurait été pris pour un fou, et légitimement puis-
qu'il n'aurait aucune chance d'aboutir. Et pourtant
tout cela devait sortir des recherches complétement
désintéressées concernant le mystérieux phénomeéne de
I'étincelle électrique connu depuis I'antiquité.

Non seulement une premiére application de ces re-
cherches a été celle du paratonnerre de Franklin,
mais, un siécle plus tard, a commencé le merveilleux
développement de I'électrotechnique prolongé par ce-
lui de la radiotechnique et appelé a transformer com-
pletement les conditions d'existence des hommes.

On ne se lasse jamais de rappeller le coup de génie
de Maxwell qui, par souci d'esthétique et pour mettre
plus de symétrie et de cohérence dans les équations
de I'électromagnétisme, a modifié certaines d'entre
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elles, et concluant, des équations ainsi modifiées, a
I'existence possible d'ondes de nature électromagnéti-
gue se propageant avec la méme vitesse que la lu-
miére. De la deux conséquences d'importance capitale,
I'une d'ordre théorique, l'autre d'ordre expérimental.
D'une part, la théorie électromagnétique de la lumiére
est venue libérer la physique des difficultés que lais-
sait subsister apres Fresnel la théorie des ondulations;
d'autre part, I'Académie de Berlin ayant mis au con-
cours en 1880 la vérification expérimentale des idées
de Maxwell, Henri Hertz réussit en 1887 a produire
électriquement les ondes prévues par Maxwell et a
leur reconnaftre les propriétés d'une lumiére de grande
longueur d'onde. Puis les ingénieurs s'en sont empa-
rés et ont créé notre radiotechnique actuelle.

C'est encore le souci de comprendre le mécanisme
du courant électrique qui, par I'étude de la décharge
dans les gaz raréfiés, a conduit a la découverte des
rayons cathodiques et de la structure granulaire de
I'électricité, de I'électron, premieére étape franchieily
a cinquante ans dans l'exploration précise du monde
des atomes. Une premiére série d'applications abso-
lument imprévisibles est celle des rayons cathodiques
a l'oscillographie, c'est-a-dire a l'analyse des phéno-
menes dans le temps a I'échelle du dix-millioniéme de
seconde, d'ou la possibilité de la télévision, par exem-
ple, et du radar dont la carriére commence a peine et
qui s'est déja montré d'une extraordinaire souplesse.

Plus surprenante et susceptible d'applications plus
merveilleuses encore, est la chaine continue des dé-
couvertes qui a suivi celle des rayons cathodiques et
dont chacune a entrainé la suivante : rayons X, radio-
activité naturelle puis artificielle, chimie nucléaire,
libération de I'énergie atomique.

Ainsi, non seulement la pensée résout des problémes
posés par les besoins de l'action, mais encore, une
fois mise en marche et construisant la science pure,
elle se montre d'une extraordinaire fécondité pour
créer de nouvelles possibilités d'action.

Il semble méme qu'on puisse aller plus loin et affir-
mer qu'aucune recherche vraiment scientifique, si
abstraite et désintéressée qu'elle paraisse, ne reste
sans trouver tot ou tard ses applications, qu'aucun
effort de pensée n'est perdu pour l'action. Je viens
d'en donner des exemples dans le domaine des scien-
ces physico-chimiques; il en est de méme pour les
sciences naturelles et pour les mathématiques.

Les recherches si longtemps méconnues de Mendel
sur I'hérédité sont a l'origine d'une science nouvelle,
la génétique, dont les applications se font de plus en
plus importantes et nombreuses.

En mathématiques, les exemples abondent. Les an-
ciens géomeétres comme Euclide et Apollonius s'étaient
intéressés aux courbes qu'ils ont appelées coniques
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puisqu'on les obtient par section plane d'un cone de
révolution. Ils en ont étudié avec beaucoup de soin
les propriétés. C'était la, je crois, curiosité pure
puisqu'il a fallu attendre deux mille ans pour que Ke-
pler et Descartes en trouvent des applications, le pre-
mier a l'astronomie en énongant les lois du mouvement
elliptiqgue des planétes et préparant ainsi I'oeuvre de
Newton, le second en résolvant, grace a sa connais-
sance approfondie des propriétés des coniques, les
problémes posés par Kepler de la loi de réfraction de
la lumiére, et de lI'anaclastique ou dioptre parfaitqui
donne, d'un point & l'infini, comme une étoile, une
image réellement ponctuelle.

Des applications peut-étre encore plus imprévues
sont celles -des nombres que les algébristes du dix-
-septiéme siecle ont appelés imaginaires et qu'ils ont
introduits pour permettre de résoudre toutes les équa-
tions du second degré et par suite, comme I'a montré
d'Alembert, toutes les équations d'un degré quelconque.
IIs ne se doutaient pas que ces nombres imaginaires
fourniraient aux ingénieurs électriciens d'aujourd'hui
le moyen le plus simple pour traiter les problémes
posés par la technique des courants alternatifs. La
physique moderne, et particulierement la mécanique
ondulatoire font un usage constant de ces nombres
complexes.

Il en est de méme pour la théorie des groupes, bran-
che des mathématiques développée surtout apres les
travaux d'Evariste Galois, mort & vingt ans en 1831.
Cette théorie, dont le but primitif était d'éclairer pro-
fondément le mécanisme de l'algébre et ce qui con-
cerne la résolution des équations algébriques, s'est
singulierement élargie et trouve maintenant des appli-
cations dans tous les domaines des mathématiques et
de la physique; en géométrie, en cristallographie, en
théorie des quanta, en théorie de la relativité il n'est
plus possible de se passer de la notion de groupe. En
relativité restreinte, par exemple, un réle fondamental
est joué par un groupe de transformations que nous
appelons le groupe de Lorentz. M. Elie Cartan a
montré combien la notion de groupe éclaire ce qui
concerne la difficilethéorie de la relativité généralisée
grace a laquelle le génie d'Einstein a pu résoudre les
difficultés que laissait subsister la mécanique céleste
de Newton et aborder ou résoudre de maniére entiére-
ment nouvelle les problémes de la gravitation et de la
structure de I'Univers.

Cette théorie, qui nous apporte la représentation du
monde la plus satisfaisante obtenue jusqu'ici fait usage,
non seulement de la théorie des groupes, mais encore
d'autres parties des mathématiques développées anté-
rieurement sans aucun souci des applications, par
exemple de la théorie des tenseurs qui fournit actuel-
lement a la physique le moyen le plus souple et le
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plus parfait de représentation des grandeurs, et aussi
des géométries non euclidiennes ou non riemaniennes
construites par les mathématiciens dans un but exclu-
sif de clarification et de généralisation.

Il est trés remarquable que ces géométries les plus
générales qui on trouvé d'abord leur application en
physique en permettant d'unifier profondément les
deux sciences jusque la indépendantes que sont la
physique et la géométrie, ont trouvé récemment leur
emploi en électrotechnique. Quelques années avant la
guerre, j'ai fait partie a Liége d'un jury chargé
d'examiner des travaux des candidats au prix Monte-
fiore ; nous avons été unanimes pour donner la pre-
miere place & un ingénieur américain, Gabriel Kron,
qui a montré combien I'emploi des géométries les plus
générales et du calcul des matrices, intimement lié au
calcul tensoriel, permet de simplifier et de généraliser
la solution des problemes d'électrotechnique concer-
nant la construction et le calcul des machines & cou-
rant continu ou a courant alternatif.

Je vous conterai encore I'histoire du major Mac
Mahon qui s'occupait de théorie des nombres et plus
particulierement du difficile probléeme des carrés ma-
giques. Quand on lui demandait la raison de cette
préférence, il répondait, soucieux de ne pas laisser
abimer par l'usage les outils délicats qu'il forgeait:
«Parce que c'est la seule partie des mathématiques
qui ne puisse servir a rien». |lest mort avant d'avoir
eu le chagrin de constater que ses carrés magiques
fournissent le moyen le plus simple por résoudre les
problémes d'armures posés par la téchnique du métier
Jacquart. Georges Teissier me dit qu'ils rendent éga-
lement des services dans la solution de problemes
agricoles tels que celui de la rotation des cultures.

Si tout effort de pensée vient ainsi féconder I'action,
réciproquement le développement de la technique vient
mettre au service de la science des moyens d'action
toujours plus puissants sans lesquels certaines recher-
ches seraient impossibles. Le cyclotron, par exemple,
qui permet d'opérer des transmutations en lancant
dfs noyaux atomiques les uns contre les autres, le
grand électro-aimant de Bellevue, utilisent des cou-
rants électriques puissants que seules les grandes sta-
tions centrales modernes sont capables de fournir. Le
développement des industries métallurgiques, travail-
lant en liaison avec les laboratoires de recherche, a
permis de créer des alliages nouveaux dont les pro-
priétés élastiques, thermiques ou magnétiques vien-
nent constamment apporter a la science de nouveaux
moyens d'investigation. Ainsi nous constatons, dans
I'état actuel des choses, une solidarité de plus en plus
étroite, une liaison de plus en plus intime entre la
science et la technique, entre los formes modernes de
la pensée et de I'action.
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CIENTIFICO

BICENTENARIO DA UNIVERSIDADE DE PRINCETON

PROGRAMA DA «CONFERENCE O N PROBLEMS OF MATHEMATICS*

Fazendo parte das celebragcdes comemorativas do
bicentenario da notdvel Universidade de Princeton,
cujo nome esta ja ligado a histéria da Ciéncia, rea-
Lizou-se de 17 a 19 de Dezembro de 1946 um con-
gresso de mateméticos. Ai se debateram alguns dos
assuntos de maior interesse actual como se pode ava-
liar pelo programa que traduzimos na integra. Este
congresso apesar dalguns paises ndo se terem repre-
sentado reuniu um grupo de grandes matemaéticos e
deve ter sido um dos primeiros de importancia depois

da guerra. PROGRAMA
Dezembro 17 — Abertura
Presidente: L. P. Eisenhart.
1.* Sessdo — Algebra
Presidente: E. Artin; Conferente: G. P. Hoch-

schild; Discussdo dirigida por: G. Birkhoff, R. Brauer,
N. Jacobson, J. F. Ritt.
2.* Sessdo — Geometria  Algébrica
Pres. : S. Lefschetz; Conf. L S. Cohen ; Disc. dir.
por: W.V.D. Hodge, O. Zariski.
3." Sessdo — Geometria  Diferencial
Pres. : O. Veblen; Conf.: G. B. Allendoerfer;
Disc. dir. por : V. Hlavaty, T. Y. Thomas.
4* Sessdo : — Logica Matematica
Pres. : A.Church; Conf: J. C.C.McKinsey ; Disc,
dir. por: A. Tarski.
Dezembro 18 —5.* Sessdo — Topologia
Pres. : A. W. Tucker; Conf. : S. Eilenberg; Disc.

dir. por : H.Hopf, D. Montgomery, N. E. Steenrod
J. H. C. Witehead.

6.* Sessdo — Novos campos de investigacéo
Pres. : J. von Neumann; Conf.: V. Bargmann;
Disc. dir. por : G. C. Evans, F. D. Murnaghan, J. L.
Synge, N. Wiener.
7» Sessdo — Teoria Matematica das  Probabilidades
Pres.: S. S. Wilks; Conf: J. W. Tukey; Disc.
dir. por : H. Créamer, J. L. Doob, W. Feller.

Dezembro 19 —8.* Sessdo — Analise
Pres. : S. Bochner; Conf.: R. P. Boas; Disc.
dir. por : L.V.Ahltbrs, E. Hille, M. Riesz, A. Zygmund.

9.* Sessdo — Anélise Global
Pres.: M. Morse; Conf: R. P. Boas; disj. dir.
por : R. Courant, H. Hopf.

Além de numerosos matematicos americanos, entre
0s quais os que trabalham na «School of Mathematics»
do «Institute for Advanced Study» e no «Department
of Mathematics» da Universidade de Princeton, par-
ticiparam também na conferéncia, os seguintes mate-
maticos : G. Ancochea (Salamanca), K. Borsuk (Var-
sovia, R. Brauer (Toronto), Catunda (S. Paulo), L.
Chiang (Changai), H. Cramer (Stockolmo), P. Dirac
(Cambridge), Hlavaty (Praga), Ky Fan, W. Hodge
(Cambridge), H. Hopf (Ztlrich), L. Hua (Peiping), M.
Newmann (Manchester), M. Riesz (Lund), e J. Whi-
tehead (Oxford).

ASSOCIATION FRANCAISE POUR "AVANCEMENT DES SCIENCES (A. F. A. S)

66.* REUNIAO—CONGRESSO DE BIARRITZ — SETEMBRO DE 1947

A «Gazeta de Matematica» tem o prazer de levar
ao conhecimento dos matematicos portugueses a reali-
zagdo do congresso da A.F. A.S. em Biarritz no pro-
Xximo més de Setembro e de os convidar a participar
no referido congresso.

Os investigadores que desejem apresentar comuni-
cagOes poderdo envia-las directamente ao Secretariado
da Associacdo (28, rue Serpente-Paris 6°) ou por inter-
médio da «Gazeta de Mateméatica». Convém:

1.°—até ao dia 1 de Julho mandar o titulo da comu-
nicagdo acompanhado dum curto resumo de 10 ou 15
linhas das comunicacdes orais, o que permitira pla-
near a organizacdo das sessoes;

2.°—até ao dia 1 de Agosto apresentar o texto das
comunicag¢@es (duragdo 20minutos, 4 paginas de texto).

As comunicagBes podem abranger qualquer ramo
das mateméaticas. O programa provisério indica porém
para a ordem do dia da Seccdo de Matemaética as se-
guintes questdes:

1."— Aproximagodes diofantinas.

2.°—Teoria das fung¢des inteiras e meromorfas.

3.°—Operacgdes lineares.

4.°— Geometrias finitas.
e, em eomum com a Sec¢do de Mecanica:

5.°—Mecénica quantica.

6.°— Teorias ergodicas.
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ASSOCIAGCAO ESPANHOLA PARA O PROGRESSO DAS CIENCIAS

19» CONGRESSO — SAN SEBASTIAN

De 7 a 13 de Abril do corrente ano realizar-se-a
em San Sebastian um congresso da Associagdo Espa-
nhola para o Progresso das Ciéncias.

Anuncia-se entre outros discursos inaugurais o do
Prof. Tomas R. Bachiller, da Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Madrid, intitulado «Estado actual

de la teoria de la dimension
gicos».

Pela Sociedade Portuguesa de Matematica serdo
apresentadas quatro comunicagfes dos seus associados
Profs. Dr. Ruy Luis Gomes, Dr. Almeida Costa,
Dr. Hugo B. Ribeiro, e Dr. A. Pereira Gomes.

en los espacios topold-

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Em Janeiro de 1947 reuniu a Assembleia Geral da
S. P. M. que aprovou o relatdrio da Direccdo. Foram
eleitos na mesma sessdo para o biénio 1947-1948 :

Assembleia Geral: Presidente, Dr. Manuel Peres;
Secretarios, Dr.* D. Maria Henriqueta Trigo de Sousa
Zanatti e Dr. Augusto Macedo Sa da Costa.

Direccédo: Presidente, Prof. Manuel Zaluar Nunes;
Vice-Presidente, Dr. Jaime Xavier de Brito; Secreta-

MATEMATICAS

METODOS GEOMETRICOS — SOBRE A

por Raul

Do programa actual de Matematica, 7." ano dos
liceus, faz parte o estudo dos métodos geométricos
para a resolugdo de problemas, fazendo-se referéncia
especial aos métodos de transformagdo. Mas, nem nos
livros aprovados ou néo oficialmente, nem nos pontos
propostos em exame, se faz qualquer referéncia a
transformacdo por inversdo. Ora é este um dos méto-
dos geométricos mais fecundos e que fornece, por
vezes, solugSes muito elegantes para problemas apa-
rentemente complicados.

Propdmo-nos, neste estudo, dar ama breve noticia
deste método, quanto baste para o aplicar a resolugao
do seguinte problema:

«Achar a interseccdo de uma recta com uma conica,
sem tragar a curva.

A transformacdo por inversédo

«Duas figuras dizem-se inversas, quando entre os
seus pontos existe uma correspondéncia biunivoca, de
modo tal que as rectas que unem dois pontos homélogos
concorrem num ponto, o polo da inversdao, e 0s pro-
dutos das distancias de dois pontos homélogos ao polo
é constante, a poténcia da inversdo.

H& uma certa analogia entre a homotetia e a inver-

rio-Geral, Dr. Hugo Baptista Ribeiro; Tesoureiro,
Dr. Orlando Morbey Rodrigues ; 1." Secretario, Dr.D.
Maria do Pilar Ribeiro; 2." Secretario, Dr. José Car-
doso Morgado Jr.; Vogal: Dr. Alfredo Pereira
Gomes.

Delegados a Associagdo Portuguesa para o pro-
gresso das Ciéncias: Profs. Drs. Ruy Luis Gomes e
Bento J. Caraca.

ELEMENTARES

INVERSAO

Rato

sdo ; qualquer ponto tem um e sé um ponto inverso,
num dado sistema, e, porque hé reciprocidade, os
pontos dizem-se conjugados inversos ; mas onde na
homotetia se diz razdo de homotetia, um quociente,
diz-se na inversdo poténcia da inversdo, um produto.
Outra diferenca se impde desde logo, a homotetia é
transitiva, a inversdo ndo o é; duas figuras homoté-
ticas de uma terceira sdo homotéticas entre si, duas
figuras inversas de uma terceira ndo sdo inversas
entre si, sdo homotéticas.

Na homotetia, qualquer figura é homotética de si
mesma, coincidindo todos os pontos homoélogos, isto é,
sendo cada ponto homotético de si mesmo. Na inver-
sdo ha figuras que sdo inversas de si mesmas, sem
gue todos os pontos sejam inversos de si mesmos. Por
exemplo, numa recta que passa pelo polo os pontos
conjugados inversos existem na recta, mas sdo, em
regra, distintos.

Numa circunferéncia tragcada com centro no polo e
raio igual a raiz quadrada da poténcia, todos os pon-
tos sdo inversos de si mesmos e por isso se lhe chama
0 de auto-inversao.

A figura inversa de uma circunferéncia é, em regra,
outra circunferéncia ; mas se a © directa passa pelo
polo, a transformada é uma recta que ndo passa por
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ele, e reciprocamente. Se a 0 directa é ortogovnl com
a 0 de auto-inversdo, isto é, se as tangentes nos
pontos comuns sao perpendiculares, a © transformada
coincide com a © directa, mas somente 0s pontos
comuns a © de auto-inversdo, sdo inversos de si
mesmos; 0s outros conjugados inversos sao distintos:

Fig. 1

a circunferéncia diz-se inversa de si mesma. Esta pro-
priedade notavel verifica-se claramente na fig. 1.
Sendo G apoio e GK' apoténcia, serd a © [G, GK]
a © de auto-inverséo ; sendo a © [ O, OK] ortogonal
com [G] , sera OEG=90" e .serdio M e N, P e Q
conjugados inversos por ser GK*=G M .GN=* GP. GQ.

Com estes elementos ja podemos resolver o nosso
problema.

Ume definicho gerei des conicos

Define-se habitualmente a parabola como alugar
geométrico dos pontos do plano equidistantes de um
ponto, ofoco e de uma recta, a directriz».

Esta definicdo pode generalizar-se a hipérbole e a
elipse. Chama-se director, nestas cdnicas, o circulo
descrito de um foco, como centro, e de raio igual
ao eixo transverso, na hipérbole, ao eixo maior
na elipse. A recta directriz da parabola pode asseme-
Ihar-se-lhes, considerando-a como pertencendo a uma
circunferéncia descrita do focoimpréprio como centro.
Toma-se, nesta defini¢do, o circulo pela circunferén-
cia ; esta incorreccdo € habitual, para se nao estabe-
lecer confusdo com as directrizes da elipse e da hi-
pérbole, que sdo linhas rectas.

Consideremos um dos focos e 0 © director descrito do
outro ; qualquer ponto da curva fica a igual distancia
dofoco e do © director e é indiferente, dada a simetria
das curvas em relacdo aos eixos, tomar um ou outro
foco, contanto que se tome o © director descrito do
outro.
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Com efeito, na elipse de focos F e R , e eixo maior
AB , temos para qualquer ponto M : MF+MF" = AB,
ou MF=AB—M F, e na hipérbole do eixo trans-
verso AB, semelhantemente MF—MF=AB, ou
"MF-ITFi-AB.

Contando AB—MFy no sentido de F, para M e
MFi—AB no sentido de M para t\ aquelasdiferen-
cas representam a distancia de M ao © director
da elipse, no 1.° caso, da hipérbole, no 2.° caso, distan-
cia que é em ambos os casos igual a MF, distancia
do ponto ao foco.

Podemos, pois, definir qualquer das trés conicas
como alugar geométrico dos pontos do plano equidis-
tantes do foco e do © director».

Sera a partir desta definigdo que resolvemos o pro-
blema proposto.

Resolucdo do probleme

Segundo a difini¢do dada, a intersec¢do de uma recta
com uma coénica serd o ponto da recta que fique equi-
distante de um foco edo O directorcom centro no outro
foco, ou seja centro de uma circunferéncia que passe
polo foco e seja tangente ao © director.

Parabola

Fig. 2

Sejam, fig. 2, a parabola definidapelo vértice A e
pelo foco F, fig. 3, a hipérbole definida pelos vértices
A e B e pelos focos F e Fi e, fig.4, a elipse defi-
nida também pelos vértices A e B e pelos focos F
e fii e seja em qualquer das figurasarecta r (PP,
cuja intersecgdo com a curva se pretende determi-
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nar. Tomemos, nas trés figuras, o foco F e a directriz
TV, fig.2,0uO director [F{], fig.3 oufig. 4. Para
aplicarmos a transformacdo por inversdo, procuremos
o polo e a poténcia de modo que a figura formada
pela recta dada, pela directriz ou O director e ainda
pela circunferéncia solugdo [P] seja inversa de si
mesma ; nesta figura os pontos inversos de si
mesmos serdo 0s pontos de tangéncia, a partir dos
quais se encontram com toda a facilidade os pontos
de encontro da recta com a curva, que sdo 0s centros
das circunferéncias-solugdo. Para que a figura refe-
rida seja inversa de si mesma, é necessario que osejam
separadamente as rectas e circunferéncias que a for-
mam.

Como P — PP*, a 0 [P] deve passar por F', simé-
trico de F, emrelacdo a PP', tomando o polo G sobre
FF e adoptando a poténcia GFxGF, a0 [P] sera
inversa de si mesma, 0 que da uma primeira condicdo
para a determinagdo de G.

Na parabola, fig. 2, a directriz, como é uma linha
recta, tem que passar pelo polo e assim teremos
G = FF[. TT . Para a hipérbole ou para a elipse,
fig. 3 ou fig. 4, uma O [Q] de raio gnalquer que passe
por F e F' serd inversa de si mesma, no mesmo sis-
tema; esta O auxiliar corta o director ©[F,] nos

Hipérbole

pontos M e N que sao conjugados inversos e tere-
mos G=FF". MN. A raiz quadrada da poténcia,

V\GF. GF', obtem-se tirando a tangente GK a 0[Q],
que na fig. 2 se traca especialmente para essefim.

Obtivemos assim todos os elementos para a cons-
trucdo. Com G e GK, traga-se 0O de auto-inversao,
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gue determina sobre a directriz ou O director os pontos
de tangéncia T e T ; levantando em Te 3' perpen-
diculares a TT, fig.2, ouunindo T e T com F,
fig. 3 e fig. 4, o que equivale ao mesmo, obtém-se so-
bre a recta dada os pontos P e P, solu¢des do pro-
blema proposto.

Elipse

—- ™M
Fig. i.

Nas fig. 2, 3 e 4 estdo tracadas as curvas e as Cir-
cunferéncias [P] e IP'],que ndo sdo necessarias para
a construcdo, mas servem para melhorinteligéncia do
que fica exposto.

Discusséo

Na posicdo relativa dos dados, de que resultam as
fig. 2, 3 e 4, ha duas solucdes ; assim sucederd sem-
pre que F' ficar dentro do circulo director, consi-
derando no caso da fig.2 o centro impréprio do lado
do foco.

Se F' cair sobre a directriz, ou 0 director, teremos
F' =G, e a O de auto-inversdo reduzida a um
ponto: a recta dada é tangente a curva; tire-se a
perpendicular a recta directriz ou use-se o ponto
(?=F" com Fi e teremos sobre a recta o ponto de
contacto da tangente a curva. Se F' cair fora do
circulo director, o problema nao tem solugdo, a recta
é exterior a curva.

Conclusao

O problema que resolvemos mostra-nos algumas das
possibilidades do método de transformacéo por inverséo.
Outros problemas do mesmo género e de outros
diferentes poderiamos estudar, porque a inversdo pode
aplicar-se nas mais variadas questfes da Geometria.
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PONTOS DE EXAME DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

F. C. L.— EXAME DE APTIDAO— Outubro de 1946

2343 — Determine as condigdes a que deve satis-
fazer o pardmetro m para que a inequagdo m+1—
—3ra—2mx—x < 0 seja verificada por todo e qual-
quer valor real atribuido a x. R : A inequagdo pro-
posta éequivalente aseguinte x’+2mx + 3m‘—m—1>0,
e terd por isso que ser 2m'—m —1>0, quer dizer,
m<—1/2 oum > 1|, visto serem —1/2 e 1 0s zeros
do primeiro membro desta Ultima desigualdade.

2344 — Indique as condigdes a que devem satisfa-
zer os coeficientes da equagdo ax*+ bx+c=0 para
que ela tenha: 1) uma raiz nula; 2) duasraizes nu-
las ; 3) uma raiz infinita; 4) duas raizes infinitas.
R: 1) ¢=0, a"=0; 2) c=0, b=0, an=0; 3) a=0,
b+ O, cgfcO; 4) a=0, b=0, c"=0.

2345 — Determine os' valores de k para os quais
sdo iguais os radicais \fa* e ya". R: Terd que
ser 3/k=k/27 ouseja k’=-81, donde k= +9.

2346 — Dados um cateto e a area dum triangulo
rectangulo, deduza, em funcdo dos dados, as férmulas
gue exprimem os comprimentos dos lados desconheci-
dos do triangulo e os seus angulos. R: Seja A a
area e b o cateto dados. O outro cateto ¢ é dado pela
expressdo c¢=2A:b e a hipolenura a por
2.=V(4A+DH") :b*. A tangente do angulo B oposto ao
cateto b é dado por tgB=b/2A e U=.90°—B .

2347—Verifique aidentidade sec(a+6).sec (a-6) =
= I:(cos’a—cos’ 6) . R: A identidade proposta ¢é
equivalente a cos (a+bh) .cos (a—b)=cos’a—cos’' b .
Como cos (a+b). cos (a—b)=cos’a cos’ b—sen* a sen’b =

MATEMATICAS

= cos’ a (1 —sen’b) —sen’a (1—cos’b) =cos® a—cos’b,
fica verificada a identidade proposta.

2348 — Calcule sem recorrer astaboas cosec 16 ir/3.
R: Como é 16it/3=5ir+iv/3 e sen (5ir+nj3) =
= sen (IV+ TCl3) =—sen ir/3=—v/3/2, sera

cosec 16 w/3= -273/3

2349 — Deduza o valor da razdo entre a area duma
esfera e a area total dum cilindro equilatero nela
inscrito. R : O cilindro equilatero inscrito na esfera
tem por medida da geratriz, que é igual ao diametro da
base, Ry/2, se for R a medida de raio da esfera ;
entdo a area total do cilindro é dada por

KR YR (RVI2+ Ryl2:2)=3irR*:
A razdo pedida serd por isso 4jtR’: (3irR,:2)=8:3.

2350 — Considere uma circunferéncia e nela um
diametro MN, e uma corda MP; e seja Q a extre-
midade da corda que se dirige segundo a bissectriz do
angulo NMP. Prove que a tangente a circunferén-
cia no ponto Q é perpendicular a recta a que per-
tence a corda MP . R: O angulo NpM é recto pois
estaq inscrito num arco de 180°. Sendo Q oponto médio
do arco NP a tangente em Q iparalela & corda NP,
pois ambas sao perpendiculares ao raio OQ, sefor O
o0 centro da circunferéncia. Assim a tangente é perpen-
dicular a recta a quepertence a corda MP.

2351 — Indique quais os nimeros inteiros que pode
somar simultdneamente aos dois termos da fraccédo
15/35 sem lhe alterar o valor. R: Os inteiros da
forma 3m e 7monde m € um inteiro qualquer.

Saiu,Ses dos n." 2343 a 3351 de J. da Silva Paulo.

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

F. C.C.— ALGEBRA SUPERIOR — 1.° exame de frequén-
cia —1945-46.
2352 — calcular 1im

R: O teorema de Cauchy lim (n)=1im9 (n+l)/¢ (n)
(n -*»00), conduz aovalor L=1.

2353 — Determinar o intervalo de convergéncia da
/I x \*
série de termo geral u,,= ( ) * R: Trata-se duma
\x-1j

serie geométrica. E convergente para \x/(x—1) |< 1,
ou seja x < 1/2 .
2354 — Determine os limites laterais de
y=arctg1//(x) para x=1.

R: y (1+0)=T./4 e y(1-0) =u/2.
2355 — Calcular as derivadas das fungdes
— X(B&-x>) b) v= | 11 + sen x
a) y=arctg Y% OQV 1—sena

R: a) y'=3k/(k*+x%); b) y'=secx/2.
Solugdes dos u.”" 2350 a 2351 de L .Mendoncga de Albuquerque.
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F. C.L.— MATEMATICAS GKBAIS — Fevereiro de 1947
2356 — Derive a funcdo

..onst; a=>0).

«=arccos i /7" (..
V ch ax

2357 — Calcule a derivada de 3.* ordem, para

x=—2, da funcdo y=(x +2)° ee'x-t-iog\seax\

R: y=uv cornu=(x + 2)°v = e's"*+'°s |senx|

y'" =u"v+3u" v +3u v" +uv" pela formula de
Leibniz. Para x=—2, u=u'=u''=0, u"'=6.
Logo (y"').._2=6etB(-2)t->0g!sen(-2)|.

2358 — Considere orectangulo limitado pelas rectas
de equagdes: x=0, x=a, y=0, y=b e considere o
ponto P (a, g) . Ache a equagdo dolugar geométrico
dos pontos tais que a soma dos quadrados das suas
distdncias aos vértices do rectangulo é constante e
tem o valor que assume noponto P. Classifiqueo
lugar e considere os casos particulares que porven-
tura se possam apresentar. R : Os vértices do rectan-
gulo sdo os pontos (0,0) , (a,0) , (ab) , (0,6) . Donde a
equacdo do lugar: X +y’+(x—a) +y’ + (x—a)'+
+ o (y-b) X+ (y-b) =«"+pi+(a-a)4-3V(*-a)'+
+ (0-b)* +a’+ (g-b)*; x*+y*-ax—by =a’+ 0'—
—a*-bp: donde: (x-a/2)« + (y-b/2)'= (*-a/2)*+
+ (83—Db/2)*. O lugar €é uma circunferéncia de centro
situado no centro do rectdngulo e de raio igual a
[/(@a —al2)*+ (p—b/2)* . Odnico caso particular  digno
de mencdo € P ser o centro do rectangulo ; o circunfe-
réncia degenera entdo num ponto.

2359 — Ache as equacgdes cartesianas das superfi-
cies cujas equagOes em coordenadas esféricas (polares
do espago) sdop=4, ip=arc tg—2/3, |6|=JT/4 (nas
condigbes usuais de transformagdo). Determine as
coordenadas cartesianas de todos os pontos comuns
as 3 superficies. R: AL superficie e'uma superficie
esférica de centro na origem dos eixos coordenados e de
raio 4; a sua equacdo cartesiana é: x'+ y’-|-z°=16.
A 2." superficie éum plano passando pelo eixo dos zz
que forma um angulo are tg —2/3 com oeixo dos XX ;
sua equagdo cartesiana e': —3/2=x/y ou2x+ 3y=0.
A 3." superficie € uma superficie conica de revolugao
de vértice na origem dos eixos coordenados, de eixo
coincidente com oeixo dos zz e de semiabertura igual a
45°; sua equagdo cartesiana €: + N/x*-ry’/z=1 ou
x*+y*—z*=0. Acham-se o0spontos comuns resolvendo
o sistema de 3 equagdes a3 incgnitas : x'+y'+z°=16,
2x+3y=0, x'+y*—z’=0 ou, mais simplesmente, do
modo seguinte:  x=4 .1/2/2.(x1/2/13), y=4.
212 (. V1tt)) z=4-(% VI2/2) escolhendo con-
venientemente os sinais. Correspondem 4 pontos de in-
terseccao.

Solugbes dosn.°*2356 a 2359 do Peter T. Braumann.
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I.S. C.E.F.— 1.* Cadeira— 1" exame de frequéncia

— 8-3-946.

2360 — Resolver a equagéo :

(Z+1)'+i=0, [>=+v/=1].

R: A equacgdo proposta € equivalente a (z°-)-i)'=—i
ou z'+i=°\/—i donde resultam as trés equaches
Z'+i=-v/3/2-i/2 ez’ +i=1/3/2-i/2 cada
uma das quais da dois valores para z.

' +i =i,

2361 — Discutir o sistema
ax — by=0
ay—hz—0
az—bx=0
x+y+z=|
no qual a e b sdo parametros reais arbitrarios.
R : O determinante de3." ordem formado pelos coefi-
cientes das incognitas da 1., 2," e 4." equagbes € sem-
pre ndo nulo para todos os valores reais de a e b nao
nulos; o Unico caracteristico formavel éigual a b*—a’,
logo para a=b o sistema écompativel e determinado e
para a b éincompativel. Geometricamente : se a=b
0s 4 planos tem um ponto comum pois 0s trés primeiros
constituem, um feixe e o Gltimo corta a recta de inter-
sec¢do; se a”“tb os trés primeiros tém apenas como
ponto comum a origem e o Ultimo n&o passa por l&.

2362 — Diga de quantas maneiras distintas pode
distribuir 20 volumes numa estante com 4 prateleiras
colocando 5 volumes em cada uma. Examine as hipo6-
teses que correspondem a considerar, oundo, a ordem
dos volumes em cada prateleira. R: Interessando a
ordem: A,...A....A.,..A,. =20! Na&ao interessando:

_ 20!
Ci0,5-ClI5,5-C|0,5- C,.— 5[ 4°

I.S.C.E.F. —1.« Cadeira— 1" Exame de frequéncia
— 15-3-946

2363 — Dado ocomplexo z= de-
2+cosd+tsen8

terminar 6 de modo que o seu afixo esteja sobre a

recta y=x/2 R : Multiplicando ambos os termos de z

2+ cos 8
pelo conjugado do denominador vem z=
" T 5+ 4 cose
sen 8
—i e para quez satisfaga ao enunciado
5 + 4 cos 8

en 8 1 . ir

deve ser =-> donde se tira 8=2k7s
2+cos e 2 2

e 6=arctg3/4.

2364 —Dada a equagdo: x'+ Xx*—3x—1=0 de-
terminar X de modo que a soma dos quadrados das
suas raizes sejaigual a —6 [2*'=(2*)'—22 *P] = De-
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duzir dai que a equagdo tem 3 raizes complexas e
2 reais e determinar estas com um decimal exacto,
pelo menos. R: Da relagdo dada no enunciado vem
—6=—2* ou X=3. A equagdo serd x*+3x'—3x—1=0
cujas raizes reais sdao +1 e —02 . ..
SolugSes dos n.°* 2360 a 2364 de J. Marujo Lopes.

L S. A.— MATEMATICAS GERAIS Exercicio de re-
visdo — Dezembro de 1946.

2365—Dados oponto P=(2,1) eas rectas ri=2x —
—»/+2=0 e r,= aj+2/+1=0 , determine a equacdo
da recta r, tal que o ponto P seja o ortocentro do

triangulo definido por r,, r. e r,. R : Designando
por hi e h, as alturas relativas a rj e r, respectiva-
mente, tem-se: hj=x+2y—4=0 , h,= x—y—1= 0.

Visto r, ser definida pelos pontos dc intersec¢do de h,
com r,—(—6,5)—e de h* com r—(—3,—4),
vem: r, = 3x+y+ 13=0 .

2366 — Dada a parabola ir= i/*—x=0, determine
a equacgdo cartesiana do lugar geométrico dos pés das

CALcCULO

F. C. C.— CALCULO INFINITESIMAL — 1" Exame de fre-
guéncia, 1945-46.

2368 — Primitivar a fungdo /(x) = arctg -
x-f-1
R : Escrevendo Pf (x)=P1. are tg I/(x+ 1), o método

de primitivacdo por partes da

1 X
Pf (x) =x are tg + P
y S x+1 X'+ 2Xx+2
E para esta Gltima primitiva o artificio (ou o método

de Fubini)
X _1_P 2x-|-2
X' +2X+2 2 X'+2x+2

da também
X ,=logwW2x+2-~arctg”. C.

X+ 3x-f-2

. - 3+ cos X
2369 — Primitivar a fungdo / (x) =
1—senx

R : Pode utilizar-se a mudanca de variavel tg—= t.

Mas também se calcula facilmente a primitiva a partir
3+ cos x _ (3+cos x) (1+ sen x)
f(x) .
1—sen x 1—sen® x
=3 sec’ x-}-3sec x tg X+ sec x+ tg. x+ c.

do artificio

2370 — Verificar que, quaisquer que sejam as fun-
coes f e tf, z=f (xy) —p (yjx) satisfaz a condigdo
Yy —x*  r=yg—xp.

GAZETA DE MATEMATICA

perpendiculares baixadas do foco sobre as tangentes
a ir. R : Aequagdo geral das tangentes a ir é x=ay—
—a’l4, equagdo que pode, por exemplo, determinar-se
obrigando a ser coincidentes 0s pontos de intersec¢do das
linhas representadas pelas equagbes x=ay+b e y'—
—x=0. O ponto genérico do lugar geométrico é o ponto
eomum a x=ay —a/4 e dax+4y—a=0; a equacdo
pedida obtém-se eliminando a entre estas duas equagdes,
vindo, portanto, x=0.
2367 — No plano xOy, a cada ponto R

distinto da origem, faz-se corresponder a recta
r=ax+$y =1. Mostre que se R descreve a recta
kx + ky =1, a projeccdo P de R sobre r descreve a

circunferéncia x-+ y—hx—ky=0 (com exclusdo de
um ponto). R : A projeccdo de R sobre r é determi-
nada pela solucdo do sistema ay— |3x—0, ax + [Gy—1.

Em virtude do enunciado tem-se também hx+k|3=I.
Eliminando a e p entre estas trés equagdes obtém-se
x'+y'—hx—Kky=0, o que prova que P pércorre acir-
cunferéncia referida (com exclusdo da origem).
Solugdes dos n.* 2365 a 2367 de José Morgado.
INFINITESIMAL
2371 - Determinar os pontos da hipérbole  xy=\

onde se anula a 1.* derivada direccional da funcédo

f{x,y)=x*—y', segundo a direccdo da tangente.

R : Duas solugdes reais : A (1,1) e B (—1,—1)+
SolugSes dos n.°s 2368 a 2371 de L. Mendonca do Albuquerque.

I. S. T—CALCULO —lo exame de frequéncia—Feve-
reiro de 1945.

2372 — Sendo a inteiro, calcular (se existir) o in-

tegral ffxxX"arc sen - dx .

2373 — Estudar a convergéncia do integral

="/cos8+ sen 8<*>s2a ;
rfa
\cos6—sen 8/

2374 — Seja f(x) uma funcgdo, de variavel real,
que toma o valor 1 nos pontos de abscissa racional e o
valor 3 nos pontos de abscissa irracional. Mostrar:
1° Que /(x) é integravel, no sentido de Lebesgue, em
qualquer intervalo (a,b) ; 2.° Que ndo é integravel no
sentido de Riemann; 3." Que ndo é uma derivada.

2375 — A fungdo /(x) = l—cos’x + sen’x é infini-
tésima com x. De que ordem?
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GEOMETRIA DESCRITIVA E PROJECTIVA

F. C.C.—1.° Exame de frequéncia — 1945-46

2376 — Geometria de Monge. Sé&odados: um ponto
e duas rectas enviezadas. Conduzir pelo ponto a
recta que é perpendicular a primeira e se apoia na
segunda. R : Conduz-se pelo ponto oplano a perpen-
dicular a recta dada r. O ponto Q de interseccdo de
pedida.

a comr, define com oponto dado, P, a recta
Rodar o segundo

2377 — Geometria de Monge.
plano bissector de modo que passe a conter o ponto
dado. R : Escolhe-se uma horizontal h do plano e ao
mesmo tempo assente no plano horizontal « que contém
o ponto P, dado ; e rode-se h em a, tomando para
eixo uma recta vertical, até conter P. Obriga-se depois
0 2." bissector a rotagdo assim definida.

2378 — Geometria cotada. Sé&o dados : um plano e
uma recta horizontal, conduzir por um ponto a recta
gue é perpendicular a horizontal e paralela ao plano.
R : Conduzem-se pelo ponto osplanos : a, paralelo ao
dado e p perpendicular a recta dada. A recta pedida
é a interseccdo de a.comp.

Solugdes dos n.°* 2376 a 2378 de L . Mendonga de Albuquerque
F. C. P.— GEOMETRIA PROJECTIVA — ti* Exame de fre-

guéncia —1945-46.

1.* Parte

2379 — Demonstrar que dois triangulos ABC e
A'B' C, sem elementos comuns, se estiverem referidos
entre si de modo que as rectas AA', BB, CC, que
unem vértices correspondentes, passem todas por um
mesmo ponto, O, entdo os lados homdlogos AB e A' B,
AC e A'C, BC e B' O, intersectam-se em pontos
L, M e N que pertencem a uma mesma recta s. Con-
siderar separadamente o0s casos dos triangulos nao
complanos e dos triangulos complanos.

2380—Fixe 3 pontos O,UN, duma mesma
recta e considere um sistema de abscissas que tem
estes pontos respectivamente para ponto origem, ponto
unidade e ponto neutral. Sejam a, b, c as abscissas
nesse sistema de 3 pontos O, U, N. Determinar a
formula de transformacdo de abscissas do sistema
0,U,N, no sistema O,U,N. Justificar depois
todas as férmulas empregadas.

2381 —a) Justificar a construcdo de Steiner para
a determinagdo dos elementos comuns a dois feixes de
raios sobrepostos, b) Defina polo de uma involugédo
de pontos s6bre uma circunferéncia e demonstre a sua
existéncia, c) Definacentro e poténcia duma involu-
¢cdo de pontos duma recta.

2382 — Defina centro, didmetros conjugados, assin-
totas, eixos e focos duma cénica e diga como os deter-

mina numa coénica (elipse ou hipérbole) definida por
5 pontos.

2383 — Como resolve o problema de construir uma
conica que passa por um ponto real M e por 4 pontos
imaginarios definidos por duas involugdes eliticas

2384 —a) Defina os elementos principais duma
homologia. 6) Definapontos isogonais. c) Dada uma
homologia pelo seu eixo, centro e por um par de pon-
tos, determinar os elementos principais e os pontos
isogonais. Justificar a determinagdo déstes ultimos.

2385 — Defina polaridade entre dois planos sobre-
postos e deduza as suas equacdes.

2.* Parte

2386 — Desenhar um tridngulo equildtero OMN
de 4 cm de lado. Marcar sébre o lado M N a partir
de M um ponto A talque MA=Ilcm. Considerar
a hipérbole que tem por assintotas as rectas OM e
ON e que passam pelo ponto A. Determinar a).
A tangente & hipérbole no ponto ~4.6) Os focos da
hipérbole.

2387—Desenhar um tridngulo equildtero ABC
de 4 cm. de lado. Tragar uma recta externa ao trian-
gulo paralela ao lado AB e designa-la por a. Deter-
minar o ponto X de interseccdo de AC com a, e o
ponto F de intersec¢do de BC com a. Marcar sbbre
a,JX'=4cm e FF'=6cm tal que se verifique a
sequéncia X' YXY'. Considerar uma conica que passe
pelos pontos A, B e Ce pelos pontos duplos da invo-
lucdo definidapor (XX) e (FF'). Determinar: a) O
centro duma homologia de recta limite a que trans-
forma a conica considerada numa circunferéncia.
6) O ponto cujo transformado na homologia antericr
seja o centro da circunferéncia.

Notas : a) Lembrar que uma circunferéncia é cor-
tada pela recta do infinito nos pontos ciclicos, b) Qua
centro duma coénica é o polo da recta do infinito.

2388 — Desenhar uma circunferéncia de 3 cm de
raio e de centro O e tragar uma recta | que passe pelo
seu centro. Tomar em | um ponto M da circunferéncia
e tracar uma recta que passa por M e faca 45°com I.
Marcar s6bre ela MA igual a 5cm e MB igual a 8cm,
verificando-se a sequéncia MAB. Tirar por M uma
perpendicular p a |I. a) Determinar mais dois pontos
da conica que passa por A, B, pelo ponto do infinito
de p e pelos pontos imaginarios definidos pela invo-
lucéo elitica que tem por centro O e elementos corres-
pondentes os pontos M e M' da intersecgdo de | com
a circunferéncia desenhada, b) Classificar a cdnica.
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MECANICA

I. S. A. — MECANICA RACIONAL E TEORIA GERAL DB
MAQUINAS — 1" exame de frequéncia ordinario —
7 de Fevereiro de 1946.

2389 — Considere o sistema formado pelos seguin-
tes vectores deslizantes

-AiVi-(-1,3,3) (_..2e,+e,)
~v,=(0,-3,4) (4e,-2e)
A3V ,=(-6,1,2) (-Bei)
~,v,=(0,3,0) (-e.+e,).

Determine as coordenadas vectoriais deste torsor
em relagdo ao ponto C (0,1, 2). Calcule o automo-
mento e o momento minimo. Ache os momentos do
torsor em relacdo aos eixos coordenados. Efectue a
sua redugdo candnica. Escreva a equacdo vectorial
do eixo central. R : As coordenadas vectoriais do tor-

sor dado, em relagio a C, sdo: v=—4ei-t-5e,
(vector principal) e y=0 (momento resultante). O au-
tomomento e o momento minimo s&o nulos. O momento
em relagdo a origem O das coordenadas e'(io=(Z +

+vVA(0—C) = —10ei—8e, +4e,; logo, 0s momentos
em relacdo aos eixos coordenados OXj, Ox, e Ox, va-
lem, respectivamente, —10, —8 e 4. O torsor reduz-se
canonicamente ao vector deslizante Cv ; portanto, a
equagdo vectorial do eixo central, suporte de Cv, pode
escreier-se Q=c+ xv, ou seja, Q= O—4xei +
+ (L+5x) e, +2e,, onde x designa o parametro.

2390 — Demonstre que a derivada do versor de v
¢ dada por

VA MAV
(versv)'= (; ).
R : De versv V, deduz-se
v

. vivyv
(versv)' -* — v vy TVt — & +
1 v'v'—(v|v')v  VA(V'AV)

| T = T5 =

2391 — A equacdo do movimentode P é

i'=0 +2cos3x i+3sen3i j.

Ache a equacdo cartesiana da trajectdéria e indique a
sua natureza geométrica. Determine os vectores vec-
tores velocidade e aceleragdo iniciais. R : A trajec-
téria é a elipse deequagdo x*/4+y'/9=1. A velocidade

GAZETA DE MATEMATICA

RACIONAL

inicial vale P' (0)=9j e a aceleragédo
= -18i.

inicial, P" (0) =

2392 — P e Q tém por trajectéria uma circunfe-
réncia de raio r. Os dois pontos méveis partem si-
multaneamente de A, em sentidos contrarios, com a
velocidade VQ. O movimento de P e uniformemente
acelerado de aceleragdo tangencial x> 0. A compo-
nente tangencial da aceleracdo de Q é também x.
P e Q sobrepdem-se, pela primeiravez, precisamente
no ponto em que Q inverte o sentido da marcha.

Vv

Quanto vale x? R: x= T !

I. S. A.— MECANICA RACIONAL E TEORIA GERAL DE
MAQUINAS — 1.° exame de frequéncia extraordina-
rio—28 de Marco de 1946.

2393 — Sabendo que m= (x-ry-)I2 é a fungdo
potencial do campo (v), 1) determine a natureza
geométrica das superficies equipotenciais e das linhas
do campo ; 2) calcule a circulacdo do vector v desde
o ponto A (2,—4,0) até a origem O das coordena-
das. R : 1) As superficies equipotenciais s&o superfi-
cies cilindricas de revolugdo emtorno de Oz ; as linhas
do campo sdo rectas paralelas a Oxy e concorrentes
com Oz «2) A circulagdo pedida vale dW=10 .

2394 —Entre as coordenadas cartesianas rectan-
gulares (X)Y,Z) do vector v e as do ponto P(x,y,2)
existem as relagdes X=y—z, Y=—X, Z=x. De-
monstre que a funcdo v=v(P) define um campo de
momentos. R : Designando por v, e v.i osvalores do
campo nos pontos P e Pj, respectivamente, verifiea-se
facilmente que se tem v, |(P—Pj)=v,, | (P—Pi) *
Deste  modo, o campo goza da propriedade projectiva ;
logo, €' um campo de momentos.

2395 — Demonstre o seguinte teorema : «para que
0 movimento de P seja rectilineo é necessario que o
vector P'" A P" sejaidenticamente nulo; se P' nunca
se anular, a condicdo anterior é também suficiente».

2 396— Um ponto estd animado de movimento
rectilineo uniformemente variado de aceleragdo igual

a 8m/s’. Para i=3seg. avelocidade é nula. O ponto
passa pela origem dos espacos no instante i=11 seg.
Qual é a equagdo horaria do movimento?

R : «=-220-24 t+4t° (U.m.).
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PROBLEMAS

As resolucdes de problemas propostos devem ser enviadas para a Redaccdo da «Gazeta de Matematica”.

Para facilitar
papel, utilizada

a organizagdo da seccdo, pedimos que cada resolugdo seja transcrita
s6 de um lado (onde outros assuntos nao sejam tratados),

numa folha de
com a indicagdo do nome

e da morada do autor.

Das resolugBes recebidas

de cada problema proposto publica-se

a melhor ou uma das melhores

e mencionam-se 0s autores de todas as resolugdes correctas e s6 destas.

PROBLEMAS

2397 — Se o0s numeros complexos zj,z,,z,eZ4

sdo tais que |zj—z.|= |z.—z. 1= |lz.—z. 1= |z.—zj |,
entdo z+z, =s+i € (z21—z.)/(z.—z.) € um imagi-
nario puro.

2398—NMostre que éigual alo determinante |of|,

SOLUCOES

2338 — Se os comprimentos dos lados a, b e ¢
de um triangulo plano estdo em progressdo aritmé-
tica, os angulos A e B (opostos respectivamente a
a e 6) satisfazem a relacdo cos.4+ sen AcotgBj2=2.
R: Seja P o ponto de interseccdo da bissetriz de B
com b. Do triangulo [ABP] tira-se c=APcosA +
+ BP cos E/2 ou cos A+ (BP/AP) cos E/2= c/AP.
Por outro lado e"BP/AP = (sen A)/(sen E/2) e c/AP =
= a/CP = (c+a)/AC. Logo, cos A+sen A cotgE/2=.
= (c+a)/b=(2a+2r)/(a+r)=2, c.q.d.

BOLETIM

PROPOSTOS

(i,y=1,2,e n), assim definido: a\—aj=1 (i ,j=-
=1,2,---,n) e a=a\-'" +a)_, (<8,8, ¥«

2399 — Mostre que 1im” (nh)*-»'» =

Problemas n.” 2397 a 2399 propostos por José Morgado J. ".

RECEBIDAS

2342 —s Determinar todos os pares de inteiros cujo
produto é igual ao quadruplo da sua soma. R : Sejam
x ey os dois inteiros ; segundo o enunciado, e'xy=4(x+Yy)
ou (x/4)-y=x+y. Sera x=4k,(k inteiro) e, conse-
quentemente, y=4k/(k—1), quere dizer, k—1 divide 4,
pois nado divide k ey e'inteiro. Entdo k= —3,—
—1,0,2,3,5 e os pares de inteiros correspondentes
sdo: —12e3; -4 e2;0e0; 8e8; 12 e6; 20 e 5.

Solugdes n.** 2338 e 2342 de José Machado Gil (Barquinha).

BIBLIOGRAFICO

Nesta seccAo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de Mateméatica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares a Redacgao
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Arithmetic.
Mathematica.

Em separata do Vol. X1,1945, de Scripta Mathema-
tica, publicou Bertha M. Frick, uma desenvolvida
noticia 6obre a Primeira Aritmética Portuguesa, noti-
cia, a que foi levada pelo conhecimento que teve da
existéncia recente na Biblioteca da Universidade de
Columbia do:

Tratado da pratica d'Arismetica composta & orde-
nada per Gaspar Nicolas, agora quarta vez impressa,
& com muita diligenca emmendada. Vendese em
Lixboa em casa de Francisco Grapheo Liureiro. 1559.
e de nem esta nem qualquer das aritméticas portu-
guesas do século XV I,vir citada na Rara Aritmética

FRICK, Bertha M.- The firsf Portuguese
Separata do Vol. X1, 1945 de Scripta

do professor David Eugene Smith nem na sua Addenda
de 1939.

A esta aritmética faz referéncia Gomes Teixeira
na Historia das Matematicas em Portugal, dando a
existéncia de um exemplar da primeira edicdo de
1519, na Biblioteca da Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto. Um outro exemplar da 1.*
edicdo deve existir na Bibliotecada Casa de Braganca
em Vila Vigosa, pois pertencia a D. Manuel I1,e um
exemplar da 3.» edicdo, de 1541, existe na Biblioteca
de Evora. Na Biblioteca Nacional de Lishoa s6 existe
um exemplar da 10.* edicdo de 1716, duzentos anos
depois da data da 1.*.

Esta Aritmética tem bastante interesse por duas
razbes a primeira por que sendo escrita em portugués



6

em 1519, é de notar que em ltalia s6 existiam, a data,
uma meia d0zia de aritméticas a primeira das quais
datada de 1478 ; na Alemanha sé duas aritméticas,
escritas em aleméo tinham sido publicadas uma em
1489, e uma outra que, entre 1514 e 1584, teve varias
edices. Em Espanha a primeira aritmética aparece
em 1512, a qual foitraduzida para francés em 1515,
constituindo esta tradugdo a primeira aritmética
escrita em lingua francesa.

Uma segunda aritmética espanhola foi publicada
em 1515. Quer isto dizer que Portugal teve a sua pri-
meira aritmética, escrita por um portugués, quando
ainda em Espanha e na Alemanha eram raras, e em
Franga nada havia além da tradugdo do espanhol.

A segunda razdo aparece no facto de ela ter tido
10 edicBes, a ultima das quais em 1716, o que mostra
a popularidade da obra, cuja influéncia, no ensinofoi
por isso notavel.

A noticia de Bertha Frick, que refere todos éstes
factos é muito desenvolvida e completa. Nela se faz a
analise da obra e das varias edi¢des, procurando-se
determinar o lugar das edigbes e resolver alguns pro-
blemas de ordem bibliografica que elas levantam,
mostrando a autora bom conhecimento, até do desen-
volvimento da arte tipografica em Portugal no
século X V1.

Em apéndice da-se uma lista das 10 edi¢bes do
tratado, e das outras aritméticas portuguesas do
século XV, bem como a bibliografia de que a autora
se serviu.

Trata-se, como se vé, de um estudo meticuloso, que
pode servir de guia a trabalho do género, e que ndo
nos dando novidades, pois a bibliografia é toda por-
tuguesa, tem no entanto o mérito de pdr em evidéncia
um trabalho de aritmética publicado em Portugal
numa época em que tais escritos eram raros na Europa.

José da Silva Paulo

58 — PICONE, MAORO e MIRANDA, CARLO —Eser-
cizi di Analisi matematica — 2.» ed. — «Studium
Urbis» —Roma, Citta Universitaria, 1945.

No ensino da Matematica, como no ensino de qual-
quer ciéncia, ha que atender a esta norma fundamen-
tal : ndo estabelecer uma funda separacédo entre a teo-
ria e apratica. Quando tal norma néo seja respeitada,
0 ensino teorico perderd eficiéncia e o ensino pratico
conduzird a uma perigosa mecanizacdo, que é a anti-
tese mesma do espirito matematico.

Ora o presente livro de exercicios dos Prof." Picone
(da Universidade de Roma) e Miranda (da Universi-
dade de Né&poles) nao esta seguramente em desacordo
com aquele principio. A escolha dos problemas, o seu
encadeamento mutuo e as consideragdes de que vém
precedidos ou entremeados fazem deste livro um subs-
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tancioso e sugestivo comentario da teoria, o qual ndo
s6 ilumina as nogdes propriamente tedricas, como
ainda prepara o estudioso para enfrentar questdes de
interesse eminentemente pratico. Estd-se portanto
aqui muito longe dos bem conhecidos receituarios
acéfalos, que tao deploraveis servigos tém prestado,
sobretudo entre nds. E menos ainda se estd em pre-
senca dum amontoado de questdea sem interesse, des-
ligadas do realidade, no género daqueles «quebra-
-cabegas» de almanaque, que fazem as delicias dos
generais reformados e dos matematicos manques.

A distribuicdo das matérias é a segninte: Cap. |,
NUmeros complexos. Equagbes algébricas (sem méto-
dos de aproximagdo). Cap. Il,Andlise combinatéria.
Determinantes.  'Sistemas de equac0es lineares. Cap |11,
Limites. Euncbes duma variavel. Cap. IV, Derivadas
das funcbes duma variavel. Cap. V, Integrais das
funcdes duma varidvel. Cap. VI, Séries. Cap. VI,
Derivadas e diferenciais para asfungdes de mais duma
variavel. Cap. VIII, Integrais curvilineos. Cap. I X,
Integrais multiplos. Cap. X, Equagbes diferenciais.

A todos os assuntos (exceptuado o das equagdes
algébricas) é dado o maximo desenvolvimento com-
pativel com a mentalidade dos leitores a que se des-
tina: alunos dos dois primeiros anos de Matematica
das universidades italianas. Os exercicios, numerosos
e varios —sempre acompanhados de abundantes con-
sideracGes tedricas — sdo escalonados de maneira a
tornar facil a subida, mesmo aos alunos dotados de
menos félego. Todo o livro é escrito com aquela cla-
reza, simplicidade e precisdo, que distinguem as obras
didacticas italianas e tornaram téo familiares aos nos-
sos estudantes de Matematica os nomes de Enriques,
Castelnuovo, Levi-Civita, Severi, Amaldi, Pincherle,
Fubini, etc., etc.

Pelos referidos predicados, esta obra parece-nos
mesmo recomendavel aqueles estudiosos que, ndo tendo
podido seguir cursos regulares, necessitem duma boa
cultura matematica.

José Sebastido o Silva

59- GILLESPIE. R. P.— Integration. 3 th. ed.
Oliver and Boyd Ltd.—Edinburgh and London, 1945.

A. C. Aitken e D.E. Rutherford dirigem desde 1939
a edicdo duma excelente colec¢do de textosintitulada
«University Mathematical Texts». Alguns destes |i -
Vvros, com uma simpatica apresentagdo grafica, sdo
destinados, geralmente, a um largo publico e a forma
simples, ainda que correcta, por que sdo tratados os
assuntos garantiram-lhe uma boa aceitacdo da parte
dos leitores.

«Intégration» da autoria de Gillespie é um livro que
parece dedicado aos estudantes que precisam de adqui-
rir um conhecimento elementar dos métodos gerais e
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particulares de primitivagdo e de possuirem os con-
ceitos de integral de Riemann, simples e multiplo,
integral curvilineo, de superficie, etc., indispensaveis
para abordar o estudo de muitas questdes nos mais
variados campos cientificos. Os primeiros capitulos
sdo muito faceis de abordar e ndo requerem da parte
do leitor mais do que o conhecimento dos elementos
do calculo diferencial. A nogdo de integral definido
é introduzida como o célculo de areas planas e de vo-
lumes de revolugdo. SO no capitulo V é que é apre-
sentada uma definigdo mais rigorosa e se estudam as
principais propriedades do integral de Riemann.
O capitulo seguinte ocupa-se das generalizacdes déste
conceito : integrais improprios, paramétricos, etc.,
sendo alguns paragrafos dedicados a um rapido estudo
das funcdes T e 6de Euler. No Ultimo capitulo é,
sobretudo, completado o estudo dalguns dos assuntos
tratados anteriormente.

O conceito de integral curvilineo, tratado sé no
caso das curvas planas, parece-nos poderia ser defi-
nido duma forma mais natural e geral. Também por
uma forma igualmente acessivel se pudessem talvez
apresentar os conceitos de integral de Lebesgue e de
Stieltjes hoje de tao largas aplicacdes. Muito seria
de desejar, na nossa opinido, a coleccdo Univ. Math.
Texts viesse a contar do futuro comum livro contendo,
entre outras, estas matérias que seriam levadas ao
conhecimento dum grande publico, como merecem.

E de registar também o nimero e qualidade dos
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exercicios que acompanham e esclarecem os assuntos

versados neste livro. Manuel Zaluar Nunes

60 —TURNBULL, PROF. H. W.—Theory of
Equations—3." ed. — University Mathematical Texts
— Oliver and Boyd —Edinburgh and London, 1945.

O Autor 6 porventura ja conhecido de ha muito
dalguns dos nossos leitores. Limitamo-nosatraduzir
passagens do prefacio que traduzem fielmente as ca-
racteristicas principais deste livro.

«Contém uma exposicdo rapida e elementar sobre
equagOes algébricas, desenvolvida tanto sob o aspecto
teérico como pratico, e acompanhada da algebra dos
polinémios e das funcdes racionais.

. Sé&o tratadas as equacdes dos 3.» e 4.° graus, as
equagOes de tipo mais geral, a eliminagdo e as fun-
¢cdes simétricas, mas ndo se aborda a tooria dos inva-
riantes nem a dos grupos.

O livro foiescrito com apreocupagdo constante
do desenvolvimento histérico da algebra ; muitos dos
assuntos foram escolhidos pela sua importancia ndo
s6 por fazerem parte da educacdo matematica geral
mas por serem preliminares no estudo de toda a al-
gebra superior».

A 3.* edicdo é ampliada comum capitulo onde veem
indicadas algumas contribui¢des recentes dos alge-
bristas da Escola de Edinburgh. O livro tem também
como origem um curso feito pelo Autor na Universi-
dade de St. Andrews.

Manuel Zaluar Nunes

PUBLICAQ@ES RECEBIDAS
REVISTAS E PUBLICAGOES EXCLUSIVAMENTE DE MATEMATICA

NACIONAIS

Publicagdes do Centro de Estudos Matematicos
do Porto —n.° 17 — Sébre oscorpos comutativos — por
A. Almeida Costa —1946.

Publicagdes da Junta de Investigacdo Matema-
tica— Cadernos de Analise Geral:

N." 2 e 5— «Teoria Geral da Afedida» —1-2— Me-
dida a Jordan — Ruy Luis Gomes e Laureano de
Barros —2.* edigdo —1946.

Portugaliae Malhematica—Vol. 5, Fase. 3-4:

Maurice Fréchet — Fondements des méthodes statisti-
ques d‘estimation.

Henryk Scharf—Intégrale et mesure dans certains
espaces algébriques (supplément).

H. Hadwiger — Ein Translationssatz ~ fiir
positiven  Masses.

Antonio Gido — Forces
electromagnétisme.

Mengen

nucléaires, gravitation et

Vaclaw Sierpinski — Sur une propriété des espaces
métriques dénombrables.

L. A. Santalé—Sobre los cuerpos convexos de anchura
constante en E,,.

Ruy Luis Gomes — Au sujet de la notion de fonction-
nelle.

A. Pereira Gomes — «Sur I'axiome de semi-regularité.

Sze-tsen Hu—Homotopy properties of the space of
continuous paths.

ESTRANGEIRAS

Argentina

Boletin Matematico—(Buenos Aires) —Ano X1X,
n.°" 9-10 (1946).

Malhemalicae Notae — (Rosario) — Boletin del
Instituto de Matematica — Facultad de Ciéncias Ma-
tematicas, etc. de la Universidad Nacional del Litoral
— Ano 6.°—Fases 1, 2 (1946).

Revista de la Union Mateméatica Argentina —
(Buenos Aires) — Vol. XI11—nim. 1 (1946).
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Espanha

Matematica Elemental — (Madrid) — Revista pu-
blicada por el Instituto «Jorge Juan» de Matematicas
y la Real Sociedad Matematica Espanola— 4.* série

—Tomo V1 (1946) n."4,5,6 ; Tomo VII (1947)-n.» 1.

Revista Matematica Hispano-Americana publicada
por el Instituto «Jorge Juan» de Matematicas y la
Real Sociedad Matematica Espanola—Tomo V| (1946)
n» 6; Tomo VI1I (1947) n.» 1.

Estados Unidos da América do Norte

Scripla Malhematica— (New-York) — A quarterly
journal devoted to the Philosophy, History, and Ex-
pository Treatment of Mathematics — Vol. X11,n-° 2
(1946).

Franca

Intermédiaire des Recherches Mathématiques —
(Paris) — Sujets de recherches réunis sous ladirection
de Paul Belgodére — Tome 2, fasc. 8 (1946) ; Tome 3,
fasc. 9 (1947).

Cours d'Analyse
des Fonctions —1942;

| — Théorie
Fonctionnelles,

Mathématique:
|| — Equations
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Applications —1945 — par Georges Valliron. Masson

et Cie., Edit. Paris.

Ecole Normale Supérieure — Publications des
Laboratoires— Mathématiques. | X—«Sur certaines
fonctions aléatoires stationnaires.  Application a Vétude
des fluctuations dues a la structure électronique de
I'Electricité—par André Blanc-Lapierre. Masson et
Cie., Edit. Paris, 1945,

Inglaterra

The Mathematical Gazette — (London) — edited
by the Mathematical Association—vol. 30, n.° 288,
291, 292 (1946).

The Journal of the London Mathematical Society
Vol. 21, part 1, n.» 81 (Jan. 1946).

A [irst course in Mathematical Statistics—by C.
E. Weatherburn. Cambridge University Press, 1946.

An Index of Mathematical Tables—by A. Flet-
cher, J. C. P. Miller and L. Rosenhead — Scientific
Computing Science Limited — London, 1946.

Conlribuitions to the study of oscillatory lime-
series by M. G. Kendall. Ed. National Institute of Eco-
nomic and Social Research — Occasional papers I X;
Cambridge University Press, 1946.

OUTRAS PUBLICAGOES

Afinidades— (Lisboa)—Revista de Cultura Luso-
-Francesa — n<" 19 e 20 — 1946.

A investigacdo cientifica e a importéncia nacio-
nal da Universidade—por Flavio Resende. Ed. do
Autor.

Determinacdo Radiotelegrafica da Longitude e
Problemas Correlativos — por José Anténio Madeira
— Publicagdes do Sindicato Nacional dos Engenhei-
ros Geografos, 3.* série —n.° 44, 1945.

Gazeta de Fisica — (Lisboa) — Revista dos Estu-
dantes de Fisica e dos Fisicos e Ténico-Fisicos Por-
tugueses — Vol. 1, fasc. 2— Janeiro, 1947.

Portugaliae Physica— Vol. 2, Fasc 2:

A. Van Itterbeck et L. de Greve — Mesures sur les
films minces en argent.

José Sarmento — Etude des satellites de la raie La
de Vor.

G. Dedebant — Les schémas aléatoires devant la re-
lativité  restreinte.

Publicacbes do Centro de Estudos de Engenha-
ria Civil do I.S. T.— Lisboa— 1. A.C

N.° 3. Estacas para Fundagbes — por
Vasco Costa —1946.

Fernando

N.° 4. Estudo experimental do campo de tensdes pela
rotura duma camada aderente —por Julio Ferry Bor-
ges—1947.

Técnica — (Lisboa) — Revista de Engenharia dos
Alunos do I.S. T.-n.<" 169-1946 ; 170,171-1947.

Vértice — (Coimbra)— Revista de culturae arte—
Vol. Il — n.°- 43 e 44 —1947.

Ecole Normale Supérieure — Publications des
Laboratoires — Physique. | —Durée de vie de la raie
de résonance d'intercombinaison du zinc —par Henri
Bruck. Masson et Cie., Edit. Paris 1942.

Ecole Normale Supérieure — Publications des
Laboratoires — Physique. VI — Les Applications du
Calcul Opérationnel—par Pierre Herreng — Masson
et Cie, Edit. Paris, 1944,

Euclides — (Madrid) — Revista mensual de Cién-
cias Exactas, Fisicas, Quimicas, Naturales y sus
Aplicaciones— Tomo VI, n.°" 65-66, 67 — 1946, e
Tomo VII,n.° 71- 1947.

Revista Politécnica —(Sao Paulo) —n.» 149—1945.

The Method of Dimensions —by A. W. Porter —
Methuen's Monographs on Physical Subjects, London
1946.
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publicard quatro nimeros no meado de cada um dos meses seguintes

FEVEREIRO,
Cada nuamero

MAIO,

CONDICOES DE ASSINATURA

A administragdo da Gazeta de Matemética aceita,
guando pedidas directamente, assinaturas anuais de
guatro numeros, ao preco de 30 escudos, para o que
basta indicar o nome, a morada e o local da cobranca.
As assinaturas sdo renovadas automaticamente no
seu termo, salvo aviso prévio em contrario. Todas as
assinaturas tém inicio com o primeiro nimero publicado
em cada ano.

ASSINATURAS GRATUITAS

Todo o assinante que indique a administragdo da
Gazeta de Matematica dez novos assinantes beneficiara
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte
ao da sua assinatura.

NUMEROS ATRAZADOS

Encontram-se completamente esgotados os nimeros
1,2,4 a11,13 e 14. Os restantes nimeros sao vendidos
aos precos seguintes : 3, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 23 cada 6,50 escudos; 22, 24, 25, 26, 27, 28, 29
cada 10 escudos.

COLECCOES COMPLETAS

O pequeno nimero de colecgbes completas ainda
existentes destina-se a bibliotecas de escolas e esta-
belecimentos oficiais sendo a sua venda feita ao preco
de 330 escudos (colec¢do dos 30 primeiros nimeros).

AGOSTO E
tera, em geral, 32 paginas e o preco de 10 escudos

NOVEMBRDO

PONTOS DE EXAME

Uma das seccdes permanentes da Gazeta de Mate-
matica é constituida pelos pontos de exame de aptidao
as universidades e pontos de exames de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica das escolas supe-
riores. A distribuigdo déstes pontos pelos diferentes
nimeros da Gazeta de Matematica €, em geral, a se-
guinte :

Exames de aptiddo —nUmeros de Maio e Agosto.

1.° exame de frequéncia— numeros de Novembro

e Fevereiro.

2.° exame de frequéncia—nUmero de Maio. .

Exames finais—ndmeros de Maio e Agosto.

Cada um déstes numeros poderd publicar e publi-
carad outros pontos além dos indicados na distribuigdo
anterior.

NOVA EDIGAO DO PRIMEIRO ANO

Por motivos alheios a vontade da redacgdo e da
administracdo da Gazeta de Matematica a anunciada
reedicdo do ano |, que se encontra no prelo, ndo poude
ser publicada na época prevista. A acumulagdo de
trabalho na tipografia obriga a adiar mais uma vez
a conclusdo desta reedicdo que julgamos poderd apa-
recer até ao fim do corrente ano lectivo.

Esta nova edigcdo oferece aos leitores da Gazeta de
Matematica a possibilidade de completarem as suas
coleccBes, no formato e caracteristicas actuais e com
textos cuidadosamente revistos. A nova edigdo do
primeiro ano seguir-se-a a do segundo ano, também
com o texto revisto e no formato actual.

A nova edicdo do primeiro ano da Gazeta de Mate-
matica, nimero 1 a 4, serd posta a venda ao prego de
40 escudos. Beneficiard do prego especial de 30 es-
cudos quem se inscrever até 31 de Maio de 1947
e pagar esta quantia a administragdo da revista.

Assine a Gazeia de MaiemaUca e concorrerd para o

melhoramento de umarevista sem objectivos comerciais
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