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Que é ensinar? É dar sistemàlicamente ao aluno 
oportunidade à descoberta própria. 

* Herbert Spencer 

I. ELEMENTS IMAGINAIRES. REPRESENTATIONS REELLES 
par Paul Belgodère 

Imaginaires-. 

I I n'est pas nécessaire d'insister sur l'importance de 
l'extension aux éléments complexes des propriétés 
géométriques: sans cette extension, la géométrie algé­
brique perdrait une grande partie de sa simplicité, et 
se réduirait à une géométrie finie, beaucoup moins 
riche. D'ailleurs les éléments imaginaires sont utiles 
même pour l'étude des figures réelles, car leur adjonc­
tion permet de passer par continuité de figures réelles 
à d'autres ligures dont la structure réelle est diffé­
rente (à cause de relations d inégalité), mais qui sup­
portent des théorèmes analogues : c'est le ^principe île 
continuité». Par contre, les imaginaires ne présentent 
en général pas assez de souplesse et de généralité — 
sauf peut-être au voisinage d'un point singulier — 
pour être utilisés avec profit en Géométrie infinitési­
male directe, et dans l'étude des fonctions sous des 
conditions peu restrictives de dérivabilité : dans le 
domaine complexe l'existence de dérivées premières 
entraîne l'analvticité ; cette analyticité presque obliga-
gatoire n'existe d'ailleurs pas avec certains nombres 
bypercornplexes, construits avec une clef : ou i telle 
que e 2 =0 ou k - — . 

La géométrie analytique complexe est dominée par 
le principe de permanence: toute propositon de géomé­
trie réelle susceptible d'un énoncé analytique (e'est-
-à-dire par l'intermédiaire d'égalités entre fonctions 
analytiques des coordonnées), admet une démonstra­
tion par le calcul seul, et ce calcul garde un sens pour 
des éléments complexes, ce qui permet de leur étendre, 
par définition et sans risque de contradiction, les pro­
priétés des éléments réels. En général, et en parti­
culier chaque fois que l'on se borne à des propriétés 
algébriques, les éléments singuliers pour lesquels le 
calcul pourrait accidentellement perdre sa significa­

tion ne peuvent constituer une coupure empêchant le 
passage continu entre éléments réguliers correspon­
dant à des valeurs différentes des paramètres (chaque 
paramètre complexe peut varier arbitrairement, en 
contournant les valeurs singulières, qui sont isolées): 
i l n'y a pas à se préoccuper des cas de figure, et les 
théorèmes de géométrie complexe sont plus simples 
qu'en géométrie réelle. 

Isotropes: 

En géométrie algébrique complexe, n'importe quel 
invariant attaché à une figure peut prendre la valeur 
zéro pour des valeurs convenables des paramètres i n i ­
tiaux. On obtient ainsi des éléments singuliers, dont 
l'importance est fondamentale dans la plupart des 
problèmes pratiques. 

En particulier,toutes les propriétés métriques(angles 
et distances) de la géométrie euclidienne sont domi­
nées par l'existence de droites isotropes (de longueur 
nulle), qui conservent leur importance en géométrie 
anallagmatique. Leurs propriétés sont paradoxales: 
Une isotrope fai t un anjrle infini avec toute droite, un 
angle indéterminé avec elle même, Dans un plan 
isotrope, la'distance de deux points ne dépend que des 
isotropes qui les portent, et est donc fonction linéaire 
d'une abscisse convenable: la relation de OHASLES et 
d'autres relations analogues restent donc valables pour 
des points non alignés d'un plan isotrope. La géo­
métrie dans un plan isotrope est un cas limite de la 
géométrie plane euclidienne, la notion d'angle peut y 
être remplacée par l'existence d'un écart angulaire, 
qui joue le rôle d'un angle infinement petit, et dont 
les propriétés sont corrélatives de celles de la distance 
euclidienne. Dans les déplacements, les isotropes 
s'échangent entre elles, et i l en est de même dans l'es-
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pace pour les cercles-paraboles, tangents à l 'ombili­
cale. Dans le plan, les paraboles équilatères (dont le 
point à l ' inf in i est un point cyclique) admettent, con­
trairement aux coniques réelles, une rotation d'ordre 
3 autour de l'un de leurs points . . . Mais, malgré ces 
apparences singulières, les isotropes sont indispensa­
bles à l'étude de la géométrie euclidienne, déduite de 
la géométrie projective par fixation d'une conique 
ombilicale, et la géométrie réelle s'explique par des ima­
ginaires sous-jacents. 

Représentations réelles: 

Lorsque, par un artifice quelconque, et de préfé­
rence à l'intérieur d'un groupe déterminé, on réussit à 
associer à tout élément complexe un élément réel 
(dépendant de deux fois plus de paramètres réels qu' i l 
n'existait de paramètres complexes pour l'élément i n i ­
t ial) , on peut énoncer sur cette représentation les pro­
positions géométriques transposées de la géométrie 
complexe initiale. Cela permet en particulier de ma­
térialiser sur des éléments réels des constructions iso­
morphes de celles que l'on peut imaginer pour des 
éléments complexes, et qui n'étaient réalisables que 
par le calcul. 

I l existe évidemment une infinité de représentations 
réelles possibles, deux d'entre elles n 'étant liées que 
par une isomorphic de structure, et pouvant même être 
bâties à l'aide d'éléments de nature différente. I l 
n'existe donc pas de loi générale, mais on peut indi­
quer, sur l'exemple des représentations couramment 
utilisées, les caractères généraux d'une bonne figura­
tion, apte à faciliter les raisonnements. I l y a intérêt, 
lorsque l'on figure les éléments complexes par des élé­
ments réels du même espace, à ce que tout élément 
réel soit figuré par lui même, et à ce que l'élément 
réel attaché à un élément complexe lui soit lié de 
manière covariante par le groupe principal de la géo­
métrie complexe initiale — ou par un sous-groupe. 
Un procédé commode pour obtenir une telle figuration 
consiste à attacher à l'élément complexe ini t ia l (auquel 
on peut adjoindre si nécessire l'élément complexe con­
jugué, en lui faisant jouer de préférence un rôle anti-
symétrique plutôt que symétrique) une figure algé­
brique, covariante par le groupe principal, et dont 
on n'envisagera ultérieurement que la partie réelle. 

Les conditions d'analyticité en éléments complexes 
font apparaître, dans la représentation réelle, des con­
ditions plus cachées de géométrie différentielle, qui 
sont la traduction des «Conditions de CAOCHY», et qui 
expriment la différence entre une quantité dépendant 
d'un paramètre complexe et une quantité plus générale 
dépendant de deux paramètres réels. Par exemple, 
la partie réelle d'une fonction d'une variable complexe 
ai-M'y est fonction harmonique de x et y. 

Exemples dans le plan : 

Citons quelques exemples, pour la représentation 
réelle des éléments imaginaires du plan : 

Dans le groupe métrique, anallagmatique ou con­
forme, on peut attacher à chaque point complexe A 
les deux isotropes qui en sont issues, d'où le segment 
de leurs points réels qui sont les foyers du point A et 
du point conjugué. Toute transformation métrique) 
anallagmatique ou conforme directe complexe induit 
sur la première et sur la deuxième images réelles des 
transformations métriques, anallagmatiques ou con­
formes directes réelles, indépendantes l'une de l'autre, 
et qui viennent se confondre si la transformation i n i ­
tiale est réelle. Ces propriétés restent valables sur la 
sphère, et i l y a intérêt à considérer les points réels 
images comme appartenant à deux feuillets différents 
superposés mais indépendants. Chacune des images 
réelles associée aux points d'une droite du plan per­
met ainsi d'associer à toute affixe complexe un point 
réel (représentation de CADCHY). Plus généralement, 
les points d'une courbe complexe ont des images qui 
se correspondent par une transformation conforme 
inverse (symétrie de SCHWAKZ). Pour la sphère, lea 
deux images réelles d'un point complexe peuvent être 
jointes par une droite orientée, réelle, rayon de la géo­
métrie hyperbolique de CAYLEY associée, qui devient 
indéterminé lorsque le point ini t ia l est réel. 

Dans le groupe linéaire, on peut attacher à chaque 
point imaginaire et à son conjugué le segment réel 
orienté, concentrique et homothétique du précédent 
dans le rapport i. 

Dans le groupe projectif d'une conique idéale (d'é­
quation réelle, sans point réel), on peut attacher à 
chaque point les deux tangentes à la conique qui en 
sont issues, puis les deux points réels d'une sphère de 
RÍKMANN qui y ont pour affixe les deux paramètres 
complexes de ces tangentes, et enfin le rayon réel, non 
orienté, qui les joint. Si l'on associe au point com­
plexe ini t ia l les deux points réels de la sphère de 
RÍEMANN qui ont pour affixes le paramètre d'une tan­
gente et le conjugué de l'autre, on trouve une représen­
tation peu différente de 1 a représentation donnée comme 
premier exemple, par l 'intermédiaire des isotropes 
et dont la validité s'étend maintenant à la géométrie 
métrique, anallagmatique ou conforme non euclidienne. 

Dans le groupe métrique, on peut remarquer que 
si deux points A, A' se correspondent par rotation, 
leurs foyers B , B' se correspondent par une homo-
thétie de même centre : ceci explique la représentation 
cinématique de BLASCHKE, qui associe à tout point com­
plexe B du plan z = 0 la droite réelle de l'espace 
passant par le point de même abscisse du plan z = i : 
lorsque la droite image passe par un point fixe réel de 
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l'espace les foyers réels A, A' du point B se corres­
pondent par une rotation réelle. De même, lorsque la 
droite réelle de l'espace est située dans une plan fixe, 
les foyers réels A, A' du point B se correspondent 
par un retournement. 

Exemples dans l'espace .-
Citons maintenant quelques exemples de représen­

tation réelle des éléments imaginaires de l'espace: 
Dans le groupe anallagmatique, on peut considérer 

tout point complexe comme foyer d'un cercle réel, tracé 
sur le cône isotrope centré en ce point. La distinction 
entre le point ini t ia l et le point complexe conjugué 
permet d'orienter le cercle et d'en faire un cycle. Les 
points d'une isotrope sans point réel ont pour image 
les cycles d'une congruence paratactique. Les points 
d'une sphère ont pour image les cycles orthogonaux à 
cette sphère. 

Dans le groupe linéaire, on peut attacher à chaque 
point complexe et à son conjugué le segment concen­

trique, homothétique dans le rapport i . On peut aussi 
leur associer leur milieu et le vecteur libre quotient 
par 2« de leur vecteur de jonction, ce qui revient à 
étudier séparément la partie réclle_et la partie ima­
ginaire. Une courbe complexe est alors représentée par 
une surface réelle, armée d'un champ de vecteurs, et 
la condition d'anaTyticité impose à la surface réelle 
d'être imaginairement de translation : ses génératrices 
imaginaires sont homothétiques de la courbe initiale ; 
dans le cas général, les coordonnées x, y, z , des 
points réels de la surface représentative sont fonc­
tions harmoniques de deux paramètres u, t> ; si la 
courbe initiale est de longueur nulle, on obtient ainsi 
la génération géométrique des surfaces minima. 

Dans le groupe projectif, on obtient une représenta­
tion réélit des points d'une courbe complexe par les 
droites réelles qui rencontrent la courbe, ou par les droi­
tes réelles des plans osculateurs de cette courbe . Si, 
dans ce dernier cas, la courbe est de longueur nulle, 
on obtient une congruence isotrope de droites. 

(Continua) 

H I S T O R I A D A M A T E M Á T I C A 
GODOFREDO GLHLLERMO LEIBNIZ (1646-1716) 

por J . Ga/íego-Diaz 

Lo que hoy se llama Análisis Infinitesimal tuvo su 
cuna en la mente genial de Leibniz. E l fué quien, 
por vez primera, pronuncio la palabra función y es 
justo proclamar — apagados ya los ecos de la enco-
nada controvérsia entre newtonianos y leibnizianos — 
que su maravillosa invención dei cálculo infinitesi­
mal fué enteramente independiente de la realizada por 
Newton cási simultáneamente. 

La evolución iniciada por Descartes en la Matemá­
tica creando lo que Ampère bautizó mas tarde con el 
nombre de geometria analítica, fué seguida de otra 
no menos importante : el problema directo o de las 
tangentes y el inverso (cuadraturas y rectificaciones) 
eran resueltos con la máxima generalidad. 

Si tuviéramos que reflejar en una formula la rela-
ción entre los griegos y los artífices dei universo 
matemático diríamos que Descartes es a Apolonio lo 
que Leibniz es a Arquimedes. 

Sin embargo, la traseendencia de los descubrimien-
tos leibnizianos era tal que no debe sorprendernos el 
irónico comentário de Leibniz en carta dirigida a uno 
de sus amigos: «No he podido por menos de reir 
cuando he visto que ellos — el cartesiano Malebran-
che — consideran el álgebra (el álgebra de las canti-
dades finitas, se entiende) como la más grande y 
sublime de todas las ciências». 

Pero la insaciable curiosidad espiritual de Leibniz 
no se dirigia solo al estúdio de la matemática pura. 
La filosofia, la jurisprudência, la história, la química, 
la física y la teologia recibieron el soplo impetuoso 
de su génio universal. 

Su mas honda ambición se centraba en aquella 
«Vera Cabbala» «ars inveniendo y ars combinatória» 
gracias a la cual ha sido posible desarrollar toda la 
labor crítica que sobre los fundamentos de la mate­
mática se ha realizado en nuestro siglo. 

Un espaîiol egrégio, Raimundo Lubio, habia tenido 
el mismo sueíio. E l «arte lullica» fué quizà, para 
Leibniz, un valioso estímulo, no por,superado menos 
digno de reconocimiento. 

A pesar de su clara visión dialéctica necesitó vários 
aî iospara pasardelaidea a los hechos y tal vez no se 
hubiera decidido a publicar sus descubrimientos en 
1684, en la revista Acta Eruditorum por él fundada, 
si no hubiera sido porque uno de sus mejores y mas 
inteligentes amigos, Walter Ehrenfried, conde de 
Tschirnhaus, habia ya comenzado a publicar como pro-
pios los teoremas que confidencialmente le habia 
comunicado Leibniz. 

La influencia que la obra de Leibniz tuvo en la 
posterior generación matemática ha ido creciendo 
hasta nuestros dias. E l fué el primero que empeló 
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los determinantes, demostro el teorema que lleva el 
nombre de Wilson, resolvió el famoso problema de la 
braquistocrona y otros de cálculo ile variaciones; dió 
la fórmula de la potencia de los polinómios, «renera-
lizando la dei binómio de Newton, y sembró en mult i-
tud de campos con tal profusion, que los frutos aún 
no acabaron de recojerse. 

Los filósofos no matemáticos han deformado su 
obra hasta la caricatura; fenómeno éste, por lo demás 
tan frecuente como lamentable. En el siglo pasado, 
por ejemplo, Duhring, en su célebre «Curso de Filo­
sofia» demostro hasta la saciedad que era totalmente 
impermeable su espiritu para la filosofia matemática 
leibniziana. Otro filósofo (?) Julian Manes dice, a 
propó.-ito de Leibniz en su libro : «La filosofia del 
P. Gratry» — «En el infinitamente pequeno no hay 
cantidad. El infinito no es una cantidad muy grande 
ni el elemento infinitesimal es una cantidad muy 
pequena; no es pequeiw, sino nulo». 

Quis neget, naturam instinctu solo, sine etiam ratio-
cinatione, docere geoinetriam ? 

La biografia de Leibniz es demasiado rica para que 
pueda resumirse en unas poças lineas. Nació en 
Leipzig el 1." de Julio de 1646 y murió ern Hannover 
el 14 de Noviembre de 1716. Desde su infância demos­

tro sus extraordinárias dotes intelectuales que no 
fueron apreciadas en su ciudad natal. Se doctoró en 
Leyes, en Nuremberg. Escribió poesias de escaso 
valor y siguió los cursos de Matemática de Erhard 
Weigel, en la Universidad de lena. Weigel era un 
tipo médiocre que no supo ver en Leibniz aptitud 
alguna para la Matemática. Luego, como diplomático, 
estuvo en Paris y Londres. Conoció a Huvghens, a 
quien revelo sus primeras emociones cuando consiguió 
demostrar, con estrernccimientos de inefable embria­
guez, totalmente incomprcnsible para el profano, que 
la suma de las raices cuadradas de dos complejas 
conjugadas era una cantidad real. Leibniz tuvo la 
Suerte de no tener que dar clases de Matemática en 
Universidad o Instituto alguno. Mas tarde pasó al 
servicio de los Duques de Brunswick que le dejaron 
morir oscuramente, obíigándole a Ia ímproba tarea 
de desentranar su aristocrática selva genealógica. 

Su glória, osculatriz a la de Newton, es mas uni­
versal que la de éste. Su espiritu fáustico era de 
naturaleza compleja e irracional ; solo asi era posible 
abarcar la estructura dei universo ; sólo asi era posi­
ble que su obra goce de esa actualidad que le está 
siempre reservada a quien realiza alguna revolution 
verdadera. 

A P L I C A Ç Õ E S D A M A T E M Á T I C A 
F Í S I C A T E Ó R I C A 

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES F O N C T I O N S D ' O N D E C O S M O L O G I Q U E S DES PARTICULES ÉLÉMENTAIRES 

par António Gião 

Dans deux mémoires récents 0) sur la synthèse de la 
Relativité générale et de la mécanique ondulatoire 
j ' a i montré que les équations W„„ = a„ f , , et a0) 't>m„ — 
= 3„'t>„,„ (où A est le laplacien de la métrique interne 
dsl=gikdx'dx.k de l'espace-temps et sa le laplacien de 
la métrique externe dn?=aikdx' dxk) ont un ensemble 
dénoinbrable de valeurs propres a„, fi„ et qu'à chaque 
et, (ou :•;„) correspondent quatre fonctions propres inva­
riantes et non-arbitraires Wmn et <lim„ ( i « = l , 2 , 3 , 4 ) , 
qui sont les fonctions d'onde cosmologiques des parti­
cules élémentaires de l'Univers. Les a„ et les p„ sont 
reliés comme suit aux masses propres m„ et aux char­
ges électriques e„ des particules élémentaires : 

lit I ) — % L e problème cotmologique généralité et la mécanique 
ondulatoire relativiste» (Portugatiae Physica, vol. 2 . fase. 1, pag. 
1-98, 194G). 

I l — ^Forces nucléaires, gravitation el éleclromagnélisme* (Portu­
galiae Mathftmatica, vol. 5, fasc. 3, pag. 145-194, 1946). 

m„ = m'c _ . e„ = — » / —f —., 
h n" /«, ' h V <9 n 4 ^ f t , 

me et e désignant la masse au repos et la charge de 
l'électron, et Q une constante numérique qui ne dépend 
que du nombre de nucléons (protons et neutrons) de 
l'Univers au début de sa phase en expansion. (Les 
électrons habituels correspondent à n — \ et pour n > l 
on a une série de amicoélectrons» qui n'ont pas encore 
été observés, mais qui pourront peut-être être isolés 
expérimentalement, au moins pour n —2, dans des 
phénomènes connue l'émission (3 continue des substan­
ces radioactives). Les f „ et les <!>„,„ satisfont aussi 
aux équations suivantes du premier ordre: 

.()1'm„ . à*L /—• 

dans lesquelles p et q sont des coordonnées géodési-
ques locales orthogonales en un point quelconque 
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Tebleeu des principales propriétés physiques des contenus 
de l'Univers déduites des fondions d'onde cosmologiques 
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(d.s! = 2 ( r f f i ) î ; r to ' = 2 ((/g')2) . Les ej, sont des matrices 
vecteurs définies par: «Í i j df'/àfi î «U—«i àq'/àqï t les 
4 é tant quatre matrices de base à quatre lignes et 
quatre colonnes satisfaisant à ej, s0-H5 ej, = 5SS". En 
désignant par -n une matrice constante et en posant: 

Ï £ . = l 'o i = * * . . >"o > on » aussi : 

^ £.. — V T - > E»« — V P.. *«« • 

I l faut considérer les deux spécifications non-arbi­
traires de m, à savoir: r,= — ii?, et n = I . Toutes les 
quantités tensorielles, vectorielles et scalaires formées 
avec les W„n (ou les * m „) quand « = — i t f , sont des 
propriétés des fluides cosmoto/fiques de matière (et 
d'électricité), dont les «gouttes» sont les gh bules qui 
accompagnent les masses et charges ponctuelles de 
l'Univers; pour JI = / on a, par contre, les propriétés 
du rayonnement (gravilïque mésonique et électroma­
gnétique). D'après les résultats des mémoires I et I I , 
les propriétés de la matière ne dépendent que des 
«Pm„ (et des (?,,,) tandis que les propriétés de l'électri­
cité ne dépendent que des <!>,„„ (et des o>u). Le ta­
bleau ci-joint résume donc beaucoup de résultats. 

Nous ne donnerons pas ici les expressions mathé­
matiques et les relations mutuelles de ces quantités, 
et mentionnerons seulement les points suivants: 1."— 
Le rayonnement est caractérisé par deux propriétés: 
a) les vecteurs de quantité de mouvement correspon­
dants ont une longueur nulle ; b) Les «traces» des 
tenseurs d'énergie-quantité de mouvement sont nulles 
aussi. 2.° — Les tenseurs symétriques conservatifs 
pour *i=— j'tj sont égaux aux tenseurs Tilt et Uik des 

équations ( £ + • * , ) - » , T a et S,-*-^;, (S+X J = 

= x w Uik (cf. I et II) qui, complétées par les condi­
tions de compatibilité de Gauss et de Codazzi pour 
une hypersurface d'un espace à N + l dimensions, ex­
priment la définition fondamentale d'nêtre mathémati­
que non-arbitrairei). D'après le principe de base de 
notre théorie cosmologique, cet être est identique a 
VUnivers physique; en d'autres termes: i l y a corres­
pondance biunivoque entre les propriétés révélées par 
l'analyse purement mathématique de l'être mathéma­
tique non-arbitraire et les propriétés physiques de 
l'Univers. Dans cette note nous avons précisément 
mis en évidence quelques uns des éléments de cette 
correspondance '*'. 

Novembre 1946. 

" ' L o s résultat< exposés Ici brièvement seront traités eu dé­
tail dans un travail ultérieur. 
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A N T O L O G I A 
M A T H É M A T I Q U E S ET B I O L O G I E * 

par G. Teissier 

L'organisation actuelle des études secondaires et 
supérieures en France est telle qu'un futur médecin 
ou un futur naturaliste fai t son dernier problème le 
jour de son baccalauréat et que c'est à cette même 
date que le futur ingénieur, le futur physicien, le 
futur chimiste, prennent définitivemente congé des 
sciences biologiques. 

Je ne suis pas sûr que cette situation soit absolu­
ment sans inconvénient pour ceux qui cultivent les 
sciences exactes ou les .sciences appliquées. Je suis 
certain, en revanche, qu'elle interdit à de jeunes bio­
logistes l'accès de disciplines modernes et vivantes, 
qu'ils sont condamnés à ignorer leur vie durant, et 
qu'elle est responsable, pour une large part, de la déca­
dence des recherches médicales dont s'alarment actuel­
lement les meilleurs de nos collègues des facultés de 
médecine. 

Le titre donné à cette conférence couvre un si large 
sujet qu'il ne me sera pas possible de faire mieux que 
d'en donner une esquisse et de faire entrevoir à ceux 
qui voudront bien me suivre, l'existence de domaines 
de la biologie dont l'entrée n'est permise qu'à ceux 
que ne rebute pas la rigueur des mathématiques. Puis-
se-t-elle éveiller, chez quelques jeunes biologistes, la 
nostalgie de ces terres interdites etapprendreàquelques 
jeunes mathématiciens qu'ils peuvent trouver dans la 
Biologie mathématique un champ de recherches com­
parable à celui qu'ont trouvé leurs devanciers dans la 
Physique mathématique. 

La mesure en Biologie 
I I n'est guère de chapitre de la Biologie où n'inter­

viennent aujourd'hui mesures ou dénombrements. S'il 
entrait dans un laboratoire moderne, un biologiste du 
siècle dernier serait, sans doute surpris d'y trouver un 
outillage qui, de son temps, étai t réservé au physicien 
ou au chimiste. Nous avons en effet emprunté à nos 
collègues leurs procédés de mesure pour les appliquer 
à l'étude des êtres vivants : le physiologiste définit 
l 'état du système nerveux par la vitesse de réaction 
à l'excitation électrique, le médecin vérifie l 'état de la 
thyroïde en mesurant la consommation d'oxygène, le 

zoologiste définit races, variétés, parfois même espè­
ces, par les dimensions de tel ou tel de leurs organes ; 
le phychologue cherche à définir les aptitudes intelle­
ctuelles par des tests quantatifs variés. 

La vie courante même nous montre cette utilité de 
la mesure. Chacun de nous s'est alarmé ou rassuré 
suivant l'indication lue sur un thermomètre médical. 
Nous avons tous eu, dans notre premier âge, une feuille 
de pesée où une ligne sinueuse a fait, tantôt la 
fierté, tantôt le désespoir de notre mère. En quoi l 'al­
lure de cette ligne peut-elle expliquer, sinon justifier, 
cette joie ou cette alarme ? Pourquoi l'écart plus ou 
moins marqué, dans un sens ou dans l'autre, de la ligne 
joignant les points figuratifs des pesées journalières et 
d'une courbe ascendante merveilleusement régulière, 
que d'avisés commerçants impriment sur les feuilles de 
pesées, intéresse-t-il parents et médecins ? Que si­
gnifie au juste cette courbe que l'on prétend définir 
la croissance normale d'un enfant ; que signifient 
de même ces tailles et ces poids correspondant aux 
divers âges qu'indiquent les bascules des gares ? 

Questions auxquelles bien peu de gens, à commencer 
par les médecins, seraient capables de répondre ; ques­
tions d'ailleurs qu'ils ne se sont jamais posées, tant 
l'esprit scientifique fai t défaut à l'immense majorité 
de nos concitoyens. 

Quoi qu'il en soit de ce dernier point, sur lequel 
i l y aurait, hélas ! beaucoup à dire, nous sommes pré­
cisément ic i pour nous poser des questions de ce genre. 
Le fait qui importe est que, dans un nombre toujours 
plus grand de recherches, le biologiste est appelé par 
le jeu même de son travail, à recueillir des séries de 
cbiffres qui lu i permettent, soit de suivre pas à pas 
un phénomène, soit de caractériser une population. I l 
se trouve fréquemment qu'une fois ses mesures faites 
et bien faites, le biologiste se trouve embarrassé pour 
intrepréter correctement et qu'il doive recourir à l'aide 
d'un spécialiste. 

Essayons de comprendre comment i l se peut faire 
qu'il ait été nécessaire d'élaborer tout un corps de 
techniques mathématiques, la Biométrie, pour inter­
préter les plus simples des mesures biologiques. 

* Conferencia da série «Enseignement et Culture» promovida pela «Union Française Universitaire» e realizada em Paris em 13 de 
Abril de 1945. O Prof. Georgis Teessier, da Faculdade de Ciências da Universidade de Paris, seu Autor, procura elevar em França o 
ensino da Biologia e sobretudo o da Genética ao nível que lhe compete. Lamentamos também, com o seu Autor, a necessidade de realizar 
u n a conferencia dêste tipo na época actual e transcrevemo-la na nossa revista por julgarmos infelizmente que a situação entre nós é ainda 
mais grave. A Redacção 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 7 

L'analyse de la variabilité el la loi normale 

Le Biologiste se heurte à chaque instant dans ses 
recherches à une difficulté qu'ignorent presque com­
plètement ceux qui ne s'attachent pas à l'étude des 
êtres vivants. Lorsqu'un chimiste, isolant un corps 
nouveau, en détermine la densité, la température 
d'ébullition ou l'indice de réfraction, i l ne doute pas 
que les chiffres obtenus soient des constantes caracté­
ristiques du corps étudié. Si celui-ci a été obtenu à 
un état de pureté convenable, si le chimiste est suffi­
samment habile et s'il dispose d'instruments suffisam­
ment précis, les résultats de ces mesures pourron têtre 
retrouvés, en tout temps et en tout lieu, par tout autre 
chimiste qui voudra s'en donner la peine. La tempé­
rature de fusion de la glace et la température d'ébul­
li t ion de l'eau sous pression donnée sont partout les 
mêmes et peuvent être déterminées à partir d'un échan­
tillon d'eau pure tont à fai t quelconque. I l en est de 
même dans tous les chapitres de la physique ou de la 
chimie. Les conditions d'une expérience peuvent être 
reproduites assez exactement pour qu'on puisse être 
assuré d'observer chaque fois qu'on le voudra le même 
phénomène. La précision des résultats n'est limitée 
que par le degré de perfection des appareils dont on 
fai t usage et i l est toujours possible d'étudier deux 
objets pratiquement identiques. 

Rien de tel lorsque l'objet d'étude est un être vivant. 
I l n'est rien de plus difficile que de reproduire exacte­
ment un phénomène biologique que l'on a observé une 
fois ; i l est impossible de trouver deux organismes qui 
soient vraiment identiques. 

A cette variabilité, aucune espèce animale ou végé­
tale n'échappe. Dans une collection d'animaux ou de 
végétaux de même espèce, de même race, de même 
sexe, de même âge, choisis aussi semblables que pos­
sible, i l n'en est pas deux qui puissent être considérés 
comme réellement identiques, dès que l'on cesse de se 
contenter d'une approximation grossière. Les moutons 
d'un troupeau indiscernables l'un de l'autre à l'oeil 
d'un citadin ont chacun une physionomie propre pou r 

le berger qui v i t avec eux. Quelle que soit l'espèce 
étudiée, quel que soit l'organe ou la fonction sur les­
quels on fai t porter les mesures, i l existe des diffé­
rences individuelles non négligeables. Une étude com­
parative de deux individus montrera toujours des 
différences entre les dimensions de chacune des parties 
de leur corps, des différences dans la composition 
chimique ou dans les caractéristiques physiques de 
chacun de leurs tissus. 

Ainsi , au seuil même de la Biométrie, la variabili té 
des êtres vivants apparaî t comme un grave obstacle, 
qu'aucun artifice expérimental ne pourra jamais tour­
ner, qu'aucun progrès technique ultérieur ne permettra 

de franchir puisqu'il appartient à la nature même de 
l'objet d'étude. En faut-i l conclure qu'il est vain 
d'espérer faire de la Biologie une science quantitative 
et qu'elle est condamnée éternellement à l'imprécision 
et au vague ? Beaucoup de biologistes l'ont cru, beau­
coup le croient encore. Mais d'autres n'acceptent pas 
de s'arrêter à cette solution paresseuse. Ils pensèrent 
puisqu'il n 'étai t pas possible d'ignorer la variabilité, 
ni légitime d'en faire abstraction, qu'il fallait étudier 
le phénomène en lui-même. En abordant de front la 
difficulté, ils trouvèrent dans l'obstacle prétendu insur­
montable, l'occasion des plus précieuses découvertes-

De cette étude de la variabilité, Darwin avait d'ail­
leurs montré la nécessité. Lorsque son «Origine des 
Espèces» eut fai t du problème de l'Evolution la question 
centrale de la Biologie, i l devint indispensable d'ana­
lyser de plus près que n'avait pu le faire Darwin l u i -
-même, les phénomènes qu'invoquaient ses théories. Au 
premier rang de ceux-ci est la vaiiabilité qui différen­
cie les individus d'une même espèce et leur donne des 
chances inégales de survivre à la Sélection naturelle. 
Aussi, dans l'étude de la variabilité, partisans et adver­
saires de l'Evolution s'affrontèrent-ils bientôt. Mais 
tous rivalisèrent dans la découverte de nouveaux faits. 

Dans cet ensemble de travaux, deux courants se 
dessinent bientôt. Certains chercheurs, s ' intéressant 
surtout à l'Homme, ne pouvaient pas disposer des res­
sources qu'offre la méthode expérimentale aux autres 
biologistes. Ils étudièrent la variabilité en elle-même, 
sans prétendre en analyser la signification biologique. 
Ils durent, pour interpréter les innombrables mesures 
qu'ils avaient faites, élaborer des techniques mathéma­
tiques nouvelles et créèrent ainsi les méthodes de la 
Statistique moderne, dont la Biométrie constitue la 
première codification. 

D'autres chercheurs firent porter leurs études sur 
des animaux ou des végétaux élevés au laboratoire ou 
dans des champs d'expérience. Moins portés aux étu­
des mathématiques et plus «naturalistes» que leurs 
émules, ils s 'attachèrent surtout à élucider le détermi­
nisme de la variation. Après une longue période de 
travail confus et passablement désordonné, ils créèrent 
un des chapitres les plus éclatants de la Biologie 
moderne, la Génétique. 

Nous verrons plus tard que la Génétique, science 
expérimentale, ne peut pas plus se passer de l'aide des 
mathématiques que la Biométrie, science d'observation, 
mais dès maintenant nous devons utiliser un de ses 
résultats. 

L'étude expérimentale de l'hérédité a montré que les 
caractères individuels distinguant les divers représen­
tants d'une même espèce, n'ont pas tous la même signi­
fication. I l en est qui sont inhérents à la nature même 
de chacun des êtres comparés, tandis que d'autreB, 
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beaucoup plus contingents, sont imputables aux cir­
constances dans lesquelles chaque individu s'est trouvé 
placé au cours de son existence. Les premiers, qui 
sont héréditaires, peuvent porter sur les traits d'orga­
nisation les plus disemblables, affecter la couleur aussi 
bien que la forme et porter sur d'infimes détails aussi 
bien que sur les dimensions globales de l'organisme. 
Les seconds, strictement individuels et non transmis-
sibles des parents aux enfants, portent le plus souvent 
sur les dimensions du corps tout entier ou sur telle ou 
telle de ses parties. 

Un exemple bien connu de tous permettra d'illustrer 
cette notion capitale. Une collection de chiens rassem­
blés au hasard, telle que celle que l'on peut observer 
dans une fourrière, présente dans la taille, la forme ou 
la couleur, beaucoup plus de diversité que n'en mon­
treraient tous les fox-terriers du monde si l'on pouvait 
les réunir. I l s'agit là évidemment d'un cas extrême, 
mais l'on retrouverait partout, à un moindre degré, le 
phénomène qu'il met en évidence ; la variabilité est 
moins forte dans une race que dans un mélange de 
races ; elle e6t d'autant plus réduite que la pureté de 
la race est plus grande ou, pour employer le langage 
des généticiens, que le patrimoine héréditaire est plus 
homogène. A la limite, lorsque le patrimoine hérédi­
taire est exactement le même pour deux individus, la 
ressemblance peut parfois presque atteindre l'identité. 
Cela ne se produit que dans un cas et un seul, celui 
des jumeaux vr is, qui, à la vérité, sont beaucoup 
moins deux êtres distincts qu'un seul être en deux 
personnes. 

Hors ce cas très exceptionnel, i l subsiste entre les 
divers représentants d'une même race des différences 
très appréciables. Elles s'expliquent pour une part, 
par de légères différences dans les patrimoines héré­
ditaires des différents individus, mais surtout par la 
diversité des circonstances qu'ont traversées, au cours 
de leur existence, les individus que l'on compare. Ceux 
qui se sont trouvés dans les circonstances les plus 
favorables, ceux qui ont bénéficié de la nourriture la 
plus abondante et la meilleure, deviendront plus 
grands, plus forts et plus beaux que les autres. Quel­
que soin que prenne un expérimentateur pour rendre 
comparables les conditions d'existence des animaux 
qu'il élève, i l ne réussira pas à faire disparaître ces 
différences individuelles, et on en retrouvera d'au 
moins aussi grandes dans les représentants de toutes 
les espèces sauvages. Ainsi, dans le cas le plus simple 
où puisse être tentée une étude biométrique, i l subsiste 
toujours entre les divers individus utilisés dans une 
même série de mesures des différences morphologiques 
ou physiologiques très notables. Mais i l se trouve, et 
c'est là le premier et l'un des plus importants résul­
tats de la Biométrie, que cette variabilité des races 

pures obéit à des règles précises et simples, règles qu-
permettent de comprendre e td ' in terpié ter les faits que 
l'on observe lorsqu'on fait porter les mesures sur des 
populations renfermant un mélange de plusieurs races. 

La découverte fondamentale en la matière date de 
près d'un siècle et est due au savant belge Quetelet, 
qui s'occupa avec un égal succès d'astronomie, de 
météorologie et de statistique. Etudiant sur une popu­
lation tris étendue les variations de la taille de l'homme 
adulte, i l précisa par des mesures une constatation ba­
nale: les variations individuelles autour de la taille 
moyenne, qui est en même temps la plus fréquente, 
sont d'autant moins nombreuses, qu'elles sont plus 
amples. Les individus très grands ou très petits sont 
d'autant plus exceptionnels qu'ils sont plus grands ou 
plus petits. Familiarisé avec le calcul des probabilités 
et entraîné par ses recherches antérieures à l'élimina­
tion des erreurs expérimentales, i l n'eut pas de peine 
à constater que la distribution des tailles suivait une 
loi exactement de même forme que celle qui régit la 
distribution des erreurs commises dans la mesure d'une 
grandeur. I I vérifie qu'il ne s'agissait pas là d'une 
simple analogie, mais que les mêmes formules s'appli­
quaient aussi correctement à l'un qu'à l'autre phéno­
mène. Ainsi se trouvait introduite en Biométrie la loi 
qui devait jouer dans cette science un rôle si fonda­
mental, qu'elle fu t bientôt considérée comme «loi nor­
male» de la variabilité. 

Tout se passe, en somme, comme si tous les indivi­
dus obéissaient en principe à la même loi de croissance 
qui, si elle agissait seule, aurait pour effet de donner 
à tous la même taille finale, et comme si, en même 
temps, les circonstances venaient troubler inégalement, 
dans uns sens ou dans l'autre, et plus ou moins selon 
les individus, la marche régulière du phénomène. La 
taille finale serait la résultante de la superposition de 
plusieurs phénomènes : un principal, qui nous intéresse 
particulièrement, et d'autres très nombreux et très 
divers, que nous ne pouvons pas prétendre connaître 
tous. Les calculs statistiques faits sur l'ensemble des 
mesures ont pour but de dégager le phénomène princi­
pal des phénomènes parasites et d'évaluer en mémo 
temps l'importance de ces derniers. 

Cette interprétation de la variabilité coïncide très 
exactement avec celle que donne la Génétique, dont 
nous avons parlé tout à l'heure. Elle permet en outre 
de comprendre le rôle de la loi normale en Biologie 
et donne ainsi une base solide à la Biométrie. 

Grâce à la Biométrie, i l est possible d'atteindre des 
grandeurs objectives et de les déterminer, avec une 
précision d'autant plus grande que le nombre des mesu­
res a été plus grand. L'incertitude qui subsiste est 
toujours chiffrable. Mais ces grandeurs, qui ont une 
signification aussi claire que celles que l'on rencontre 
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en physique, ne concernent que des collectivités et, 
transportées à l'échelle individuelle, ne s'appliquent 
qu 'à un être idéal, l 'individu moyen, que nul n'a jamais 
rencontré. En ce qui concerne les individus réels, la 
Biométrie ne nous indique que des valeurs "probables. 
Un biométricien ne peut pas deviner, plus que n'im­
porte qui, que Monsieur X , qu'il n'a jamais vu, mesure 
1 m. 74 et pèse 64 kg. Mais, si la fantaisie l'en pre­
nait, i l pourrait faire, à bon escient, certains paris. I l 
pouvait par exemple, très raisonnablement, parier en 
1939, à trois contre un, que Pierre, petit Parisien de 
12 ans, dont i l ne savait rien, sinon qu'i l étai t élève 
d'une école primaire du X V e arrondissement, ne dépas­
sait pas la taille de 1 m. 44 et le poids de 37 kg. 500 ; 
et, à dix contre un, qu'il n'atteignait pas la taille de 
1 m. 49 et le poids de 45 kg. 

Tout ce qui précède permet de comprendre que la 
réponse de la Biométrie à la plus simple des questions 
soit nécessairement assez compliquée. Elle comporte, 
au moins, l'indication de la moyenne, celle de Yécart-
-lype, qui est une mesure de la variabilité, celle des 
erreurs probables de l'une ou de l'autre de ces gran­
deurs, erreurs qui dépendent à la fois de l 'écart-type 
et du nombre des individus mesurés. Pour interpréter 
ces chiffres, i l pourra être nécessaire de consulter des 
tables numériques, notamment celles de la fonction de 
Gauss, qui permettent seules de faire avec chance de 
succès certaines prédictions. 

Ces constantes biométriques une fois connues, i l 
devient possible de pratiquer de fort instructives com­
paraisons. On peut, par exemple, décider si deux 
séries d'individus peuvent légitimement être considérés 
comme appartenant à une seule et même population 
ou si, au contraire, on doit admettre qu'ils provien­
nent de deux populations distinctes. Des questions 
de ce genre se posent constamment dans l'étude des 
problèmes biologiques les plus divers, distinction des 
races au sein d'une même espèce, analyse de l'action 
du milieu sur les représentants d'une même race, déter­
mination de l'importance des caractères sexuels secon­
daires lorsque ceux-ci sont peu marqués, orientation 
scolaire ou professionnelle. . . E t cette liste n'a rien 
de limitatif . 

La correlation 
D'autres problèmes sont plus difficiles. Ce sont 

ceux qui exigent l'étude simultanée de deux ou de 
plusieurs grandeurs biologiques mesurées sur le même 
être. Dans une population d'enfants du même âge, le 
poids et la taille sont deux grandeurs variables, et tous 
les individus de même taille ne pèseront pas le même 
poids. On peut faire correspondre à chaque taille 
un poids, à chaque poids une taille qui représenteront 
des valeurs moyennes, caractérisant dans une certaine 
mesure la population étudiée. Mais ces renseignements 

sont insuffisants. Ils ne nous diront pas si les enfants 
de même taile ont une corpulence moyenne et des poids 
très voisins l'un de l'autre ou si, au contraire, à taille 
égale, le poids est très variable, les individus très 
maigres ou très gras étant très nombreux. Ils ne nous 
diront pas, en somme, jusqu 'à quel point les deux 
grandeurs étudiées dépendent l'une de l'autre, jusqu 'à 
quel point pour un individu donné la connaissance de 
l'une peut servir à prévoir l'autre. 

Ces renseignements complémentaires sont apportés 
par le calcul, à partir des résultats de l'ensemble des 
mesures, d'un paramètre spécial, le coefficient de cor­
rélation, dont la valeur exprime le degré plus ou 
moins étroit de dépendance des deux grandeurs que 
l'on compare. La notion de corrélation, dont l'idée 
première est due au biologiste anglais Galton, est 
beaucoup plus facile à expliquer en langage mathé­
matique qu'en langage usuel. Essayons cependant de 
donner une idée de son contenu. 

La taille et le poids d'un enfant ne sont évidem­
ment pas indépendants. Parmi les phénomènes qui 
déterminent la taille, i l en est, notamment les dimen­
sions du squelette, qui interviennent aussi dans la f ixa­
tion du poids. Si ces phénomènes existaient seuls, le 
poidsseraitconnu lorsqu'on connaîtrai t la taille, exacte­
ment comme le poids d'une boule de fer est déterminé 
lorsqu'on connaît son diamètre. La variabilité d'une 
des grandeurs serait déterminée par les mêmes causes 
que la variabilité de l'autre. Mais nous savons bien 
que quantité de circonstances qui n'affectent pas une 
des grandeurs affectent "autre, et qu'un enfant peut 
grandir sans augmenter de poids, maigrir ou engraisser 
sans que sa taille varie. Ces circonstances, qui trou­
blent en quelque sorte le jeu des phénomènes communs 
à la croissance en taille et à la croissance en poids, 
nous empêchent de calculer avec certitude l'une des 
grandeurs lorsque l'on connaît l'autre. Elles ajoutent 
à la variabilité commune à la taille et au poids, une 
variabilité propre à chacune des grandeurs. Elles 
transforment la relation rigoureuse qui existerait sans 
elle en une relation moins stricte, une relation de cor­
rélation. Le coefficient de corrélation donne une me­
sure de la part de la variabilité commune aux deux 
grandeurs dans la variabilité totale de l'une et de l'autre. 

Nous pourrions redire, à propos de relations de 
corrélation, ce que nous avons di t en étudiant la 
mesure d'une grandeur isolée. Elles peuvent fournir 
des descriptions précises, exprimables par des formules 
aussi strictes que celles que l'on rencontre en physique, 
du comportement moyen d'une grande population. 
Mais elles ne donnent pour un individu particulier 
que des prévisions plus ou moins probables, dont le 
degré de précision dépend étroitement de la grandeur 
du coefficient de corrélation. 
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Lorsque ce coefficient est nul, les deux grandeurs 
sont indépendantes, et la connaissance de l'une n'ap­
prend rien sur l'autre. Lorsqu'il est égal à 1, les deux 
grandeurs varient proportionnellement l'une à l'autre. 
Toutes les valeurs comprises entre 0 et 1 peuvent se 
rencontrer ; elles expriment tous les degrés de liaison, 
du plus lâche au plus étroit, entre les grandeurs que 
l'on compare. Et, de même qu'il est possible de com­
parer deux populations du point de vue des moyennes 
et des écarts-types de leurs caractères mesurables, 
i l est possible de les comparer du point de vue de la 
valeur des coefficients de corrélation unissant ces 
caractères. Nous verrons tout à l'heure un exemple 
où cette comparaison a apporté des résultats extrême­
ment importants pour la Biologie générale. 

6/omefrie ef statistique 

I l ne nous est, malheureusement, pas possible d'aller 
plus loin dans l'exposé des procédés de travail en 
usage dans la Biométrie et nous ne pouvons pas 
davantage songer à examiner les problèmes biologi­
ques que l'utilisation méthodique de ces procédés 
a permis ou permettra de résoudre. Ce que nous 
avons dit doit cependant suffire à montrer qu'un des 
problèmes les plus fondamentaux de la Biologie, pro­
blème qui touche à l'une des caractéristiques les plus 
essentiellés des êtres vivants, celui de la variation, 
est tout entier tributaire de méthodes mathématiques. 
Nous avons appris, à cette occasion, que l'on ne peut 
jamais connaître d'une grandeur caractéristique d'un 
être vivant que des valeurs probables et que, dans 
aucun cas, un seul nombre n'est capable de résumer 
complètement une enquête biométrique, différence 
d'avec les grandeurs physiques qui suffit à donner 
aux mathématiques du biologiste une allure toute 
particulière. 

I l arrive, cependant, et i l arrivera de plus en plus 
fréquemment dans l'avenir, qu'un biologiste ait à faire 
usage de techniques expérimentales et de modes de 
raisonnement analogues à ceux du physicien ou du 
chimiste et qu'il cherche à établir des relations quan­
titatives entre deux grandeurs biologiques, ou entre 
une grandeur biologique et une grandeur physique. 
Les lois qu'il obtiendra ne seront pas, en général, d'un 
type très différent de celui des lois que manient ses 
collègues des sciences exactes ; mais leur signification 
concrète sera bien différente. Alors que, pour ceux qui 
étudient la matière inanimée, les lois obtenues peu­
vent permettre la prévision rigoureuse des phénomè­
nes, pour celui qui étudie la matière vivante, la loi 
la plus rigoureusement établie ne sera jamais qu'une 
loi moyenne, capable de décrire le comportement moyen 
d'une population infiniment nombreuse, mais incapable 
par essence de traduire avec rigueur aucune loi indi ­

viduelle. Nous savons bien qu'aucun bébé n'a jamais 
été assez idéalement moyen pour se conformer à la 
loi de croissance exprimée par la courbe admirable­
ment régulière tracée par avance sur les feuilles de 
pesée, courbe qui ne peut traduire que le comporte­
ment d'un être parfaitement abstrait, le Bébé Normal. 
Mais nous savons aussi que la connaissance de cette 
courbe moyenne n'est pas inutile et que, si notre 
enfant s'en écarte trop, i l nous faut appeler le médecin. 
Aujourd'hui chacun de nous s'alarme plus ou moins 
vite suivant son degré propre de calme ou de nervo­
sité, mais i l est fort probable qu'un jour prochain, la 
courbe théorique, qui existe seule aujourd'hui, sera 
encadrée de deux autres courbes qui représenteront des 
sortes de marges de sécurité qu'un enfant bien por­
tant ne doit pas franchir en principe. Ces marges de 
sécurité seront définies par la biométrie, à partir de 
cet écart-type du poids moyen dont i l a été fai t men­
tion tout à l'heure. L'ensemble des trois courbes, la 
courbe moyenne et ses deux satellites, représentera 
l 'équivalent de la courbe unique correspondant au 
phénomène physique. Différence qui s'explique par 
le fai t que la matière vivante est toujours variable et, 
par là même, indéfinissable, tandis que la matière inerte 
est définissable et constante — au moins en príncipe. 

Mais i l peut évidemment arriver que certains phé­
nomènes physiques complexes, ou certaines substances 
chimiques instables, présentent une moindre constance 
que d'autres phénomènes plus simples, que d'autres 
substances plus stables. Das des cas de ce genre, i l 
faudra faire usage de la Biométrie, bien qu'il ne 
s'agisse plus d'êtres vivants, mais alors on ne parlera 
plus de Biométrie, mais bien de Statistique. 

A u sens le plus large du terme, la Statistique peut 
être conçue comme l'ensemble des méthodes mathéma­
tiques qui peuvent être utilisées pour décrire ou pour 
interpréter les résultats quantitatifs des expériences 
ou des observations. Elle a son fondement dans le 
calcul des probabilités, branche des mathématiques 
pures, nées au x v i i i 6 siècle, de l'étude des jeux de 
hasard. Mais elle ne s'est réellement développée qu'au 
xix e siècle et, fa i t bien digne de remarque, c'est en 
essayant de résoudre des problèmes biologiques qu'elle 
s'est constituée. 

I I y a cent ans, juste, avec QDETELET, se fondait la 
Biométrie, origine des notions d'écart-type de l'erreur 
probable. I l y a trois quarts de siècle qu'avec GALTON, 
qui étudiait les lois de l'Hérédité, apparaissait la no­
tion de corrélation, fondement de la Statistique mo­
derne. Aujourd'hui encore, devenue discipline auto­
nome, elle trouve dans des problèmes biologiques les 
plus précieux des stimulants ; c'est ainsi que depuis 
vingt ans s'est édifié tout un corps de doctrine destiné 
à préparer, de façon rationnelle, des plans d'expéri-
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mentation en agriculture et à interpréter au mieux 
les résultats des expériences. 

De cette branche moderne de la Statistique, i l ne 
saurait être question ici et nous ne parlerons pas davan­
tage, faute de temps, d'une application plus ancienne, 
la démographie. Je voudrais utiliser le temps qui me 
reste à indiquer très rapidement que les mathématiques 
ont joué un grand rôle dans le développement d'une 
des disciplines biologiques les plus essentielles : la 
Science de l'Hérédité. 

Hérédité et Statistique 

L'histoire de cette science est curieuse. C'est en 
1865 que MENDEL découvrit les lois qui ont immortalisé 
son nom, mais cette découverte, la plus importante qui 
ait été faite en Biologie au cours du xix e siècle, passa 
tout d'abord inaperçue et ne sortit de l'oubli que 
trente-cinq ans plus tard. De sorte que, lorsque, vers 
1870, Francis GALTON aborda l'étude de l'hérédité, 
tout paraissait encore à découvrir sur le sujet. GALTON, 
étudiant l'homme, sur lequel on n'expérimente pas, et 
s'intéressant à des caractères comme la taille, dont la 
transmission obéit, on l'a su plus tard, à des règles 
particulièrement complexes, ne pouvait redécouvrir 
les lois de Mendel. Ce qu'il cherchait, c'était un moyen 
d'exprimer par un nombre, le degré de ressemblance 
moyen existant entre parents et enfants, frères et 
soeurs, etc.. E t c'est au cours de cette recherche 
qu'i l élabora, au prix de longs efforts, la notion de 
corrélation, qui, nous le savons déjà, est devenue 
essentielle à la Biométrie tout entière. Appliquée 
aux pedigrees qu'il rassembla patiemment, la méthode 
lu i permit d'établir un résultat fondamental, la loi 
de corrélation ancestrale qui dit que le coefficient 
de corrélation entre individus apparentée en ligne 
directe ou en ligne collatérale, diminue de moitié à 
chaque génération nouvelle qui les sépare ; la corré­
lation père-fils est égale à la corrélation frère-soeur 
et deux fois plus forte que la corrélation grand-père-
-petit-fils, etc.. Les méthodes de calcul, assez rudï-
mentaires à l'origine, se perfectionnèrent bientôt, de 
sorte que, vers la f in du siècle dernier, l'étude quan­
titative de d'hérédité semblait avoir reçu son orienta­
tion définitive. Mais en 1900, les lois de Mendel 
furent redécouvertes et prirent dans la Biologie une 
place prépondérante, d'ailleurs bien justifiée. Les bio­
logistes, peu amis des mathématiques e:i général, 
furent trop heureux d'avoir ce prétexte pour rejeter 
dans l'ombre l'oeuvre monumentale de GALTON. Cer­
tains prétendirent même que les résultats de l'école 
biométrique étaient faux, parce que soidisant incom­
patibles avec les résultats mendéliens. Des travaux 
ultérieurs devaient montrer qu'il n'en étai t rien et 
que, bien au contraire, la seule justification de la loi 

de l'hérédité ancestrale repose sur les lois de Mendel. 
Le hasard a voulu que les conséquences complexes de 
principes très simples aient été déçouvertes avant que 
ceux-ci aient été compris. I l en eût été évidemment 
autrement si les biologistes contemporains de Mendel 
n'avaient pas été dépourvus de compréhension mathé­
matiques au point de méconnaître totalement la gran­
deur du don que le génie du moine tchèque venait de 
faire à la science. 

Ce qu'eut, en son temps, de profondément original 
la pensée de Mendel, c'est l'idée que l'hérédité é tai t 
régie par les lois du hasard et qu'elle ne pouvait être 
étudiée utilement que par des méthodes statistiques. 
Une telle hypothèse ne pouvait que heurter profondé­
ment la pensée biologique traditionnelle, mais toute la 
science moderne en montre l'admirable fécondité. 

Une des espèces les plus propres à faire comprendre 
la découverte de Mendel est la Belle-de-Nuit que l'on 
cultive assez souvent dans nos jardins, et qui présente 
plusieurs variétés parfaitemente stables. Deux d'entre 
elles ne diffèrent que par la couleur de la fleur, tou­
jours blanche dans l'une, toujours rouge dans l'autre. 
Lorsque le pistil d'une fleur rouge reçoit du pollen 
provenant d'une fleur de la variété blanche, les graines 
qui résultent de cette fécondation produisent des plan­
tes dont les fleurs sont roses. Le croisement inverse 
donne les mêmes résultats : pollinisation d'une fleur 
blanche par du pollen de la variété rouge donne des 
produits dont les fleurs sont roses. Tous les hybrides 
de première génération sont donc identiques. 

En deuxième génération, tout change. Les plantes 
issues des fleurs roses fécondées par leur propre pol­
len sont de trois sortes : les unes ont des fleurs blan­
ches, les autres des fleurs rouges, d'autres encore, les 
plus nombreuses, des fleurs roses. Les deux prâmières 
catégories de plantes ont tous les caractères des plan­
tes parentes, la troisième tous les caractères des hybri­
des de première génération. Le croisement de ces 
hybrides à fleurs roses, et des plantes à fleurs blanches 
donne un mélange de plantes à fleurs roses et de 
plantes à fleurs blanches ; celui d'une plante à fleurs 
roses et d'une plante à fleurs rouges un mélange de 
plantes à fleures roses et de plantes à fleurs rouges : 

de tels hybrides ressemblent donc à l'un et l'autre de 
leurs parents. 

Cette diversité d'apparence des hybrides de deu­
xième génération était connue avant Mendel et avait 
fa i t le désespoir de théoriciens de l'hérédité. Mendel, 
le premier, eut l'idée de dénombrer les différentes caté­
gories d'individus et constata que, dès que la descen­
dance d'un hybride était assez nombreuse pour qu'une 
statistique ait un sens, i l apparaissait toujours en 
deuxième génération un quart de plantes semblables 
à celle qui avait fourni le pollen et un quart de plantes 
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semblables à celle qui avait apporté les ovules ; et le 
reste, c'est-à-dire la moitié du nombre total, était com­
posé de plantes identiques aux hybrides de première 
génération. Dans le croisement d'un hybride de pre­
mière génération avec une des plantes de race pure, 
on trouvait toujours un nombre égal de plantes sem­
blables à chacun des deux parents. 

Comment expliquer cette proportion remarquable­
ment simple que l'on retrouve, avec la même constance 
dans les croisements les plus divers, non seulement 
chez le végétaux, mais chez les animaux ? 

Remarquons tout d'abord que l'élément mâle et 
l'élément femelle, le grain de pollen et l'ovule, jouent 
le même rôle dans les phénomènes d'hérédité puisque 
les croisements symétriques donnent le même résultat 
et que l'un comme l'autre peuvent porter les caractères 
de couleur qui nous intéressent. -

La constance des races parentes signifie évidemment 
que tous les grains de pollen d'un côté, et tous les 
ovules de l'autre, ne sont semblables entre eux — qu'ils 
sont tous «blancs» dans un cas, tous «rouges» dans 
l'autre. I l est difficile de comprendre l'existence des 
différentes catégories de la deuxième génération d'hy­
brides autrement qu'en admettant que les hybrides de 
première génération produisent, non pas comme on 
pourrait le croire, des éléments sexuels d'un type par­
ticulier que nous pourrions appeler «roses» mais bien 
un mélange de pollen et d'ovules «blancs» et «rouges». 
I l est facile de montrer que les proportions observées 
sont exactement celles que l'on doit attendre si les 
éléments «blancs» et «rouges» sont en nombre égal. 

Une certaine graine résulte de la fécondation d'un 
certain ovule par un certain grain de pollen et c'est 
le hasard seul qui a décidé que ce grain de pollen 
atteindrait cet ovule plutôt qu'un autre, le hasard seul 
qui fait qu'un pollen «rouge» féconde un ovule «blanc» 
ou «rouge». Dès lors on peut prévoir aisément les 
résultats d'un croisement. 

Représentons le grain de pollen et l'ovule par deux 
pièces de monnaie, de 1 franc et 2 francs par exemple. 
Convenons que le côté face représentera le facteur 
«rouge», le côté pile le facteur «blanc» et lançons nos 
deux pièces. Quatre combinaisons sont possibles qui 
sont, en citant dans l'ordre la pièce de 1 franc et celle 
de 2 francs, face-face, face-pile, pile-face, pile-pile ; 
autrement dit dans l'ordre pollen-ovule : rouge-rouge, 
rouge-blanc, blanc-rouge, blanc-blanc. Mais nous 
savons que rouge-blanc et blanc-rouge sont identiques 
et donnent l'un et l'autre des plantes à fleurs roses. 
D ne reste donc que trois cas possibles : deux combi­
naisons représentées chacune une fois et correspondant 
aux deux races pures, une combinaison représentée 
deux fois et correspondant à l'hybride. Le calcul des 
probabilités nous apprend que si nous lancions nos 

deux pièces un assez grand nombre de fois, les pro­
portions des différentes combinaisons seraient sensi­
blement égales aux probabilités que nous venons de 
déterminer, c'est-à-dire à 1/4, 1/2 et 1/4, proportions 
observées par Mendel. Les proportions 1/2 et 1/2 
observées dans le croisement d'un hybride avec l'une 
ou l'autre des souches parentes s'expliquent plus sim­
plement encore. 

La précision que l'on peut atteindre dans la déter­
mination de ces proportions mendéliennes, puisque 
c'est ainsi que l'on nomme ces rapports, est d'autant 
plur., grande que la population étudiée est plus nom­
breuse, et les règles du calcul des probabilités permet­
tent d'estimer la grandeur des écarts que l'on peut 
attendre dans des dénombrements portant sur un nom­
bre déterminé de plantes. Les vérifications faites se 
sont toujours montrées assez satisfaisantes pour que 
l 'interprétation de Mendel puisse être considérée comme 
entièrement justifiée. 

Tous les croisements faisant intervenir un seul cou­
ple de caractères ne sont pas aussi faciles à interpréter 
que celui que nous venons d'étudier. Très souvent, le 
plus souvent même, l'hybride n'a pas une apparence 
intermédiaire entre les parents mais pa ra î t identique 
à l'un d'eux, qui est alors dit dominant par rapport à 
l'autre que l'on dit récessif. Dans ces conditions, on 
doit s'attendre à observer en deuxième génération un 
quart d'individus récessifs et trois quarts d'individus 
à forme dominante, les hybrides se confondant avec 
les dominants purs, deux fois plus nombreux qu'eux. 
Ce sont ces proportions 1/4 et 3/4 que Mendel lui-même 
observa dans ses croisements entre variétés de poids. 

Ainsi, la loi fondamentale de l'hérédité est une loi 
statistique, la plus simple des lois statiques, celle-là 
qui est à la base du calcul des probabilités ; la loi de 
pile ou face. La connaissance de cette loi suffit à 
faire des prévisions dans des cas beaucoup plus com­
pliqués que celui que nous venons d'envisager. Elle 
permet, entre autres choses, de prévoir l'évolution 
d'une population qui, à un moment donné, contiendrait 
en proportions quelconques les trois catégories d'in­
dividus que nous avons distinguées, lorsque l'on fa i t 
sur le mode de pollinisation, sur la fertilité et sur la 
vigueur des trois catégories de plantes, diverses hy­
pothèses. 

Si l'on suppose que toutes les plantes sont également 
fécondes et vigoureuses, quelle que soit la couleur de 
leur fleur, on peut montrer que s'il y a autofécondation, 
le nombre des plantes à fleurs roses ira constamment 
en décroissant. Si la pollinisation est croisée et se 
fa i t complètement au hasard (pollinisation par le vent, 
par exemple), on obtiendra, en une génération, une 
population telle que le nombre des plantes à fleurs 
roses soit le double de la moyenne géométrique du 
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nombre des plantes à f leurs blanches ou à f leurs r o u ­
tes , ces proport ions restant ensuite stables de g é n é ­
r a t i o n en g é n é r a t i o n . Dans une h y p o t h è s e i n t e r m é ­
d ia i re , une f r ac t ion d é f i n i e du nombre to ta l de plantes 
é t a n t soumis à l ' a u t o f é c o n d a t i o n et le reste l iv ré à la 
f é c o n d a t i o n c ro i sée , la popula t ion tendra gradue l -
lemment vers un é t a t d ' é q u i l i b r e stable, comportant 
tou jours moins de plantes à f leurs roses que dans le 
cas de la f é c o n d a t i o n e n t i è r e m e n t c ro i sée . 

Lorsque l 'on suppose que les plantes à f leurs rouges, 
roses ou blanches, n'ont pas l a m ê m e f é c o n d i t é , n i l a 
m ê m e vigueur , h y p o t h è s e s plus conformes à la r é a l i t é , 
les calculs deviennent beaucoup plus c o m p l i q u é s , mais 
aussi beaucoup plus i n t é r e s s a n t s . I l s permet tent en 
ef fe t d'aborder un p r o b l è m e capi ta l , d 'où d é p e n d toute 
l a philosophie de la B i o l o g i e et toute l a philosophie 
de l a Science — le p r o b l è m e de l ' é v o l u t i o n . E t u d i e r 
en ef fe t le p r o b l è m e de la persistance ou de l ' ex t inc­
t i o n , au sein d'une popula t ion , d 'un facteur cond i t ion­
nan t un c a r a c t è r e qu i donne à son porteur une f écon ­
d i t é on une v i t a l i t é , accrue ou d i m i n u é e , c'est en e f fe t 
é b a u c h e r la t h é o r i e de la Sé lec t ion naturelle, clef de 
v o û t e d u Darwin isme, seule expl ica t ion ra t ionnel le de 
l ' E v o l u t i o n . 

C'est sur cette ind ica t ion — q u ' i l est naturel lement 
impossible de d é v e l o p p e r i c i — que j e voudrais con­
clure. J ' a i e s s a y é de montrer l ' i n t é r ê t que p r é s e n t e n t 

les m a t h é m a t i q u e s pour la B io log ie , maison me permet­
t r a de regret ter q u ' i l soi t p é r i o d i q u e m e n t j u g é u t i l e 
de f a i r e cette d é m o n s t r a t i o n . 11 ne v i end ra i t à l ' i dée 
de personne de demander une c o n f é r e n c e de m ê m e n i ­
veau i n t i t u l é e « M a t h é m a t i q u e s et P h y s i q u e » . Ce n'est 
p e u t - ê t r e pas un t r è s bon s y m p t ô m e pour l a q u a l i t é 
de la cul ture sc ient i f ique d o n n é e par notre enseigne­
ment secondaire, qu'aux approches du m i l i e u d u X X f 
s ièc le , une c o n f é r e n c e sur « M a t h é m a t i q u e s et B i o l o g i e » 
a i t encore sa raison d ' ê t r e . Ce stade est d é p a s s é de­
puis v i n g t ans, trente ou plus aux U.S.A. , en U.R.S.S. 
et ai l leurs. I l n'est que temps de ra t t raper un re ta rd 
inexcusable, et toute r é f o r m e de l 'enseignement serai t 
i n c o m p l è t e si elle ne posait pas en pr incipe que tous 
ceux que leur m é t i e r met t ra en contact avec la m a t i è r e 
ou q u i auront à t r ava i l l e r , d'une f a ç o n ou d'une autre, 
sur les ê t r e s v ivan ts , c ' e s t - à - d i r e les i n g é n i e u r s , les 
a r ch i t ec t e s . . . d'une p a r t ; les m é d e c i n s , les agrono­
mes et aussi, i l f a u t le dire , les professeurs et les 
jur i s tes d'autre par t , devront recevoir un m i n i m u m 
de cul ture sc ient i f ique. Ce m i n i m u m , q u i devra ê t r e 
imp i toyab lemen t e x i g é , comportera obl iga to i rement 
toutes les discipl ines scientif iques, i n é g a l e m e n t d o s é e s 
selon l e s - ca r r i è r e s p r é p a r é e s . L a cul ture g é n é r a l e d u 
biologis te , dont l 'ob je t d ' é t u d e , quel q u ' i l soit , est 
tou jours complexe, devra ê t r e p a r t i c u l i è r e m e n t p o u s s é e 
et comportera, avec deB é l é m e n t s suff isants d'analyse, 
une large p a r t de s tat is t ique. 

P E D A G O G I A 
RESULTADOS DE U M EXAME DE MATEMÁTICA -1.° CICLO 

por Maria Teodora Alves 

N o n.° 29 da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » f o i promet ido 
que seria fe i to o estudo dos pontos para à s provas 
escritas de M a t e m á t i c a do exame do 1." ciclo no L i c e u 
de Passos Manuel no ano lect ivo 1945-46. 

Os elementos e s t a t í s t i c o s , re la t ivos a ê s se exame, 
que d e t e r m i n á m o s , constam do quadro seguinte : 

Aritmética e Alyebra Ueometria 

N o t a m í n i m a 0 0 
N o t a m á x i m a 18 19 
m é d i a 9.9 11.2 
a 4.08 3.99 
coeficiente de v a r i a ç ã o 0.41 0.35 
Qi 12.3 13.8 
mediana 9.1 10.9 

<3i 6.7 8.0 
Q 2.8 2.9 
r 0 53 
J V - 2 3 6 

E m JV=236 e s t ã o i n c l u í d o s 42 alunos internos do 
L i c e u de Passos Manuel e 194 externos e d ê s t e s , uns, 
do ensino par t i cu la r em estabelecimento, outros do en­
sino pa r t i cu la r i n d i v i d u a l e, ainda, maiores e eman­
c i p á v e i s . 

E m A r i t m é t i c a e A l g e b r a a d i s t r i b u i ç ã o das notas 
fez-se de 0 a 18 e em Geometria de 0 a 1 9 . Isto é, os 
pontos que servi ram às duas provas e os c r i t é r i o s de 
c l a s s i f i c a ç ã o adoptados pelos respectivos professores, 
d i s t r i b u í r a m os alunos por q u á s i toda a escala o f i c i a l 
de c l a s s i f i c a ç ã o (0 a 20). 

A m é d i a 9.9 na p rova de A r i t m é t i c a e A l g e b r a d i ­
fere sensivelmente da m é d i a 11.2 na de Geometria, o 
que mostra que o grupo de alunos que se apresentou 
a exame t inha melhor p r e p a r a ç ã o em geometr ia do 
que em A r i t m é t i c a e A lgebra , ou que o ponto de A r i ­
t m é t i c a e Á l g e b r a f o i sensivelmente mais d i f í c i l do 
que o de Geometria. 

E o c a s i ã o de lembrar que o n ú m e r o de l ições de 
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A r i t m é t i c a e A l g e b r a que os alunos recebem durante 
o 1.° c ic lo é mui to superior ao n ú m e r o de limões de 
Geometr ia , pelo menos quanto aos alunos internos, o 
que torna a d i f e r e n ç a das m é d i a s obtidas mais s i g n i ­
f i c a t i v a ainda e mais inesperada. Como as m é d i a s da 
d i s t r i b u i ç ã o das notas s ã o influenciadas pelos valores 
extremos precisamos agora de procurar , para uma e 
ou t ra prova, medidas que se encontrem à vo l t a das 
respectivas m é d i a s . Consideremos e n t ã o a mediana e 
os quart is de cada uma das provas : 

Aritmética e Algebra 

Q 3 = 12.3 
3 / „ = 9.1 
Q i - 6.7 

Geometria 
Qi = 13.8 
.*/ , ,= 10.9 
<2 ,= 8.0 

Nesta r e g i ã o , chamada de normalidade, a d i s t r i b u i ­
ç ã o das notas de Geometria é mais regular do que a 
correspondente em A r i t m é t i c a e Á l g e b r a . Ass im Q j 
que marca o l i m i t e in te r ior dos alunos bem dotados 
parece excessivamente baixo em A r i t m é t i c a e Á l g e b r a , 
n ã o acontecendo o mesmo em Geometria, onde Q 3 = 13.8, 
e s t á mui to p r ó x i m o da nota de 14 que é o l i m i t e i n ­
fe r io r , na escala de 0 a 20, dos bons alunos. 

A mediana que diz o que se passa na zona do meio 
da d i s t r i b u i ç ã o , encontra-se equidistante de Q 3 e Qi, 
na prova de Geometria, não acontecendo o mesmo em 
A r i t m é t i c a e Á l g e b r a . Conclue-se e n t ã o que, os a l u ­
nos medianos v ã o nesta prova atraz da d i f icu ldade , 
v i s to que <2i=6.7 é va lor mui to abaixo. 

Os g r á f i c o s seguintes indicam as diferentes zonas 
de d i s t r i b u i ç ã o e esclarecem bem as respectivas pos i ­
ções re la t ivas . 

enquanto que na p rova de Geometria, essa mesma 
categoria de alunos se d is t r ibue entre os l imi tes 10.9 
e 13.8, zona de d i s t r i b u i ç ã o , sem d ú v i d a , m u i t o mais 
regular . A o b s e r v a ç ã o deste g r á f i c o permite t i r a r 
conc lu sões i d ê n t i c a s em t ô d a a sua e x t e n s ã o . 

O in tervalo semi-quar t i l Q, n ã o tó marca para u m 
e outro lado da mediana, a r e g i ã o normal , como d á a 
ampl i tude das notas de que h á a probabi l idade 1,2 de 
serem a t r i b u í d a s a qualquer aluno. O valor Q = 2.9, 
na Geometria, correspondente à mediana 10.9, a inda 
vem indicar uma maior ampl i tude e melhor v a r i a ç ã o 
na r e g i ã o normal das notas de Geometria, do que na 
A r i t m é t i c a e Á l g e b r a onde é Q = 2.8, para a mediana 
9.1 . Os coeficientes de v a r i a ç ã o da m é d i a de cada 
p rova fo ram 0.41 e 0,35 e ind icam que as dif iculdades 
em rada um dos pontos f o ram sat isfatoriamente g r a ­
duadas ; mas, mais uma vez se ve r i f i ca , a melhor g r a » 
d u a ç ã o do ponto de Geometria. Daqueles mesmos 
valores, por serem p r ó x i m o s um do outro e pequenos, 
a inda se conclue que, o grupo de alunos se comportou 
com a c e i t á v e l regularidade, em cada prova, dando uma 
percentagem de a d m i s s õ e s à prova oral de 5 9 . 3 ° / 0 . 

O valor r = 0.53 do coeficiente de c o r r e l a ç ã o é pouco 
superior ao l i m i t e in fe r io r da c o r r e l a ç ã o , considerada 
m é d i a , o que permite supor, em geral , para cada aluno, 
desigual p r e p a r a ç ã o em A r i t m é t i c a e Á l g e b r a , e em 
Geometria. 

Todas estas r a z õ e s conduzem a considerar o ponto 
de A r i t m é t i c a e Á l g e b r a sensivelmente mais d i f í c i l 
do que o ponto de Geometria. 

A s pos ições dos quar t i s e da mediana, quanto ao 
ponto de Geometria, parecem aconselhar que seja 
mant ida a sua es t rutura e g r a d u a ç ã o . 

Inferiores I 
Qi 

Médios 
inferiores 

M é d i o s 
superiores Q3 

Superiores 

1 
6.7 8.0 

t 

9.1 10.9 

Î 

i 

12.3 13.8 

t 

A r i t m . e A l g e b r a 

Geometria 

Inferiores 
Méd ios 

in 'er iores 
Méd ios 

superiores 
Superiores 

Como 7.5 é a nota de a d m i s s ã o ao exame oral , v e r i -
fica-se que, alguns alunos m é d i o s inferiores na 
p rova de A r i t m é t i c a e Á l g e b r a n ã o seriam admit idos 
à ora l e que, pelo c o n t r á r i o , todos os alunos m é d i o s 
infer iores na prova de Geometria seriam admit idos à 
p rova oral . Os alunos méd ios superiores, d i s t r ibuem-
~se na prova de A r i t m é t i c a e Á l g e b r a , entre 9.1 e 12.3 

Seria vantajoso estudar o comportamento de cada 
aluno perante cada q u e s t ã o do ponto de Geometria de 
modo que pudesse servir de p a d r ã o ao ponto do p r ó ­
x imo exame, o que i r i a comprovar ou negar a satis­
f a t ó r i a e f i c i ê n c i a que agora lhe e n c o n t r á m o s . 

Quanto ao ponto de A r i t m é t i c a e Á l g e b r a seria 
conveniente que sofresse t a m b é m i d ê n t i c o t ra tamento 
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a f i m de que o ponto do p r ó x i m o exame fosse mais 
acertamente compensado. 

A o c a s i ã o oportuna para serem colhidos todos êsses 
dados e s t a t í s t i c o s seria a é p o c a de ev ames, e quando 
d a c l a s s i f i c a ç ã o das provas dos alunos. Mas, nessa 

o c a s i ã o o professor tem de classif icar , em 8 dias, 236 
provas, por exemplo, e à s vezes bastantes mais, f i sca­
l i za r as provas da 2." chamada e c l a s s i f i c á - l a s t a m b é m , 
e tudo isso é i n c o m p o r t á v e l com a p r e o c u p a ç ã o de 
e s t a t í s t i c a s de pontos exame. 

M O V I M E N T O C I E N T Í F I C O 
SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA 

E m f ins de Junho de 1946 t i ve ram logar no L i c e u 
de Pedro Nunes de Lisboa, 3 c o n f e r ê n c i a s promovidas 
pela S. P. M . e que versaram os temas «A n o ç ã o de 
t iúmero r ea l» e «A estrutura de d iv i s ib i l i dade dos i n ­
t e i r o s » . Os conferentes fo ram L u í s Neves Real, inves­
t igador do Centro de Estudos M a t e m á t i c o s do Porto, 
Andrade G u i m a r ã e s , aluno do 2.° ano da Licene ia tura 
em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s da Faculdade de C i ê n c i a s 

do Porto, e J o s é D . da S i lva Paulo, professor do L i c e u 
de G i l Vicente de Lishoa. A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » 
atendendo à i m p o r t â n c i a dos assuntos e à maneira 
por qne fo ram tratados e expostos, pediu aos confe­
rentes que redigissem as notas que se seguem. Assis­
t i r a m às c o n f e r ê n c i a s o Rei tor do L i c e u e v á r i o s p ro ­
fessores do ensino s e c u n d á r i o e superior sendo p o r é m 
pouco numerosa a a s s i s t ê n c i a . 

A N O Ç Ã O D E N Ú M E R O R E A L 

por Andrade Guimarães e L. Neves Real 

O Centro de Estudos M a t e m á t i c o s do P ô r t o f i x o u -
DOÍ, como tema das l ições a real izar em Lisboa, a con­
v i t e da Sociedade Portuguesa de M a t e m á t i c a , a teor ia 
a r i t m é t i c a do c o n t í n u o t a l qual a conceberam, no 
ú l t i m o quar te l do sécu lo passado, Cantor, M é r a y e 
Dcdek ind , com t ô d a a p r e c i s ã o que os m é t o d o s da 
á l g e b r a moderna permi tem i m p i i m i r - l h e . 

A o a r t igo de Bachman, na E n c i c l o p é d i a a l e m ã , 
fomos buscar a o r i e n t a ç ã o do nosso t rabalho. 

E v i t a n d o a d e f i n i ç ã o dos n ú m e r o s naturais 

1 2 3 . . . 

in t roduzidos a x i o m à t i c a m e n t e , c o m e ç a m o s por ind ica r 
como dos postulados de Peano se pode der ivar t ô d a a 
a r i t m é t i c a . E m seguida, considerando o conjunto de 
todos os n ú m e r o s naturais , algebrizado em r e l a ç ã o 
à o p e r a ç ã o — soma — e def in ida nê le uma r e l a ç ã o de 
ordem, menor do que, < , o e s p a ç o a l g é b r i c o dos n ú ­
meros natura is \a,b,e ••• \ apresenta-se como u m 
semi-grupo comuta t ivo e ordenado. Nês se semi-grupo, 
a o p e r a ç ã o a + x = 6 n ã o tem s o l u ç ã o se a > 6 . A á l ­
gebra moderna, a t r a v é s do processo de f o r m a ç ã o de 
classes de equivalentes, fornece o m é t o d o para cons­
t r u i r a p a r t i r dês se semi-grupo u m novo e s p a ç o a l g é ­
br ico — agora grupo ordenado j a , (5, f — que num 
certo sentido se pode considerar como uma sua a m ­
p l i a ç ã o : o novo e s p a ç o c o n t é m um semi-grupo iso­
mor fo e semelhante ao de pa r t ida . No nosso caso o 
semi-grupo dos n ú m e r o s naturais amplia-se a t é ao 
g r u p o ordenado dos in te i ros (posit ivos, zero e nega t i ­

vos) ; para isso consideram-se todos os pares ( ò , a) 
de n ú m e r o s naturais , chamam-se equivalentes dois 
pares (6 , a) e (ó 1 , a 1) se 6- t -a '—6'+a : 

( 6 , a ) = (V , o ' ) - — • i + a' = 6' + a , 

e, por d e f i n i ç ã o , toda a classe (conjunto) de pares equ i ­
valentes é um n ú m e r o in te i ro : pode representar-se por 
b — a a classe a de todos os pares equivalentes a (6 , a ) . 
A s conhecidas d e f i n i ç õ e s de soma, produto e ordena­
ç ã o de inteiros , d ã o ao e s p a ç o a l g é b r i c o destes n ú m e r o s 
o car; cter de d o m í n i o de integr idade ordenado. Neste 
d o m í n i o e em r e l a ç ã o à sua o p e r a ç ã o de soma e ao 
c r i t é r i o de o r d e n a ç ã o nele adoptado, o sub-conjunto 
dos n ú m e r o s in te i ros Ja f o r m a (a + b) — a é um semi-
- g r u p o ordenado e a c o r r e s p o n d ê n c i a (a -f-6) — a « — • 6 
com os n ú m e r o s naturais u m isomorfismo a l g é b r i c o e de 
ordem. Só neste sentido —a menos dum isomorfismo— 
é que podemos dizer que os intei ros c o n t ê m os n ú m e ­
ros naturais . Por comodidade usam-se os s í m b o l o s 
1 , 2 , 3 , ••• para representar os n ú m e r o s inteiros iso­
morfos dos n a t u r a i s : 1 para o in t e i ro (a + l ) — o , 2 
para ( o + 2 ) — o , etc. Mas ê les representam seres mate­
m á t i c o s inte i ramente diferentes : o n ú m e r o na tu ra l 1 
é uma n o ç ã o p r i m i t i v a da a x i o m á t i c a de Peano, assim 
como o n ú m e r o na tura l 2 é o «sucessor» de 1 , e t ; . — 
mas o n ú m e r o in te i ro 1 é o conjunto (ou classe) de 
todos os pares de naturais da fo rma ( a + 1 , a) , is to é, 
de todos aqueles cu ja diferença é o n ú m e r o na tu ra l 1 : 
o n ú m e r o in te i ro 2 o conjunto de todos os pares de 
naturais c u j a diferença é o n ú m e r o na tu ra l 2 , etc. 
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Os novos n ú m e r o s s e r ã o simbolizados por 0 , - 1 , 
- 2 , - 3 , . -

E m r e l a ç ã o à o p e r a ç ã o produto, o e s p a ç o a l g é b r i c o 
dos n ú m e r o s inteiros n ã o zero, em que n ã o é sempre 
so lúve l a e q u a ç ã o a - x = p , com a ^ O , comporta-se 
como um semi-grupo que pelo processo anter ior é ana­
logamente s u s c e p t í v e l de a m p l i a ç ã o . Formem-se todos 
os pares de n ú m e r o s intei ros (p ,* ) , « = j í - 0 , defina-se 
entre êles a seguinte r e l a ç ã o de e q u i v a l ê n c i a : 

( p , . ) = » ' , « ' ) — * P - « ' = P ' - « 
e agrupem-se numa mesma classe todos os pares entre 
s i equivalentes ; a cada uma destas classes chama-se 
n ú m e r o racional ; e r e p r e s e n t a r - s e - á por p/st, por 
exemplo, o n ú m e r o racional que é a classe de todos os 
pares equivalentes ao par ( 3 , a) . 

A s d e f i n i ç õ e s habi tuais de soma, produto e ordena­
ç ã o de n ú m e r o s racionais organizam o conjunto como 
corpo comuta t ivo a r q u i m è d i c a m e n t e ordenado, con­
tendo um d o m í n i o de in tegr idade isomorfo e seme­
lhante ao d o m í n i o dos iwteiros : é o sub-conjunto dos 
n ú m e r o s racionais da fo rma p»/« e o isomorfismo é 
definido pela c o r r e s p o n d ê n c i a P « a « — • (} . 

De novo se pode agora dizer que, a menos dum iso­
morf ismo, os n ú m e r o s racionais compreendem os i n t e i ­
ros e adoptar os mesmos s ímbo los , 2 , — 1 , 0 , 1 , 2 - - . , 
para os racionais isomorfos desses inteiros — não es­
quecendo que, por exemplo, o n ú m e r o racional 1 é 
agora o conjunto de todos os pares ( 3 , »•) de intei ros 
cu jo cociente é o n ú m e r o in te i ro 1 . N ú m e r o s racionais 
como 2 3 ,—5, 7 , • • • s ã o n ú m e r o s sem c o r r e s p o n d ê n c i a 
nos in te i ros . 

Se quizermos caracterizar a x i o m à t i c a m e n t e os n ú ­
meros racionais f a z ê m o - I o com base no teorema: 
« t o d o o corpo ordenado que, a menos dum isomor­
f ismo, c o n t é m os n ú m e r o s intei ros , c o n t é m —no mesmo 
sentido — os n ú m e r o s r a c i o n a i s » ; e podemos d e f i n i r 
ó corpo dos n ú m e r o s racionais ; a) ou como sendo o 
menor corpo que c o n t é m o semi-grupo dos n ú m e r o s 
na tu ra i s ; b) ou como 6endo o menor dos corpos orde­
nados e arquimedeanos. 

In t roduzindo agora a n o ç ã o de valor absoluto | r | 
dum rac ional r : 

\r\ = r , se r > 0 e | r | - = — r se — r > 0 

e def in indo como d i s t â n c i a j> ( r f , r 2 ) de dois n ú m e r o s 
racionais r j e r 2 , precisamente o valor absoluto da 
sua d i f e r e n ç a | r 2 — r ( | , o e s p a ç o a l g é b r i c o dos n ú m e ­
ros racionais aparece-nos como e s p a ç o m é t r i c o que 
n ã o é completo, i s to é, para o qual a c o n d i ç ã o de 
Cauchy n ã o é c o n d i ç ã o suficiente de c o n v e r g ê n c i a 
— ou, por outras palavras, as sucessões de Cauchy 
n ã o s ã o necessariamente convergentes. A c o n s t r u ç ã o 
dos n ú m e r o s reais (Cantor) v a i eiectuar-se com v i s t a 

precisamente a que a c o n d i ç ã o de Cauchy seja neces­
s á r i a e suficiente de c o n v e r g ê n c i a : como e s p a ç o m é ­
t r ico o dos n ú m e r o s reais deve ser um e s p a ç o completo. 
Para isso, no conjunto de todas as sucessões de Cauchy 
tomam-se como equivalentes aquelas c u j a d i f e r e n ç a 
converge para o n ú m e r o racional 0 e chama-se n ú ­
mero real a toda a classe de sucessões de Cauchy 
entre si equivalentes, podendo representar-se o número-
real ? por uma qualquer das suas sucessões | ; „ | . 

A a l g e b r i z a ç ã o e a o r d e n a ç ã o fazem-se pela d e f i ­
n i ç ã o : 

\ + n — classe das sucessões equivalentes a j£„ + >i„î 

l • « = classe das sucessões equivalentes a j £„ • n„ { 

£ < « se a p a r t i r de certa ordem m „ — í „ > a , com a > 0 . 

Como h á n ú m e r o s reais cujas suces sões convergem, 
para n ú m e r o s racionais ê s ses n ú m e r o s reais cons t i tuem 
u m sub-corpo isomorfo e semelhante ao corpo dos 
n ú m e r o s racionais, de modo a poder dizer-se que os 
n ú m e r o s reais c o n t ê m , a menos dum isomorfismo, o » 
n ú m e r o s racionais. Ass im, é j u s t i f i c á v e l o uso dos mes­
mos s í m b o l o s de n ú m e r o s racionais, — 3 , 4 , — 2 , 0 , 1 , ••• 
para representar os n ú m e r o s reais seus isomorfos. 
Simplesmente, n ã o se e s q u e ç a que, assim como, p o r 
exemplo, o n ú m e r o racional 1 , n ã o é o mesmo que o 
n ú m e r o in te i ro 1 , nem ês t e o mesmo que o n ú m e r o 
na tu ra l 1 , o n ú m e r o real 1 é agora a classe de todas 
as sucessões de n ú m e r o s racionais que convergem 
para o n ú m e r o racional 1 . 

U m a vez algebrizado e ordenado, o conjunto dos 
n ú m e r o s reais, como e s p a ç o a l g é b r i c o apresenta o 
c a r á c t e r de corpo comuta t ivo , a r q u i m è d i c a m e n t e orde­
nado e como e s p a ç o m é t r i c o o de e s p a ç o completo. 
Mas como inversamente se pode a f i r m a r ser todo o 
corpo a r q u i m è d i c a m e n t e ordenado isomorfo e seme­
lhante a um sub-corpo do corpo dos n ú m e r o s reais, a 
c a r a c t e r i z a ç ã o dos n ú m e r o s reais pode fazer-se pelos 
dois seguintes quadros, equivalentes : 

A . l — I Corpo ordenado, 
A . l — I I arquimedeano, 
A . l — I I I completo ( « a b g e s c h l o s s e n a - C a n t o r ) 

e 

A . 2 — I Corpo ordenado, 
A . 2 — I I arquimedeano, 
A . 2 — I I I perfe i to (nvo l l6 tãnd ig»-Hi lbe r t ) . 

Como da continuidade à Dedekind ( « S t e t i g k e i t » ) se 
deduzem as propriedades de ser arquimedeano e de 
ser completo, é ainda equivalente à s anteriores a 
c a r a c t e r i z a ç ã o 

A . 3 — I Corpo ordenado, 
A . 3 — I I c o n t í n u o ( « s t e t i g » - D e d e k i n d ) 
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Estas propriedades n ã o são p o r é m todas indispen­
s á v e i s — pode reduzir-se o seu n ú m e r o g r a ç a s a u m 
resultado de Reidemeister: todo o grupo ad i t ivo , orde­
nado a r q u i m è d i c a m e n t e , c o n t í n u o à Dedek ind e cujos 
elementos s ã o d i v i s í v e i s ao meio (para cada seu ele­
mento x, existe um outro, representado por x/2, 
t a l que x/2 + cc/2 = x) é isomorfo e semelhante ao 
grupo dos n ú m e r o s reais. E é p o s s í v e l de f in i r uma 
o p e r a ç ã o de produto de modo que em r e l a ç ã o a ela e 
à o p e r a ç ã o do grupo, o e s p a ç o seja u m corpo comuta­
t i v o : produto b • a de b por a é o elemento do grupo 
que corresponde a 6 no automorfismo do grupo que 
conservando a ordem se a > 0 , ou invertendo-a se 
o < 0 , faz corresponder a um mesmo elemento u n i ­
dade i , o elemento a . Ass im nos aparece a conhe­
c ida regra de m u l t i p l i c a ç ã o : o produto b • a o b t é m - s e 
do mul t ip l i cando b , como o mul t ip l i cador o se obteve 
da unidade t : pelo mesmo automorf ismo. 

Ass im se podem tomar como quadros a x i o m á t i c o s 
dos n ú m e r o s reais ou 

A . 4 — I Grupo ordenado 
A . 4 — I I com o r d e n a ç ã o densa (entre dois dos seus 

elementos existe sempre um terceiro) 
A . 4 — I I I arquimedeano 
A . 4 — I V completo (Cantor) 

A . 5 — I Grupo ordenado 
A.5 — I I arquimedeano 
A.5 - I I I perfe i to ( H i l b e r t ) 

A . 6 — I Grupo ordenado 
A .6 — I I com o r d e n a ç ã o densa 
A .6 — I I I c o n t í n u o (Dedekind) . 

N a ú l t i m a das palestras da sé r ie que a S. P. M . 
promoveu e se real izaram no L i c e u Pedro Nunes de 
Lisboa , f o i estudada a n o ç ã o de es t rutura dando-se 
como exemplo a estrutura da divisibilidade dos inteiros. 

Apresentou-se a seguinte d e f i n i ç ã o : 

A — Chama-se estrutura todo o conjunto S de ele­
mentos a ,b ,c . . . para os quais se define : 

1 . " uma r e l a ç ã o de ordem parc ia l (.<^) (que pode 
ser uma ordem) que l i g a alguns pares de elementos 
de ÍS , gozando das propriedades : 

0 1 — a^a 

02 — Se aAb e b-Aa -> o = 6 

0 3 — Se a*ib e b-ic ->• a-ic 

2. °) U m a o p e r a ç ã o que a cada par de elementos 
a e b de S faz corresponder u m terceiro elemento 
a r\ b t a m b é m de S e t a l que 

Dl — a r\ e a r> b-*$b 
232 — Se c-ia e c-$b -»• e-^a r> 6 

3. °) U m a o p e r a ç ã o w que a cada par de elementos 
a e b de S faz corresponder u m terceiro elemento 
o u i t a m b é m de S e t a l que 

Mí — d-^a w 6 e b^ia w b 
M2 — Se a-^c e H t - » » u M c 

E m seguida estudou-se como exemplo duma estru­
t u r a a da divisibilidade dos inteiros onde a r e l a ç ã o 
é a r e l a ç ã o «divide» e as o p e r a ç õ e s o e w são res­
pectivamente o m á x i m o d iv isor comum e o menor 
m ú l t i p l o comum, mostrando-se a í a e x i s t ê n c i a e u n i ­
cidade das o p e r a ç õ e s , e a p a r t i r das propriedades O , 
D e M demonstrou-se que as o p e r a ç õ e s A e u go-

ESTRUTURA DA DIVISIBILIDADE DOS INTEIROS 

por J . D . D A SILVA PAULO 

zam das seguintes propriedades 

B — a r\ b = b /-> a 
a r\ (b r~\ c) = (a o b) r\ c 

a r\ a = a 

a w b=b w a 
o u ( i u c ) = ( a u i ) u t 

a v-> o = o 

A q u i fez-se notar o p r i n c í p i o da dualidade e poz-se 
em e v i d ê n c i a que o conjunto das propriedades B d e f i ­
nindo as o p e r a ç õ e s (•> e w e a propriedade 

C — a igualdade ai~.b = a implica a 6 = 6 , ( to ­
mando como d e f i n i ç ã o da r e l a ç ã o -4 a seguinte: « D i z -
se que a^b se se ve r i f i ca r C») pode ser tomado como 
d e f i n i ç ã o de estrutura, dada a sua e q u i v a l ê n c i a com 
a d e f i n i ç ã o A. 

Como noutras estruturas a da divisibilidade c o n t é m 
um p r ime i ro e u m ú l t i m o elemento, porque se v e r i f i c a 
a dupla r e l a ç ã o 

qualquer que seja o in t e i ro a, e daqu i se t i r a r a m as 
propriedades duais 

0 r\ a=a 
1 <-> a = l 

1 y-i a=a 
O u s = 0 

demonstrou-se f ina lmente que a es t rutura da d i v i s i b i ­
l idade é d i s t r i b u t i v a pois se v e r i f i c a m as propriedades: 

a <-i (b w c) => (a n b) w (a >-> c) 
e « 

o u ( 6 n c ) = ( a u 6 ) n ( o u c ) 

e para isso j á houve que fazer a p ê l o a propriedades 
par t iculares do m á x i m o d iv i sor comum, do menor 
m ú l t i p l o comum e da d iv i s ib i l idade , n ã o d e d u t í v e i s ex­
clusivamente das propriedades O , D e M. 
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D O U T O R A M E N T O S 

E m 29 e 31 de Julho de 1946 realizaram-se na F a ­
culdade de C i ê n c i a s da Univers idade do Porto as p r o ­
vas de doutoramento em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s de 
A l f r e d o Pereira Gomes. A tese Introdução ao estudo 
duma noção de funcional em espaços sem pontos f o i d is­
cut ida pelos Profs . A . H . Peixoto de Queiroz e R u y 
L . Gomes. « E q u a ç õ e s de C l a i r a u t ; g e n e r a l i z a ç õ e s e 
Secantes comuns a duas c ó n i c a s ; cond ições de t a n ­
gencia. Problemas co r r e l a t i vos» fo ram os temas sobre 
que f o i f e i to i n t e r r o g a t ó r i o pelos Profs. A . S c i p i ã o 
G. de Carvalho e A . Madure i ra e Sousa. 

A tese f o i publ icada no V o l . 5, fase. 1 de « P o r t u g a -
l iae M a t h e m a t i c a » e pode ler-se no presente n ú m e r o 
de « G a z e t a de M a t e m á t i c a » uma a p r e c i a ç ã o do 
Prof . R u y L . Gomes, i n c l u í d a no B o l e t i m B i b l i o g r á ­
f i co . 

E m 7 de Outubro de 1946 o bolseiro do In s t i t u to 
para a A l t a Cu l tu ra em Z u r i c h , H u g o Bap t i s t a R i ­
beiro, doutorou-se em C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s na Escola 
P o l i t é c n i c a Federal . D a tese «Lattices» des groupes 
abéliens finis f o ram referentes os Professores P. Ber -
nays e H . Hopf . Este t rabalho s e r á publicado breve­
mente em « C o m m e n t a r i c i M a t h e m a t i i H e l v e t i c i » e u m 
resumo em « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » V o l . 5. 

N a mesma escola s u i ç a Armando Carlos G ibe r t de­
fendeu em 20 de Ma io de 1946 a tese Effect de la 
temperature sur la diffusion neutron-proton, obtendo o 
g r au de doutor em C i ê n c i a s Natura i s . 

Fo ram referentes os l ' rofs . P. Scherrer e F . T a n k e 
presidente do j u r i o Prof. H . Hopf . A tese f o i p u b l i ­
cada em « H e l v é t i c a Physica A c t a » . 

A. F. A. S. - CONGRESSO DE NICE — SETEMBRO DE 194Ó 

Communications fai tes au 65 e CongrèB, tenu à Nice 
du 9 au 14 septembre 1946. 

Section 1 : M a t h é m a t i q u e s : 
P r é s i d e n t : M r . E . Gau, Recteur de 1' A c a d é m i e 

d 'A ix -Marse i l l e . 
V i c e - P r é s i d e n t s : M M . E . Blanc , Professeur à l a 

F a c u l t é des Sciences de Clermont-Ferrand; C. L u r q u i n , 
Professeur à l ' U n i v e r s i t é l i b re de Bruxel les ; F . Roger, 
Professeur à l a F a c u l t é des Sciences de Bordeaux. 

S e c r é t a i r e : P. B e l g o d è r e , A t t a c h é de Recherches 
au C. N . R. S. 

L i s t e des communications ( L ' a s t é r i s q u e # indique 
une communicat ion éc r i t e ) : 

L u n d i 9 septembre (14 h . à 16 h.) : Prise de contact 
des membres de l a section. 

M a r d i 10 septembre (9h. à 12h. et 14h. à 16h.) : 
(1) P. B e l g o d è r e : Quelques e n q u ê t e s publiques 

i n t é r e s s a n t les m a t h é m a t i c i e n s . Informat ions . 
(2) A . Gloden : U n nouveau t h é o r è m e sur les m u l -

t igrades. 
(3) A . Gloden : U n p r o b l è m e d'analyse d iophan-

tienne mul t ig rade . 
(4) A . Gloden : Quelques é g a l i t é s mul t igrades . 
(5) # A . G é r a r d i n : Solut ion d'une é q u a t i o n m u l t i ­

grade. 
(6) #G. P a l a m à : M u l t i g r a d i a catena parametriche 

con i n f i n i t i e jement i . 
(7) M . Krasner : Fonctions analytiques dans les 

corps values complets. 
(8) E . B lanc : A c t i v i t é du S é m i n a i r e m a t h é m a t i q u e 

de Marsei l le (fonctions abstraites mul t i fo rmes) . 
(9) # M . B r e l o t : É t u d e g é n é r a l e des fonct ions har­

moniques ou surharmoniques posit ives au voisinage 
d 'un po in t i r r egu l ie r . 

(10) *P. L e l o n g : P r o b l è m e s re la t i f s aux fonctions 
plur iharmoniques et aux fonctions plurisous-harmo-
niques. 

(11) »N . Sa l tykov : Note sur la m é t h o d e de D ' A l e m -
ber t pour i n t é g r e r les é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s l i n é a i ­
res à coefficients constants par r appor t aux variables 
p a r a m é t r i q u e s . 

(13) # A . B loch : Sur une classe de fonctions e n t i è ­
res e n g e n d r é e s par un corps quadrat ique r ée l . 

Mercred i 11 septembre (9h. à 12h. et 14h. à 16h.) : 
(14) E . Blanc : C o n f é r e n c e sur le p a r a l l é l i s m e entre 

courbes et ses applicat ions à la c o n v e x i t é . 
(15) P. Monte l : Sur certaines é q u a t i o n s fonc t ion ­

nelles l iées au t h é o r è m e de Jacobi . 
(16) P. B e l g o d è r e : Calcul des var ia t ions des i n t é ­

grales de surface ; i n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e . 
(17) * T . Lemoyne : Sur le l i e u des foyers d'une 

f a m i l l e de coniques. 
(18) * T . Lemoyne: Construct ion, par la r è g l e seule, 

d'une i n f i n i t é de points et de tangentes de l a cubique 
plane la plus g é n é r a l e . 

(19) #V. T h é b a u l t : Transmuta t ions d 'un t é t r a è d r e . 
Vendred i 13 septembre (9h. à 12h.) : 
(20) R. W a v r e : L ' i t é r a t i o n des o p é r a t e u r s h e r m i -

tiens. 
(21) P. H u m b e r t : Formules t r i g o n o m é t r i q u e s dans 

le p l an et dans l'espace a t t a c h é e s à l ' o p é r a t e u r A . 
(22) #B . Combes : L e pr inc ipe de Bayes et le p r o ­

b l è m e de l 'a justement. 
(23) # D . W o l k o v i t c h : Ajus tement des formules aux 
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r é s u l t a t s d ' e x p é r i e n c e s selon l a l o i des moindres c a r r é s . 
(24) #R. Laeape : Les p r o b l è m e s m a t h é m a t i q u e s de 

l ' i n f l u x nerveux. 
(25) M a r i a n i : Les espaces g é n é r a l i s é s et l ' é l e e t r o -

m a g n é t i s m e . 
Samedi 14 septembre (10h.30 à 12h.) : 
(26) E . M e r w a r t : Chronologie m a t h é m a t i q u e : Deux 

n u m é r o t a t i o n s inverses : p é r i o d e jul ienne et m i l l é s i m e s 
p r é c h r é t i e n s . 

M A T E M Á T I C A S 

(27) E . K r a f t : C r i t é r i u n s de d i v i s i b i t é , c r i t é r i u m 
des nombres premiers. 

(28) J . Ma lbure t : Une d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 
de Saccheri (5 a pos tu la t ) . 

(29) J . Ma lbure t : L e s i x i è m e pos tu la t d 'Eucl ide. 
(30) #E. Barbet te : L e dernier t h é o r è m e de F e r m â t 

et sa g é n é r a l i s a t i o n . 
L e 66 e C o n g r è s aura l i e u à B i a r r i t z en Septembre 1947. 
L e 67" C o n g r è s aura l i e u à G e n è v e en 1948. 

E L E M E N T A R E S 
PONTOS DE EXAMES DE APTIDÃO ÁS ESCOLAS SUPERIORES 

F. C. L . — E X A M E DE A P T I D Ã O — Ju lho de 1946. 

I 

2 2 7 3 — D e t e r m i n e o p a r â m e t r o m de modo que as 
r a í z e s da e q u a ç ã o x ( 1 — x ) = « î / ( m + l ) d i f i r a m de duas 
unidades. R : A equação proposta pode escrever-se sob 
a forma equivalente x 2 — x + m : ( m + l ) = 0 e se forem 
X j e %2 a s suas raízes teremos o sistema: x i + X ; j = — 1 , 
X l — X j = 2 e x j x 2 = m : ( m + 1 ) , cuja resolução conduz à 
solução procurada m = —3/7 . 

2 2 7 4 — D i g a o que se lhe oferecer sobre a p o s s í v e l 
e x i s t ê n c i a de so luções in te i ras e posi t ivas da e q u a ç ã o 
l O x — & y = 8 . Jus t i f ique a resposta. R : A equação 
lOx — 6y = 8 e'equivalente a 5 x — 3 y = 4 , equação que 
tem uma infinidade de soluções inteiras e positivas pois 
estas são dadas pelas expressões x = 2 + 3 m e y = 2 + 5 m , 
onde m representa um inteiro positivo ou nulo qualquer, 
em vista de o par x j = 2 , y i = 2 constituir uma solução 
inteira da equação proposta. 

2 2 7 5 — D i g a qual dos n ú m e r o s 3 t f 3 e tf 2 é maior . 

Ju s t i f i que a resposta. R : Como 3 t f 3 e tf 2 se podem 

escrever sob as formas 6 y / 3 2 e "y/2 3 resulta imediata­

mente da comparação destes radicais que ê 

• I I 

2 2 7 6 — Dado um cateto dum t r i â n g u l o r e c t â n g u l o , 
e a d i f e r e n ç a entre a sua hipotenusa e o outro cateto, 
deduza em f u n ç ã o dos dados as f ó r m u l a s que exprimem 
os comprimentos dos lados desconhecidos do t r i â n g u l o , 
os seus â n g u l o s agudos e a sua á r e a . R : Seja b o 
cateto dado e a — c = d a diferença entre a hipotenusa e 
o outro cateto. Como o triângulo é rectângulo será 
b 2 + c 2 = a 2 ou a 2—c 2 = b 2 ou ainda (a + c) (a —c) = b 2 , 
donde se deduz a + c = b 2 : d e portanto a = ( b 2 + d 2 ) : 2d 
c c = ( b 2 — d 2 ) : 2 d . Daqui se deduz quetgB^ 2db : (b 2 —d 2 ) 
e t g C = ( b 2 - d 2 ) : 2 d b . 

2 2 7 7 — V e r i f i q u e a identidade 

fm . \ 2 
sec* — + a = • 

\ 4 / 1 - s e n (2«) 

R : O primeiro membro da igualdade pode escrever-se 
sucessivamente sob as formas : 

sec2 (w/4 + a) = 1 : cos 2 (w/4 -f- a) = 1 : [cos ir/4 cos « — 
— sen a sen i r / 4 ] 2 = 1 : [ (V2 /2 ) 2 . (cos a-sen a ) 2 ] = 
= 1 : [ l / 2 x ( c o s 2 a + sen 2 a — 2 sen a cos a ) ] = 
= 2 : [1—sen (2a)] , 

o que prova a identidade. 

2 2 7 8 — Deduza a e x p r e s s ã o geral dos â n g u l o s que 
t ê m a mesma cosecante que o â n g u l o que mede 6 r a -
dianos. R : Como se sabe os ângulos 8 e ic—8 têm a 
mesma cosecante, e como 8 e 8 + 2kir (k inteiro), e ir—8 
e ir—6+2k' ir (k ' inteiro) têm a mesma cosecante, pode­
remos escrever as expressões 2kit + 8 e (2k l + l ) ir—8, 
que se podem condensar sob a forma nic + (—1)" • g 
(n inteiro), como sendo as expressões gerais dos arcos 
que têm a mesma cosecante que o ângulo 8 . 

I I I 

2 2 7 9 — Deduza o va lor da r a z ã o entre o volume de 
uma esfera e o de um cubo nê le insc r i to . R : O volume 
da esfera é dado pela expressão 4 i r R 3 : 3 , e o aresta do 
cubo inscrito na esfera de raio R é dada por l = 2 R y / 3 : 3 , 
donde o volume l 3 = 8 R 3 y/3 : S2 . A razão dos volumes 
é então ir tf 3 : 2 . 

2 2 8 0 — Considere duas c i r c u n f e r ê n c i a s de raios d i ­
ferentes, tangentes exteriormente num ponto T. 

Demonstre que tendo P e P' os pontos de contacto 
duma tangente comum às duas c i r c u n f e r ê n c i a s , o â n ­
gulo PTP1 é u m â n g u l o recto. R : Tracemos a tan­
gente comum às duas circunferências no ponto T a qual 
encontrará a tangente PP ' num ponto Q . Em vista da 
propriedade bem conhecida de os segmentos das tangen-
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tes tiradas de um ponto para a circunferência e com­
preendidas entre o ponto e a circunferência sere?n iguais 
tem-se QP — Q T = QP' o que mostra ser Q o centro duma 
circunferência que passa por P , P 1 e T e da qual PP 1 

é um diâmetro, logo o ângulo P T P ' , inscrito na meia 
circunferência [ P T P 1 ] , e recto. 

2 2 8 1 — Determine, sem efectuar as o p e r a ç õ e s i n ­
dicadas, o resto da d i v i s ã o por 11 do numero 
N = 5293' + 3 8 1 x 1 9 2 . Jus t i f ique o c á l c u l o fe i to . 
R : Como 5293 m 2 (mod 1 1 ) , 381 = 7 (mod 11) e 192 m 
m 5 (mod 11) é N = 2 2 + 7 x 5 = 39 = 6 (mod 11) e por­
tanto o resto é 6 . 

S o l u ç õ e s dos n . ° s 2273 a 2281 de J . d a S i l v a P a u l o . 

F. C. P. — J u l h o de 1946 

I Parte — A R I T M É T I C A 

2 2 8 2 — Escrever em n u m e r a ç ã o decimal o maior 
n ú m e r o que se escreve com 3 algarismos no sistema 
de base 13. R : 2196. 

2 2 8 3 — Como acha o m . d. c. de dois n ú m e r o s em­
pregando o m é t o d o das d i v i s õ e s sucessivas ? 

2 2 8 4 — Demonstrar que o m á x i m o divisor comum 
de dois n ú m e r o s m e n é i g u a l ao m á x i m o d iv isor 
comum entre o menor e o resto da d i v i s ã o de um 
pelo outro. 

2 2 8 5 —• Demonstrar que a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e 
suficiente para que u m n ú m e r o seja d i v i s í v e l por 15 
é que seja d i v i s í v e l por 3 e por 5 . R : A demonstra­
ção, que e' imediata, baseia-se no facto de 3 e 5 serem 
primos entre si . 

2 2 8 6 — Como se'reduz uma f r a c ç ã o à sua e x p r e s s ã o 
mais simples ? Jus t i f i ca r a regra enunciada. 

2 2 8 7 — Ju s t i f i ca r a p rova dos noves-fdra na ope­
r a ç ã o da d i v i s ã o . 

2 2 8 8 — P rovar que o resto da d i v i s ã o do quadrado 
dum n ú m e r o í m p a r por 8 é sempre i g u a l á un idade . 
R : Sendo 2 n - + l um número ímpar qualquer, ( 2 n + l ) 2 = 

= 4 n 2 + 4 n + l = 4n (n + 1 ) + 1 = 8 + 1 . 

2 2 8 9 •— Achar os n ú m e r o s que admitem para m. 
m. c. e m. d. c., respectivamente, 240 e 60. R : 240 e 60. 

I I Parte — Á L G E B R A 
2 2 9 0 — Sabendo que o n ú m e r o de p e r m u t a ç õ e s de 

m objectos dis t intos é 6 vezes superior ao n ú m e r o 
das suas c o m b i n a ç õ e s , tomados 3 a 3, calcular o va lor 
de m. R : m = 3 . 

2291—-Escrever a e q u a ç ã o do 2." g r au cujas r a í ­
zes possam representar os comprimentos dos lados 
dos r e c t â n g u l o s que t ê m p e r í m e t r o constante e i g u a l 
a 20 metros. 

Determinar , em seguida, o va lor que devem tomar 
as r a í z e s para que o r e c t â n g u l o respectivo tenha a 
maior á r e a p o s s í v e l . R : As raízes deverão ser reais 
e a sua soma será igual a 10. A equação será portanto 
x 2 —10x + c = 0 . Para que o rectângulo tenha área 
máxima deverá procurar-se o valor de c que torne nulo 
o descriminante. Encontra-se c = 25 . 

2 2 9 2 — Sendo a > 0 , determinar os valores de 
o e k de modo que o t r i n ó m i o axï+x + k tome valores 
negativos quando f izermos va r i a r x entre—1 e 1/2. 
R : O trinómio terá valores negativos no intervalo 
[ — 1 , 1 / 2 ] (e só nês t e ) quando for k = — 1 e o = 2 . 

2 2 9 3 — Escrever a e x p r e s s ã o geral dos n ú m e r o s 
in te i ros posi t ivos, que d iv id idos por 15 e 18 d ê m res­
tos igua is a 12. Calcular o menor destes n ú m e r o s . 
R : 1 0 2 — 9 0 t , t < l . O menor número é VI. 

2 2 9 4 — Demonstrar que a soma dos coeficientes 
do desenvolvimento do b i n ó m i o (a + x)v é i g u a l a 2 " . 
R : «Se, depois de efectuarmos o desenvolvimento, fizer­
mos x = l e a = l , encontramos imediatamente para 
soma dos coeficientes 2 P . 

2 2 9 5 — Formar a e q u a ç ã o biquadrada que admite 
as r a í z e s 2 i e 3 . Achar as restantes r a í z e s da mesma 
e q u a ç ã o . R : x * — 5 x 2 — 3 6 = 0 . As restantes raízes são: 
- 2 i e - 3 . 

x 2 — ix + 8 
2 2 9 6 — Resolver a i n e q u a ç ã o > 0 . 

xz—1 
R : x > l w x <C—1 . 

2 2 9 7 — Deduzi r as cond ições a que devem satis­
fazer os coeficientes da e q u a ç ã o de D i o f a n t o ax + by=c, 
para que admi ta so luções in te i ras e posi t ivas . 

I I I 

2 2 9 8 — E m que consiste o m é t o d o de r e d u ç ã o ao 
absurdo ? 

2 2 9 9 — Conhecidas as p r o p o s i ç õ e s : a) A todo o 
t r i â n g u l o pode circunscrever-se uma c i r c u n f e r ê n c i a , 
b) Qualquer â n g u l o inscr i to numa c i r c u n f e r ê n c i a tem 
por medida metade do arco compreendido entre os 
lados, e c) A medida de qualquer c i r c u n f e r ê n c i a é 
3 6 0 ° , demonstrar, por r e d u ç ã o ao absurdo, que a soma 
dos â n g u l o s internos de u m t r i â n g u l o vale 1 8 0 ° . 
R : Seja A B C um triângulo e A , B , C os seus ângu­
los. Suponhamos, por absurdo, que Á ~ + & + ( ? = « , 
onde a ^= 1 8 0 ° . Em virtude de a) existe uma circun­
ferência circunscrita ao triângulo. Em virtude de b) 

resulta que A = B C / 2 , B" = A C / 2 e ( T = A B / 2 . 

Logo Â~ + S " + C V = ( B C + A C + A B ) / 2 = a . Logo B C + 

+ A C + A B = 2* =jfc 360° o que e absurdo . 
S o l u ç õ e s dos n . " 2282 a 2299 de L a u r e a n o B a r r o s 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

I — ESCOLAS PORTUGUESAS 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

L S. C. E. F . — 1 . * Cadeira — Exame f i n a l — Ou tubro 
de 1945. 

2 3 0 0 — Estudar e representar geometricamente a 
f u n ç ã o y = e+^s""!. R : Função periódica de período 
2 i r , definida apenas para valores de x lais que sen x > 0 ; 
basta, portanto, estudá-la no intercalo ( 0 , n) . Por ser 

y' = e + v ' " , " , • - C , = ) a função 4crescente em (0 , i r /2 ) 
2 v sen x 

e decrescente no intercalo ( i r /2 , i r ) . O ponto (jr<2,e) e 
de máximo. O estudo de y " , no domínio considerado, 
mostra que a curva tem a concavidade voltada no sen­
tido negativo do eixo das ordenadas. 

2 3 0 1 — Determinar as r a í z e s reais da e q u a ç ã o 
sen 4 x—5 sen 3 x — 4 = 0 . R : Fazendo s e n x = y tem-se 
y 4 — 5 y 3 — 4 = 0 , equação algébrica de coeficientes intei­
ros, de que nos interessam apenas as raízes y = sen x , 
reais compreendidas no intervalo ( — 1 , + 1 ) . A equa-
çãj não tem, raízes racionais. A representação geomé­
trica das funções z = y 4 —4 e z = 5 y 3 , por exemplo, mos­
tra a existência duma raiz irracional da equação no 
intervalo (—1,0) e outra à direita do ponto y = 1 que 
portanto não têm interêsse. Essa raiz é, a menos de 
uma décima, y = — 0 , 8 donde x = arcsi n (—0,8) . 

S o l u ç õ e s dos n . o s 2300 e 2301 de O . M o r b e y R o d r i g u u s . 

I . S. T . — MATEMÁTICAS G E R A I S — E x a m e f i n a l — O u t u ­
bro de 1945. 

2 3 0 2 — Quando o ponto z = x + iy descreve no plano 
de Cauchy a recta ajs + oj/ + l = 0 , que curva 
F ( X , Y) = 0 descreve o ponto Z , t a l que z = l j Z , 

1 X - i Y 
no mesmo plano ? R : z = — — — = — — — = x + i y 

X 
X + i Y X 2 + Y 2 

e y= 
X 2 + Y 2 ' X 2 + Y 2 

Substituindo x e y na equação da recta a x + b y + l = 0 , 
a X b Y 

vem a equação da curva pedida ; - + 1 = 0 
X 2 +• Y 2 X 2 + Y 2 

X 2 + Y 2 + a X — b Y = 0 que representa uma circun­
ferência. 

2 3 0 3 — Sendo P e Q os pontos de i n t e r s e c ç ã o da 
tangente a uma elipse com os eixos de s imetr ia , mos­
t r a r que o comprimento PQ é m í n i m o quando f o r 
i g u a l à soma dos comprimentos dos semi-eixos. R : 

Dada a elipse x 2 / a 2 + y \ b ? — 1 a equação x x ' / a 2 + y y ' / b ? — 1 
representa a tangente à elipse no ponto (x 1 , y 1 ) . 

Pontos de encontro da tangente com os eixos: P (a ' /x ' ,0) 
Q ( 0 , b 2 / y ' ) . 

Comprimento do segmento P Q : P Q 2 = a 4 / x ' 2 + b 4 / y ' 2 . 

Como PQ 4positivo consideraremos P Q 2 em vez de PQ. 
Da equação da elipse deduz-se y ' 2 = - b ? / a 2 . (a 2 — x ' 2 ) , 

_ a 4 a 2 . b 2 

e substituindo : P Q 2 = ^ + a ' —x'* 

a 2 b* 
Consideremos F (x) = —n + A , _ J • 

( b 2 - a 2 ) x l 4 + 2a 4 x " - a 6 

Tem-se : 

F ' ( x ) = 2 

Das 
x , a ( a 2 - x ' s ) 2 

raízes de F ' — 0 só convém ao problema 

V a + b 
que correspondem de facto a um mínimo 

da função. O valor correspondente de PQ 4 a + b . 

2 3 0 4 —Sendo A ( - 2 , 0 ) , B ( 0 , 6 ) , C(6 ,0) os v é r t i ­
ces de um t r i â n g u l o , mostrar que os p é s das perpen­
diculares baixadas de um ponto qualquer da c i r cun ­
f e r ê n c i a c i rcunscr i ta sobre os lados do t r i â n g u l o e s t ã o 
sempre em l inha recta. 

2 3 0 5 — Dadas as semi-rectas OA , OB , OC de 
p a r â m e t r o s directores respectivamente ( 1 , 2 , 3 ) ( 2 , 3 , 1 ) 
e ( 3 ,1 ,2 ) , escrever as e q u a ç õ e s dos planos que pas­
sam por cada uma delas e s ã o perpendiculares aos 
planos formados pelas outras duas. Most rar que êsses 
planos passam por uma mesma recta e achar as equa­
ções dessa recta. R : Equações normais das rectas: 
O A = x / l = y / 2 = z / 3 , O B = 3 x / 2 - y / 8 - z / 1 , OC = x / 3 -
— y / 1 — z / 2 . Equação do plano O A B : 7x —5y + z = 0. 
Equação do plano O A C : x+7y—5z=0. Equação do plano 
OBC: 5x— y — 7 z = 0 . Equação do plano que passa por O A 
e 4 perpendicular a O B C : x—2y + z = 0 . Equação do 
plano que passa por OB e 4 perpendicular a O A C : 
2x—y — z = 0 . Equação do plano que passa por OC e 4 
perpendicular a O A B : x + y — 2 z = 0 . 

Tem-se: A = = 0 1 - 2 1 

2 - 1 - 1 

1 1 - 2 
e e 2 a característica do sistema das 3 equações. Equa-

r 2 x - y - z = 0 ções da recta charneira 
f 2 x - y - z = 0 

.ra:i\ 
l x + y —2z = 0 ou x = y = z . 

S o l u ç S e s dos n.»> 2302 a 2305 de J o r g e C â n d i d o d a B i l r a . 
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C A L C U L O INFINITESIMAL — A N A L I S E SUPERIOR 

I . S. C. E . F . — 2." Cadeira-
— 8-3-1946. 

-1.° exame de f r e q u ê n c i a 

2 3 0 6 — Dadas as t r ê s f u n ç õ e s : yi = x2 + cr.x 4- a, 
yz=xí—3xx +1 e y^ = x—a + 2 , s e r á pos s íve l deter­
minar a de modo t a l que elas sejam linearmente depen­
dentes ? R : Pelo teorema de Peano, o wronskiano do 
sistema è W ( y j , y 2 , y 3) = 0 e pelo menos um dos comple­
mentos algébricos dos elementos da 3." linha de W , dife­
rente de zero. W ( y 4 , y 2 , y 3 ) = — 8* 2 + 1 4 a + 2 , W = 
EE 0 —» a = (7 +1 /65 ) /8 . Verifica-se, facilmente, que o 
complemento algébrico do elemento da 3." linha, 1." coluna 
de W , e ^ 0 qualquer que sej tt. 

d- u ()- v 
2 3 0 7 — Calcular as derivadas e das f u n -

-*v2 dy2 

ções i m p l í c i t a s u e v de x e y definidas pelo sistema 

{ x + y-ru + v=0 
xyuv=e2 (e base neperiana). 

2 3 0 8 — De te rminar a, b e c de maneira t a l que o 

ax? + bx+c 
i n t e g r a l / • f a: 

J <»- 1 ) J (x + 2) 
dx seja a l g é b r i c o . 

R : Como se sabe e 
A 

1 = 
x - 1 

+ B l o g ( x - l ) + C l og (x + 2) + D . 

Como se pretende que I seja algébrico, terá que ser B = C = 0 , 

logo 1 = • + D . Utilizando a regra de Fubini 
( x - 1 ) 

obter-se-ia a = 0 , 2 b = c . 

I . S. C. E. F . — 2.» Cadeira — 1 . " exame de f r e q u ê n c i a 
e x t r a o r d i n á r i o —15-3-1946. 

2 3 0 9 — As e q u a ç õ e s xy + su=l e 
x + y 

1 d e f i -

É)2 x u 
nem x e u como f u n ç õ e s de y e z. Calcular e 

ày2 ò& 
2 3 1 0 — Calcular o i n t e g r a l 

i = f 2W ( 1 - c o s x)V* . (sen x)~3 dx. 

3 C t d t 
R : Fazendo 1—cos x = t 3 obem-se 1 = 3 y 2 I 

que é um integral duma função racional. 
(2 - 1 3 ) 2 

2311 — Calcular a derivada da f u n ç ã o F (y) d e f i -

n ida pelo in t eg ra l F (y)=> J [x2 y + cos (y2)] dx. 
V 

S o l u ç õ e s dos n . o s 2S06 a 2311 do O . M o r b e y R o d r i g u e s . 

F. C L . — A N X L I S E SUPERIOR — 1.° exame de f r e q u ê n ­
cia—1945-1946. 

2 3 1 2 — Determine a constante k por fo rma ta l que 
as linhas t r a j e c t ó r i a s ortogonais das curvas in tegrais 
da e q u a ç ã o 2kx2 y'2 + kx3 y' — 1 = 0 tenham por envol­
vente (não luga r de pontos singulares) a curva 2y = x*. 
E q u a ç ã o f i n i t a dessas t r a j e c t ó r i a s . ( S u g e s t ã o : na i n t e ­
g r a ç ã o , tome x 2 para nova v a r i á v e l independente). 
Curvas in tegra is contendo o ponto M ( 1 , 1 ; 2 ) . Rela­
ção entre o e 6 para que nenhuma curva t r a j e c t ó r i a 
passe por P(a,b). R : Eq. d i f . das trajectórias: 
F ( x , y , y ' ) = k x 3 y ' + y ' 2 — 2 k x 2 y = 0 . Ela deve ter por 

àF k 
— - k x 3 + 2 y , = 0 ^ - y , = - - x * . 
dy' ' ' 2 

Com esta expressão dey1, a equação F = 0dáy = — kx 4 , 8, 
o que exige que seja k = — 4 . Para este valor de k , a 
eq. d i f . das trajectórias é y ' 2 — 4 x 3 y ' + 8 x 2 y = 0 . Pondo 

l d y \ 2 

solução singular 2y • 

, d y \ 2 dv _ dy 
x 2 = t : ( j f ) - 2 t ^ r r + 2v = 0 ou y = t ^ r 

d t d t ' d t 2 ' { d t ) 

(Cla i rau t ) , donde o integral geral y = c t —c ?/2 , ou y = 
= c x 2 - c 2 / 2 . EmU ( 1 , 1 2) —c, = Cj = l — y = x 2 - l / 2 . 
A igualdade dos dois valores de c é sinal de que M per­
tence à curva singular. São, pois, curvas trajectórias 
passando em M : y = x 2 —1/2, y = x 4 / 2 . Em P (a , b) : 
c 2 —2a'c + 2 b = 0 e esta eq. deve ter raízes imaginá­
rias : a 4—2b < 0 . Tal é a condição pedida. 

\ 

2313 —Considere duas v a r i á v e i s complexas, z = x + 
+ iy e z'=x] + iy', l igadas pela r e l a ç ã o s' = z + l / a ; 
e designe por A e B as imagens dos afixos de z e z1 

respectivamente, num mesmo d iagrama de A r g a n d . 
Como deve mover-se A para que se mantenha cons­
tante, e i g u a l a 1/2, o comprimento AB? E q u a ç ã o 
do lugar que, em t a l h i p ó t e s e , é descrito por B. E 
conforme a r e p r e s e n t a ç ã o , f e i t a por z1, da r e g i ã o l i m i ­
tada pelo luga r descrito por A? R : De z ' = z - ( - l / z 

vem \ z' —z I = i devendo, pois, terse I - I = - ou 
1 | z | > ^ > I z I 2 

I z | = 2 . O ponto A move-se, portanto, sobre a circun­
ferência de centro na origem e raio 2 . . Quanto ao 
ponto B , feita a transformação desta circunferènc/o, 

4 4 
logo se acha — x ' 2 + - y ' 2 = l . A função transforma-

2o 9 
dora z' = f (z) = z + l / z tem o polo z = 0 ; a sua derirada 
f ' ( z ) = l - l / z 2 anula-se para z = + l . São os pontos 
0 , + 1 e — 1 que impedem a representação de ser con­
forme. 

S o l u r S e s dos n . ° s 2S12 e 2313 de H . de M e n e z e s . 
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F. C. P. — A N Á L I S E SUPERIOR — 1.° E x e r c í c i o de r e v i ­

s ã o —1945-1946. 

2 3 1 4 — D e t e r m i n a r a s o l u ç ã o da e q u a ç ã o logx • p= 
= yl z/x que se reduz a x = e, quando z = l . R : For-

dx dz 
mando o sistema: ; = —5—t—, dy = 0 encontram-se 

l o g x y ' z/x ' * 
imediatamente os integrais primeiros y = C j , y ~ 2 • l o g z — 
— l o g l o g x = C 2 - A solução mais geral e portanto 
y - 2 l o g z — l og l o g x = cp (y) . A solução que se reduz a 
x = e , quando z = l , e'a superficie integral que passa 
pela linha de equações: x = e , z = l . Encontra-se 
x - " " — l o g x . 

2 3 1 5 — De te rminar a s o l u ç ã o da e q u a ç ã o xp + 
+yq = x2+y2, que satisfaz à e q u a ç ã o yp—xq=0. 
R : Integrando a 2.° equação, encontra-se para solução 
geral z = tj> ( x 2 + y 2 ) . Seguidamente, determina-se f de 
modo que a 1." equação seja satisfeita. Encontra-se 
z = ( x 2 - f - y 2 ) / 2 . 

MECÂNICA 
I . S. T . — MECÂNICA RACIONAL — 1.° exame de f r e ­

q u ê n c i a , 1945. 

2 3 1 8 — E dado um sistema qualquer de vectores 
axiais . Determiner o lugar g e o m é t r i c o dos pontos do 
e s p a ç o , em r e l a ç ã o aos quais o momento resultante do 
sistema existe sobre uma recta que passa pela or igem 
dos eixos coordenados. 

2 3 1 9 — Achar as curvas de estacionaridade do i n -
1 

t egra l / « * f y ^ 1 -4-y ndx que satisfazem à c o n d i ç ã o 

JV/l+y'2dx=3, sendo y ( 0 ) - l , y { l ) = l . 
o 

2 3 2 0 — N u m cone de r e v o l u ç ã o , a densidade, em 
cada ponto P , é proporc ional a e*, sendo x a d i s t â n ­
c ia do v é r t i c e ao plano da secção recta que passa 
por P. Achar o centro de gravidade do cone. 

2 3 2 1 — Resolver a e q u a ç ã o in t eg ra l 
1 

x = <p ( x ) — \ f x y - f (y) dy. 

2 3 1 6 — In tegra r a e q u a ç ã o (z—~íjx)dx + 2ydyi-
+ x dz = 0 e determinar a s u p e r f í c i e i n t eg ra l que passa 
pelo ponto ( 1 , 1 , 1 ) . R : Encontra-se facilmente (sendo 
conveniente notar-se que a expressão dada é uma dife­
rencial exacta) xz — l o g x + y 2 = k . A superfície inte­
gral que passa pelo ponto ( 1 , 1 ,1 ) é x z — l o g x + y 2 = 2 . 

2317 Determinar a e q u a ç ã o geral das s u p e r f í ­
cies tais que a d i s t â n c i a de qualquer dos seus pontos 
M ao eixo OZ é i g u a l à d i s t â n c i a da or igem O ao 
ponto P em que a normal corta o plano xoy. R : A 
equação de derivadas parciais que traduz o problema é 
p 2 z + q 2 z + 2 xp-t-2 y q = 0 . O método de Ckarpit con-

z ? (xci + v ) 2 

duz facilmente ao integral completo <j H + i— = C j ' 

[Acidentalmente, encontra-sc a solução p = 0 e q = 0 , 
à qual correspondem os planos z = c , onde a proprie­
dade anunciada é emdente]. 

S o l u ç õ e s dos n . o s 2314 a 2317 de L a u r e a n o B a r r o s . 

RACIONAL 
L S. T. — MECÂNICA RACIONAL — 1.° exame de f r e ­

q u ê n c i a , 1945. 

2 3 2 2 — E dado um c í r cu lo de centro 0 , e u m 
ponto P no in te r io r do c í r c u l o . S ã o dadas duas cor­
das AH e CD, perpendiculares entre si e passando 
pelo ponto P . Mostrar que o vector ú n i c o , equiva­
lente ao sistema P—A, P—B, P—C, P — D, passa 
pelo centro e é i g u a l a 2 (P—O) . 

2 3 2 3 — Achar as curvas de estacionaridade do i n -
i 

t eg ra l I — I y'2 dx que satisfazem à c o n d i ç ã o 

f (y-y'2)dx=t/&, sendo 2 / ( 0 ) = 0 , y ( l ) = l / 4 . 
o 

2 3 2 4 - - Achar o centro de gravidade dum hemis­
f é r i o , sendo a. densidade, em cada ponto, proporcional 
ao quadrado da d i s t â n c i a dês se ponto ao centro do 
h e m i s f é r i o . 

2 3 2 5 - Achar o desenvolvimento de x 2 em s é r i e 
t r i g o n o m é t r i c a , no in te rva lo (0 , 2 T T ) . 

II — ESCOLAS ESTRANGEIRAS 

U l l i v . Manches te r — ORDINARY D E G R E E OF B . S c . — i / j + x 2 _ y / l — x 2 

Exame f i n a l — 15 Dez. 1944. 2 3 2 7 — Dado y = j ^ a g + \ j ^ = ' P ™ v e que 

Matemáticas Puras 1 dV._ 2 

y dx x i / l - x * 
2 3 2 6 —Dete rmine ~ sendo y-=x*+*. _ „ o 

dx 2 3 2 8 — E s t a b e l e ç a por uma fo rma clara, mas sem 
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d e m o n s t r a ç ã o , um «tes t» suficiente para a c o n v e r g ê n ­
c ia das sé r ies alternas. Prove que a s é r i e seguinte é 

1 1 1 ( 1 ) ' + 1 
convergente ^ - ^ + ^ - • • • + - j = - + 

2329 — Determine os valores de a: para os quais é 
convergente a s é r i e : 

x x* x 3 ( - ! ) « + * af 
-1) ( 2 « -1 .3 3 . 5 5 . 7 

-f 
(2n + • • 

C tlx 5 + 2 l / 6 
c) Prove que / , — ^ ^ = = l o g • 

J t / x ' + 6^ + 8 s 3 + 2 t /2 
a 

2333 — Calcule ( x - l ) ~ 3 ( x + l ) - i rfx. 

«/» . 

Mostre que j sec 3 x dx = — [v/2 + l og ( l / 2 ~ + l ) ] . 

2330 — E m coordenadas cartesianas uma curva é 
representada p a r a m è t r i c a m e n t e pelas e q u a ç õ e s x = sr(t)t 
y—y(t) . Se (a,P) é o centro de curva tura prove que 

a = x—y' y'—x"y r »•- x'y' —x'y' 
onde as derivadas s ã o tomadas em r e l a ç ã o ao p a r â ­
metro t . 

Mostre que o centro de curva tura nb ponto 6 da 
curva x = a e o s 3 0 , i / = a s e i i 3 8 tem por coordena­
das : a cos e . ( 1 -f- 2 sen 3 9) , a sen 8 . ( 1 + 2 cos 2 0) _ 
Deduza daqui que a e q u a ç ã o da evoluta ó 

( x + y |2' 3 + (x-yy->* =- 2a?'3. 

2331 — Sendo œ o â n g u l o do raio vector e da t an -
d« 

gente à curva, mostre que tg<p = í • 
! dr 

Seja P um ponto da p a r á b o l a 2a / r = 1 + c o s 9 e S 
o foco. Seja Q um ponto s ô b r e SP, entre S e P e 
a uma d i s t â n c i a a de P . Se designarmos por <p o 
â n g u l o de SQ com a tangente ao logar g e o m é t r i c o 
de Q, prove que t g cp = l / 2 . sen 9 . 

2332 — a) D e f i n a cosh x e mostre que nunca é 

in fe r io r a 1; ó J M o s t r e q u e a rgcoshx = l o g ( x + v/x2—1) j 

2334 — Integre as e q u a ç õ e s diferenciais seguintes: 
d 2 y dii 

1) — - - 5 — + 6y = xe* 
dx! dx 
cPy dy 

2) — - — 4 — + 4jr = 2 s e n x + 3 c o s x . 
dx- dx 

2335 — In tegre as seguintes e q u a ç õ e s d i ferencia is : 

dy xz+xy + y'! 

1) ilx xy 
dy | 2 x - 3 y + 7 

' dx = 4 x - 6 # 

2336 —Represente graficamente a curva x = a s e n 2 9 , 
y = a s e n 3 0 t g 8 . Mostre que a á r e a compreendida 
entre a curva e a sua a s s í n t o t a é 3ir a 2 '4 . Calcule as 
coordenadas do centro de gravidade desta á r e a . 

2337 — Mostre que é uma recta o logar dos cen­
tros da f a m í l i a de c i r c u n f e r ê n c i a s que cortam or to­
gonalmente duas c i r c u n f e r ê n c i a s dadas. 

Sejam A e B dois pontos f ixos . Mostre que o logar 
dos pontos de i n t e r s e c ç ã o de duas c i r c u n f e r ê n c i a s de 
centros A e B e cortando-se ortogonalmente é a c i r ­
c u n f e r ê n c i a tendo AB por d i â m e t r o . 

O e x a m e i n c l u í a o u t r a p r o v a de m a t e m á t i c a s p u r a s e d u a s de 
m a t e m á t i c a s a p l i c a d a s . D u r a ç ã o d e s t a p r o v a 3 h . 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos derem ser enviadas para a Redacção da «Gazeta de Matemeticav. 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita numa folha de 
papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tratados), com a indicação do nome 

e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores 

e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

PROBLEMAS PROPOSTOS 
2338—Se os comprimentos dos lados o, 6 e c de u m 

t r i â n g u l o plano e s t ã o em p r o g r e s s ã o a r i t m é t i c a , os 
â n g u l o s A e B (opostos respectivamente a a e b) 
satisfazem à r e l a ç ã o cos ^ i + sen A co tg B / 2 = 2 . 

2339 — Dados quatro pontos, construir u m tetrae-
dro que admita esses pontos para centros de g r a v i ­
dade das faces. D i s c u s s ã o . 

2340 — Dadas duas c i r c u n f e r ê n c i a s C j e Q Õ 
uma recta r , determinar o ponto P da recta r , t a l 

que as tangentes por ê le t i radas a C j e C; tenham 
o mesmo comprimento. D i s c u s s ã o . 

2341 — Circunscrever a uma c i r c u n f e r ê n c i a dada 
um t r i â n g u l o r e c t â n g u l o cujos comprimentos dos 
lados estejam em p r o g r e s s ã o g e o m é t r i c a . 

2342 — De te rminar todos os pares de inteiros cujo 
produto é i g u a l ao q u á d r u p l o da sua soma. 

P r o b l e m a s u . o s 2338 a 2342 propostos por J o s é M o r g a d o J . u r . 
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SOLUÇÕES 
2 2 6 6 — Dividera-se os lados de um t r i â n g u l o equ i ­

l á t e r o 7* em n partes i g u a i s e pelos pontos de d i v i s ã o 
t i ram-se paralelas aos lados, cobrindo-se assim T p o r 

meio de t r i â n g u l o s e q u i l á t e r o s iguais . T { . Mostre 
que a á r e a do c í r cu lo inscr i to no t r i â n g u l o T ó i g u a l 
á soma das á r e a s dos c í r cu los inscri tos nos t r i â n ­
gulos T j . R : Dividindo os lai los do triângulo equilá­
tero em 4 partes iguais e procedendo de acordo com o 
enunciado, obter-se-ão n 2 triângulos iguais, designados 

RECEBIDAS 
por T , . Por conseguinte basta demonstrar que a área 
S do circulo inscrito no triângulo T é igual a n 2 vezes 
a área S' de cada um dos círculos inscritos vos triân­
gulos T | . . Tem-se S = t r . h 2 / 9 e S' = 7 t . h ' / 9 , onde h e 
a altura correspondente a T e h ' a altura corrcspion-
denle a T j . E como h = nh ' vem S = i r . h ' 2 . n 2 /9 = 
- n ' / S ' . 

S o l u ç ã o de C . de A l b u q u e r q u e P a i x ã o (a luno do 2.* ano d 
I . S . A . ) . 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
N e s t a s e c ç ã o , a l é m de ex trac tos de c r í t i c a s a p a r e c i d a s e m r e v i s t a s e s t r a n g e i r a s , s e r ã o pub l i cadas c r í t i c a s de l i vros 

e outras p u b l i c a ç õ e s de M a t e m á t i c a de que os A u t o r e s ou ed i tores euviai-e in dois e x e m p l a r e s à R e d a c ç ã o 

5 5 — GOMES, A . Pereira — I n t r o d u ç ã o ao Estudo 
duma N o ç ã o de Funcional em E s p a ç o s sem Pontos. 
aPort. Math . , V o l . 5, Fase. 1, 1946. 

Quando se l a n ç a uma v i s ã o de conjunto s ô b r e o de­
senvolvimento da m a t e m á t i c a nos ú l t i m o s quarenta 
anos, o que ressalta como c a r a c t e r í s t i c a mais saliente, 
que se acentua de d ia para d ia , é a i m p o r t â n c i a do­
minante assumida pela Algebra , enquanto estudo 
s i s t e m á t i c o dos e s p a ç o s a l g é b r i c o s , quere dizer, dos 
conjuntos cujos elementos podem ser associados por 
uma ou mais leis o p e r a t ó r i a s de c a r á c t e r geral e 
abstrato. 

Es ta maneira de conceber a A lgeb ra , cujo i n i c io 
podemos f i l i a r no estudo, em separado, das r e l a ç õ e s 
l ó g i c a s que condicionam as regras de cá l cu lo e de 
o r l e u a ç â o dos p r ó p r i o s n ú m e r o s reais, a t i n g i u uma 
t a l r e l e v â n c i a e repercut iu por t a l forma para a l ém 
do seu â m b i t o p r i m i t i v o , que é hoje um dos temas 
preferidos dos investigadores, na Europa como na 
A m é r i c a , precisamente o de levar às suas ú l t i m a s 
c o n s e q u ê n c i a s , quere ciizer, ao m á x i m o de generalidade 
das noções de base de cada d o m í n i o par t icu la r , a 
algehriziição de toda a m a t e m á t i c a . 

Quando R e n é Ba i r e a f i rmava , em 1904, com uma 
v i s ã o surpreendente: — «il est alors l é g i t i m e de re­
chercher s ' i l n'est pas possible, en remontant aux 
d é f i n i t i o n s p r e m i è r e s , d'en t i r e r des c o n s é q u e n c e s 
i n t é r e s s a n t e s tou t en leur conservant autant que 
possible leur g é n é r a l i t é . On peut aussi se proposer 
de constituer, à cô t é de l 'analyse courante, une autre 
branche de l ' A n a l y s e » — mal podia imag ina r o ponto 
em que hoje nos encontramos. Na verdade, a Á l g e b r a 
Moderna e a A n á l i s e Geral , demonstram pelos resul­
tados que encerram a v iab i l idade do programa anun­
ciado por Ba i r e e a fecundidade, o alcance do processo 
de a l g e b r i z a ç ã o a que h á pouco aludimos. 

E o t rabalho do D r . A . Pereira Gomes, de que 
pretendemos dar uma n o t í c i a nesta revista, enquadra-
-se nessa l inha geral e vem conf i rmar que os i n v e s t i ­
gadores portugueses se encontram no bom caminho, 
corno de resto f o i acentuado recentemente pelo mate­
m á t i c o f r a n c ê s A . Den joy , a p r o p ó s i t o do ú l t i m o fas­
c ícu lo da « P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » . 

Por ê s t e lado, h á pois que ins i s t i r na o r i e n t a ç ã o j á 
t r a ç a d a e nada mais. 

Vejamos agora o t rabalho do D r . A . Pereira Gomes. 
O autor, situando-se na corrente a que acabamos 

de fazer r e f e r ê n c i a p r o p ô s - s e estudar em que medida 
é pos s íve l generalizar a e s p a ç o s mui to mais gerais 
do que a recta euclideana, a noção de func iona l . 

Ora, uma vez que em c a p í t u l o s importantes da teor ia 
das f u n ç õ e s da v a r i á v e l real , nomeadamente na men-
surabi l idade à Lebesgue se u t i l i z a como no^ão f u n ­
damental o conjunto M ().) — parte do e s p a ç o — em 
que uma f u n ç ã o /(as) é maior ou i g u a l a X, n o ç ã o 
em que o ponto x só aparece de uma maneira subsi­
d i á r i a , logo se compreende a i d é i a , que o autor teve, 
de p a r t i r precisamente de M (/.) para fazer o estudo 
— a l g é b r i c o e t o p o l ó g i c o — das funcionais em e s p a ç o s 
sem pontos ou, de um modo mais preciso, em estruturas. 

Assim, completando um resultado de C a r a t h é o d o r y (l) 
conseguiu caracterizar as f u n ç õ e s reais da v a r i á v e l 
real em termos de M (>.) — teorema 2, p á g . 5. 

Depois, a c i r c u n s t â n c i a de esta c a r a c t e r i z a ç ã o se 
fazer exclusivamente com as noções de conjunto, e de 
i n t e r s e c ç ã o e u n i ã o de uma in f in idade n u m e r á v e l de 
conjuntos, noções que conservam o seu s igni f icado em 
qualquer o-estrutura, abre o caminho para o p ro ­
blema fundamenta l— n o ç ã o de func iona l em estruturas. 

H á , p o r é m , que f i x a r o t ipo de es t rutura e surge 

(') N o t a b i b l i o g r á f i c a do autor , p á g . 371. 
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naturalmente esta pergunta : £ onde i r buscar o c r i ­
t é r i o da sua escolha ? 

E m pr imei ro lugar , ao que j á e s t á condicionado 
pelo p r ó p r i o teorema 2, is to é, a que se deve t r a ta r 
de uma a-estrutura; em segundo lugar , sos objectivos 
f ina is de todo o trabalho, isto é, aos de chegar a uma 
n o ç ã o de func iona l que n ã o seja uma c o n s t r u ç ã o a r t i ­
f i c i a l , sem quaisquer l i g a ç õ e s com o caso o r d i n á r i o 
das f u n ç õ e s f (x), definidas na recta euclideana, mas 
s im um conjunto s i g n i f i c a t i v o de propriedades a l g é ­
bricas e t o p o l ó g i c a s , que lhe deem verdadeiro interesse 
e u t i l idade . , 

Ora, f o i exactamente com base nesse c r i t é r i o que o 
autor se f i x o u numa o-Algebra de Boole t o p o l ó g i c a . 

a - Á l g e b r a de Boole s ignif ica—consul tar todo o § 2." 
— uma cr-estrutura d i s t r i b u t i v a e complementada. 
Como exemplos podemos c i ta r*o p r ó p r i o e s p a ç o de 
pontos, a á l g e b r a dos conjuntos m e n s u r á v e i s à L e -
besgue (ou à Bore l ) , m ó d u l o conjuntos de medida 
nu la (pags. 14). 

Quanto às c a r a c t e r í s t i c a s t o p o l ó g i c a s , são analisa­
das com um cuidado especial no § 3, à base da noção 
geral de estrutura topológica. 

O autor, que i n i c i o u os seus estudos com o Prof. A n ­
t ó n i o Montei ro , actualmente na Universidade do Rio 
de Janeiro, f o i par t icularmente fe l iz na r e d a c ç ã o d ê s t e 
p a r á g r a f o . A or ig ina l idade dos resultados ou da ex­
p o s i ç ã o dos assuntos, aparece valorizada pela maneira 
como e s t ã o ordenados. 

Ass im, par t indo da n o ç ã o de estrutura t o p o l ó g i c a , 

tomada como estrutura em que e s t á def inido um ope­

rador de fecho — AZ)A ,A\JB = A\JB,A = A — ou de 

interior — AcA , A f l B—A D A , A = A , e estudando 

as suas propriedades consegue dar (pags. 24 e 25) as 
noções de compacidade, propriedade de Cantar, etc., 
generalizando a estruturas d ê s t e t ipo geral , algumas 
das mais importantes p r o p o s i ç õ e s do e s p a ç o o r d i n á r i o . 

Ent rando depois no caso par t i cu la r das Á l g e b r a s 
de Boole t o p o l ó g i c a s , as duas topologias — superior 
à base do fecho e in fer ior , à base do interior — f u n -
dem-se numa só por i n t e r m é d i o do complemento e o 
s imi l é com o e s p a ç o o r d i n á r i o é mais perfe i to ainda. 

A t r a v é s do axioma de semi-regularidade—para 
cada elemento aberto G=^0 existe um elemento aberto 
i í ^ r O t a l que HçzG consegue dar nas estruturas o 
equivalente a um axioma de s e p a r a ç ã o W dos e s p a ç o s 
de pontos e termina ê s t e capi tulo com a d e m o n s t r a ç ã o 
do teorema de densidade de Ba i r e : onuma Á l g e b r a de 

(') C o n s u l t a r : Topologia — A l e j a n d r o f f u n d H o p f . 

Boole t o p o l ó g i c a , semi-regular e com a propriedade 
de Cantor, todo o residual M é denso» . 

Confrontando ê s t e enunciado com o p r i m i t i v o , do 
p r ó p r i o Bai re « J e dis que si K est un ensemble de 
pi-emière c a t é g o r i e par r appor t à l'ensemble p a r f a i t H, 
i l y a, dans tou t in te rva le contenant à son i n t é r i e u r 
des points de H , des points que n 'appart iennent 
pas à Ki>, tem-se uma medida da fecundidade dos 
m é t o d o s da m a t e m á t i c a moderna e do seu desenvolvi­
mento nos ú l t i m o s 40 anos. 

Caracterizada no c a p í t u l o I , como acabamos de ver, 
a es t ru tura fundamenta l , é nos dois c a p í t u l o s seguintes 
que o autor desenvolve propriamente o estudo das 
funcionais , t ratando sucessivamente da definição, pro­
priedades algébricas e propriedades topológicas. 

Definição — é dada a p a r t i r da t r a n s p o s i ç ã o com­
ple ta para uma a - Á l g e b r a de Boole do teorema 2, j á c i ­
tado. Diz-se ( a) que se define uma funcional f baseada 
naestrutura E (ou, simplesmente, na estrutura EJ quando 
a cada número X n se faz corresponder univocamente um 
elemento M (X„) e E de tal forma que seja verificada a 

condição M (X„) = f l M (X,) , e ao n ú m e r o — o o se faz 
X , < X . 

corresponder o elemento M ( — o o ) = 1 . 

Interpretando M (x„) como o conjunto dos pontos da 
recta eucl idiana em que uma dada f u n ç ã o f ( x ) e 
maior ou i g u a l a X „ , temos o teorema 2, v á l i d o para 
qualquer f u n ç ã o f (x) . E sem ter presente ê s t e facto 
a d e f i n i ç ã o parece u m tanto f o r ç a d a . 

De resto, o autor mais adiante — pags. 39-40 — 
acrescenta algumas c o n s i d e r a ç õ e s com o f i m de dizer 
propr iamente o que é uma funcional. Mas com os ele­
mentos a í fornecidos n ã o nos parece que se avance 
efectivamente nesse esclarecimento. A e s s ê n c i a do 
que seja uma func iona l deve encontrar-se mui to mais 
faci lmente, como deduzo de uma s u g e s t ã o do Dr . H u g o 
Ribe i ro , na análise da aplicação da recta euclidiana, 
onde varia X , sobre a estrutura E , por intermédio 
de M (X) . 

Mas deixamos para outro lugar , a « P o r t u g a l i a e 
M a t h e m a t i c a » , o estudo d ê s s e problema e das suas 
r e l a ç õ e s com alguns outros sugeridos pelo t rabalho de 
A . Pereira Gomes. 

M u i t o curiosa é depois a d e f i n i ç ã o de valor de uma 
func iona l , e a d i s t i n ç ã o que é n e c e s s á r i o fazer entre 
func iona l com um n ú m e r o f i n i t o de valores e func iona l 
em que M (>.) é que tem u m n ú m e r o f i n i t o de valores, 
d i s t i n ç ã o inoperante no e s p a ç o o r d i n á r i o , o que torna 

(') U m e l emento d u m a Á l g e b r a de B o o l e t o p o l ó g i c a —)] 
d iz - se u m residual se o s e u c o m p l e m e n t a r f ô r de 1.* c a t e g o r i a . 

( ' ) — P a g . 33 § 4. 
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de facto interessante inves t igar qual a categoria mais 
geral de estrutura onde qualquer func iona l toma pelo 
menos um valor e relacionar esta q u e s t ã o com a r e c í ­
proca da propriedade (2. 4 ) ( 1 ) . 

No § 7, ainda do Cap. I I , ocupa-se das o p e r a ç õ e s 
a l g é b r i c a s entre funcionais : a d i ç ã o , s u b t r a c ç ã o , m u l ­
t i p l i c a ç ã o , p o t e n c i a ç ã o , dando o respectivo M(X) ou 
N (>.) . 

V a i mesmo mais longe do que O l e n s t e d í 2 ) , pois p ro­
cura suje i tar à s regras do cá l cu lo , n ã o só as f u n c i o ­
nais f in i t a s , as ú n i c a s por aquele consideradas, mas 
t a m b é m as funcionais i n f i n i t a s . 

E embora o problema n ã o f i que completamente 
resolvido, a verdade é que o autor consegue esclarecer 
diferentes pontos a t r a v é s de uma a n á l i s e mui to c u i ­
dadosa de cada caso. 

A d i f icu ldade parece andar toda à vo l t a da i n c l u s ã o 
inversa de (1,13) <?), que o autor não conseguiu de­
monstrar , no caso geral, conforme esclarece na nota de 
p á g i n a s 53. 

No § 8 define supremo e í n f i m o de uma func iona l , 
estuda as suas propriedades e, depois, por r e l a t i v i z a ­
ç ã o , o b t é m as noções h o m ó l o g a s sobre u m elemento 
Ae E. 

Demonstra, t a m b é m , a e q u i v a l ê n c i a entre a sua 
n o ç ã o de func iona l e a de O r t s f u n k t i o n , dada por 
C a r a t h é o d o r y ( 4 ), em termos do supremo e í n f i m o em 
cada elemento A =f= 0 de uma estrutura . 

No § 9, f inalmente , u t i l i z a a n o ç ã o de reduzida para 
obter alguns novos resultados s ô b r e sucessões conver­
gentes de funcionais . 

O c a p í t u l o I I I — o ú l t i m o — é dedicado à s p ropr ie ­
dades t o p o l ó g i c a s das func iona i s : n o ç ã o de l i m i t e 
superior ( 3 ) e l i m i t e in fe r io r , semi-continuidade, con­
t inuidade , descontinuidade, classes de Borel , classes 
de Ba i re . 

A í encontramos os h o m ó l o g o s dos mais importantes 
teoremas das f u n ç õ e s da v a r i á v e l real, como por 
exemplo o teorema de Weierstrass s ô b r e as f u n ç õ e s 
c o n t í n u a s , que o autor enuncia nestes termos. «Se 
a a - á l g e b r a de Boole t o p o l ó g i c a [E , ( — )] possui a 
propriedade de Cantor, t ô d a a func iona l c o n t í n u a ba­

n i U m a f u n c i o n a l s i m p l e s t o m a u m n ú m e r o f i n i t o de v a l o r e s 

d i s t i u t o s . 

(2> L e b e s g u e theory on a b o o l e a n a l g e b r a . 

» M ( X ) C n (X„)U * (X — X „ ) . 

( 4 ) _ [ 2 ] — N o t a b i b l i o g r á f i c a do autor . 

<5> No e s p a ç o de pontos d i r í a m o s f u u ç â o l i m i t e s u p e r i o r de u m a 

f u n ç ã o d a d a f' (x) e m c a d a pouto x . C o n s u l t a r q u a l q u e r t ra tado 

d e f u n ç õ e s da v a r i á v e l r e a l , p o r e x . , o de C a r a t h é o d o r y . 

seada nessa es t rutura a t inge o sen supremo e o seu 
í n f i m o » — p á g . 99. 

Se acrescentarmos a d e f i n i ç ã o de func iona l -osc i -
l a ç ã o o i f , a c l a s s i f i c a ç ã o das funcionais c o n t í n u a s e 
d e s c o n t í n u a s , quadro de p á g i n a s 107, as classes de 
B o r e l e de Ba i re , temos a prova real de que a estru­
t u r a fundamenta l e a d e f i n i ç ã o de func iona l fo ram 
bem escolhidas. Este c a p í t u l o , só por si , honra o 
autor e demonstra as largas possibilidades que se 
abrem à nossa juventude, no campo da m a t e m á t i c a 
moderna, se n ã o lhe f a l t a rem os meios de acesso aos 
bons Centros de Estudo e o c o n v í v i o com verdadeiros 
Mestres. A « G a z e t a de M a t e m á t i c a » aprovei ta esta 
oportunidade para mais uma vez proclamar a neces­
sidade de subordinar inteiramente as nossas Escolas 
Superiores a êsse al to object ivo ! 

R u y L u i s G o m e s 

5 6 — B E L L , A . H . — A Praticai course of Mathe­
matics. Blachie & Son L i m i t e d — London and Glas­
gow, 1946 (oferta do B r i t i s h Counci l ) . 

Este l i v r o , escrito de a c ô r d o com s u g e s t õ e s emanadas 
do M i n i s t é r i o da E d u c a ç ã o I n g l ê s , c o n t é m m a t é r i a de 
geometria, á l g e b r a , os fundamentos da t r igonomet r i a 
p lana e e s fé r i ca , elementos de cá l cu lo i n f i n i t e s i m a l 
e uma pequena i n t r o d u ç ã o ao estudo das c ó n i c a s , e 
pretende servir uma vasta camada de t écn i cos tais 
como engenheiros, navegadores, membros das f o r ç a s 
armadas, etc. Os assuntos s ã o tratados ordenadamente, 
formando um todo em que, de u m modo geral, cada 
c a p í t u l o é uma i n t r o d u ç ã o , uma p r e p a r a ç ã o , dos 
seguintes. Ass im, por exemplo, o estudo das r a z õ e s e 
p r o p o r ç õ e s antecede imediatamente o estudo da seme­
l h a n ç a , na geometria, e o das r a z õ e s t r i g o n o m é t r i c a s , 
seguindo-se imediatamente a r e s o l u ç ã o dos t r i â n ­
gulos r e c t â n g u l o s . A t r igonomet r i a é retomada mais 
tarde a p ó s o estudo dos logar i tmos. Mui tos outros 
exemplos desta natureza poderiam ser dados. A s 
d e m o n s t r a ç õ e s n ã o são esquecidas apesar da f e i ção 
caracterizadamente p r á t i c a que lhe i m p r i m i u o autor, 
servindo-se de exemplos e de esquemas g e o m é t r i c o s , 
onde os g r á f i c o s abundam, esclarecendo os diversos 
problemas estudados, para o que concorre t a m b é m 
uma b ô a recolha de exe rc í c io s no f i n a l de cada c a p í ­
tu lo . 

Trata-se de u m excelente l i v r o para aqueles que 
necessitam de rapidamente e sem desvios, estudando 
simplesmente o essencial, se p ô r a par da t é c n i c a 
de cá l cu lo hoje i n d i s p e n s á v e l a tantas p r o f i s s õ e s . 

Resumidamente poderemos dizer que é um bom com­
p ê n d i o de m a t e m á t i c a s gerais elementares. 

J . d a S i l v a P a u l o 
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R E V I S T A S E PUBLICAÇÕES E X C L U S I V A M E N T E DE M A T E M Á T I C A 

NACIONAIS 

P u b l i c a ç õ e s do C e n t r o de Estudos M a t e m á t i c o s 
do Porto — N.° 18 — Introdução ao estudo duma noção 
de funcional em espaços sem pontos — por A . Pereira 
Gomes — 1946. 

C e n t r o de Estudos de M a t e m á t i c a s Apl icadas à 
Economia ( I . S. C. E . F.) —1945 — Complementos de 
A n á l i s e : A função r (x) , por Bento C a r a ç a ; A fun­
ção 3 (x , y ) , por Bento C a r a ç a ; Funçies ortogonais, 
por Bento C a r a ç a ; Polinómios de í.egendre, r/e Hermite, 
Q (x) e G (x) , por A l f r edo M i r a n d a ; Fórmulas de Hessel, 
por Orlando Rodrigues ; Método de interpolação de 
Prony, por Orlando Rodr igues ; Derivação e integração 
numéricas ; somação, por R é m y F r e i r e ; Resolução nu­
mérica de equaçfes diferenciais, por R é m y Freire . 

R e p r e s e n t a ç ã o g e o m é t r i c a de sistemas complexos 
— (sep. dos Anais da Faculdade de C i ê n c i a s do Porto, 
1946), por Jayme Rios de Souza. 

ESTRANGEIRAS 

A r g e n t i n a 

Boletin M a t e m á t i c o — (Buenos A i r e s ) — A n o X I X , 
n . " 2, 4, 5-6 e 7—1946. 

Mathematicae Notae — (Rosario) — Pole t in dei Ins­
t i t u t o de M a t e m á t i c a — Facul tad de C i ê n c i a s Mate­
m á t i c a s , etc. de la Univers idad Nacional dei L i t o r a l 
— Ano V , Fase. 4 — 1945. 

Revista de la U n i ó n M a t e m á t i c a Argent ina —Bue­
nos Aires - V o l . X I - n.°» 4, 5 e 6 - 1946. 
Espanha 

A c t a Salmanlicensia — (Salamanca) — Seccion de 
M a t e m á t i c a s — 1 — Courbes algébriques sur corps fer­
més de caractéristique quelconque, por G e r m á n A n c o -
chea —1946. 

M a t e m á t i c a Elemental — (Madr id) —Revista p u b l i ­
cada por el In s t i t u to « J o r g e J u a n » de M a t e m á t i c a s y 

Ia Real Sociedad M a t e m á t i c a E s p a í i o l a — 4.* serie 
— Tomo V I , n.<" 1, 2 e 3 — 1946. 

Problemas g r á f i c o s da Geometria Métr i ca y Pro­
jectiva — por J o s é Ibar ro la Solano — Bi lbao , 1945. 

Estados Unidos da A m é r i c a do Nor te 

Scripta Malhematica — (New-York) — A quar te r ly 
jou rna l devoted to the Philosophy, H i s to ry , and E x ­
posi tory Trea tment of Mathematics — V o l . X I I , n.° 1 . 

F r a n ç a 

Intermédia ire des Recherches M a t h é m a t i q u e s — 
(Paris) — Sugets de recherches r é u n i s sous la direc­
t i o n de Paul B e l g o d è r e — Tomo 2, fase. 7 - 1946. 

I n g l a t e r r a 

The Journal of the London Mathematical Society 
— V o l . 20, Part . 4 — 19)5. 

The Mathematical Gazette — (London) — edited 
by the Mathemat ica l Associat ion — V o l . 30, n.° 290 
— 1946. 

D a co lecção University Mathematical Te cts — ed. O l i ­
ver and Boyd (oferta do B r i t i s h Council) : 

Determinants and matrices — by A . C. A i t k e n . 

Integration — by R. P. Gil lespie. 

Infinite series - by J . M . Hys lop . 

Analyt ica l geometry of three dimensions — by 
W . H . .MeCrea. 

Theory of equations — by H . W . T u r n b u l l . 

A practical course of Mathematics — (Geometry, 
Algebra , Plane and Spherical T r igonomet ry , Calculus, 
Conies) — by A . H . B e l l . — Blackie & Son, L t d . L o n ­
don, 1946 (oferta do B r i t i s h Counci l ) . 

S u i ç a 

Elemente der Mathematik — ( B a s e l ) — B a n d 1 — 
n . " 1, 2, 3, 4, 5 — 1946. 

O U T R A S PUBLICAÇÕES 

Gazeta de Física — (Lisboa) — Revis ta dos E s t u ­
dantes de F í s i c a e dos F í s i c o s e T é c n i c o - F í s i c o s Por­
tuguesas — V o l . 1, fase. 1 — Outubro , 1946. 

T é c n i c a — (Lisboa) — Revista de Engenhar ia dos 
Alunos do I . S. T . - n.° 168 - 1946. 

A Estatística na E x p e r i m e n t a ç ã o A g r í c o l a — por 
M . J . Rodrigues de Carvalho — n.° 8 da co lecção 
«A T e r r a e o H o m e m » — Lisboa , 1946. 

Annales de l 'Univers i té de Grenob le — (Nouvelle 
Sé r i e ) — Section des Sciences M a t h é m a t i q u e s et P h y ­
siques — Tome X X I , A n n é e 1945. 

Euclides »• (Madr id) —Revi s t a mensual de C i ê n c i a s 
Exactas , F í s i c a s , Q u í m i c a s , Naturales y BUS A p l i c a -
ciones — Tomo V I , n.° 64 — 1946. 

L ' h y p o t h è s e de l 'Atome primitif — Essai de cos­
mogonie — par G. L c m a i t r e — P r é f a c e de G. Gon-
seth — Edi t ions du G r i f f o n — Neuchatel — 1946. 

Revista P o l i t é c n i c a - (S. Paulo) - n,» 1 5 0 - 1 9 4 6 . 

Revista de la Sociedad C u b a n a de C i ê n c i a s Físi­
cas y M a t e m á t i c a s — (Habana-Cuba) — V o l . 1, n.° 5, 
- 1 9 4 4 . 
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