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Les principes mathématiques de la mécanique classique

por René de Possel (Université d'Alger)

Les principes de la mécanique classique sont expo-
sés d'ordinaire pour lessystémes d'un nombre fini de
masses ponctuelles. Deés qu'il s'agit de les appliquer,
ils se montrent presque toujours insuffisants, et de
nouvelles hypothéses, plus ou moins arbitraires, sont
introduites explicitementou non pour rester en accord
avec l'expérience. Onfait également des passages a
la limite nullement justifiés pour arriver d'un nombre
fini de points & un milieu continu.

Bornons-nous a citer un exemple: pour évaluer le
travail des forces intérieures dans un milieu continu,
il faut d'abord décomposer ce milieu en cellules polyé-
driques, introduire deux forces opposées pour chaque
couple de cellules en contact suivant un polygone,
ensuite composer toutes les forces ainsi appliquées a
une cellule enun point intérieur, etenfin passer a la
limite. Sil'on néglige d'effectuer ces deux derniéres
opérations, le résultat est erroné, et on trouve zéro
comme valeur du travail (voir par exemple BEGHIH,
Statique et Dynamique, collection Armand Colin).

Bien peu d'effortsont été consacrés jusqu'a ces der-
niers temps pour remédier al'insuffisance de tels prin-
cipes. On peut citer un essai partiel de HAMEL (Mathe-
matische Annalen, 1909) et un autre ZAREMBA (Bulletin
de la Société Mathématique de France, 1934) mais qui
n'‘examinaient I'un et l'autre qu'un seul coté dela
question. Cetétat de choses a nui énormément a la
faveur de la mécanique auprés des mathématiciens.

Il est cependant facile de transformer la mécanique
rationnelle en une théorie mathématique rigoureuse.
La masse, laforce, et bien d'autres grandeurs, doivent
étre considérées comme des fonctions additives d'en-
semble, et les sommations relatives aux différents
points par desintégrations au sens de Stieltjés.

<)) L e sujet de cet oxpos6é a fait I'objet do plusieurs confé-
rences données par l'auteur aux Facultés des Sciences de Lis-
bonne, Coimbre et Porto, et a I'institut do Coimbre, en mars et
avril 1946.

Une mise au point trés complete dans ce sens a été
faite par M.BRELOT (2 notes aux Annales de V Univer-
sité de Grenoble, section sciences-médecine, t. 19,1943
et t. 20, 1944, etun fascicule, Les principes  mathémati-
ques de lamécanique classique, Arthaud, Grenoble, 1945).
J'ai eu moi-méme l'occasion d'en faire une dans le
cours que je professe a Alger depuis 4 ans. L'exposé
qui vasuivre estd'ailleurs largement inspiré des tra-
vaux de M. Brelot, mais le point de vuereste plus
élémentaire.

Les deux premiéres parties contiennent les notions
de fonction additive d'ensemble et d'intégrale de Stielt-
jes, ces notions déja sifécondes en calcul des proba-
bilités. Unederniére partie tente une interprétation
physique des principes mathématiques énoncés dans
la troisieme.
d'ensemble

I. Fonction additive

Etant donné un ensemble E, le plus souvent I'espace
euclidien a trois dimensions ou l'une des ses parties,
considérons une fonction qui associe a certains ensem-
bles A contenus dans E un nombre réel ou un vecteur
m {A) . Toutes les fois que m est définie pour deux
ensembles Ai et A% sans point commun et pour leur
réunion A, supposons que l'on ait

m(A)=m  (Ai) +m(A).
On ditalors que m est une fonction additive d'en-
semble ou une mesure. (Nous ne nous occuperons pas
ici desfonctions d'ensemble complétement additives).
Les ensembles pour lesquels m est définie sont dits
«mesurables» par rapport & m et doivent vérifier les
conditions suivantes :

la réunion, l'intersection, la différence de deux en-
sembles mesurables par rapport a m estencore mesu-
rable parrapport a m.

Tout ensemble mesurable estlaréunion d'un nom-
bre fini d'ensembles mesurables tous de diameétre au



plus égal a un nombre donné positif quelconque (et d'a-
prés la condition précédente, on peut admettre que
ces ensembles sont sans point commun deux a deux).

La mesure peut étre concentrée en un nombre fini
de points, sur des courbes, des surfaces. Bien entendu
il est souvent essentiel de préciser si les extrémités
de l'arc de courbe, ou si la frontiére de I'ensemble A
en fait partie, car des points de mesure non nulle peu-
vent s'y trouver.

Comme exemples de mesures, citons la longueur d'un
ensemble d'intervalles d'une droite en nombre fini,
Vaire d'un ensemble plan, le volume d'un ensemble de
I'espace a trois dimensions, Ve'tendue a n dimensions
d'un ensemble de I'espace a n dimensions. Parmi les
grandeurs physiques, la masse d'un systéme, son éner-
gie cinétique, la quantité de chaleur recue pendant
un temps donné par une partie donnée d'un systéme,
I'énergie électromagnétique contenue dans un volume
donné. En calcul des probabilités, si tous les cas pos-
sibles constituent un ensemble E , la probabilité de
réalisation d'un cas appartenant a une partie A de E
est une fonction additive de I'ensemble A: la donnée
d'une loi de probabilité équivaut a celle d'une fonc-
tion additive d'ensemble.

Bournons-nous a rappeler la définition précise de
I'aire d'une ensemble plan A: tragons un quadril-
lage Q, et désignons par S la somme des aires des
carreaux contenus ainsi que leur périmétre dans A,
et par S' la somme des aires des carreaux qui tou-
chent A . Formons des quadrillages Q,, de plus en
plus petits par subdivision du premier. Nous obte-
nons une suite non décroissante S,, et une suite non
croissante S'. Si leurs limites sont égales, on dit
que A est quarrable, et que cette limite constitue
I'aire ou la mesure de Jordan de A. On constate
aisément que c'est bien une fonction additive d'ensem-
ble, que les ensembles quarrables vérifient les pro-
priétés indiquées plus haut pour les ensembles mesu-
rables ; on démontre également que l'aire ne dépend
pas du quadrillageinitial. On définit de méme I'éten-
due a n dimensions.

Il. Intégrale de SHeltjés

Prenons d'abord le cas d'une mesure m non néga-
tive. Soit E un ensemble mesurable par rapporta m

et / (x) une fonction définie dans E dont la valeur
est un vecteur ou un simple nombre réel.

Partageons E en un nombre fini d'ensembles e
mesurables par rapporta m, dans chacun d'eux choi-
sissons un point Xf, et formonsla somme

s = *£f(x,)m(e,).
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Nommons «maille» du partage le plus grand diameétre

des e. Supposons qu'il existe un vecteur | vérifiant
la condition suivante: a tout s>0, on peut associer
un a.> 0 tel que, pour tout partage de maille au plus
égale a & et tout choix des x., on ait |/ —& |<s
(les deux barres verticales indiquantqu'il s'agit de la
longueur du vecteur). On dit allors «que S a pour
limite / quand la maille tend vers zéro», que / est
aintégrable par rapport a m» et que / est «l'intégrale
(de Stieltjes)

port @ m». Onécrit | =f f dm .
E

de f, sur l'ensemble E, prise par rap-

Si f (x) est uniformément
-a-dire, si a tout in>0,

continue sur E , (c'est-
on peut associer un a>0

tel que l'on ait |/ (xj) —/ (x,) | < n des que Xiet Xj
sont distants d'au plus a), on peut démontrer immé-
diatement que l'intégrale existe. En effet, pour deux
partages de maille au plus a/2, en ensembles e et e,
et pour des choix arbitraires de Xjdans e et de X,
dans €], on a, en désignant par e,, l'intersectionde e
et e'j, et en supposant m nul pour I'ensemble vide,

S8 =S /()m@E)- 2 03" M -

» |

Un terme de cette derniere somme est nul si e et e,
n‘ont pas de point commun,ilest en longueur au plus
égal a nm (e,) dans le cas contraire, et I'on a

1SS 1 <22>» (erw(E),

nombre aussi petit qu'on le veut pourvu que a. soit
assez petit.
Il en résulte

immédiatement la convergence des

sommes S,, correspondant a des partages dont la
maille tend vers zéro, vers une limite unique. On a

en effet |S.—S,, \<e, quel que soit E >0 pourvu
que n soit assez grand, la suite S,, vérifie donc le
critére de Cauchy et converge.

Le théoreme s'étend au cas ou f présente certaines
discontinuités.

Si m représente la longueur, l'aire, le volume, I'in-
tégrale par rapporta m se réduit aux intégrales ordi-
naires simple, double, triple, d'une fonction vectorielle.

Supposons que la mesure m prenne des valeurs néga-
tives. Nous admettrons alors que lessommes 217°("i)|
correspondant aux divers partages de E sont bornées
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par une nombre fixe. On dit dans ce cas que la me-
sure m est a variation bornée sur E . Si nousformons
les sommes 2 I" (0 | P°'" *"° partie fixe de A,

leur borne supérieure constitue une fonction d'ensem-
ble u. (A) , définie pour les mémes ensembles que m,
et dont on vérifie qu'elle est additive. La démonstra-
tion de I'existence de I'intégrale reste valable en rem-
placant m (e) par (e) .

D'ailleurs u'= u—m constitue également une mesure
non négative, et m est la différence de deux mesures
non négatives.

Supposons enfin que m prenne des valeurs vectorielles.
Si / est numérique, on considérera la somme

*(«,).

Si / est un vecteur du méme espace que m, on
pourra considérer les sommes

g/m

2/(s,)-m (e), ¢ A

Si ces expressions ont des limites, on les désignera par
les symboles

ffdm , f f-dm, j fA dm

E . E
Les deux derniers sont les intégrales de / prises
scalairement et vectoriellement par rapport km.  Si les
sommes 2 I" ('O 1°°"* bornées, la mesure m sera

encore dite «a variation bornée sur E» ; si de plus /
est uniformément continue sur E , la démonstration
donnée plus haut s'appliquera encore, et chacune des
intégrales ci-dessus existera.

Quel que soit le type d'intégrale, on démontre aisé-
ment les égalités

J(f+gydn=ffdm+fgdm, Jfdm=\ ffdm,
E E E E E

X étant constant, pourvu que les intégrales écrites
existent. Ces égalités expriment que l'intégrale est
une fonctionnelle  linéaire.

Citons encore, k étant un vecteur constant, les éga-
lités

f k f dm=~kffdm, fI*A ~fdm=t/Aff dm,
E E E E
f(k/\f)edz=k- ffAdm.

L'intégrale d'une fonction fixe f prise sur un ensem-
ble variable A constitue une nouvelle fonction  additive

d'ensemble. Si / est intégrable sur E , cette nou-
velle fonction est définie pour tous les ensembles me-

surables par rapport a m et contenus dans E , soit
(1) u@A)=yfdm.

Le théoréme est conséquence immédiate des défini-
tions, et reste vrai quelle que soit la nature, scalaire
ou vectorielle, de /, de m et de leur produit.

Soit F (x) une fonction intégrable par rapport a
la mesure \k définie par I'égalité (1) . On démontre
immédiatement, en remontant aux définitions, I'égalité

IFdZ~/Ffdm.

E E

Autrement dit, le symbole du. peut étre remplacé
—v

par fdm La propriété reste vraie quelle que soit la

nature de F, f, m et de leurs produits, pourvu que

les expressions écrites aient un sens.

Densité. Etant données deux mesures, définies pour

les mémes ensembes, n vectorielle ou numérique,

7(e)
m numérique, supposons que le rapport ., ~ ait une
limite { quand I'ensemble e tend vers un point X,
c'est-a-dire qu'atout E >0 on puisse associer un n>0,
tel que pour tout ensemble e mesurable par rapport
a m et dont tout point est au plus distant de r, de X,
on ait < t. On dit alors que y est la

densité de p.par rapport a m au point x. Le mot
est consacré par l'usage en physique ou, m désignant
en général le volume, y représente par exemple la
masse ou une forme quelconque d'énergie. (Le mot
«densité» est parfois employé en mathématiques dans
un sens tout different, par exemple par M. Denjoy).

Si m est l'aire d'une surface ou la longueur d'un
arc de courbe, on a des densités superficielles ou linéai-
res. Il est a peu pres évident que la densité par rap-
port & m de la mesure u, définie par la formule (1)

est égale a f>(x) en tout point x ou f est continue.
C'est la une extension de la propriété élémentaire de
la dérivée d'une intégrale ordinaire par rapport a sa

borne supérieure.

* .

Inversement, si la densité <p (x) de u.par rapport a m
existe en tout point d'un ensemble A , supposé compact,
c'est-a-dire ferme et borné, on démontre que o (x) est
uniformément  continue sur A, et que l'on a

e
La démonstration peut étre calquée sur celle de la
continuité uniforme d'une fonction continue sur un
ensemble compact.



Cette réciproque cesse d'étre exacte si la densité
cesse d'exister en certains points.

Nous aurons besoin dans la suite de passer a la limite
et de dériver sous le signe J . Pour cela, nous admet-
trons que la mesure m vérifie la propriété suivante,
qui équivaut a l'additivité compléte : pour une suite
d'ensembles A,, mesurables par rapport a m, dont cha-
cun contient le suivant et dont l'intersection est vide, les
mesures m (A,) tendent vers zéro. Cette propriété pa-
rait évidente dans les applications physiques, et se
démontre pour l'aire, le volume ou I'étendue de dimen-
sion n.

Moyennant cette hypothése, on démontre les théore-
mes suivants, qui sont classiques dans la théorie de
I'intégrale de Lebesgue : soit f(x,t) une fonction

intégrable sur E quelle que soit la valeur de la va-
riable numérique t dans un intervalle; désignons

par 3 (t) l'intégrale Jfdm;
E

[*. Si quand t tend vers i, ,f_(;(,i) tend vers

—— >
/ (x,t) et si \f(x,t) ! est borné par un nombre indé-

pendant de x et t, alors 3 (t) tend vers 3 (io0)e

2°- Si aA existe dans tout un intervalle de t, est

intégrable quel que soit t, et est bornée par un nom-
bre indépendant de x et t, alors 3 (t) a une dérivée

égale a S-}dm.

e Ot

Les théorémes s'appliquent encore pour m vectoriel
et des intégrales prises scalairement ou vectorielle-
ment.

IIl. Enoncé des principes mathématiques de la mé-
canique et dequelques-unes deleurs conséquences.

1. Torseurs. Torseur réparti. Considérons une me-
sure vectorielle S (e) définie pour un ensemble A.
Partageons A en ensembles e mesurables par rap-
port a S, choisissons un point M, dans chaque e,
et considérons le systéeme des vecteurs glissants ayant

pour origines les points Af, et pour valeurs S (e) .
Le moment de ce systéeme par rapport a un point O est

2 OM, AjSOO
et tend vers

G(A) =fOM  \ds

lorsque la maille du partage tend vers zéro. A tout

ensemble A mesurable par rapport a 5, nous avons
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ainsi associé un torseur de vecteur principal /S(.4)
et de moment en O égal a Go (-4) - C'est cette fonc-
tion gue nous nommerons un «torseur pur  réparti».

La notion coincide avec celle d'un systéeme de
vecteurs glissants dans le cas ol S est concentrée en
un nombre fini de points.

On a évidemment

Go- (A) = fO'MNdS=0"0\S(A) +G,(A)
A

Plus généralement, nous appellerons torseur réparti
un systeme constitué par une premiere mesure vecto-
rielle 8 (e) et une deuxiéme mesure vectorielle, fonc-
tion d'un point O de l'espace et de e, soit G, (e),
et variant avec O suivant laloi

Go, (e) =<?0 (e) + 00 AS(8).

La différence
w(E)=GoE-f OMA dS
e

n'est plus nécessairement nulle, mais ne dépend pas
de O comme on le vérifie immédiatement. On voit
gue tout torseur réparti est la somme de deux autres,
I'un qui est pur et qui a pour vecteur principal

S (e) et pour moment f OMAdS, et l'autre dont le

e
vecteur principal est nulle pour tout ensemble e,

et dont le moment en O a pour valeur w (e) et ne
dépend pas de O. Un torseur ayant ces dernieres
propriétés sera appelé un «couple pur réparti». On
rencontre des exemples de couple pur en magnétisme.
Il est a remarquer que le systeme de deux vecteurs
glissants opposés constituant un couple au sens élé-
mentaire du mot n'est pas un couple pur, mais est au
contraire un torseur pur réparti.

Un corps doué de masse C sera défini par une me-
sure m non négative définie pour I'ensemble des points
de C et pour certaines de ses parties.

Barycentre. k étant un vecteur fixe, considérons le
torseur pur réparti qui, pour un ensemble e, a

pour vecteur principal f kdm—m (e) k. Son moment
en O est

f OM Ntdm=(f OMdm) A T.
e e

Si on désigne par G un point tel que

(2) m{e)0~G=JOMdm,
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on voit que ce moment est OG /\km (e), donc égal a
celui d'un vecteur unique d'origine G et égal a km(é) .

Le point G défini par (2) est indépendant de O
comme on le vérifie immédiatement. C'est par défi-
nition le barycentre du corps e.

C'est aussi la limite des barycentres des systéemes
de points obtenus en partageant e en ensembles par-
tiels, en concentrant la masse de chacun en I'un de
ses points, et en faisant tendre vers zéro la maille du
partage.

De méme, le moment d'inertie d'un corps C doué
de masse, par exemple par rapport a une droite, sera
I'intégrale J S’dm, ou Srreprésente la distance d'un

c
point du corps a la droite. C'est encore la limite des
moments d'inertie d'un systéme de points, comme pour
le barycentre.

2. Cinématique. Un corps en mouvement (le sys-
téme de plusieurs corps solides, par exemple, étant con-
sidéré comme un unique corps déformable) sera défini
au moyen d'un ensemble K, appelé image fixe du corps,
et d'une fonction M(P,t) définie quand P est un
point de l'image fixe, et quand t, qui désigne le
temps, appartient a un certain intervalle.

Pour chaque valeur de t, M (P, t) établit en gé-
néral une correspondance biunivoque entre K et un
ensemble C, d'un espace euclidien E qui est le corps
considere’ a l'instant  t.

Nous pouvons rapporter le mouvement du corps a
un repére quelconque R en mouvement par rapport
a l'espace E.

La vitesse et l'accélération du point M du corps
relatives au repére R sont alors les dérivées

d-M
r= .
dt at
prises relativement a R. Nous admettrons que ces
dérivées existent et satisfont a des conditions de con-
tinuité suffisantes pour pouvoir effectuer les dériva-
tions sous le signe J~ que nous rencontrerons.
Supposons que le corps en mouvement soit doué de
masse. A chaque instant, nous avons une mesure m
définie pour C, et pour certaines de ses parties. Un
ensemble ¢, mesurable a un instant t par rapport a
ra, reste mesurable et conserve la méme masse m, (c,)
a tout instant. Un tel ensemble sera un «corps par-
tiel». 11 suffit de se donner une mesure u.dans lI'image
fixe K telle que m.(c)=jp(k), en désignant par k
I'image fixe de c,.
Il'y a parfois lieu d'admettre que la correspondance
entre k et C, n'est plus biunivoque, deux points ma-
t ériels pouvant occuper la méme position au méme

instant : par exemple, si on étudie le mouvementd'un
point matériel sur une surface elle-méme matérielle;
la coincidence physique n'existe pas, mais pour sché-
matiser simplement le systéme, il faut admettre la
coincidence mathématique. Chaque fois qu'une telle
circonstance entrainerait une difieulté, par exemple
pour les intégrales que nous allons considérer, ilsuffi-
rait de revenir a I'image fixe.

Voici une propriété que nous utiliserons constam-

ment: soit f(P,t) une fonction dont la dérivée

g{ existe, est bornée en P et t, et est intégrable
sur K par rapport a u.. La fonction

~1(t)~ff{P,t)da.

af d
e O
/
Si la correspondance entre K et C, est biunivoque,
on peut écrire cette égalité sous laforme

Tty s maften
bien que C, et m, dépendent de t.

3. Dynamique. La quantité de mouvement du corps
est le torseur réparti qui a pour vecteur principal
(en omettant les indices i)

Q(.)=/ vdm= N fvdu.;
son moment résultant en un point O, aussi appelé
moment cinétique, est

t(c)=f~O~MNdQ  =J OMA Vdm.
C e
"La, quantité d'accélération est le torseur pur réparti
qui a pour vecteur principal

R () = r dm;

e

son moment résultant en O est

ft>M/N\dR.
c
Repere galiléen et force répartie.  Principe  fondamental.
Considérons d'une part un repére particulier dit
«galiléen» et d'autre part un certain nombre de tor-
seurs répartis, définis pour les ensembles mesurables
par rapport a la masse, et dépendant du temps; cha-
cun d'entre eux constituera, par définition, une « force
absolue répartie appliquée au corps» (ou un «dyname»



suivant le terme employé par M. Brelot). Pour un
nombre fini de points, une «force répartie» se réduit
a des vecteurs appliqués en chaque point. Le prin-
cipe fondamental de la dynamique s'énonce ainsi:

Le torseur réparti somme des forces absolues appli-
quées au corps est égal a la quantité d'accélération, éva-
luée dans le repére galiléen.

La somme des forces absolues est donc un torseur
pur; chacune d'elles renferme peut-étre un couple pur,
mais I'égalité des moments des deux torseurs se tra-
duit par le fait que la somme de ces couples est nulle.

Si on désigne par A (c) les vecteurs principaux des

différentes forces &=1,2,+°,q), et par X (c) les
moments des couples purs correspondants, le principe
s'écrit
S A (c)={vdm , S t,(c)=0.

Remarquons que toutrepére R en translation recti-
ligne et uniforme par rapport au précédent vérifiera
encore le principe; nous le nommerons encore gali-
léen.

Pour un repere quelconque Ry, on aurait

rj-r-r.-iy,
-> ->
r. et T. étant les accélérations d'entrainement et com-
plémentaire du point M, correspondant au passage
de 22 a Ri. Si on nomme «forces d'inertie complé-
mentaire et d'entrainement» les torseurs répartis purs
qui ont pour vecteurs principaux

f—T.dm,

4 e

f—T.dm,

le principe peut s'énoncer :

La somme des forces absolues et des forces d'iner-
tie d'entrainement et complémentaire correspondant
au passage d'un repére galiléen a un repére Ri est
égale a la quantité d'accélération évaluée dans le re-
pére iTj (on peut appeler cette derniére somme «force
totale relative au repére R\ appliquée au corps», géné-
ralisant I'expression adoptée par Painlevé dans le cas
d'un seul point).

Forces intérieures et extérieures. Parmi les forces
absolues appliquées au corps, les unes sont appelées
«intérieures» et satisfont a la condition de prendre
une valeur nulle pour le corps tout entier C, c'est-a-
-dire d'avoir un vecteur principal et un moment nul
pour C) Les autres forces seront appelées «exté-

(1) Cette condition équivaut a la suivante: si on partage C
en deux corps partiels C et C", les valeurs d'un méme force
répartie prise pour C' et C"™ auront des vecteurs principaux
et dos moments opposés.
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rieures», y compris les forcesd'inertie d'entrainement et
complémentaire voulues si le repere n'est pas galiléen.

Si nous désignons par S,,(c) et w, (c) le vecteur
principal et le moment du couple pur de la somme

des forces extérieures, et par S, (c) et w, (c) les mémes
éléments relatifs a la somme des forces intérieures,
nous avons, par définition,

A(C)=0, Wit + fOMAdS 0.

Mais comme w, (c)+w, (¢c)=0 quel que soit ¢, on en
déduit
w, (C) =f~OM A ds.

4. Théoremes ne faisant intervenir que les forces

extérieures. Désignons par <S(c) le vecteur princi-

pal de toutes les forces. L'égalité S(C) =  fTdm
s'écrit, puisque S (C)—S, (C),
dQ(C
Adm e E / vdm - QC)
/ dt dtj dt

le vecteur principal des forces extérieures pour le
corps entier est égal a la dérivée du vecteur princi-
pal de la quantité de mouvement du corps entier.

De plus, si G désigne le barycentre du corps entier,

d OM
dm
dt
<p r—* d?0G
=— |/ OMdm=m(C) ¢f|

'Toil, le barycentre du corps a méme mouvement que
si toute la masse y était concentrée, et si une force
égale au vecteur principal des forces extérieures pour
le corps entier luiétait appliquée.

Si Gr, (c) désigne le moment en O de la somme

de toutes les forces, et G, (c) celui de la somme des
forces extérieures, le principe fondamental donne, en
égalant les moments pour le corps entier,

&,e(C)=(?0(C) =J"OM AT dm.
Mais

d'ou

; do,(C)
i f A A
dtj OMAVdm dt
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en désignant par 3(C) le moment en O du torseur
quantité de mouvement du corps, que nous nomme-
rons moment cinétique. C'est le théréme du moment
cinétique pour un point O fixe dans le repere ou I'on
s'est placé.

Pour un point mobile A, on aurait:

AMEVAM = - (AOA [ F*n + a).

dt dt ¢

= -VAQ(Q) +  G.(O),

forme commode lorsqu'une force inconnue se réduit
a un vecteur passant par A .

5. Théorémes faisan! intervenir les forces intérieures.
Théoreme de /'énergie cinétique. Puissance d'un torseur
pour un champ de vecteurs. Pour un point, le théoreme
de I'énergie cinétique revient, comijjae oii sait, a pro-
jeter I'égalité fondamentale sur la tangente a la tra-
jectoire, ou encore a multiplier scalairement les deux
membres par par la vitesse. Ici, c'est I'égalité

S(e)=j" rdm, ou plutét sa forme symbolique
c

diS = rdm, les deux mem-

bres par V:
(1) va-dS’\fCr-Vdm.

dont nous multiplierons

Le second membre s'écrit

odf d ri -*
d vdm- e— —V* dm

dt dtJ 2
cette derniére intégrale sera, par définition, Vénergie
cinétiqgue du corps:

T= f—
(I
Le premier membre de (1) est de la forme

VAdm.

fw-ds.

Si W désigne un champ de vecteurs quelconque”
cette intégrale sera appelée puissance du torseur de

vecteur principal
* >

Si W est la vitesse V du point M, nous dirons
que l'intégrale est la puissance réelle S"(C) dutorseur>
et le travail fourni par le torseur entre deux instants
tj et ic> est, par définition,**

(U Cette définition ne répond au sens physique de la puis,
sauce et du travail que dans le cas d'un torseur pur. Si le cou-
ple pur n'est pas nul, des hypothéses supplémentaires sont né-
cessaires pour évaluer le travail «physique» du torseur, mais la
définition mathématique donnée ici s'applique dans tous les cas.

—xe —y
S (é) pour le champ de vecteurs W.
—v

J  ffdt.

L'équation (1) s'écrit alors
dT
e gt

et constitue le théoreme de I'énergie cinétique. En

intégrant de to a t\, on l'obtient sous la forme dite

«finie».
Puissance des forces solide.

appliquées a un corps

Si ai désigne la rotation instantanée du solide, et O
un de ses points, la vitesse d'un point quelconque est
donnée par la formule

VAVo+AOM,

et la puissance cherchée est
&(ty =/v-dls = %-fdIS_ + g(zAOM) -ds.
Mais la derniére intégrale s'écrit

«- . fOMAdS,

et I'on a

IOMAJS=fO"AdS.-rfOMAJSi =
S ~«
= fTIM AdS +w.(c)~G,(C).
oo . C
On en déduit

#(C)=F,-£(0+ ~~ (0.

Dans le cas ou la somme des forces extérieures est un
torseur pur, ilen est de méme de la somme des forces
intérieures, et la puissance de ces dernieres est nulle.

Principe de d'Alemberl. Comme pour le théoréme de
I'énergie cinétique, I'égalité fondamentale S (c) =

= J r dm donne, quel que soit le champ de vecteurs W,

@ f W-dS—f W-Tdm.

Cette opération, effectuée pour un nombre fini de
points, revient a projeter pour chaque point I'égalité
fondamentale sur une direction convenablement choi-
sie, et a faire une combinaison linéaire des égalités

obtenues, en opérant de maniére a éliminer les forces
inconnues.

Au premier membre de (2) figure la puissance de

toutes les forces pour le champ do vecteur W. Or,



d'aprés la nature physique des problémes que se pose
d'ordinaire la dynamique, les forces sont pour la plu-
part inconnues, mais leur puissance est connue pour
certains mouvements du corps. |lest donc nécessaire

de considérer les vecteurs W comme les vitesses des
points du corps dans un certain mouvement fictif, dit
«virtuel», pour lequel cette puissance est connue. Ce
mouvement sera défini par un e fonction M (P, 8),
6 étant un parameétre qui peut étre appelé le «temps

— <W
virtuel». On dit alors que W= constitue un
ai
«champ de vitesses virtuelles». Le mouvement virtuel
sera considéré comme rapporté a un repere fixe par
rapport a la configuration du corps a l'instant t.

Il est commode de partager les forces en deux caté-
gories, les unes dont la puissance sera connue poul-
ies mouvements virtuels que l'on envisagera et qui
seront appelées forces données ou actives, les autres
dont la puissance sera nulle pour ces mémes mouve-
ments et qu'on nommera forces de liaision. Les mou-
vements virtuels pour lesquels la puissance totale des
forces do liaison sera nulle seront dits  «utilisablespour
le partage desforces considéré».

Si on désigne par S, (c) la somme géométrique de
la somme des forces données, I'équation (2) s'écrit

) fw-dS,=fw.Tdm,

et s'énonce ainsi: pour tout mouvement virtuel utilisa-
ble vis-a-vis du partage des forces considéré, la puis-
sance virtuelle des forces données estégale ala puissance
virtuelle de la quantité d'accélération réelle. C'est une
forme généralisée du principe de d'Alembert.

Systeme dépendant d'un nombre fini de parameétres.

Supposons qui les configurationsdu corps a priori
possibles & un instant [, et assez voisines d'une con-
figuration donnée puissent étre mises en correspon-
dance biunivoque et bicontinue avec les systéemes de
valeurs de r paramétres qi, ee=,q, appartenant a un
domaine de l'espace a r dimensions.

Le point M se présente comme une fonction de P,

3i, gt

M (P >4\ yee ir))
et un mouvement réel du systeme est défini par la
donnée des g, en fonction du temps.

Nous limitant aux mouvements virtuels obtenus en
considérant les g, comme fonctions du temps virtuel

8, et en laissant t constant, et désignant par —_
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la dérivée de g, par rapport a 6, nous avons

«ag 8B

Le premier membre de I'équation de d'Alembert (3)
s'écrit

J

raMm —=

en désignant par Q. l'intégrale / g~-+dS, , qu'on

peut appeler «puissance desforces données par rapport
a2.».
Le deuxiéme membre s'écrit

/ W-Tdm= S A,— ,

J T >e
L, désignant l'intégrale j e"-Tdm, et étant
appelé «expression de Lagrange relative au parame-

tre g.».
L'équation de d'Alembert s'écrit alors

4 2 (E«-««) *«-<>,

les S¢, devant correspondre a un mouvement virtuel
utilisable vis-a-vis du partage des forces.

Les mouvements virtuels utilisables sont généralement
caractérisés par des relations linéaires (R) entre les
Sg. qui permettent d'exprimer r—p d'entre eux en

fonction des autres. Il suffit de reporter leurs valeurs
dans (4), etd'annuler les coefficients des Sq, restants,
pour obtenir p équations du mouvement. On opére

souvent un peu autrement en identifiant le premier
membre de (4) avec une combinaison linéaire des pre-
miers membres des relations (iT), dont les coefficients
indéterminés constituent de nouvelles inconnues appe-
lées «multiplicateurs», mais souvent ce procédé ne
présente pas d'avantage. Si certaines liaisons sont
imposées au systéme en plus de celles qui résultent
de sa description au moyen des r parameétres, ¢,,
elles se traduisent par des relations (f) sousforme
finie ou différentielle qu'il fautadjoindreaux p équa-
tions obtenues.

On dit que les liaisons sont parfaites pour le par-
tage des forcesenvisagé si tous les mouvements virtuels
compatibles avec les liaisons telles quelles sont impo-
sees a l'instant t sont «utilisables», c'est a dire donnent
une puissance nulle pour les forces «de liaison».
En ce cas les relations (R) ne sout autres que cel-
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les qu'on déduit des relations (p) en faisant t cons-
tant et remplacant les dg, par les Sq*.

Si en outre les relations (p) n'existent pas, les So/,
sont arbitraires, et on obtient pour le mouvement les r
équations dites «delLagrange» :

Transformations de Lagrange et d'’Appell. Les expres-
sions L, sont susceptibles de prendre deux formes
commodes. On a

dt

ysv,of . 3ni-P)e

Les intégrales

T= CAVidm, <K'= jATtdn

dont la premiére est I'énergie cinétique, et dont la
deuxieme est appelée «énergie d'accélération» du corps,
peuvent étre considérées comme des fonctions des

Sa'Sa;' P°'"'" premiére,
xieme.
Adoptant ce point de vue, on peut écrire

,0.,¢., 1 pour la deu-

CdM - aF
. dm-
- f 0 € doa’
c'est la transformation d'Appell.
oM av
D autre part, en remarquant que JJ- = i eten
intervertissant les symboles — et -r—>on a
cfr «Sa
S.f-ii/'SyV-i.lwrv.-.*-
L. (aT. f\ ) AMA N . /1 d~v*\ 1 Jin
dt \au j dg\dt) d\2 dg'z) 2 aq,
d'ou
rd/idvi\, ridv”?, d(dT\
=Jdt[TdiT)"-JIW=**'"=7tWJ a

C'est la transformation de Lagrange.

( Continua)

Integrabilidade R das fun¢des continuas

por A. Pereira

Do mesmo modo que a construgdo do integral X
(Lebesgue) tem por base a nocdo de medida X, oin-
tegral M (Riemann) pode ser construido (segundo
um processo perfeitamente analogo) a partir da me-
dida c7 (Jordan) «».

Um problema que se apresenta naturalmente é o de
relacionar a familia das funcdes integraveis com a
familia das funcgfes continuas. A ésse respeito, um
resultado fundamental é que a integrabilidade duma
funcdo equivale a sua mensurabilidade.

No caso do integral X, a integrabilidade das fun-
cdes continuas resulta, pois, imediatamente do facto
destas fungdes serem mensuraveis X, isto é,de ocon-
junto M (k), dos pontos x tais que f(x)>\, ser
mensurdvel X qualquer que seja A; com efeito, sendo
a funcdo / continua, este conjunto é sempre fechado.

A mensurabilidade £Jduma fungdo pode definir-se

Inserimos a seguir uma serie de Notas, com o fim de faci-
litar a leitura doste artigo aos leitores da G.M. menos familia-
rizados com as nocdes e a terminologia aqui usadas.

fl) Veja-se a Bibliografia.  No seu préximo nimero, a Gazeta
de Matematica publicard um artigo do Prof. Ruy Luis Gomes
sobre a construcdo da nocao de integral baseada na medidaJ".

Gomes

por uma condicdo andloga a da mensurabilidade Xi
incidindo sébre os mesmos conjuntos M (), na qual
a medida JJf vem ocupar o lugar da medida X.

Vamos demonstrar um teorema que permite caracte-
rizar a familia das funcdes mensuraveis por uma
condigdo onde intervém a continuidade.

Seja / uma fungdo numérica finita, definidanum
espaco euclideano /, e seja A um subconjunto de /
mensuravel [NOTA 1]. Diz-se que / é mensuravel
em A, se osconjuntos M, (X), dos pontos xe A tais
que f (x) >\, sdomensuraveis, comexcepcao, quando
muito, para uma infinidade numeravel de valores de X
(isto é, se os conjuntos M, (k) sdo quasi sempre men-
suraveis).

TEOBEMA : Para que f seja mensuravel em A € ne-
cessario e suficiente que o conjunto dos seus pontos de
descontinuidade em A, relativamente a A, seja um

conjunto de medida X nula.

Condicdo necessaria — Seja D o conjunto de todos
os pontos de A onde a funcdo / é descontinua relati-
vamente a i e suponhamos que / é mensuravel em
A ; mostremos que m (D)=0.
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Por hipotese, os valores de X para os quais M, (X)
ndo 6 mensuravel constituem, quando muito, um con-
junto numeravel \X,,\. O complementar de |X,,| é,
portanto, um conjunto denso no conjunto dos ndmeros
reais. Como a recta euclideana R 6 um espaco sepa-
ravel, éste conjunto denso contém um subconjunto”
numeravel |fi,\ também denso [NOTA 2]. Considere-
mos a familia W dos intervalos semi-abertos [u.,, u.,,)
cujos extremos pertencem a |u.,|; se a cada ponto
de R associarmos os intervalos de W que contém
ésse ponto, obtém-se um sistema de vizinhancas
admissiveis para R [NOTA 3]. Sao estas as vizinhan-
¢cas que utilizaremos ao analisar a continuidade da
funcdo / [NOTA 4].

Seja xe D; tratando-se dum ponto de descontinui-
dade de / relativamente a A, existem u., e u,, tais
que (1) u,,</(x)< u, e (2) cada vizinhanca V (x) ,
do ponto x, contém pontos yeA para 0s quais
fly) i [Vm,r»)>" > f(v)>h ouf(y)< (j.;
a relacdo (1) diz-nos que xeM, (M,)*1—M, (u,,);

(2) diz-nos que xeM, (u,)+l— M, (u.). Assim,

tem-se

designando a fronteiradum conjunto X por /, (X) =

= X «I—X, obtém-se

xef {M. () +f.{1-M.{,..)).

Donde
®3) Dc2[/,ft W) +/, (—MA (r0)3,

sendo a soma 2 estendida a todos os valores

Hm»!'..* Ir'»le

Atendendo a que |o»]| e |X,{ ndo tém elementos
comuns, é imediato que cada um dos térmos desta
soma tem medida /7 nula. A sua medida X & por-
tanto nula [NOTA 1]. O segundo membro de (3),
como soma duma infinidadenumeravel de conjuntos
de medida X nula, é um conjunto de medida X nula.
E como todo o subconjunto dum conjunto de medida
X nulatem medida X nula, concluimos que m(D)=0.

Condicdo suficiente — Suponhamos que m¢(i))=0,

e mostremos que, entdo, / € mensuravel Para
isso basta mostrar que f, (M, (X)) tem quasi sempre
medida $ (ou X—NOTA 1) nula.

Seja xef(M,  (X)). Se xel—A, como f,(M.(y))cz

<ZM, (l)ci, é xe A-I-Aczf(A)

Se xsA e f(x)%)\,entdo xeD; na verdade, se
supuzermos / (x) > X, tem-se xeM, (X); e como
x e/, (M, (X)) sera x um ponto de I—M, (X); quere
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dizer, cada vizinhanca V(x) tem pelo menos um
ponto y e 1—M, (X), sendo portanto f (y) < X; entédo
ointervalo (X,/(x)-t-t), s>0, contém/(x), equal-
quer vizinhanca F(x) tem pelo menos um ponto
yeA tal que f(y)4 X,/(x)+¢€, o que traduz a
descontinuidade de / no ponto x relativamente a A
[NOTA 4]. Analogamente, se /(x) <X .

Se Tei e /(x)=X, consideremos o0 conjunto
Nef-i(X). Tem-se X)=(A-D)f-i(X)+
+ D/ 1(X). Como por hipotese ra(Z))=0, é

m(D/~(X))=0; por outro lado, visto que / é con-
tinua em A—D relativamente a i , 0 conjunto
{A—D) f-i (X) é fechado relativamente a A—D,
portanto igual a intersec¢cdo de A—D com um con-
junto fechado [NOTA 4]; ora A—D é mensuravel X
e todo o conjunto fechado é mensuravel X; logo
(A—D)f-i(\) é¢ mensuravel X- Assim, A/-* (X) é
¢ a soma de conjuntos mensurdveis X e portanto é
mensuravel X-

Mostremos que éste conjuntotem quasi sempre me-
dida nula, isto é, que o conjunto E\ \m (Af~' (X)) > 0],
dos valores de X para os quais m(A/-* (X))> 0, é
guando muito numeréavel.

Na verdade,

E, [m{Afl (X))>0]= "E\m{Af-i (X)>11:

(4)

ecomo m(A) =J(A) éfinita, Ex [m (A f~I (X))>-1J

é, para cada inteiro n, um conjunto finito; pois que
se existisse um inteiro n e um conjunto infinito jXjj

tal que, para cada X;, m(Af-'(X))>—, teriamos

2«(4/-«(X))-+eoi

ora, como X=£X.- implica /~* (X) *f~* ) = 0, tem-se
2 m{AffXx)-m (ti “f~" <*eGY) .

donde

2 m (XjIHIim  m (-4/-* (Xi))<"»(4) < + °°-

i

O primeiro membro de (4), sendo uma soma nume-
ravel de conjuntos finitos, é numeravel.

Em resumo: se xef, (A1, (X)), ou xef,(A),ou
xeD, ou xeA «f"* (X); quere dizer,

I, (M, (X))c/. (A)+D +Afi  (X);

e vimos que o segundo membro desta relagdo é quési
sempre um conjunto de medida X nula.
O Teorema esta portanto demonstrado.



GAZETA DE MATEMATICA

OBSERVAGCOES

1.q Limitamo-nos a considerar o caso de ser /
uma func¢do finita, por ser ésse caso que nos interessa,
e ultima andlise, para o problema da integracgao.

Na realidade essa restricdio pode ser levantada.
Deixamos ao cuidado do leitor verificar que o mesmo
teorema relativo a fungbes numéricas quaisquer se
pode estabelecer com ligeiras adaptagfes na demons-
tracdo que acima desenvolvemos.

2.*] O teorema demonstrado fornece um critério de
mensurabilidade J duma funcdo a custa da medida £«
Um problema que se apresenta naturalmente é o de
estabelecer um critério de mensurabilidade duma
funcdo em termos de medida £j.

A éste respeito sugerimos ao leitor a demonstra-
cdo do

TEOREMA: Para que f seja mensurdvel £J sobre um
conjunto A mensurdvel € necessario e suficiente que a
medida £J do conjunto dos pontos inferiores o A onde a
oscilacdo de f e > 0 seja nula.
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NOTAS

NOTA 1: Partindo do corpo dos agregados, a me-
dida exterior ~ dum conjunto limitado X define-se
como sendo o infimo das &reas dos agregados que con-
tém X; e chama-se medida interior dum conjunto
X ao supremo das areas dos agregados que estdo
contidos em X .

Se o conjunto limitado X tem uma medida exterior
igual & medida interior, X diz-se mensuravel ; eo
valor comum daquelas medidas chama-se medida
de X e representa-se por J (X) .

Uma condicdo necessaria e suficiente para que um
conjunto limitado seja mensuravel £ é que a medida
exterior da sua fronteira seja nula: J (f,(X))***(.

B

Como ¢ sabido, todo o conjunto mensuravel é men-
suravel i ,ea sua medida X é igual a medida $ :
m(X)=*J'X)

Destaquemos a seguinte propriedade da medida X,
importante na demonstracdo do teorema que temos
em vista: a medida exterior ~ dum conjunto X é
igual @ medida X do fecho X desse conjunto; donde
se conclui: se X é um conjunto fechado (tal é o caso da
fronteira dum conjunto), m(X)=0 arrasta J(X)=0.

No que segue, por «mensuravel» deverd entender-se
«mensurdvel <5», sempre que nao for feita mencéao
expressa do contréario.

NOTA 2: Diz-se que um espago topoldgico é sepa-
rédvel se possui uma base numeréavel para os conjuntos
abertos, isto é, uma familia numerdvel de conjuntos
abertos tal que cada conjunto aberto é igual a soma
de conjuntos desta familia. Na recta euclideana todo
0 conjunto aberto se pode considerar como soma de
intervalos de extremos racionais; a familia déstes in-
tervalos, que é numerével, constitui assim uma base.
A recta euclideana é portanto um espago topolégico
separavel.

Estes espagos topoldgicos gozam duma propriedade
importante: todo o conjunto denso no espago (em par-
ticular o préprio espago) contém um subconjunto  nume-
rdvel também denso no espaco. Para obter éste sub-
conjunto basta tomar um ponto do conjunto dado em
cada elemento da base numeravel.

NOTA 3: Na recta euclideana consideram-se geral-
mente como vizinhangas associadas a cada ponto os
intervalos abertos que contém ésse ponto; a topologia
da recta euclideana pode ser definida, usando estas
vizinhancas, do modo seguinte: umponto X pertence
ao fecho X dum conjunto X se cada uma das suas Vi-
zinhangas  V (x) tem pelo menos um ponto que pertence
ao conjunto X.

Uma familia de conjuntos associados a um ponto x
6 admissivel como familia de vizinhancas désse ponto
se a circunstancia de x pertencer ou ndo ao fecho de
um conjunto (arbitrario) néo é alterada quando subs-
tituirmos as vizinhancas do ponto x por essa familia
de conjuntos. As duas familias de vizinhancas di-
zem-se, entdo, topologicamente equivalentes. E uma con-
dicdo necessaria e suficientepara que isto se verifi-
que é que, dada uma vizinhanca de qualquer dessas
familias, exista na outra familia uma vizinhangca con-
tida naquela.

Esta condicdo érealizada no nosso caso ; comefeito,
dado um ndmero > e um intervalo aberto (a, (3) que
o contenha, isto é, tal que a<X<p, em virtude da
densidade de jp., |, existemy. e |, taisque a<y. <
<>.<(x,<P; donde (]i,..,)C[(i,,,|i,)c(«,,).
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NOTA 4: Se | e I* sdo espacos topolégicos onde a
topologia esta definida por meio de vizinhangas, a
continuidade de uma transformacdo de / em |I*
costuma definir-se em termos de vizinhancas por uma
condicdo que generaliza a definigdo classica de Cau-
chy. A continuidade duma transformacao dum espaco
topolégico noutro é, porém, uma propriedade topolé-
gica, independente da familia de vizinhancgas utili-
zada ; por outras palavras, a continuidade duma trans-
formagdo num ponto néo é alterada quando se substitui
a familia de vizinhancas do ponto por outra topologi-
eamente equivalente.

Este resultado é ainda valido se se trata da conti-
nuidade duma transformacdo num ponto dum conjunto
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A relativamente a ésse conjunto: uma transformacao
f diz-se continua num ponto x 6 A relativamente a A,
quando para cada vizinhanga W (f(x)), do ponto
f (x) el*, existe uma vizinhanca V (x), do ponto X,
tal que todos os pontos y de Y (x) que pertencem a A
tém um transformado  f (y) que pertence a W (f(x)) .
Em espacos topoldgicos cuja topologia pode ser
definida por meio de vizinhangas (em particular, nos
espacos euclideanos) as transformacgdes continuas go-
zam da seguinte propriedade: Se F* é um conjunto
fechado de /*, o conjunto Z * (F*) , imagem inversa
de F* por meio de /, é também fechado. Em parti-
cular, se / é continua relativamente a um conjunto A,
entdo A ¢/ ' (F*) é fechado relativamente a A .

ESTUDO

SOBRE A EXPOSICAO CLASSICA DA TEORIA DA MEDIDA A LEBESGUE

por luis Neves Real

Foi nosso intuito ao redigir éste artigo ser atil a
guem entre nos estude — ou ensine — a teoria da me-
dida L . Em termos estritamente algébricos, evitando
sistematicamente argumentos topolégicos, fizemos de-
pender essa teoria da prévia construcdo dum corpo 51
de conjuntos A, em que se defineuma area, a (A),
com a propriedade essencial de ser i-aditiva no
corpo 51 Recorde-se que no espaco euclideano a n
dimensdes se pode tomar para SUe a (A) o corpo de
todos os agregados do espago [isto é as somas dum
nimero finito de cubos semi-abertos pertencentes a
uma sucessdo regular de rédes com a qual se quadri-
cula o espaco] e a sua area, a soma dos hiper-volu-

mes 11 () de cada um dos cubos disjuntos em
i=l
gue se pode sempre decompor um agregado A. Esta
nogdo de agregado — Aggregat —e sua area— Inhalt
—divulgada entre nés pela J. |. M., recebémo-la da
obra de Otto Haupt e Georg Aumann— Differential
und Integralrechnung— e afigura-se-nos como o ponto
de partida didaticamente mais adequado para abordar
as diversas teorias da medida. Os cadernos n™' 2e 5
da J. I.M.—Introducdo e Medida a Jordan, Lau-
reano de Barros, 1944 — mostram a sua aplicacdo a
medida J. Queremos salientar no caderno n.° 5—
de que em breve se publicara uma nova edi¢do com
um caracter marcadamente algébrico — 0 que nessa
altura nos apareceu apenas com um interésse de exer-
cicio — o exercicio 3.° da pagina 39 —: «seum agre-
gado A é a soma duma infinidade numeravel de agre-
gados disjuntos do mesmo corpo, a drea A éigual a
soma da série constituida pelas areas das parcelas

(a-aditividade de a (A) em 51)j ° fazer notar que a
demonstracdo déste enunciado assenta em duas pro-
priedades particulares do espago euclideano : » — dado
um agregado A , existe sempre, qualquer que seja s>0
um outro agregado A, talque Aai(A<i) ea(A— Ai)<i;
ii — a cobertura dum conjunto fechado por intermédio
duma familia numeravel de conjuntos abertos pode ser
substituida por uma cobertura dum namero finito de
conjuntos da mesma familia. Estes sdo os factos
topolégicos que estdo na base da o-aditividade da
area. Uma vez porém que esta se admita, as teorias
da medida, quer a Borel, quer a Lebesgue, sdo conse-
quéncias puramente algébricas dessa propriedade da
area. Isto mesmo se mostrou ja para a primeira
destas medidas no caderno n.° 14 da J. | .M., obten-
do-se depois algebricamente, caderno n.° 16, a medida L
como extensdo da medida B, pela ampliagdo do
a-corpo B dos borelianos, gracas aos sub-conjuntos
dos conjuntos mensuraveis B de medida nula—Ies
ensembles négligeables na terminologia que nos trouxe
o Prof. René de Possel. Assim ficava estabelecida
uma proposi¢cdo fundamental da teoria algébrica da
medida : aa condicdo necessaria e suficiente para que
seja possivel a extensdo duma area definida num corpo,
a uma medida (a Borel ou a Lebesgue) definida num
a-corpo, é que essa area seja a-aditiva (Eberhard Hopf,
Ergodentheorie, capitulo 1,8 1, 1937)».

Por esta forma se procurava localizar o problema
da construcdo duma medida o-aditiva em espagos topo-
légicos mais gerais, problema que desde 1944 e por
iniciativa do Prof. Antdnio Monteiro tem sido tema
do estudo no C. E. M. do Pérto.
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Mas ateoria da medida a Lebesgue feita em estreita
dependéncia damedida a Borel, se bem que tenha sido
extraordinariamente elucidativa para nés, no C. E. M.,
tem o inconveniente de recorrer ao principio de indu-
cao transfinita. Esta € a razdo porque reuni neste
artigo os resultados da nossa comum experiéncia, redi-
gindo umaexposi¢do da medida L, feita & maneira
classica, mas deduzida como consequéncia algébrica
da o-aditividade da &rea dos agregados.

1. O corpo e a érea dos agregados. Seja 21 um
corpo de conjuntos a que chamaremos agregados, e
seja o (A) ,Ae% uma funcdo definida em 51j desi-
gnada como area do agregado A e dotada das seguin-
tes propriedades :

Al.  éunivoca

A% 0<a(A)<oo; a(0)=0

A 3. a-aditividade da area em 51 :

00 jee)
Se ANUAI e A("17=0, entio a(A) —2 «(A)
' i

Destas propriedades decorre imediatamente
Ad.  AiZIAz-» a(A—A) =aA)—a (A)
A 5. AMAZ--+e a(A)>a  (Az) (monotonia)
As AC Q—|i-—-o(.4)<|g a(A) e

2. Medida exterior e Medida interior.

2-1 Definicbes :

Um conjunto X diz-se limitado se existe Ae 51
tal que Xe A .

Medida exterior dum conjunto limitado

rfffl- lim inf53a(®i)

e8!
Medida interior dum coujunto limitado :
m, (X)=a (A)-m° (A-X)

onde Aeb5l e Az>X. [Como se estabelecera no nu-
mero 2. 5 esta definicdo € independente de A] .

Critério de mensurabilidade. Um conjunto X diz-se
mensuravel-/», simbolicamente Xe X (representando
por X a classe dos conjuntos mensuraveis-L) se
ran (X) =m° (X) . A éste valor comum chama-se me-
dida-!/ de X e representa-se por m (X).

2- 2 Propriedades

Da definicdo de m" (X) resulta:

2.2.1 0<m°(X)<oo0, m°(0)=0

2.2.2 Se XcY, entdo m’(X)<m°® (F) .
porque qualquer \JAi que contenha Y , contém
também X .

13

2.2.3 m»(UX,) <2 rrfi (X).
i

Para cada nimero arbitrario S/2', existe U M,Z)X,

tal que m« (X)>2 a(AQ- S/2.
Por soma em relagdo a * :
E como:
i
2.3 Seiebt e A-X —O, entdo m<>(vIUX)~

= a(™)+mo(.Y) .
[2.23] ->m<>(AUX) <a (A) +m» (X).
Basta pois demonstrar a desigualdade contraria:
Da definicdo de m° (A (J X) decorre que existe :

. cpP
talque mV (A[JX)> "

=2 »[Wni)uw-")]-'=

{JAIMAIX a (AJ=

2 0(~"0~)+S O(/\_/l)_r__
i i

Mas
U () N"i)=" epelao-aditividadedaarea
a(A)<fra(AnA);
AnX=0-*|
Ui~r-~DX;, donde:

2 a(ii-i)>me«(X)
e finalmente
TO» (iUM) >a@d)+m" (X)-,,
ou, sendo s arbitrario
L0 (AUX) >a(A) +m<> (X) .
2.4 m°(A)=a(A) .
Como m° (0) =0 basta fazer X=0 em 2. 3.

2.5TOO(X) é independente do agregado A que
intervém na sua definigdo.

Sejam Aeb5( e eb5l; e suponhamos que
XciiCi [ocaso de ser XczA e Xc”li e nem
AcAi, nem -4jC*, reduz-se a éste porque teriamos

entdo Xcz(An\Ai), (AQ\AI)CA e (Mn7i)«="i]e
De 2.3 e24:
m*(i-X)=mO [(i-~]) U{AI-X)\ m
~a(A-A)+m<>  (4i-X) -
[por A-4]—a(A)-a{A)+mO(A-X).



Entéo

mo (X)=a (A)-m° (A-X)~a A)-[a  (A)-a
+m<>( Ai-X"a (_4)-ra" (Ai-X)

2.6 TOO(X)<TOO(X).
Porque 2.1 e ADX
a(A)=m,(X) +

ede 2.4 e 2.23:
a(A) =m0 (A) =m« [XU (A-X)]

(Ai) +

implicam :

m<>(A-X);

<m<> (X) +m« (A-X).
00

2.7 Se ~(("17=0, entdo TO(UIN)= 2 * M -
i

Por A.3, 2.4, 2.22,2.23, ede novo 2.4:
2Ja(4)-a( U 4)-

-To<(y “"A"mor vy 2 al45
1...00 1
Por passagem ao limite :

1 1...00 1
2.8 Sedicdc-c4c seepn(U
- Iimo(-4,). 1.. 00
i=»00
@
Porque, aplicando 2.7 a U A=AJ U (*—"—1)
1...00 i=5

resulta :
W00 QM) L(LA)+IIM [a (N2-N2)+ eeeta (M-Nf) ] -
1=1 i9>Q0

=lim a (-4).
i)
2.9 Se "bMp--07r->---A(n”™-lima(J)).
Pela aplicacdo de 2.8 a
Ay—AidAi—AnCz oo e CAM—AId oo

e pela definicdo de medida interior.
2.10 SeJp4,a--0-4,3« -,
™ (OAN)-1im a (4) = nO (fi-i»)e
0
Em virtude de 2.9, 2.6 e de que flI-~C~i implica
m» (N0 <lim a (“lj).
2.11 m» (XU F)+m° (XflIF) < mO(X) +ro° (F).

Tomem-se Ui~T, AMANO e UAIL, -4n4t=0
tais que Ui-4Z2>X, 2 ° (A)< » (X) +1/2
e UidiDr", 2 a(4)<»>°(F)+«/2. Ora, 2.23, 2.7,

2.10 implicam
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mi 0 (@{Lu4))<2°W+S« (4)-2 2° (4n4)

esendo (UA) fl(U~i)=U D -4l) soma de par-

celas disjuntas: o
m°(U4n U 2 2 CfWitf) »
i»°(U(-aiu4))+«»'(ur-n M) <
SSTW 2 (A)<™ ()40 ()4
donde decorre o enunciado porque
0(AU4)=>*UF e (Ui"DfKUi*XnF.

2.12 o (XUF)+», (Xnr)>m,(X)+m,(F).

Basta subtrair 2a (jl), onde A~Z)X e A"DY aos
dois membros da desigualdade 2.11 aplicada a .4—X
e A-Y.

3- Aclasse X dos conjuntos mensuraveis.

31 X éum anel de conjuutos (com X e F", con-
tém XUF" e XnF).

Porque de 2.11 e 2.12 resulta :
[m« (X)-mo (X)]+ [«o (F) -m« (F)] >
> [MO(XU F)-mo (XU F)] + [mP(XflY) -m,(Xfl F)]-

3-2 O complementar dum conjunto mensuravel

Xc-4, relativamente a ~ é mensuravel.
Porque a(A) =mf>(X) +mo(A-X) =TOo(X) +wi<>(.4.X)

3.3 X éum corpo de conjuntos (um anel que, com
X e F, contém X -F).

como X— F =
imediata de

Sendo Aety talque 4 D X e Az,
=Xn(-4—F) trata-se duma conclusdo
3.1e 3.2

00

3.4 Asoma U X,
mensurdveis disjuntos € mensuravel
limitada).

« 00

De UXjCUXi,
de 2.6 ede 2.2. 3

com X;nXk=0 de conjuntos
(desde que seja

de X nX,=-0, de 2.12 iterado,

2 m(X)=m(y X)<mCy X,) <

<n»o((JX,)<2'»°(-X,)

i— i
donde resulta por passagem ao limite o teorema e
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simultaneamente a o-aditividade do m na classe X-

3.5 L €é um o-eorpo (um corpo que com a suces-
sdo J X | contém a sua unido U X,) .
Consequéncia de 3.3 e de

O XrXku[ D«*iu X,Ueseuag - CXjuse-X*))]

atendendo a 3.3 e 3. 4.
4. Propriedades da medida: m(L),LeX-

4.1 nao negativa m(£)> 0.

4.2 mono6tona: se LcL, m (L) <m (L) .
4.3 modular:
m (L) +m (L) =m (LU £,))+ m (L( JC);

em virtude de 2.11 e 2.12.

4. 4 subtractiva:

se LZDL, , m (L—L)=m (LY -0 (L) .

4.5 o-aditiva: se L"L"O, m(Uj-Lj) = 2™ (A)
4-6 continua: se JL, J éuma sucessdo monotona :
m (limL) = limm
t i
5. O caréacter completo e regular da medide-L.

5.1 A medida é completa:
nfi (X)=liminfm (L) e m¢ (X)=limsup m (L)
LeX LeX

5-2 A medida é regular : para todo o conjunto X ,

15

Condicdo necessaria:

Por 5.2a) existe (LiZ)L\jX) tal que

m(L)=-

= m.o(L1)X). Entdo m(L)=m<> (L\jX)=m (E) +
+m(Lh—L)  ou,porque L™N(X\JL) implica  L"—Lz)
Z>X-(XnL):

mi>(L\jX)>m (L) 4m>(X-Xn L) .
Por outro lado 2.2.3:
m» (X) <TO»(Xf|L) +m« (X-XflIL)
ou m» (X-X(-] L) >TO«(X)-m<> (Xn L)
E finalmente
TO (L) +mO(X)-m» (XfIL) <m» (L UX)

combinada com2.11.
Condicdo suficiente:

Seja A e8l e AuL ; faga-se entdo X«.4—L:
TO» (4)-=a (N)=TO0 (L) +m« (A-£)

ou TOO(E,) = 0(4)-TO0O("-Z)=-TO,(™)

e portanto L e X«

6.2 Condicdo de Carathéodory : L eX se e so se
a igualdadeTO»(X)=TO« (X|-|£)+TO° (X— Z-) for sa-
tisfeita qualquer que seja o conjunto X .

Condigdo necesséaria:
5.2a) implica que existe L{Z)X e tal que
m» (X)=.TO(£J) .

E como Lh—LdX—L e LifliDifli TO»X) =
=TOZ-O=TO (itn £)+»»(£,1—£)>TO»(XnE) +
+m° (X—L) que com 2.2.3 demonstra que a con-
dicdo € necessaria.

0) existe LizzX, L%X, tal que m°(X)=m (L,). Condicéo suficiente:
b) existe ijCl, Le X tal que mo(X)=m (L) Sendo A e5l e AZ)L faca-se, naigualdade, X=A:
6. As condicdes de Smilley e de Cerefhéodory.
o i B i m« (A)-o  (A)=TOO0 (£) +TO0 (-4-£)
6.1 Condigdo de Smiley: L e X se e s6 se a igual- donde
dade m»(LUA")+m® HX)=ra® (i)+ m«(X) é sa- . . 3
tisfeita qualquer que seja o conjunto limitado X . TOO(i)=0(A)-TOO(4-i)=-m(Z,) e feX
NOT A

O Centro de Estudos Mateméaticos do Porto publi-
cou no nUmero anterior da Gazeta de Matemética
(n.° 27, de Fevereiro de 1940) um artigo do sr. G. De-
debant, intitulado «Sur une maniere de présenter la
résolution des équations algébriques», e inserto na
seccdo «Temas de estudo». Este artigo contém

alguns lapsos relativos ao emprégo da designagdo de
«Algebra Moderna» e algumas incorreccdes de dou-
trina, pelo que o Centro de Estudos Matematicos do
Porto, responsavel por esta seccdo, pede desculpa aos
leitores.

C. E. M. P.
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ANTOLOGIA

LE CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE *

por Frédéric Joliot-Curie,

La situation actuelle de notre pays, libéré, mais
profondément meurtri, impose a tous les Frangais des
devoirs multiples. Sachant le réle capital que la science
doit jouer dans la renaissance francaise, les scientifi-
ques, conscients de leur responsabilité, animés d'un
grand élan patriotique, mettent toute leur force au
service du pays.

Il faut que chaque citoyen comprenne ces Vérités
simples : ce n'est qu'au prix d'un développement intense
de la science qu'une nation peut vivre heureuse et forte,
c'est en faisant rayonner sa pensée et en exportant
ses réalisations originales qu'elle justifie sa libre exis-
tence parmi les autres grandes nations créatrices.
Parmi les préoccupations actuelles des pouvoirs pu-
blics, celle de donner aux hommes de science et aux
techniciens des moyens d'existence et de travail dignes
des services qu'ils rendent doit étre prioritaire. |l.y
aurait en outre un grand intérét a ce que des hommes
de science fussent appelés a siéger dans les grandes
commissions ministérielles qui s'occupent des affaires
du pays : défense nationale, comission du plan, recons-
truction, finances, etc., ainsi que dans celles qui s'oc-
cuperont du traité de paix, des plans d'organisation
internationale apres la guerre et des relations entre
les nations.

Je le dis tout net: si le pays ne fait pas I'effort
nécessaire pour donner a la science la place qu'elle
mérite et a ceux qui la servent le prestige nécessaire
a leur influence, il deviendra tét ou tard une colonie.

Tenant compte des expériences passées, j'ai pensé
que la direction du Centre National de la Recherche
Scientifique serait mieux assurée si lI'on associait aux
compétences du directeur et du directeur-adjointcelles
des membres d'un grand comité directeur, représen-
tant tous les domaines de la recherche pure et appli-
quée. Recherche pure et appliquée seraient de ce fait
intimement liées. Pour composer ce comité directeur,
appelé Comité National de la Recherche Scientifique,
j'ai fait appel a des savants et techniciens de province
et de Paris en pleine activité, dont la compétence est
reconnue. lls sont en général jeunes ou relativement
jeunes.

Les membres du Comité National sont classés en
sections spécialisées, suivant leur compétence domi-

* Da revista La pensée n.°5, Paris, 1945.

Prix Nobel, Membre de I'Institut

nante. Chaque section comprend 6 & 8 membres. Les
problémes a étudier ameénent le plus souvent a cons-
tituer des commissions d'étude, composées de savants
choisis dans les diverses sections dont les spécialités
sont nécessaires. Ainsi, par exemple, la comission
d'étude de la génétique comprend des biologistes, des
physiciens, des chimistes, des mathématiciens, etc.

La différence profonde avec le passé résulte de la
transformation des membres consultatifs en membres
directeurs responsables. Le Comité National, composé
d'environ 250 savants et techniciens, a les qualités
pour définir une politique dela recherche scientifique;
sa compétence couvre tous les domaines de la recher-
che pure et appliquée.

Pour assurer des liaisons trés étroites avec les nom-
breux foyers de recherches existant dans les divers
ministeres, nous avons prévu d'introduire parmi les
membres du Comité National les représentants les plus
qualifiés de ces foyers. De grands techniciens de
I'industrie privée participeront aux travaux des com-
missions a titre de conseillers permanentes. La liai-
son est normalement établie avec les laboratoires de
I'enseignement supérieur, puisque dans la plupart des
sections plus de 70°/,, des membres du comité direc-
teur font partie de cet enseignement. Enfin le C. N.
R. S. est représenté dans les conseils de recherches exis-
tant dans plusieurs ministéres.

Toute cette organisation, méme si elle regoit déja
un bon accueil, ne pourra porter ses fruits qu'a con-
dition que nos augmentions le plus rapidement possi-
ble le nombre des hommes de valeur servant la science
et la technique en France. C'est un des rdles impor-
tants du Centre d'agir en ce sens.

J'en arrive donc a l'enseignement préparatoire a la
recherche scientifique. Dés que je fus chargé de la
direction du C.N.R. S, j'eus l'occasion, lors des pre-
miéres réunions avec mes collegues scientifiques, de
leur exposer un projet d'organisation de cet enseigne-
ment. Une expérience déja longue de direction de
deux laboratoires m'avait fait apparaitre I'insuffisance
de I'enseignement recu par des licenciés des Facultés
des Sciences et de ingénieurs des grandes écoles pour
entreprendre des recherches spécialisées. Ce n'était en
général qu'apres deux ans d'apprentissage qu'ils pou-
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vaient commencer a entreprendre des recherches per-
sonnelles.

Pour parfaire l'enseignement des domaines parti-
culiers de la science pure et appliquée auxquels se
destinent les chercheurs a leur sortie des grandes éco-
les ou apres leur licence, nous organisons au Centre
National de la Recherche Scientifique un enseignement
préparatoire alarecherche. Leptogramme d'enseigne-
ment comprendra des options... L'éléve chercheur
pourra choisir une option ; il sera souvent nécessaire
de guider ce choix en tenant compte de ses aptitudes,
indiquées par ses maitres de I'école ou de la Faculté
dont ila été I'éléve, et en tenant compte en outre des
besoins des laboratoires du pays.

Au cours d'une premiére année I'éleve fréquentera
successivement plusieurs laboratoires ou, sous la direc-
tion de chercheurs qualifiés, il pratiquera les diverses
techniques en usage. Cet enseignement pratique ne
devrait pas avoir le caractére de manipulation du
type de la licence, sauf en cas exceptionnel pour des
techniques d'emploi occasionnel. Les éléves cher-
cheurs devront plutdt servir d'aides a des chercheurs
au cours de leurs travaux, et manipuler les appareils
utilisés au cours des recherches.

Durant cette premiére année, les éléves chercheurs
suivent obligatoirement des cours d'un niveau trés élevé
correspondant a l'option choisie et enseignés par plu-
sieurs chercheurs, chacun d'eux traitant les chapitres
ou se trouvent les questions au développement des-
quelles ils ont le plus contribué.

Ces cours seront publics, pour qu'ils puissent pro-
fiter non seulement aux éléves chercheurs, mais a
tous les chercheurs intéressés par les questions trai-
tées. Ces cours, mis a jour chaque année, seront
publiés par les soins du C.N.R. S. et distribués dans
les laboratoires spécialisés.

Une deuxiéme année d'enseignement est prévue,
pendant laquelle les éléves chercheurs fréquenteront

MOVIMENTO

O PROFESSOR RENE DE

Conforme tinhamos anunciado no Gltimo numero
da Gazela de Matemética, chegou a Portugal, em Marco
déste ano o jovem investigador francés, Prof. René
de Possel, que desenvolveu entre ndés uma intensa
actividade realizando em Lisboa, Coimbra e Porto,
nas respectivas Faculdades de Ciéncias, varias con-
feréncias sdbre os seguintes assuntos : Os principios
matematicos da Mecanica Classica; Os axiomas da Geo-
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les laboratoires étrangers. Us seront admis a titre
d'éléves et non comme des chercheurs expérimentés,
et je sais par des conversations que j'ai pu avoir avec
quelques collégues étrangers que le meilleur accueil
leur sera réserveé.

Nous pensons qu'apres ces deux années d'enseigne-
ment les chercheurs qui seront admis dans les labora-
toires francais auront une excellente préparation pour
entreprendre des recherches particuliéres et devenir
des spécialistes éclairés.

Les éleves de I'enseignement préparatoire a la re-
cherche recevront du C. N.R. S. une allocation leur
permettant de vivre.. ..

Je voudrais terminer en faisant remarquer que tous
les efforts que nous faisons pour mener a bien la tache
dontj'aiesquissé les grandes lignes risqueraient d'étre
vains si nous ne recevions pas les crédits nécessaires.

En dépit des immenses services qu'ils rendent a leur
pays, apres les durs sacrifices qu'ils ont consentis
pendant de nombreuses années d'études a I'Université
ou dans les grandes Ecoles, nos chercheurs, comme
d'ailleurs les membres de I'Enseignement, sont encore
mal rétribués. La responsabilité en est au Ministere
des Finances qui, par une mauvaise politique pour-
suivie pendant des décades, n'a pas compris l'excel-
lent placement que constitue, pour le pays, la recher-
che scientifique. L'exemple donné par les grandes
nations créata'ices était pourtant assez probant.

Il faut toutefois reconnaitre que depuis la Libéra-
tion, une meilleure compréhension s'est manifestée et
un effort, certes encore insuffisant, a été fait dans le
sens d'une augmentation des crédits.

Il'y a lieu de croire qu'un enseignement aura été
tiré des événements passés et que ce ministére per-
mettra d'assurer a ceux qui servent la Science sous
toutes ses formes des conditions de vie convenables.
Alors nous serons certains de pouvoir donner a notre
pays les nombreux savants et techniciens qui luisont
indispensables pour assurer son indépendance et sa
grandeur.

CIENTIFICO
POSSEL EM PORTUGAL

metria Euclideana  baseados na teoria dos grupos; As
teorias modernas de Integragdo ; Alguns problemas de
Topologia.

O Prof. René de Possel, evidenciou em todas essas
licdes os seus grandes recursos didaticos e a bela
escola de Matematica, classica e moderna, em que
teve a oportunidade de fazer a sua preparacdo, pri-
meiro em Paris, na Escola Normal Superior e no
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Colégio de Franga, onde ouviu entre outros, Lebesgue,
Borel, Cartan, e depois em outros notaveis centros da
Europa, como Goettingen, Munich, Szeged, onde
conheceu Hilbert, Caratheodory, Haar, Riesz, etc.

Foi assim, em contacto com grandes Mestres do seu
Pais e do Estrangeiro, que comegou a carreira de in-
vestigador e imediatamente colocou as suas faculda-
des e a sua especializacdo ao servico da Patria, quer
como professor quer como um dos fundadores do grupo
Bourbaki, onde, de colaboragdo com Henri Cartan,
A. Weil, Dieudonné, Mandelbrojt, Eheresman, etc.,
iniciou um largo e profundo movimento a favor da-
quilo que se costuma chamar Matematica Modernae que
compreende nomeadamente a Algebra e a Topologia.

Os resultados obtidos por ésse trabalho de equipe,
ainda antes da Ultima guerra, estdo, em parte, reu-
nidos em 4 fasciculos da coleccdo Actualités Scien-
tifiques et Industrielles e grande servigo prestara no
futuro ésse grupo de investigadores, se retomar a sua
anterior actividade e a puser ao alcance dos estudio-
sos de todo o mundo.

O Prof. René de Possel, além das licSes menciona-
das, colaborou intensamente com todos aqueles que
trabalham no Centro de Estudos Matematicos do

ACTIVIDADE DA JUNTA DE

Por iniciativa da J.|.M. estdo a realizar-se aos
sabados, de tarde, com regularidade, sessbes de tra-
balho nas quais se faz a exposicdo critica, com ampla
discussdo, de um determinado assunto.

As sessOes déste ano tém sido preenchidas inteira-
mente com a Teoria dos Nimeros, conforme o seguinte
esquema :

1. TeoriaElementar dos Numeros Naturais (segundo
Hilbert e Bernays em Grundlagen der Mathematik,
Bd | —pég. 20) : Ruy Luis Gomes.

2. Teoria Axiomatica dos NUumeros Naturais, a par-
tir dos Axiomas de Peano: Ruy Verdial.

3. Construgdo dos NUmeros inteiros como o grupo
minimo aditivo que contém uma parte isomorfa ao
semi-grupo dos nimeros naturais ;

4. O dominio de integridade ordenado dos numeros
inteiros ;

5. Construcdo de corpo ordenado dos racionais
como 0 menor corpo ordenado que contém uma parte
isomorfa ao dominio de integridade dos nimeros in-
teiros : Anténio Andrade  Guimaraes.

6. Construcdo do corpo dos nimeros reais pelo mé-
todo de Cantor (os nimeros como classes de equiva-
Iéncia das sucessdes racionais de Cauchy) : Luis Neves
Real.
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Porto, expondo varios resultados das suas proprias
investigacdes, nomeadamente sobre a forma de com-
pletar uma funcional linear — um problema geral que
compreende, por exemplo, a passagem do integral
ordinario para o integral de Lebesgue — e fornecendo
sugestdes para novos temas de estudo.

De regresso a Lisboa realizou também, no Instituto
Francés, a pedido dum grupo de estudiosos, 3 ligbes
sobre calculo exterior.

Concluiu ainda originais para quasi todas as nossas
revistas da especialidade incluindo a Gazeta de Mate-
matica e deu-nos a todos um admiravel exemplo de
dedicagdo pela investigacdo matematica e pelo ensino.

Dirigindo-lhe daqui as nossas calorosas saudacdes
e 0s nossos sinceros agradecimentos, significamos
mais uma vez ao Instituto Francés e aos seus ilustres
directores, Prof. Pierre Hourcade e Paul Teyssier, o
nosso profundo reconhecimento por terem conseguido
trazer a Portugal o matematico René de Possel.

A terminar fazemos votos porque esta iniciativa se
repita e em breve possamos conviver com outroin-
vestigador francés, facilitando-se assim aos nossos
jovens novas possibilidades de completarem a sua
cultura matematica.

INVESTIGACAO MATEMATICA

A bibliografia utilizada é a seguinte :

Hilbert und Bernays — Grundlagen der Mathema-
tik, 1. Enz. der Math. Wissen. Bd. |j,Heft. 2: Artigo
de Bachmann — Aufbau der Zahlensy stems. Van der
Waerden—Moderne Algebra, Erster Teil—Cap. I X—
Réelle Klirper. O. Perron—Irrazional Zahlen. Bir-
khoff and MacLane — Survey of Modem Algebra, e
Publicagdes do Centro e da Junta sob a orientacdo do
Dr. Almeida Costa. Escolhendo a Teoria dos Nume-
ros para tema de estudo durante éste ano correspon-
demos aos desejos manifestados por alguns alunos da
Faculdade de Ciéncias do Porto e, além disso, julga-
mos prestar um servigo aos nossos estudiosos forne-

cendo-lhes os primeiros elementos para qualquer
futura especializagdo, em Matematica Classica ou
Moderna.

Para facilitar o estudo de todos aquéles que se
mostrem interessados, a J. | .M. resolveu publicar,
na Colecgdo das Cadernos, a sistematizagdo om curso
naquelas sessbes de trabalho, tendo-se encarregado
de coligir as notas necessarias de acordo com as ex-
posi¢cbes feitas e respectiva discussdo os alunos Rui
Verdial, Anténio Andrade Guimardes e Tiago de
Oliveira.

Para o préximo ano projecta a J. .M. um estudo
analogo dos Fundamentos de Geometria.
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CURSO DE MECANICA ALEATORIA

O fisico francés Georges Dedebant iniciou no dia 7
de Maio um curso de Mecéanica Aleatoria que tem fun-
cionado regularmente com duas sessfes semanais (as
3." e 6." feiras) na Faculdade de Ciéncias do Porto.

As ligbes tém consistido na exposicdo detalhada da
memoria da autoria de G. Dedebant e Ph. Wehrlé
publicada na Portugaliae Physica (Vol.1, fase. 3,
pp. 95-150 e fase. 4, pp. 179-294).

Nas primeiras licoes foram dadas algumas nocdes
fundamentais de Célculo das Probabilidades e Esta-
tistica. Seguidamente iniciou-se um estudo sistema-
tico dos espacos de numeros aleatorios. Introduzindo
num déstes espacos uma distancia  definida por
dCX,Y)=X+Y*-ZXY, onde X e Y sdo dois
nimeros aleatérios do espago considerado, obtém-se
um «espaco de distancias» no sentido de K. Menger
que é além disso um espaco métrico. E, salvo condi-
cdes muito especiais de correlagdo entre os pontos do
espaco, éle sera congruente dum sub-conjunto do es-
paco de Hilbert.

Foi chamada vivamente a atengdo para o papel impor-
tantissimo que desempenham na geometria dum espaco
de nimeros aleatérios as chamadas condicbes de coerén-
cia. Seja JXj j uma «base» de numeros aleatdrios nor-
mados do espago considerado. Qualquer numero do
espaco se pode escrever sob a forma X=2 \ -X;,

onde os >, s@o nUmeros reais. Logo X=2 ", X X

onde r, é o coeficiente de correlacdo de X e X,.
Ora X>0; daqui as condicdes, ditas de coeréncia :

. * o "ta
>0 (n-1,2

Foi dada depois uma definicdo de funcdo aleatéria

e construido um calculo diferencial para as fungdes
aleatérias. Uma funcdo aleatéria X/t ¢é definida;
a) por uma correspondéncia entre um conjunto numé-
rico Itj e um conjunto de numeros aleatérios J X\ ;
b) por tédas as leis de probabilidade conjugadas dos
X/t. E com éste novo e potente instrumento de ana-
lise, cuja introdugdo em Fisica foinaturalmente im-
posta pelo estudo de certas questdes de hidrodinamica
e meteorologia, que sera construida téda a Mecénica
Aleatéria. O conceito fisico fundamental é o do cor-
pusculo aleatério, representado por uma ou varias fun-
coes aleatorias, e de certo modo equivalente a um
fluido (agregado de particulas) da Mecénica Cléssica.
As grandezas mediveis sdo médias estatisticas e
coeficientes de correlacdo relativos a pares de ins-
tantes.

Presentemente, e um pouco a margem do curso que
vinha fazendo, o Prof. Dedebant esta a exp6r alguns
resultados de investigagdes suas recentes sobre ocon-
ceito de onda aleatéria, com vista a uma possivel in-
terpretagdo da dualidade onda-corpusculo da Meca-
nica Ondulatoria.

As idéias directrizes destas pesquizas sdo as se-
guintes :— O coeficiente de correlacdo de funcdes
aleatérias muito gerais tem caraceer periédico. Daqui
o dever esperar-se que em qualquer fluido so mani-
festem, sob condicdes convenientes, fendmenos perio-
dicos revelaveis pela experiéncia. E o que se observa
de facto na distribuicdo de certas nlvens e nas corren-
tes liquidas. Dentro desta ordem de idéias, os feno-
menos de interferéncia com feixes de electrdes teriam
natureza meramente estatistica: seriam a revelagéo,
em condicBes experimentais adequadas, da periodici-
dade contida em poténcia no coeficientede correlagao
da funcdo aleatoria representativa do agregado.

C. E.M.P., 10-VI-1945 F. Soares  David

INSTITUTO DOS ACTUARIOS PORTUGUESES

Desde a sua fundacdo, que oportunamente anuncia-
mos, o Institutotem mantido intensa actividade reali-
zando mensalmente reunides onde sdo apresentados e
discutidos diversos problemas actuariais de que pre-
viamente sao informados os sécios por resumos dos
assuntos a tratar enviados com antecedéncia.

Foram apresentadas, até 31 de Maio passado, as
seguintes comunicacgdes :

Linhas gerais referentes & construcdo da tdbua de
mortalidade da populagdo portuguesa, (1941), por J. J.
Pais Morais.

Nota sobre ofraccionamento de anuidades,
A. F. Carvalho.

por Carlos

Sugestdes para uma notacdo a adoptar pelo I. A. P.,
por Caetano M.Beirdo da Veiga.

Reservas técnicas duma Caixa de Previdéncia de um
grupo fechado, por Carlos A.F. Carvalho e Anténio Ledo.

Sobre a estabilidade de uma caixa aberta de renova-
¢do anual por Anténio Ledo.

Indeterminacbes  actuariais no problema
por Caetano M.Beirdo da Veiga.

Também foram discutidas as*Bases técnicas de pre-
vidéncia social, em questdo levantada pelo soécio
J. Kemy Teixeira Freire.

Encontra-se ja no prelo o primeiro nimero do
Boletim.

mutualista,
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SOCIEDADE MATEMATICA DE FRANCA
CONFERENCIAS REALIZADAS EM 1945-46.

L. LESIECR : Représentation rationnelle des hyper-
biquadratiques, (17-1-1945) ; S. MANDELBROJT : Sur une
inégalité relative auxséries asymptotiques, etappli-
cations aux fonctions quasi-analytiques et aux séries
de Dirichlet, (14-2-1945) ; A.CHATELET : Sur les corps
abéliens du troisieme ordre, (14-3-1945) ; A. LICHNE-
EOWICZ : Sur certains espaces variationnels générali-
sant les espaces de Finsler, (11-4-1945) ; P.LEVY:
Sur des théoremes nouveaux relatifs au mouvement
brownien, (16-5-1945) ; M. KRASNER : Sur la théorie
non abélienne des corps de ilasses, et les extensions
finies de corps valués complets, (13-6-1945) ; A. WEIL:
L'hypothese de Riemann dans les corps de fonctions
algébriques, (4-7-1945) ; R. MARROT: L athéorie ma-
thématique de I'équation de Boltzmann, (7-11-1945) ;
G. BOULIQAND: Sur des résultats obtenus par Mr-
Zahorski dans I'application de lathéorie des ensem.

MATEMATICAS

UM

I.  Um teorema de Aritmética

Ao mesmo tempo que se deduz a férmula quedao
namero de combinagdes de m objectos tomados nan,
demonstra-se que:

TEOREMA: O produto de n inteiros consecutivos €

divisivel pelo produto dos n primeiros inteiros naturais,
isto é que

(a+1) (a+2) (q+ n)
w 1:¢2+3+4 n

é¢ um inteiro, se forem a e n inteiros.

E possivel, noentanto, demonstrar aquele teorema
ignorando a anélise combinatéria. Uma tal demons-
tracdo pode fazer-se mostrando que téda a poténcia
de um inteiro primo que divida o denominador de (1)
dividir4 o seu numerador, ou o que é 0 mesmo, que se
na decomposi¢do em factores primos, do denominador
existir a poténcia p’° de um inteiro primo p, na de-
composicdo do numerador existird uma poténcia p‘,
do mesmo factor primo p, onde s>r; e se ofactose
der para qualquer factor primo do denominador, (1)
serd um inteiro. Para fazermos esta demonstragdo
necessitamos de certas nog¢des que a seguir se expdem.

2. Parle inteira de um namero real

DEFINICAO: Chama-se parte inteira de um nimero
real X, ao maior inteiro n&o superior a X.

bles a la théorie desfonctions, (21-11-1945) ; G.CHO-
QDET : Sur les surfaces et hypersurfaces isométriques
dans les espaces cartésiens, (21-11-1945) ; F. POLLAC-
ZEC : Sur la résolution de certaines équations inté-
grales a l'aide de la théorie des fonctions d‘une va-
riable complexe, (15-12-1945).

J. FERRAND : Sur I'approximation des fonctions par
des fonctions définies sur un réseau, (23-1-1946) ;
M. KRASNER : Sur une généralisation de la théorie de
Galois, (13-12-1946) ; L. GAUTHIER : L a géométrie
réglée des espaces a n dimensions, (13-2-1946) ;
G. CHOQUET : Topologie des solutions des équations
différentielles y'=f(x,y), (20-3-1946) ; J. FAVARD :
Corps convexes, (10-4-1946) ; N.ARONSZAIN : Sur cer-
tains développements canoniques en fonctions harmo-
niques de I'espace (8-5-1946).

ELEMENTARES

TEOREMA DE ARITMETICA
por José da Silve

Paulo

NOTACAO: Para designar a parte inteira de x, ou
como também se diz, o maior inteiro contido em X,
usaremos a notacdo [x] .

Em vista da Defini¢cdo teremos

[31=3; M=3; [13/21=6; [-13/2]=-7 etc.

Da definicdo resulta ainda que [x], satisfaz as se-
guintes relagdes [x] <x < [oc\+1, e, por isso, &
x=[x] +6, sendo 0<0<1. A & da-se o nome de
parte fraccionaria de X .

E facil agora deduzir as seguintes propriedades

a) [[»11-[*]

b) [x+a]=[x]-fa, se a for um inteiro

c) [X]-t-[—x]=0, oua -1, conforme for x umin-
teiro ou néo

d) [x+yI>[x] +\]

e) [[x]/«]=[x/n], se n fér um inteiro natural.

As duas primeiras propriedades sao evidentes bem
como o caso de ser X um inteiro, na propriedade c).
Se x ndo for um inteirosera x=[x]-)-8, comO0<6<I,
e portanto —x=—|[x]—1+(1—8), onde 0<1—8<1.\

Tomando a parte inteira de —Xx, tem-se [—X] =
= —[x]—I-f(l —6)] , ou, em virtude de b), [—X] =
—[x]—1+[1—8] ou, finalmente, [—X] = —[x]—1 e,
portanto, [—X] +[x]=-1, c.c. d.
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Provemos d): Como é x=[x]+i, com 0<6<1,
e y=[y]+tf, com0<6'<1l, vemx+y=[x]+ [y]-r
+ 6+6 ou, pelas propriedades a) e b), [x+y] =[x] +
+ [y]+ [8+ «']* Ora0<6 +8'<2, logo [6+¢e']=0,
ou 1. Daqui segue-se que [x+y] > [x] +[y~\. Demons-
tremos finalmente e€). Sejam g e r o cociente e o
resto dadivisdo de [x] porn, serd: [x]—ng+r, com
O<r<n—1 logo [x]In=g-\-r/n onde O<r/ra<l—1/JI<1
0 que quere dizer que [[x]/n] =q.

Por outro lado como x=[x]+6, serd x=ng+r +6
onde 0<6 <1 e xjn—q+ (r+6) jn.

Ora O<r+6<ra e portanto O<(r+6)fra< 1, o
que permite afirmar ser [x/ra]l=g, que demonstra e).

Nota — A propriedade €) ainda é valida quando n
é um inteiro qualquer diferente de zero, como se de-
monstra facilmente.

Exercicios :

1. Demonstre que o nimero de inteiros m que satisfazema
dupla desigualdade y*m<~x é dado por [x]—["].

2. Demonstreque [2x]—2[x]=0 ou 1 conformefor, aparte
fraccionaria de x, menor que 1/2 ou maior ouigual a 1/2.

3. Prove que [2*]+ [2j]> O]+ [j,]+ \x+ tf .

3. Maior poténcia de um inteiro primo contida
num factorial

Sejam dados um inteiro primo p, e o factorial
«.'=1-2-3 n. Se »> «, é claro quepnéo
divide n!, mas diremos, no entanto, que a maior po-
téncia de p que divide ni é p°. Se p<n, entdo n!
é divisivel porp, e para o que se segue é importante
determinar a maior poténcia de p quedivide n!

Para isso representemos por v(») o expoente dessa
poténcia.

Entre osnimeros 1,2,8¢es», somente p, 2p,3p e
sdo divisiveis porp e o maior multiplo de p inferior
a n serd «i*p onderaj= [n/p].

Entdo o produto dos multiplos de p que existem
em n!é

pe2pe3p

mas no produto 1-2-3 ny, ointeiro p aparece
como base duma poténcia cujo expoente é v ;
entdo €

np=p"i *1¢23 raj ;

) v(reniij+ v (Wi

e do mesmo modo v(rei)=ra,+v(rc,), v(?i,) =ra,+v (n.),
 onde n,=[»!/p],re,=[M,/p]--- formam uma cadeia
descendente de inteiros ndo negativos, que tem por-
tanto um altimo elemento. Seja n=[n_i] ésse Gltimo
elemento j entdo é

O *>(n_)=n

isto é v(n)=0, porque se fosse v(n)” O seria
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" (k) ="k+l +" (k+i) ; onde n.i =0 e portanto n,
nao seria o Ultimo elemento da cadeia.

Eliminando v(m,._i), v(%_,) =-* entre (2), (3) e (4)
obtém-se
(5) v(»)=rai +ii,H \-n,.

Como pela propriedade e) do § 2 se pode escrever
n=\n'p], n,=[njp] e+, teremos v (n)— [n/p]—+
+ [n!p] + [n/p] + ¢« terminando a adi¢cdo no primeiro
térmo para o qual for p~>n , isto é, quando v(n) =0.

Exemplo :
Achar a maior poténcia de 7 contida em 1.000 !

™ inC] rifg= .
Como Lpll:uzl ) [igﬂﬁrllq 20 e gB];

J
T20-1

= 1— 1=2 é v(1000)=142+ 20+ 2= 164 , e portanto 7' é a

maior poténcia de 7 contida em 1000! .
Demonstremos o TEOREMA que propusemos no inicio.
Pretendemos provar que o cociente

(9+1) (q+2) e (g+ m)

¢~ n!

é um inteiro. Oracomo Q se pode escrever

(«+»)
n! al

entdo o expoente da maior poténcia de um inteiro
primo p, que entra na decomposicdo factorial do
numerador é

+o

Por outro lado os expoentes das maiores poténcias
do mesmo inteiro primo p que entram nos factoriais
do denominador sdo respectivamente

.<||>-m+ a+m.+-
o<*>_-miHII-

portanto o expoente da maior poténcia de p que
entra na decomposi¢do factorial do denominador é

e como, em vista da propriedade d) do § 2,é

serda v(a+n)>v (a)+v(e).

Ora como esta propriedade se verifica qualquer
gue seja o inteiro primo que divida o denominador, o
TEOREMA fica demonstrado.
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ALGUNS PONTOS DOS EXAMES DE ADMISSAO AS ESCOLAS SUPERIORES ESTRANGEIRAS

Escuela Especial de Ingenieros de Montes—Madrid,
Setembro de 1945.

2187 — Um cone de altura h estd inscrito numa
esfera de raio R. £A que distancia x do vértice do
cone se deve conduzir um plano paralelo & base para
que a area da seccdo produzida no cone esteja para
a area da seccdo produzida na esfera pelo mesmo plano
na relacdo min ? Discusséo.

2188 — Determinar todos os valores de x que satis-
fagam a equacgdo sen 5J0=»16sen‘x .

2189 — E 8m® o volume do sélido limitado pelas
trés faces concorrentes de um cubo e pelo plano, que
determinam os trés vértices extremos das arestas, que
concorrem rio ponto de intersecgdo das trés faces. Cal-
cular oraio da esfera circunscrita a um tetraedro regu-
lar equivalente ao cubo.

2190 —Para observar a passagem de avides, dis-
pde-se de 3 estagcdes A, B, C, determinando um
triangulo de lados a, b, c, sébre um terreno horizontal.
Medem-se, num dado instante, os angulos a, @e-r
que formam respectivamente as visuais dirigidas para
um avido dos pontos A B C com o plano determi-
nado por éstes 3 pontos. Determinar a altura a que no
instante considerado passou o avido s6bre o plano
horizontal ABC.

Escuel Especial de Ingenieros de Minas — Madrid,
Setembro de 1945.

2191—Determinar o lugar geométrico do vértice

<& um triedro triortogonal cujas arestas sdo sempre
tangentes a uma esfera de raio dado R .

2192 — Determinar a e b de modo que o poliné-
mio 6X‘—7x'+ax+Sx +2 seja divisivel pelo poliné-
mio X'—x-j-b

2193 — Calcular os valores inteiros que satisfazem
ao sistema :

5x—3y>2 2x+2/<H y>3.
2194 — Resolva a inequagao
X(x+1)1(x—1)>6.

MATEMATICAS

2195 — Num exagono regular [ABCDE F] circuns-
crito a uma circunferéncia de centro O e raio unida-
de tracam-se as diagonais AC e BF que se inter-
sectam em /. Calcular a area gerada pelo lado AF
e o volume gerado pelo triangulo [AIF] quando o
referido tridangulo gira de 360° em torno do eixo OIH,
sendo H o ponto de tangencia do lado AB .

Estes problemas sao transcritos da revista espanhola Mate-
matica Elemental 4.° série, Tomo V, suplemento n.° 2— Madrid,

1945, onde o leitor interessado encontrard muito mais material
do estudo.

Imperial College of Science and Technology —
Universidade de Londres — Exame de entrada —
Setembro de 1944.

2196 — Calcular com 3 decimais exactas
1) {x+xY para a=0,7316
2) log?.a; para x=0,0192.

2197 — Em 8 fichas eserevem-se as letras A, B
C, D, a, b, ced, uma letraem cada ficha. Quan-
tos grupos de 4 fichas podem formar-se contendo
a) 2 letras mailsculas e 2 mindsculas ; b) pelo menos
duas letras mailsculas ; c) pelo menos uma letra
mailscula e pelo menos uma letra minuscula?

2198 — Resolva o sistema

AN 4N L]
£c-i-l  y—1 2+1 x—1
2199 —[ABCD] éumtrapésio; AB e DC, lados

paralelos, sdo perpendiculares a BC e é & o angulo
ACB. Sendo AB=*l e CD=m, calcule AD e oan-
gulo ABD.

2200 —Um sistema de circunferéncias passa por 2
pontos fixos A e B . Mostrar que sdo iguais os com-
primentos das tangentes as circunferéncias tirados de
qualquer ponto de AB, exterior ao segmento AB.

Tracam-se tangentes PT e P' T' a cada uma
das circunferéncias de pontos fixos P e P' equi-
distantes de AB e do mesmo semi-plano que AB
determina. Mostre que PT—P' T° é constante
para as circunferéncias do sistema.

SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA
ALGEBRA SUPERIOR—MATEMATICAS GERAIS

I. S. A.— MATEMATICAS GERAIS - 2.° exercicio de
revisao — 1 de Fevereiro de 1946.

2201—Resolva a equagdo (z-ri)" =z'+i e repre-
sente no plano de Argand os afixos das suas raizes.

R : As raizes da equagdo proposta sao as raizes das equa-
cdes z°+i=0, z°+i=1 e z’-)-i=— 1 que sepodem escre-
jleis (3ir/2) , z=1/\/2 eis (7iv/4) e
s (5ir/4) . Por aplicagdo daférmula de Moi-

ver respectivamente,
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vre generalizada obtc'm-se: zi= cis (3tr/4), z,= cis (7TT/4),
z3=V2cis(7ir/8), z,j=y2cis(i5ir/8)z.=VV2~eis(5ir/8)
e z,="2eis (13TT/8) onde por eis (d) se designa
cos 6-f-isen 6. Os afixos das quatro UGltimas  raizes
encontram-se  sobre uma circunferéncia  de centro na ori-
gem ederaio igual a V2, quesepode obter da seguinte
maneira : tomando um segmento u para a unidade de
comprimento, determine-se 0 meio proporcional m entre
U e 2u. e em seguida o meio proporcional s entre m
eu. O comprimento do s é, na unidade adoptada,
igual a \/2 .

2202 — Calcule z, sabendo que duas das suas rai-
zes cUbicas diferem de uma unidade. R : Sejam a
e oL+ 1 as raizes clubicas emquestdo. Entdo a‘=(a4-I)°,
equacdo que da para a.os valores ai=(_3.,/3i)/6
e ct2=(—3—1/3i)/G. Osvalores de z que satisfazem ao
problema sao, pois, z,=a(=\/3i/9 e z,=v-I=—\Ji i/9.

2203 — Sabendo que a imagem M do complexo
s=x+iy descreve a circunferéncia  x+y—3x—2j/—1=0,
determine a equagdo cartesiana da curva descrita pela
imagem M' do complexo s'=s—I+2i. R: De*t-
gnando por X e Y as coordenadas cartesianas do
ponto M', wra X+iY=(x—1) +i (y+2); por defini-
cdo de igualdade de complexos, x=X-)-1, y=»Y—2 e
a equagdo pedida & X'+Y'—X—6Y+5=0, que repre-
senta uma circunferéncia  de centro no ponto (1/2,3) e
de raio igual a y/17/2.

2204 —Dado, no plano de Argand, o ponto M
imagem do complexo z, construa o ponto M' imagem
de ¢, tal que |z+z' ]=2 |z| e o produto zs' seja um
imaginario puro. Suponha que a condi¢do \z+z' |=
—2\z \ é substituida por |s+2z' |=0]a|(0>0) ; de-
termine os valores de a para os quais o problema nédo
tem solugdo. R: Como |z+7Z |=|Z2—(—2) |=2]jz],
oponto M 'deve estar sobre urna circunferéncia de raio
igual ao dobro da distancia de M a origem e de centro
no simétrico de M em relacdo a origem ; como zz' é um
imaginario puro, M 'deve estar sobre a recta r que faz
com o eixo das abscissas o angulo x/2—a, sendo a um
argumento de z. Como a recta r encontra a circunfe-
réncia em dois pontos, o problema tem duas solucdes,
que sao precisamente ésses pontos. No caso da condi-
cdo lz+z' l=alzl, oproblema ndo temsolucdo quando
alzj é menor que a distancia do simétrico de M em
relagdo a origem a recta r, isto é, quando a< cos 2X.

1. S. A. — MATEMATICAS GERAIS — 3.°
revisao.

exercicio de

2205 —Uma urna L\ contém 3 esferas brancas e
2 pretas, e uma urna U, contém 2 esferas bran-
cas e 3 pretas. Tira-se uma esfera de ZJ\:se for branca,
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introduz-se em U,; se forpreta, introduz-se novamente
em Ui. Faz-se esta operagdo trés vezes. Tira-se
depois uma esfera de U, Calcular a probabilidade

_ _ 3215 3224
de ser branca. R: Pe"-e- 1 h
5438 5437
32242 324 3223 2323
5'4'4'7°  5'5V7°5'4V6° 5'5'i'6
2233 222 2_ 31477
5'5 56 5V 5 '5-70000"

2206 —Lancam-se 12 dados. Calcular a probabi-
lidade de obter 2 quadras, 3 quinas, 4 senas e de ser
51 a soma dos pontos obtidos.

2131412111 \6/" 5038848

2207 — Tomam-se ao acaso um inteiro positivo n
nao superior a 20 e um inteiro positivo m nao supe-

rior a 30. Probabilidade de m ser divisivel por n.
101

R: P =
600

2208 — Baseando-se nos desenvolvimentos dos bin6-
mios (24-1)" e (2—1)" prove que, se TO€é impar

(TH) - (:)*~"0-"-" 0-
R : Basta subtrair membro a membro as igualdades que
se obtém escrevendo o0s desenvolvimentos dos referidos
binémios epassar —(2—1)"= —1 para osegundo mem-
bro da igualdade  resultante.

Enunciados e solugdes dos n.°* 2201 a 2208 de José Morgado.

I. S. A.— MATEMATICAS GERAIS — 1. Exame de fre-
quéncia.

2209 —Determine a equagdo cartesiana do lugar
geométrico dos centros das circunferéncias tangentes
a bissectriz dos quadrantes impares e que intersectam
no eixo dos yy um segmento de comprimento igual
a2 R:[(x—y)/"2]*=xi+] ou x«-y2+2xy + 2=0,
que é a equacdo de uma hipérbole.

2210 — Dadas as rectas ndo complanas o= (a', a"),
b={b'b") e o ponto P=(P'P") ndo pertencente a
nenhuma delas, determine a intersec¢do i={i\i") dos
planos <x=(a,P) e fi=(0,P).

2211 —Seja a00=0+6-1, onde o e bsdoin-
teiros positivos. Mostre que a operagcdo O verifica
as leis de um semi-grupo.

2212 — Descrevendo a imagem de z=x +iy a
recta y—4x=0, determine a equagdo cartesiana da



>y
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curva descrita pela imagem de 1 R: 2X2+2Y2-

+4X+Y=0, equacdo da circunferéncia de centro no

ponto (—1,-1/4) e de raio \J\I\K.
SolugBes dos n.°* 2209 a 2212 do José Morgado.

I.S. C. E.F.—1.* Cadeira—1.° Exame de frequéncia
—23-H-1945.

2213 — Calcular o produto de todas as determina-

coes de (I+7+t'H 1-*""y"- Discussdo. R: A expres-
[T —i°\ie

sdo dada reduz-se a E= | ——-1 Oroi"=1,i,—1,—i
n=4k ,4k-f 1, 4k+ 2,4k +3 (k inteiro e
positivo). Em cada um destes casos teremos que cal-
cular os produtos das n determinacbes de, respectiva-
mente, E,=0i'", Ei—Iv*,  E,=[2/(I-i)]i'"° e E,=
= [(I+i)/(I—i)]"'"; representemo-los por P, P, P,
e P, . Mostra-se que, sendo z=p(cos a+isen a, o
produto das n determinacdes

Assim, ter-se-a P,=0, Pj=1, P,=—(1+i) e P3=i,
em cada uma das hipoteses formuladas sobre n .

consoante

2214 — Dados os complexos zj, z, e 23, provar

de z'* é P=(—I1)"~1 z.
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— ¢ real, os afixos déles estdo em linha

recta. R: Seja z,=x,+y, i (k=1,2,3).
2z,
.._2z,"' Para que este complexo se reduza a parte real,
tera que anular-se o coeficiente da parte imaginaria, ou
Seja (XZ_XZ) _(yx _yz) _(X4 _X:) (yz _yz) =0 ou
;'_,iz y'_ys, condicdo de colinearidade de 3 pontos
2—"3 y.—y3
de coordenadas
afixos de z, .

2215 — Dum
seguintes valores

x=20,25 ,30,35,40,45,50

a=17,6281,16,8157 ,15,7599 ,14,4738,12,9711,

11,2596, 9,3777.
| At¢ que ordem de diferengas se deve ir para obter

que se
Calcule-se

P. (X.,y.), (k=1,2,3), que sdo os

tdboa de anuidades tiraram-se os

uma boa interpolacdo ? Calcular a,,. R : Cons-
truindo uma tabela de diferengas ordinarias e utili-
zando a interpolador a de Gregory-Newton, obte'm-se

a,=15,2721.
Solucdes dos n.”" 2213 a 2215 de Orlando Morboy Rodrigues

PROBLEMAS

As resolucdes de problemas propostos devem ser enviadas para a Redaccdo da «Gazeta de
da seccdo, pedimos que cada resolugdo seja transcrita

Para facilitar
papel, utilizada

a organizagdo

s6 de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tratados),

Matematica.
numa folha de
com a indicacdo do nome

e da morada do autor.

Das resolugbes recebidas
e mencionam-se

PROBLEMAS

2216 — Seja S um semi-grupo, comutativo ou n&o.
Construa um grupo G que contenhaum subconjunto <S
isomorfo de S . [Sugestdo : Recorde a construcdo da
teoria dos numeros racionais a partir da dos nUmeros
inteiros].

2217 — Seja G um grupo, a e 6 dois quaisquer
dos seus elementos e ¢ a operagdo nele definida.
Definamosem G a operacdo 0 da seguinte maneira:
xQy = (x ¢d) ¢ (y *b) para quaisquer X,yeG.
Mostre que é condicdo necessaria e suficiente para
que: a) G constitua um grupo relativamente a ope-
ragdo 0, que 6 seja um elemento do centro de G;
b) G constitua um grupo abeliano relativamente a

AOS

em Abril de 1946,
«Boletim Bibliografico — Publicagbes Recebidas».

de cada problema proposto publica-se
os autores de todas as resolucbes correctas e s6 destas.

a melhor ou uma das melhores

PROPOSTOS

operacdo ©, que a e b sejam elementos do centro
de G; c) a operagdo O coincida com a operacdo e
que a b seja o elemento unidade.

Problomas n.° 2216 e 2217 propostos por José Morgado.

Para compreensdo da terminologia empregada consultem-se
Aritmética  Racional de A. Monteiro e J. da Silva Paulo e Ele-

mentos da Teoria dos Grupos de Almeida Costa (C. E. M. P. —
n» 1).

CORRECCAO
No problema n.° 2183, (Gazeta de Matematica n.° 27),

xdx X dx
em vez de

figura por lapso
e «--1 [/c
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