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Exemplo

um tipo de

de algebras
involucéao

que admitem

particular

por Ruy Luis Gomes

1. Consideremos uma éalgebra linear g[ ou sistema
hipercomplexo de ordem n [1] e representemos por
letras latinas minusculas (a,ft,c, e ) os seus elementos
e por letras gregas (@,p,7, **) os elementos do res-
pectivo corpo fundamental St. E sabido que uma alge-
bra associativa pode ser considerada como um anel [2]
gue admite o corpo fundamental como dominio operat6-
rio. E todo o elemento a se pode escrever sob aforma

o) 0-0161+.""+«.4.1

sendo e, , ***, ¢, N elementos linearmente independen-
tese G 6Si.

Ora, colocando-se no caso particular de uma alge-
bra associativa com elemento um, u, cujo corpo, fun-
damental é o dos nUmeros reais, e interpretando os
nimeros Ja, \ como coordenadas cartesianas homogé-
neas de um ponto de um espaco de n—1 dimensdes,
conseguiu o Doutor Manuel Goncalves Miranda [3],
caracterizar a multiplicacdo a +*b (da algebra, consi-
derada como anel) por maneira que a correspondéncia

(2) a b, com a-+ b=\u,

defina uma inversao pontual projectiva. Neste artigo,
a nossa intencdo é retomar Oste problema particular
para o formular e resolver em termos puramente algé-
bricos num plano mais geral — o das algebras que
admitem determinado tipo de involucédo.

2. Para isso, comegamos por definir involucdo.

Considerada uma algebra como grupo abeliano adi-
tivo, uma involugcdo J e umautomorfismo

1) operatério relativamente ao corpo fundamental

a-f+Jia), b~ fJ(6)
implica
atb™-  J(@ +bh)
W la -V xJ@); !

I1) inverso com relagdo ao produto

(4) ad —>- «/ (06)=J (6) J (a) ;
I11) de quadrado igual a identidade
®) JU P-»,

qualquer que seja o e 91.

TEOREMA : Os elementos do corpo (Xu), isomorfo do

corpo fundamental,  sdo simétricos, quere dizer, coinci-
dem comosseus  transformados.
Na verdade, de
au=ua = a,

atendendo a I1)(4), vem
JWI@ =3 0JI w=J @ .

E como se trata de um automorfismo e, portanto, J (a)
percorre tdda a algebra, tem-se

J (u) =u.
Em segundo lugar, de 1) (3), tira-se
<I(>U) = XI(M) .
Logo,
63 <I(Xw) = X J(K

) = XM, c.qg. d.

TEOREMA: aJ (a), J () a e a+J (a) sdo elementos
simétricos.

Na verdade, de 1) (3), I11) (5) e de I1) (4), I11)(5),
vem
J@t @)=J@+J 0 @)

=J (a +ta=a+J (a)
J@ (@)=J (U@)J@®»=a @

JU@a=J0©JIJ@-=J@a cqg.d.



Ora, deduzidos éstes teoremas, que sao comuns a
qualquer involugdo de uma éalgebra com elemento um,
vamos introduzir uma hipétese particular, quere dizer,
fazer o estudo de um certo tipo de involug&o.

Assim, consideremos apenas as involu¢des que nao
admitem como elementos simétricos sendo os elementos do
corpo (lu) , que é isomorfodo corpo fundamental.

Analiticamente,

a<*=J (a), se, esOse, a=\u.

Mais tarde justificaremos esta hip6tese, que ressalta
imediatamente da interpretagdo geométrica do proble-
ma posto inicialmente pelo Doutor Manuel Miranda.

Agora, passemos ao estudo destas involugoes.
TEOREMA: a,J (a) e u sao linearmente  dependentes.

Na verdade, como a+J (a) é simétrico, temos

(@) a+J@)=>u, c.g.d.
TEOBEMA : é sempre possivel determinar n—1I elemen-
tos anti-sime'tricos, e ,i=2 eeen, linearmente indepen-

dentes de u e entre si.

Na verdade, como se trata de uma algebra de ordem
n é sempre possivel determinar n—i elementos e,
linearmente independentes de u e entre si.

Ora, pelo teorema anterior, temos

E, considerando or*eV + PfU, quando néo seja > =0,
. vem

J@ie\+pu=a,J () +pu
— a(ej—ai>M+ PjM
- («,' e+ Piu)+ (-a'i>i+ 2p) H.

Temos, pois,
() = --e', para >.=()
J(aVi+MH-K.' e'i+Pj"),
para X.-AO e -a'i>+2Pi=0.
O sistema -
(8) e»«V, Al=0

ei —aie'i + Pjit, X;*=0
é anti-simétrico
9) J(ei) = -e,,

e satisfaz manifestamente as outras condi¢cdes dein-

dependéncia, c¢.q.d.
Na base,
DICHjee* >
temos
a=a K+0JeH Ha, e,

J @—>q u—0JEI— +—a,e, .

GAZETA DE MATEMATICA

Geometricamente, o ponto (*|,a,, ***,a,) étransfor-
mado em (S|,—a., * *,—a,): ainvolucdo coincide com
a simetria emrelagdo ao ponto-imagem do elemento u da
algebra. A inversa é igualmente verdadeira, como o
leitor pode verificar imediatamente.

Estudemos agora o leflexo desta involucdo no pro-
duto ab da &lgebra, considerada como um anel, cal-
culando a tabela

(10) ejera™M +aFAe,,

isto é, os coeficientes af,, e af,.
Ora, em virtude de 1) (3), combinada com a anti-
-simetria dos e, temos

(11) J (gje,)=aa u- a* e.

Por outro lado, de 11) (4), combinada ainda com a
anti-simetria dos e, vem

(12) Jee)N(e.)d(e) ee,

- «te&,.

Comparando agora (D) com (12), vem

ali* « - &* e=a'u+a., e
donde
(13) FIAUKEIC) o «me—hy,
Quere dizer, uma involugdo do tipo considerado, quando
a representacdo da algebra se faz numa base constituida

pelo elemento u e por n—1 elementos  anti-sime'tricos
e., * e, reflecte-se na tabela de multiplicagdo pela sime-
tria  dos coeficientes a.', epela anti-simetria  dos coefi-
cientes a', . E, inversamente, uma algebra com esta pro-
priedade admite aquele tipo de involucéo.

Estdo, portanto, caracterizadas as algebras que
admitem éste tipo de involugdo e deve assinalar-se a
circunstancia de que, em tdda a andlise anterior, ndo
se recorreu & propriedade associativa da  multiplicacéo.
Ora, introduzamos essa propriedade e vejamos como
dela resulta um novo aspecto algébrico da involucdo J.

Na verdade, como aJ (a) e J (a)a sdo simétricos,
temos

al (@)= Xw

J (a) a=(*«
Multiplicando a primeira destas igualdades, a es-
querda, por J (a), e recorrendo O propriedade  associa-

tiva da multiplicacdo, vem

J@ a*d @=V (0,
ou
HJ (@ =XJ (@) ,

0 que exige, J (a)=0 e, portanto, X=,u=0; ou, entéo,
> = («. Em qualquer dos casos se tem, pois,

al (@) =J (a) a= Xtt.
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Quere dizer: J (a) é um zero, direi/o e esquerdo de a,

J(@)

*
hip6tese X =0, ou- um inverso, direito e esquerdo,

de a, hipétese X O.
E como

a+J (@+\' u=0,

segue-se que 0s zeros ou inversos a,J (a), sdo, na
representacdo geométrica, colinearescom a origem,
que é o elemento u da algebra.

Fica assim completamente justificada a interpreta-
cdo da involugdo J como «inversdao pontual projec-
tiva», nos casos J (a) =f=0. '

Breves consideractes

a proposito
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CENTRO DE ESTUDOS MATEMATICOS DO PORTO

de uma demonstracao

por Vergi/io S. Barroso (Bolseiro em Romadol.A. C.)

1. Ao folhear uma obra'" de um conhecido mate-
matico italiano, depara-se-me um teorema que €
bastante familiar ao aluno de um curso de Analise
Superior g, terminada a leitura do enunciado e demons-
tracdo do mesmo, néo posso deixar de me preguntar
por qual motivo o autor terd preferido apresenta-lo
sob uma forma que néo parece ser a mais apropriada
a elucidar o leitor e a despertar o seu interesse. E
esta pregunta, que surge a propésito de um caso par-
ticular, pode igualmente ser feita em relacdo ao modo
por que, em geral, € ministrado o ensino da Matema-
tica na maioria dos cursos superiores que conheco.

Antes de prosseguir, porém, transcreverei o enun-
ciado do teorema a que me refiro, tal como se encon-
tra na citada obra, para dar ao leitor a possibilidade
de, por si, constatar se sdo, ou ndo, justas as obser-
vagOes que depois fago. Abramos pois o livro a pagi-
nas 6 e ai encontraremos, no paragrafo 3, n.° 1, o
enunciado do «teorema da existéncia e unicidade do
sistema de integrais de um sistema de equagbes dife-
renciais ordinarias», como segue :

Seja dado um sistema de equagBes diferenciais soba
forma  normal
1) yi=fi(x;yi,y.,---,y.)
(i=1,2,...,m)
e suponhamos que, num rectangulo R de centro
(@;3,, ,e-,p,) definido pelas limitagdes
2 [x-a|<a ly,-Pil<b
(i-1,2,. ..m)

<' Q. Sansone—Equazioni Differenziall nel Campo Reale
— Parte prima. Monografie di Matematica Applicata—Ed.
Zanichelli, Bologna 1941.

onde a e b sdo constantes positivas, as
fi(x;y., ***,y,) sdo univocas e continuas.

fungdes

Como consequéncia, temos que as funcdes / sédo
limitadas em R e existe portanto um nimero M tal
que, qualquer que seja o ponto (X;Vy, , °°,V,,) de R,
se tem

3) \fi(x\yi,---,y. )\<M
(i=1,2, es= ,m)
Suponhamos, além disso, que as funcdes /, sdo
lipschitzianas de 1.* ordem em relacdo as variaveis

ilj, isto é, que existem m constantes L, ,L, .., L,
para as quais se tenha
() MiGGy, e y+h,-- VY-

(fc,t=1,2, e »n)
Segue-se que, quaisquer que sejam 0s pontos

[>520,000,y.) & X5y, ** V)
de R, setem, para t=1,eee >,
(5)  VAMGyI,..

Y)-fi(y,,- cy<L 2 ey

onde L indica a maior das constantes L.
Postas estas hipoteses sobre as /,, demonstremos
0 seguinte terema :

Seja S o menor dos nimeros a, b/4M ; X, um ponto
do intervalo (%—S ,*+9$);yj,*,y° umsistema de m
valores iniciais que difiram em valor absoluto das cor-
respondentes constantes  (3,, **, P, menos de b/2, isto
é, tais que

(6) [X,-«|<S ly?-ft|<b/2



Existe entdo um, e uni so, sistema de fungdes

Yo=Y, () 5y =Y. ()
tendo por campo de existéncia o intervalo (a—S, a-f-S)
(7 [x-«i<S§
que satisfaz ao sistema (1) e as condigdes iniciais
6) yi(x,)=.V? (i=1,2,...,m)

ou, como se diz, o problema de Cauchy para o sistema
(1) [e condigbes iniciais (8)] admite uma, e uma so,
solucdo, chamada solugdo de Cauchy.

2. Tenho a impressdo de que, na maioriados casos,
o aluno que acaba éste longo enunciado se sentird um
pouco desorientado, ndo ficando a ver com nitidez o
problema que se lhe pde. Este facto é consequéncia,
em parte, da fadiga proveniente do prolongado esforgo
de atencdo empregado na leitura, e em parte de uma
certa perplexidade que néle surgira perante algumas
das condigbes postas, cuja razdo de ser ndo pode ver
imediatamente e que lhe aparecerdo por conseguinte
com um aspecto pouco natural.

Ora vejamos quais sd@o as condi¢des postas no enun-
ciado : a) «As funcdes f sdo univocas e continuas
no dominio i?»—esta é uma restricdo bastante fraca
imposta as f,, que ndo parece ser estranho fazer logo
de inicio. Mas j& ndo aparecem tdo naturalmente as
seguintes : b) «as funcbes f sdo lipschitzianas em
relacdo as variaveis y» ; ¢) «seja S o menor dos
ndmeros a e b/AM  e»; d) «suja y", e,y um sis-
tema de valores iniciais tais que |y? —0i] <6/2¢ *»
Aqui o aluno preguntara, certamente: «mas... valo-
res iniciais de qué? E porqué ft,2 e ndo 6?

E verdade que, depois, na demonstragcdo do teorema,
cada uma destas condi¢des ira encontrar a sua justi-
ficacdo na altura em que for introduzida. Mas existe
0 perigo de que um aluno menos atento ndo se aper-
ceba de como e onde cada condigdo intervém na de-
monstracdo. E éle chegara, déste modo, ao fim sem ter
compreendido, o que, com certeza, ird aumentar o
desinteresse que porventura se tenha criado no seu
espirito, em consequéncia de um ensino defeituoso
anteriormente recebido (devemos confessar que é éste,
infelizmente, o caso mais corrente). Ora € éste desin-
teresse do aluno que o professor deve procurar evitar,
pois éle significa o insucesso de tdda a sua actividade
de mestre. Deve, para 0 conseguir, procurar impri-
mir ao seu ensino um certo calor, uma certa vida,
de modo a tirar a Matematica aquéle aspecto frio
e arido com que, em geral, ela aparece aos olhos
do aluno.

Creio que éste objectivopodera ser atingido desde
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que, em vez de fazer um uso quési exclusivo do método
dedutim na sua exposicdo, o professor adopte de vez
em quando —e sempre a propdésito de questdes fun-
damentais — 0 método genético, aquéle que foi, de facto,
o método seguido pela investigador na descoberta da
proposicdo a demonstrar. Com isto, além de familia-
rizar o aluno com a «técnica» da investigacdo, conse-
guirad fazé-lo interessar-se pela sua exposicdo, dando-
-lhe a sensacdo de «colaborar» como o mestre num
trabalho construtivo. Estou certo do que éste facto
contribuird também para fazer aparecer ao aluno a
actividade de um investigador sob um aspecto mais
humano e portanto mais préxima de si, mais ao seu
alcance.

Seguindo o método genético, ao apresentar ao aluno
um teorema, dever-se-a comecar por fazer-lhe um
esbogo do problema que se pretende resolver sobre um
dado ente matematico, delineando-lhe a conclusdo a
que se pretende chegar {tese do teorema, cujo enun-
ciado surgird sé no fim), impondo de inicio a éste ente
matematico o menor numero possivel de condicdes
restritivas (aquelas que se apresentarem mais natu-
ralmente) e dizendo-lhe depois que o problema consis-
tird em determinar as restantes condi¢des a que devera
satisfazer o referido ente para que se verifique a con-
clusdo indicada. Estas condicaes a determinar irdo
depois constituir, juntamente com as condi¢Bes postas
de inicio, a hipétese do teorema.

Feita esta apresentacdo do problema, adopta-se o
caminho que féra seguido pelo investigador (ou outro
gue tenha sido ulteriormente proposto como preferivel)
e as condigOes procuradas irdo depois surgindo natu-
ralmente, na altura precisa em que se vir a necessi-
dade de introduzi-las.

Concretizemos agora esta idéia, exemplificando com
o teorema cujo enunciado transcrevi de inicio. Veja-
mos, pois, como éle poderia ser apresentado e demons-
trado, de acordo com éste projecto.

3. E dado um sistema de equagdes diferenciais
ordinérias sob a forma normal
(i) Gy, eee VM)
2,..,5»)

onde as funcdes f sdodefinidas numa regido R fechada
do espago S,_, dos pontos P (X ;Vy., * ,v.) , definida
pelas limitagoes

(1) \x-cn<a IN-MIS*

onde a e b sdo duas constantes positivas.

Ponhamos as /; somente a restricdo de serem uni-
vocas e continuas em R. A continuidade na regido
fechada R traz como consequéncia a limitagdo das /
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era , isto é, a existéncia de um numero positivo M
tal que, para todo o ponto P eR, se tenha

(1)
o= 1,2,

Propomo-nos resolver o seguinte problema:

«1.° — Determinar as restantes condi¢des a que de-
vem satisfazer as f, para que exista um, e um s@, sis-
tema de m funcdes y, (x) [t=1,2, ¢+, m\ definidas no
intervalo (x—S, a -f-S) (ou num intervalo contido néste)
e tomando num dado ponto x,, do mesmo um sistema
de m valores preestabelecidos r/l

(1Vv) Vi (**)” t/l sujeitos as condicdes
V) |lyf-ft]<=*

isto é, de modo que o ponto P, (X,;y",e*,y"") per-
tenca a R (vidé representagdo simbdlica da figura,
gue convém seguir por uma questdo de comodidade) ;

i e H

Pc*

/+5 <M

2.° — Encontrar o modo de determinar essas fun-
coes il; (x) .»

E facil provar que um sistema de m funcoes y, (x)
que satifagam ao sistema (l) e as condicdes (1V),
satisfaz também ao sistema de m equacdes integrais

(v 1 Vm) dx

(t-1,2, s ,m)
e reciprocamente.
Procuraremos, pois, resolver o problema para o sis-
tema (V1).
Notemos, primeiro que, se as funcdes f n&do depen-
dem das varidveis y, isto é, se osistema (l) tem a
forma

(1a) U-fi®

o sistema (V1) toma a forma

(Via)

*

0 que nos d&, neste caso, imediatamente os inte-

grais de (1) por meio de quadraturas, sem mais condi-
cbes a impor as /;.

Tal né&o é, porém, o caso geral, em que seguiremos
0 processo das aproximacOes sucessivas de Picard-
-Peano. Procuraremos definir cada uma das fungdes
yi (X) como limite dc uma sucessdo convergente de
funcgdes

(VI rft (x),tf>(*), -, y? (x), [ifH] («,),...

obtidas do seguinte modo :

As y-"(x) sdo dadas pelos 2.°" membros de (V1)
onde os m variaveis j/ sdo substituidas ou pelos m
valores iniciais y" ou por m fungdes conhecidas u, (X)
definidas e continuas em (»—a,a + a) e satisfa-
zendo a

(Va) Ki(x) —3il<6 para WX — x\<a

,u) eR pois que, sendo R a
s assim terdo
. Teremos pois

ou seja P(X ;«,,-*
regido em que sdo definidas as f,
sentido as expressdes /; (X;u,, e ,U,)

vy yw x)y-y? + /1 1 (x;u, (x),...u, (*)) dx

DepoiSj para r=1,2, ¢ee,
(IX) > X)-tf+ /1 A(X; tF (X),*°*,y0(X))

0 que exige que P” (x;2/'’ e ,yi?) e R ou seja que

(X) Itf*(aj)--A|<6 para |x-«|<a (r,i=1,2,.°)

Determinemos, antes de prosseguir, as condigbes a
impor aos dados do problema para que se verifiquem
as (X).

Para r=1: De (VIII) conclui-se :

Lyl ()-ft 1< tf-ft 1+ 1/ A (*)«,, -, «JIrfxl
*

<[Mf?2A"M+Jfj»-i»o0]

A condicdo |yi"(x)—fl|< 6 serd pois satisfeita se se
puzer

\y?-&\  + M\x-x,\<b
e esta sé-lo-4 pondo

[y?-ftl<*/2; M|x-x,|<6/2.

A 2*limitagdo verificar-se-4 pondo

M\x-<x\<b/A ou |x — a|<6/4Af
M\x,—a\<bji ou |x,—ot|<6/4Jf
pois que M \x—x,\<M (x—a\  +\a—x))



Devem portanto verificar-se as condicdes

ly?-ft|<6/2
(X1

chamando S ao menor dos nimeros a e 6/4A/, pois
gue x e X, devem satisfazer também a

Ix—al< a; l]aSo—al<a.

Supondo agora que P"eR, isto é, que jx—al| <o0;
12/ —3il < *>""* raciocinio anadlogo feito s6bre (1X)
mostra que, verificadas as (XI), se tem P"*-"e R.

Concluséo : as condi¢gbes (XI) sdo suficientes para
que o 2." membro da igualdade (IX) tenha um sen-
tido para todos os valores naturais de r, e esta igual-
dade permite assim dar a sucessdo (VII).

O que nos dizem as condi¢cdes (XI) agora encon-
tradas ? a) Que o ponto inicial (chamemos-lhe assim)
Pu (f0;2Vj e« j2/m) deve ser tomado na regido R,CZR
(figura), b) Que as funcdes y'i' (@) vém definidas no
intervalo fechado (*—i, a+S) e ndo necessariamente
em (*—a,ot+a) quando S<a. E notemos que tais
funcdes sdo continuas neste intervalo, atendendo ao
modo como séo obtidas.

Voltemos a sucessdo (VII). Pretende-se que, quando
I — oo , para X variavel em. (a—s,«-t-S), as funcdes
y[” (X), convirjam uniformemente para  respectivas
funcdes limites vy, (X) que satisfacam ao sistema (VI1),
isto €', ao sistema (1) e condi¢bes (1V).

Tal facto dar-se-a se a série

(X1 o @) + 2a @) - », 01+ [Ff@E)- y» ()] +

onde <§,=«j (as),<S,=11"(X), for absoluta e unifor-
memente convergente em (z—S ,a+ 8) . A maneira mais
comoda de o conseguir sera a de fazer com que os seus
termos sejam inferiores em valor absoluto aos termos
correspondentes de uma série numérica convergente,
e isto qualquer que seja xe (*—S,a +1i) . Portanto
como primeira condi¢do, os seus termos tém de ser
limitados, o que realmente se verifica, pois todos
éles sdo funcdes continuas de x no intervalo fechado
(a— $,a. +S). Em particular existirio m numeros
positivos Ci tais que |y\" (x)—u-(x)| < C, para
xe (a—S,a+ S). Consideremos o 3.° termo da série:
atendendo a (VIII) e (1X) poderemos escrever :

(X1 \y?2>(x)-tf>(x)  <\f[f,(xitf>(x),- ,y»\x)-

—fi @ss5«i(x), o0 U (x)] dx.

< A convergéncia uniforme é necessaria para a continui-
dade das funcgdes limites y> (x).
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A diferenca entre colchetes é evidentemente inferior
a M em valor absoluto, pois que o0s pontos
Q(x;u,, -u) e PTOo(Gy\, yJJ.) pertencem
a R, mas esta condicdo ndo nos basta para encon-
trar uma série numérica majorante de (XI1) pois que,
com ela, apenas chegariamos a provar que, a partir
do 3.°, todos os seus termos sdo inferiores em valor
absoluto a M\ x—x, | e portantoa 2 M S, o que nada
adianta Introduzamos entdo uma outra condicdo, um
pouco menos simples. E evidente que a diferenca
fi(P*) —fi(Q) depende de cada um dos acréscimos
Zli* (x) —Ui(es) relativos a cada variavel. Pois bem:
admitamos que as /, satisfazem a condicdo de existi-
rem m ndmeros positivos L, , , I>,, tais que
I/C*jyi>" \y+h,- Y,.)\<hL,
. 'm)

*¥.)-fi(x:y, =Y
(rii=1,2,

que sdo as condicBes de Lipschitz de 1." ordem em rela-
¢cdo as j/j. Verificam-se, pois, as condigées (5), e

pondo C=2 Ci teremos, de (XIII).

(*)-»1"" (o»)I<£ /212/i"(x)-«, (as)|dx <CL\x-Xo\
Repetindo o raciocinio para alguns termos seguin-
tes, consegue-se provar, por indugdo, que

C  [mJj\x—as,, >Yc

2m.rN
yr{x)-y<?(x)\< ri [ /

e que portanto a série dos valores absolutos dos termos
da (XII), excluidos os dois primeiros, é minorante da

C \2ialJ,SY

série cujotermo geral — que converge e tem

por soma ie"""S- «1] , como sabemos. Existem, pois,
as funcdes limites
yi (x) = lim 2/i* (as)

gue sdo continuas em (a—S,a + X). E a demonstra-
¢cdo prossegue, mostrando-se depois que tais funcdes
satisfazem ao sistema (V1) e que o sistema de solu-
cdes y, (x),* .y, (X) € Unico. Mas esta parte final
nao interessa ja para o fim que eu tinha em vista, que
era o de mostrar como, e em que altura, se deveriam
fazer aparecer as condicdes a impor as fungbes f .,
além das inicialmente postas da uniformidade e conti-
nuidade em R. De facto, com a apari¢do das condi-
cdes de Lipschitz, agora em ultimo lugar, esgotou-se
o conjunto das condigdes que procurdvamos. O resto
da demonstracdo faz-se sem ser necessario introduzir
mais restri¢cdes as /,.

Roma, Marco de 1944.
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PEDAGOGIA

EM GUISA DE CONTINUAGAO DE UM DEBATE

por Bento J.

1.— Embora com um grande atrazo sobre a publi-
cagdo dos ultimos depoimentos no debate que abrimos
no n.° 17 da Gazeta (atrazo que ndo pudemos evitar),
vimos hoje resumir e comentar o essencial desses
depoimentos.

Digamos desde ja que, sem ter sido tdo largo quanto
desejavamos, éste debate teve no entanto o mérito de
permitir que se trouxessem a discussdo alguns dos
problemas mais importantes do nosso ensino secun-
dario. Foram apontados males e descobertas feridas e
andou-se portanto uma parte do caminho, necessario
e doloroso, para a cura. Houve ainda alguns pontos
que ficaram na sombra; ja veremos quais sdo.

2. — Comecemos por uma objeccdo técnica que foi
oposta as consideracdes do artigodo n.° 17 da Gazeta.

O nosso colaborador W. L. Utevens fez a analise
estatistica dos nimeros que demos sobre as reprova-
¢cdes nos grupos de candidatos vindos do Liceu e do
ensino técnico e concluiu que «ndo ha razdes para
suspeitar que as Escolas Técnicas sejam menos efi-
cientes do que os Liceus no ensino das Matematicas
visto os dados ndo fornecerem evidéncia que justi-
figque tal conclusdo». (Gazeta, n.° 18).

Julgamos que houve aqui um equivoco do nosso
colaborador W. Sterens; né&o afirmamos que as Escolas
Técnicas sdomenos eficientes que os Liceus mas apenas
que, contra o que seria de esperar, em 1943 as percen-
tagens de reprovag0es foram superiores nos candidatos
do ensino técnico, o que é, parece-nos, um pouco dife-
rente.

Mas contra o que seria de esperar porqué ? Porque o
Liceu fornece uma preparacdo geral para todas as
Escolas Superiores, a0 passo que 0 ensino técnico
comercial d& acesso apenas ao L S. C. E. F. Seria por-
tanto natural encontrar aqui uma coordenacdo mais
perfeita entre o ensino médio e superior, a qual se tra-
duzisse por uma percentagem menor de reprovacdes.

Claro que os nimeros apresentados nao permitem con-

clusdes (que ndotirdamos) mas chamam a nossa atencéo
para um problema.

Deixdmos nessa altura a questdo em suspenso, a
espera de que alguém a levantasse. Como o0 caso nédo
se deu, vamos agora trata-la. Por muito estranho que
pareca, é frequente um aluno chegar ao fimdo seu
curso médio no ensino técnico comercial sem ter apren-
dido uma palavra de geometria elementar. E como néo
parece possivel que sem ela se ensinem os rudimentos
da Geometria Analitica ou do Calculo  Diferencial,

Caraca

incluem-se habitualmente preguntas de geometria ele-
mentar sintética nos pontos de resposta obrigatéria
do exame de aptiddo ao I.S. C. E. F. Atribuo aesse
facto a elevada percentagem de reprovacdes nessa
classe de candidatos.

E éste um exemplo tipico de situagBes fornecidas
pela nossa organica de ensino em que tem necessaria-
mente de haver vitimas — o candidato ou é obrigado
a um trabalho suplementar, ou é reprovado. A outra
hipotese ndo a queremos sequer pdr — haveria entdo
vitimas a mais.

3. — Passemos agora a algumas questdes
tantes levantadas nos depoimentos.

Comecemos pelo problema dos alunos internos e
externos dos Liceus, do ensino oficial e particular.

Os professores Cardoso Guerra e Antonio  Augusto
Lopes coincidem na apreciagdo geral do problema.
Deve distinguir-se, segundo as palavras precisas do
prof. Anténio Lopes, entre alunos vindos do Liceu e
alunos com o curso liceal. Infelizmente n&do é possivel,
pelos dados existentes na Secretaria da Universidade
Técnica, distinguir os dois grupos de candidatos, mas
ndo nos repugna acreditar que os dois professores
tenham inteiramente razéo.

Os proprios nimeros oficiais sobre os resultados dos
exames dos Liceus sdo de tal maneira reveladores que
espanta como éles nao tenham provocado ja medidas
drasticas da parte das entidades oficiais responsaveis
pelo nosso ensino publico. No n.° 31 de «Liceus de
Portugal» vem publicado um mapa onde se vé que em
1943 a disciplina de Matematica no curso comple-
mentar de Ciéncias forneceu as seguintes percenta-
gens de reprovagdes—alunos internos 19 "o, alunos
externos particulares 45°,0, alunos externos indivi-
duais 69%.

Noutro mapa, publicado no mesmo nimero da mesma
revista, vé-se que do total de 67.230 exames efectuados
no ano lectivo de 1942-43 nos Liceus du Continente,
21.280 foram de alunos internos (ensino oficial) 27.226
de alunos externos particulares e 18.724 de alunos
externos individuais — estamos em pleno Eldorado do
ensino particular!

Na totalidade, o primeiro grupo forneceu 9°o de
reprovacdes, o segundo 24 % e o terceiro 50%.

O Director Geral do Ensino Liceal, Dr. Riley da
Mota, comenta ainda, no mesmo nimero de «.Liceus de
Portugal», estes resultados com as seguintes palavras
— «pelo mapa n.° 6 vé-se que o uumero total de

impor-



exames continua a baixar (67.230 contra 70178 em
1942). O decréscimo maior nota-se nos exames de
internos (vieram de 23.453 para 21.280). Os de maiores
e emancipaveis aumentaram ! E hdo-de aumentar
sempre, apesar-de para éles ter aumentado também a
percentagem de reprovacdes... No 2.° ciclo e curso
complementar de Letras superam em muito as outras
modalidades. Terra de autodidactas !»

Estas sdo as palavras do Sr. Director Geral. A
nés gcorre-nos preguntar —” para gque se mantém na
organica de ensino uma classe de estudantes de tdo
pequeno rendimento de aproveitamento?

Diminue o numero de alunos do ensino oficial e
aumenta o dos externos (o despovoamento dos Liceus a
que se refere o prof. Cardoso Guerra). «E" hao-de
aumentar sempre! porqué? ~Nao é evidente que ésto
tdo grande desequilibrio em favor do ensino particular
é¢ um dos cancros do nosso_ensino médio? < Por que
razdo se ndo ataca o mal? ~Estamos porventura
ligados a éste fendmeno do despovoamento dos Liceus
como a uma espécie de fatalismo do mau tempo ou das
pragas de gafanhotos ?

A explicagdo que o Sr. Director Geral parece
sugerir —terra de autodidactas — ndo nos convence !

Este problema é de tal importancia que ndo pode
de modo nenhum considerar-se fechada a discussao
sobre éle. Que o pais seja esclarecido por quem o
puder esclarecer ; mas que seja esclarecido.

4.—O Dr. Hugo Ribeiro chama a nossa atencéo
para um importante aspecto do problema — a prepa-
racdo dos professores do ensino médio, na qual, como
éle diz, a Mateméatica ndo é normalmente «tomada
como um objecto préprio, independente, de estudo», na
qual os futuros professores de Matematica, «ndo estu-
dam normalmente Matematica sendo na medida em
que esta Ciéncia tem que ver directamente com certas
aplicagbes especiais, certas técnicas, das quais se
pode dizer, embora grosseiramente, que nao inte-
ressam a sua profissédo».

Néao estamos convencidos de que os profundos males
do nosso ensino médio sejam devidos, nem exclusiva
nem mesmo principalmente, aos professores do mesmo
ensino. Eles constituem um corpo em que a norma é a
competéncia profissional e a dedicagdo ; a raiz désses
males estd na organica, que torna inoperantes as
melhores qualidades.

Mas nem por estarmos convencidos disso deixamos
de reconhecer a importancia do problema levantado
pelo Dr. Hugo Ribeiro e a justeza do seu diagnostico.

Na verdade, sem discutir agora a organica dali-
cenciatura em Ciéncias Matematicas, é de preguntar
se ela, tal como existe, é a mais propria preparagao
para um futuro professor de Matemdatica no ensino
médio. A resposta parece-nos dever ser redondamente
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negativa. Encontram-se no quadro de estudos dessa
licenciatura, muitas matérias de que o futuro profes-
sor do ensino médio nem de perto nem de longe tera
que vir a lancar médo e faltam-lhe, em compensagao,
as coisas mais urgentes e essenciais. Para dar apenas
um exemplo, £ Com que conhecimentos de Matemati-
cas Elementares —aquelas que mais tarde tem de
manejar todos os dias, (e ensinar !)—esta apetrechado
um licenciado a saida da sua Escola? os mesmos
que possuia quando para la entrou!

Parece estarmos aqui, como em outros sectores da
nossa vida intelectual, ainda em pleno século XiXx,
nao no final, ai pelos meados.

No ensino médio técnico as coisas sdoainda peores,
porque o recrutamento e distribuicdo de professores
se faz ainda com menos cuidado do que nos Liceus.
Aqui a situagdo atinge os limites do inconcebivel,
chegando-se a distribuir turmas de aritmética a pro-
fessores provisorios (o quadro dos professores efecti-
vos ndo chega para um quinto das necessidades) que
nem sequer frequentaram uma cadeira de Matematica
numa Escola Técnica Superior ! Sé comoseu 7.° ano,
ou o curso duma escola média ! em estado de pureza
virginal !

Isto para nao falar ja das condi¢bes gerais de en-
sino, ministrado em casas de empréstimo ou em par-
dieiros, sem material didéactico, sem espago, sem luz,
sem alegria ! Aqui parece que ndo podera vir a apro-
veitar-se nada quando éstes problemas puderem entrar
em caminho de solugéo.

5.— Um dos elementos que mais influiu na criagao
do automatismo e falta de espirito critico a que nos
referimos no nosso artigo foi, sem ddvida, a maneira
de fazer os exames e a subordinacdo aos pontos modé-
los. «Um auténtico desastre para o ensino» diz o prof.
Cardoso  Guerra.

Como porém ésse regime parece estar enterrado,
passemos adiante, de lengo no nariz.

6. Ha alguns pontos do depoimento do prof. An-
tbnio Lsopes com os quais ndo podemos concordar,
a pesar de estarmos de acordo, e vivamente, com a
generalidade dele.

Diz o mesmo professor que os dados fornecidos pe-
los exames de aptiddo nédo sdode muito interésse para
0 problema da coordenagdo do ensino secundario com
0 superior porque «0s actuais programas do ensino
liceal, na disciplina de Matemaética, contiem toda a
matéria exigida para a entrada nas Universidades».

Parece-nos que o problema da coordenacdo é mais
vasto que o da afinagdo e ligacdo de programas. Os
programas sdo elemento fundamental dessa coordena-
¢cdo, mas nao tudo.

Mais adiante diz o prof. Anténio Lopes que nao
acredita que os resultados dos mesmos exames possam
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dizer alguma coisa sobre o nivel do ensino; por con-
siderar ésses resultados insuficientes em numero e
qualidade.

N&o os apresentamos com pretensdes a serem com-
pletos e isso foidito explicitamente, cremos nds ; pre-
tendemos apenas levantar problemas.

Se os resultados doutras experiéncias tivessem vindo
a publico, teriamos talvez um material que permitisse
um primeiro eshoco de conclusdao. Os exames de apti-
ddo, mesmo da maneira deficientissima como estavam
sendo feitos (julgamos conhecer razoavelmente essas
deficiéncias, visto estarmos metido néles desde o prin-
cipio) poderiam servir de test quanto ao nivel do en-
sino no Liceu, assim como os concursos e, duma ma-
neira geral, o comportamento na vida, servem de test
para o nivel do ensino nas Universidades.

7. — Finalmente, ndo foi abordada néste debate uma
questdo que é, de longe, a mais importante de todas
— a da organica geral do ensino.

E um facto que se pode ter como assente que 0s
alunos chegam ao ensino superior com uma prepara-
cdo deficiente em Matematica, a qual obriga a um
abaixamento do nivel dos cursos nos primeiros anos
das Universidades.

Por outro lado, é evidente que, com a organizacdo
actual, é impossivel sobrecarregar demasiadamente os
programas se bem que, por razdes que ainda nao
vimos completamente esclarecidas, estejam hoje supri-
midas matérias (e em quantidade razoavel) que ha
vinte anos estavam ao alcance da média dos alunos
sem necessidade de aleijao mental ou fisico.

A questdo é aparentemente insollUvel, mas s6 apa-
rentemente. Encontramos a possibilidade dum cami-
nho de saida se nos pusermos, em tdda a sinceridade
e boa vontade, estas questdes —£ qual é afinalidade

do ensino médio ? 9d qual é o tipo de cidaddao que se
entende que éle deve formar? ~justifica-se hoje a
separacdo em compartimentos estanques de ensino
médio geral (liceal) e técnico ? £Esta essa distincédo
a altura das necessidades da nossa época e do nosso
pais? Vamos mais ao fundo”justifica-se a distin-
cdo entre ensino primario e secundario, tal como existe
entre n6s? £Nao é isso um anacronismo, rejeitado pe-
los paises mais progressivos, e que pesa sobre nés,
sobre téda a nossa vida mental, como uma nuvem
negra asfixiante e encobridora de perspectivas ?

Aquilo que poderia talvez ser defensavel ha cem
anos - que a nossa instrugdo primaria, ler, escrever
e contar, seja suficiente para a grande maioria dos
portugueses — 4 é justo e aceitavel ainda hoje-? A esta
pregunta —que envolve a questdo mais importante
de todas — respondemos, pela nossa parte, com vma
negativa  formal.

Ndo julgamos que possa fazer-se qualquer coisa
de sério em instrucdo no nosso pais sem uma mudanga
radical, baseada no prolongamento da escola até pelo
menos aos quinze anos. Nessa escola, que seria Unica
(portanto sem distincdo entre ensino técnico e clas-
sico) e para todos, se ministrariam os conhecimentos
(matematicos e das outras disciplinas) indispensaveis
a todo o cidaddo portugués. Nos dois ou trés anos se-
guintes, com um comego de especializacdo, haveria
tempo para dar so6lidas bases em cada uma das disci-
plinas sobre as quais se pudesse edificar um ensino
superior digno désse nome.

Enquanto tal se nédo fizer, parece-nos que estare-
mos condenados a passar a vida a deitar remendos
num pano cada vez mais esburacado. Com todos os
inconvenientes dessa triste sina — o menor dos quais
ndo é a dificuldade de nos entendermos uns aos outros.

ANTOLOGIA

A INVESTIGACAO

CIENTIFICA

CICLO DE PALESTRAS KADIODIFUND1DAS PROMOVIDAS PELA «JUNTA DE INVESTIGAGAO MATEMATICA»

A INVESTIGAGAO CIENTIFICA AO SERVICO DA SAUDE

por Carino

Nos tempos que atravessamos cheios de dificulda-
des, para os individuos e para os povos, todos nés
compreendemos hoje, duma maneira mais clara do
que no passado, a importancia da satde, como factor
fundamental para a economia e vida individual e
colectiva.

Ndo ha rico nem pobre que n&o sinta e ndo com-

de Andrade

preenda que a sua salde é o factor por vezes decisivo
para as tarefas que temos que empreender e outras do
nosso proprio”® destino : e, 0o que é verdade para 0s
individuos também o é para as Nacdes.

A salde publica é um capital da Nagdo, e a ela cum-
pre vigia-lo e protegé-lo com o mesmo carinho e zélo
com que protege todas as suas outras riquezas publicas.

(*) Ja publicadas na «Gazeta de Matematica»: «O valor social da investigagdo cientifica», por liuy Luis Gomes —G" M.
n.° 19; «Os objectivosda Junta de Investigacdo Matematica», por Anténio Monteiro —G. M., n.° 2t.
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A salde do vizinho interessa ao vizinho, ao patrao,
duma maneira geral a todos os que o rodeiam Um
homem doente constitue um perigo para 0s que o cer-
cam, pelas perturbacfes que comunica ao meio onde
actua e vive, pela baixa de rendimento de trabalho na
reparticdo, na oficina, na escola, e, até na direccao
das coisas publicas. A salde dos povos interessa as
Nacdes, pois sem homens fortes de alma e de corpo
estas ndo podem suportar os esfor¢cos que a historia
lhes imp0e. Esta nocdo simples e quasi lugar comum
é no entretanto o produto duma longa evolugdo his-
torica ; actualmente ainda sé em algumas Nagoes
da idéia se passou a acgdo, e, a luta contra os males
que afligem o homem se transformou numa batalha
rude e tenaz.

Essa luta contra as causas da doenca, o combate ao
sofrimento, a recuperacdo tdo completa quanto possi-
vel do valor social do homem doente, s6 podem ser
empreendidas se conhecermos os agentes que produ-
zem as doencas, as condi¢cdes em que elas actuam, as
reac¢des do organismo, etc.

Todos conhecem, por terem sofrido, observado ou
ouvido contar, os males que as sezbes provocam;
poucos sabem no entretanto que o combate ao sezo-
nismo exige hoje um conjunto de técnicos e investi-
gadores os mais variados, que trabalham cada um no
seu campo mas com sentido convergente. O Entomo-
logista que estuda os mosquitos e os seus habitos, o
Climatologista, o Parasitologista que estuda o Plas-
modium, ou seja o agente que produz as sezles, O
Quimico que estuda a composicdo das drogas e pro-
cura realizar a sua sintese, o Médico ou o Patologista
gue observa as acgdes dos medicamentos no seu doente,
e as suas reacgdes, todos éstes individuos colaboram
numa obra comum a de nos libertar désse flagelo; e o
que acabo de dizer a propésito das sezbBes poderd
aplicar-se a tantas outras doencas como, por exemplo,
a sifilis, a tuberculose, a lepra, etc.

Entre os problemas que a guerra obrigou a estudar
com muita atengdo sob multiplos aspectos destaca-se o
da alimentagdo. Sob a ameaca do bloqueio, obrigados a
transportar a grandes distancias alimentos em bom
estado de conservacdo, os paises em guerra, e até os
neutros, foram obrigados a aprofundar os conhecimen-
tos sObre os problemas da alimentacdo, e ai, como no
caso do sezonismo, toda uma massa de investigadores
se lancou com ardor ao trabalho, sob o império das
necessidades. Clinicos, Bioquimicos, Fisiologistas,
Higienistas, todos congregaram os seus esforcos, cen-
traram as suas energias sObre éste grande problema.
N&o nos parece ousado dizer, que o conhecimento
mais exacto dos problemas da alimentacdo, conexo
como esta com o da nutricdo dos tecidos e o6rgdos,
podera permitir-nos, num futuro mais ou menos pro-
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ximo, compreender melhor e evitar as doencas dege-
nerativas tais como a artéria esclerose, etc. Morrem,
por dia, milhares de pessoas por doengas das artérias ;
pois bem, apesar do muito estudo nos doentes e inves-
tigagdo experimental nos animais, ainda nada se con-
cluiu até agora que tenha valor pratico.

Estes exemplos que escolhi por me parecerem bas-
tante demonstrativos e de facil compreensdo a pes-
Boas ndo especializadas, mostram que a atitude em
face da' doenga deve ser uma atitude de luta activa,
e que do mesmo modo que nenhum exército podera
dar batalha com probabilidades de vitéria, sem conhe-
cer o mais detalhadamente possivel o inimigo, os
meio? de luta de que éle dispde, o terreno onde vai
empenhar-se, assim também o médico e o higienista
ndo poderdo com eficiéncia atacar ou prevenir 0s
males se ndo existir a investigacdo cientifica orga-
nizada.

Todos conhecemos hoje que a investigagdo cienti-
fica é mais de que o produto duma mera curiosidade
do espirito, uma atitude do homem em face do des-
conhecido ; obrigado pela evolugdo das necessidades
a resolver os problemas técnicos, surje hoje ao lado
da investigacdo pura, cujos resultados ndo tém apli-
cagdo imediata, a investigacdo ligada aos problemas
da vida préatica.

A América, a Inglaterra, a Alemanha, a Russia e
outros paises, hd ja& muitos anos que organizaram a
investigagdo criando institutos de investigagdo pura,
centros de investigacdo junto das induastrias, dos hos-
pitais, dos servigos de salde, etc. As grandes emprésas
industriais como a Krup compreenderam o valor da
ciéncia para as industrias, comércio, agricultura, duma
maneira geral para a riqueza publica e criaram um
fundo que permitiu a criacdo do Kaiser'Wilhelm Ins-
titut, onde os investigadores alemdes puderam nos
Gltimos 25 anos contribuir para a resolugdo de varios
problemas e abrir novos estradas a investigagdao. A
Inglaterra criou varios centros de investigacdo médica
de onde se estudam os problemas da medicina que
mais interessam ao povo britanico.

Ao lado da Universidade, diferencia-se actualmente
uma organizagdo que tem como fungdo a investigacao
cientifica. E na investiga¢do, na vivéncia dos proble-
mas, que se formam os homens capazes de resolverem
OA problemas que surgem. A educacdo livresca, mera-
mente informativa, gera pedantes da cultura, incapa-
zes de resolverem o caso concreto, o caso vivido, ho-
mens que sabem tudo, mas que chamados um dia a
solucionar e a prever, fogem diante das dificuldades,
com raptos de erudicdo, burocratizam as suas funcdes
0 comprometem assim o futuro de muitas geracdes.

A investigacdo cientifica tem, além da funcdo que
lhe assinalamos; uma fun¢do pedagdgica. Fazer obser-



GAZETA DE MATEMATICA

var, reflectir sobre os dados da observacgdo, formular
hipoteses de trabalho baseadas sobre ésses dados, su-
bir as generalizagbes mais abstractas, mergulhar na
vida, e encontrar nela os estimulos e sugestdes para
novos problemas, todo ésse caminho arduo e fecundo,
0 investigador o tem de percorrer cada vez que se
encontra face a face com o desconhecido que pretende
desvendar e dominar.

Nés, portugueses, encontramo-nos hoje como 0s ou-
tros povos, numa encruzilhada histérica. Temos que,
desde ja, comecar a preparar-nos para as tarefas que
vdo surgir j elas vaoexigir, do nosso povo, resisténcia
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fisica e moral. Temos que considerar a saude publica
como um bem publico, como uma batalha a ganhar, e
para isso temos que comecar por estudar, in-loco, 0s
nossos males, as doengas que nos afligem ; temos que
formar técnicos e investigadores, enviando uma grande
massa de jovens, libertos de vicios, para os centros
estrangeiros, onde se trabalha e investiga. Temos de
criar progressiva e cuidadosamente as condigbes ne-
cessarias para a organizacao de centros de investiga-
cdo de estudos médicos, centros que seiain focos de
trabalho criador e ndo cemitérios de ciéncia onde so
se ouvem oracgdes funebres. Junho de 1944

A DEFESA DA PRODUGAO VEGETAL

por Branquinho d'Oliveira

E"quecor o valor da investigacdo cientifica, como
elemento propulsor do aperfeicoamento humano, é
retrogradar tanto material como moralmente. A
salide, a seguranga, o confortoque o homem medie-
val ndo sentiu, e que caracteriza os nossos dias de
paz, s6 foram possiveis porque, as hipéteses deixaram
de ter o valor de dogmas, para serem apenas um
estimulo ao trabalho.

Na ciéncia contemporanea, os problemas deixaram
de ser apreciados unicamente pelo raciocinio, para
serem tratados no cadinho da experimentagdo. O
homem, mesmo sem grande preparacdo cientifica,
comecou a querer indagar o «porqué» das coisas.

Adoece-se com determinada enfermidade desco-
nhecida, e pregunta-se : porqué ? o problema pde-se
em bases experimentais, até que se encontre a cura.

Os gados desenvolvem-se mal, ou marrem mesmo,
quando lhes é dada certa alimentacdo, e inquire-se:
porqué? até sabermos como lhes podemos dar uma
ragdo saudavel.

Uma terra é improdutiva, ou determinada planta
ndo se desenvolve nela, investiga-se a causa até des-
cobrir como podemos corrigir o defeito.

Os operarios numa fabrica baixam o rendimento,
ndo se pune antes de procurar saber as causas e
de as remediar.

A Humanidade ganhou com a investigagdo a segu-
ranca do pao de cada dia. Quando, ainda no prin-
cipio do século passado, se julgava que a cultura da
terra ndo permitiria um grande incremento da popu-
lacdo, por ndo se poder aumentar o rendimento agri-
cola, a investigagdo por si s, trouxe um tal acrés-
cimo na produgdo, que a balanca econémica mundial
acusou um desiquilibrio. Mas os povos, em vez
de utilizar ésse excesso, elevando o nivel de vida
dos que viviam em caréncia, queimaram trigo, café
e algodéo, limitaram a cultura da vinha, da cana e da
beterraba sacarina, diminuiram a criagdo dos gados e

a prcducdo d« leite, langcaram ao mar o peixe depois
de pescado, baixaram propositadamente o rendimento
das minas e das fabricas.

A ciéncia se ndo deu aiiida a0 homem a confianga
na abastanca e em si préprio, é apenas porque nao
tem podido estudar os problemas econémicos e so-
ciais nos moildes da experimentacdo. E, acima de
tudo, porque muitas vezes as relagbes entre 0s po-
vos se inspiram no interesse de algumas classes e
ndao, como devia ser, num humano sentimento de
fraternidade.

Seja de que ponto de vista for que olhemos a
baixa producdo agricola portuguesa, e a sua reper-
cussdo econdmica g social, quer na salde publica,
quer nas condigbes materiais e morais da nossa
gente, vemos sempre como Unica saida para o pro-
blema, ndo um aumento de esfor¢o a pedir ao tra-
balhador, mas a estrada da investigacéo.

i Corremos o risco de ver diminuir, de Sno para
ano, a nossa area cultural, pelo arrastamento de
terras das montanhas e encostas, e pelo cascalho
gue entulha as nossas varzeas ? Procuremos as causas
dessa erosdo e combatamo-las cientificamente nas
suas origens.

i Somos deficitarios em cereais? Indaguemos as
razdes dessa deficiéncia, de modo a melhorar o
fundo de fertilidade das nossas terras, criando va-
riedades mais produtivas, de maior poder alimentar,
mais resistentes a secura, as intempéries e as doen-
cas.

i Temos uma baixa capitacdo de alimentos ricos,
principalmente de carne, ovos e gorduras animais?
i Temos quasi sempre maus gados e pouco leite?
Estudemos experimentalmente o aumento da pro-
ducao forrageira, de forma a reduzir os pouzios,
a obter plantas de maior rendimento e valor nutri-
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tivo, cuidemos de melhorar e selecionar as nossas
racas pecuarias, defendendo-as da doenga e da fome.

i Ha culturas que entram na ruina, ndo por falta
de mercado para os seus produtos, mas devido a
certas doengas? Pois bem, s6 o estudo das causas
dessas doencas podera encontrar a forma de as de-
belar. E que maravilhosas descobertas a ciéncia noa
tem dado neste campo! SO um exemplo, passado
com a cultura da cana sacarina.

Em Java, por volta de 1880, a principal fonte de
riqueza era a exportacdo <lo agicar de cana. Sucedeu
por essa altura, porém, que a mais apreciada das
variedades de cana sacarina ali cultivada, foi ata-
cada por uma doenca que levou a indUstria acuca-
reira a ruina e a populacdo da ilha a ameaga da mi-
séria. O trabalho de investigacdo que entdo se iniciou
foi longo e penoso. Primeiro, os investigadores pro-
curaram encontrar, entre as amostras de cana obti-
das de todo o mundo, uma variedade que ndo fosse
atacada pelo mal. Como os resultados nao fossem
satisfatorios, em breve se lhe segue uma equipa de
trabalhadores que enceta a gigantesca obra de me-
lhoramento para a obtencdo de formas resistentes,
por meio de cruzmentos exeperimentais, e que havia
de levar cérea de quarenta anos! Obtiveram-se mi-
litares de hibridos e experimentaram-se milhdes de
plantas com o fim de conhecer a sua resisténcia
a doenga, a sua producdo por unidade de superficie,
0 seu contetdo em agucar. N&o sdo ja s6 agro-
nomos ou genetistas que trabalham e tecnologistas,
quimicos e outros especialistas prestam 0 seu con-
curso. E, finalmente, depois de muitas esperancas
ilusorias, ap6s tantas tentativas fracassadas, Java,
ganhou em 1921, uma das maiores batalhas que a
ciéncia do melhoramento de plantas tem travado.
A célebre variedade de cana P. O. J. 2878, obtidtt
pelo trabalho de investigacdo, salvou da ruina a ex-
ploracdo acucareira de Java e espalhou a abastanca
por muitas partes do mundo. Esta vitéria da ciéncia
é¢ também uma honra para o trabalho inteligente da
colonizagdo holandesa.

Dentro do quadro nacional, embora presentemente
ndo exista nenhuma cultura em ruina, algumas da-
quelas sbbre que, de certo modo, assenta a nossa
economia sdo de colheitas tdo irregulares que moti-
vam graves crises ocasionais.

A nossa producdo cerealifera sofre oscilagbes cuja
explicacdo néo se pode encontrar s6 nas condicdes
climatéricas. Bastaria criarmos trigos resistentes as
alforras, para aumentarmos o rendimento deste ce-
real em 15 %, pelo menos, ou sejam mais 90.000 con-
tos de réis em dinheiro de antes da guerra e o0
gue é mais, para garantirmos pdo a alguns milhares
de bdcas.
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Se conseguissemos obter variedades de videira
resistentes ao mildio, evitariames a perda de 810.000
pipas de vinho, como aconteceu em 1936 ; dispen-
sariamos, além disso, a importagdo anual de 10.000
toneladas de sulfato de cobre, que custam uma larga
soma a economia nacional.

Se conseguissemos eliminar a mdsca e a gafa
da azeitona, nado teriamos prejuizos anuais em azeite
gue oscilam entre 60 e 100.000 contos.

E a nossa producdo de cortica? Embora nao seja
facil traduzir em nUmeros os estragos causados
nos nossos montados pelos agentes patolégicos, pode-
mos dizer que mais do que uma praga e mais do
que uma doenca ameacam j& a sua producdo evi-
rdo certamente a contribuir para limitar o rendi-
mento desta preciosa espécie.

Muitas outras culturas, talvez de valor econémico
menos elevado, mas possivelmente de maior impor-
tancia social, cemo a da batata por exemplo, correm
grave risco de ser devastadas por inimigos de varias
naturezas.

E agora outro aspecto da questdo. Sdo, na ver-
dade, sO aqueles valores monetarios que se perdem
para a nossa balanca econémica? N&o. O azeite,
a carne, o leite, os legumes, a fruta, o vinho e o péo
que se deixam de colher em virtude dos estragos
causados pelas doencas das plantas, fazem falta em
muitos lares, sdo causa de desconforto e da caréncia
em tantas familias portuguesas.

Este pequeno paréntesis no panorama da defesa
da producdo agricola-chama-nce a atengdo para a
importancia social da investigacdo, ndo apenas agro-
némica, mas na sua forma mais lata, isto é em
todos os ramos da ciéncia. As diferentes especia-
lidades tém entre si ligacdes intimas, e ndo sdo os
cursos nem as faculdades que podem estabelecer
barreiras ao saber humano ou ao espirito de inves-
tigacdo. Um homem de laboratério ou um técnico,
no estudo dos seus problemas, ao encetar uma pes-
quiza nunca sabe onde os resultados o poderdo levar,
pois éstes é que conduzem o investigador através
do método experimental. Pasteur é disto um exem-
plo vivo.

A obra cientifica a realizar no nosso pais é gigan-
tesca e necessita ser impulsionada tanto no Conti-
nente como no Ultramar. Para a sua efectivacdo
ndo podemos dispensar nem o mais modesto dos
nossos investigadores : de todee precisamos para fa-
zer entrai a investigagdo nas normas das nossas
Universidades e para ajudar a transformar o carac-
ter d'o nosso ensino. E urgente também elaborar um
programa de apetrechamento cientifico nacional e,
de acordo com éle, mandar educar no estrangeiro
naqueles ramos em que nao tenhamos bons elemen-
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tds, novas equipas de investigadores, que venham
renovar as nossas escolas, dar real significado aos
nossos laboratérios, fertilizar o nosso espirito e criar
novos valores morais.

Se a Nagdo se ndo apercebe da necessidade e da
importancia da investigacdo, se a ndo utiliza na
solucdo dos seus problemas internos, cai fatalmente
no atrazo e na rotina, podendo arruiriar-se mesmo em
plena paz.

A investigacdo cientifica, penetrando as trevas do
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futuro, como um poderoso facho de luz, pde em
evidéncia obstaculos e precipicios que poderiam ser
fatais se permanecessem ignorados. E, por outro lado,
garantindo o péao farto da grei, defendendo a satde
publica, melhorando as condi¢des do trabalho e re-
gulando uma mais equitativa distribui¢do das rique-
zas, ela é o propulsor do progresso, do bem estar
s da ordem social.

Janeiro de 1945.

MATEMATICO

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Em 22 de Janeiro de 1945 retiniu a Assembleia
Geral da S. P. M. tendo-se aprovado por unanimi-
dade o relatério da Direcgdo. Foram eleitos na mesma
sessdo para o biénio de 1945-46:

Mesa da Assembleia Geral : Presidente, Dr. Ma-
nuel A. Peres Junior, Director do Observatério Astro-
némico de Lisboa; Secretarios, Dr. D. Maria Henri-
queta Trigo de Sousa Zanatti, professor do Liceu e
Dr. D. Maria Antonia Rego Chaves, do Instituto Geo-
grafico e Cadastral.

Direccéo : Presidente, Dr. Anténio A. Ferreira de
Macedo, professor do |.S. T.; Vice-Presidente, Dr.
Luis Passos, professor do Liceu ;  Secretario-Geral,
Dr. Anténio J. Baptista dos Santos, do Observatoério

FACULDADE DE CIENCIAS DO

Por lamentavel lapso nao fizemosreferéncia no n.° 21
da Gazeta de Matematica ao doutoramento do assis-
tente da F. C. P., Manuel Paulo Barros. O acto teve
lugar nos dias 24 e 25 de Novembro de 1944 na Fa-
culdade de Ciéncias da Universidade do Porto. A tese
apresentada intitulava-se «Registo fotografico das
observacdes meridianas» e foram arguentes os Profs.

Astronémico de Lisboa; Tesoureiro, Dr. Jodo Remy
T. Freire, assistente do |1.S. C. E. F.; 1. Secretario,
Dr. Anténio da Costa Ledo, actudrio do I.N. T.;
2." Secretario, Dr. Raul de Carvalho, eng. gedgrafo
do Ministério O. P.; Vor/al, Dr. Fernando F. Vicoso,
do Instituto Geografico e Cadastral.

Delegados a Associacdo Portuguesa para o Pro-
gresso das Ciéncias : Dr. Bento de Jesus Caraca,
professor do 1. S. C. E. F. e Dr. Carlos A. Fer-
nandes Carvalho, chefe dos Servigos Actuariais do
I. N.T.

Foi também aprovado um voto de agradecimento a
imprensa, em especial, 4 Gazeta de Matematica, pelo
interesse manifestado com a actividade da S. P. M.

PORTO — DOUTORAMENTOS

Doutor Victor Hugo D. de Lemos (Universidade de
Lisboa) e Doutor Abilio Aires. Dos pontos «Movi-
mentos rigidos com um ponto fixo ; efeito giroscépio»
e «Determinagdo das leis de probabilidade de uma
variavel aleatéria» — foram arguentes os Profs. Dou-
tor Rodrigo Sarmento de Beires e Doutor Abilio
Aires.

MOVIMENTO MATEMATICO ESPANHOL

A «Gazeta de Matematica» apresenta aos seus leitores uma resenha informativasébre o movimento
matematico em Barcelona relativo ao ano escolar 1913-44.
A noticia que publicamos é devida ao nosso colaborador em Barcelona, Prof. Dr. Francisco Sanviséns.

CURSOS COMPLEMENTARY DESARROLLADOS EN EL SEMINARIO MATEMATICO DE BARCELONA

Transformaciones birracionales, por el doctor D. An-
tonio Torroje
1. Sistemas lineales de curvas planas.—2. Estldio
de la transformaciéon cuadratica eu eJ planei Ele-
mentos furadamentales. Casos limites.—3. Transfor-
mada <le una curva algébrica. Analisis de sus ele-

mentos singulares. Invariantes. —4. Transformacio-
nes birracionales en el plano. Elementos fundamen-
tales. — 5. Transformada de una curva algébrica. —
6. Producto de transformaciones birracionales. Teo-
rema de Clifford-Noether-Rosanes. — 7. Sistemas
lineales de superficies.—8. Transformaciones birra-



14

cionales en el espacio. Estidio de sus elementos fon-
damentales. — 9. Transformaciones birracionales
particulares. — 10. Transformacién cuadratica. —11.
Transformadas de una curva y de una superficie
algébricas. Andlisis de sus elementos singulares. —
12. Grupos de transformaciones birracionales.

Curso de Analisis superior, por el Prof.J M.Oris

| —Los teoremas de Picard. — 1, Estidio de las
correspondéncias definidas por funciones holomorfas.
2. La homografia en el plano complejo y el prin-
cipio elemental de simetria.— 3. EIl grupo modular
y su dominio fundamental.—4. EI principio de sime-
tria y la prolongacion analitica. —5. Estudio de la
funcién modular.—6. Los teoremas de Picard.—
7. Teoremas de Landau, Caratheodory y Schottky.
Il — Los conjuntos normales de funciones y el pro-
blema de la representacion conforme. — 1. Sucesiones
convergentes de funciones. —2. Sucesiones de fun-
ciones holomorfas.—3. Propriedades de los conjun-
tos de funciones holctnorfas.—4. Conjuntos nor-
males. —5. Regiones lagunares o excepcicnales. —
6. Conjuntos que admiten dos valores excepcionales.
— 7. Los conjuntos normales y los teoremas de Pi-
card.— 8. Conjuntc6 casi-normales de funciones ho-
lomorfas.— 9. Aplicacion de los conjuntos normales
al problema de la representacion conforme.

Iniciacion de la Mecanica atémica, por el Prof. Polit
1. Nociones de Dinamica analitica. —2. Cuantiza-
cion de movimentos periédicos con especial aplica-
cion a los atomos hidrogenoides. —3. Paso de la
Mecanica clasica a la Mecanica ondulatéria. — 4.
Ecuacion de Schrddinger ; aplicacion a los atomos
hidrogenoides. — 5. Métodos aproximados para la
integracion de la ecuacion de Schrddinger.

Curso de Geometria superior, por et Prof. Botella
Raduéan

| — Geometria  diferencial ~de una superficie. —
Geometria diferencial de una curva. Formulas de
Frenet. Primera y segunda féormula fundamental de
la geometria diferencial de una superficie. Teo-
rema de Meussnier. Féormula de Euler. Curvatura
total y media. Lineas asintdticas y conjugadas. Di-
recciones principales. Lineas de curvatura. Sistema
ortogonal triplemente infinito de superficies. Teo-
rema de Olinde-Rodrigues. Superficies de curva-
tura constante. Superficies de &area minima. Super-
ficies regladas. Desarrcllables.

Il — Geometria intrinseca de una superficie. —
Coordenadas curvilineas. Ecuaciones de Gauss y
Codazzi. Fo6rmulas de Weingarten. Simbolos de

Christoffel. Consideraciones sobre la aplicacion de
los resultados anteriores al estudio intrinseco. Vec-
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tor respecto de la superficie, con sentido indepen-
diente dei ambiente. Tensor. Tnsor fundamental.
Vector diferencial con sentido intrinseco para la
superficie. Derivacion covariante. Paralelismo en la
superficie. Desplazamiento de Levy-Civita. Geodé-
sicas. Coordenadas geodésicas. Estldio de especiales
sistemas de coordenadas. Estidio de relaciones vec-
toriales respecto de la superficie a través dei para-
lelismo en el plano osculador. Consecuencias. Sen-
tido intrinseco de la curvatura. Curvatura integra.

Il — Espacios a conexiobn afin 'y proyeetiva. —
Generalizacion del estidio intrinseco de una super-
ficie. Espacios de Riemann. Propriedades caracte-
risticas. Espacios a conexion afin. Vector en el espa-
cio. Paralelismo y equipolencia. Tensores. Sentido
geométrico de un espacio a conexién afin en relacion
con el ambiente. Geodésicas. Coordenadas geodésicas.
Estddio de espacios a conexion afin especiales que
cumplen ciertas condiciones vectoriales deducidas
de la considieracion dei paralelismo y equipolencia
en el espacio osculador. Espacios a conexion afin
métrica. Condiciones. Sentido geométrico dei espa-
cio-métrico en relacién con el ambiente. Grupo de
movimientos. EIl espacio de Riemann como caso
particular dei espacio métrica Curvatura. Expre-
sion analitica de la curvatura. Casos especiales. Es-
pacios a conexidn proyeetiva.

IV — Propiedades de los sistemas de coordenadas
de un espacio. — Equipolencia en un ciclo. Expre-
sion analitica de la curvatura segun el sistema de
coordenadas.

Curvatura en un espacio de Riemann con discon-
tinuidades de los componentes dei tensor funda-
mental. Curvatura lineal, segin Cartan. Una defi-
nicion de curvatura superficial en sistemas especiales
de coordenadas.

Curso de Mecanico celeste, por el Prof. D. Francisco
Sanviséns

Tema: Figuras de equilibrio de una masa liquida
en rotaclon.

CUESTIONASIO
|. — Preliminares: Teoria dei potencial. Poliné-

mios de Legendre. Funciones esféricas. Funciones
de Lamé. Productos de Lamé. Funciones de Lamé
de segunda espécie.

Il. —Figuras de equilibrio de una masa homogénea
en rotacion: Elipséides de Maclaurin. Elipséides de
Jacobi. Figuras de equilibrio vecinas de los elipsoi-
des de Maclaurin y 'de Jacobi. Trabajos de Poincaré
y Liapounoff. Elipséides de bifurcacion. Estabilidad
de las figuras de equilibrio. Equilibro de una masa
liguida homogénea en rotacion sometida a la tension
superficial.
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/Il — Figuras  de equilibrio de una masa hetero-
génea en rotacion: Condiciones générales de equi-
librio hidrodindmico. Evolucién de las figuras de
equilibrio. La figura de la Tierra. Problemas de
Clairaut y de Poincaré. Célculos en segunda apro-
ximadion.

Curso sobre Teoria de gruposy Algebra lineal, por
el prof. D. Juan Augé Farreres

Ideas générales sobre teoria de conjuntos.
cia, nimero cardinal, ordenacion.

Teoria de grupos. Subgrupos, divisores normales,
clases adjuntas. Isomorfismo y homomorfismo.
Grupo factor.

Estruturas &lgebraicas : Anillos, campos de inte-
gridad, hemicuerpos, cuerpos, espacios vectoriales,
sistemas hipercomplejos. Homomorfismos e isomor-
fismos. ldéales, clases de restos. Campo de poliné-
mios.

Grupos con operadores. Series normales y series
de composiciéon. Producto directo.

Algebra lineal. Médulo de formas lineales. Matri-
ces. Mo6dulo con relaciéon a un hemicuerpo. Ecuacio-
nes lineales. Mdédulos en anillos euclideos Divisores
elementales de Weierstrass. Teorema fundamental
sobre grupos abelianos. Forma normal para una ma-
triz en um cuerpo conmutativo. Formas cuadraticas

Poten-

MATEMATICAS

EXAMES DE APTIDAO AS

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatérias das escalas milita-
res e de engenheiro gedgrafo — I.° prova—Julho de
1944 — Ponto n.° 4.

1926 — Determine m de modo que a equagéo
(2ra—1)x +2(1—TO)x+Sm =0 tenha a soma dos
quadrados das raizes igual a 4. R : Designemos por Xi
e X, as raizes ciaequagdo. Pelo enunciado do problema é
x?+ x|=4. Por outro lado e X!-4-x,=—2 (1—m) : (2m—1)
e X)X2=3m: (2m—1). Da igualdade x'+x?=(xi+X]j)' —
—2x| Xi, deduz-se, por substituicdo, que, 4(1—m)-:
(2m-1)"-2 3m:(2m-1)=4 ousegja 12m2-7m= 0,
equagdo cujas raises, m,=0 e m,=7/12, sdo as solu-
¢Oes do problema.

1927 — Indique o numero de solucdes inteiras e
positivas de eada uma das equacdes seguintes :
1* 2x —4y =7; 2, 2x—4y=6. Justifique a resposta.

R : A primeira n8o tem solugbes inteiras por os coefi-
cientes das incognitas  admitirem  um divisor comum que
ndo divide o termo independente. A segunda tem uma
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y hermitianas.
de grupos.

Teoria general de la representacion

Escuela especial de ingenieros industriales

Por D. Damian Aragones Puig, Ingeniero Indus-
trial y Profesor titular de dicha Escuela, fué desar-
rolado un curso de seis conferencias sobre los se-
gmentes temas: 1. Funciones de variable compleja.
— 2. Derivacion. — 3, Irtegradén. —4. Integral de
Cauchy.—5. Desarrollo en serie.—6. Representacion
conforme.

Ingreso del Prof. Dr. D. José M. Orts Aracil
en la Real Academia de Ciéncias y Artes de Barcelona

A mediados dei curso pasado, tuvo lugar el in-
greso en dicha corporation, del Académico electo
Dr. D. José M.* Orts y Aracil, Profesor de Ana-
lisis matematico en la Universidad de Barcelona
y Miembro dei Consejo Superior de Investigaciones
Cientificas.

El trabajo dei recipiendario versé sobre el tema:
«Convergéncia de variables aleatérias» que consti-.
tuye uno de los capitulos centrales de la moderna
teoria de dichas variables, no solo en el orden pura-

mente especulativo, sino también por sus repercu-
siones en los problemas de la fisica actual.
ELEMENTARES
ESCOLAS SUPERIORES (1944)
infinidade  de solugdes inteiras e positivas  porque, admi-
tindo solugdes inteiras, o0s coeficientes das incognitas  s&o
de sinais contrarios.

1928—Determine dois numeros impares consecu-
tivos tais que a diferenca dos seus quadrados seja

8.000. R: Sejam 2x—1 e 2x+ 1| os dois inteiros im-
pares  consecutivos.  Serd, pelo enunciado, (2x+1)'—
- (2x-1)2=8000 ou 8x=8000 e x= 1000, e os intei-
ros sédo 1999 e 2001 .
tg 2a
1929 — Verifique a identidade tga=j- ,,, 2,

R :tg 2a:(1+ see 2a) = (sen 2al/cos 2a) : (14-1/cos 2a) =
= sen 2a :(l+cos2a)=2 sen a cos a : (1+cos’ a—sen‘a) =
= 2senacosa:2cos a=tga.

1930 — Numa circunferéncia cujo diadmetro mede
35,43 m esta tracada uma corda cujo comprimento é
13,25 m . Calcule, por logaritmos, o &ngulo que a corda
faz com a semi-recta tirada de um dos seus extremos
para o centro. R : Como se sabe, se for 1 a corda, R 0
raio do circulo e a/2 a medida de metade do arco que
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subtende a corda, é 1= 2R sen a.2, e como o angulo pe-
dido, 3, é complementar da metade do angulo ao centro
correspondente  ao arco a, serd |= 2RcosB. No nosso
caso teremos log cos 3=log 1t colog 2R = log 13,25 +
+ colog3 ,43 = 1,12222+ 2,45063= 1,57285 e.
8=68» 2" 20" .

portanto,

1931 — Notando que 75 =30 + 45, calcule, sem recor-
rer as tdbuas de logaritmos, os valores de sen 75° e de
cos 75°. R : Como sen (a+ B)= sen acos 8+ sen 8cos a
c cos (»+ B)= cos acos S—sen xsen 8, ecomo sen 45° =
= cos45°=1/2/2 e sen30»= 1/2 e co0s30°= 1/3/2,
zer4d sen 75°=v 2/2 «N3/2+- jI2/2 1/2= "2/4(1/3+ 1)
e cos 75°=j/2/2-7"3,2- yl2[2 1/2= v/[2/4 (y 3-1)

1932 — Figure um quadrildtero convexo e as bis-
sectrizes dos seus angulos. Os pontos comuns as bis-
sectrises dos angulos consecutivos sdo os vértices de
um novo quadrilatero. Demonstre que os angulos opos-
tos déste segundo quadrildtero sdo suplementares.
R : Para que, como se diz no enunciado, se forme um
novo quadrilatero, & necessario que o primitivo quadri-
latero  convexo nd&o seja nem um quadradro nem um
losango.  Consideremos  entdo o quadrilatero [ABCD]
convexo nestas condicdes e seja [A'B'C'D'] o novo
quadrilatero. Consideremos 0 angulo interno em A" déste
Gltimo e o angulo interno em C ; esejam a, 8, 7 e S

os angulos internos do quadrilastero  [ABCD] . Do trian-
gulo [ABA'l tira-se A'= 180°- (a+ 6):2 e do trian-
gulo [C DC], G'= 18u°— (f+ S) : 2 e destas duas igual-

dades se conclue que A + C= 360°— (a+ B+ 7+ X):2; ora
sendo a+p+ 7+ S=360° vem A'+ O'=180°, c q. d.
De modo anédlogo se demonstra que U'+B'~-180°.

1933 — Determine o lugar geométrico dos meios
das cordas que passam por um ponto A de uma cir-
cunferéncia de centro C. R : Veja Gazeta de Mate-
tica, n." 2, pag. 5, problema n." 130.

Solucdes dos n.** 1926 a 1933 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia — I.*
— 4 de Agosto de 1944 — Ponto n.° 2.

prova escrita

1934 — Determine os nUmeros inteiros, de mddulo
superior a 4, tais que o seu quadrado seja menor que

a diferenca entre 21 e o seu quéadruplo. R : Os nlme-
ros a determinar tém de satisfazer,  simultaneamente, as
condigbes |x >4 e X°< 21 —4x . A 2" inequagdo

X'+ 4x —21 <0 ou (x —3) (x-i-7) < 0 é satisfeita para
—7< x< 3. Atendendo a \x|> 4 conclue-se que os
Gnicos numeros inteiros que convém sdo —5 e —6 .

1935 — Determine os valores de m e n para o0s
quais a equacdo 6x'—7e@'+m.x'+ 1l4a; + ??=0 admita

GAZETA DE MATEMATICA

as raizes x,= —3 e »,=2/3. R: men sdo solucio
do sistema de equagBes 9m + n= —633 e 4m-)-9n = —76,
resultado da substituicdo wa equacdo dada de x por Xj,
e X,, respectivamente. Resolvendo  obtém-se m = — 73
c n= 24.

1936 — Considere dois planos paralelos que deter-
minam sobre a superficie de uma esfera circunferén-
cias iguais com 8,5118 metros de diametro. Um dia-
metro da esfera com os extremos situados sobre os
planos secantes faz com éstes um angulo a=38° 27",8.
Determine a distancia d entre os dois planos secantes.
R : Considerando uma seccdo meridiana deduz-se
d=28,5118 tg 38°27'48", donde logd=0,93002 +
+ 1,90004= 0,83006 ou d= 6,7617m.

2a&
_6*

1937 — Calcule tg sendo senx =

2tgx2  2ab

1-Mg* xI2  a‘~b*

—(a"™ +Db*) tgx/2 + ab = 0 ou,
x [/ a b \ x

R:  Tem-se donde abtg'x/2—

supondo ab=£0,

tg? —— XT' ~ ) *S177~"1° 0, equagdo cujas raizes
— \o al —

sdo a/b e b/a.
Observ. — Note-se que a funcdo dada pode escre-

ver-se, dividindo ambos os térmos por a ou e°, sob

2 bla 2 alb
e

as formas e o resultado ¢
I + (ba?

imediato.

I+iali)®
entao

1938 — Demonstre que o volume V de um cone
circunscrito a uma esfera é igual ao produto da area
total A do cone multiplicada pelo térco do raio r da

esfera. R : Tem-se V=wR-H3 e A=irR(G+R) =

= TR (VHI+T~+R) designado por 11,G e R as

medidas da altura, geratriz e raio da base do cone.

Duma sec¢do meridiana  deduz-se facilmente

r H-r H ; HR

—= — ou R+ VW + K=*-

* VI +R' R+v/H'+R' ,
R*H = A r/3, cq.p

v, w 1,
Tempots A= itR*"H/r e V=- T a

1939 — Demonstre que em todo o trianguloo angulo
compreendido entre uma altura e uma bissectriz inte-
rior tiradas de um mesmo vértice é igual a semi-dife-
renca dos angulos do triangulo relativos aos outros
dois vértices. R : Seja [ABC] o triangulo, a. o an-
gulo formado peta bissectriz e altura retatit as ao vér-
tice A, por exemplo, e E o ponto de encontro da bis-
sectriz com.o lado BC. Dos triangulos [ABE]| e [AEC]
deduz-se:  A/2+B+90°+a= 180° e A/2+C+90°-*=180»
donde C —B = 2a, cq.p.

Solucdes dos n.°» 1934 a 1939 de Manuel Zaluar.
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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR —MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — ALUKBUA SUPERIOR — I." Exame de frequéncia anulamento  da variavel ndo principal y . A cadeia de
— 25 de Fevereiro de 1944, menores  principais (completada com a unidade)-
1940 — Seja S um sistema de n equagles a n A =—6: A.= | Al=2: A=T: 1 apresenta

incégnitas, em cuja solugdo (Unica) x, é diferente de =1 ol

zero. Troquem-se ordenadamente os coeficientes de X uma Unica variagdo de sinal e os nudmeros caracteris-

com os termos conhecidos. Que relagdes ligam a solu- ticos serdio q=1,p=2, isto & a quadrica resolve-se

cdo de 5 ade S'? R : Sea numa soma de dois quadrados  positivos e um  negativo.

& X, +a? X.,+ ¢ o+ af x,H Ha? x,,=bj (i—1,2, e, n)

o0 sistema S e 1942 — Achar o angulo do plano dos pontos

P(C1,2,3), Q(3,2,1) e P(2,1,3) com a recta
que passa pela origem e pelo meio do segmento  PQ.
R: A equagdo do plano é x+y+z=6 e as da recta

b|X, + af XsH + alx,,H f-arx”al (i=1,2,-
o sistema S' . A solugdo de S é

aj @i« -ai- sd0 x =y =1z [pois ¢é definida pelos pontos (0,0,0) e
(2,2,2)]. o que mostra ser 90° o angulo da recta com
a'a*-esai-' b, an  ea; o plano (eixos coordenados rectangulares).
A TT (h-1.S,.-.,11) plano

. 1943 — Supondo A irracional, por que motivo
com A= laf |. Para o sistema S'temos

1 1
A — =1? R : Porque A *— ¢ fecho comum de duas

A A

1
a;, af +ea” A 1. seccdes, uma de numeros aj *— inferiores a 1, outra

. *  x  eem Jheral i

b, a? secai eeea? ' , 1 )
de ndmeros aj *— superiora a 1.
'
. o . 1944 — Por que construgcdo geométrica se trans-
(para h=2.3,---n) b.ai---ai-"afai+ ---ai forma a figura F dos pontos z na figura F' dos
br-afr' a'ab5+'-.-a; pontos z' — ? R ¢ Obtida a figura dos pontos
7' = z—a por uma translagdo paralela ao eixo dos Xxx ,
al a? eeca} ' b, af’' eceea? passa-se  dum ponto Z' para o homoélogo 7' marcando
(-1)*-» sobre um raio rector OZ', simétrico de OZ" em reta-
a, ai + ealp’ b, af’' ss* a; ¢do a OX , um comprimento inverso de OZ '.
1945 — Desenvolver a igualdade matricial
Ah A 1
- — —_— '
A A, X, a b c H raj 'T7Td 'l
a' b<c> X \y =\ d<

As solves de S' e S estdo pois ligadas pelas relaces
X, - X, ;x, = -x,,/x, (h 1) .

a" b ¢ L:J Lo J

) . abc~ A ["ax +by + cz!
1941 — Determinar os numeros caracterlstlco? .da R a b oo Ix | v 1=1 & x+ b v+ oz I
quéadrica u’+3v- —2x'— 2UV-2UX+2Uy+2VX+2iy+iXy. a"b e LzJ La"x+b"y+c"zJ
R : Por ser nufo o «eu discriminante, a quédrica e
! n 1 a x+bh y+c z=d
''x+ b y+c z=d'
degenerescente. Tomando A .,= —1 = -6 e portanto @ x+bly+c z=d
o1 a" x+ b"y+ct Z=d"
para  determinante principal, 0S seus numeros caracte- 1946 — Como se héa-de formar o quadrado de um

risticos serdo os da quadrica em que ela se converte pelo determinante para que fique com a matriz simo-
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trica ? Justifiqgue a resposta. R : Deve fazerse a
multiplicagdo por filas do mesmo nome. Com efeito,
c,k=S ‘i.ti= 2 c“k'i.= ki (P Unhas) ;
« C,, = 2| If - S vt oc°kh (P ettt -
i=

1947— Defina determinante hemi-simétrico e enun-
cie algumas das suas propriedades. R : Um
nante diz-sc  hemi-simétrico quando

determi-
af =e—ai,aj= 0.

1948 Que relacdes ligam os complementos algé-
bricos de duas filas paralelas em determinante nulo ?

e qual a origem de tais relagées ? R : Sdo propor-
cionais, como resulta da igualdade
Al A? A A? Al Az
. =0; -05- =0
Ai  Af Aj Af Al Al
cujos  primeiros membros  sd&o menores de 2." ordem do
eadjunto de \ (suposto nulo).

1949 — Que sdo quadricas equivalentes? e por que

tém igual caracteristica? R: Sdo aquelas que se con-
vertem uma na outra por uma transformacédo linear.  Tém
igual  caracteristica porque, se for A, o determinante
principal duma, terd de haver no discriminante da outra
um menor nao nulo de ordem u.e atendendo a que os
papéis das duas sdo permutaveis.

1950 —Que é equacdo normal de uma recta? e que
significam os coeficientes de tal equagdo ? R: E a

equacdo X cos a t-y sen a=p, onde peu comprimento
e a o0 angulo com O X do segmento da perpendicular
baixada da origem para a recta.

1951—E a recta x"A —ylB—zIC
gonal ao plano Ax+By
eixos rectangulares.

sempre orto-
+ Cz+D=0? R: S6 em

1952 — Escrever a equacdo do plano definido pelo

| X+y+2=0
ponto M (1,1,1) e pelarecta r =1 .
[ x—Yy+z=0

R : x2y + 7=0.

Solugdes dos n.' 1940 a 1952 de F. Rolddo Dias Afiudo
(aluno do B. ano da F. C. L.)

I.S. C. E. F.— l» cadeira— |.° Exame de frequéncia
ordinario, Prova p atica, 3-2-944.

1Q53 — Dados X =a+ bi e A'=a—bi, calcular:

_ - X" X - X"+ X»

X"+ X, X» X", — +— > X" —X" e -3T

X" X" X--X-

(n inteiro e positivo)
e mostrar que as trés primeiras expressdes sdo reais
e as duas Uultimas imaginarios puros. R : Seja
X"=A +Bi e X"=A—Bi onde, como se sabe
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A=a"-(£) a"-'b*+Q) a»-'b'-

T ()

entédo :

(3>t

X"+ X"-A+Bi+A- Bi= 2A

X» + X"= (A + Bi) (A-Bi) = A"+ B*
X» X" 2(A*-B")
o j _ f E .
X X A Bi A"+ B

»

A + Bi A --Bi

AH-Bi

X»-x" - A+ Bi-(A- Bi)- 2Bi
x- +X. _ 2A A
v .xw 2Bi- B

1954 — Resolver o sistema :
iz+ (I+ i) w=3-M z— Xty
{ (L+1i)z— (6+ 1)0O>=4 ta=u + iv
R : Substituindo e simplificando
r —y+u—v+i (x-t-u+v)=3+i

1 X+y—6u—v+i(Xx—y—u-rév)=4

que, por definicdo  de igualdade para nameros complexos,
sc desdobra em :
-y+u—v=3
X+u-tv=1
X+ y— 6u —v=»4
X -V—u-t-6v=0
que resolvido, fornece
37 13 8_14.
z"= 1
15 15 15 15"

1955 — Estudar o sistema :

u=x+ysen a+zsen 3
D =oc sen aty-i zsen -j
ew=x sen 3+2/sen 7 +z
onde 1, p e 1 sdo os angulos interiores dum trian-
gulo rectangulo. Podem exprimir-se x, y e z em fun-
¢oes lineares de u, v e w? Justificar a resposta.
R: Pode tomar-se a=ir2 e y=ir2—3, donde, sena=I
e sen-y= cos (3 e entdo o sistema pode escrever-se
X+y+zsen 3—u = 0
X+y+zcos 3—v—0
X sen 3+ y cos 3+ z—w = 0
cuja matriz €
1 1
1 1

sen 3
cos 3
sen 3 cos 3 1
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determinante -1
0
0

onde o

indeterminado.
linearmente em u, ve w
de zero o determinante

mostra que o sistema é triplamente
X, y e z podem exprimir-se
se for diferente
1 1sen p

1 1 cos 3

sen 3cos 3 1

0 que se verifica se p
for  isosceles.

ir/4, isto e',se o triangulo  ndo

Solugdes dos n.” 1953 a 1955 de J. Rém? T. Freire.

1 S. C.E.F.—1." cadeira— |.° Exame de frequéncia
ordinério. Prova teérica, 4-2-944.

1956 — A operacdo de divisdo ; seu estudo através
dos varios campos numéricos; suas relagées com o
conceito de campo. 4E o conjunto

-oeel/2",..., 1/2,0,1,2,.-,2»,...

um campo ? £E um dominio inteiro ? Justifique as
respostas.

1957 — Conceito de monotonicidade ; sua impor-
tancia na teoria dos numeros reais e na das fungdes.

1958 — A funcdo y= sen i/x é invertivel no inter-
valo (—w/4,7r4)? e no intervalo (ir/4,ir/2)? Justi-
fique as respostas.

1959 Seja no plano Oxy uma circunferéncia de
centro na origem e raio 1 e oconjunto (£) dos nime-
ros complexos r-tis com res racionais e tais que o0s
seus afixos estdo dentro dessa circunferéncia. Deter-
minar os pontos de acumulagdo do conjunto (Z£).

I.S. C. E. F. — ALGEBRA SUPERIOR — I|." Prova extraor-
dinaria, 15-2-944 — Exame préatico.
1960 — Provar, a partir da formula de Moivre ge-
neralizada, que o produto das n determina¢desde V a.

CALCULO

F. C. P. CALCULO -
— Ponto n.° 1.

' Exame de frequéncia—1943-44

1963 — Calcular 1=1J XcosPxdx.

R: 1=Jx(eos2x-|-1)/2- dx = x/4- sen2x-|-1/8 *cos 2x +

+ x'/4+ C.
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(a real ou complexo) éigual a —« ou a +* conforme n &
par ou impar. R : Seja = p(cos O+ isen 0). Portanto:
. 0+2kiv
='Vj (cos + i se
(k=0
0 produto P das n determinacfes

n—
com 3= 2

0 + 2kiv>
n
n-1)

e: P=f(cos 3--i sen 3
(8+2kw)/n«"©+(n—I)ir. Atendendo a que

cos [0+ (n—1) w]=(—1)"" cose e sen [0+ (n—1)ir] =
(-1)""sen 0, tem-se : P=(—I)"" *a, como se pre-

tendia.
1961 — Determinar o complexo z=>x+iy de modo
1t«z
tal que —1+ i. R : Efectuando as  operagOes
\+iz
indicadas  tem-se: x—2y —i (1+y) =0 ou x—2y =0 e
I-|-y=0, donde x=—2 ey= -1 e portanto, z=—2—i.

1962 — Resolver o sistemar

Sx—2y +4z+ M=2
- X¥3z o+ 2u=2
5x-2y-2z-3u- 2
—ix +2y—Z+ «=0.

1 Qual é o nitmero méaximo de valores nulos que pode
aparecer numa solucéo? Justifique a resposta.

R : A 2 equacdo obtem-se somando ordenadamente a
1." com a 4.", e a 3." obtem-se multiplicando a 1." equa-

¢do por — 1 ,a 4" por —2 esomando. O sistema  pro-
3x-2y + 4z-ru=2

posto é pois equivalente a 4x + 2y U= 0

I 3—2 1

que Aj=1 7 a I= —270 que resolvido dara

1 x= 2u+ 3z-2 ~ )

| y=.(132+ 7u-8)/2. Nédo se trata dum sistema

homogéneo o0 que exclui a possibilidade de figurarem

4 valores nulos numa solugdo. Como o sistema € dupla-

mente indeterminado e atendendo
estdo expressos em funcdes
u e z, s6 poderdo aparecer

a que vem X nem y
lineares e homogéneas de
dois valores  nulos.

Solugdes dos n.°" 1960 a 1962 de Orlando Morbey Rodrigues.

INFINITESIMAL

- b*z b*a 0'z
1964 — Dada a equagdo 4 2 H =
ou’ bu of  bu?
mudar as varidveis independentes sendo w= (y—e") /2,
0z D'z b" z 0z
v=e* R: — + e + e~ . =0.
ox™ 0x 0y by™  0x

1965 — Determinar os maximose minimos de z defi-
nida pela equagdo 2z'+ (y-1)*+2 (x-1)*-2=0. R:
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Temos x=1,y=1,»—+1 er—+1/2, s=0, t—+ 1/4.
Para (1,1,1) vem s*—rt<0 e t<0 — maximo e
epara (1,1,-1) vem s —rt<0 e t>0 — minimo.

dx . 1
1966 — Calcular R =
4x*-5 4175

4+1/5
fog ="

4-1/5
1967 — Determinar o verdadeiro valor do
y=x'logx para x=0. R: ™Jy-0.

0

a

1968 —cCalcular 1= /[ « *

R: 1=1/2  ar seng*. .
Nota — O aluno deve resolver pelo menos 2 exerci-

cios, um dos quais do grupo I.

F, C.P.—CALCULO—1.° Exame de frequéncia—1943-44
— Ponto n.° 2.

r 4x' + 2x'—x+lI
1969 — Calcular 1= [/ — —
J ox(2x*+1) (2x-1)
2x4-1 2

+ +
2x* + | 2x-1

4x°+2x°-x + 1 —1

x (2x*+ 1) (2x-1) X
1=-1 + oo ttrg (e + A= tgy/2x +

0gXx J 9( ) j/éarc gylex

+log(2x-I)+C=logig-"-")"+"+
X

+ Marctgv/2x + C.

d?y dy

1970 — Dada a equacdo X' I-x ~—4 =0,
dx' dx

mudar de varidveis, sendo y =2z + 3t e x=ef, em

que t é a nova variavel dependente.

/ dz \ d*fy ./ d'z dz A
R:— = e"'EZ- +3);— = e-“§2— -2 — -3).
dx dt tdx’ dt
d* z
Substituindo ~ vem : 2 =
dt’
1971—Determinar 0s maximos e minimos de vy
dado pela equacédo y +3y"—(x—2)" (x+1)= 0.
Jy '+ 3y -(x-2)" (x-r-1)=0
1 -2(x-2)(x +1)-(x-2)"=0, dofirfe x=2,y=0;
x=2,y=-3; e x=0,y =1.
Derivando  duas vezes a equacdo dada
- 2(x+1)-4 (x- 2)+ (By+ 6) y'«t (3y'+ 6y) y"=0 .
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Em (2,0) tem-se —6+ 6y'*=0 y'= + 1 ponto duplo
(2,-3) _6 +9y"=0 y">0 minimo
(0,1) 6+9y"=0 y"<0 maximo

I
dx
1972 —Calcular R: 1=irl/3/6.
VIl -3x
1973 — Determinar o verdadeiro valor de
y —V'4x’i-3x+ 1 —2x para x=o00. R: limy = 3/4.
1=08
0
1974 — Calcular 1= cotgxdx.
et

R: 1=1—a-nt/4 —cotg a .

Nota — O aluno deve resolver pelo menos 2 exerci-

cios, um dos quais do grupo |.

Solucgbes dos n."* 1963 a 1974 de J. Rios de Souza.

I.S. C. E. F.— 2." cadeira—I.° Exame de frequéncia
— Fevereiro, 1944,

1975 — Mostrar que o produto infinito

¢ absolutamente convergente, qualquer que seja X.
fc ¢ uma contante que ndo é um numero inteiro
negativo] . R : O termo geral da série a estudar é:
ro/ X\ JL "1 2kx-x*
V-L( "~y oo . A (nTk)~n
da ordem de —

em que T representa 0s termos

(Desenvolceu-se  em série e" e electuaram-se as opera-

cbes). Por comparagdo, com a série de Derichlet, n-~a-

conclui-se que (u,) converge absolutamente, qualquer qu

seja X, 0 mesmo sucedendo ao produto infinito.

1U76 — Calcular o integral

dx o
(« inteiro) .
f VIx(l-x") (2x"-1)"
R: Fazendo x'=1t vird
I—n 1 N f
/
o dt-1

MLV B

“teh-de-x - Y=2 It(i-0
J 1-2°»

Fazendo (qulia) (:2 t-1)A

que é um integral dunta funcéo racional.
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1977 —Estudar aconvergéncia dointegralimpréprio
cos x dx
(1-2 sen x) (sen x)*

<lu
(1- 2u)u

R : Fazendo senx=u, tem-se : 1= 7

BOLETIM
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integral impréprio de Cauchy nos pontos u=20

(com a<l) e u=I/2. Por ser:

lim (,-1/2)" ¢#——~"~ —e= — =f=0 com k=1,
(I-2u)u'-- 2'

o integral diverge.

Solugdes dos n.** 1975 a 1977 de O. Morbey Rodrigues.
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Nesta seccdo, além de extractos de cnticas aparecidas em resistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicagdes de matematica de que os Autores ou Editoresenviarem dois exemplares & Redacgéo

43—KENDALL, M.G.— The Advanced Theory
Of Statistics — vol. I, pp. X 11+ 457 — Charles GriHin
and Co., London, 1943. 42 s.

Sera um verdadeiro prazer para qualquer estatistico
matematico possuir um volume tdo bem acabado como
éste. Deve realmente felicitar-se o Sr. Kendall pela
energia e firme preseveranga necessarias a realizacéo
da sua pesada tarefa e insuflar-lheainda a inflexivel
energia que sera necessaria para escrever o segundo
volume. Até a altura em que levou a cabo o seu tra-'
balbo, féz certamente qualquer coisa para manter o
crédito da Inglaterra no campo do ensino da matema-
tica.

No prefacio o autor explica que a intengdo original
era escrever o livro em cooperagdo com outros quatro
distintos estatisticos. Felicitemo-nos entretanto pelo
afortunado facto de que a intervencdo da guerra o
obrigou a realizar o trabalho segundo o seu préprio
plano e sem a ajuda e complicagdes resultantes de tal
colaboracéo.

Nas muitas ocasides em que tenho sido consultado
sobre a possibilidade e conveniéncia de publicar um
trabalho em grande escala sobre estatistica matema-
tica tenho frizado a circunstancia desalentadora de
que os progressos das recentes décadas tém sido tdo
revolucionarios, ndo somente em relagdo aos métodos,
mas também em relacdo aos pontos de vista sob os
quais sdo encarados os problemas estatisticos, que
qualquer exposicdo, contendo material esperado e acei-
tado pelos orientadores de uma geragdo anterior, corre
o risco de em breve ser considerada obsoleta e sem
finalidade. O Sr. Kendall rodeia esta dificuldade habi-
lidosamente sem todavia a resolver completamente.
Assim a primeira vista presta pelo menos respeito for-
mal & velha convencgdo de expdr os métodos estatisticos
subordinando-os aos titulos: medidas de posi¢cdo, medi-
das de dispersao e finalmente, coroando o arco, medidas
de correlacdo. Os Ultimos quatro dos dezasseis capitu-
los déste volume sdo destinados a varios coeficientes de
correlacdo, nédo totalmente, é verdade, no velho estilo

porque os assuntos sdo tratados como uma competéncia
matematica, baseada numa larga familiariedade com
a literatura, muito para além de tudo previamente
tentado, mas, é-se tentado a dizer, também para além
do interésse intrinseco ou utilidade pratica dos méto-
dos discutidos. Porque razdo desejaria hoje qualquer
pessoa calcular uma cor:elacdo ordenada ou um coefi-
ciente de contingéncia? ,

O leitor moderno, por outro lado, gostaria de ver o
Capitulo 10 sobre as distribuigfes exactas em amostras
casuais mais completamente desenvolvido e uma expo-
sicdo mais extensa e variada dos usos da distribuicao
de x°, do que a dada no Capitulo 12. Em ambos os
capitulos, cujos assuntos sdao da maior importancia
para o leitor especializado em estatistica, o estudo é
dificultado por uma introducdo algébrica de comple-
xidade completamente desnecessaria. O tratamento
negligente do x- sugere que o Sr. Kendall nédo é
imune a fraqueza dos autores sobrecarregados de tra-
balho, de desprezar as partes da matéria em que nao
estdo particularmente interessados.

A mesma atitude perfunctéria emerge a paginas 59
numa curta secgdo destinada ao céalculo dos momentos
factoriais por adi¢cdo sucessiva. O autor diz: «O uso
do método na pratica reside no facto de que para
certas méaquinas de calcular a adicdo progressiva é
mais facil de efectuar do que os processos envolvidos
no método do Exemplo 3.1».

Entre estatisticos perfeitamente equipados com a
maquinaria necessaria, isto pode ser um tanto verda-
deiro, embora seja com certeza depreciativo para um
método gne substitui um grande nimero de multipli-
cagdes por igual nimero de adi¢cdes. O trabalho pou-
pado é evidentemente muito importante quando néo
se dispbe de maquina alguma, condi¢cdo em que, mesmo
o mais bem equipado de entre nés, é ocasionalmente
obrigado a trabalhar. O método de abreviar ainda
mais o processo somando a partir das extremidades
para uma origem escolhida ndo é dado de modo que
o leitor, a menos que possua informacdo independente,
ndo esta em posicdo de julgar da valia real do método.
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A apresentacdo da parte puramente matematica é,
falando de modo geral, cuidadosa, embora, comojafoi
sugerido, se usem as vezes demonstragcées complicadas
justamente onde, tendo em vista a utilidade geral do
livro, deviam ser evitadas. Dois pontos de somenos
importancia e um de grande importancia sao talvez
dignos da atengdo do autor com vista as edigdes sub-
sequentes.

Dizer, como a paginas 53, que «O momento de or-
dem 2r em relagdo a média, se existe, é dado por»
uma certa expressdo, ndo é logicamente o mesmo que
dizer que é definido pela expressdo e portanto existe
se esta tem um significado. A forma da afirmacdo de
Kendall sugere,, contrariamente suponho eu as suas
intencdes, que h&d uma outra condi¢cdo necessaria para
a existéncia do momento.

Nos exemplos 3.7 (p.59) e 3.8 (p. 66) os simbolos
u e i apropriados a populagcdo sdo aplicados a estima-
tivas derivadas de uma amostra. E verdade que a
amostra é grande, visto dar as alturas de mais de
8000 homens, e portanto os érros de amostragem casual
serdo diminutos, mas é apesar de tudo uma pena lan-
¢ar o estudante na confusdo, nesta altura do livro,
confundindo uma distingdo que mais tarde requerera
toda a sua atencdo. Os oatros exemplos 3.9—3.11
sdo convenientemente aplicados a distribuicoes.

O Sr. Kendall revela muito interésse pela algebra
um tanto formidavel das fun¢des simétricas usadas em
estatistica mateméatica. Assim as férmulas para trans-
formar os momentos em cumulantes e vice-versa sdo
dadas completas até a décima ordem a péaginas 61-64
e, noutras partes do livro, atribui-se uma boa parte do
espaco a demonstracdes que estabelecem relagdes se-
melhantes. Na minha opinido a introdugdo a todo o
trabalho desta espécie é grandemente facilitada para
a maioria dos estatisticos por uma consideragdo pre-
liminar da natureza das particdes e da notacdo e ter-
minologia apropriadas. Enquanto rio Capitulo 3, sobre
momentos e cumulantes, parece evitar-se cuidadosa-
mente mencionar o que se entende por particdes, o
leitor no Cap. 11, no qual se desenvolvem métodos de
analise mais compreensivos, é confrontado sem aviso
ou preparacdo com as noc¢les de (a) partigcdes (6) par-
ticbes de nimeros multipartidos (c) separacfes de par-
ticbes, como idéias essenciais a cada uma das dificeis
etapas do raciocinio. O facto é que alguns estatisticos
pensam em particdes e em termos da notagcdo corres-
pondente enquanto outros ndo procedem assim. Estes
ndo serdo auxiliados mas apenas intrigados pela ma-
neira como se introduzem aqui as idéias.

Cada capitulo é seguido por uma série de exercicios
alguns dos quais excepcionalmente bons. Certos exem-
plos no texto sdo igualmente dificeis para o leitor
ancioso de compreender a solugdo. Assim no exem-
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plo 7.2 emprega-se o0 raciocinio seguinte para de-
monstrar a férmula recorrente que da muito elegan-
temente as séries de sub-factoriais desenvolvida por
Euler no problema do jogo do Rencontre: «Suponha-
mos que u, € o nimero de maneiras em que todas as
letras vao mal. Consideremos duas letras quaisquer.
Se cada uma destas ocupar o envelope da outra o
nimero de maneiras em que as restantes n—2 letras
podem ir mal 6 it,,_, ; e ha n—I maneiras segundo as
quais duas letras podem ser trocadas. Mas se uma
letra ocupa o lugar de uma outra e nédo vice-versa, 0
que pode acontecer de R—1 maneiras, ha M,,_t manei-
ras segundo as quais as outras podem ir mal». N&do
tenho feito a experiéncia em larga escala, mas julgo
gque muito poucos mateméaticos, ndo familiarizados
com éste tipo particular de raciocinio, seriam capazes
de ver, a partir desta forma de expo6r, donde vém na

(n—1).

(de R. A.Fisher em iNatures.vol. CLI, 1945
—Trad, de F. A. C. Aradjo)

realidade os dois factores

44 —MATHER, DR.K.— SlalisHcal Analysis in
Biology — Methuen and Co., London, 1943.

O livro do Dr. Mather abre com a afirmacgéo, digna
de notar-se, que «a estatistica é a mateméatica da
experimentacdo». Ora, de facto,a estatistica teve a sua
origem no dominio da demografiae da economia, onde
a experimentacdo é dificil, perigosa, e raramente cien-
tifica ; e entre os dominios em que a sua aplicagédo
logrou éxito encontra-se a astronomia onde a experi-
mentacdo € completamente impossivel. Talvez seja
esta a razdo por que o Dr. Mather esquece completa-
mente as tdbuas da mortalidade, e estas ndo sdo s6
fundamentais para a biologia humana mas estéo
também tomando uma importadncia crescente na hio-
logia animal. Nao ha ali qualquer sugestdo para o
tratamento da estatistica da fertilidade, como é feito
na obra de Salisbury «A capacidade reprodutiva das
plantas». Todavia, qualquer teoria da evolucdo deve
basear-se em dados como éstes.

Na sua andlise mateméatica, «O conceito fundamen-
tal de estatistica» — afirma o Dr. Mather — «é o de
populacdo hipotética infinitamente grande, da qual
constitui uma amostra o conjunto dos dados observa-
dos». Decerto que a estatistica tedérica deve cons-
truir-se sobre éste conceito. Mas também o pode ser
sobre o de variavel casual ou o de probabilidade de
acordo com axiomas como os de Jeffreys. Muitos escri-
tores, consideram uma, ou ambas, destas Gltimas apro-
ximacdes logicamente sdlidas, quanto mais ndo seja
por néo necessitarem do conceito de verosimilhanga,
que nédo é derivavel do de populagédo infinita.

O campo abrangido pelo Dr. Mather, é o, j4 em
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grande parte, considerado pelo Prof. R. A. Fisher em
«Statistical Methods for Biologists» e «The Design
of Experiments» e o que se deve a Fisher é dbvia e
completamente reconhecido. Comparado com éstes
livros o do Ur. Mather dd um apanhado mais completo
de alguns métodos aritméticos. A sua discussdo das
interrelacdes da varidvel normal, X' >distribuicdo de
Student, e a de z, é esclarecedora, bem como a sua
detalhada particdo dos graus de liberdade.

Mas, como se poderia talvez esperar dos primeiros
paragrafos, os métodos seguidos pelo Autor sdo,algu-
mas vezes, logicamente incorrectos. Assim, depois de
calcular para f} o valor 1,17 duma tabela de contin-
géncia 2x2, a pags. 193, acrescenta que tal mostra
«ndo existir interacgcdo entre as classificagdes, isto é,
que o tipo de dgua ndao afecta a germinacdo». Ora
tal ndo prova nada disto. O que simplesmente mostra
é que se a 4gua lodosa provoca melhor germinacdo, ou
inversamente, um ensaio com uma centena de semen-
tes & inadequado para comprovar o facto. E, porém,
inteiramente possivel que um ensaio com alguns milha-
res de sementes mostrasse 15°/, mais de germinacéo
com agua lodosa do que com agua das chuvas. Talvez
que se o Autor estivesse acostumado a pensar em
termos de probabilidade de preferéncia aos de popu-
lagdo infinita ndo tivesse cometido éste elementar érro
de interpretagcdo. E muitas vezes tdo importante com-
preender o que a estatistica ndo prova como o que
prova.

No todo, o desenvolvimento de Fisher ¢ ndos6 mais
l6gico nos livros indicados do que no do Dr. Mather,
mas é também provavelmente mais inteligivel para
um principiante. No entanto, Mather esclareceu um
grande nimero de pontos que Fisher tratava bastante
rapidamente, quando os tratava.

O livro ideal sobre métodos estatisticos para os
biélogos ainda ndo foi escrito e talvez nunca o seja.
Mas vale a pena especular sébre o seu conteldo.
Incluiria a prova mateméatica de todos os métodos
usados. E perfeitamente verdade que a maioria dos
estudantes de biologia deseja possuir métodos esta-
tisticos para os utilizar como faz com os microsco-
pios. Mas os que possuem espirito cientifico em mais
larga escala insistirdo, certamente, na compreenséo
da aberracdo croméatica, por um lado, e na das distri-
buicdes de frequéncia assimétricas, por outro. Na
realidade, a matematica necessaria poude ser con-
densada num espago mais reduzido do que poderiamos
supor.

Em segundo lugar trataria da histéria da biome-
tria que tem algumas relacdes com a sua presente
situagdo. Ha quarenta anos um espectador da contro-
vérsia entre Bat«son e Pearson poderia ter dito :
«Eu nao sei quem tem razdo, mas o que é certo é que
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ambos ndo a podem ter». Narealidade, ambos tinham,
em grande parte, razdo. Hoje os pontos de vista de
certos estatisticos parecem ser completamente irrecon-
cilidveis. Uma retrospectiva histérica mostra que
todos podem ter interésse. Assim, Neymann e Pear-
son, Fisher e Jeffreys, usam diferentes critérios de
significancia, cada um defendendo o seu préprio ponto
de vista com consideravel forca. Tém principalmente
tratado de problemas que dizem respeito a produtos
industriais, organismos vivos e tremores de terra, e
cada um escolheu o melhor método no seu campo ;
éstes métodos, porém, podem ter algum valor fora
daqueles campos.

Em 3.° lugar, trataria de todas as importantes apli-
cacOes da estatistica & biologia. Um rdpido apanhado
mostraria como a estatistica tem sido aplicada por
forma desigual. Assim, por dbvias razdes de economia,
a preparacdo das tadbuas de vida baseia-se numa
técnica muito complexa e meticulosa enquanto que a
das curvas de crescimento estd numa fase embrionéria.

O livro que analisamos ndo satisfaz a nenhuma
destas condi¢cfes nem se vé manifesta tal pretenséo.
Sdo dadas as' formulas das principais distribuicdes
teéricas de maneira alguma mais compreensivas pelo
facto de conterem factoriais de fracgdes, cujo signifi-
cado em parte alguma é explicado; e a afirmacdo a
pags. 35 de que «o0s momentos de ordem maior do
que 2 ndo sao frequentemente utilizados» ainda que
verdadeira, sugere apenas que a biometria estd numa
fase um tanto decadente. A suposi¢cdo de que qual-
quer distribuicdo pode ser tratada como normal con-
duziu, recentemente, a sérios érros, em especial na
comparagdo das taxas de mutacdo e na descoberta do
ligamento.

O Dr. Mather procura estar a par das mais recentes
idéias. O coeficiente de correlacdo — afirma éle —
ocupou um lugar muito importante em estatistica mas
0 seu emprégo estd em gradual declinio, visto o método
de regressdo conduzir sempre a uma solucdo ou igual-
mente boa ou frequentemente melhor. Ndo ha duavida
que em casos individuais os coeficientes de regres-
sdo nos dizem um pouco mais do que os coeficientes
de correlagdo, mas ndo nos permitem comparar as
relagdes das diferentes varidveis casuais ; por exem-
plo ndo nos permitem decidir qual dos casos é melhor,
Be predizer o péso do cérebro a partir do péso do
corpo, se a partir do perimetro craniano. Também séo
essenciais ao estudo da hereditariedade, ndo s6 de
acordo com os métodos de Pearson, mas também com
os de Sewall Wright, que sdo inteiramente aplicaveis
aos casos mendelianos. Quanto mais extensa for a
generalizacdo mais marcada é a superioridade da cor-
relacdo em relacdo a regressdo. Estas opinides podem
expliear-se pelo limitado campo de que o Dr. Mather
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tira os exemplos. Encontra-se por exemplo forte varia-
¢do assimétrica nas distribui¢des de pésos, tolerancia
as drogas, esperanca de vida, e fertilidades, mas estas
ndo sdo consideradas.

Feitos todos estes reparos, o livro — podemos afir-
méa-lo — serd de valor para grande nimero de bidlo-
gos. As tabelas do fim sdo muito sucintas e suficien-
tes em muitos casos. O tratamento é muitas vezes
mais detalhado do que em outro livro semelhante. Ha
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finalmente uma grande probabilidade de que um in-
vestigador encontre aqui, e em mais nenhuma outra
parte, uma pormenorizada descrigdo do método apro-
priado ao respectivo problema particular. Mas jus-
tamente porque «Statistical Analysis in Biology»
preenche uma lacuna é essencial apontar as suas limi-
tacdes reais.

(De J.B. S. Haldane em «Nature», Vol. CLI.
n.° 5341 - 1945, Junho 2-Trad, de M. Zaluar)
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mentar. Em todo o caso é conveniente, para o seguir com proveito, que o leitor tenha um certo treino na arte

' de tirar conclusdes.
O estudante do liceu encontrard, neste livro, um material substancial para forjar uma prepara¢cdo adequada para
prosseguir estudos considerados, actualmente, como superiores.

O estudante de Filosof ia encontrarda numerosas oportunidades para reflectir sobre estrutura das teorias dedutivas
O professor do Matematica encontrara numerosas sugestdes didaticas e metodoldgicas utilizdveis na préatica
profissional.

O estudioso, em geral, encontrard neste livro uma iniciacdo elementar ao estudo do pensamento matemaético
moderno.

O texto € ilustrado com cérca de 380 exercicios de caracter essencialmente formativo. Os autores tomam uma
atitude nitidamente hostil contra as habilidades técnicas e & aplicagdo rotineira de formulas, que esterilizam
0 pensamento e estiolam a imaginacéo.

Nédo se trata dum repetidor rotineiro dos métodos de calculo estuda'dos no 1.° ano do liceu, mas dum livro
redigido de forma a despertar e por em jogo, sem as subestimar, as faculdades de inteligéncia dum estudante
normal do 7.° ano dos liceus.
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EDICAO ESCOLAR destinada exclusivamente ao mercado portugués (Cartonada) 30$00
EDICAO ESPECIAL (Encadernada em Percalina, papel inglés, com uma capa a cores de Ber-
nardo Marques) 80$00
o

Todos os assinantes da «Gazeta de Matematica» que se inscreverem como compradores, por intermédio da
_Redacgdo da revista, receberdo, a cobranca, a EDICAO ESCOLAR pelo preco de 27$00.
A EDICAO ESPECIAL s6 serd enviada mediante um pedido especial feito & «Gazeta de Mateméatica».
(Os assinantes da Gazeta tém também direito a um desconto de 10°/,nesta edigéo).
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GAZETA DE MATEMATICA

NUmero extraordinario dedicado as

MATEMATICAS ELEMENTARES e EXAMES DE APTIDAO

Foi publicado, em Margo de 1944, o n.° 22 da «Gazeta de Matematica», nimero extraordinario dedicado as Mate-

maticas Elementares e Exames de Aptiddo e inteiramente independente dos outros nimeros.

Os assinantes da «Gazeta de Matematica» poderdo beneficiar durante o ano de 194; duma redugdo de prego neste
, ndmero extraordinario (8%00 em vez de i0$00).

A OS ASSINANTES
CONDICOES DE ASSINATURA E DE AQUISICAO DE NUMEROS AVULSO

Preco de capa por cada nimero 6750
Preco de assinatura anual dos quatro nimeros 23 a 26 20100
Preco de capa do nimero extraordinario (Matematicas Elementares e Exames de Aptid&o) 10S00
A aquisicdo déste numero pelos assinantes é feita a Esc 8%00

NUMEROS ATRAZADOS

0 pequeno nimero de colecgdes completas, ainda existente, destina-se exclusivamente as Bibliotecas de Escolas e dal-
guns Estabelecimentos Oficiais sendo a sua aquisigéo feita ao preco de Esc. 250100 (coleccdo dos 22 primeiros nime-
ros). Ao publico serdo vendidos avulso os nimeros ainda nao esgotados (3, 7, 11 a ai\ ao preco de Esc.6JS50 cada.

ASSINE A «GAZETA DE MATEMATICA>»

concorrerda, assim, para o futuro melhoramento duma revista que n&do constitui,

de modo algum, um empreendimento comercial

LEIA UM LIVRO MODERNO PARA O ENSINO LICEAL

ARITMETICA RACIONAL
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INDICAGOES PORMENORIZADAS NA PAG NA INTERIOR DA CAPA



