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O LUGAR DO AUTODIDATISMO NA MATEMATICA

CONTEMPORANEA

PauLo SARAIVA
Universidade
de Coimbra

Que novas possibilidades e que limitagdes se apresentam ao matema-

tico autodidata dos nossos tempos?

uma era marcada pela crescente especializacdo da

matemdtica, com dreas que exigem anos de estudo
formal e dominio técnico, serd que ainda resta algum es-
paco para o autodidatismo?

Historicamente, figuras como Henry Dudeney e Sri-
nivasa Ramanujan demonstraram que a curiosidade e
a autodisciplina podem levar a contribui¢des notaveis.
Dudeney, sem formagédo universitdria, tornou-se um dos
maiores nomes da matematica recreativa, criando quebra-
-cabegas que até hoje desafiam e encantam. Ramanujan,
por sua vez, desenvolveu férmulas profundas em teoria
dos nimeros com base em livros rudimentares, antes de o
seu trabalho ser reconhecido por G. H. Hardy e este o ter
levado para o Trinity College, Cambridge.

Hoje, o cendrio é diferente. A matematica avangada
tornou-se altamente técnica e fragmentada, com dareas
como geometria algébrica, topologia diferencial e teoria
dos ndmeros exigindo anos de formacao estruturada. A
linguagem formal, o rigor 16gico e o acesso a redes acadé-
micas sdo barreiras reais e decisivas para quem procura
contribuir de forma independente. Ainda assim, talvez o
autodidatismo apenas tenha mudado de papel.

Em primeiro lugar, a matemética recreativa permane-
ce um campo fértil para os autodidatas. Quebra-cabecas,
l6gica, jogos e visualizagdes matemdticas sdo dreas aces-
siveis e com grande potencial de impacto, especialmente
na educagéo e na divulgacao cientifica. Com a devida res-
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salva de uma necesséria chancela cientifica, as platafor-
mas digitais permitem que entusiastas partilhem ideias e
alcancem ptblicos amplos.

Além disso, o acesso a recursos de alta qualidade
nunca foi tdo amplo. Cursos gratuitos de universidades
de prestigio, bibliotecas digitais e féruns especializados
(como Stack Exchange e MathOverflow) permitem que, hoje
em dia, os autodidatas progridam em dreas antes restritas
ao ambiente académico. Com disciplina e sentido critico,
é possivel alcangar consideréveis niveis de compreensao,
especialmente em campos aplicados como a estatistica, a
ciéncia de dados e a criptografia.

Outro papel relevante do autodidata moderno pode
ser o de colaborador informal. Mesmo sem formacao
avangada, e desde que assumindo uma atitude de aber-
tura ao didlogo e a critica construtiva, é possivel propor
ideias, conjeturas ou abordagens alternativas e colaborar
com matemdticos profissionais para as formalizar.

No entanto, é importante reconhecer os limites desta
via. A matemdtica contemporanea exige validagdo pelos
pares, dominio de linguagem técnica e insercao em redes
de investigacdo. Contribui¢Ges significativas em areas de
fronteira sdo raras sem formagdo académica formal. O au-
todidata que, honestamente, procure avangar de maneira
independente precisa de estar ciente das suas limitages,
dos obstaculos que enfrenta e de estar disposto a procu-
rar apoio institucional quando necessdrio.



Estas reflexdes foram inspiradas no tema de capa da
presente edicdo da Gazeta, assinado por Rui Duarte e An-
ténio Guedes de Oliveira, bem como no texto de Hélder
Pinto na secgdo Recreio, motivados pelo contributo de
Dudeney a propésito de um problema por ele proposto,
cuja solugdo foi recentemente encontrada, 120 anos apds
a sua formulacgéo.

Igualmente em destaque estd o artigo da sec¢do Apa-
nhados na Rede, na qual José Carlos Santos regressa ao

problema matemadtico que terd levado a publicacdo do
maior nimero de demonstracdes erradas — o Ultimo Teo-
rema de Fermat — a propésito da curiosa vida de Paul
Wolfskehl e do prémio por este criado para quem conse-
guisse prova-lo.

Esperamos que os destaques aqui feitos lhe estimu-
lem a curiosidade de ler tanto estes como os restantes tex-
tos da Gazeta de Matemitica n.° 206.

LOJA
spm
1

Consulte o catalogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt
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VOLTANDO A DUDENEY: A RECREACAO
MATEMATICA COMO MOTOR PARA NOVOS

AVANCOS MATEMATICOS

HELDER PINTO
Instituto Piaget,
Insight e CIDMA-UA
helder.pinto@ipiaget.pt

Um problema de Henry Dudeney que tem dado que pensar aos mate-
maticos: Qual é o niumero minimo de pegas necessarias para cortar um

triangulo equildtero e reorganiza-las num quadrado?

MISTERIO MATEMATICO DO PROBLEMA DE
DUDENEY FOI FINALMENTE DECIFRADO
APOS 120 ANOS

“Em 1907, o matemdtico britdnico Henry Ernest Du-
deney propds um quebra-cabegas agora famoso: Qual é
o niimero minimo de pecas necessdrias para cortar um
tridngulo equildtero e reorganizd-las num quadrado
perfeito? [nota do autor: ndo sdo todos os quadrados
perfeitos? O que é um quadrado imperfeito? Nada como
adjetivar para refor¢ar que o quadrado terd mesmo de
ser quadrado...] A solugdo do proprio Dudeney, revelada
poucas semanas depois, exigia quatro pegas. No entanto,
apesar da elegdncia do seu método, os matemdticos deba-
teram durante mais de um século sobre se poderia existir
uma solugdo com menos pegas. (...) A investigagio pro-
va de uma vez por todas que a solugdo de quatro pegas
de Dudeney é 6tima. Utilizando uma nova abordagem
matemdtica chamada diagramas de correspondéncia, a
equipa excluiu sistematicamente a possibilidade de uma
dissecgdo de duas ou trés pecas e demonstrou que ne-
nhum arranjo de trés ou menos pegas poderia transfor-
mar com sucesso um tridngulo equildtero num quadra-
do sem inverter as pecas — uma restrigdo importante na
solugdo original de Dudeney.” [1]

Por vezes, existem problemas que parecem muito sim-
ples na sua formulagdo, mas que conduzem a desenvol-

vimentos matemdticos que vdo muito além do problema
original. Quem nao se lembra, por exemplo, do célebre Ul-
timo Teorema de Fermat (1637), cuja demonstracdo durou
vérios séculos, sendo apenas resolvida no final do século
XX, envolvendo conceitos matemadticos que eram comple-
tamente desconhecidos no tempo da sua formulagdo? Um
outro exemplo é a Teoria de Grafos, que nasce dum proble-
ma recreativo colocado (e resolvido) por Euler em 1736; o
mesmo aconteceu até com a propria Estatistica, que nasce,
em parte, com o estudo dos jogos de azar.

Na noticia reproduzida acima temos um destes casos,
onde um problema de muito simples formulagdo tem con-
duzido a vdrias investiga¢des, ndo no sentido de encontrar
uma solugéo (pois o préprio Dudeney indicou uma solu-
¢do correta), mas no sentido de determinar se ndo existe
uma solugdo melhor, envolvendo a parti¢do do tridangulo
equildtero em menos pegas. Como é bem conhecido, pro-
blemas de otimiza¢do nem sempre sdo faceis de atacar...
Veja-se o exemplo do famoso Teorema das 4 cores (onde se
mostra que é possivel pintar um mapa plano com apenas
quatro cores, de tal modo que nenhuns dois paises vizi-
nhos tenham a mesma cor), cuja demonstragdo também
se mostrou muito dificil de completar (apenas em 1976,
usando vérias horas de trabalho computacional).

Agora que sabe que a solugdo 6tima envolve quatro
pecas, consegue o leitor resolver o problema proposto por
Dudeney?

Aproveitando que estamos a deter-nos sobre este fa-
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moso autor, vejamos mais alguns problemas do seu céle- modo que cada uma delas contenha exatamente um
bre livro Os Enigmas de Canterbury [2]. Refira-se que todos ledo e um castelo?

os problemas de Dudeney possuem sempre uma histéria &
Por exemplo, o problema anterior do tridngulo equildtero !%c &ﬂi

associada, algumas vezes, bastante elaborada e intrincada.

é apresentado neste livro como um problema envolvendo
um merceeiro e peregrinos ([2], pp. 56-57).

25. 0 ENIGMA DO MERCEEIRO

Fizeram-se muitas tentativas, por muito tempo infrutiferas, para
convencer o Merceeiro que tinha de propor um enigma de qual-
quer tipo. Por fim, numa das paragens dos peregrinos, disse que
lhes apresentaria algo que «lhes iria dar cabo da cabega».

De facto, estava a pregar-lhes uma partida, pois ele ignorava » O Enigma da Abadessa ([2], p. 48): Como particionar a
se existia uma resposta para o enigma que lhes apresentava. i .
Mostrou um pedago de tecido em forma de tridngulo equildtero peca abaixo em quatro partes, de modo que, reorgani-
perfeito, como se vé na ilustragdo, e disse: «Algum de voés é des- zando as pecas, se construa um quadrado?

tro no corte de tecido? Estimo que ndo. Cada homem com o seu
oficio, e o estudioso pode aprender do lacaio, e o sibio do nés-
cio. Mostrem-me, pois, se conseguem, de que maneira se pode
cortar este pedago de tecido em quatro pegas, para que se pos:
sam reunir e formar um quadrado perfeito.»

» A Meia-lua e a Cruz ([2], p. 74): Como particionar a lua
da figura abaixo de modo a construir a cruz da ban-

deira a direita? (Nota: a bandeira é igual nas duas fa-
ces, pelo que as pegas se podem reverter se necessdrio;
como se depreende da figura, a histéria de Dudeney
envolvia cavaleiros na Terra Santa, no tempo das
Neste enigma, Dudeney acrescenta ainda mais um cruzadas.)

parédgrafo a histéria apresentada, onde relata que o mer-
ceeiro “salva-se por pouco de uma sova”, pois ndo sabia
resolver o enigma que propds aos peregrinos... Propor
problemas de matemadtica pode ser perigoso! (Por isso,
Dudeney avisou desde logo os seus leitores que ele sabia
resolver o problema.)

Propomos agora ao leitor alguns outros problemas do
mesmo tipo (versdo simplificada, sem a histdria associada):

» O Enigma do Teceldo ([2], p. 41): Como particionar a

peca quadrada abaixo em quatro partes iguais de
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P Fazer uma Bandeira ([2], p. 147): Dividir o pedago de te-
cido representado a seguir em duas pegas, de modo a
construir uma bandeira quadrada, onde as rosas sejam
colocadas simetricamente. (Nota: ndo é possivel cortar
as rosas, nem usar o tecido do avesso; pode nao pare-
cer pela figura, mas todas as linhas séo retas e o vértice
superior esquerdo e o vértice B sdo retos.)

Deixo ainda uma nota pessoal para o facto de eu nun-
ca ter gostado deste tipo de desafios de transformagéo de
uma imagem noutra, pois tenho sempre muita dificulda-
de em perceber, sequer como fazer, alguma tentativa que
faca sentido. Por exemplo, como particiono a meia-lua de
modo a deixar de ter linhas curvas? De facto, Dudeney
deixa a sugestdo de se comegar por transformar a meia-
-lua num quadrado (cortando-a em quatro pegas), antes
de se avangar para o problema da cruz.

Uma tltima nota para o facto de Dudeney, neste livro,
também apresentar o seu préprio problema de pontes —
0 Enigma do Péroco ([2], pp. 54-55) — muito similar ao de

4

ﬁw
T

Euler:

)
U

rﬁﬁiﬁ
Hea

o
33
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“Observem que na ramificacdo do rio hd uma ilha. So-
bre essa ilha ergue-se a minha pobre casa paroquial, e to-
dos vocés podem ver os arredores da igreja da povoacao.
Vejam bem, também, que s6 existem oito pontes, e ndo
mais, que atravessam o rio na minha paréquia. A caminho
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da igreja, costumo visitar vdrias pessoas do meu rebanho,
e ao fazer isso atravesso todas e cada uma das pontes, uma
e uma s6 vez. Algum de vés consegue encontrar o cami-
nho que desta maneira percorro, de casa para a igreja, sem
sair da paréquia?”

E ainda se deixa um aviso aos potenciais engragadi-
nhos... : “N&o, ndo, meus amigos. Nunca atravesso um rio
num bote, nem a nado, ndo o passo a vau, ndo vou por bai-
xo de terra como a toupeira, nem voo pelo ar como a dguia;
s atravesso as pontes.”

Qual a solugdo deste enigma das pontes?

A MATEMATICA NAS NOTICIAS:

1. O que eu me irrito com filmes que tém viagens no
tempo!

“O paradoxo do avd é posstvel? Matemdtico italiano su-
gere solugdo para hipétese de viagem no tempo. (... ) O pa-
radoxo do avé, que foi popularizado em historias de ficgdo
cientifica no século XX, faz um ensaio sobre um viajante
do tempo que altera eventos do passado que impediriam
a sua propria existéncia. Um exemplo cldssico é o de al-
guém que volta no tempo e impede o casamento de seus
avos, gerando uma contradigdo 16gica: se o viajante ndo
nasceu, como poderia ter voltado no tempo? Gavassino
explica que a solugdo para esse enigma estd nas leis fisi-
cas que regem o comportamento da matéria e da energia.
Assim, o matemdtico explora os chamados CTCs (closed
timelike curves, ou curvas temporais fechadas), um con-
ceito da fisica que admite a possibilidade de trajetérias que
retornam ao ponto de partida no espago-tempo. Segundo
ele, a sequnda lei da termodindmica impede que contradi-
¢oes persistam, exigindo que todas as agdes realiza-
das durante a viagem sejam revertidas. Isso inclui o
apagamento completo de memorias do viajante ao
final do loop.” [3]

Os negritos acima sdo meus; ora aqui estd uma solugdo
que dé cabo de todos os argumentos de filmes que envol-
vem viagens no tempo... Segundo este matematico, todas
as acdes realizadas numa viagem temporal sdo revertidas,
isto é, no regresso ao presente, terfamos tudo exatamente
como estava e nada seria alterado... (Nao adianta voltarmos
atrds no tempo e assassinar Hitler antes da sua subida ao
poder!) E pior, numa viagem de ida e volta ao futuro, nem
os ntimeros futuros do Euromilhdes saberiamos depois da
nossa viagem (se assim for, as viagens no tempo acabam



por ser completamente intiteis e mais vale gastar as nossas
energias para melhorar o nosso presente!). O que se perde
nos enredos cinematograficos ganho eu em ndo me enervar
com as evidentes contradi¢des deste tipo de filmes!

Uma observacdo ainda para o facto de a noticia acima
ter sido escrita por IA e ndo por um jornalista real. De facto,
temos de pensar muito bem, enquanto sociedade, no im-
pacto que a IA estd, e vai continuar, a ter nas nossas vidas e
quais as consequéncias, por exemplo, éticas, que tudo isto
ird ter na nossa sociedade.

2. O dia do Pi para a NASA

“You may already know all about the mathematical cons-
tant pi (11) and how it can be used to calculate things like
the circumference of a circle or the volume of a sphere. But
did you know pi is also used all the time by NASA scien-
tists and engineers to explore other planets? In this chal-
lenge, you can solve some of the same problems NASA
scientists and engineers do using pi!” [4]

Marco é o Més da Matemitica, tendo havido eventos
comemorativos em vérios pontos do mundo (e em Portu-
gal também). No site da NASA, a agéncia norte-americana
para a investigacdo espacial, podem encontrar-se variadis-
simos médulos / projetos matemadticos, muito interessantes,
envolvendo o Pi sempre no contexto das atividades desta
agéncia (estrelas, planetas, 6rbitas, naves, forgas graviticas,
etc.). Um dos mais simples é o seguinte problema (traduzi-
do do original):

A Maratona em Marte. O Mars Exploration Rover Oppor-
tunity estd a conduzir no Planeta Vermelho ha mais de 11
anos — nada mau para uma missdo planeada para durar
apenas trés meses! O Opportunity jd bateu o recorde de dis-
tancia de conducao fora da Terra, que era de 39 quiléme-
tros, e estd a aproximar-se da distdncia de uma maratona:

42,195 quilémetros.

Quando o Opportunity atingir a marca da maratona,
quantas vezes terdo rodado as suas rodas de 25 centime-
tros de didmetro? (Nota nossa: estd a partir-se do princi-
pio, claro, de que ndo houve, em momento algum, derra-
pagem das rodas do pequeno veiculo da NASA.)

3. Promocdes no Dia do Pi

“March 14 is commonly referred to as Pi Day, a day
that aims to celebrate the ratio of the circumference of
a circle (...). While the day is popular in math circles,
it is also a day for those looking to score great deals on
actual pie, pizza pie and other circular treats.” [5]

Pelos vistos, o Dia do Pi estd a deixar a matemadtica
para se tornar mais um dia especial temdtico para certas
empresas, especialmente pizzarias, fazerem promogdes
(Dia do Pai, Dia da Mae, Dia dos Namorados, Halloween,
Black Friday... J4 se torna dificil acompanhar tanto dia para
comprarmos coisasl!...). Serd que esta moda comercial do
Dia do Pi também jé chegou a Portugal (eu, pelo menos,
nédo encontrei nenhuma destas promogdes “circulares”)?

BUY DME LARGE OF MED R 1 TOPPENG PIZZA
AND CET ASECOND PETTA FOR JUST $3.34%

“Kfit oic teals forde il

Em [6] pode ainda
observar-se um curioso
video, usando as bor-
das externas de uma
pizza, dispostas em
linha reta nos diadme-
tros de outras quatro
pizzas, “provando” que
o perimetro é um pou-
co maior do que trés
didametros. E também
se usa muitas vezes as
pizzas para ensinar fra-
¢Oes! Parece que, afinal,
as pizzas e a matemati-
ca tém muito para par-

tilhar entre si.

RECREIO -+ Voltando a Dudeney: a Recreacdao Matematica como Motor para Novos Avancos Matematicos 07



08

SOLUCOES DOS DESAFIOS PROPOSTOS NO NU-
MERO ANTERIOR:
Considerem-se as seguintes duas jornadas.

Jornada 1
LecadoBalio 2 - 4 New Team
Infesta 2 - 3 Padroense
Salgueiros 2 - 0 Coimbroes
Panther Force 3 - 0 Serzedo
Jornada 2
New Team 2 - 4 |Infesta
Padroense 0 - 4 Salgueiros
Coimbrées 0 - 0 Panther Force
Serzedo 10 - 1 Benfica VN Gaia

Se a transitividade fosse vélida, terfamos o seguinte:
Salgueiros > Coimbrdes = Panther Force > Serzedo > Benfica VNG;
Salgueiros > Padroense > Infesta > New Team > Leca do Balio.

Logo, conclui-se que o Salgueiros é melhor do que
todas as outras oito equipas e, portanto, serd o vencedor
do campeonato. As restantes posi¢es ainda ndo podem
ser determinadas, pois, por exemplo, ainda néo é possivel
comparar qualquer uma das equipas de cima com qual-
quer uma das equipas de baixo e vice-versa (exceto o Sal-
gueiros, claro). Isto é, por exemplo, apenas conseguimos
indicar que o Padroense estard entre 0 2.° e 0 6.° lugares, e
ndo mais do que isso, pois este clube ainda pode ser pior,
ou ndo, do que Coimbrdes, Panther Force, Serzedo e Ben-
fica VNG.

Em relacdo a questdo de como podemos comparar
equipas com numero diferente de jogos, a solugdo que
propomos é usar o nimero de pontos perdidos por cada
equipa (pois esses nunca mais podem ser recuperados).

: 4 Vv E D
1 B Apcris 3 11 o1 oo o
2 é Valadares Gaia 30 1 10 1] 1
3 & scAmozelon 24 12 8 0 4
4 @ Serzedo 23 N 7 2 2
5 iy FCPedroso 3 12 7 2 3
6 & Avintes 17 12 5 2 s
7 1 cocandal 5 11 5 0 &
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Deste modo, a tabela anterior ficaria assim ordenada:

Posio  Clbe RO eneer

1 Grijo 0 3

2 Valadares 3 2,73
3 Serzedo 10 2,09
4 Arcozelo 12 2

5 Pedroso 13 1,92
6 Candal 18 1,36
7 Avintes 19 1,42

Poderia pensar-se que a média de pontos por jogo se-
ria uma boa medida para ordenar os clubes, mas néo é
assim. Observem-se os casos do Avintes e do Candal: o
Candal estd em melhor situagdo, pois pode ainda ultra-
passar o Avintes se ganhar o seu jogo em atraso, apesar de
ainda ter pior média de pontos por jogo (ver coluna mais
a direita da tabela acima).

Deixamos a seguir as solugdes dos desafios de Maria-
no Mataix, propostos no tltimo ntimero:

1. O Quebrantahuesos ganhou 2-0 2 Unién Deportiva.

2. O erro estd no I dos golos sofridos pela equipa A, que
devia ser r, cujo valor é 5.

Até ao préximo niimero do nosso Recreio!

[1]n.d., ZAPaeiou, 14 de margo de 2025; https://zap.aeiou.pt/
misterio-matematico-dudeney-decifrado-665568

[2] Dudeney, H. (2008). Os Enigmas de Canterbury. RBA.

[3] nIA Bot (Ferramenta de inteligéncia artificial), Exame, 9
de janeiro de 2025; https://exame.com/tecnologia/o-paradoxo-
do-avo-e-possivel-matematico-italiano-sugere-solucao-para-
teoria-de-viagem-no-tempo

[4] NASA, fevereiro de 2025; https:/[www.jpl.nasa.gov/edu/
resources/project/the-nasa-pi-day-challenge

[5] Gabe Hauari, USA Today, 13 de margo de 2025; hitps://
eu.usatoday.com/story/money/food/2025/03/13/national-pi-
day-2025-deals-freebies/82231034007

[6] https:/[www.facebook.com[reel/355773433000502
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O Prémio Wolfskehl foi criado para quem conseguisse demonstrar o
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altimo teorema de Fermat. Iremos ver a histéria de quem o criou e

porqué.

m 1621, foi publicada a primeira tradugédo para latim

da Aritmética de Diofanto, um matematico que viveu
em Alexandria no séc. III a.C. Um problema que surge
naquele livro é o seguinte: como é que se pode escrever
um quadrado perfeito como soma de dois quadrados per-
feitos? No caso no qual o quadrado é 16, a solucdo que
Diofanto d4 consiste em 16 = (16/5)2 + (12/5)2. Como se
pode ver, Diofanto ndo estava interessado somente em
soluges inteiras.

Cerca de 15 anos apds a publicagdo desta traducao,
Pierre de Fermat escreveu (em latim) na margem do seu
exemplar, ao lado do problema atrds mencionado, que “E
impossivel escrever um cubo como soma de dois cubos,
uma quarta poténcia como soma de duas quartas potén-
cias ou, mais geralmente, uma poténcia de grau superior
a dois como soma de duas poténcias do mesmo grau.”
Acrescentou ainda que dispunha de uma demonstracdo
maravilhosa deste facto e que a margem era demasiado
pequena para a conter.

A fama de Fermat foi crescendo com o passar dos
anos e, em meados do séc. XVIII, este era o tinico enuncia-
do dele que nao estava demonstrado nem refutado. Pas-
sou a ficar conhecido como “dltimo teorema de Fermat”,
embora, como é 6bvio, ndo fosse um teorema, visto que
néo estava demonstrado.

Seréd que Fermat tinha realmente uma demonstragdo?
O mais provdvel é que ele tenha acabado por se aperceber
de que ndo. A favor desta ideia temos o facto de Fermat
ter mencionado a diversos correspondentes, como desa-
fio, o seu teorema nos casos especificos dos expoentes 3

Figura 1. Pierre de Fermat

e 4 (veja-se [5, pp. 13 e 24]), mas nunca o caso geral. Mas
Fermat demonstrou que uma quarta poténcia nunca se
pode escrever como a soma de uma quarta poténcia com
um quadrado perfeito, de onde se deduz que uma quarta
poténcia ndo pode ser escrita como soma de duas quartas
poténcias. Resulta daqui que, para demonstrar o tltimo
teorema de Fermat, basta fazé-lo para expoentes primos.
A partir de meados do séc. XVIII, diversos matematicos
(tais como Euler, Legendre ou Dirichlet) demonstraram
o teorema para varios expoentes. A partir de meados do
séc. XIX, surgem tentativas, por parte de Sophie Germain
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e de Ernst Kummer, de demonstrar o teorema de uma sé
vez para conjuntos de expoentes, e ndo apenas para ex-
poentes isolados. E também houve bastantes tentativas
falhadas de demonstrar o teorema em toda a generalida-
de. E atribuida ao historiador Howard Eves a afirmacéo
segundo a qual “O ultimo teorema de Fermat distingue-
-se particularmente por ser o problema matematico que
levou a publicacdo do maior niimero de demonstragdes
erradas” (veja-se [3, p. 591]).

Falemos agora de Paul Wolfskehl (veja-se [1]). Este
nasceu em 1856 e era o mais novo dos dois filhos de um
banqueiro. Licenciou-se em Medicina em 1880 (o retra-
to que se pode ver aqui foi tirado por esta altura), mas
comegou entdo a revelar sintomas de esclerose miltipla,
o que o levou a mudar de carreira. Estudou Matemdtica
(tendo tido Kummer como professor) até 1883 e tornou-se
professor na Universidade Técnica de Darmstadt a par-
tir de 1887, tendo parado de dar aulas em 1890, ao ficar
totalmente paralisado. Faleceu em 1906 e deixou no seu
testamento 100.000 marcos como prémio a ser atribuido a
quem conseguisse demonstrar o tltimo teorema de Fer-
mat.

Porque é que Paul Wolfskehl criou este prémio? Ele
ndo deixou nenhum documento a explicar a sua deciséo.
O que é certo é que a familia o convenceu a casar-se, por
precisar de apoio continuo, coisa que ele fez em 1903. No
entanto, o casamento correu muito mal e logo em 1905
Paul Wolfskehl alterou o seu testamento, acrescentando-
-lhe o prémio atrds descrito. Conjetura-se que isto foi fei-
to para reduzir o dinheiro que seria herdado pela sua
vitava.

Ha uma hipétese alternativa, que foi divulgada por
Philip J. Davis em [2, cap. 1]. Davis, por sua vez, ouviu-a
do matematico ucraniano Alexander Ostrowski. Segun-
do esta teoria, Paul Wolfskehl teria querido suicidar-se
por causa de uma paixdo ndo correspondida. Tratou en-
tdo de tudo de uma maneira sistematica. Colocou todos
0s seus assuntos em ordem e decidiu o método, o dia e
a hora do suicidio. Naquele que deveria ser o seu tltimo
dia de vida, foi a sua biblioteca e comecou a folhear um
artigo de matemdtica. Aconteceu tratar-se de um traba-
lho de Kummer sobre o tltimo teorema de Fermat e Wol-
fskehl ficou com a impressdo de que havia um erro de
l6gica ali e ficou horas e examind-lo. Quando finalmente
se convenceu de que afinal ndo havia qualquer erro, a
hora prevista para o suicidio jd tinha passado. O resulta-
do deste estudo do tdltimo teorema de Fermat foi um in-
teresse renovado na matematica e a decisdo de continuar

Figura 2. Paul Wolfskehl

a viver. Teria sido esta sequéncia de eventos que o teria
levado a criar o prémio.?

A entidade encarregada de gerir o prémio foi a Acade-
mia de Ciéncias de Géttingen, a qual divulgou as regras
relativas ao prémio em julho de 1908 (podem ser vistas
em [4, §1.7]). O prémio s6 estaria em vigor até 13 de setem-
bro de 2007 e, para ser atribuido, teria de ser publicado
numa revista cientifica e a atribui¢do sé teria lugar dois
anos apos a publicagdo.

O valor do prémio era muito elevado, o que atraiu
um grande nimero de propostas de demonstracdo do
teorema. S6 no primeiro ano apds a criagdo do prémio, a
Academia de Ciéncias de Gotingen recebeu 621 dessas su-
postas solugdes e estima-se que, no total, tenha recebido
mais de 5000. As supostas solu¢des eram (desde que cum-
prissem os critérios fixados para o prémio) enviadas para
o Instituto de Matematica da Universidade de Gottingen,
onde eram examinadas por um assistente. Apds isso, o
autor do texto recebia um comentéario, onde o erro ou os
erros da suposta demonstragdo eram expostos.

Quando o matemadtico brasileiro Paulo Ribenboim
estava a redigir o seu livro [4], escreveu ao doutor Schli-
chting, do instituto atrds referido, a pedir informagdes
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sobre o prémio. Este respondeu-lhe dizendo, entre outras
coisas, que?

“Chegam cerca de trés a quatro cartas com propos-
tas por més que contém muito material divertido
e curioso tal como, por exemplo, uma enviando-
-me a primeira metade da solucgdo e prometendo o
resto caso eu lhe pagasse 1000 marcos adiantados.
Ou outro que me prometeu 10% dos lucros que ele
iria ter das publicagdes e das entrevistas que iria
dar a radio e a televisdo ap6s se ter tornado famo-
so, desde que eu o apoiasse agora; caso contrdrio,
ele ameagava enviar a solu¢do a um departamento
de matemadtica na Rdssia, privando-nos assim da
gléria de o termos descoberto. Por vezes, alguém
surge em Gottingen e faz questdo de ter uma con-
versa pessoal. Quase todas as “solugdes” estado es-
critas num nivel muito elementar (usando nog¢des
de matemdtica do Ensino Secunddrio ou talvez
alguns artigos mal digeridos de Teoria dos Nu-
meros), mas podem, no entanto, ser muito dificeis
de compreender. Socialmente, os autores sdo fre-
quentemente pessoas com formagdo cientifica mas
com uma carreira falhada, que tentam encontrar
sucesso com uma resolucdo do problema de Fer-
mat. Mostrei alguns dos manuscritos a médicos,
os quais diagnosticaram esquizofrenia aguda.”

Em 1993, 0 matemaético britdnico Andrew Wiles anun-
ciou ter demonstrado o dltimo teorema de Fermat. De-
pois disso, foi descoberta uma afirmagdo néo justificada
na demonstragdo, mas o préprio Wiles, com a ajuda de
um antigo aluno, acabou por provar o que faltava e, final-
mente, a demonstragao foi publicada em 1995 (veja-se [6]).
Consequentemente, Wiles recebeu o prémio Wolfskehl
dois anos depois, em 1997, ou seja, dez anos antes de o
prémio deixar de poder ser atribuido.

De facto, pode dizer-se que Andrew Wiles ganhou to-
dos os prémios que é de esperar que um matemadtico pos-
sa ganhar, exceto o mais famoso, que é a medalha Fields.
O motivo pelo qual ndo recebeu este dltimo foi porque,
pelo respetivo regulamento, é preciso ter-se, no maximo,
40 anos de idade a 1 de janeiro do ano no qual a meda-
lha é atribuida. Como Wiles nasceu a 11 de abril de 1953,
s6 poderia, no maximo, receber a medalha na edicédo de
1994. Mas nessa altura o hiato na demonstragio ainda ndo
tinha sido colmatado e, na edi¢do seguinte, que teve lugar
em 1998, Wiles ja ultrapassara o limite de idade.

E quanto ao valor monetério do prémio? Inicialmente
era muito elevado, mas depois, com a hiperinflagdo que
houve na Alemanha no periodo entre as duas guerras
mundiais, o seu valor desceu bastante. Apesar disso, de
todos os prémios monetdrios atribuidos a Andrew Wiles,
houve somente um (curiosamente chamado Prémio Wolf)
de valor mais elevado do que o montante recebido por
ele no ambito do Prémio Wolfskehl (aproximadamente 30
000 libras esterlinas).

Isto encerra a histéria do Prémio Wolfskehl. Poderia
pensar-se que também encerraria a histéria das tentati-
vas de demonstrar o tltimo teorema de Fermat, mas néo
é esse o caso. Continua a haver amadores que propdem
supostas demonstragdes elementares do teorema, talvez
convencidos de que redescobriram a demonstragdo per-
dida de Fermat. Mas é um facto que a demonstracio de
Wiles é muito complexa e é natural que se tente encontrar
uma mais simples. E bem possivel que um dia se consiga

fazer isso.
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INTRODUGCAO

Um matematico, um fisico e um quimico encontram-se
e alguém pergunta qual a estrutura algébrica com mais
aplicacBes nas respetivas dreas. Ao contrdrio das histérias
habituais, é provével que a resposta seja a mesma: a teoria
dos grupos.

Os grupos sdo uma representacdo abstrata da sime-
tria de determinado objeto (estrutura algébrica, espa-
¢o métrico, figura geométrica, ou um objeto fisico como
um cristal). Cada elemento do grupo corresponde a um
tipo de simetria desse objeto. Por exemplo, um quadra-
do no plano pode ser identificado pelos seus vértices,
X = {v1,vp,03,04}. O conjunto das simetrias do qua-
drado, que representamos por Sym(X), corresponde ao
grupo diedral com oito elementos, Dg: quatro rotagdes
(0, /2, 7w e 37t/2 radianos) e quatro reflexdes através dos
quatro eixos de simetria (as duas diagonais, a horizontal
e a vertical). Dizemos, entdo, que o grupo Dg atua no qua-
drado e escrevemos Dg ~ X para indicar essa agdo.

Genericamente, dado um objeto X, uma maneira natu-
ral de obter um grupo é precisamente considerar as sime-
trias de X, G = Sym(X). Este grupo G vem naturalmente
equipado com uma agdo G »~ X em X, ou seja, uma fungéo

GxX—=X,

que iremos denotar simplesmente por (g, x) — g - x. Nes-
te sentido, uma simetria é um automorfismo de X, isto é,
uma bijecdo de X em si préprio, que preserva a estrutura
de X (algébrica, topolégica, geométrica, etc.).

quociente estendido generali-

za 0 espago quociente para a
a¢do de um grupo finito num espago
topolégico localmente compacto X.
Sao apresentados vdrios exemplos e
calculados em detalhe os casos da
acgdo dos grupos simétrico S, e ciclico
Z./nZ. no toro n-dimensional T".

Vejamos um outro exemplo: o conjunto [n] = {1,...,n}
de n elementos. Dado que [n] ndo tem, a priori, nenhuma
estrutura, as suas simetrias sdo dadas simplesmente pelo
conjunto das bije¢des [n] — [n], ou seja, as permutagdes
dos elementos de [n] que correspondem ao grupo simétri-
co Sym([n]) = Sy. Aagdo Sy, ~ [n]é dada por o -k = o(k),
como € Syek € [n]

H4é vérias razbes para estudarmos agdes de grupos.
Por exemplo, quando os objetos tém uma estrutura “com-
plicada”, pode ser 1til representa-los através de objetos
mais simples ou mais conhecidos, como matrizes. Esta
ideia serve de base a teoria das representacdes. Por outro
lado, certos grupos podem ter eles préprios uma estrutura
“complicada”, sendo ttil conhecer a sua a¢do em certos
conjuntos. Um exemplo da teoria dos niimeros é o grupo
de Galois absoluto Gal(Q/Q), formado pelos automor-
fismos do fecho algébrico Q do corpo dos racionais, que
fixam Q.

Por vezes, a acdo do grupo num objeto ndo preserva
qualquer informacao sobre o grupo. Um exemplo desse fe-
némeno ocorre precisamente no caso mais simples, quan-
do o objeto é o conjunto com um tinico ponto. Usando
uma ideia de Alain Connes e de Paul Baum [3], é possivel
modificar o objeto e definir uma nova agdo, de modo que
alguma informagdo sobre o grupo seja sempre preservada.
Ao objeto assim obtido chamamos quociente estendido
(ver [2] para uma breve introdugéo).

Para simplificar a abordagem, vamos considerar a¢ées
de grupos finitos, nomeadamente o grupo simétrico S, e
o grupo ciclico com n elementos Z /nZ, no toro n-dimen-
sional T". Estas a¢des encontraram recentemente aplica-
¢do numa conjetura geométrica, conhecida por conjetura
ABPS (acrénimo de Aubert-Baum-Plymen-Solleveld), cuja
formulacdo necessita de alguma sofisticagdo matemdtica
que ndo pretendemos neste artigo. O leitor interessado
poderd consultar [1] para mais detalhes. No entanto, os
autores acham o conceito de quociente estendido, que de-
finiremos na secgdo 2, suficientemente simples e interes-
sante para o darem a conhecer aos leitores da Gazeta de
Matemdtica.

Este texto é inspirado em notas manuscritas do segun-
do autor, baseadas na palestra dada por Roger Plymen no
semindrio K-theory Day na Universidade de Manchester,
em fevereiro de 2005. O K-theory Day foi um semindrio re-
gional de matemadtica no Reino Unido, apoiado pela Lon-
don Mathematical Society durante quase uma década, e
cujas atividades se deveram em grande parte ao empenho
de Roger Plymen (Universidade de Manchester), Jazek
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Brodzki (Universidade de Southampton) e Ulrike Till-
mann (Universidade de Oxford).

1. 0 ESPACO COM UM UNICO PONTO

Antes de motivar e enunciar o problema, e para conve-
niéncia do leitor, relembramos a defini¢do de agdo de um
grupo e de espago das 6rbitas. Para evitar demasiado for-
malismo, as defini¢des serdo introduzidas ao longo do
texto consoante sejam necessdrias, e sem preocupagao de
grande generalidade, mas apenas o estritamente necessa-
rio para a exposigao.

Seja X um espago topolégico localmente compacto de
Hausdorff. Seja G um grupo finito (naturalmente munido
da topologia discreta). Uma agdo (a esquerda) continua de
G em X é uma fungdo continua

a:GxX—X, (gx)—a(gx)
que, para quaisquer g, 1 € Gex € X, verifica as propriedades
(i) a(g, a(h, x)) = a(gh, x)

(ii) a(e, x) = x,

onde e denota a identidade do grupo G. Como habitual-
mente, usaremos a notagdo abreviada que ja menciona-

mos na introdugéo, a(g,x) =g - x.

Exemplo 1.1. Um outro exemplo elementar é a agao do
grupo multiplicativo IK* de um corpo K no conjunto K"
n=>1)

K* x K" = K", (A,x)— (Axy,...,Axy),

comx = (x1,...,%,) € K" Esta acdo estd na génese da de-
fini¢do da estrutura de K" como espago vetorial sobre K.

A 6rbita de um elemento x € X é o subconjunto de X
definido por
G-x={y-x:v€G}L

O espaco quociente (ou espaco das érbitas) obtém-se fa-
zendo colapsar cada 6rbita num ponto

X/G={G-x:xeX}.

Exemplo 1.2. Como ilustrag¢do, vamos identificar o espa-
¢o das orbitas do exemplo 1.1, no caso em que K =R e
n = 2. O espago das 6rbitas é o conjunto

GAZETA DE MATEMATICA -

R?/R* = {R* - (x1,%2) : (x1,%2) € R?)}
= {{(Ax,Axp) : A € R*} 1 (%, %) € R?}
={(0,0)} UP(R),

onde U representa a unido disjunta e P'(R) o espago pro-
Jetivo real, cujos pontos (ou drbitas) sdo as retas no plano
que passam na origem. Escolhendo como representante
de cada reta o ponto do circulo unitdrio, concluimos que o
espaco das Orbitas é homeomorfo a unido disjunta forma-
da por um ponto e o circulo unitdrio, que denotamos por
T={zeC:|z|] =1}

R?/R* = {(0,0)} UT.

Consideremos o caso mais elementar de agdo de um
grupo: o espago formado por um tnico ponto, X = {pt},
no qual atua um grupo discreto G. A questdo fundamen-
tal, j& colocada por Pierre Cartier no excelente artigo [5], é
tentar perceber que informagdo podemos obter a partir do
espago das érbitas X/G. O quociente usual (ao longo do
texto, usamos o adjetivo usual para destinguir de outros
modelos de espago quociente) é simplesmente

{pt}/G={g pt:g € G} = {pt},

ou seja, o grupo G, e a informacao que ele contém, desapa-
rece no espaco das Orbitas.

Armand Borel sugeriu em [4] substituir {pt} por um
espago contratil EG (uma vez que todo o espago contrétil
é homotopicamente equivalente a um ponto), onde G atua
livremente. O novo espaco das érbitas ou espago quocien-
te (usaremos a notagdo // para distinguir do quociente
usual), nesse caso, seria

{pt} /G = EG/G = BG, (1)

onde BG ¢ a base do espago EG visto como fibrado princi-
pal de grupo G.

No caso geral em que G atua no espago X, o espaco das
oOrbitas é substituido pelo quociente

X//G = (X x EG)/G, )

com a agado diagonal. Claro que (2) se reduz a (1) quando
X ={pt}. Um exemplo concreto é

{pt) // Z" =R"/Z" =T",

onde T" denota o toro n-dimensional (abreviadamente,
n-toro) dado pelo produto direto de n cépias do circulo
unitdrio T ={z € C: |z| =1}



2. O QUOCIENTE ESTENDIDO

Vamos agora introduzir o quociente estendido, de acordo
com [3], e analisar o caso do espago com um dnico pon-
to. Suponhamos que existe uma a¢do G ~ X. Para cada
x € X, denotamos por Gy o estabilizador de x

Gir={yeG:y-x=x}.

E sabido que G, é um subgrupo de G, também conhecido
em certos contextos como o subgrupo de isotropia de x.

Construa-se o seguinte espago topoldgico para a topo-
logia produto

X={(x,y) €eXxG:9-x=x},

no qual existe uma acgdo natural de G a esquerda,
G x X — X, definida por

g ()= xg1=gxgrg ") 6

Ou seja, a acdo de G em X na primeira coordenada € a
agdo G x X — X original e na segunda coordenada é dada
por automorfismos internos.

Para cada y € G, seja X" o conjunto de todos os pontos
em X fixos pela acdo de 1y, dado por

X'={xeX:vy-x=x},

e seja Z(vy) o estabilizador de v em G. O estabilizador é,
neste caso, o centro de y em G (dai a notagdo)

Z(7)={ge€G:gr =18}
={geG:g157 =1}
={geG:g-r=1}

Definicdo 2.1. O quociente estendido X // G é o quociente
usual X /G para a agdo G x X — X definida em (3).

O quociente estendido X //G é um espaco topolégico.
Uma vez que a proje¢do X — X, (x,7) — x é G-equiva-
riante, i.e, comuta com a agdo do grupo, a projegéo

XxG—=X, (x,7)—x

induz a projecdo do quociente estendido no quociente
usual

p:X//G—X/G, g-(x7) g7

a qual desempenha um papel fundamental na conjetura
ABPS referida na introdugao.

Como o conjunto das érbitas de uma agdo define uma
particdo do espaco X indexada nas classes de conjugacdo
C{(G), se representarmos a unido disjunta de dois conjun-

tos disjuntos A e B por A U B, conclui-se que o quociente
estendido é dado pela unido disjunta

x/G= ||

[1]eCi(G)

XY/ Z(7y). 4)

Esta caracterizagdo do quociente estendido é particular-
mente ttil nos calculos. Tendo em conta a discussdo na
secgdo anterior, a questdo natural é que informacdo sobre
o grupo G é possivel manter no caso trivial do quociente
estendido {pt}//G? O préximo exemplo responde a esta
questao.

Exemplo 2.2. Aplicando a defini¢do 2.1, vem
{pt}//G = {g- (pt,7) : v-pt = pt}
={(g-pt,g-7):8€G}
= {(pt.g1s ") : g€ G}
= CL(G).

Portanto, o quociente estendido, {pt} // G, permite-nos ob-
ter as classes de conjugacdo de G.

Recordemos que uma agdo é livre se apenas a identida-
de ¢ € G fixa algum ponto de X, isto é,

JxeX:y-x=x=>7y=e

Estamos em condi¢Ses de enunciar e demonstrar o se-
guinte resultado.

Proposicao 2.3. Dado o quociente estendido X // G, tem-se:
(1) X // G contém o quociente usual X/ G;

(77) Se a acdo de G em X é livre, entao X //G = X/G.

A demonstracdo é elementar atendendo a que, para
v=v¢e, X7/Z(7v)= X/G. Por outro lado, se a agdo é livre,
entdo

X={(x,7)eXxG:y-x=x}={(xe) e XxG} =X

Eis dois exemplos ndo elementares de quociente esten-
dido. No primeiro exemplo, o grupo ciclico de ordem 2,
G = Z; = (), atua no circulo unitdrio T por conjugacio.
Para simplificar a notagédo, iremos representar o grupo ci-
clico Z /nZ de ordem n por Z,,.

Exemplo 2.4. SejaX = T, G = Z, e considere-se a acdo
por conjugagdo, v - z = z. Entdo, atendendo a (4), um cdl-
culo simples permite concluir que
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T//Zy =T/Z; U {pty,pt,} = [0,1] U {pty, pt, },
onde {pt;, pt, } sdo dois pontos isolados.

No segundo exemplo, o grupo Z, atua no 2-toro por
permutagdo das coordenadas.

Exemplo 2.5. O grupo Z, atua no 2-toro por permu-
tacdo das coordenadas, 7y-(z1,22) = (2z2,z1). Como hd
apenas duas classes de conjugagio, {e} e {v}, e como
X" ={(z,2z):z € T} 2T, tem-se:

T2//Z, =T?/Z;UT =MbUT,

ondeMb é a banda de M6bius. Podemos visualizar o quo-
ciente estendido através da figura 1.

Figura 1. O quociente estendido T?|Z.

3. O QUOCIENTE ESTENDIDO T"/S,
O resto do artigo é dedicado a generalizagdo do exemplo
2.5. Comegamos com o grupo simétrico S;, que atua no

n-toro T" por permutacgdo das coordenadas:
v (le cee /Zn) = (Z'y(l)/ s /Z"y(n))/
com vy € S,e(zy,...,2z5) € T™

E conhecida a existéncia de uma bije¢do entre o tipo de
uma permutagéo v de S, caracterizado pelo ntimeros de
ciclos de um certo comprimento, e as partigdes de n

{[y] € C4(S,)} « {particdes den}.

Cada classe de conjugacdo é caracterizada por um tipo.
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Exemplo 3.1. A particdo
12=3+34+2+24+2=2x3+3x2,

associamos a permutagao

v =(123)(456)(78)(9 10)(11 12) € Sy,

cujo tipo é caracterizado por dois ciclos de comprimento
3 e trés ciclos de comprimento 2. Qualquer outra permu-
tacdo de S12 com o mesmo tipo, ou seja, com dois ciclos de
comprimento 3 e trés ciclos de comprimento 2, pertence a
mesma classe de conjugagao.

Seja v € Sy a permutagédo associada a partigdo
n=rny+rong+---+rng, n>ny>np > >n>1,

(5)

onde r; é o nimero de ciclos de comprimento #; no tipo
de 1. O conjunto dos pontos fixos pela agdo de - é dado

por

X7 = {(all""’alll'“/ulrll'“/ulrlluzll'“lazll“'/uzrzl“'/uzrzl
m nq ny n
...,akl,...,ukl,,..,akyk,...,ak,k), ajj € T}
—_—— -

ng N

O estabilizador do elemento vy associado a partigéo (5),
que para esta agdo é o mesmo que o centralizador, ndo é
fécil de calcular. De acordo com [7, pp. 295-296], o esta-
bilizador de < é dado pelo produto entrelacado (wreath
product)

Z(Y) =Zn 1Sr, X -+ X Zp, 1Sp,.

Pela definigdo de produto entrelagado, cada Z,, 1 S, é o
produto semidireto Z;, x S,,. O leitor interessado pode-
rd consultar as pdginas 66 e 269 de [7] para as definigJes,
respetivamente, de produto semidireto e produto entrela-
¢ado. Assim, o centralizador Z(y) é dado pelos produtos
semidiretos

Z(y) =Zy, % Spy X -+ X Zik X Sy

Vejamos como determinar X7/Z(vy) a partir da discussdo
anterior. O elemento <y permuta os blocos com o mesmo
tamanho 1;, que estdo repetidos 7; vezes, o que correspon-
de ao grupo simétrico S,.. Por outro lado, os elementos de
cada bloco sdo permutados ciclicamente, o que correspon-
de ao grupo ciclico Z;,. Tendo em conta que os vérios gru-
pos ciclicos Zy,, ..., Zy,, atuam trivialmente no conjunto
dos pontos fixos X7, vem que



X"/ Z(y) = {(an,...,ay) a1 € T}/Sy,
<o x{(az,...,00,) a3 € T}/Sy,
cex (@, ag) g € T/ Sy,
:Trl/srl X rlFrz/srz Xoee XTrk/Srk.

Denotaremos o quociente T"/S,, que corresponde aos
n-uplos néo ordenados do circulo unitdrio, por Sym" (T),
ao qual damos o nome apropriado de n-ésimo produto si-
métrico. No exemplo 2.5, a banda de Mobius é o produto
simétrico (note que S, = Zy)

Mb = T?/S, = Sym?(T).
Assim, o quociente X7/Z(vy) é precisamente um produto
direto de produtos simétricos
XV/Z(y) = Sym"(T) x Sym"™(T) x --- x Sym'*(T).

Acabamos de provar a seguinte férmula para o quo-
ciente estendido:

Proposigdo 3.2. Seja T" o n-toro onde o grupo simétrico Sy,
atua por permutagao das coordenadas. Entao, o quociente
estendido para essa acdo é dado por

/s = |
[Y]€CL(Sn)

Sym'(T) x Sym'?(T) x - - - x Sym'(T),

onde cada classe [y] € CL(S,,) corresponde a uma parti¢ao

n = riny + rofip + - - - + rhy, COmM

n>n >ny>--->n > 1L

Para ilustrar o resultado anterior, vamos calcular os
quocientes estendidos T" //S, paran = 3en = 6.

Exemplo 3.3. Hd trés particoes den = 3
340, 2+1, 1+1+1,

cujos quocientes X" / Z(vy) sdo, respetivamente,
T, T2, T3/S; = Sym>(T).
Portanto, o quociente estendido €, neste caso,

T3//S3 = TUT? USym3(T).

Exemplo 3.4. O inteiron = 6 tem um total de 11 partigcées

6+0,5+1,4+2, 4+1+1,3+3,3+2+1,3+1+1+1,
2+2+2,2+2+1+1,2+1+1+1+1, 1+1+1+1+1+1,

donde se conclui que

T®//Se =T UT? UT?UT x Sym?(T) L Sym?(T)
UT3UT x Sym3(T) U Sym®(T) L Sym?(T)
x Sym?(T) U'T x Sym*(T) L Sym®(T).

Ao analisarmos os exemplos anteriores, verificamos
que a primeira componente é o circulo unitario, T, que
corresponde a identidade y = ¢, ou seja, a particdo n + 0,
enquanto a tltima componente é o produto simétrico ma-
ximo Sym”(T). Esta tltima componente corresponde
a classe de conjugagédo representada por um ciclo de or-
demmn, y=(12 ... n) € Sy,. O centralizador desse ciclo,
Z(y) = Zj,, atua trivialmente no conjunto dos pontos
fixos X = {(a,a,...,a) € T"}. Portanto,

X7/Z(y) 2 T/Z, =T.

Em resumo, se a ordem pela qual escrevemos as parti-
¢Oes for a dos exemplos anteriores, qualquer quociente
estendido T" //S;, tem primeira e tltima componentes T
e Sym"(T), i.e.,

T"//Sy =TU---USym"(T).

4. O QUOCIENTE ESTENDIDO T"/Z,

Nesta secgdo consideramos a a¢do de G = Z,, em X = T"
por permutagdo ciclica das coordenadas. Sendo Z, um
grupo abeliano, cada elemento y € Z, é uma classe de
conjugacao, isto é, CU(Z,) = {[y] = {v} : v € Z,}. Além
disso, o centralizador de qualquer elemento y é todo o
grupo, Z(vy) = Z,. Naturalmente, tal como acontecia com
G =S, X/ Z(¢) = T"/Zy.

Para calcular o quociente estendido, precisamos de
determinar o conjunto dos pontos fixos X7, com y # 1.
Como a agdo é amesma de S, em T", a estratégia é ver Z,,
como um subgrupo de S,,.

Para facilitar a andlise, usaremos nesta sec¢do a nota-
¢do multiplicativa para o grupo ciclico de ordem n (na-
turalmente isomorfo ao grupo ciclico aditivo, e que se
costuma representar por C,, mas que, por comodidade,
continuamos a representar por Z,,):

Zo=(y)=(12 ... n) ={1%94 9% ...,y L

Deve notar-se que cada elemento ! atua em T" movendo
cada coordenada para a direita i posi¢des (right shift). Esta
abordagem traduz-se em considerar como gerador de
Z, o ciclo de ordem 1, v = (1 2 ... n), que desloca cada
coordenada de T" uma posicdo para a direita.
Comegamos por estudar a estrutura de T"//Z;, no
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caso em que n = p é um ntmero primo. Cada elemento
i # e do grupo Z, é um ciclo de comprimento p. Por-
tanto, o conjunto dos pontos fixos X" é igual para todo
vi # e, sendo dado por:

X% ={(a,a,...,a) :a €T} =T.

Naturalmente, a agdo de Z(7;) = Z, em X" é trivial, pelo
que X%i/Z(;) & T, para qualquer 0 < i < p. Conclui-se
que os p —1 elementos 7; # e em Z, contribuem com
p — 1 cépias de T para o quociente estendido.

Proposicio 4.1. Sejan = p um niimero primo e T? o p-toro
onde o grupo ciclico Z,, atua por permutagdo das coor-
denadas. Entdo, o quociente estendido para essa agdo é
dado por

TV //Z, =T /Z,UTU---UT.
p—1
E de notar que a ordem das vérias componentes do
quociente estendido neste caso, com G = Z,,, é diferente
do caso G = S;, uma vez que as classes de conjugacdo sdo
agora os 1 elementos de Z,,.

Exemplo 4.2. Paran =3,
T3/ 75 =T3/Z;UTUT.

Geometricamente, o quociente usual T3/Zs é homeo-
morfo ao produto de um circulo unitario T com uma
2-esfera (isto &, a fronteira de uma esfera em R?), ou seja,
T3/Z3 =2 T x S pelo que o quociente estendido pode ser
visualizado através da figura 2.

Figura 2. O quociente estendido T°[Zs.

Exemplo 4.3. No caso n =7, o quociente estendido é
dado por

T/Z; =T /Z; UTUTUTUTUTUT.

Antes de considerarmos o caso geral G = Z,, é elucidati-
vo analisar um niimero composto. Vejamos o cason = 6.

Exemplo 4.4. Podemos representar o grupo ciclico Zg

GAZETA DE MATEMATICA -

como o subgrupo de S gerado pelo ciclo v = (123456):

Ze¢=1{e,(123456),(135)(246),
(14)(25)(36),(153)(264),(165432)}.

A contribui¢do de cada elemento (neste caso, cada elemen-
to corresponde a uma classe de conjugagdo) € a seguinte:

» Naturalmente, 4° = e contribui com o quociente
usual T®/Z.

Por outro lado, para cada 0 < i < 5, 0s elementos +'
com ciclo do mesmo tipo tém o mesmo comportamento.

» Os elementos 4! e 7% sdo do mesmo tipo,
6 =6+0=1x 6, correspondendo a um ciclo de compri-
mento 6. Note que as poténcias, que podemos ver como
indices, i = 1,5, sdo primos relativos com 6. Ambos con-
tribuem com duas cépias de T.

»92 e v* sdo do mesmo tipo, 6 =3+3=2x3, es-
tando associados a dois ciclos de comprimento 3. Os
indices ndo sdo primos relativos com 6, uma vez que
m.d.c.(2,6) = m.d.c.(4,6) = 2. Um simples cdlculo mos-
tra que os pontos fixos sdo dados por

X7 =x" = {(a,b,a,b,a,b) :a,b € T}.

Portanto, contribuem cada um com uma cOpia de
Mb = T?/Z, (a banda de Mébius) para o quociente es-
tendido

X7/ Z(4%) = X" /Z(y*) = {(a,b,a,b,a,b) : a,b € T}/ Z¢
>~ {(a,b) :a,b € T}/Zy = T?/Z,.

» 43 € o tnico elemento com ciclo do tipo
6=2+2+2=23x2, isto é trés ciclos de comprimento
2, contribuindo com

X"S/Z('ﬁ) ={(a,b,c,a,b,c) :a,b,c e T}/Zs
=~ {(a,b,c):a,b,c € T}/Zs =T3/Zs.

Assim, o quociente estendido paran = 6 é dado por

T/ Ze =T/ Z UT?/Zs5 U T%/Z, UT?/Zy UTUT.

Impde-se um comentdrio sobre o exemplo anterior.
Quando i varia nos divisores de n = 6, 0os quocientes
usuais T'/Z; surgem no quociente estendido T°//Zs.
Além disso, cada quociente T'/Z; aparece repetido k ve-
zes, onde k é tal que 1 < k <n—1e i =m.d.c.(k,n). Dito
de outra forma, os quocientes T /Z; correspondem aos
elementos que tém o mesmo ciclo # =i X ¢, onde c é o



comprimento dos ciclos disjuntos que aparecem no tipo
do elemento (todos com ciclo de igual comprimento).

A andlise anterior leva-nos a considerar a seguinte
iy)) de Z,,
qual a estrutura ciclica dos seus elementos, isto é, qual a

questdo: dado o subgrupo ciclico ((i; i ...

estrutura ciclica de uma poténcia
(il i ... Zy)m S <(11 i ... lr)>7

A resposta é dada pelo seguinte resultado.

Lema 4.5. ([6]) Para cada nuimero natural m, & poténcia

(iyip ...
res ciclicos disjuntos, todos eles de comprimento

i)™ correspondem exatamente m.d.c. (r, m) fato-

- r
m.d.c.(r,m)

Antes de enunciar o resultado principal desta seccao,
recordemos a fungdo totiente de Euler, denotada por ¢.
Dado um inteiro positivo n, o valor ¢(n) corresponde ao
numero de inteiros entre 1 e n que sdo primos relativos
com o inteiro n:

p(n)=keZ:1<k<nmdc (kn)=1}.

Numa interpretacdo mais algébrica, a fungdo ¢ conta o
nimero de elementos invertiveis no anel Z,, ou seja, a or-
dem do grupo das unidades U(Z,) do anel Z,

¢(n) = [U(Zn)]-

Por exemplo, considerando os representantes 1, 2, 3,4, 5, 6
de Zg, com 6 = 0 (mod 6), apenas 1 e 5 sdo primos relati-
vos com 6. Portanto ¢(6) = 2.

Estamos em condi¢ées de enunciar e demonstrar

o resultado que dd a estrutura do quociente estendido
T" /) Z.

Proposigdo 4.6. Seja T" o n-toro onde o grupo ciclico Z,
atua por permutagées ciclicas das coordenadas. Entao, o
quociente estendido para essa agdo é dado por
T//Zy=T"/Z, || T'/2;| |TU---UT
1<k<n o(n)

onde ¢ é a fungdo totiente de Euler e i = m.d.c.(k,n) # 1,
coml <k <n.

A demonstracdo segue, de certo modo, os passos do
exemplo 4.4.

Demonstragio. Comegamos por notar que os elementos de

Zy={" 2%

aparecem com ciclo correspondente as parti¢ées do tipo

n=ng+ng+---+ng=rgn,

onde 1 é o tamanho do ciclo e r; o ndmero de repeti¢des
desse ciclo. H4 a considerar trés casos distintos.

» O caso ng = 1 e r, = n corresponde a 79 = e. Neste
caso, obtemos o quociente usual T" /Z,,.

» Ocasony = nery = 1,que corresponde aos elementos
7¥ onde k é primo relativo com #, isto ¢, m.d.c.(k,n) = 1.
Os pontos fixos sdo

X" ={(a,4,...,0) €T :a € T} = T.

Existem exatamente ¢(n) elementos * deste tipo. O cen-
tralizador destes elementos, Z(’yk ) = Zj, atua trivialmen-
te no conjunto dos pontos fixos X7, o que significa que
obtemos exatamente ¢(n) copias de T.

» O dltimo caso estd entre os dois casos extremos ante-
riores, ou seja, corresponde aos elementos ¥ com o mes-
mo ciclo de tipo n = rghy, com i # 1 eny # 1. O conjunto
dos pontos fixos nesse caso é

k
X7 ={(ay,a,..

oo, 01,82, .. ,0,) € T" 1 a; € T}

03

e portanto

k
XV /Z(¥) = {(ay,a2,...,a5) €T" :0; € T}/ Zy = T/ Z,,.

De acordo com o lema 4.5, o ntimero de repeti¢des deste
quociente no quociente estendido corresponde ao ntimero
de elementos 7K com ciclon = rgng e rp = m.d.c.(k, n). Es-
crevendo 1y = ix = i, o resultado segue. O

Exemplo 4.7. Calculemos o quociente estendido T'2 // Z1,.
Dos representantes de Zy,,

1,2,3,4,56,7,8,9,10,11, 12,

apenas 1, 5, 7, 11 sdo primos relativos com 12. Assim,
$(12) = 4. Aplicando a proposicdo 4.6 anterior, conclui-
mos que

TR/ Zy =T/ 21, UT?/Z, UT3/Zs U T/ Z, U T/ Zg
UT*/Z,UuT3/Z50UT?/Z; UTUTUTUT.

Para terminar, observe-se que a proposicdo 4.1 é um

coroldrio imediato da proposigdo 4.6. Efetivamente, se

n = p é primo, entdo ndo existe i = m.d.c.(k, p) # 1, com

1<k < p. Além disso, ¢(p) = p — 1 (Z, tem a estrutura
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algébrica de corpo, pelo que o tinico elemento ndo inverti-
vel de Z, é a classe do p).
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SOBRE ADILIA LOPES

Notas inesperadas sobre uma poetisa singular — que unia o erudito

ao quotidiano e a literatura a matemadtica.

Apoetisa Adilia Lopes (pseudénimo de Maria José da
Silva Viana Fidalgo de Oliveira), recentemente fale-
cida, é um dos nomes mais acarinhados das letras por-
tuguesas recentes. Isto dever-se-4, muito provavelmente,
ao seu estilo pouco ortodoxo, direto, desarmante e mui-
tas vezes sarcdstico, com associagdes livres inesperadas,
inspiradas tanto na vida quotidiana como em referéncias
culturais.

A sua vida literdria iniciou-se em 1983, quando con-
correu a um Prémio de Prosa da Associacdo Portuguesa
de Escritores e enviou poemas para a editora Assirio &
Alvim, que remeteu dois deles para o seu Anudrio de Poe-
tas ndo Publicados de 1984. Publicou o seu primeiro livro
de poemas em edigdo de autor, Um Jogo Bastante Perigoso,
em 1985. Desde entdo, tem tido uma atividade de publica-
¢do constante, materializada em pequenos livros e coligi-
da nas vdrias ediges de Dobra, a sua poesia reunida, pela
editora Assirio & Alvim.

H4, porém, um aspeto da escrita de Adilia Lopes que
serd menos conhecido, que é a sua proximidade a temas
cientificos e matematicos. Este gosto terd sido fomenta-
do em vérios momentos da sua prépria histéria de vida:
sendo filha de uma bidloga assistente de Botanica na Fa-
culdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa e de um
professor do Ensino Secundério, Adilia Lopes frequentou
a licenciatura de Fisica da Universidade de Lisboa, tendo
abandonado este curso quase no final.

PEDRO ). FREITAS
Universidade de
Lisboa

pifreitas@fc.ul.pt

Adflia Lopes (1960-2024)
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Cursou mais tarde Literatura e Linguistica Portugue-
sa e Francesa (1983-1988) e trabalhou depois no Centro de
Linguistica da Faculdade de Letras da Universidade de
Lisboa, com uma bolsa do Instituto Nacional de Investi-
gagdo Cientifica (1989-1992). E note-se que a linguistica é
um dos assuntos de natureza mais cientifica dentro das
humanidades.

Talvez entdo por causa dessa histéria pessoal se terd
desenvolvido em Adilia Lopes esta proximidade a ciéncia
e a matemdtica, que se reflete em véarios dos seus textos.
E hd diversas formas de proximidade a estes assuntos na
escrita de Adilia Lopes. Numa recolha breve, tendo como
base uma das tdltimas edi¢des de Dobra, encontrdmos re-
feréncias a matemadtica e as ciéncias (especialmente fisica
e informaética) em cerca de 20 textos. Sem a pretensdo de
sermos exaustivos, podemos dizer que, dentre os vdrios
tipos de proximidade aos temas matemaéticos, encontra-
mos simples referéncias a conceitos matematicos, com ou
sem interpretacOes, bem como contas ou outro tipo de
matemadtica operativa ou ainda observagdes sobre o seu
proprio percurso académico. Em comum a todas estas re-
feréncias estd uma proximidade verdadeiramente pessoal
a estes tépicos, como veremos nos exemplos que vamos
apresentar.

Adjilia Lopes tem vdrios poemas em que faz referén-
cia ao famoso poema de Alvaro de Campos sobre o biné-
mio de Newton e a Vénus de Milo. Apresentamos a seguir
um exemplo'.

Ndo gosto de virgulas. Virgulas sdo contas de dividir.
Gosto de pontos de exclamagdo. Pontos de exclamagdo
sdo os factoriais.

4711! = 4711 x 4710 x 4709 x ... x 3 x2x 1

¢

n! -
= e

Sou o binémio de Newton de Fernando Pessoa.

2015

Vemos no texto um exemplo de fatorial com uma re-
feréncia inesperada a uma dgua-de-col6nia famosa, bem
como um sinal da tal proximidade, verdadeiramente pes-
soal, de Adilia com um conceito matematico (aqui, o bin6-
mio de Newton). A tltima frase, naturalmente, carece de

interpretacdo, que deixamos a cargo do leitor.

No préximo exemplo, Adilia Lopes relata, no texto
54-45 um episédio passado na sua festa de aniversdrio
dos 54 anos. Diz que uma amiga trocou a posigdo das ve-
las, “talvez para me chamar velha”, e que nessa altura re-
parou que 54-45 é igual a 9. Daqui, faz uma extrapolagdo
para outros nimeros de dois algarismos, acabando por
fazer uma demonstragdo de um pequeno resultado.

Sempre sem raciocinar, tive o palpite: para todos os nii-
meros entre 12 e 98, excepto as capicuas e os miiltiplos
de 10 (20, 30, 40...) se fizermos a subtracgdo entre o nii-
mero e o niimero que se obtém trocando os algarismos
com que é escrito, obtemos um miiltiplo de 9.

Demonstrei assim:

54 =5x10+4
45=4x10+5

Estes niimeros de 12 a 98 podem sempre escrever-se, se
designarmos o da esquerda por a e o da direita por b:

10xa+b
E o niimero escrito ao contrdrio:

10xb+a
A subtracgdo é:

10xa+b—(10x b+a)
Que é igual a:
10xa+b—-10xb—a

Ou seja:

I9xa—9xb

Ou:
9x (a—b)

Se b for maior que a, devemos pensar em a—b.?
O que interessa aqui é o par de niimeros com 0s mesmos
algarismos.

Alguns exemplos:
14 e41

41-14=27=3x9

53e35
53-35=18=2x9
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2882
82 -28=54=6x9

72 e27
72 -27=45=5x%9

Sei que ndo sou Pascal! A net deve estar cheia de coisas
destas. O que acho engragado é ter descoberto isto como
descobri: por acaso, por uma brincadeira com o bolo de
aniversdrio.

3/712016

Ha4 vérias observages interessantes a fazer a este tex-
to. Talvez a mais central seja a referéncia a alegria de des-
cobrir por si mesma uma demonstracdo de um resultado
— sentimento que, estamos seguros, os leitores conhece-
rdo. Mas é igualmente digno de nota o facto de Adilia Lo-
pes ter considerado que uma demonstragdo matematica,
e o entusiasmo de a ter descoberto, é um tema absoluta-
mente razodvel para um texto literdrio. Tanto assim que
a demonstracgdo estd absolutamente correta (sendo, alids,
aplicdvel também as capicuas e aos multiplos de 10).

Para terminar, apresentamos, sem mais comentdrios,
um texto em que Adilia reflete sobre a sua prépria forma-
¢do na Faculdade de Ciéncias.

Estudos — Professores de Ciéncias

Na Faculdade, tive uma professora de matemdtica que
me disse no fim de uma oral: «Estd a fazer tudo bem mas
ndo percebe o que estd a fazer.» Um professor de fisica
da Faculdade disse-me: «Ndo foi muito longe mas perce-
beu tudo o que fez.» Ambos me deram 17. Para que estou
eu a perder tempo com piadas de caserna?

19/5/2015

Esperamos que estes trés textos sirvam de aperitivo
para que os leitores possam descobrir por si préprios ou-
tros textos de Adilia Lopes, com ou sem referéncias a ma-
tematica e as ciéncias.

BIBLIOGRAFIA
Lopes, Adilia (2024). Dobra — Poesia Reunida 1983-2023,
Assirio & Alvim.

"Deixdmos inalterada a ortografia dos textos de Adilia Lopes tal como
estdo publicados em Dobra, que nao segue o acordo ortogréfico de 1990

2Aqui hd uma gralha no texto original, deveria ser b — a. Em todo o caso,
¢é de notar o cuidado de Adllia Lopes em considerar ambos os casos.

Exposi¢coes
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Mais Informacdes em
www.spm.pt/exposicoes

(ma)tematicas

Disponiveis para exibi¢cdo nas escolas,
bibliotecas ou instituicdes similares*.

*A requisicdo das exposicdes tem custos de manutencao.
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que tridngulos se pode

estender a decomposicao
de Dudeney, de um tridngulo
equildtero em quatro poligonos
que também formam um

quadrado?

Num artigo recente da Gazeta', considerou-se uma cons-
trugdo de Henry Dudeney, onde se divide um tridngulo
equildtero em quatro partes que, reorganizadas através de
translagdes e meias-voltas, formam um quadrado. Du-
deney afirmava que este é o ndmero minimo de partes
(poligonos) em que se pode dividir um tridngulo equilé-
tero de modo a poder reconstruir-se um quadrado nestas
condigdes. Jd depois de publicado o referido artigo e pas-
sados mais de cem anos sobre a afirmagdo de Dudeney,
foi agora, finalmente, anunciada uma prova de que néo é
possivel fazer o mesmo com menos de quatro elementos.?

Refletindo sobre a construgdo, facilmente se conclui
(como cremos que fez o préprio Dudeney) que o facto de
o tridngulo ser equildtero ndo é essencial. Apresentamos
um exemplo na figura 1.

Figura 1. Decomposicdo de Dudeney.

Como se lembrard logo adiante, esta construcéo é ba-
seada num lado, AC, que tomamos por base, e no ponto
médio E do lado oposto a A.

E natural perguntarmo-nos se, num tridngulo sem a
simetria do tridngulo equiladtero, se tomdssemos outra
base e o ponto médio de outro lado obterfamos ou néao
uma decomposi¢do do mesmo tipo, do mesmo modo. Por
exemplo, no tridngulo da figura 1, qualquer lado e qual-
quer ponto médio de um lado adjacente conduzem a uma
decomposigdo deste tipo. Hd alguma maneira facil de sa-
ber isto sem fazer as construcdes, por exemplo, através de
um simples programa de computador?

A resposta, afirmativa, decorre de condigdes que pode-
mos obter analiticamente do modo que aqui descrevemos
(analiticamente, mas sem coordenadas, como se vai ver).
A possibilidade de fazer a construgéo é caracterizada pela
posicdo de um determinado ponto num certo quadrado,
posicdo que é depois controlada pelas distancias a deter-
minados pontos. Note-se que o fazemos menos pelos re-
sultados obtidos do que pela descri¢do, em si, do método
utilizado.

Sejam &« a drea do tridngulo, a = drea(AABC),
a = |BC|,b=|AC|e c = |AB|, D e E os pontos médios de
AB e BC, respetivamente, e, caso exista, | € AC tal que
|[EJ| = v/a.* Sejam ainda, caso existam, K € CJ tal que
|JK| = |DE| = |AC|/2, e L e M os pés da perpendicular
de D e K sobre
tencentes a EJ. Temos entdo o trisngulo decomposto nos
poligonos convexos 1IBELD, DJADL], AJMK e OCKME.®
Diremos assim que AABC admite uma decomposigdo de Du-
deney de base AC em torno de C.

Uma primeira condi¢do necessdria para a existéncia de

, respetivamente, sendo ambos per-

um ponto ] nestas condigdes é que /a seja maior do que a
distancia do ponto E a AC, que é metade da altura h rela-

1A. Guedes de Oliveira e M. Rosdrio Pinto,“Dudeney e os seus ‘puzzles™,
Gazeta de Matemdtica 204 pp. 204-210.

2E.D. Demaine, T. Kamata e R. Uehara, “Dudeney’s Dissection is Optimal®,
arXiv:i2412.03865.

=

* No que se segue, denotamos por AB, AB, AB e |AB|, respetivamente,
o segmento que une os pontos A e B, a semirreta com origem em A que
passa por B, a reta por A e B e o comprimento do segmento que une
AeB.

4 A partida, poderdo ser dois os pontos J € AC tais que |EJ| = +/a.
Consideramos sé o mais préximo de A, porque para o outro, no lado
oposto a A relativamente a mediatriz destes dois pontos, o pé da perpen-
dicular por D & reta por E e por este ponto | ndo estd em FJ.

* Poderd ser K = C, por exemplo, sendo entdo OCKME um tridngulo e
ndo um quadrildtero.
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Figura 2. Impossibilidade e situagdes-limite da decomposicao.

tiva a base AC.¢Isto &, tem de ser /& > %, ouseja, b > /a.
Por esta razio, no que segue consideramos que b> > «. Do mes-
mo modo que no artigo referido, rodando CJBELD 180°
em torno de E e AJMK 180° em torno de K, e transladando
OADL] pelo vetor AC, obtemos com [ICKME a decom-
posicdo de um quadrado, OML'L”M?*, onde L’ é o rodado
de L pela primeira rotacéo, L” é o transladado do mesmo
ponto, e M* é o rodado de M pela segunda rotagéo.

Construcio Inversa
Para simplificar a nossa anélise, vamos considerar a cons-
trugdo inversa desta, onde comegamos por tomar um
quadrado, @ = OML'L"M*, & um ponto C no quadra-
do, no semiplano definido por KD' a que pertencem M* e L”
(C ¢ KD'), onde K e D' séo os pontos médios de MM* e
'L, respetivamente. A partir destes dados, determina-
mos os pontos A e B de tal modo que é Q o quadrado
construido como atrds a partir de AABC.

O caminho ¢ bastante claro: Por construcdo, sendo K

e D’ os pontos médios de MM~ e L'L", respetivamente, e
J" o ponto de interse¢do de ke com M*L", determinamos
E € ML’ sabendo que |EM]| :(|L>L| = |J"”L"|. Entdo, ED' e
jﬁ sdo paralelas, assim como CD’ e jﬁ) Na verdade, se O
é o ponto de EC tal que |OC| = 2|EC|e h é a homotetia de
centro O e razdo —%, entdo D' = hi(A), porque h(B) = C e
h(C) = E. Ahomotetia inversa determina AABC.

No entanto, « = drea(AABC) é, ainda, a drea do qua-
drado Q inicial, e 0 mesmo acontece para qualquer trian-
gulo assim construido. De facto (ver figura 2, a esquer(d_a);
se [ é o pé da perpendicular por A a reta paralela a L'M
por C, e G é o pé da perpendicular de E sobre R, os trian-
gulos retangulos AEG] e AAFC sdo semelhantes e entdo

|AF|  |EG]|
lAcl - |EJIY

e, consequentemente,
a = drea(AABC)
|AC||EG]|
= |AF|[E]|
— ‘MM*HM*LH|
= area(COML'L" M)

Consequéncias métricas

Note-se que E € ML’ (ou, equivalentemente, L € JE) se,
e s6 se, [ € M*L". Como b= |AC|=|]]"| =2|K]"| e
C € KJ”, também | € AC neste caso, e |’ # M* porque
b > /«. Portanto, o tridngulo AABC admite uma de-
composicio de Dudeney de base AC em torno de C se,
e s se, C € AKL'"M* (excluindo KM*). Acima, na
figura 2, estd um exemplo em que isto ndo se passa (a es-

querda), bem como as trés situac¢des-limite, notando que
na primeira situagdo a decomposi¢éo (em trés poligonos)
ndo é do mesmo tipo.

O ponto C fica entdo caracterizado pela posi-
¢io de J"e M*L" e pelos limites as suas distan-
cias a E a seguir estudados, |CE|=|BC|/2, a K,
|CK| = |AC|/2, e a D', |CD'| = |AB|/2. Primeiro, é cla-
ro que /a/2 = |[KM*| < |[KJ"| < |KL"| = v/5a/2, como
simples aplicagdo do Teorema de Pitdgoras.

Se X é o centro de Q, entdo |X]"| > |XK|, pelo que o
pé P da perpendicular a AJ” por E pertence a AK, uma
vez que K estd no circulo da cir-
cunferéncia centrada em X por
J" e por E, a que P pertence.
Portanto, |EK| < |EC| < |E]"|,
e se |[EK| < d < |E]"|, entédo s6
existe um ponto Q € KJ” tal

que |EQ| = d. Finalmente, se
Q€ ]JJ", entio Q € KJ” se, e
s6 se, |D'Q| < |D'K| = va.

Figura 3. Posicdo de C.
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Agora, aplicagdes sucessivas do Teorema de Pitdgoras
dao-nos os valores dos limites em falta, nomeadamente o
de |[EK|eode |E]"|”

Suponhamos entdo que é dado AABC de lados
a=|BC|, b=|AC| e c =|AB|, e que queremos saber se
admite determinada decomposi¢do de Dudeney. A sua
drea, pela férmula de Herdo, é dada por

a=3/a+b+c)(—a+tb+c)(a—b+c)(a+b—c).
O tridngulo admite uma tal decomposigéo se, e s6 se,

IKM*| < [KJ"| < |KL"],
|EK| < [EC| < [E]"|
|D'C| < |D'K].

Utilizdmos estes critérios para estudar breve-

mente os 9291 tridngulos de lados inteiros a,b, ¢ com

1<a<b<c<min(50,a+0b) e MDC(a,b,c) = 1. Pude-
mos constatar que em cerca de 45% dos tridngulos testados

h4 uma decomposigao de Dudeney quaisquer que sejam a

base e o ponto médio de um lado adjacente, e que em cerca

de 33% ndo hd nenhuma decomposicio deste tipo.

Mais interessante, talvez, é o facto de termos consta-
tado também que em cerca de 5% dos casos hd um tinico
lado e um iinico vértice para os quais existe uma decom-
posicdo deste tipo. Damos exemplo de um destes trian-
gulos na figura 4, em que é unicamente possivel cons-
truir uma tal decomposigdo com base no lado AC e em

torno de A.

6

Figura 4. Decomposi¢do Unica.

Nota

Poderéd o leitor perguntar-se agora se, nos casos em que
o tridngulo ndo admite uma decomposi¢do de Dudeney,
admite uma decomposigdo “parecida”. Veja-se a figura 5,
obtida repetindo indefinidamente o tridngulo e os quadra-
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.
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Figura 5. Pavimentagoes.

dos de modo a obter duas pavimentagdes do plano, que,
por si s6, determinam a decomposicdo. Note-se, no entan-
to, que, por exemplo, as mesmas pavimentagdes numa
outra posicdo relativa ja ndo determinam, em geral, uma
decomposigdo.

Chama-se dissecgdo de um poligono noutro & decompo-
si¢do de ambos os poligonos num mesmo conjunto (finito)
de poligonos mais pequenos. Os dois poligonos iniciais
dizem-se equidissectdveis. As dissec¢des que apresenta-
mos na figura 6, em cada caso em cinco poligonos e de
um tridngulo num hexdgono, assemelham-se um pouco
a disseccdo de Dudeney. Tem sobre esta dois defeitos fun-
damentais: 0 hexdgono ndo é regular (embora tenha lados
iguais, os angulos internos ndo o sdo) e depende (quanto
ao lado e quanto aos angulos internos) da base e da altu-

¢Se \/a é a distancia do ponto E a ;\_Cl isto é,se b = /_—} entdo £/ L AC,
M = E,[ = ] e adecomposicdo ¢ feita em trés poligonos sé.

"Note-se que

M| =3Vb?—a o [ME|=ya—3Vb—a;

portanto,

Il
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Figura 6. Dissec¢cdes com hexdgonos.

ra do tridngulo, e ndo s6 da sua drea. Representamos na
figura 6 estas dissec¢bes, uma a partir do tridngulo inicial
e outra a partir de outro tridngulo com a mesma 4rea e

a mesma altura, bem como as pavimentag¢des associadas,
que se pode ver que ndo determinam completamente a
decomposigdo.®

Se o leitor estiver interessado em conhecer melhor este
assunto, aconselhamos-lhe dois livros sobre ele, muito in-
teressantes e recheados de exemplos, de Frederickson.’

Breve nota histérica

Sabe-se desde o inicio do século XIX que quaisquer dois
poligonos com a mesma drea sao equidissectdveis (Teorema
de Wallace — Farkas Bolyai — Gerwien). Este resultado é
importante na validacdo rigorosa da fungéo-drea na Geo-
metria Euclidiana.”

Um passo importante na prova habitual deste teorema
é a constatagdo de que a relagdo de equidissectibilidade é
transitiva: se dois poligonos sdo equidissectdveis a um ter-
ceiro poligono entdo sdo equidissectdveis entre si. A figura
7, a seguir, sugere a justificagdo deste passo.

Este exemplo mostra bem como o ntimero de elemen-
tos de uma dissecgdo € varidvel e como pode crescer nes-
te processo. No entanto, encontrar um pequeno niimero
de elementos, como propds Dudeney, pode ser essencial
e é motivo de investigagdo contemporanea, na andlise de
ADN, por exemplo, ou na compressio de dados.

Hé um teorema andlogo na Geometria Esférica e outro
no Plano Hiperbélico (Teorema de [Jdnos] Bolyai). Este tl-
timo estd na origem da fundagdo da Geometria Hiperbo-

Figura 7. Transitividade da relagdo de equidissectibilidade.
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lica por este autor.
Note-se ainda que o teorema néo é vélido se substituir-
mos poligonos por poliedros e tridngulos por tetraedros.
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Pode o leitor ver que a construcdo também € iniciada marcando-se a
partir do ponto médio E de BC um segmento, no caso paralelo a base e
de comprimento £h~ onde ¢ é a base e h a altura de AABC.
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ARITMETICA ETIOPE

O relatério de Leo Bond Roberts, da companhia de constru¢ido naval

JorGE NUNO Siva
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jnsilva@cal.berkeley.edu

Merritt-Chapman & Scott, de Nova lorque, relativo aos anos 1929-1931,
contém uma descri¢cdo pormenorizada de um algoritmo multiplicativo que
aprendeu num mercado etiope. O autor nota, hd cem anos, que o método
se baseia na manipulacio de pedrinhas em covas no chio. Ja tinhamos
encontrado um procedimento conceptualmente semelhante, no Egipto
Antigo. Em ambos, o recurso a tabuada é desnecessério. Neste texto, ana-
lisamos o procedimento e mostramos como se adapta facilmente também

a divisio.

Once, during the courso of my work in Ethiopie, the narrow
trail led directly @cross & succession of desp ravines, up one side and
down the other; very hard going., The mule men and porters, however,had
done a fine job and deserved a reward, so I told my headmen, Ashagri, to
buy 8 bulls for the Christians and 16 sheep for the Mohammedans as a
present.

We attempted to do this at the first market place we came to,
but although there were both bulls and sheep for sale there, neither the
owner of the stock nor Ashagri knew how many Maria Theresa dollars should
change handa. There did not seem to be any difficulty over the first ask-
ing or the final price, but as nelther could do simple arithmetic, they
Just stood and yolled at each other, getting nowhere. Finally a call was
put in for the local priest es he was the only one who could handle ques-
tions like. thie.

The priest and his boy helper arrived and began to dig a series
of holes in the ground, each one about the size of a tea cup. These holes
were placed in two parallel columns and my interpreter said they were
called "houses". I'd often seen such 1little holes at various market places,
with a orowd of men dropping stones into the 1ittle cup-like holes; reckoned
it was some sort of a gambling game and paid no attention. What they were
about to do covered the entire range of math to
business in this area, and the only requirement was ability to multiply, and
to divide, by two.

The priest’s boy had a bag full of little pebbles which were used
in this process. All the parties involved could see what went on. Into the
firet cup of the first columm he put 8 stones (one for each bull) and 11 into
the first cup of the second column (since each bull was to cost $MT1l). Each
shoep, by the way, cost §MT9. It was explained to me that in this way of
ing business, the first columm of houses is used for multiplying by 2, i.e.,
twice the number of pobbles in the first cup are placed in
that colum; then twice that number are placed in
The second column is for dividing by two, Half the number of pebbles in the
first cup are placed in the second cup; half that mumber in the third,

20 on until half of the number is reduced to onme pebble. Here is
PP » for they disregard fractions in dealing with the division of all odd
numbers, considering half of 25 to be 12, half of 9 to be

g
;
8
-
8

to
The division columm is then examined for odd or even numbers of
pebbles in the cups. It was made olear that, in this procedure, all even
houses are considered to be evil ones; all odd houses, good. Whenever an even
house is discovered, the pebbles in the house opposite to it in the multipli-~
cation column are thrown ou’ and not counted.

All pebbles left in the remaining cups of the multiplification
colum are then counted. The sum of them is the answer.

(cont'a
(page two,

{page two)

On paper, my problem in buying the bulls would look about like
thies

# An examination of the division columm showed an evil house, since it con-
teined the even number 2; o 32 pebbles in the house opposite to it, in the
mltiplication column, were eliminated and thrown out on the ground., The
number of pebbles remaining in the cups of the mul tion column, opposite
the good houses, wae then counted and the enswer - (gg vas given.

On the shoep trensgction, at $MT9 for a sheep, we had:
iplication Col: Divigion Column :

(9)
0,
O,
®

*

#The division columm showed two evil houses, 4 and 2, so the pebbles in.the
houses opposite them, were eliminated. The remaining pebbles in the multi-
plication column, when added, gave us the answer -

We all know that half of 11 is not 53 nor half of 5, 2; neither
is half of 9, 43 yet the answers are correct. The dollars were paid, bulls
and sheep were turned over to us, the priest was given a jar of honey for his
fee and everybody was happy.

L. B. Roberts

-

Figura 1. Relatério de L. B. Roberts: testemunho de multiplicagdo com pedrinhas.
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sta descricdo mostra-nos um processo para efectuar

multiplica¢des de niimeros inteiros praticado por um
padre na Etiépia de hd cem anos. Em linguagem simples,
substituindo as covinhas e os seixos por numerais, o algo-
ritmo pode ser descrito da seguinte forma: Criam-se duas
colunas, uma encabecada pelo multiplicando, outra pelo
multiplicador. Numa segunda linha coloca-se o dobro do
multiplicando e a parte inteira da metade do multiplica-
dor. Estas operagdes repetem-se até se obter 1 na coluna
do multiplicador.

Roberts chama as colunas Multiplicagdo e Divisdo.
N6s vamos usar os termos Coluna do Multiplicando e Co-
luna do Multiplicador, respectivamente.

Agora, seleccionam-se os nimeros impares da coluna
do multiplicador. A soma dos correspondentes nimeros
da coluna do multiplicando d4d-nos o produto pretendido.

Eis o primeiro exemplo de Roberts, na nossa notagéo:

8§ 11
16 5
32 2
64 1

O processo de duplicagdes e de “divisdes por 2“ estd
terminado. Podemos agora eliminar (ou ignorar) os nu-
meros da coluna do multiplicando que se opéem a ntime-
ros pares:

8§ 11
16 5

2
64 1

Hora de somar os ntimeros da coluna do multiplican-
do, obtendo o produto, 88:

8§ 11

16 5

2

64 1
88

Em vez de apagarmos niimeros do nosso esquema,
optemos por assinalar com asteriscos as linhas relevantes,
isto é, as que contém niimeros impares na coluna do mul-
tiplicador:

8§ 11 =

16 5 =
32 2

64 1 =
88

Nesta notagédo, o segundo exemplo de Roberts toma o
aspecto seguinte.

16
32
64
128
144

— N OB o

Para compreender bem este algoritmo de multiplica-
¢do, devemos notar, antes de mais, que se usa a proprie-
dade distributiva. Os ntimeros que se somam na coluna
da esquerda correspondem aos produtos do multiplican-
do pelas poténcias de 2 que ocorrem na representagdo do
multiplicador como soma de poténcias de 2:

8x11=8x (14+2+8) =8+16+64 =88
16x9=16x (1+8) =16+ 128 = 144

O método etiope engloba um mecanismo que permi-
te apurar quais produtos parcelares devem considerar-se
para obter o resultado. Na coluna da esquerda, surgem
todos os produtos do multiplicando por poténcias de 2
que podem, potencialmente, fazer parte da decomposigdo
bindria do multiplicador. Mas o processo das divisoes su-
cessivas por 2 permite identificar quais as poténcias rele-
vantes.

Quando representamos o multiplicador em base 2, os
coeficientes que forem ndo nulos (isto ¢, iguais a 1) assina-
lam as respectivas poténcias de 2 que temos de considerar.
Ora o processo, a que chamamos shift, que move todos os
coeficientes para a direita uma casa bindria, desprezando
o coeficiente da extremidade direita, permite apurar os
coeficientes significativos. De cada vez que o resultado do
shift dé origem a um ndmero fmpar, o nimero a sua es-
querda é o produto da correspondente poténcia de 2 pelo
multiplicando. O facto de se proceder a duplica¢ées suces-
sivas, na coluna do multiplicando, mantém os operadores
das duas colunas sincronizados.

Note-se que o shift, em notagdo bindria, corresponde a
passar de um nimero a parte inteira da sua metade.

Trata-se de um método engenhoso, mas maravilhosa-
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mente simples de implementar.
A tabela seguinte pretende tornar esta andlise mais cla-
ra, usando ainda o produto de 8 por 11.

n—nx2 me |m+2] shift
8 11 1011
16 5 101
32 2 10
64 1 1

Nao é dificil concluir, pela andlise bindria do pro-
cesso, que o algoritmo para a multiplicagdo a x b vai ter
|log, b] + 1 linhas. Note-se que a é o multiplicando e b é o
multiplicador.

Os egipcios antigos utilizavam um método semelhan-
te de multiplicagdo, que também fazia apelo a multiplica-
¢do por 2 e evitava qualquer outra tabuada. Pode encon-
trar-se a descri¢do desse processo em [1, 3] e, nas pdginas
desta Gazeta, em [5].

Nas referéncias citadas, pode também apreciar-se a
forma engenhosa como os egipcios de hd 4000 anos efec-
tuavam divisdes, essencialmente procedendo como no
algoritmo da multiplicagdo (de novo, sem tabuada!).

Também o método etiope que acabdmos de descrever
pode ser utilizado na criagdo de um processo para efec-
tuar divisdes, recorrendo a covinhas e pedrinhas.

Ilustremos com um exemplo. Suponhamos que pro-
curamos o resultado da divisdo de 105 por 3. Procuramos,
portanto, um ndmero x que, multiplicado por 3, nos dé
105 Ora a multiplicagdo 3 x x = 105 tem um algoritmo
nas covinhas que podemos representar assim:

3
6
12
24
48
96 1
105

Construimos este esquema duplicando sucessivamente o
multiplicando e terminando quando o dobro do ndmero
obtido ultrapassasse o objectivo, 105. Claro que, no algo-
ritmo da multiplicagdo, ao tltimo niimero obtido na colu-
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na da esquerda opd&e-se o 1 na coluna da direita.

A tarefa resume-se agora a operar na coluna da direi-
ta, de baixo para cima, comegando no 1. Pela descri¢do do
processo multiplicativo, na linha precedente deve surgir
um 2 ou um 3. Como saber qual?...

Ora, na coluna da esquerda, os niimeros que somam
105 sdo 96, 6 e 3. Portanto, sdo exactamente estes que tém
nimeros impares nos lugares correspondentes da coluna
da direita. Assim, sabemos que o nimero a frente do 48
deve ser par, s6 pode ser 2. O mesmo sucede com 24 e 12,
0 que permite determinar inequivocamente as entradas
nesta tabela:

6
12
24
48
96

105

— N bk

Ao 6 deve opor-se um nimero impar, que sé podera
ser 17. Ao 3 deve opor-se também um impar, que ne-
cessariamente serd 35. E este é o resultado pretendido:
105 +3 = 35.

3 35

6 17
12 8
24 4
48 2
96 1
105

Usemos asteriscos, do lado esquerdo, para assinalar
as parcelas que, na coluna da esquerda, se devem somar
para obter o dividendo:

12 8
24 4
48 2
* 96 1
105

Os asteriscos marcam, assim, as linhas em que ocor-
rem niimeros impares na coluna da direita.



Vejamos um ultimo exemplo, agora com esta represen-
tagdo, 147 =+ 7. De novo, “armamos a conta” 7 x x = 147:

14

28

56

112 1
147

Determinar os ntimeros da coluna da esquerda que so-
mam 147 faz-se de baixo para cima, comecando com 112 e
juntando sucessivamente as parcelas que gerem um total
que ndo exceda 147:

* 7
14
* 28
56
* 112 1
147

Finalmente, na coluna da direita, trabalhamos de bai-
X0 para cima, a partir do 1, duplicando as entradas e adi-
cionando uma unidade nas linhas com asteriscos, onde
queremos obter nimeros impares. O ntmero final, que
encabecard a coluna da direita, é o quociente pretendido.

* 7 21
14 10
* 28 5
56
* 112 1
147

O namero de linhas deste algoritmo para a <+ b serd,
a semelhanca do anterior, dado por [log, 2 —log, b] + 1.

O padre que surge, no relato de L. B. Roberts, como
tnica pessoa da comunidade capaz de determinar o preco
de oito bois, se cada boi custar 11 unidades monetdrias,
ganhou um pote de mel pelo servigo. Estamos em crer que
o mesmo religioso ganharia mais uma dose de mel se lhe
pedissem para determinar o preco de cada boi, sabendo
que pagaram 88 unidades monetdrias por oito bois.

A semelhanga dos processos do Egipto Antigo, 0 mé-
todo etiope das covinhas viabiliza um tratamento unifica-
do para a multiplicagdo e para a divisao.

As covinhas no chao, s6 por si, j4 sdo misteriosas. Isto
por causa do mancala.

Mancala é uma familia de jogos tradicionais de es-
tratégia que se praticam em tabuleiros ou linhas de co-
vinhas no solo, usando sementes ou pequenas pedras.
Trata-se de jogos muito antigos, dificeis de datar dada a
forma da sua prética. Contudo, é certo que se praticam
hé vérios milénios. Hd muitas variantes de mancala em
Africa e na Asia, algumas usam disposigdes de qua-
tro filas de covinhas, outras trés ou duas filas. Ver [6].
A sua prética contemporanea ainda recorre, muitas vezes,
aimplementagdes ancestrais. Na figura 2 vemos um exem-

plo actual da prética do mancala em covinhas no solo.

g Pty %
Figura 2. Jogando uma variante de quatro filas, no Sudao.
Foto De Voogt.

Uma variante, o ouri, é popular também em Portugal,
tendo integrado a selec¢do do Campeonato Nacional de
Jogos Matematicos por vérios anos." O ouri é origindrio
de Cabo Verde e usa disposicado de duas filas de covinhas.

Na figura 3, retirada de [2], vemos duas linhas de co-
vinhas cavadas no solo, perto de um monumento fnebre
com 5000 anos. O terreno em que foram implementadas
leva a crer que se pretendeu que a obra ndo desaparecesse
rapidamente. O autor do relatério citado também refere
aparatos semelhantes. Em traducao nossa:

“Tinha visto com frequéncia tais pequenas cavida-
des em varios mercados, com uma multiddo de ho-
mens langando pedrinhas para dentro das cavida-
des em forma de taga; pensei tratar-se de um jogo
de apostas e ndo lhes prestei aten¢do.”

"Ver https://ludicum.org/cnjm/
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E natural supor que as duas filas de covinhas, quan-
do implementadas em local de comércio, teriam a dupla
fungdo de terreno de jogo e “mdquina de calcular”. Esta
utilizagdo dupla nao foi considerada, de inicio, por L. B.

Roberts, naturalmente.

Figura 3. Mancala, calculadora, ou ambos? Foto Veronica
Waweru.

As praéticas de célculo numérico e os jogos de tabuleiro
nao sdo mundos totalmente separados. Nomeadamente,
surgiram vdarios métodos, ao longo dos tempos, para usar
o tabuleiro quadrado 8 x 8 como calculadora, atribuindo
valores as respectivas casas. Contudo, o Abaco de Neper
destaca-se por dar uma utilizagdo aritmética muito sofis-
ticada ao vulgar tabuleiro de Damas. A ele voltaremos em
breve.
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UMA NUVEM DE ESFERAS - UM NOVO MODELO
DE CLASSIFICACAO AUTOMATICA

O modelo aqui apresentado foi proposto no artigo "A Classification Me-
thod Based on a Cloud of Spheres", publicado na revista Euro Journal on
Computational Optimization e foi-lhe atribuido o Prémio Marguerite Frank
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para o melhor artigo de 2023 desta revista. Este modelo constitui uma
nova proposta na classificagdo automatica, com vantagens em termos de
transparéncia face a outros métodos, que, apesar de produzirem bons re-
sultados, funcionam como uma caixa preta. A ideia principal consiste na
definicio da superficie de separagio entre duas classes, através de uma

nuvem de esferas conectadas.

INTRODUCAO

A C(Classificagdo Automadtica Discreta Deterministica
(CADD) refere-se, de forma geral, a tarefa de atribuir uma
classe k de um conjunto K a um objeto i representado por
um vetor x de caracteristicas ou atributos num espago n-
-dimensional. Exemplos de CADD incluem a classificagdo
de imagens (por exemplo, determinar se uma imagem
contém um gato ou um céo) e a detegdo de fraudes (por
exemplo, classificar uma transagdo como fraudulenta ou
ndo). Esta classe de modelos de classificagdo supervisio-
nada pressupde a existéncia de um histérico de dados,
contendo registos/objetos/exemplos para os quais se
conhece néo s6 as caracteristicas (features) mas também a
etiqueta da correspondente categoria/classe (label). Estes
dados sdo usados para treinar o modelo (training phase) e
para testar o modelo (testing phase). A arquitetura de um al-
goritmo de classificagdo supervisionada pode variar, mas
geralmente procura ajustar-se bem aos dados de treino,
evitando o ajuste excessivo (overfitting) que compromete a
capacidade de generalizacdo para dados novos. Modelos
de classificacdo, de maneira implicita ou explicita, mini-
mizam uma funcao de erro que mede o qudo bem o mode-
lo classifica os dados de treino. Em tarefas de classificagao

supervisionada, assume-se a existéncia de separagdo entre
as classes, sendo o objetivo identificar uma estrutura que
represente da melhor forma essa separacdo. Essa estrutu-
ra pode estar embutida numa rede neuronal (Neural Ne-
tworks) ou ser descrita por meio de regras (Random Forest)
ou, implicitamente, pela defini¢io de um modelo mate-
maético cujos pardmetros sdo obtidos pela solu¢do de um
problema de otimizacao.

MODELOS CLASSICOS DE APRENDIZAGEM
AUTOMATICA

A literatura sobre classificagdo € vasta. A titulo de exem-
plo, citam-se trés referéncias sobre o tema [1, 2, 3]. De en-
tre os métodos cldssicos de classificagdo supervisionada,
destacam-se: regressao logistica, mdquinas com vetores de
suporte (SVM), k-vizinhos mais préximos (k-NN), 4rvores
de decisédo e redes neuronais. Esses métodos variam em
complexidade computacional, capacidade de interpretar
a regra subjacente a separacdo das classes (interpretabili-
dade) e capacidade de generalizagdo. Recentemente, tem
havido grande interesse no uso de técnicas baseadas na
otimizacdo de modelos de programacdo matemadtica, para
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construgdo de classificadores com propriedades deseja-
veis, como margens maximas de separa¢do ou minimiza-
¢do de fungdes de perda especificas. Veja-se, por exemplo,
[4, 5, 6, 7]. Modelos baseados em programagao inteira mis-
ta (MIP) e programagao néo linear inteira mista (MINLP)
tém-se mostrado promissores, especialmente em contex-
tos nos quais se pretende promover a interpretabilidade e
o controlo sobre as caracteristicas na fronteira da deciséo,
que permitem explicar por que um novo objeto é classi-
ficado numa classe e ndo noutra (counterfactual analysis).
Esses modelos, embora mais pesados computacionalmen-
te, permitem incorporar restri¢des explicitas ao processo
de classificagdo, o que €é ttil em aplicacdes criticas, como
diagnoéstico médico e andlise financeira.

ETICA E APRENDIZAGEM AUTOMATICA

E sabido que alguns algoritmos de aprendizagem auto-
matica (AA), em particular as redes neuronais artificiais
(ANN), as redes neuronais profundas (DNN) e as flores-
tas aleatérias (RF), tém a capacidade de representar asso-
ciagdes ndo lineares complexas nos dados. No entanto, as
ANN e as DNN s&o algoritmos de tipo “caixa preta”, o
que significa que ndo é possivel compreender explicita-
mente o que é realmente aprendido nem como é aprendi-
do, veja-se a este proposito a referéncia [7]. As falhas das
ANN e das DNN tém sido reconhecidas e investigadas
[8, 9]. A auséncia de reflexdo sobre estes algoritmos, bem
como a sua aplicagdo indiscriminada e acritica em situa-
¢des do mundo real, pode conduzir a resultados muito
indesejaveis, ndo éticos, injustos, sensiveis e até perigosos.
Os modelos e algoritmos de AA evidenciam mesmo uma
tendéncia para amplificar a discrimina¢do com base no
género [10] ou na raga [11], pelo que diversos autores tém
alertado para esta problemética [12, 13, 14].

Além destas questdes, as ANN e as DNN séo dificeis
de treinar [15]. A otimizagdo dos pardmetros é demasiado
complexa para se alcangar um 6timo global. Ainda assim,
tém sido apresentados argumentos a favor da subotimiza-
¢do dos parametros, aludindo ao facto de que evitar o so-
breajustamento pode até ser desejavel. Além da otimiza-
¢do dos parametros, o préprio desenho da rede tem de ser
avaliado. Com a complexidade das estruturas das redes
neuronais, ha demasiados componentes a considerar (re-
gularizacdo, taxa de aprendizagem, fun¢des de ativacao,
ntmero de camadas, unidades ocultas, nés intermédios).
Dada a impossibilidade de analisar todas as combinacdes
possiveis de estruturas e pardmetros, apenas uma parte

2

dessas combinacdes é avaliada. O critério de escolha é
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muitas vezes sustentado por argumentos frageis e dema-
siado dependentes dos dados de treino e teste, levantando
questdes quanto a sua adequacgdo para novos dados.

Em SVM, sdo introduzidas fun¢des (kernels) para lidar
com a ndo linearidade. Embora os SVM com kernel sejam
mais transparentes do que as DNN e tenham menos com-
binag¢des de aspetos do modelo a estudar e a avaliar, ainda
assim apresentam algum esfor¢o de natureza combina-
téria no treino. A escolha correta da fungio kernel, junta-
mente com os pardmetros e metaparametros no caso de
margens suaves (soft margins), pode ser complexa. Além
disso, o tipo de linearidade que pode ser descrito é limita-
do, apresentando grandes dificuldades em aprender a ndo
convexidade das curvas de separagdo das classes.

UM MODELO DE CLASSIFICACAO BASEADO
NUMA NUVEM DE ESFERAS CONECTADAS

As criticas as redes neuronais (ANN e DNN) e aos méto-
dos de kernel de SVM motivaram a procura de métodos de
classificagdo mais transparentes e simples. Com inspira-
¢do nos aspetos positivos do SVM, procurou-se um méto-
do baseado num modelo matematico, onde a relagio entre
o modelo e a solugdo pudesse ser claramente identificada,
com apenas um ntimero razoavel de pardmetros a estimar,
mas que fosse capaz de capturar estruturas de separagdo
complexas nos dados.

Se considerarmos um problema de classificagdo com
duas classes, encontrar uma superficie de separagdo pode
ser dificil num espago de alta dimenséo, como R” para va-
lores elevados de 1, dependendo da geometria dos objetos
ou pontos. Se os pontos das duas classes forem linearmen-
te separdveis, a maioria dos métodos cldssicos propostos
na literatura funcionarda bem, como é o caso do SVM. No
entanto, se os pontos ndo forem linearmente separdveis,
encontrar uma superficie de separacdo pode tornar-se
uma tarefa complexa. Normalmente, assume-se algum
tipo de comportamento regular na distribuigdo espacial
dos pontos (esférico, poliedral) para justificar a aplicagdo
de um determinado método, mas especular sobre a geo-
metria dos dados em espagos de alta dimensdo pode ser
enganador.

Nesse sentido, considerou-se que quanto mais flexivel
fosse a superficie de separagdo, melhor seria, permitin-
do assim a defini¢do de formas diferentes e complexas.
Se considerarmos, por exemplo, o caso bidimensional
ilustrado na figura 1, a superficie de separacdo definida
na figura 2 procura encapsular uma estrutura ndo linear
€ nao convexa.
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Figura 1. Separacdo de duas classes de pontos.

Figura 2. Nuvem de esferas.

O modelo proposto como uma nuvem de esferas co-
nectadas (NEC) insere-se na linha de modelos que uti-
liza formulagdes de MINLP para gerar classificadores.
Os parametros do modelo sdo obtidos obtendo a soluc¢do
6tima deste problema. Nas seccdes seguintes, apresenta-
mos alguns elementos sobre a formula¢do matemadtica,

bem como um exemplo de aplicagdo.

FORMULAGCAO MATEMATICA DA NEC
A formula¢do matemdtica da NEC tem como objetivo en-
contrar uma superficie baseada num conjunto de esferas
para separar dois conjuntos de pontos de dados. Especifi-
camente, pretende-se construir um conjunto conectado de
esferas que cubra todos os pontos do primeiro conjunto,
impedindo qualquer intersegdo com os pontos do segun-
do conjunto. O objetivo é alcancar esta separagdo com o
menor ndmero de esferas possivel. O modelo tem diver-
sas particularidades que ndo serdo aqui descritas. O que se
apresenta de seguida sdo apenas algumas das caracteristi-
cas do modelo. Como néo se sabe a partida quantas esfe-
ras serdo utilizadas para construir a nuvem, considera-se
no modelo um limite superior para o niimero de esferas.
Como restri¢bes, consideram-se, entre outros, os se-
guintes conjuntos:
1. Cobertura do primeiro conjunto: Cada ponto
do primeiro grupo deve estar contido, pelo menos,
numa das esferas.

2. Nio cobertura do segundo conjunto: Nenhum

ponto do segundo grupo pode estar contido em
qualquer uma das esferas utilizadas na solugao.

3. Conectividade das esferas: As esferas ativas
devem formar uma estrutura conectada — ou seja,
cada esfera deve intercetar, pelo menos, uma outra
esfera e ndo podem existir subconjuntos de esferas
desconectados dos restantes.

EXEMPLO

Vamos considerar trés exemplos Parallels (figura 3), Sepa-
ration (figura 4) e Butterfly (figura 5), onde os pontos da
classe 1 (estrelas azuis) estdo rodeados por pontos da clas-
se 2 (cruzes vermelhas).

Parallels Baron

* M

t X2
=0
Spharet

Figura 3. Parallels.

Separation Baron
R X * X1
' £ X2

+ e %0

———— Spherel

* .'. # | Sphere2

Figura 5. Butterfly.
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O exemplo da figura 3 ilustra que este método pode
ser aplicado mesmo em casos onde um separador linear
funcionaria. Aqui uma tnica esfera é suficiente para defi-
nir a separagdo das duas classes. No exemplo da figura 5,
os pontos da classe 1 estdo mais afastados entre si do que
no exemplo da figura 4. Ao resolver o modelo matematico,
obtiveram-se solugdes com nuvem definida por quatro e
duas esferas, respetivamente. Serve o exemplo da figura
5 para ilustrar que para manter a conectividade das esfe-
ras pode ser necessario considerar esferas que ndo cobrem
nenhum ponto da classe 1, as quais sédo designadas por
esferas vazias.

Para determinar a solu¢do 6tima do modelo matema-
tico utilizou-se um solver de otimizagéo global [16]. No en-
tanto, uma vez que estes problemas de otimizacado sdo, em
geral, muito dificeis de resolver, para problemas de maior
dimensdo foram desenvolvidos métodos heuristicos.
De seguida, é apresentada uma descri¢do geral de uma
destas heuristicas.

HEURISTICA - MAIOR COBERTURA
Estrutura geral do algoritmo
Entrada: Conjunto de pontos de ambas as classes:

Classe 1: C; = {xy;,i =1,..., N1 }

Classe 2: C, = {xzj,j =1,.., No}

Saida: Conjunto de esferas S
Procedimento:

1. Inicializar o contador de iteragdes: t < 1

2. Definir [ = C; (ou seja, inicialmente todos os pontos da
classe 1 estdo por cobrir)

3. Enquanto I ndo estiver vazio, repetir os seguintes passos:

a. Definir uma esfera candidata Sy para a iteragdo
atual

b. Garantir que Sy estd conectada as esferas ja defi-
nidas em S, por introdugdo, se necessdrio, de esfe-
ras vazias (sem pontos da classe Cy)

c. Atualizar o conjunto S com Sy e atualizar I, remo-
vendo os pontos agora cobertos

Foi, de seguida, desenvolvido um estudo comparativo
desta proposta com alguns dos métodos cldssicos de AA.

COMPARACAO COM METODOS CLASSICOS
PARA CONJUNTOS DE DADOS REAIS

Para este estudo comparativo foram utilizados oito con-
juntos de dados reais provenientes do UCI Machine Lear-
ning Repository [17]. O objetivo foi comparar a abordagem
heuristica com algoritmos de classificagdo amplamente
consolidados, tais como regressdo logistica (LR), SVM li-
near (L-SVM), SVM gaussiano fino (FG-SVM) e florestas
aleatérias (RF). O protocolo experimental utilizou uma
validagdo cruzada em dez subconjuntos (10-fold cross va-
lidation). Esta é uma técnica de avaliacdo de modelos de
aprendizagem automadtica, onde os dados sdo divididos
em dez partes (folds). Em cada iteragdo, nove partes sdo
usadas para treino e uma para teste. O processo repete-
-se dez vezes, mudando o fold de teste de cada vez. No
final, calcula-se a média dos resultados obtidos, propor-
cionando uma estimativa mais robusta do desempenho do
modelo.

Tabela 1. Informacdo dos conjuntos de dados reais

Ndmero Namero |
Conjunto de dados % da classe 1

Banknotes 1372 44,46%
BCW Original 9 683 34,99%
BCW Diagnostic 30 569 37,26%
Ionosphere 34 351 64,10%
Mushrooms 22 8124 48,20%
Pima Diabetes 8 768 34,90%
Sonar 60 208 53,37%
Voting (US) 31 435 38,62%

O desempenho dos modelos é aferido com base na
matriz de confusdo (confusion matrix) que cruza as classes

reais dos dados com as classes estimada pelo modelo.

Matriz de Classe estimada: | Classe estimada:
confusao Positiva Negativa

Classe real: VP —Verdadeiro | FN - Falso
Positiva positivo negativo

Classe real: FP - Falso VN - Verdadeiro
Negativa positivo negativo

As métricas usadas para comparagio do desempenho
dos modelos foram:
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Tabela 2. Resultados de classificagdo nos conjuntos de dados reais

Banknotes 98,91 98,40 99,93
BCW Original 96,63 96,78 97,07
BCW Diagnostic 95,25 99,65 97,89
Ionosphere 86,89 87,18 94,59
Mushrooms 100 99,90 100

Pima Diabetes 77,60 77,21 73,31
Sonar 75,96 77,40 83,65
Voting (US) 94,25 95,63 96,09

94,97 94,66 91,87 96,65 94,16
97,51 93,64 91,64 90,14 90,82
95,96 90,18 88,09 85,85 86,69
93,45 84,27 87,08 88,79 87,83

100 99,12 98,38 99,81 99,09
76,82 65,31 50,38 42,66 45,62
84,62 62,88 68,37 57,96 62,07
95,86 87,79 89,02 78,38 82,85

» Acuracia (Accuracy): mede a proporgdo de previsdes
corretas em relacdo ao total de previsdes realizadas.

Accuracy = (VP + VN) / (VP + VN + FP + FN)

» Precisio (Precision): mede a proporgdo de estimativas
positivas corretas em relagdo ao total de estimativas
positivas feitas.

Precision = VP | (VP + EP)

» Revocacdo (Recall): mede a proporgdo de estimativas
positivas corretas em relagdo ao total de instancias po-
sitivas reais.

Recall = VP / (VP + EN)

» F1-Score: média harménica entre a precisdo e a re-
vocagao.

F1 =2 * (Precision * recall) | (Precision + Recall)

A tabela 2 apresenta o resultado da comparagdo em
termos de Accuracy da heuristica proposta (coluna Heurfs-
tica) com os métodos jé referidos, nas colunas LR, L-SVM,
FG-SVM e RF para os oito conjuntos de dados descritos na
tabela 1. As colunas Precision, Recall e F1 Score, indicam os
valores destas métricas apenas para a heuristica.

CONCLUSAO

O modelo da nuvem de esferas conectadas (NEC) apre-
senta potencial para se tornar uma metodologia vidvel e
interessante para tarefas de classificagdo supervisionada
no contexto da aprendizagem automatica. Destaca-se pelo
seu processo de classificacdo simples e transparente, bem
como pelo reduzido nimero de pardmetros a estimar.
Contudo, ainda existem desafios importantes a superar.

A resolugao exata do problema é dificil e, embora os méto-
dos heuristicos consigam solucdes interessantes, tendem
a apresentar, em geral, um desempenho ligeiramente infe-
rior quando comparadas com algoritmos de classificagdo
consolidados na drea de aprendizagem automatica. Como
perspetiva de trabalho futuro, pretende-se, entre outros,
investigar formas de explorar melhor a formulagdo ma-
temadtica deste modelo para desenvolver métodos exatos
mais eficientes.
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Entre a fé e a razdo: reflexdes a propésito de um Papa com formagio ma-

tematica.

os dias que correm, sedentos de novidade e caracteriza-

dos por uma mediatizagdo extrema, a elei¢do de um novo
Papa, antecipada por um filme muito recomendavel, Concla-
ve, de Edward Berger, foi escrutinada ao mais infimo detalhe.
Analisaram-se uma vez mais os rituais préprios da fungao, os
possiveis candidatos, a orientagdo politica e doutrindria do su-
cessor de Francisco e muito se foi especulando sobre o futuro
da Igreja Catélica. J4 anunciado o nome do norte-americano
Robert Francis Prevost, que escolheu o nome pontificio de Ledo
XIV, voltaram-se as televises e as radios para o seu passado.
Nascido e crescido em Chicago, numa familia com origens afri-
canas, espanholas, italianas e francesas, estudou inicialmente
Matematica, tendo concluido a licenciatura em 1977 na Univer-
sidade de Wisconsin-Madison. Mais tarde, aprofundou a sua
formagao com um curso superior em Teologia, que o conduziu
ao sacerddcio e a vérias fungdes no Vaticano.

A pergunta que muitos fizeram, e entre eles me incluo, é
o que levard a mesma mente a interessar-se tanto pela mate-
midtica, a ponto de completar uma licenciatura, para depois se
devotar a Deus e aos seus insondaveis mistérios. A ciéncia e a
religido passaram muitos séculos de candeias as avessas e, em-
bora todos conhecamos cientistas crentes e sacerdotes interessa-
dos nas questdes cientificas, ndo é comum que as duas dreas se
entrecruzem de forma tdo profunda.

Comecemos entdo pela Biblia, que, sendo um livro (ou li-
vros) de muitas palavras, contém também muitos ntimeros
— alguns simbdlicos, misticos até. A trindade, a ressurreicdo
ao terceiro dia, os quatro evangelistas, as quatro bestas do
Apocalipse, os sete pecados mortais e as sete virtudes, os doze
ap6stolos, os 40 dias de jejum. Estes ntimeros ndo sdo simples
quantidades; sdo simbolos que estruturam a narrativa sagrada
e apontam para dimensdes transcendentes, convidando a uma
leitura em que o ntimero integra e aprofunda a linguagem do

de Aveiro

nfem@ua.pt

divino.

A contraposigdo, ou o acerto entre fé e razdo, é exemplar-
mente ilustrada por alguns dos doutores da Igreja. Santo Agos-
tinho, na Cidade de Deus, vé na criagdo em seis dias ndo uma
necessidade temporal de Deus, mas um sinal de perfeigao, pois
o nimero seis é o primeiro nimero perfeito —aquele que é igual
a soma dos seus divisores (1, 2 e 3). A escolha deste nimero,
afirma, ilustra a harmonia e a completude da criagdo, e revela
que “ndo devemos desprezar a ciéncia dos niimeros”, pois ela
auxilia o intérprete atento das Escrituras. Jodao Damasceno, em
A Fé Ortodoxa, reafirma a importancia da razdo humana, argu-
mentando: “A razdo humana ndo é contréria a fé, mas deve ser
utilizada para aprofundar a nossa compreensao dos mistérios
divinos. A matemdtica, pela sua capacidade de revelar a ordem
e a harmonia do mundo, ajuda a iluminar a nossa percepgéo da
criacdo.” Ja Sdo Tomds de Aquino vai mais longe ao afirmar, na
Stimula Contra os Gentios, que os principios de ciéncias, como a
aritmética ou a geometria, derivam das formas essenciais das
coisas — formas essas que Deus ndo pode contradizer. Vemos
assim que, mesmo no seio da Igreja, através de algumas das
suas maiores autoridades, a matematica, longe de ser uma fer-
ramenta desvinculada da fé, é uma chave que permite entender
melhor a ordem divina do cosmos.

Voltemos ao Papa Ledo XIV e também ao mistério.
A matematica e a religido ndo se sobrepdem nem se confun-
dem, mas partilham o espanto e a busca pelo entendimento.
Enquanto a matemética busca ordenar o mundo pela razao, a
religido faz o mesmo pela fé. Que mundo é este em que vive-
mos? Como foi construido e como se rege? Sdo perguntas que
nos colocam perante um abismo de hipéteses e limites. Do meu
lado, de um nédo crente que ndo hostiliza a religido, dou gragas
a Pitdgoras, a Euler e a Descartes por termos um Papa que sabe
resolver uma equagao.
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Coimbra (DMUC) desde 2009 e, desde 2022,
professor de Matemdtica Aplicada e Ciéncias
Computacionais na King Abdullah University
of Science and Technology (KAUST), na Ard-
bia Saudita.
Licenciado em Matematica Pura pela Univer-
sidade de Coimbra (1992), com 19 valores, e
doutorado em Andlise Matemdtica pela Uni-
versidade de Lisboa (1999), conta com ex-
periéncias internacionais relevantes, como a
Ecole Polytechnique (Paris) e a Northwestern
University (Chicago). E autor de cerca de 70
artigos cientificos e dos livros The Method of
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Universidade de Coimbra (CMUC), vice-pre-
sidente da Sociedade Portuguesa de Matema-
tica e € editor-chefe da Portugaliae Mathema-
tica. Com vasta experiéncia pedagdgica, lecio-
nou cursos avancados em instituicdes presti-
giadas, como o IMPA (Rio de Janeiro), a Aalto
University (Helsinquia) e a Seoul National
University, além de orientar vdrios estudantes
de doutoramento e pds-doutoramento.
Distinguido com prémios como o José Anas-
tdcio da Cunha (2002) e a Medalha de Ouro
nas Olimpiadas Nacionais de Matemdtica
(1988), é reconhecido pela sua exceléncia aca-
démica e pelo seu impacto na matemdtica in-
ternacional. E académico correspondente da
Academia das Ciéncias de Lisboa.

Na entrevista, optdmos pelo tratamento por
tu, apesar do tom mais formal na transcricao
que se segue. Comecdmos por ouvir o co-
mentdrio de que “Houve alguns exageros da
parte das entrevistadoras neste texto intro-
dutdrio”...
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GAZETA DE MATEMATICA [GAZETA] O que o levou a
seguir uma carreira em matemadtica? Como é que a ma-
temdtica se imp0s na sua vida? Houve algum momento
ou alguma pessoa que inspirou a sua escolha? Algo na
infancia? Pais ou avds?

(Interrupcdo pela filha Teresa e didlogo risonho).

JOSE MIGUEL URBANO [JM] Sempre gostei de matema-
tica, mas sem planos de carreira antes dos 18 anos. Foi
uma decisdo ingénua, ditada exclusivamente pela minha
vontade de aprender mais matemadtica. Ndo me preocupei
com uma carreira. As disciplinas do curso de Matematica
na Universidade de Coimbra atrairam-me muito. E eu sa-
bia que queria estudar aquilo.
GAZETA Na verdade, foi medalha de ouro nas
olimpiadas...

JM Sim e esse talvez tenha sido o impulso definitivo. Era
bom aluno e, naquela época, estudar Medicina era a es-
colha por defeito, mas o apelo da Matemadtica foi mais
forte...

GAZETA Como foi o primeiro ano na universidade?

JM Tive um grande choque quando comecei a licenciatu-
ra. A primeira fase foi dura, cheguei a repetir aulas por
néo perceber nada, mas depois foi uma epifania. Foi mui-
to melhor do que eu pensava, muito intensa a descoberta
de que estava a fazer aquilo de que gostava. Lembro-me
perfeitamente de quando isso aconteceu. Foi muito inten-
SO para mim.

GAZETA E uma fase em que tudo parece possivel, o fim
da licenciatura é fascinante.

JM Sim. Uma fase em que tudo é possivel. Tive vdrios
professores que me marcaram muito na faculdade. Com
quem aprendi muito e que me marcaram para a vida.

GAZETA Comecou como monitor. E o mestrado?

JM No ano em que acabei a licenciatura ndo havia mestra-
do em Coimbra. Fiz as chamadas provas de aptiddo pe-
dagogica e cientifica. O sistema cientifico portugués nao
estava ainda amadurecido. Teria sido melhor para mim
ter ido para um programa de doutoramento onde tives-

Y| .

se a oportunidade de interagir intensamente com outros
estudantes.

Sempre preferi Andlise, era claro que queria fazer
Andlise. Ndo tenho muita visdo espacial e a minha forma
de pensar é mais algébrica, mas ndo fazia ideia do que era
ainvestigacdo. As coisas avangaram um pouco ao acaso, e
acabei por ser encaminhado para Lisboa, com a sugestdo
de trés nomes, Jodo Paulo Carvalho Dias, Luis Sanchez e
José Francisco Rodrigues. Acabei por ser orientado pelo
José Francisco, com quem fiz também o doutoramento e
que me abriu muitas portas no estrangeiro, fruto da sua
experiéncia e do seu reconhecimento internacional.

GAZETA E dessa experiéncia no estrangeiro que vamos
entdo falar. O seu percurso inclui experiéncias em insti-
tuicdes de renome como a Ecole Polytechnique e a Nor-
thwestern University. Que impacto tiveram na sua forma-
¢do cientifica?

JM Na minha ida para Paris em 1995, por seis meses,
aprendi imenso nos cursos que frequentei e fiz contactos
com outros estudantes nas mesmas condi¢gdes. Compen-
sou muito a falta de oportunidades em Portugal.

GAZETA Faltava lideranca cientifica em Portugal. E como
foi a experiéncia em Northwestern?

S
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JM Foi um ano muito intenso em Chicago, trabalhei com
matemdticos de primeira dgua. Foi o verdadeiro arranque
da investigagdo independente para mim.

GAZETA Encontrou a autonomia?

JM Eu andava a trabalhar num problema hd ja algum
tempo, e o José Francisco disse-me que devia falar com o
Emmanuele DiBenedetto, que era o lider na drea, e escre-
veu-lhe uma mensagem a perguntar se estaria disposto
a receber-me. Os dias foram passando sem uma resposta
e, quando ja havia perdido a esperanga, recebemos um
e-mail muito simpatico. Passados trés meses encontrei-me
com ele em Roma e, ao fim de duas ou trés conversas, ja
sabia o caminho para a resolugdo do meu problema. No
ano seguinte, fiz o p6s-doutoramento em Chicago e man-
tive uma forte ligacdo com o Emmanuele até ao fim da sua
vida. Abriu-me muitas portas.

GAZETA Vamos falar do porqué de estar tanto tempo
fora do Pais. Serd que é daquelas pessoas que néo se con-
formam e sentem, como uma chama interior, a necessi-
dade de conhecer outros mundos, seja pela investigagao,
seja pelo ensino? O que o levou a sair?

JM Sempre tive muitas oportunidades de viajar para fa-
zer investigagdo. A razdo para sair ndo teve relagdo com
isso. Honestamente, as minhas razdes para procurar sair
foram puramente de ordem financeira. Se ndo fosse isso
teria ficado cd, mas a partir de 2012 as condic¢des degra-
daram-se imenso. O corte de 30% foi catastréfico. Nao
apenas em termos préticos, mas, talvez mesmo especial-
mente, em termos, digamos, animicos. Foi uma decisdo
familiar, facilitada pelo facto de os meus dois filhos mais
velhos jad serem independentes e poderem ficar em Por-
tugal.

GAZETA Como descreve a sua experiéncia como profes-
sor e investigador na KAUST?

JM A KAUST é uma pequena vila com cerca de 8000 ha-
bitantes e 120 nacionalidades. Vive-se, portanto, um am-
biente muito internacional e descontraido. Ha cerca de
70 portugueses que sdo com quem costumamos estar so-
cialmente. Aqui a vida é muito estruturada e organizada.
As condicdes para fazer investigagdo sdo excelentes e s
temos ensino pés-graduado.
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GAZETA Uma espécie de bolha?

JM Temos praia, gindsio, piscina, campos de golfe, ténis e
futebol, na verdade, 95% do nosso tempo é passado aqui.

GAZETA Temos curiosidade em saber se, se quiser pas-
sear pelo pafs, o pode fazer livremente...

JM Totalmente livremente... Vamos para todo o lado. A
sociedade mudou muito nos tltimos dez anos. As mu-
lheres j4 ndo tém de se cobrir quando saem, é uma vida

normal.

GAZETA Na mesma ordem de ideias, querfamos perce-
ber melhor a presencga de mulheres na KAUST, por exem-
plo, como investigadoras.

JM Na KAUST trabalham muitas mulheres, professoras
e alunas. Entre estas, vérias sdo sauditas; eu tenho duas
estudantes de doutoramento sauditas. De resto, ndo é
s6 na KAUST, é em toda a sociedade, por exemplo, nos
shoppings. Como digo, a sociedade mudou muito.

GAZETA Sente-se o fundamentalismo?

JM Né&o. Mas é uma sociedade estruturada de forma dife-
rente da nossa.

GAZETA Voltando a investigagdo, sabemos que em pai-
ses emergentes se manifesta o esfor¢o por publicar muito

como forma de afirmagdo, como na China, por exemplo.

JM A KAUST segue o modelo americano e compete com
as melhores universidades do mundo. Tem grandes cien-
tistas em diversas dreas. Nao sinto essa pressdo de publi-
car muito, o que importa é a qualidade.

GAZETA J4 ocupa um espago préprio internacional. E os
alunos sdo bons?

JM Alguns sdo muito bons, mas temos alunos de niveis
muito diversos. E alunos de vdrias proveniéncias: 40% da
Arébia Saudita, 20% da China, 10% da Europa, 10% da
América, outros de vdrios paises asidticos. Note-se que é
uma universidade exclusivamente de pés-graduacdo.

GAZETA E como estudam os filhos dos professores? Por
exemplo, a sua filha?



Durante um semindrio na KAUST, 2024.

JM H4 uma escola internacional na KAUST que segue o
sistema IB (International Baccalaureate); o ensino é em in-
glés. Esté cheia de criangas! Tinha de haver.

GAZETA Como é o ensino na KAUST? Nota diferengas
em comparagdo com Portugal?

JM Repito que s6 hd mestrados e doutoramentos. Eu, por
exemplo, tenho cinco alunos de doutoramento, trés saudi-
tas, um do Barém e um do Tajiquistéo.

GAZETA Os que acedem a KAUST que estudos fizeram
antes?

JM Varia muito. Mas os sauditas, em geral, estudaram nos
Estados Unidos. As minhas duas alunas vém de Urbana-

-Champaign e o aluno de Rice.

GAZETA E de que estratos sociais?

JM Francamente, no sei!

GAZETA Perguntamos isso porque, por exemplo, na In-
dia, é sabido que hd camadas sociais que néo tém acesso
a estudos, e, portanto, a qualquer forma de melhoria de
vida. A desigualdade no mundo é muito inquietante e sa-
bemos que s6 é superavel pela educacao.

JM Aqui esse problema néo se poe de forma tdo vincada,
o pafs é muito rico.

GAZETA O seu trabalho em equagdes com derivadas par-
ciais é amplamente reconhecido. Pode explicar, de forma
acessivel, em que consiste este campo e a sua relevancia
prética?

JM Trata-se de procurar compreender as propriedades das
solucdes de equagdes que modelam diversos fenémenos
fisicos ou biol6gicos (como transi¢des de fase, quimiota-

MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA JOSE MIGUEL URBANO ¢ Ana Isabel Mendes e Teresa Monteiro Fernandes

S

45



46

xia, propagagdo de frentes). As equagdes sdo tdo comple-
xas que a Unica possibilidade é procurar encontrar pa-
drdes de comportamento e classificar as solugdes.

GAZETA Fale-nos mais do que o apaixona enquanto pro-
fessor, investigador...

JM Gosto muito de ensinar; s6 percebemos realmente
um assunto quando conseguimos explicd-lo aos outros
sem esfor¢o. H4 um problema que me apaixona hd muito
tempo: provar a regularidade 6tima das fung¢des infinito-
-harménicas. Este problema, apesar de j4 ter alguns avan-
¢os, permanece em aberto hd mais de 30 anos e encontrou
recentemente aplica¢des muito relevantes em machine lear-
ning.

GAZETA Quer dizer que na KAUST foi empurrado para
as aplicagoes?

JM Aqui hé a preocupacdo de fazer coisas com impacto,
com aplicagdes e, portanto, tentamos direcionar o nosso

{
‘ :
‘|

d 'ﬁ'
L]

trabalho. Claro que um matemadtico mais puro ndo comer-
cializa logo os seus resultados...

GAZETAE possivel viajar muito? Tem muitas aulas?

JM Sim, viajo muito. Tenho um hordério letivo muito suave,
concentrado num semestre. No semestre livre posso viajar
e convidar pessoas.

GAZETA Foi investigador principal de vdrios projetos
financiados pela FCT. Como avalia o panorama atual do
financiamento para a investigacdo em matemaética em Por-
tugal?

JM De hé anos para cd, que se observa um descalabro no
financiamento. Ndo melhorou nada, sé piorou, sobretudo
para a matemdtica pura. Aqui tenho condi¢des incompa-
raveis.

GAZETA O que o levou a tomar a decisdo de partir... Fale-
mos agora dos seus dois livros. Publicou dois livros impor-

Com o seu grupo de investigacdo na KAUST, 2024.
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tantes na drea. Como surgiu a ideia de os escrever e qual
foi o maior desafio nesse processo?

JM O primeiro, The Method of Intrinsic Scaling, resultou de
um curso avancado que dei no Programa de Verdo do IMPA
em 2005. Surgiu depois a oportunidade de o publicar nas
Lecture Notes in Mathematics, gragas ao professor Francisco
Craveiro, uma das referéncias da UC que mencionei ante-
riormente, que tinha um contacto na Springer. Gosto muito
deste livro porque varios estudantes de diversas partes do
mundo me disseram que lhes foi muito ttil.

Quanto ao outro, é sobre a relagdo entre o Laplaciano-
-infinito e machine learning. Por detrds do machine learning,
agora muito em voga, hd a matematica.

GAZETA Pois, os matemdticos sdo os reguladores do co-
nhecimento...

JM Para mim foi muito importante perceber que o que es-
tava a fazer tinha aplicacdo em machine learning. Durante
a pandemia, assisti a muitos semindrios online e apercebi-
-me de que a comunidade de machine learning falava de
coisas que nds, matematicos, conhecemos hd muito tem-
po, como se estivessem a descobri-las. Ora, a matematica
ja estava feita, era s6 preciso juntar as pecas e falar a mes-
ma linguagem. Bom, eu achei isso interessante e foi por
essa razdo que decidi escrever o livro.

GAZETA Que tal o feedback?

JM Tem sido bom. Vale a pena ler a recensdo nas Mathema-
tical Reviews...

GAZETA Que conselhos daria a jovens matemdticos que
pretendem iniciar uma carreira académica?

JM Eu diria que em Portugal estamos bem até ao final da
licenciatura. Na pés-graduagdo hd uma falha. Diria que
baixa o grau de exigéncia e que os alunos tendem a seguir
a lei do menor esforgo.

GAZETA Serd que é por haver alunos com formagoes de
diferentes niveis, portanto, vai-se nivelar pelo mais baixo?
Ha falta de alunos de pés-graduacéo, os licenciados que-
rem construir as suas vidas, ganhar dinheiro, construir
familia... Os melhores v&o para fora.

JME fazem bem, o meu conselho a um bom aluno seria: va

para fora e esforce-se ao maximo!
GAZETA A propésito, é um workaholic?
JMJ4 fui mais... Mas sim, acho que sou...

GAZETA Voltando a questdo, ndo se respeita a carga ho-
raria dos docentes do Ensino Superior, daf também néo se
fazer melhor. E a falta de alunos de pds-graduagéo é um
grande problema da academia.

JM Em Portugal temos programas de doutoramento em
vdérios sitios, s6 em Lisboa héd quatro ou cinco, e, de facto,
para ter um programa de doutoramento bom, é preciso
uma certa massa critica e concentrar essa massa critica.
Esta dispersdo acaba por ndo ser boa.

GAZETA Outra razdo é a falta de perspetivas de carreira.
As bolsas para investigagdo ndo sdo muito avultadas e hd
quem passe de financiamento de projeto em projeto e este-
ja hd mais de 20 anos precério. Foi diretor do CMUC. Qual
é a sua experiéncia?

JM Fui diretor do CMUC hé muitos anos, por ai entre
2007 e 2011, talvez. Para mim foi uma experiéncia muito
boa, particularmente na fase em que tivemos a avaliagdo
internacional do centro, em que senti aquele espirito de
entreajuda e solidariedade que nos torna mais fortes. Foi
um periodo bom, acho que na altura ainda havia talvez
a ilusdo de que o Paifs conseguiria dar o salto em termos
de investigacao cientifica. Daf para a frente, pessoalmente,
foi desilusdo atrds de desilusédo. Perceber que ndo havia
uma estratégia, as coisas mudavam constantemente, num
ano os centros deviam ser muito grandes, no ano a seguir
deviam ser centros muito pequenos. As bolsas eram dadas
aos centros, depois voltava-se ao sistema centralizado com
base na FCT, com o financiamento assente em projetos, de-
pois jd ndo havia projetos, enfim... As coisas perderam um
bocadinho a diregdo. Acho que as pessoas depois também
comegaram a desligar-se, houve muitas pessoas que sai-
ram, pessoas que se desiludiram e que deixaram de... de
se empenhar.

Eu fui-me desiludindo ao longo da vida com o Pafs,
com a universidade... Por exemplo, no que respeita a
pergunta do workaholic, lembro-me, nessa altura em par-
ticular, de passar muitos fins de semana a trabalhar na
faculdade. Muito para 14 daquilo que seria expectavel. E
depois...
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José Miguel Urbano com José Francisco Rodrigues e alguns dos seus irmdos académicos, em Jodo Pessoa (Brasil), 2024.

GAZETA Mudando um pouco de tema, sente-se um bair-
rista de Coimbra?

JM Nao, ndo, ndo! Nao sou nada bairrista! Posso estar em
Coimbra como estar noutro sitio qualquer. Gostei imenso
de viver em Lisboa, por exemplo. E quero acabar a viver
no Porto. E passar um ano em Inglaterra, a ir ao pub ao fim
da tarde, ao futebol ao sdbado e a levar com aquele tempo
miserdvel e 0 sarcasmo dos nativos todos os dias.

GAZETA Como é que se compagina tanta dedicacdo ao
trabalho, de que é exemplo a carreira que desenvolveu,
com uma familia numerosa?

JM Os meus filhos sempre foram a minha prioridade. Tive
quatro, mas num espago de 20 e tal anos. A minha filha Te-
resinha ja veio numa fase tardia, o mais velho jd tem quase
30 anos. Ainda ndo sou avd, mas ja podia ser.

GAZETA Regressando a linha da formacéo, e antes de ir-
mos para o tema da Academia de Ciéncias, que diferen-
¢a encontra na formagdo em Matemadtica entre Portugal
e noutras nagdes que conhece? Embora nos parega que ja
deu a resposta... Talvez caiba perguntar-lhe se pensa que
a matemdtica é suficientemente valorizada pela sociedade
portuguesa. O que sugere para mudar a percecdo publica?

JM Como disse antes, eu acho que até ao nivel da licencia-
tura ndo h4 diferenga nenhuma, mas em termos de pds-

-graduagdo, o nivel de exigéncia ndo é tdo elevado, ndo
é? Sobre como mudar a percegdo publica, ndo sei muito
bem...

Eu diria que sim, por um lado, acho que as pessoas
tém a nogdo de que a matemadtica é uma coisa importante.
Sim. Mas ndo é tao valorizada como ¢, por exemplo, na
sociedade francesa. Em que um bom matemadtico é uma
pessoa muitissimo considerada. Acho que em Portugal
é-se considerado mais como um doido qualquer. Que faz
umas coisas esquisitas que ninguém percebe. Ainda as-
sim, hd uma consciéncia na sociedade portuguesa de que

a matematica é importante.

GAZETA Relacionado com isso, acha que é importante sa-
ber comunicar matemdtica?

JM Acho que é muito importante. Eu fago isso, mas mais ao
nivel do meu trabalho de investigagdo. Eu procuro, sem-
pre que dou um semindrio ou que dou uma conferéncia
num congresso, falar de maneira que as pessoas enten-
dam. E sempre achei isso importante. Sempre me irritou
um bocadinho, quando vou assistir a um semindrio, o fac-
to de ao fim de cinco minutos a pessoa ja estar a falar sozi-
nha. Estd s6 a falar para ela e, enfim, aquilo transforma-se
numa perda de tempo. Eu acho que é importante fazer
esse esforco. Fazer um esfor¢o de divulgagdo para o pu-
blico em geral é algo que eu nunca fiz de forma, digamos,
intensa, porque acho que é uma coisa que é muitissimo di-
ficil, que exige tempo, exige dedicacdo, e eu simplesmente
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néo consigo fazer tudo. E algo que eu até gostaria de fazer
e fi-lo uma ou outra vez, mas, enfim, a certa altura é preci-
so fazer opgdes, ndo €?

Respeito muito alguns colegas que temos em Portu-
gal, em particular o Jorge Picado e o Jorge Buescu, entre
outros, que fazem um trabalho notével a esse nivel, mas
seguramente com um grande investimento em termos de
tempo e de dedicagdo, porque nédo é s6 pensar que se vai
contar uma histéria qualquer para as pessoas entenderem.
O que se apresenta tem de ser preparado e feito de forma
séria e isso também exige tempo e muita dedicagdo, sem
davida.

GAZETA O que significa para si ser membro da Academia
das Ciéncias?

JM Bom, foi algo que eu ndo procurei, obviamente, acho
que estas coisas ndo se procuram, mas néo nego que fiquei
muito contente quando me convidaram. Acho que é um
reconhecimento importante e acho que a Academia vai
comecgando a ter um papel mais importante na sociedade
portuguesa e no desenvolvimento da ciéncia, e mesmo em
termos de politica cientifica acho que pode comegar a de-
sempenhar um papel muito relevante.

GAZETA Na KAUST sente-se apreciado de forma seme-
lhante?

JM Sim, sinto-me apreciado. Recentemente foi-me atribui-
da pela KAUST uma bolsa de investigacdo muito generosa
para os proximos trés anos num processo muito competi-
tivo com avaliagdo internacional. O meu processo de re-
crutamento aqui também foi muitissimo longo e com mui-
tas fases e, portanto, o facto de ter terminado bem, para
mim, foi um sinal de grande reconhecimento.

GAZETA Quantos meses, s6 por curiosidade? O processo
é igual para todos os recrutamentos?

JM Isto terd demorado quase um ano e meio. Sim, é. Muito
rigoroso, nés somos muito poucos, somos s6 200 professo-
res, mais ou menos, de vdrias nacionalidades. Portugue-
ses hd dois: o Diogo Gomes e eu.

GAZETA Tenciona continuar durante muito tempo? Ou jd
tem saudades de Portugal?

JM Tenho muitas saudades de Portugal, claro que sim, es-

pecialmente da familia. Ndo sei quanto tempo vou conti-
nuar. O meu contrato em Coimbra estd, digamos, suspen-
50, 0 que ndo se pode prolongar por muito tempo. Se eu
regressar nos proximos dois anos, voltarei certamente a
Universidade de Coimbra.

GAZETA Neste contexto, que medidas aconselharia para
evitar a fuga de talentos em Portugal?

JM Nio tenho nenhuma solugéo milagrosa. Aquilo que é
6bvio, ndo é? Dar melhores condi¢bes as pessoas, valori-
zar mais a profissdo. Criar um ambiente onde as pessoas
se sintam valorizadas e dar-lhes condi¢Ges para poderem
ser competitivas internacionalmente. Acho que é isso que
uma pessoa jovem, com futuro, quer. H4 coisas que sdo
relativamente féceis de fazer, por exemplo, ndo sobrecar-
regar as pessoas com aulas. Termos uma FCT que permita
que as pessoas tenham acesso a projetos de investigacdo e
que a taxa de aprovagédo néo seja de 3%.

GAZETA Focando um lado mais pessoal, esperando nés
que o Zé Miguel ndo se importe, recordamos que era cari-
nhosamente conhecido como “Zé dos vintes”!

JM Essa histéria do “Zé dos vintes” vem do final do liceu.
Quando eu fiz o0 12° ano, ainda ndo havia a PGA (Prova
Geral de Acesso), havia aquele sistema de trés exames.
N6s faziamos trés exames e depois contavam as duas me-
lhores notas naquela época. O que aconteceu é que eu fiz
os exames, Matemadtica, Biologia e Quimica, e tive 20 nos
trés. E foi a partir dai que me comecaram a chamar “Z¢é
dos vintes”. Claro que eu nao liguei nada a isso, porque
fui para Matematica e os vintes ndo me serviram de nada,
ja que a nota de entrada era 12 valores ou qualquer coisa
do género. Sobre isso tenho uma histéria engracada. Eu
tenho a felicidade de ter tido, desde pequeno, 0 mesmo
grupo de amigos. Ora, quando entrei na universidade, a
minha primeira nota, numa frequéncia, foi 13. Depois, no
exame, subi para 18, mas a primeira nota foi 13. E nesse
grupo de amigos passei a ser o0 “Zé dos trezes”. Ainda hoje
me chamam isso.

Comparando com os dias de hoje, eu acho que tive-
mos uma infancia muito feliz, porque passavamos o dia
na rua, os verdes tinham quatro meses. Os nossos pais,
de facto, ndo precisavam de se preocupar, eu lembro-me
de quando era mitido, nessa altura safa de casa as dez da
manh4 e voltava as dez da noite. E passdvamos a vida a
brincar com berlindes, pides, caricas, a andar de bicicleta
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para trds e para frente na Coimbra dos anos 70. Foi uma
infdncia muito descontraida, muito fora de casa e que eu
tenho muita pena que atualmente néo seja possivel. A mi-
nha filha tem um bocadinho disso aqui, porque a KAUST
é um sitio muito seguro.

GAZETA Ter ganhado a medalha de ouro nas Olimpiadas
de Matemadtica teve um impacto na sua vida...

JM Teve. Teve e foi muito importante na altura. Foi, diga-
mos, o ultimo empurrédo para eu ter escolhido matematica.
Mas volto a dizer, foi uma escolha totalmente ingénua de
um mitido de 18 anos que ndo pensou em mais nada. Que
s6 queria aprender matemadtica. Eu ndo fazia a minima
ideia, por exemplo, do que era uma carreira em matema-
tica, do que era ser matemaético profissional. Eu néo fazia
a minima ideia do que isso era. A minha escolha foi pu-
ramente baseada nesta coisa de eu querer aprender isto.

GAZETA H4d algum momento na sua vida que considere
muito marcante, do qual se orgulhe muito? Ambicionava
ser Medalha Fields?

JM Temos de ter a nogdo das coisas. Acho que sei muito
bem aquilo que sou, mas também sei muito bem aquilo
que ndo sou. Acho muito importante uma pessoa ter a
nogdo das suas limitagGes e perceber que obviamente ha
coisas que ndo sdo para nés, ndo é? E eu vivo muito bem
com isso. Enfim, sei aquilo que consegui, mas também sou
uma pessoa que nunca se deu demasiada importancia e
acho isso saudével. Acho que é bom sabermos exatamente
onde é que estamos e reconhecermos que hd pessoas mui-
to melhores do que nés.

Momentos marcantes na minha vida profissional: hou-
ve véarios, mas é mais um continuo. Se tivesse de distin-
guir um, talvez o dia da minha agregacdo. Foi algo que
preparei com muita intensidade durante um periodo, pra-
ticamente fechei-me em casa durante dez dias a preparar
aquilo. E acho que as provas correram muitissimo bem.
Lembro-me de ter sido uma sensag¢do muito boa. Em 100
tentativas, aquela teria sido a melhor. Depois, o resto da
nossa vida profissional é feito de, enfim, 90% de frustracao
e alguns momentos de realizagdo. Ainda ontem tive um

desses momentos de felicidade ao concluir um artigo.

GAZETA Se voltasse ao inicio da sua carreira, o que é que
faria diferente? Se é que o faria?
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JM Como disse, a tinica coisa que eu acho que talvez fizes-
se diferente era, naquele periodo a seguir a licenciatura,
ter procurado entrar numa escola de pds-graduagéo fora.
Ir estudar para um sitio muito bom traz outras oportu-
nidades, conhecem-se outras pessoas que depois tém
posicdes de influéncia e isso também depois abre muitas
portas. Acho que fiquei muito cedo um bocadinho isola-
do num sitio periférico e tive de fazer um esfor¢o muito
maior, sozinho, para aprender certas coisas. Se eu soubes-
se o que sei hoje, provavelmente teria saido de Coimbra
para os Estados Unidos, por exemplo.

GAZETA Que livros ou pessoas ou cientistas o influen-
ciaram?

JM Ha dois livros que me marcaram imenso. Acima de
todos, o Curso de Andlise, do Elon Lages Lima. Esse é o li-
vro da minha vida. Foi o livro que, de facto, me fez gostar
da matemdtica como ela é, e ndo como eu achava que era.
E depois hda um segundo livro que foi o livro de Andlise
Funcional do Brezis, j4 numa fase posterior, que também
me marcou muito.

Pessoas que me influenciaram: muita gente, muitos
professores em Coimbra, o José Francisco seguramente, o
Emmanuele DiBenedetto e outros colegas, pois continuo
a procurar aprender com pessoas que admiro. Se me dis-
sessem, na altura em que comecei, que ia publicar artigos
com algumas das pessoas que eu mais admirava na altu-
ra, eu diria que néo era possivel, ndo é? E vim a ser coau-
tor de varias pessoas que admiro imenso.

GAZETA Tem a primeira edigdo do livro do Elon Lages
Lima?

JM Nao, ndo tenho a primeira edigdo, mas tenho varias
edigbes. Fui comprando vdérias, tenho uma data delas,
umas dez, com capas de cores diferentes. Mas do que eu
gosto mais é do primeiro que adquiri, o azul, ndo sei que
edicdo é, estd todo riscado, com uma série de anotac¢Ges e
que eu guardo com muito carinho.

GAZETA As nossas entrevistas tentam sempre conhecer
o lado pessoal do entrevistado, sem ser muito intrusivas.
Assim, fora do mundo da matemadtica, quais sdo as coisas
que mais lhe ddo prazer?

JM Eu diria trés coisas. Gosto muito de ler desde pequeno,
e tenho conseguido ler muito mais desde que vim para



No Rio de Janeiro, a cidade favorita de José Miguel Urbano,
em 2023.

a Arabia Saudita. Também gosto muito de futebol, espe-
cialmente dos jogos da liga inglesa, e sou, como diria o
Elon, um torcedor (moderamente) fandtico do Futebol Clube
do Porto. A terceira coisa que eu gosto muito de fazer hoje
em dia é ver séries de televisdo. N6s aqui ndo vemos ca-
nais de televisdo, ndo vejo televisdo nenhuma, portanto sé
vemos séries. Muito mais do que filmes. Jd ndo consigo ver
um filme até ao fim sem adormecer. S6 no cinema... [Risos]

GAZETA Qual ¢ a disciplina do fim do dia de trabalho?
Faz desporto?

JM Sim, treino muito cedo, trés vezes por semana. Nos
restantes dias, fago algum tipo de alongamentos em casa,
porque tenho muitos problemas nas costas e tenho de
manter essa disciplina. Hoje em dia sou uma pessoa muito
mais das manhis. O filet mignon do dia sdo aquelas horas
entre as 6h e as 9h. E é a altura em que gosto mais de tra-
balhar. Nao ha barulho, e ndo hé e-mails. ..

GAZETA Além da literatura como forma de arte, tem
acesso af a outras formas de arte, como, por exemplo, ex-
posicdes ou tem de viajar para poder apreciar a pintura,
concertos, etc.?

JM Ainda noutro dia fui a Jeddah a uma interessantissima
bienal de arte isldmica. Mas sim, isso faco normalmente
quando viajo. H4 cd uma comunidade de pessoas que ali-
mentam a vida cultural, mas concertos de grande enver-
gadura ndo h4. Tento aproveitar as viagens para isso.

GAZETA Ler é uma forma de viajar... Hd alguma obra
que o tenha marcado?

JM Tantas, por exemplo, a Conversa na Catedral ou Os Sete
Pilares da Sabedoria (de T.E. Lawrence, o Lawrence da Aré-
bia). Gosto muito do Mario Vargas Llosa, do Javier Marias,
do Saramago. Li hd pouco tempo um livro da Leila Slima-
ni (Cangdo de Embalar) que ganhou o Prémio Goncourt e
que achei fora de série, um murro no estdmago.

GAZETA No6s gostamos muito de fazer esta dltima per-
gunta: de que é que se orgulha mais?

JM Isso é muito fdcil, essa pergunta tem uma resposta
muito facil. Do que eu me orgulho mais é dos meus filhos,
de longe!

SOBRE AS AUTORAS

Ana Mendes ¢ professora na Escola Superior de Tecno-
logia e Gestdao do Politécnico de Leiria (Portugal). Tem
um doutoramento em matemdtica pura e, atualmente,
investiga problemas de classificacdo de lesGes cutaneas.
E investigadora convidada no LABI — Laboratério de
Aplicagdes Bioinformdticas da Universidade Estadual do
Oeste do Parand, Brasil.

Teresa Monteiro Fernandes é professora catedrdti-
ca aposentada da Universidade de Lisboa (Portugal) e
membro do CEMS/CMAFcIO — Centro de estudos ma-
tematicos da Universidade de Lisboa/Centro de Matemé-
tica e Aplicagdes Fundamentais e Investigagdo Operacio-
nal da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa.
E investigadora em teoria de D-mdédulos e dreas afins.

S

MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA JOSE MIGUEL URBANO ¢ Ana Isabel Mendes e Teresa Monteiro Fernandes
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TERESA MONTEIRO FERNANDES PREMIADA COM O FRONTIERS OF SCIENCE AWARD

A matemadtica portuguesa Teresa Monteiro Fernan-
des foi distinguida, em conjunto com Luisa Fiorot e
Claude Sabbah, com o Frontiers of Science Award,
pelo seu trabalho “Relative Regular Riemann-Hilbert
Correspondence II”, publicado em 2023 pelo Compo-
sitio Mathematica (volume 159, n° 7, 1413-1465), da
London Mathematical Society. O Frontiers of Science
Award distingue trabalhos cientificos de investiga-
¢do bdsica e aplicada em trés dreas cientificas — Ma-
temética, Fisica e Ciéncias Teéricas da Computagdo
e da Informagdo —, com valor académico excecional
e reconhecidos pelos grandes avangos nestas dreas.
O prémio é promovido pelo Congresso Internacional
de Ciéncias Bésicas (ICBS) e patrocinado pela cidade
de Pequim e pelo Instituto de Ciéncias Matematicas
e Aplica¢bes do Lago Yangi de Pequim. A cerimé-
nia de entrega dos prémios teve lugar no dia 13 de

julho, o dia de abertura do ICBS 2025, que decorreu em

Pequim, entre 13 e 25 de julho.

Doutorada em Matematica pela Universidade de Paris
(XIII), colaboradora frequente da Gazeta de Matemati-
ca e também membro do seu Conselho Editorial, Teresa
Monteiro Fernandes é professora catedrética aposentada
da Universidade de Lisboa e membro do CEMS/CMA-
FclO - Centro de Estudos Matemadticos da Universida-
de de Lisboa/Centro de Matematica e Aplicagdes Fun-
damentais e Investigacdo Operacional da Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa. A sua investigagdo
situa-se na interseccdo entre a Algebra, a Geometria e
a Andlise, tendo como tema dominante a Teoria dos D-
-Médulos e éreas afins. Colaborou com os matematicos
Pierre Schapira e Masaki Kashiwara, galardoado com o
Prémio Abel 2025, considerando-os os seus mestres.

NOTICIAS
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9. WORKSHOP NEW TRENDS IN QUATERNIONS AND OCTONIONS - NTQO 2025

Nos dias 12 e 13 de setembro ird realizar-se o
9° workshop New Trends in Quaternions and Oc-
tonions — NTQO 2025, no Departamento de Mate-
matica da Universidade de Aveiro. Trata-se de um
evento cientifico que tem como objetivo apresentar e
discutir desenvolvimentos recentes na drea dos qua-
ternides e dos octonides, reunindo cientistas de Ma-
tematica Pura e Aplicada, Fisica, Computagdo Cien-
tifica, Engenharia e outras disciplinas relacionadas.
A edicdo de 2025 do NTQO ¢ especial por comemo-
rar o 75.° aniversdrio do professor Helmuth Malonek,
um dos fundadores destes workshops. Nesta edigao
ainda se celebrard o 145.° aniversdrio do nascimento
e 0 75.° aniverséario do falecimento de Rudolf Fueter,
uma figura histérica na drea dos quaternides.

tando com palestras com oradores convidados e com
comunicagdes curtas. Vladimir V. Kisil (University
of Leeds, UK), Séren KrauBhar (University of Erfurt,
Germany), Anna Kit Ian Kou (University of Macau,
MSAR) e Cristina Diogo (ISCTE, Portugal) sdo os ora-
dores convidados deste workshop.

O NTQO 2025 é organizado conjuntamente pelo Cen-
tro de Investigagdo e Desenvolvimento em Matemd-
tica da Universidade de Aveiro (CIDMA-UA), pelo
Centro de Matemadtica da Universidade do Minho
(CMAT-UMinho) e pelo Centro de Matematica e Apli-
cacoes da Universidade da Beira Interior (CMA-UBI),
e conta com o apoio do Centro Internacional de Mate-
matica (CIM). Mais informagdes em https://sites.google.
com/fview/ntqo-2025

O encontro sera realizado em formato hibrido, con-

Il CONGRESSO INTERNACIONAL GEOGEBRA

II CONGRESSO INTERNACIONAL
GEOGEBRA
Coimbra, 23 a 25 de Qutubro de 2025

Entre os dias 23 e 25 de outubro de 2025 decorrera o II Congresso Internacio-
nal GeoGebra no Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra.
Usado por milhdes de utilizadores em todo o mundo, que desenvolvem e
partilham materiais através de plataformas digitais, o GeoGebra tem-se afir-
mado como uma ferramenta transformadora no contexto educativo.

Este evento visa promover o intercAmbio de experiéncias inovadoras, mate-
riais pedagdgicos e investigacdes relacionadas com a utilizacdo do GeoGebra
como recurso educativo em diferentes niveis de ensino e contextos interna-
cionais. O congresso reunird professores e investigadores de todo o mundo
para partilharem conhecimentos através de conferéncias, comunicagdes e
pOsteres.

Nesta segunda edigdo, os organizadores pretendem consolidar o impacto do
GeoGebra na educagéo, incentivando uma mudanca metodolégica significa-
tiva que contribua para préticas educativas mais dindmicas, inclusivas e efi-
cazes. A primeira edi¢do deste congresso internacional realizou-se em 2023
na cidade de Cérdoba (Espanha).

Mais informagdes poderdo ser consultadas em https://congresogeogebra.org/in-
dex.php/pt/pagina-inicial

GAZETA DE MATEMATICA -

9.° ENCONTRO
BRASIL-PORTUGAL
| IST-IME

A 97 edicdo do IME-USP
terd lugar de 4 a 8 de agos-
to em Sao Paulo. O evento
resulta da colaboragao
entre o Instituto Superior
Técnico (IST), em Lisboa,
o Instituto de Matematica
e Estatistica da Universi-
dade de Sao Paulo (IME-
-USP) e as sociedades
brasileira e portuguesa
de Matemética (SBM e
SPM). Esta conferéncia
tem como objetivo forta-
lecer a colaboragdo entre
investigadores do Brasil
e de Portugal. Saiba mais
em: https:/[sites.google.com/
usp.br/9-ist-imeenglish/
home?authuser=0ME 9
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AUSTRALIA RECEBEU AS 66.2s OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE MATEMATICA

SUNSHINE COAST

GEIN Inbemational Mathamaticsl Olyrmplad 2025

A 66." edigdo das Olimpiadas Internacionais de Matema-
tica (IMO), a maior competi¢do matemdtica internacional,
decorreu na Sunshine Coast, Queensland, Austrélia, de
10 a 20 de julho. A delegagdo portuguesa partiu a 5 de
julho, de Lisboa, mas fez uma paragem na Nova Zelan-
dia para um estdgio de preparacdo antes do arranque
das Olimpiadas Internacionais. Portugal foi representado
por Henri Campagnolo (12.° ano, Lycée Frangais Charles
Lepierre), Miguel Domingos (12.° ano, Escola Secundéria

IMPA DISPONIBILIZA DUAS VAGAS EM
MATEMATICA PURA E APLICADA

O Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada (IMPA)
tem inscri¢des abertas para duas vagas académicas.
O instituto procura um investigador especializado
em matematica pura, aplicada ou industrial — com
especial énfase nas subareas da Matematica Aplica-
da e da Matematica Industrial — e oferece ainda uma
bolsa de pés-doutoramento aberta a todas as dreas da
matemadtica. A data-limite para o envio de candidatu-
ras para a posigdo de investigador é 16 de novembro e
para a bolsa de pés-doutoramento é 30 de novembro.
Ambos os resultados serdo anunciados em dezembro
de 2025 e em ambas as vagas os trabalhos deverdo ter
inicio entre janeiro e setembro de 2026. Saiba mais
em: https:/[impa.br/notices/impa-abre-processo-seletivo-
-para-pesquisador-e-oferece-bolsa-de-pos-doutorado

Rainha D. Leonor), Pedro Silva (12° ano, Escola Secun-
ddria Emidio Navarro), Rafael Marques (10.° ano, Escola
Secunddria Camdes), Tomds Faria (12.° ano, Colégio Mo-
derno) e Tomds Prata Vidal (11.° ano, Grande Colégio Uni-
versal). Da comitiva faziam ainda parte Joana Teles, capi-
ta de equipa, professora do Departamento de Matemdtica
da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
de Coimbra, e Nuno Arala, tutor da equipa e ex-olimpico.

BOLSAS GULBENKIAN

NOVOS TALENTOS

O periodo de candidatura as Bolsas Gulbenkian
Novos Talentos abrird no dia 1 de setembro e ter-
minard no dia 30 do mesmo més. Estas bolsas pre-
tendem identificar e apoiar o talento de estudantes
excecionais e estimular a iniciagdo a investigacdo
nas dreas de ciéncia bdsica, sendo a matemdtica
uma delas. Podem candidatar-se estudantes inscri-
tos nos 2.2, 3.° e 4° anos de licenciatura ou mestrado
integrado, ou no 1. ano de mestrado, no ano letivo
2025/2026, numa institui¢do de Ensino Superior em
Portugal. Os candidatos devem ter média igual ou
superior a 16,5 valores nas unidades curriculares ja
realizadas.

Candidate-se através da pégina oficial: https://gul-
benkian.pt/bolsas-lista/novos-talentos
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10™ EUROPEAN SUMMER UNIVERSITY ON HIS-
TORY AND EPISTEMOLOGY IN MATHEMATICS
EDUCATION - ESU-10

A 10 European Summer University on History and Epis-
temology in Mathematics Education (ESU-10) ird decor-
rer entre os dias 20 e 24 de julho de 2026, no Depar-
tamento de Matemadtica da Universidade de Aveiro.
A submissdo de resumos de propostas de atividades estd
aberta até 31 de outubro de 2025. Os principais objetivos
da ESU sdo proporcionar um férum para a apresentagao de
pesquisas em educacdo matemadtica e métodos de ensino
inovadores baseados numa abordagem histérica, epistemo-
l6gica e cultural da matemadtica e do seu ensino, com énfase
na implementac&o prética, oferecer uma oportunidade para
professores, educadores e investigadores de matemadtica
partilharem o seu conhecimento histérico, as suas ideias de
ensino e as experiéncias em sala de aula relacionadas com
essa perspetiva e motivar novas colaboragdes entre os mem-
bros da comunidade de educagdo matemdtica na Europa e
noutros lugares. Todas as informagdes poderao ser encontra-
das em https:/lesul0.sciencesconf.org

X1l FEIRA DA MATEMATICA

A Feira da Matemdtica estd de regresso ao Museu Na-
cional de Histéria Natural e da Ciéncia nos dias 21 e
22 de novembro. A XII edi¢do da Feira serd um evento
repleto de atividades cientificas, culturais e educativas
e, tal como nos anos anteriores, o primeiro dia terd um
programa dirigido ao publico escolar e o segundo dia,
ao publico em geral e familias. A entrada é gratuita, mas
as escolas necessitam de se inscrever.

GAZETA DE MATEMATICA + 206

FCUP DISPONIBILIZA NOVO ESPACO
DE MATEMATICA INTERATIVA

O novo Espago de MATemética Interativa (eMA-
Ti), da Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Porto (FCUP), abriu oficialmente as portas no
dia 13 de junho. Criado para promover o ensino
e a divulgagdo da matemadtica, o eMATi retine
quase duas dezenas de atividades interativas
destinadas a mitdos e graddos.

Um bilhar eliptico, uma gaiola prismdstica, mi-
nicaleidoscépios e a atividade “Estou no 7?” sdo
apenas alguns exemplos de médulos interativos
do eMATiI.

A iniciativa tem como promotor Anténio
Machiavelo, no entanto os moédulos - vir-
tuais e fisicos — em exposi¢do foram conce-
bidos e cedidos pela Associagdo Atractor.
O acesso ao espaco é gratuito e todas as visi-
tas poderdo ser agendadas através do e-mail
aalves@fc.up.pt.

FOTO: SIC.FCUP
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica com a comunidade matematica portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢bes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicacdo na Gazeta de Matemadtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptublico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matemadtica em geral, algum
aspecto curioso de matemadtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligacdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagdo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.
podem  ser
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No

Os  textos submetidos  em
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte enderego:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2025

Preco Assinatura
de Capa L Assinatura Assinatura
(avulso) + Gun?e-Bls'sau' Resto do para sécios deiA\ ou'o
portes de Portugal Europa S.Tome e Principe Mundo SPM pol

envio Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matematicos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt
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