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SOCIEDADES MATEMATICAS: CONTRIBUTOS
COLETIVOS PARA UMA MISSAO COMUM

PauLo SARAIVA
Universidade
de Coimbra

As sociedades matematicas assumem um papel decisivo na promogao

global do saber matemético

m todo o mundo, sdo intimeras as associagdes cujo pro-

posito é a promogdo do conhecimento matematico nas
suas vdrias vertentes: ensino, divulgacdo e investigagao. Al-
gumas mantém a sua atividade de modo ininterrupto desde
o século XIX. A London Mathematical Society (LMS), por
exemplo, é uma das mais antigas sociedades matematicas
do mundo, antecedendo em vdrios anos institui¢des simi-
lares na Europa e na América. Inspirada pela entdo crescen-
te necessidade de canais cientificos especializados, a LMS
foi fundada em 1865 e o seu mérito é reconhecido por ter
constituido um estimulo e um modelo para subsequentes
sociedades matematicas em todo o mundo, servindo como
um influente catalisador na comunicagédo e disseminagao do
conhecimento matematico. Cada uma em funcdo dos seus
propésitos, dos seus meios, do niimero e capacidade de in-
tervengdo dos seus associados, as sociedades matemadticas
procuram manter e diversificar as suas formas de atuagdo.
Sao responsdveis, entre outras, por reunides cientificas, pa-
lestras, competi¢gbes de promogdo do talento matematico,
publicacBes vdérias (periédicas ou ndo) e, mesmo, pelo acon-
selhamento ou por tomadas de posicdo acerca de politicas
relativas ao ensino da Matematica.

E igualmente com esta missdo que atua a nossa Socieda-
de Portuguesa de Matematica (de que a Gazeta de Matemiti-
ca é uma das publicagGes), cuja nova diregdo, presidida por
Eugénio Rocha, foi eleita no passado dia 6 de janeiro. Na
secgdo Cartas da Direcdo, pode ficar a conhecer, de forma
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resumida, as principais linhas de agdo para 2024-2026. Dan-
do continuidade a um legado que inclui iniciativas que ja
fazem parte da identidade da SPM, a direcdo aponta para
novos desafios, entre os quais o aumento da eficiéncia na co-
municagdo com os associados, o renovado contributo para a
melhoria da qualidade do ensino da Matemdtica e, por fim,
0 apoio a investigacdo matematica.

Falar destas institui¢des e dos seus objetivos ndo pode
ser feito sem mencionar quem esteve a frente dos seus des-
tinos, matematicos e matemaéticas, mais ou menos ilustres,
que deram o seu contributo para a disseminagdo do conhe-
cimento matemadtico. Qualquer publicacdo histérica que se
faca sobre uma sociedade matematica ficard incompleta se
apenas se debrugar sobre o que conseguiu alcangar, mas de-
verd também retratar os percursos dos homens e mulheres
que nela se empenharam: quem foram, quando viveram,
que matemadtica fizeram, de que viviam, por que episédios
merecem ser recordados.

Na presente edicdo, publicamos, em edicdo conjunta da
Gazeta de Matemdtica e da European Mathematical Society Ma-
gazine, uma entrevista com Volker Mehrmann, presidente
da European Mathematics Society (EMS) entre 2019 e 2022.
A EMS foi fundada em 1990 em Madralin (Pol6nia), apés um
periodo de cerca de 12 anos, durante os quais foi ganhando
corpo a ideia de constitui¢do de uma sociedade que promo-
vesse 0 desenvolvimento de todos os aspetos da matemati-
ca nos paises da Europa, que procurasse desenvolver uma



relacdo mais ampla da matematica com a sociedade e, por
fim, que visasse estabelecer um sentido de identidade en-
tre os matemadticos europeus. Na entrevista feita por Silvia
Barbeiro, Ana Mendes e Martin Rousseau, ficard a conhecer
um pouco da vida e do pensamento de um matematico com-
pleto: que matematica estudou, quais as suas preocupacdes
com a comunica¢do matemdtica e com o ambiente de traba-
lho dos seus estudantes, e quais os desafios mais marcantes
do seu mandato a frente da EMS. No final, ficard a perceber
por que razdo entende que a matemdtica traz felicidade.
Porque os percursos que conduzem a matemadtica sdo,

por vezes, pouco lineares, vai querer saber quem é o mate-
matico sul-coreano June Huh, e que vicissitudes o levaram
da poesia a matematica (e de altissimo relevo!), pela escrita
de José Carlos Santos.

Ap6s um curto “ponto de descontinuidade”, regressa a
Guazeta a seccdo Canto Délfico, na qual Alfredo Costa o con-
vida a perceber em que consiste o método da descida infinita e
de que trata o método do criminoso minimal.

Como pode constatar, hd motivos mais do que suficien-
tes para lhe desejar uma excelente leitura da presente edi¢do
da Gazeta!

LOJA
spm
1

Consulte o catalogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt



RECREIO

SE A MATEMATICA SE APLICASSE AO FUTEBOL Haom o

Instituto Piaget,

A beleza do futebol esta no facto de muitas vezes ser imprevisivel e, por L”sljjght; C'@g_“;f"u’:
~ , . . elder.pinto@ipiaget.pt
exemplo, ndo ser possivel aplicar-lhe a regra da transitividade.

N o dltimo Natal, o meu filho dizia-me que se “o fu- Tabela 1.

tebol tivesse l6gica”, o AVS SAD (que luta para ndo Jornada 1
descer de divisdo em Portugal) perderia apenas por 1-0
contra o todo-poderoso Bayern de Munique (que luta LecadoBalio 2 - 4 New Team
para ser campedo na Alemanha e para vencer a Cham- Infesta 2 - 3 Padroense
pions League). O raciocinio era simples e 16gico: se 0 AVS ] ] ~
SAD empatou 1-1 com o Benfica e se o Benfica perdeu Salgueiros 2 - 0 Coimbrdes
1-0 com o Bayern, entdo o AVS SAD e o Benfica estariam Panther Force 3 - 0 Serzedo
ao mesmo nivel e conseguiriam o mesmo resultado com
qualquer adversdrio comum... Como bem sabemos, pou- Jornada 2
cos apostariam o seu dinheiro num resultado téo escasso

. . New Team 2 - 4 Infesta
para o Bayern, dada a diferenga de realidades entre estes
dois clubes. Padroense 0 - 4 Salgueiros
Mas, e se a transitividade fosse vélida? Quantos jogos Coimbrdes 0 - 0 Panther Force

seriam desnecessdrios por ji se saberem os resultados a
partida? Observe os resultados na tabela 1, extraidos da Serzedo 10 - 1 Benfica VN Gaia
Divisdo de Honra, Série 1, Sub 8, temporada 2018-19, da

Associagdo de Futebol do Porto, a qual é disputada por

nove clubes. Verifique se jd é possivel determinar o cam- futebol em que os trés grandes estivessem tdo juntos no
pedo com estas duas jornadas realizadas. E as restantes topo da tabela classificativa. No final do dia 22 de dezem-
posigdes também ja estariam igualmente determinadas? bro de 2024, a tabela classificativa era a seguinte:

Note-se que nestes raciocinios se considera, além da transi-

tividade habitual (se A ganhou a B e se B ganhou a C, entéo

A ganhard a C e, de modo semelhante, com os empates),

outra “transitividade” subentendida: se A ganhou a B e B 1. Sporting 15 37
empatou com C, entdo A também ganhard a C. 2. FC Porto 5 37
Continuando com a questao das tabelas classificativas, 3. Benfica 14 35

ja ha muito tempo que ndo tinhamos um campeonato de
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Qual o clube em melhor posi¢do na tabela anterior?

Como todo o adepto sabe, a melhor posi¢do é a do Benfi-
ca, pois tem menos um jogo disputado e, por isso, podera
ainda fazer 38 pontos. Esta situagdo aqui é facil de obser-
var, mas h4 tabelas classificativas mais complicadas, prin-
cipalmente quando hd um nimero impar de equipas no
campeonato. Nos campeonatos profissionais é raro acon-
tecer, mas noutros escaldes e no futebol juvenil acontece
muitas vezes, como se pode observar na figura 1, onde
ha trés equipas que ainda ndo “folgaram”: o Arcozelo,
o Pedroso e o Avintes. Como podemos comparar equipas
com ndmero diferente de jogos? Que outros tipos de tabe-
las classificativas poderiam ser criados para resolver pro-
blemas deste género? Como ficariam os seguintes clubes
classificados nestas novas tabelas?

10

1

12

13

14

15

B4 a0 Griis 3 11 oM a0 o
% valadares Gaia 3 1M o0 0 1
-g\ SC Arcozelo B 24 1z 8 g 4
@ Serredo 2’ 1 7 2 2
W FCPedioso 2 12 7 2 3
T Avintes 7 12 5 2 5
T cocandal B 11 5 0 &
@ sccoimbross 15 11 5 0 6
& viarc 1“1 4 2 5
& s relixMarinha 1Z 1 o4 a0 7
% Fcoaia 21 4 0 7
¥ Fut Benfica V. N. Gaia 12 1 4 0 7
@ Sport Canidelo B 0 1M o3 17
% Perosinho a4 o1 19
’ Gulpilhares FC 3 1 1 /] 10

Figura 1.

Deixamos aqui ainda mais dois desafios, dos muitos que foram publicados sobre futebol

por Mariano Mataix ([1], p. 28 e p. 37).

Tabela 2.
1. O Real, o Atlético, a Unién Deportiva e
. J Club Vi Golos Golos P
0 Quebrantahuesos jogaram um troféu UeEs & s | sefiis || FEES
1 cad i frent. d

no qual cada equipa enfren a\.ra cada 1. Real 1 1 1 4 ) 4
uma das outras trés numa tnica par-
tida. Todos os encontros terminaram 2. Atlético 1 1 1 2 2 4
com resultados diferentes e a classifica- 3. Unién Deportiva 1 1 1 3 4 4
ga? foi a. s'egumte - Ve.r tabela 2, (o tor- 4. Quebrantahuesos 1 1 1 2 3 4
neio decidiu-se pela diferenga de golos).
Qual o resultado entre a Unién Deportiva e o Quebrantahuesos?

5 ) o Tabela 3.

. Quatr'o equipas pa1jt1c1pam’ ITum campeone'l- o > 5 el Golos | ,
to e jogam entre si uma tnica vez. Depois ubes | Jogos & B || coredes | cofitees || FEMEES
de se disputarem algumas partidas, a tabela A )
3 apresenta os resultados com os nuimeros
substituidos por letras (os espagos em branco B X t t d
representam dados desconhecidos). Por ou- C h d X r d r
tro lado, uma das letras estd errada numa das

D X d t h

vezes em que aparece (se é que esta letra er-
rada aparece mais do que uma vez na tabela).

Qual a letra que estd errada e qual deveria ser o seu valor? Note que neste problema se

considera que a vitdria vale dois pontos, como era antigamente, e que os clubes estédo

ordenados por ordem alfabética e ndo pelo niimero de pontos obtidos.

RECREIO ¢ Se a Matematica se Aplicasse ao Futebol
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A MATEMATICA NAS NOTICIAS
1. Ha séculos que n3o se assistia a nada assim

“Existem dois tipos de cigarras encontradas em grande
niimero nos EUA: as cigarras anuais — surgem todos 0s
anos — e as periédicas —surgem a cada 13 ou 17 anos. As
cigarras periddicas tém um ciclo de vida longo. Apés a
eclosdo, as cigarras periddicas imaturas, chamadas nin-
fas, passam 13 ou 17 anos no subsolo, alimentam-se de
raizes, e depois emergem do solo e transformam-se em
cigarras adultas.” [2]

A Natureza apresenta muitas vezes fenémenos com
periodos bem definidos como, por exemplo, a apari¢do
dos cometas. Nos animais e plantas, o ano costuma ser
a medida mais recorrente (a maioria das drvores da fruto
uma vez por ano, etc.). Mas, como vemos na noticia aci-
ma, nem sempre é assim, existindo animais com ciclos
mais longos, tal como acontece com estes dois tipos de
cigarras. Dado que ambos os periodos sdo nidmeros pri-
mos, estes dois tipos de cigarras s6 se encontram a cada
13 x 17 = 221 anos, o que faz com que seja um fenémeno
a que nem todas as geragdes humanas tém possibilidades
de assistir. Antes de 2024, como é referido na noticia, “a
tiltima vez que foi documentada a emergéncia conjunta das duas
ninhadas de cigarras periédicas nos EUA foi em 1803, durante a
Presidéncia de Thomas Jefferson”. E agora jd nenhum de nés
vai assistir novamente a este fenémeno... O que é capaz de
ser bom, pois a eclosdo conjunta, segundo os relatos, nédo é
propriamente silenciosa!

2. E s6 mostrar as contas

“O FC Porto divulgou esta semana o novo Portal da
Transparéncia, uma promessa de André Villas-Boas,
que mostrou, as claras e com uma comunicagdo simples,
transferéncias, comissdes e remuneragdes. Uma iniciati-
va de louvar, numa altura em que os adeptos se tornam
cada vez mais exigentes em relagdo a contas. Ndo por
de repente todos gostarem de Matemdtica ou serem
especialistas em capitais proprios e resultados liquidos,
mas porque jd todos terdo percebido que, sem uma gestio
eficiente, nio hd resultados desportivos que resistam du-
rante muito tempo — e 0 FC Porto que o diga.” [3]

O negrito acima é meu e foi uma frase que me deixou
a refletir. O mundo distépico em que viverfamos se todos

passassem a gostar de matematica... Que implicagGes isto
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teria? E se f6ssemos ao extremo em que todos, ndo apenas
gostassem, mas se dedicassem a matematica e “vissem”
férmulas matemadticas avangadas como Ramanujan? Que
avangos tedricos e tecnolégicos seriam possiveis com tan-
ta mdo de obra a fazer matematica? Ora aqui estd uma
boa ideia para um filme de fic¢do cientifica! O problema é
que muitas outras coisas préticas ficariam por fazer como,
por exemplo, a agricultura, a pecudria, os transportes, a
medicina, etc., 0 que nos levaria, com certeza, a extingdo...
Por isso, claro que queremos muito mais gente a gostar e
a fazer matemadtica, mas, como em tudo, queremo-lo na
medida certa!

3. Este cubo megalémano vai custar 46 mil milhoes de
euros, sera a maior estrutura do mundo

“A ambigdo de criar construgdes colossais continua
a ser uma marca da Ardbia Saudita com o projeto do
Mukaab, que promete ser a maior estrutura do mundo,
se realizado conforme o planeado. Com impressionantes
400 metros de lado (sic), 396 metros de altura e 362 me-
tros de largura, o Mukaab poderd abrigar até 20 edificios
Empire State.” [4]

Como os leitores concordardo comigo, e este parece-
-me ser o melhor local para fazer esta queixa, esta estrutu-
ra ndo é um cubo... @&, pelo menos ndo na nossa defini¢do
matemadtica da coisa!

4. Casal ganhou 26 milhGes na lotaria gracas a truque

matematico de trés minutos

“Jerry Selbee, um reformado com uma licenciatura em
Matemdtica, descobriu uma anomalia num jogo de lo-
taria do Michigan chamado Winfall. Ao contrdrio das
lotarias normais, em que os jackpots sido acumulados até
serem reclamados, o Winfall tinha um mecanismo dife-
rente: se o jackpot excedesse os cinco milhdes de dolares
sem vencedor, o prémio em dinheiro seria transferido
para os vencedores dos escaldes inferiores. Num cdlculo
que demorou apenas trés minutos, Jerry descobriu que,
ao comprar grandes quantidades de bilhetes, poderia ga-
rantir estatisticamente um lucro.” [5]

Histdrias como esta sdo fascinantes, ndo sé pela mate-
matica envolvida, mas também pelo grau de organizacio
e trabalho de equipa para montar toda a logistica deste
tipo de operacdes. Para se perceber a ordem de grandeza



dos montantes investidos, refira-se que este casal gastava,

muitas vezes, mais de 600 mil délares por jogo... Ou seja, a
matemdtica demorou trés minutos a fazer-se, mas colocar
o plano em prética exigiu um trabalho drduo por parte
deste casal (1% de inspiracdo que exigiu posteriormente
muita transpiragdo!). Note-se que esta atividade ndo vio-
lou nenhuma lei nem prejudicou ninguém: “Apesar de te-
rem encerrado o jogo, as autoridades reconheceram que as agdes
dos participantes foram benéficas para o Estado, gerando recei-
tas significativas de impostos.”

E, para terminar esta sec¢do, uma adivinha que ouvi
na radio: “Quando é que 10 com mais 10 ndo sdo 20, mas com
mais 50 sdo 11?7

SOLUCOES DOS DESAFIOS PROPOSTOS NO NU-
MERO ANTERIOR

A probabilidade de um jogador de ténis, que ganha um
terco dos pontos ao seu adversario, ganhar um jogo é de
% ~ 0,144 (como referido no ntimero anterior, aproxi-
madamente %). A explicacdo completa de como obter este
valor pode ser encontrada em [6], pp. 15-23, e advém da
seguinte férmula (onde p é a probabilidade de o jogador

vencer um pontoeqg =1 — p):

10P4q2

1-2pq°

Pt +4ptq+

Usando esta férmula, conclui-se, com um pouco de pa-
ciéncia, que a minha probabilidade de ganhar um jogo (re-
lembrando que eu ganhava 40% de pontos) era de apenas
1oae ~ 0,2643.

Ainda em [6], p. 28, é possivel encontrar a tabela e o
gréfico da figura 2, que mostram as probabilidades de um
jogador ganhar uma partida de trés sets, supondo dife-
rentes probabilidades de ganhar cada ponto, e donde se
conclui facilmente que, ganhando “apenas” 40% dos pon-
tos, era quase impossivel eu ter alguma vez ganhado uma
partida de ténis ao meu colega...

probability of winning r
point match
0 0
01 0
02 10722 g |-
03 45% 1071 £
04 4-4x 1074
05 05
06 0-9995
07 0-9999
08 09999 0l
09 1 | S SR | f |
10 1 0 0-5 1
point
Figura 2.

Até ao préximo nimero do nosso Recreio!
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DESCIDA INFINITA E CRIMINOSOS MINIMAIS

Introduzimos brevemente o método da descida infinita, revestindo-o a
certo ponto com as vestes do método do "criminoso minimal". Fazemo-lo
na perspetiva da iniciagdo a resolugiao de problemas olimpicos de natureza

técnica.

1. 0 METODO DA DESCIDA INFINITA

A experiéncia pessoal do autor destas linhas leva-o a con-
cordar com o cliché segundo o qual os iniciados no gosto
pela matemdtica desenvolvem facilmente um especial fas-
cinio pelas equacgdes ditas diofantinas, isto é, equagbes no
dominio dos niimeros naturais, ou, mais geralmente, dos
ntmeros inteiros. O método da descida infinita pode, com
sucesso, ser aplicado na resolugdo de algumas de tais equa-
¢oes. De aprendizagem obrigatéria num curso de formacao
olimpica, tem o duplo atrativo de ser acessivel a iniciados
e de ter bastante pedigree. Tal pedigree decorre nédo sé da fre-
quéncia com que é usado em problemas relevantes, mas
também do facto de ter sido promovido por Pierre de Fer-
mat (1607-1665), um dos poucos matemadticos que néo sur-
preendem que um vulgar transeunte da rua os reconheca
pelo nome.

Parafraseemos a explicacdo informal que Oysten Ore
nos dé sobre o método, no seu livro sobre a Histéria da Teo-
ria dos Numeros [5]: assumimos que um problema pode
ser resolvido no dominio dos niimeros naturais, e de uma
sua solu¢do deduzimos uma nova solu¢do no mesmo do-
minio, definida por ntimeros de menor valor; como os intei-
ros positivos ndo podem decrescer indefinidamente, chega-
mos a um absurdo, pelo que o problema nao tem solugéo.
Sucintamente: o método assenta na observagdo de que ndo
podemos fazer uma “descida infinita” na “escada infinita
dos ntimero naturais”. O nome do método, traduzido do
original em francés descente infinie, deve-se a Fermat [5].

Figura 1. Pierre de Fermat (1607-1665).!
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A demonstracgdo da seguinte proposigdo constitui um
exemplo simples de aplicagdo do método da descida in-
finita na resolucdo de equacdes diofantinas. Neste texto
estamos a considerar o conjunto IN dos ntimeros naturais
como sendo o dos ntimeros inteiros positivos.

Proposigao 1. A equagdo X%+ y2 = 3z% nio tem solucdes
naturais.

Demonstragdo. Suponhamos que a equagdo tem solu-
¢Oes naturais. Podemos entdo tomar naturais xg, Yo € Zo
tais que

X3+ % = 325 1)

Suponhamos que xy ndo é mduiltiplo de 3. Como
y3=23z3—x3 entdo Yo também ndo ¢ multiplo
de 3. A divisdo de xp por 3 da resto 1 ou 2, isto §é, te-
mos xg=3k+1 ou xy=3k+2 para algum ndme-
ro inteiro k. Como (3k+1)2=3(3k*+2k)+1 e
(3k +2)? =3(3k* +4k+1) + 1, em qualquer dos casos
vemos que x% = 35 + 1 para algum inteiro s. Do mesmo
modo, temos y3 = 3t + 1 para algum inteiro t. Deduzimos
entdo a igualdade x2 + y3 = 3(s + t) + 2, que nos diz que
o inteiro x3 +y3 dé resto 2 quando dividido por 3. Mas
a igualdade x2 + y3 = 3z3 garante-nos que esse inteiro
é multiplo de 3. Logo, para evitarmos uma contradigao,
Xo tem de ser mdltiplo de 3. Pela mesma razdo, y, tem de
ser multiplo de 3.

Portanto, existem niimeros naturais x; e y; tais que
xo = 3x1 e yo = 3y;. Substituindo na equacao inicial, ob-

temos
9x% +9yF = 323

ou seja,
3(xi +17) = 2.

Decorre desta tdltima igualdade que podemos substituir z
por 3z; para algum ndmero natural z;, obtendo-se entdo

x +yt =34,

Logo (x1,Y1,z1) também ¢é uma solugdo da equacdo
x2 —l—yz — 322 formada por nimeros naturais, tendo-se
X1 < Xo Y1 < Yoezp <z

Repetindo o argumento, a partir da solugdo (x1,¥1,21)
obteremos uma outra solugdo (xp,1,2z2) da mesma
equagio x*+y? = 3z%, formada por nimeros naturais
X2,Y2, 22 tais que xp < x1, y2 < yp e z2 < z1. Continuando
indefinidamente este processo, obtemos uma sequéncia

infinita
(XOI yOI ZO)/ (xll ylr Zl)r (x21 ]/2/ ZZ)/ tee
de solugdes naturais da equagao x? + y? = 3z? tais que

Xg > X1 >Xp > X3 > -

Mas isto é impossivel, visto que apenas existe um ndme-
ro finito de nimeros naturais menores do que xj.
Chegamos assim a um absurdo. O absurdo surgiu de
supormos que a equagio x> + y2 = 322 tem solucdes na-
turais. Portanto, no dominio dos niimeros naturais, tal
equacdo ndo tem solugdes. O

Os conhecedores da teoria elementar das congruén-
cias [4] poderdo achar o segundo pardgrafo desta de-
monstracdo particularmente entediante, mas é de espe-
rar alguma tolerdncia se tiverem em conta o objetivo de
tornar a prova imediatamente acessivel a todos os leito-

res que sdo alunos do ensino secunddrio.

2. CRIMINOSOS MINIMAIS
O autor deste artigo fez a sua formagdo em Teoria dos
Grupos recorrendo ao livro de Joseph Rotman [6]. Um
comentdrio af feito, que capta a atencgao, é sobre o uso fre-
quente do método do “criminoso minimal” em diversas
demonstragdes de teoremas sobre grupos finitos. Toman-
do de empréstimo a descricdo feita por Rotman, quan-
do se quer provar que uma estrutura finita de um certo
tipo (e.g., um grupo finito) com a propriedade P tem de
também ter a propriedade Q, frequentemente assume-se
que existe uma estrutura G desse tipo que é de tamanho
minimo de entre todas as que tém a propriedade P e ndo
tém a propriedade Q. Depois, explorando a minimalida-
de de G, deduz-se uma contradi¢do. Nesta narrativa, a
estrutura G é o0 nosso “criminoso minimal”, sendo o seu
“crime” a violagdo de um teorema que queremos provar
que é verdadeiro. O uso da sugestiva expressdo “crimi-
noso minimal” (tradug¢do de least criminal) no contexto
dos grupos finitos é atribuido por Rotman a Reinhold
Baer; pode-se ver um exemplo do seu uso por Baer num
artigo da nossa lista de referéncias [2].

Mais geralmente, para se provar que um determinado
problema ndo tem solugdes, o método consiste em: come-
car por verificar que se o conjunto de solugdes é nio vazio,

Imagem do dominio publico, via Wikimedia Commons, https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Pierre_de_Fermat3.jpg
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Figura 2. Reinhold Baer (1902-1979).?

entdo é (parcialmente) pré-ordenado de alguma forma, e
de tal modo que existem elementos minimais; e em segui-
da, explora-se a minimalidade de um tal elemento (o “cri-
minoso minimal”) para se chegar a um absurdo.

Por exemplo, a demonstracdo da proposigdo 1 pode-
ria ter sido adaptada ao método do criminoso minimal,
atribuindo ao conjunto S das solugdes (xo, o, zo) da equa-
cdo ¥+ y3 =323, no dominio dos ntimeros naturais,
a pré-ordem < definida por (a,b,¢) < (a',',c’) se e s6 se
a < a’. Como todo o subconjunto néo vazio de IN tem um
elemento minimo, se S for ndo vazio, entdo tem elementos
minimais. A prova de que S é vazio é feita assumindo que
S nao é vazio e extraindo uma contradicdo a partir de um
elemento minimal de S, apelando de algum modo ao ca-
racter minimal de tal elemento.

O método da descida infinita pode ser sempre reves-
tido com as roupagens do principio do “criminoso mini-
mal”. Estas roupagens tém em geral a vantagem de permi-
tirem um texto mais elegante, na opinido do autor.

Vejamos a aplicacdo do principio do “criminoso mi-
nimal” na resolucdo do seguinte exercicio, incluido num
teste feito durante um estdgio do Projeto Delfos.

Problema 1. Determine todos os ternos (x,y, z) de inteiros
que satisfazem a igualdade

343y +92° = 3xyz.

Resolugdo. Observemos que o terno (0,0,0) é uma so-
lugdo da equagéo %% 4 343 + 923 = 3xyz. Provemos que é
a tnica.

Suponhamos que (0, 0,0) n&o é a tinica solugdo da equa-
¢do. De entre as solugdes diferentes de (0,0,0), tomemos
uma solugdo (x, 1o, zo) tal que o valor de |xo| + |yo| + |2o]
é o menor possivel. Uma vez que temos

X3 = 3xoy0z0 — 3yp — 923,
sabemos que x3 é multiplo de 3. Sendo 3 um ntimero pri-
mo, daqui decorre que existe um ntmero inteiro x; tal que
xo = 3x1. Substituindo x( por 3x1, obtemos a igualdade

9x‘;’ + yg + 328 = 3x1Y0z0,
pelo que yg é multiplo de 3. Assim, temos yo = 3y para
algum inteiro y1, donde

3X% + 9]/% + Zg = 3x1ylzo.
Continuando com este argumento, obtemos zg = 3z; para
algum inteiro zj, e portanto

x‘;’ + 3y:f + 92:15 = 3x1y121.

Logo (x1,y1,21) também é solugdo da equagdo em andlise.
Reparemos que

lxo| > |x1], [yl > |y1l, |20l > |21,
e que

lyol =1l ©yo=0 e
|Z()| = |Zl| < z0 = 0.

|xo| = [x1] © x0 =0,

Como, pelo menos, uma das componentes de (xo, yo, zo) €
ndo nula, daqui decorre que

0 < |x1] + [y1] + [z1] < |xol + [yol + |zo]-

Mas isto contradiz o cardcter minimal da solugdo
(xo, yo,Zo).

Assim, por redugdo ao absurdo, concluimos que,
no dominio dos inteiros, a tinica solugdo da equacdo
x3 4+ 3y% +92% = 3xyz ¢ (0,0,0). O

3. SOB OS AUSPiICIOS DE PITAGORAS E FERMAT
Um tridngulo retangulo diz-se pitagdrico se os comprimen-
tos dos seus lados forem nidmeros inteiros. Recordemos

10
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que um quadrado perfeito é um inteiro ndo negativo cuja
raiz quadrada é um inteiro. O método da descida infini-
ta foi introduzido por Pierre de Fermat para demonstrar
que a drea de um tridngulo pitagérico nunca pode ser um
quadrado perfeito [5]. Nesta secgdo revisitamos essa de-
monstragdo, revestindo-a com o principio do “criminoso
minimal”.

Dizemos que um terno (a,b,c) de inteiros positivos é
um terno pitagorico se a, b, c forem os comprimentos dos la-
dos de um tridngulo retdngulo em que c é o comprimento
da hipotenusa. Portanto, pelo Teorema de Pitdgoras e pelo
seu reciproco, um terno (4, b, c) de inteiros positivos é um
terno pitagoérico se e s6 se é uma solucdo da equacdo dio-
fantina x? + y? = 22,

Um terno pitagérico (a, b, ¢) diz-se primitivo quando os
inteiros a,b,c sdo dois a dois primos entre si; 0 que, em
virtude da igualdade a®+ b? = ¢ facilmente se vé ser
equivalente a que ndo exista um ndmero primo simulta-
neamente dividindo 4, b e c. Naturalmente, um tridngulo
retangulo cujos comprimentos dos lados formam um terno
pitagérico primitivo diz-se um tridngulo pitagérico primitivo.

O teorema seguinte é a bem conhecida caracterizagdo
dos ternos pitagoéricos primitivos, cuja demonstragdo apa-
receu nesta coluna num niimero recente da Gazeta de Ma-
temdtica [3]. Nessa caracterizagdo usa-se o seguinte facto,
facil de estabelecer usando restos da divisdo por 4: num
triangulo pitagérico, pelo menos, um dos catetos tem com-
primento par; portanto, num tridngulo pitagérico primiti-
vo, exatamente um dos catetos é par.

Teorema 1. Seja (a,b, ¢) um terno de inteiros positivos em
que a é par. O terno (a,b, c) é um terno pitagérico primiti-

voseesésea=2mnb=m>—n?ec= m2+n2,para al-
guns inteiros positivos 1, n primos entre si e tais quem — n

é impar.

O Teorema Fundamental da Aritmética, que afirma a
existéncia e a unicidade da fatorizagdo de um inteiro em
nimeros primos, permite-nos provar facilmente o seguinte
facto.

Lema 1. Seja 7 um quadrado perfeito. Se u e v sdo inteiros
positivos primos entre si tais que n = uv, entao u e v sao
quadrados perfeitos.

Este lema tem um papel importante na demonstracao
do teorema sobre o qual esta secgdo se ocupa, que agora
formalmente enunciamos.

Sanmss

L ol

Figura 3. Busto de Pitdgoras no Museu do Vaticano.?

Teorema 2. A drea de um tridngulo pitagdrico ndo pode
ser um quadrado perfeito.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um tridngulo
pitagoérico cuja drea é um quadrado perfeito. Entdo exis-
te um tal tridngulo T de drea minima, de entre todos os
tridangulos pitagéricos cuja drea é um quadrado perfeito.
Seja k o inteiro positivo tal que a drea de T é k. Seja A o
maéximo divisor comum dos comprimentos dos lados de
T, e sejam 4, b, c os inteiros tais que Aa e Ab sdo os com-
primentos dos catetos de T, e Ac é o comprimento da sua
hipotenusa. Observemos que

Consideremos agora o tridngulo pitagérico T’, seme-

2 George M. Bergman, CC BY-SA 4.0 https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Reinhold_Baer_1972_(headshot_enlarged,_as-is).jpg, via Wikimedia
Commons.

* Andargor at English Wikipedia, Public domain, via Wikimedia Commons,
https://upload.wikimedia.org/wikipedialcommons/c/c | IPythagoras_Bust_Vati-
can_Museum.jpg
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lhante a T, cujos catetos e hipotenusa medem 4,b, ¢, res-
petivamente. Note-se que (a,b,c) é um terno pitagérico
primitivo. A sua 4rea é %, que é um inteiro, uma vez que 4
ou b é par. Sem perda de generalidade, vamos supor que
a é par. Ora, temos

ab  k? _(k)2

2 A2 \A
Como % é racional, o inteiro % é um quadrado perfeito.

Pela minimalidade de T, temos entdo de ter A = 1. Ou seja,
T é um triangulo pitagérico primitivo.

Pelo teorema 1, existem inteiros positivos m e i, primos
entre si, com m — n impar, tais que

2

a=2mn, b=m?—n? c=m*+n’

Portanto, temos
K = mn(m?* —n®) = mn(m —n)(m+n). ()

Verifiquemos que os ndmeros m, n, m — nem + n séo dois a
dois primos entre si. Ja sabemos que m e n sdo primos entre
si. Suponhamos que existe um niimero primor que divide os
nimeros m + nem — n. Como m — n é impat, temos r # 2.
Além disso, r divide asoma (m +n) + (m — n) = 2meadi-
ferenca (m + n) — (m — n) = 2n. Portanto, o primo r é um
divisor comum de m e 1, o que contradiz o facto de m e 1 se-
rem primos entre si. Verifica-se, pois, quem + nem — n sdo
de facto primos entre si. Como mdc(x,y) = mdc(x — y,y)
para quaisquer inteiros x, y, vemos que os pares (m + 1, 1),
(m+mn,m), (m—mn,m)e (m+n,n) também sdo pares de
nimeros primos entre si.

Pela igualdade (2) e pelo lema 1, existem inteiros posi-
tivos u, v tais que

m=u?, n =0’ (€)

e inteiros positivos p e g tais que

w2 — 0% = p?, 2+ 0% = . (4)

O facto de m, n, m —n e m + n serem dois a dois primos
entre si também implica que u, v, p, g sdo dois a dois pri-
mos entre si, como facilmente se verifica. Como m e n tém
paridades distintas, também u e v tém paridades distintas,
e portanto p e g tém de ser nimeros impares. Somando e
subtraindo as igualdades (4), obtemos respetivamente

2u® = p? + ¢%, (5)

2w =g -p*=@q-p)a+p) (©6)
Como p, q sdo impares, sabemos que g — p e g+ p sdo pa-

res. Portanto, de (6) deduzimos que 202 é multiplo de 4,
pelo que v é par. Seja v; = §. Substituindo v por 2v; em (6),
somos levados a igualdade

—p g+
2} =12F. 2 F, @)

Se algum ndmero primo dividisse ambos os inteiros ‘HTP

e g, entdo dividiria a sua soma, que é g, e a sua diferen-
¢a, que é p, contradizendo o facto de que p e q sdo primos
entre si. Portanto, os inteiros % e 'HTP sdo primos entre
si, decorrendo entdo da igualdade (7) que exatamente um
deles é par.

Comecemos por supor que 157 é par. Entdo, g —p e
fH-TP também sdo primos entre si, e uma vez que

(2017 = (g - p)- TE

9+p _
2

resulta dolema 1 queq — p = (2d)?e T2 = 52 para alguns

inteiros positivos d e s. Logo, temos

_q9=pP  q9+tp _ 0 2
=" +72 =2d"+s

_qtp 9-P _ 2 ,p
P="> 5 =5 24d°.

Substituindo em (5) obtemos
u? = (%) + (2d%)2.

Pelo reciproco do Teorema de Pitdgoras, existe um trian-
gulo retangulo Ty com catetos de comprimento s* e 2d2,
e hipotenusa de comprimento u. A 4rea do tridngulo T; é

22 _q9tP 9-P _ o
s°d° = 5 i U

De modo andlogo, prova-se que se ﬁTp é par entdo ob-
temos também um tridngulo pitagérico Ty cuja drea é v3.

Portanto, em qualquer dos casos, T; é um tridngulo
pitagorico cuja drea é um quadrado perfeito. Reparemos

ainda que essa drea é

2
2 U) n
v=(z) =+
! (2 4
Logo, T, tem drea menor do que a drea de T:

n

1< n? < n(m+n) <k
Mas isto contradiz a hip6tese de que T é o tridngulo pitagé-
rico de drea minima de entre todos aqueles cuja drea é um
quadrado perfeito.
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Tendo a contradigdo nascido da hipétese de que exis-
tia algum tridngulo pitagérico cuja drea é um quadrado
perfeito, fica assim demonstrado o teorema. O

4. UM CASO ESPECIAL DO GRANDE TEOREMA
DE FERMAT

H4é o Pequeno e o Grande Teorema de Fermat, do mesmo
Pierre de Fermat do qual temos falado. O “Pequeno Teo-
rema de Fermat” [4] diz-nos que se p é um ndmero primo,
entdo a” — a é um multiplo de p, qualquer seja o inteiro a.
A sua demonstragdo é feita nas aulas do Projeto Delfos.
O “Grande Teorema de Fermat”, também conhecido como
“Ultimo Teorema de Fermat”, diz-nos que, no dominio
dos ntimeros naturais, a equagdo x" + y" = z" é impossi-
vel se n for um inteiro maior do que 2. A sua demonstra-
¢do ndo é feita nas aulas do Projeto Delfos... De facto, a
sua prova, extremamente dificil, s6 foi alcangada na ulti-
ma década do século XX. Isto apés drduo labor de muitos
matemadticos, ao longo de séculos, culminando no traba-
lho épico de Andrew Wiles [1]. No entanto, para o caso
especial n = 4, a demonstragdo decorre do teorema 2 de
forma simples, como vemos de seguida.

Figura 4. Andrew Wiles (1953-).

Comecemos por observar que se (1, v, w) é uma solu-
¢do da equagdo xt+ y4 = z% entdo (w, v, u?) é uma solugio
da equagao x* — y* = z% Assim, para provar a impossibi-
lidade de solugbes naturais para a equagao xt+ y4 =z4
basta provar o teorema seguinte.

2

Teorema 3. A equagdo x* — y* = z2 ndo tem solugdes na-

turais.

Demonstragdo. Para quaisquer nimeros naturais x, , z,

sejam
a=2x"y% b=x*—yt c=x+yh

Observemos que a* + b? = % Portanto, pelo reciproco
do Teorema de Pitdgoras, existe um tridngulo retdngulo
com catetos de comprimentos a,b e hipotenusa de com-
primento c. A sua 4rea é x>y?(x* — y*). Logo, se existirem
ndmeros naturais x, y, z tais que x* — y* = z2, entéo existe
um tridngulo pitagdérico cuja drea é o quadrado perfeito
(xyz)?. Mas isso é impossivel, pelo teorema 2. O
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APANHADOS NA REDE

JUNE HUH, DA POESIA A MATEMATICA

A carreira matemdtica de June Huh, um dos grandes matematicos da
atualidade, é muito incomum. Iremos ver um breve resumo dela.

Aos 16 anos, o sul-coreano June Huh abandonou os
estudos secunddrios. Vinte e dois anos mais tarde,
foi-lhe atribuida a Medalha Fields, que é o prémio mais
prestigioso em matematica. Isto, juntamente com o facto
de a desisténcia dos estudos se ter devido a vontade de se
dedicar a poesia, mostra que estamos na presenca de uma
carreira fora do comum, que merece ser conhecida.

June Huh nasceu na Califérnia a 9 de junho de 1983 e
é filho de um casal de sul-coreanos. Os pais regressaram
a Coreia do Sul quando o filho tinha dois anos de idade e
tornaram-se professores universitdrios (de Estatistica no
caso do pai e de Literatura Russa no da mée).

Huh convenceu-se de que ndo era dotado para ma-
temdtica ap6s ter tido uma nota fraca num teste que fez
no Ensino Basico. Na adolescéncia, resolveu dedicar-se
a poesia, tendo escrito bastantes poemas e até algumas
novelas (nada disto foi publicado).! Naquela fase da sua
vida, gostava de fazer passeios por uma montanha per-
to do apartamento onde vivia e de ler sobre a Natureza
(leu uma enciclopédia em dez volumes sobre seres vivos).2
Também pela mesma altura, o pai tentou ensinar-lhe ma-
temadtica através de um livro de exercicios. Durante algum
tempo, Huh fingiu que os resolvia, mas, de facto, limitava-
-se a copiar as solugdes da sec¢do do livro que as continha.
Quando o pai descobriu isso, arrancou do livro as paginas
com as solugdes e entdo o filho foi a uma livraria e copiou
de um exemplar que 14 havia a sec¢do em questdo. O pai
também acabou por descobrir isto e chegou a conclusido
de que o filho era um caso perdido.
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Figura 1. June Huh

Quando Huh percebeu que néo iria conseguir viver a
custa da poesia, decidiu tornar-se jornalista cientifico e,
para tal, inscreveu-se num curso de Fisica e Astronomia
da Universidade de Seul. Fez o curso com dificuldade:
levou seis anos a conclui-lo e teve de repetir vdrias dis-
ciplinas. Segundo Huh afirmou mais tarde, “Geralmente,
estava perdido. Ndo sabia nem o que queria fazer nem a
que é que era bom.”?

No dltimo ano do curso, Huh passou por uma expe-
riéncia que transformou a sua vida. Inscreveu-se numa
disciplina lecionada pelo matemaético japonés Heisuke Hi-
ronaka, que recebera a Medalha Fields em 1970. N&o era,
de forma alguma, uma disciplina totalmente organizada
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desde a primeira aula (pelo menos, na cabega de quem a
dava). Huh descreveu-a da seguinte maneira “Basicamen-
te, ele falava daquilo em que tinha pensado na véspera”.
E, pela primeira vez, Huh viu matemadtica a desenvolver-
-se a sua frente em tempo real, em vez de ser exposta em
aulas polidas por séculos de experiéncia acumulada. Huh
também teve a oportunidade de ver em primeira méao
como lidar com problemas para os quais ndo hd nenhuma
solugdo conhecida e aperceber-se de como, por vezes, se
chega a conclusdes surpreendentes. Como ele observou,
os cursos tradicionais “sdo muito diferentes de observar
Matematica em estado bruto a frente dos nossos olhos”.

Como é natural, esta maneira de dar aulas ndo é do
agrado de todos. Inscreveram-se 200 alunos na disciplina
lecionada por Hironaka, mas ao fim de algumas semanas
s6 restavam cinco. Um deles era Huh. Este tentou tanto
quanto pdde esconder do seu professor até que ponto nédo
estava preparado. Teve sucesso: ao perguntarem-lhe, anos
mais tarde, com que recordagédo ficou da preparagdo de
Huh enquanto aluno, Hironaka respondeu: “N&o ¢é nada
que me tenha ficado na memoria. Jd entdo ele me impres-
sionou bastante.”

Ap6s se licenciar, Huh fez um mestrado em Seul (du-
rante o qual conheceu a futura mulher) e passou bastante
tempo com Hironaka, ao ponto de o0 acompanhar ao Japado
durante as férias. Ap6s ter o mestrado, candidatou-se a
uma dizia de programas doutorais nos Estados Unidos,
mas s6 foi aceite por um, na Universidade de Urbana-
-Champaign, no estado do Illinois. Enquanto comecava
a fazer o seu doutoramento, resolveu um problema em
aberto de Teoria dos Grafos, a conjetura de Reeds... sem
saber que esta existia. De facto, Huh resolveu o problema
primeiro e s6 depois é que descobriu que estava em aberto
hé vérias décadas. Por esta altura, o talento dele comegava
a dar nas vistas. Foi convidado para expor a sua resolucio
da conjetura de Reeds na Universidade do Michigan e um
outro aluno de pés-graduagdo que estava l4 nessa altura,
Jesse Kass, contou mais tarde que foi encorajado por um
professor daquela universidade a ir assistir a palestra para
poder gabar-se aos seus netos, daf a 30 anos, de ter conhe-
cido Huh antes de este se ter tornado famoso.

Huh concluiu o seu doutoramento em 2014 na Univer-
sidade do Michigan.® O seu orientador, Mircea Mustats,
afirmou que Huh praticamente ndo precisava de ser orien-
tado, acresentando que ele “era mais como um colega,
que ja entdo tinha a sua prépria maneira de ver as coisas”.
Quanto ao trabalho que desenvolveu na tese, este consis-
tiu em resolver outro problema em aberto. A tese recebeu

um prémio (o Prémio Sumner B. Myers) destinado a teses
de doutoramento da Universidade do Michigan.

Em 2018, Huh fez uma palestra como convidado no
Congresso Internacional de Matemaéticos. Este congresso
tem lugar de quatro em quatro anos e é nele que sdo atri-
buidas as Medalhas Fields. E, quatro anos mais tarde, em
2022, em Helsinquia, June Huh recebeu finalmente aquela
medalha (juntamente com Hugo Duminil-Copin, James
Maynard e Maryna Viazovska).

Como se pode ver, a trajetéria de Huh esteve longe de
ser normal para um matemadtico de topo. Mas hd outros
casos assim e, curiosamente, Huh parece ter tendéncia
para colaborar com outros matemadticos cujos percursos
académicos também estdo fora do que normalmente ocor-
re. Nos dltimos anos, ele tem colaborado com Karim Adi-
prasito (da Universidade Hebraica de Jerusalém) e com
Eric Katz (da Universidade Estatal do Ohio). Acontece
que Adiprasito inicialmente quis ser cozinheiro e passou
algum tempo a pintar na India e que Katz foi DJ na rddio
quando era estudante e tem um conhecimento enciclopé-
dico sobre grupos de indie rock.

O hébito que Huh tinha na adolescéncia de passear
pela Natureza ndo o abandonou. Continua regularmen-
te a dar passeios pelos bosques junto a Princeton (Huh é
membro do Instituto de Estudos Avangados de Princeton)
e é frequente que nesses passeios encontre animais inte-
ressantes. “Sou muito bom a descobrir coisas; é uma das
minhas capacidades especiais”, diz Huh. Com efeito, pa-
rece ser esse O caso.
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1. INTRODUCAO

Consideraremos o conjunto dos ndmeros inteiros nao
negativos (naturais) denotado por Z; = {0,1,2,3,...},
e por conveniéncia diremos apenas que # é um nimero
(natural) paratodoon € Z.

Seja n um nuimero ndo nulo no sistema
posicional decimal (base 10), com k+1 algarismos,
e escrito na forma n=a;...a1a, isto  §,
n=ag 10+ a,_1 - 1061 ... 441 - 101 + ag,
a; € D= {0,1,“' ,8,9}euk 7&0.

Considere ainda o ntimero 1’ também com 0s mesmos

em que

k + 1 algarismos (e a mesma quantidade de algarismos),
da forma n' =apay_y...aja), obtido do nimero n
permutando (alternando ou trocando a posigdo de) os
seus algarismos, isto é, a; (0<j<k) éigual a algum
a; (0 <i < k). Por exemplo os numeros 2024, 2042, 2204,
2240, 4022, 4202 e 4220 sdo ntimeros com quatro algarismos
obtidos pela permutacido dos algarismos do nimero 2024.
Um estudo sobre propriedades dos niimeros permutados,
nimeros obtidos pela permutagdo dos algarismos de um

numero fixo, pode ser encontrado em [4, 6].

Defini¢ao 1.1. Sejam n e nj niimeros permutados distintos.
Seny for multiplo den, entdo estes nimeros sdo chamados
permuiltiplos.

Exemplo 1.2. Os ntimeros 102564 e 410256 sao
permiiltiplos, visto que 410256 = 4-102564 (veja [2]).

N este trabalho vamos estudar
pares de niimeros inteiros
positivos 1 e 11 formados pelos mesmos

algarismos, e tais que 7 seja um divisor

de 17, denominados permultiplos.

Por exemplo, n = 1089, 11 = 9801 sdo
permultiplos, visto que 9801 = 9. 1089 e
sdo formados pelos mesmos algarismos,

quais sejam: 0, 1, 8 e 9.

Os nidmeros 21978 e 87912 também sdo permdiiltiplos, pois
87912 = 4 - 21978 (veja [15, 16]). Da mesma forma, além
de 1089 e 9801, os niimeros 10989 e 98901 sdo permiiltiplos,
pois 98901 = 9 - 10989 (veja [11, 12, 16]).

O termo permiiltiplo foi usado por Holt (2015) e é
uma justaposigdo das palavras permutacdo e multiplo.
Nos interessantes trabalhos [11, 12], Holt exibe alguns
exemplos e também apresenta propriedades acerca de
alguns numeros palintuplos (palindromos e mdultiplos) na
base 10 e noutras bases.

Nestas notas, 0 nosso interesse é mostrar como gerar
ou encontrar outros nimeros permiiltiplos, apresentando
uma forma, ou um procedimento, para obter e construir
outros (infinitos) ndmeros nesta classe.

2. NUMEROS PERMULTIPLOS CONCATENADOS
Primeiramente vamos introduzir e utilizar a notagio
1k, que representa o niimero 1 concatenado ou justaposto
k vezes. Por exemplo, se n=2024 e k=23 entdo
20243 = 202420242024.

Nesta sec¢do inicialmente tomamos um ndmero 7, e
realizamos a concatenagdo (ou justaposi¢do) deste nimero
kvezes(k>1).

Aplicando o principio de indugdo matemdtica em
k > 1, mostra-se que:

Lema 2.1. [9] Seja n um niimero com t > 1 algarismos.

Entdo o nimero 7, concatenado k vezes é escrito na forma

n[k]:nxlO(k’l)t-F“-—i-nx102t+n><10t+n.

Exemplo 2.2. Sendo n = 142857 um nimero com seis
algarismos e 2 < k < 4, temos que:

1428575 = 142857142857 = 142857 x 10° + 142857

1428575 = 142857142857142857
= 142857 x 102 + 142857 x 10° + 142857;

142857y = 142857 x 10'8 4 142857 x 10'2
1142857 x 10° + 142857,
O exemplo a seguir explora, em cada k-etapa
de concatenagdo, o que ocorre quando n e n’' forem
permdltiplos.

Exemplo 2.3. Tomando n = 142857, n’ = 428571 com
3-n = n’, e usando os resultados obtidos no exemplo 2.2,
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obtemos que:

3142857}y = 3(142857 x 10° + 142857)
= 3-142857 x 10° + 3 - 142857
= 428571 x 10° + 428571 = 428571, .

Por outro lado,

31428573 = 3(142857 x 10'* + 142857 x 10° + 142857)
=3-142857 x 10'2 + 3 - 142857 x 10° + 3 - 142857

= 428571 x 10'% 4 428571 x 10° + 428571
= 4285713 .

De igual maneira, obtém-se que 3 - 1428574 = 428571(y).

O exemplo anterior pode ser generalizado pelo
seguinte resultado.

Teorema 2.4. Sejam n e n' = r-n nimeros permiiltiplos
comt > 1 algarismos. Entdo os nimeros n enfk] também
sdo permuiltiplos para todo o k > 1.

Demonstragido. Para k = 1 verifica-se o resultado, visto
quen’ =r-n.

Admitindo que o resultado é valido para algum k > 1,
mostraremos que o resultado também é valido para k + 1.
Segue do lema 2.1 que

n[k+1] =n- 10kt + ﬂ[k] .

Assim,

T g r(n-10% +npy)

e r-nxlOkt—i—rn[k]
hip ind
T x 10M 4 ”/[k]

= "Ek+1] ‘

3. NUMEROS PERMULTIPLOS CONCATENADOS
ALTERNADOS
Agora vamos usar a notagdo 7[;1, que representa o
numero #n concatenado ou justaposto k vezes, alternado
por, ou acrescido de, um algarismo 0 entre cada elemento
n concatenado. Por exemplo, se n = 2024 e k = 3 entdo
20243 1) = 20240202402024.

Nesta sec¢do inicialmente tomamos um ndmero 7,
e realizamos a concatenagdo alternada por 0 deste
numero k vezes (k > 1). Aplicando o principio de indugio

matemdtica em k > 1, mostra-se que:

Lema 3.1. Sejan um niimero comt > 1 algarismos. Entdo
o numero ny 1) € escrito na forma

My =1 % 10D oy 10M2 1 x 10T 4

Exemplo 3.2. Sendo n = 21978 um niimero com cinco
algarismos e 2 < k < 4, temos que:

21978y 1) = 21978021978 = 21978 x 10° + 21978 ;
219783,y = 21978021978021978
= 21978 x 10'2 4 21978 x 10° 4 21978 ;
21978y 1) = 21978 x 10'® 421978 x 10'% + 21978 x 10° + 142857 .

Sabendo que n = 21978 e n' = 87912 sdo permultiplos
com 4 -n = n', tem-se:

421978 1 = 4(21978 x 10° + 21978)
=4.21978 x 10° + 4 - 21978
= 87912 % 10° + 87912 = 87912, ; .

Por ultimo,

42197847 = 4(21978 x 10'® 421978 x 10"
421978 x 10° 4 21978)

= 87912 x 10'® + 87912 x 10'?
+87912 x 10° + 87912

De maneira recursiva, podemos generalizar este tipo de
concatenagdo alternada para qualquer quantidade de
zeros, mesmo para uma quantidade distinta de zeros em
cada bloco.

Considere
Z, =200...00 com r > 0.
N——
r vezes
Assim, dados os inteiros k,rq,...,7¢_1, a concatenagdo
alternada por zeros define-se por:
|

kre1 o] = nZy n...nZpnZeyn.

Mais uma vez, aplicando o principio de indugdo
matemadtica em k, mostra-se que:

Lema 3.3. Sejan um nimero comt > 1 algarismos. Entao
0 NUMero Ny, _1,. | € escrito na forma
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Mo 1] = nx 10°=Di+(rea+-Fra+r) 4.

41 x 10HT2H 4 x 1001 40

Claramente o lema 3.1 é uma especificagdo do lema 3.3
quandory =rn =...=r_1 =1

Exemplo 3.4. Os niimeros n = 10989 e n’ = 98901 sdo
permultiplos com cinco algarismos e 9 - n = n’. Assim,

10989, 31 = 1098900010989 = 10989 x 108 + 10989.
Por outro lado,

109893 45 = 109890000109890000010989
= 10989 x 10" + 10989 x 1010 + 10989 .

Assim

9109893 = 9(10989 x 10% + 10989) = 9890153 ,
como também

910989345 = 9- (10989 x 10" + 10989 x 10'° 4 10989)
= 98901[3[4/5].

Os exemplos 3.2 e 3.4 podem ser generalizados pelo
seguinte resultado.

Teorema 3.5. Sejam n e n’ = s-n niimeros permiiltiplos
com t > 1 algarismos. Entdo os numeros N, . ,] ©
n/[k o] também sdo permuiltiplos para todo o k > 1.

Demonstragdo. Para k = 2 temos que
n =nZnn = 10871 4o/
2] = Hrn=nX +n

assim.
=s(n x 1071 +n)
s-nx 101 4+5.n

— nl % 1Ot+r1 + 1’1/

5 Mn]

li
Mo -

e obtemos o resultado.

Admitindo que é vélido o resultado para algum k > 2,
mostraremos que o resultado também é vélido para k + 1.
Vejamos que

Lem3.3 K+ (ri+ri_q+-+ra+ry)
Mkt rgqr]  — X 10 +n[krr1/~-,"k71 :

Assim,

— kt+(rg+rg_q o Fratr
S Mkt L gyert] s(nx 10 (it 2tn) 4 n[k,rl,m,rk,l])

—s.nx lOkt+(rk+rk,1+~~+r2+r1) +s- n[k,rl,m,rk,l]

hip ind Kt-+(r ’
— k11t tratr)
= nx10 + e i1

’

= n[k+1,rk,rk,1,...,r1] .

4. LISTAGEM DE NUMEROS PERMULTIPLOS
Nesta secgdo vamos apresentar um pequeno apontamento
acerca dos nimeros permdultiplos sem concatenagdo, na
verdade um apanhado de vdrios resultados envolvendo
estes niimeros sem uma preocupacao com a justificagdo de
tais factos. Também faremos na tabela 1 uma catalogacao
de trabalhos, ou bancos de questdes, em que apareceram
nimeros permultiplos, sem que tal signifique uma
primazia ou originalidade.

Ball [1] observa, sem justificar ou conceituar, que
9801 =9 -1089.

Barros [2] mostra a relagdo entre os numeros 102564
e 410256, verificando que 410256 = 4 - 102564. Apresenta
ainda a seguinte questdo: dado um ntmero inteiro
positivo n com k algarismos, se transladarmos o algarismo
da unidade para a posi¢do de maior ordem (primeira
posicdo a esquerda), que condiges devemos estabelecer
para que o nimero 1’ seja multiplo de n? Carvalho e
Costa [5] apresentam um estudo da questdo proposta
em [2], exibindo os nimeros permultiplos da forma
n= 9b%, sendo Rp=11---11 uma repunidade,
be{23,...,9} e de{19,29,39,49,59,69,79,89} um
divisor de R;. Por exemplo, parab = 3, obtém-se o ntimero
primo d = 29. Como 29 divide Ryg, tem-se

_ 27 X Rzg
T
ny = 3103448275862068965517241379 = 3 x N.

= 1034482758620689655172413793,

[10] e Moreira [13] exibem ntimeros

que possuem a propriedade de ser mdltiplos de um

Gardner

ndmero inicial fixo, e todos os ntimeros sdo obtidos pela
permutacéo ciclica dos algarismos daquele nimero inicial.
Enquanto Gardner [10] o faz de uma forma mais ltidica ou
por curiosidade aritmética, Moreira [13] justifica a conexdo
com os restos na divisdo euclidiana por um ndmero primo
p, com foco na preparacao de estudantes para competicdes
olimpicas em matemdtica. Neste dltimo, ressaltamos que
alguns niimeros sdo permultiplos admitindo o algarismo
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inicial 0.
Holt [11, 12] cunha o termo

permdltiplo, bem como exibe exemplos e apresenta

Como dissemos,

propriedades acerca de alguns destes niimeros na base 10
e noutras bases.

Webster e Williams [16] “catalogam” uma subclasse
dos permultiplos, os divisores reversos, um inteiro que
é divisor do seu nuimero reverso (0 ndmero obtido pela
inversdo da posi¢do dos seus algarismos, assim o reverso
de 23 é 32). Por exemplo, os permultiplos 1089 e 9801
sdo divisores reversos. Para n > 3, mostram que todos
os divisores reversos sdo do tipo 11(10"~2 —1) (tipo ),
2-11(10"2 —1) (tipo II), e concatenagdo de niimeros do
tipo I. Por exemplo, 1089 e 10989, e os seus respetivos
reversos, sdo do tipo I, enquanto 2178 =2-1089 e
21978 = 2-10989, e os seus respetivos reversos, sdo do
tipo II. Conclui-se ainda deste trabalho que hd divisores
reversos (permultiplos) com qualquer quantidade k de
algarismos, para k > 4.

Por fim, Costa e Santos [8] mostram que os niimeros
do tipo I, apresentados por Webster e Williams [16], sdo
ntmeros madgicos de Ball (resultado de um algoritmo
que aparece em Ball [1], sendo 1089 um exemplo). Por
conseguinte, os nimeros do tipo II sdo o dobro de um
ntmero de Ball.

Na tabela 1,
permdltiplos sem concatenacdo, e o(s) trabalho(s) que

apresentamos alguns nimeros

estes niimeros apareceram e podem ser consultados.

5. CONSIDERAGOES
Esperamos que este trabalho desperte a curiosidade sobre
esta interessante classe de niimeros inteiros.

Na forma de desafio ou com foco em competi¢des
matemadticas, pode propor-se um problema similar a
estudantes. Por exemplo, dado um nimero n com k
algarismos, qual a condicdo ou as condigdes, para que o
namero 1, formado por uma permutagdo dos algarismos
de 1, seja um mdltiplo de n? Esta foi a motivagdo inicial da
nossa pesquisa.

Pensando nesta situagdo-problema e aplicando as
técnicas e os procedimentos vistos em [2, 5, 8, 11], obtemos
trés pares de nimeros permultiplos (sem concatenagio):

7 -1014492753623188405797 = 7101449275362318840579
8-1012658227848 = 8101265822784

9 -10112359550561797752808988764044943820224719
= 91011235955056179775280898876404494382022471 .

Sendo este o objeto de pesquisa do trabalho de concluséo
de curso (em preparagdo) da segunda autora e que poderd
ser explorado num trabalho futuro.
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Tabela 1. NUmeros permdltiplos sem concatenagdo

9 1089 9801 [1,1914], [3, BQ 2014], [16, 2012]

9 10989 98901 (3, BQ 2014], [8, 2024], [11, 2014], [16, 2012]

4 2178 8712 8, 2024], [16, 2012]

4 21978 87912 [3, BQ 2012], [5, 2022], [11, 2014]

4 219978 879912 [3, BQ 2013], [8, 2024], [16, 2012]

4 102564 410256 [2, 2007], [5, 2022]

2 142857 285714 [10, 1996], [11, 2014], [13, 1998]

3 142857 428571 [10, 1996], [11, 2014], [13, 1998]

4 142857 571428 [10, 1996], [11, 2014], [13, 1998]

5 142857 714285 [10, 1996], [11, 2014], [13, 1998]

6 142857 857142 [10, 1996], [11, 2014], [13, 1998]

2 0588235294117647 1176470588235294 [10, 1996], [11, 2014], [13, 1998]

3 0588235294117647 1764705882352941 [13]

4 0588235294117647 2352941176470588 [13]

5 0588235294117647 2941176470588235 [13]

6 0588235294117647 3529411764705882 [13]

7 0588235294117647 4117647058823529 [13]

8 0588235294117647 4705882352941176 [13]

9 0588235294117647 5294117647058823 [13]

10 0588235294117647 5882352941176470 [13]

1 0588235294117647 6470588235294117 [13]

12 0588235294117647 7058823529411764 [13]

13 0588235294117647 7647058823529411 [13]

14 0588235294117647 8235294117647058 [13]

15 0588235294117647 8823529411764705 [13]

16 0588235294117647 9411764705882352 [13]

2 105263157894736842 210526315789473684 5, 2022]

3 10344827586206 31034482758620 5]
89655172413793 68965517241379

5 102040816326530612244 510204081632653061224 [5]
897959183673469387755 489795918367346938775
1016949152542372881355
6 9322033898305084745762
71186440677966

6101694915254237288135
5932203389830508474576 [5]
27118644067796
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MAX BILL EA ARTE CONCRETA s

O artista Max Bill deixou-nos varios quadros de indole geométrica,

Lisboa

pifreitas@fc.ul.pt

como diversos outros artistas da mesma época. No entanto, alguns
dos quadros de Bill tém uma caracteristica especial: podem ser vistos

como puzzles matematicos.

a primeira metade do século 20, houve um movi-

mento artistico nos Paises Baixos chamado Neo-
plasticismo, ou De Stijl, (“o estilo” em neerlandés) que
tentava encontrar e representar os elementos pictéricos
mais bdsicos, quer nas formas quer nas cores. O nome
mais conhecido deste movimento terd sido Piet Mondrian
(1872-1944), que concretizou estas ideias nos seus famosos
quadros com linhas negras, apresentando apenas &reas
geométricas azuis, amarelas e vermelhas (além de usar
igualmente branco e negro).

Outro aderente a este movimento foi Theo van Does-
burg (1883-1931), que, no final da sua carreira artistica,
veio a propor outra forma de pensar a arte visual, pré-
xima do Neoplasticismo em alguns pontos, mas talvez
mais préxima da abstragdo matemadtica. Esse movimento
foi a Arte Concreta. O seu manifesto, redigido por Van
Doesburg em 1930 e assinado por mais quatro artistas, é
o seguinte.’

BASE DA PINTURA CONCRETA
Afirmamos:

1. A arte é universal.

2. Uma obra de arte deve ser inteiramente concebida e
moldada pela mente antes da sua execugdo. Nao deve
receber nada dos dados formais da natureza, da sen-
sualidade ou do sentimentalismo. Queremos excluir o
lirismo, o drama, o simbolismo, etc.

Figura 1: Max Bill em 1970.

'Traducdo do inglés do autor deste artigo
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3. A pintura deve ser inteiramente construida com ele-
mentos puramente pldsticos, nomeadamente superfi-
cies e cores. Um elemento pictérico ndo tem qualquer
significado para além de “ele préprio”; consequente-
mente, um quadro ndo tem qualquer significado para
além de “ele préprio”.

4. A construgdo de um quadro, bem como a dos seus ele-
mentos, deve ser simples e visualmente controldvel.

5. Atécnica de pintura deve ser mecanica, ou seja, exata,
anti-impressionista.

6. F obrigatério um esforco para atingir uma clareza ab-
soluta.

Apés a morte de Van Doesburg, o estilo foi popula-
rizado pelo sui¢o Max Bill (1908-1994), pintor, mas igual-
mente designer grafico e de produto (sdo conhecidos os
seus mostradores de relégios), arquiteto e escultor, além
de tedrico e professor (veja-se um retrato na figura 1). Bill
estudou na Bauhaus, em Dessau, com Kandinsky, Klee e
Schlemmer, entre 1927 e 1929. Depois de regressar a Sui-
¢a, ajudou a organizar o grupo Allianz para defender os
ideais da arte concreta e, em 1944, organizou a primeira
exposicdo internacional em Basileia. Em 1953, fundou a
Escola de Design de Ulm, que seguiu os principios inte-
gradores das artes da Bauhaus, sendo a primeira a incluir
o estudo da semidtica. A escola fechou em 1968.

Em 1960, Bill organizou uma grande exposigdo re-
trospetiva de arte concreta em Zurique, ilustrando os
primeiros 50 anos do seu desenvolvimento. Na figura 2,
vemos uma sua escultura, de 1986, que segue claramente
os principios desta arte: estruturalmente, trata-se de uma
tira de Mébius, em granito, pesando 80 toneladas.

Através da Escola de Ulm, Max Bill promoveu este
movimento na América Latina, em particular através de
alunos como o argentino Tomds Maldonado (1922-2018).
No Brasil, vieram a surgir dois manifestos: o do Grupo
Ruptura, em 1952, em S&o Paulo, defendendo a Arte Con-
creta, e o Manifesto Neoconcreto, de 1959, escrito por um
grupo de artistas do Rio de Janeiro. Estes movimentos
alargaram o termo concreto também a outras disciplinas
além da pintura, incluindo a escultura, a fotografia e a
poesia (note-se que o autor do Manifesto Neoconcreto foi,
ndo um artista pldstico, mas o escritor Ferreira Gullar).

Voltamos agora a Max Bill, e a algumas das suas obras
com teor mais matemdtico. Podemos encontrar um dos

Figura 2: Max Bill, Continuidade (Colosso de Frankfurt),
1986. Colecdo do Deutsche Bank, Frankfurt am Main.

seus quadros no Museu de Arte Contemporanea do Cen-
tro Cultural de Belém, que apresentamos na figura 3, jun-
to a uma andlise desse mesmo quadro.

Esta peca pode ser encarada como sendo potencial-
mente fractal, feita de modo iterativo, como o préprio
nome sugere. Como se mostra no desenho explicativo, o
método que a pega segue, iterativamente, é o seguinte:

» Dividir a meio o tltimo segmento desenhado (o inicial
é o vertical);

» Fazer surgir, nesse ponto médio, um novo segmento
com metade do comprimento e formando um angulo
de 60° com o segmento inicial.

Hé também meios de definir a posi¢do dos limites
esquerdo e direito do quadro (deixamos isso aos leitores
mais curiosos). Assim, como se vé, o quadro segue fiel-
mente os principios explicitados no manifesto: é uma
obra que materializa um pensamento, de forma clara, sem
qualquer significado representativo a ndo ser o do préprio

quadro.
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60°

Figura 3: Max Bill, Progressdo em Seis Passos (1942-43), Colecdo Berardo, e desenho explicativo da obra.

F
ad

Figura 4: Reproducdo dos seguintes quadros de Max Bill: Quatro Quanta de Cores do Mesmo
Tamanho (1970), Quadrado em Verde-Azul (1988) e Composicdo Abstrata (1990).
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Max Bill tem também uma vasta colegdo de quadros,
muitos deles quadrados, em que aparecem simplesmente
formas poligonais coloridas. A figura 4 apresenta repro-
dugdes de trés destes quadros.

No primeiro, de 1970, o titulo d4 a ideia de que as
quatro cores ocupam dreas iguais, o que nos leva a pen-
sar que nos restantes se passa o mesmo. Assim, cada um
destes quadros representa um pequeno puzzle, uma vez
que esta condicdo nos leva a perguntar: que proporgdes
devem ter as medidas dos poligonos para que, de facto,
as dreas ocupadas por cada cor sejam iguais? No primei-
ro caso, bastara saber a proporcao entre os lados do qua-
drado exterior e o do interior, no segundo, a proporgido
entre as bases dos tridngulos, no lado inferior esquerdo.
No terceiro, sugerimos considerar (como parece ser o
caso na figura 4) que as bases dos tridngulos vermelho e
laranja, assentes no lado inferior esquerdo do quadrado,
sdo iguais (isto leva a que a solugéo seja tinica). E possivel
encontrar muito mais quadros deste tipo fazendo uma
pesquisa na internet.

Assim, para quem tem um gosto especial pela mate-
matica, estes quadros de Max Bill acabam por proporcio-
nar varios niveis de apreciacdo: o estético, em primeiro
lugar, e o do raciocinio dedutivo, para quem tenha esta

curiosidade de assim os analisar.

Créditos das figuras:

Figura 1: Recorte de: Vogt, Marcel - ETH-Bibliothek Ziirich,
Bildarchiv / Com_L19-0188-0203A /http://doi.org/10.3932/
ethz-a-000253670, CC BY-SA 4.0, https:/commons.wikimedia.
orgfw/index.php?curid=45464120

Figura 2: Frank Behnsen - Own work, CC BY-SA 3.0, https://
commons.wikimedia.orgfw/index.php?curid=20651509

Figura 3: Foto e estudo do autor em GeoGebra.

Figura 4: Desenhos do autor em GeoGebra.
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DODECAEDRO ROMANO

Quando se ouve uma referéncia ao dodecaedro romano, devemos entender

Jorge NuNo Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

que nao se trata de um sélido qualquer.Trata-se de um objecto, encontra-
do em contexto arqueoldégico, que consiste essencialmente num dodecae-
dro regular com vértices exagerados e orificios, quase sempre circulares,
nas faces.A datacio indica que é de origem romana, mas a sua utilizagao
original permanece misteriosa. Nas referéncias, os leitores encontrario

caminhos para varias possibilidades.

Figura 1. Lokilech, CC BY-SA 3.0
via Wikimedia Commons.

oram ji encontradas vdrias dezenas de dodecaedros

deste tipo. Muitos estdo expostos em museus,
sempre acompanhados de etiquetas lacénicas. Trata-se
de dodecaedros regulares com vértices protuberantes,
de tamanho varidvel, mas sempre adequado ao
manuseamento sem dificuldade. As faces apresentam
aberturas, normalmente circulares, de diferentes
didmetros. Sdo metdlicos e a sua distribui¢do inclui,
de acordo com a Wikipedia, Austria, Bélgica, Franga,

Alemanha, Hungria, Luxemburgo, Paises Baixos, Suica e

Gréa-Bretanha, mas ndo Itdlia. Datam dos primeiros séculos
do primeiro milénio e sdo inquestionavelmente de origem
romana. Por que ndo surgiram estes objectos em Itélia?
Talvez porque a sua utilizagdo tenha a ver com exploragao
de terrenos menos familiares... O nosso colega Tiago
Hirth coligiu uma substancial colec¢do de referéncias
bibliograficas que atestam o interesse que este assunto
tem suscitado, ndo s6 entre historiadores e arqueélogos,
mas também em camadas menos especializadas. Vamos
referir, neste texto, parte dessas referéncias.

Estes artefactos, baseados num sélido platénico,
esteticamente muito atraentes, apresentam um mistério
ainda por desvendar. Isto é, surgiram, ao longo dos tempos,
vdrias propostas para a sua finalidade, propostas essas
bem diferentes entre si. Daremos aqui conta de algumas,
deixando nas referéncias bibliograficas caminhos para o
leitor mais curioso explorar.

O dodecaedro teria sido, segundo alguns, um auxiliar
de tricotagem de 1. Na Internet encontram-se muitos
defensores desta interpretacdo, bem como vdrios videos
demonstrativos de apoio, como [15] e [6].

Outros acreditam que o uso certo para o dodecaedro
seria no ambito da agricultura. Mediante o estudo da
incidéncia dos raios solares, os momentos certos para as
acgOes agricolas seriam determinados. Em [16] podemos
encontrar uma longa explicagdo, ilustrada com esquemas
sugestivos.
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Figura 2. Réplica inspirada em [9].

O trabalho de Sparavigna [13] foi o que mais sensato
nos pareceu, e nele basedmos a nossa proposta de
utilizagdo do dodecaedro romano.

Usando uma descrigdo exacta de um destes objectos,
o colega Tiago Robalo construiu, via impressdo 3D,
aréplicaem que fizemos vdrias tentativas de compreensao.

O dodecaedro regular apresenta seis pares de
faces paralelas. Tipicamente, em duas faces paralelas,
encontramos dois orificios circulares de didmetros
diferentes. Ajustando a distancia ao observador, podemos
obter uma situagdo em que os dois orificios ficam
visualmente coincidentes. Esquematicamente, reduzindo
a uma situacdo bidimensional, a situagdo corresponde a
ter dois segmentos de recta paralelos, de comprimentos
diferentes, mas percepcionados iguais em perspectiva.
Suponhamos o observador colocado em O e que temos
os dois segmentos paralelos AB e CD. A situagdo pode
representar-se pelo seguinte esquema.

b p

Figura 3. Dois segmentos de recta paralelos vistos
como coincidentes.

Suponhamos agora que alinhamos dois orificios de
faces paralelas do nosso dodecaedro de forma a que sejam
vistos como coincidentes por um observador em A (ver
figura 4). Podemos representar, em corte, os didmetros
dos orificios por BC e EF. Admitamos ainda que hd um
objecto, a distancia, também alinhado com o cone de viséo
definido pelos orificios, GH.

A

Figura 4. Objecto distante capturado
pelo cone de visao do dodecaedro.

Os pontos médios dos segmentos BC, EF e GH séo,
respectivamente, O, O' e O”. Nestas circunstancias, temos,
por semelhanga de tridngulos,

BO _EO' GO
AO ~ A0 T AOM™

Ora,
EO' BO EO' BO

A0 ~ A0 ~ A0O+00' ~ A0
= AO x EO' = BO x (AO +00")

= AO x (EO' — BO) = BO x 00/

BO x OO’
= A0= - 80
Usando esta igualdade em
Go" _ BO
AO" — AO
obtemos
/
% x GO = BO x AO"
isto é,
/
7]50(?(_) B0 x GO" = AO"
e, portanto,
oo’
"n__
AO T x GH
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a Figura 5. LAcademie des Sciences et des Beaux Arts,
Cyclopaedia, de Chambers.

Figura 6. LAcademie des Sciences et des Beaux Arts,
Cyclopaedia, de Chambers (pormenor). »

Isto significa que cada par de orificios em faces paralelas,
colocado nesta situagdo de alinhamento, define um factor
(o quociente entre a distancia entre as faces e a diferenca
de didmetros dos orificios) que relaciona o tamanho do
objecto a distdncia (GH, no nosso esquema) com a sua
distancia ao observador, AO".

Parece-nos plausivel que a utilizagdo preferencial
do dodecaedro romano permitisse estimar, pelo método
descrito, a distancia do observador a um objecto distante,
objecto esse de dimensdes conhecidas (uma torre, um
estandarte, uma colina...).

Na réplica que nos foi disponibilizada por Tiago
Robalo, este coeficiente é um ndmero “redondo” (50
e 100) para trés escolhas de faces paralelas, o que nos
encoraja a acreditar estarmos no caminho certo para a
compreensdo deste objecto. Na mesma réplica, duas das
faces paralelas apresentam orificios elipticos. As suas
dimensdes sdo demasiado préximas para lhes vermos

=

B 2 oEs npavx arvs
AU ROY

fidele doinae o8 cafe ded . fe iere

utilidade pratica. Contudo, duas elipses em faces opostas,

com eixos homodlogos de comprimentos distintos,
permitiriam aplicar o método que descrevemos de forma
dupla (usando o eixo maior e o eixo menor). Necessitamos
de estudar em pormenor mais exemplares para esclarecer
também esta situacao.

A ilustragdo da figura 5, fornecida também por Tiago
Hirth, foi retirada de [4] e mostra o dodecaedro romano
entre utensilios cientificos (ao centro).

Vejamos o detalhe central na figura 6.

Este contexto refor¢a em nés a convicgdo de que ndo
estamos perante um artefacto para fazer tricot, nem para
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ajudar nas colheitas. Mas, claro, podemos estar enganados.

Para tentar esclarecer definitivamente este mistério,
estamos a participar na organizacdo de um grupo de
estudiosos que comegard por efectuar levantamento e
registo rigorosos dos dodecaedros encontrados. A seu
tempo, daremos noticias nestas péginas sobre o trabalho
desenvolvido.
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A indUstria portuguesa de plasticos conta com cerca de | 150 empresas e
8000 milhdes de euros de volume de negbcios, representando cerca de 4%
do Produto Interno Bruto. Porém, segundo a ONU, a cada minuto é atirado
para os oceanos do nosso planeta o equivalente a um camido de lixo de
plastico. Por um lado, o plastico € um bem necessério, mas, por outro, gera
muita poluicdo. Este problema pode ser mitigado evitando o desperdicio
de matéria-prima aquando da elaborag¢dao de um novo produto, e através da
reciclagem e do uso de novos materiais. O objetivo deste trabalho é mos-
trar como a matemdtica pode ajudar a reduzir esse desperdicio de pléstico.

1. INTRODUGAO
A inddtstria portuguesa de pldsticos é um setor robusto,
composto por cerca de 1150 empresas que geram aproxi-
madamente 8000 milhdes de euros em volume de negé-
cios, contribuindo com cerca de 4% para o Produto Interno
Bruto (PIB) nacional. Este setor desempenha um papel es-
sencial na economia e fornece uma ampla gama de produ-
tos, desde embalagens e materiais de construgdo até pecas
fundamentais para a industria automével e eletrodomés-
ticos. Contudo, o impacto ambiental associado ao pldstico
representa um dos maiores desafios da nossa era [1].
Segundo a Organizacdo das Nagdes Unidas (ONU),
o pldstico continua a ser uma das maiores fontes de po-
luicdo marinha, com estimativas alarmantes que indicam
que, a cada minuto, uma quantidade equivalente a um ca-
mido de lixo cheio de plastico é despejada nos oceanos do
planeta. Este material, embora essencial e versitil, é fre-

quentemente descartado de forma inadequada, causando
danos graves aos ecossistemas marinhos e contribuindo
para a degradacdo ambiental.

Para abordar esta questdo, é crucial adotar praticas de
produgdo mais sustentdveis que permitam reduzir o des-
perdicio de matérias-primas e melhorar a eficiéncia no uso
do pléstico. Além disso, a implementagdo de estratégias
de reciclagem e a aposta em novos materiais biodegrada-
veis ou de origem sustentdvel sdo fundamentais para mi-
nimizar o impacto ambiental.

Este trabalho pretende demonstrar como a matemati-
ca pode ser uma aliada poderosa nesta missdo. Através
de modelos matemdticos aplicados a dindmica dos flui-
dos, podemos prever e otimizar o comportamento do
escoamento de polimeros durante a produgéo, evitando
desperdicios significativos de material [2]. Estes modelos

MATEMATICA PARA A INDUSTRIA E INOVAGCAO -

31

Transporte, Faculdade

Universidade do Porto



AN

matematicos permitem aos engenheiros ajustar os proces-
sos de fabricacdo de modo a utilizar apenas a quantida-
de necessdria de matéria-prima, contribuindo assim para
uma produgado mais eficiente e sustentdvel.

2. MODELOS MATEMATICOS E METODOLOGIAS
As equagoes de Navier-Stokes sdo um conjunto de equa-
¢oes diferenciais parciais que descrevem o movimento
de fluidos viscosos. Estas equagdes permitem modelar o
comportamento de fluidos em diferentes condi¢des e sdo
essenciais para a andlise de problemas de dindmica dos
fluidos. A sua aplicagdo abrange desde o escoamento de
dgua em rios e oceanos até a modelacdo do ar em torno de
aeronaves e automoveis.

As equagdes de Navier-Stokes baseiam-se em dois
principios fundamentais da fisica:

» Conservagio da Massa: A massa do fluido deve perma-
necer constante ao longo do tempo, o que é represen-
tado pela equagdo da continuidade.

» Balanco da Quantidade de Movimento: A taxa de varia-
¢do da quantidade de movimento é igual a soma das
forcas aplicadas, o que é representado pela equagdo de
quantidade de movimento.

Para um fluido incompressivel, as equacdes de Na-
vier-Stokes podem ser expressas como:
V-u=0, (2.1)

Ju

" (2.2)

1
+(u-Vi)u= —EVp +vV2u +f,

onde u representa o vetor velocidade do fluido, t é o
tempo, p é a densidade do fluido (constante num fluido
incompressivel), p é a pressdo, v é a viscosidade cinem4-
tica do fluido (v = 1 /p com 7 a viscosidade dinamica) e
f representa forcas externas, como por exemplo a gravi-
dade. O vetor velocidade e 0 campo escalar de pressdes
dependem do tempo e das coordenadas espaciais (x, y, z).
O operador V representa o vetor gradiente, que é dado
por V = (9/9x,9/9y,d/0z).

A equagdo (2.1) é a equagdo da continuidade, que ga-
rante a conservagdo da massa (o divergente da velocidade
é nulo). A equagdo (2.2) é a equagdo de quantidade de
movimento, que descreve a dindmica do fluido sob a in-

fluéncia de forgas internas e externas. A equagdo da quan-
tidade de movimento pode ainda ser escrita da seguinte
forma:

ou

—+(u-V)u:f%Vp+vV-<7+f,

5 (2.3)

onde se usa o conceito de tensdo, ¢, definido como a forca
exercida numa particula de fluido por unidade de drea.
Para o caso simplificado em que temos o escoamento de
um fluido newtoniano (por exemplo, dgua) entre duas
placas paralelas (em que a placa superior se move com
velocidade constante U na diregdo positiva de x), a relagdo
obtida para a tensdo é que esta é proporcional a variagdo
da velocidade no sentido perpendicular a dire¢do do es-
coamento (y), tal como ilustrado na figura 1. A constante
de proporcionalidade é entdo dada pela viscosidade (1),
que mede a resisténcia de movimento do fluido.

Figura 1. Escoamento entre placas paralelas. A placa superior
move-se com velocidade constante e vai arrastando o fluido
(representado a azul), devido a viscosidade entre as diferen-
tes camadas do fluido. Este perfil linear de velocidade € obtido
porque € assumida uma distancia muito pequena entre as placas
superior e inferior. A relagdo 0 = n% é conhecida como a lei
de Newton da viscosidade.

2.1 Fluidos complexos

As equacdes de Navier-Stokes sdo utilizadas para mo-
delar uma ampla variedade de escoamentos de fluidos.
Porém, alguns fluidos mostram um comportamento mais
complexo, no qual, além de viscosidade, também é possi-
vel observar elasticidade, resultando em viscoelasticida-
de. Para modelar essa viscoelasticidade, é assumido que o
fluido se comporta como uma mola (parte eldstica) e um
amortecedor (parte viscosa) em série, tal como ilustrado
na parte superior da figura 2.

Podemos ver que, na parte superior da figura, temos
do lado esquerdo umas maos a esticarem uma mola. Entao,
a tensdo sentida nas méaos (¢) é proporcional a deforma-
¢do eléstica da mola (7.), ou seja, quanto mais esticarmos
a mola, maior a tensdo sentida (Lei de Hooke). No centro

32

GAZETA DE MATEMATICA -



Modelo de Maxwell
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Figura 2. Na parte superior da figura encontra-se uma representacdo mecanica (modelo de Maxwell) de um fluido
viscoeldstico: uma mola (representando a componente eldstica, com a tensdo dada por o(t) = Gove(t), onde a ten-
sdo é proporcional & deformagdo) e um amortecedor (representando a componente viscosa, com a tensdo dada

dye(t)

por a(t) = n=, onde a tensdo € proporcional a taxa de deformacdo) dispostos em série. O modelo de Maxwell
pode ser obtido assumindo que a deformagdo total (y(t)) resulta da soma das deformagdes eldsticas (ye(t)) e viscosa
(v¢(t)). A parte inferior da figura ilustra um caso em que uma deformacgdo constante AL € aplicada no instante t = a.
Observa-se que, a partir desse momento, a tensdo sentida nas maos diminui, pois o deslocamento do émbolo dentro
do amortecedor compensa a recuperagao da mola ao seu estado inicial.

da figura (parte superior), temos um amortecedor, que
representa o comportamento newtoniano observado na
figura 1, e que modela bem fluidos viscosos. Para fluidos
newtonianos, a tensdo é proporcional, ndo a deformagcéo,
mas sim a variagdo instantdnea da deformacéo do fluido
(dvy/dt). Isto significa que quanto mais rdpido se puxar as
extremidades do amortecedor, mais dificil sera fazer esse
movimento, ou seja, maior a tensdo sentida nas maos.

O modelo viscoeldstico mais simples é entdo dado pela
soma das duas deformagdes (eldstica, +,, e do fluido, 'yf),
resultando num modelo misto que combina uma mola li-
gada ao amortecedor, e que tem o nome de modelo de Ma-
xwell (canto superior direito da figura 2). A parte inferior
da figura 2 ilustra o caso em que uma deformagado cons-
tante AL é aplicada no instante ¢t = a. Observa-se que, a
partir desse momento, a tensdo sentida nas maos diminui,
pois o deslocamento do émbolo dentro do amortecedor
compensa a recuperacdo da mola ao seu estado inicial.

Estes conceitos de viscosidade e elasticidade sdo im-
portantes para se perceber o comportamento de certos

fluidos. A viscosidade descreve a resisténcia de um flui-
do ao escoamento, ou seja, quanto maior a viscosidade,
maior é a for¢a necessdria para gerar um determinado
escoamento. Se compararmos, por exemplo, o mel com
dgua, onde o mel tem a viscosidade mais alta dos dois,
é facil perceber que o mel néo flui tdo facilmente como a
agua. Ser viscoeldastico significa que o material, em certa
medida, se comporta tanto como um liquido quanto como
um sélido e apresenta uma deformagdo dependente do
tempo (existe um determinado tempo de relaxagdo) [3].
Por exemplo, o mel é mais eldstico do que a dgua (que ndo
possui elasticidade).

2.2 Solucdo das equacdes de Navier-Stokes
Para descrever matematicamente fluidos viscoeldsticos,
temos de resolver as equagdes (2.1) e (2.3), adicionando
a este sistema uma variante do modelo de Maxwell apre-
sentado na figura 2 (canto superior direito).

Porém, a resolucdo deste sistema de equagdes apresen-
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ta um desafio significativo devido a sua complexidade e
ao facto de ser um sistema altamente néo linear, o que tor-
na dificil a obtengdo de solug¢des analiticas na maioria dos
casos de interesse. Consequentemente, recorre-se frequen-
temente a simulacdo numérica (Mecanica dos Fluidos
Computacional ou Computational Fluid Dynamics — CFD),
que permite obter solu¢des aproximadas através de méto-
dos computacionais e da aproximagdo de derivadas. Em
vez de determinarmos a solugdo (ou o comportamento do
fluido) de forma continua em todos os pontos do espago
e do tempo, obtemos apenas o comportamento (aproxi-
mado) em pontos discretos do dominio, dependendo do
método numérico utilizado.

A ideia bdsica por trds da solucdo numérica consiste

Vi
fle)y=?
f(b)
f@y—=—"
a ¢ p o«

fle)= f(b) —fla)

b—a

no uso de aproximacgdes para calcular as diferentes deri-
vadas, como ilustrado na figura 3. Nesta figura, a derivada
de uma fungdo genérica f no ponto x = ¢, representada
por f'(c), pode ser aproximada por um quociente, em que
o numerador contém valores discretos da funcéo f e o de-
nominador apresenta valores discretos de x.

Na figura 4 é ilustrado o processo de resolugdo numéri-
ca para um escoamento através de uma contragdo 4:1 (um
canal 2D onde a largura da saida é quatro vezes menor
do que a da entrada). De realgar que o método numérico
usado foi o Método dos Volumes Finitos [4].

Avantagem destas simulagdes numeéricas é que permi-
tem prever o comportamento do fluido em qualquer pon-
to da geometria, desde que o modelo (sistema de equa-

4Figura 3. Exemplo de aproximacdo de uma derivada.

¥ Figura 4. Esquema ilustrativo do processo de resolucdo das
equagdes que governam o escoamento de fluidos viscoeldsti-
cos. Primeiro, define-se a geometria onde se pretende resol-
ver o sistema, impondo as condi¢des de fronteira e iniciais.
O segundo passo consiste na criagdo de uma malha. Em se-
guida, procede-se a discretizacdo das equacdes governativas
((2.1), (2.3) e modelo constitutivo), aproximando as derivadas
por valores pontuais da varidvel em estudo. Esta discretizagdo
resulta num sistema algébrico de equagdes que, apds ser resol-
vido, permite obter os campos de velocidade, tensdo e pressao.
Nesta figura, sdo apresentadas apenas as linhas de fluxo do
fluido como solucao final.

Geometria do escoamento de um
fluido da esquerda para a direita

Em cada quadrado da malha é resolvido o
sistema de equacdes usando aproximagoes

através de uma contraciio 4:1

para as derivadas F
4 A
/
| /

A geometria ¢ dividida
em pequenos quadrados
(é criada uma malha)

Solugdo Final
obtida em cada
ponto da malha

AN
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¢Oes diferenciais) esteja bem ajustado ao fluido em estudo.
O ajuste do modelo é feito através de altera¢des nos para-
metros que caracterizam o fluido viscoeldstico, como por
exemplo a densidade, a viscosidade e o tempo de relaxa-
¢do (sendo esses parametros obtidos experimentalmente
usando uma pequena amostra do fluido e aparelhos espe-
cificos para fazerem essas medigdes).

3. CASO DE ESTUDO

3.1 Aplicagio ao processo de extrusio

O processo de extrusdo (figura 5) consiste em alimentar
a extrusora com granulos de polimero, que sdo transpor-
tados ao longo do cilindro pela rotagdo de um parafuso.

As bandas de aquecimento derretem os granulos, trans-
formando-os em polimero fundido antes de chegarem a
fieira. A fieira, por sua vez, confere ao produto a sua forma
final (perfil) [5].

Uma das aplicagbes das simulagdes numeéricas é a de
prever a qualidade final de perfis de pldstico (por exem-
plo, persianas, deck, cateteres, entre outros — ver figura 6),
produzidos através do processo de extrusio. E importante
salientar que o deck é um pavimento exterior frequente-
mente utilizado em jardins ou dreas circundantes de pisci-
nas em habitagdes. A extrusdo de um perfil de deck consti-
tui o objeto de estudo deste trabalho.

Grinulos de
Polimero

L
Perfil
Extrudido
h | — Parafuso
=== i:ol[n?ero
Fundido

Figura 5. Esquema de funcionamento de uma extrusora.

Figura 6. Perfis termopldsticos. Da esquerda para a direita, temos o perfil de uma persiana,
o perfil de um cateter (de aplicagdo médica) e o perfil de deck.
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3.2 Extrusio de um perfil de deck - simulacdes
numéricas

Os fluidos sdo preguicosos e tentam sempre mover-se na
direcdo que oferece menor resisténcia. Por exemplo, tal
como ilustrado no caso do escoamento 2D da figura 7 (a),
para um caudal fixo imposto na entrada do canal, uma
maior quantidade de fluido segue para o canal inferior
(saida B), pois tem mais espaco entre as paredes (o fluido
encontra menos resisténcia nessa regiao).

Esta caracteristica dos fluidos é um problema grave
quando se pretende produzir um perfil com diferentes es-
pessuras, tal como ilustrado na figura 7 (b) (lado direito).
Como podemos ver, existem partes do perfil sem material
(velocidades muito baixas), porque este encontrou muita
resisténcia nessa regido (ao longo da fieira). Outras regies
do perfil oferecem menos resisténcia, logo o material pas-
sa por essas regides com velocidade mais elevada, levan-
do a um perfil ndo homogéneo e com defeitos de fabrico.

Na figura 7 (b) (lado esquerdo), podemos ver o re-
sultado de uma simulagdo numérica (obtido na saida da
fieira), que mostra precisamente as diferentes velocidades
nos diferentes locais do perfil (velocidades mais elevadas

a vermelho e velocidades mais baixas a azul).

Na pratica, o que se faz é encontrar uma forma de en-
ganar o fluido, de modo a que este ndo consiga descobrir
quais as regides que oferecem menor resisténcia, e tenha a
mesma velocidade em todas as regides do perfil, aquando
da saida da fieira. Na figura 8, é ilustrado esse processo
para o escoamento 2D da figura 7. Como podemos ver, foi
introduzido um obstdculo no canal mais largo (que ofere-
ce menos resisténcia) de modo a obter a mesma velocida-
de do fluido nas saidas Ae B .

Esta técnica é usada no interior da fieira (caso 3D) para
se obter um perfil de velocidade homogéneo.

Na inddstria, este processo é feito experimentalmente
e o seu sucesso depende muito da experiéncia da pessoa
responsavel, levando a um intenso processo de tentativa
e erro, até que se obtenha o perfil final com as dimensdes
desejédveis. Neste processo de tentativa e erro, hd perda de
tempo e desperdicio de material, tanto de polimero como
do metal utilizado na constru¢do de novas fieiras com
geometrias diferentes. No caso das simulagées numéricas
pode haver algum tempo perdido nessas simula¢des, mas
ndo hd desperdicio de material.

S
t\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\}\5\5\-“’ N
—_— el \\\\\\\\\\\\

RRRERE

Simulagio Numérica

Velocidade Normalizada

(b)

N Saida A
R Saida
\\\\\\\'}-\\
s
e =
B \\\\\\
S
S
Saida B

Resultado Experimental

Figura 7. () Exemplo de um escoamento 2D onde o fluido tem tendéncia a deslocar-se para a saida B em
detrimento da saida A, pois a safda A oferece mais resisténcia. (b) Exemplo de uma simulagdo numérica
(resultado obtido na saida da fieira) e respetivo resultado experimental.
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Saida A

Saida B

Figura 8. Introdugdo de um obstdculo no canal mais largo da figura 7, de modo a obter a mesma velocidade
do fluido nas saidas Ae B .

Simulagido Numérica

I —

Velocidade Normalizada

Resultado Experimental

Figura 9. Exemplo de uma simulagdo numérica (resultado obtido na saida da fieira) e respetivo resultado
experimental. A distribuicdo de velocidades € homogénea.

O processo numérico de otimizagdo do perfil de ve-
locidade é conduzido de acordo com as seguintes etapas:
1. Criar uma malha para a geometria no interior da fiei-

ra, considerando a presenga de obstdculos nas regiGes

com menor resisténcia;

2. Realizar a simula¢do numérica e analisar os perfis de
velocidade a saida da fieira;

3. Calcular a norma da velocidade média obtida e, para
cada ponto da malha no perfil de saida, determinar a
diferenca entre a norma da velocidade nesse ponto e
a norma da velocidade média. Somar todas essas di-
ferengas;

4. Verificar se a soma de todas as diferencgas é inferior a
um valor de tolerdncia previamente definido pelo uti-
lizador. Se esta condicao for satisfeita, o perfil obtido é
considerado o perfil final. Caso contrdrio, retornar ao
ponto 1 e ajustar as dimensdes dos obstdculos.

Esta metodologia segue também um processo de ten-
tativa e erro, mas ndo desperdica material. A metodologia
pode ainda ser otimizada através do uso de uma funcao
erro, que indica o caminho a seguir na alteragdo das di-
mensoes dos obstdculos, através do calculo do gradiente
dessa mesma fungdo erro.

Na figura 9, é mostrado o caso de um perfil de deck
que foi obtido através da metodologia descrita. Como po-
demos observar, o perfil ndo mostra imperfeigdes, tendo
uma distribui¢do homogénea.

4. CONCLUSOES

Este trabalho apresenta uma metodologia numérica para
a simulagdo do escoamento de um polimero fundido du-
rante o processo de extrusdo, utilizado na producado de
perfis termopldsticos.
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O sistema de equagdes diferenciais a resolver é com-
posto pela equagdo da continuidade (conservagdo da mas-
sa), pela equagdo de balango da quantidade de movimen-
to e por uma equacdo constitutiva que relaciona tensao e
deformacéo.

Para resolver este sistema néao linear de equacdes dife-
renciais, utiliza-se o Método dos Volumes Finitos, ampla-
mente reconhecido na simulagdo de escoamentos de flui-
dos. Este método é o preferido devido a sua capacidade
de garantir a conservagdo da massa em cada volume de
controlo, fator essencial para a precisao das simulacdes.

A fieira, responsével por dar a forma final ao perfil ex-
trudido, define a geometria (parte interna da fieira onde
passa o polimero fundido) que serve como dominio para
a solucdo do sistema de equacdes diferenciais. Devido a
existéncia de diferentes espessuras no perfil extrudido, é
comum a formagdo de perfis defeituosos. Alterar a geo-
metria interna da fieira (mantendo o perfil de saida inal-
terado) permite ajustar o fluxo de material nas diferentes
regides da saida.

Por meio de simulagdes numéricas, é possivel obter
um perfil de velocidades homogéneo, utilizando uma
metodologia baseada no célculo de uma funcédo de per-
da, cujo gradiente orienta as modificagdes necessdrias na
geometria.

Este processo numérico reduz significativamente o
desperdicio de materiais, como o metal utilizado na cons-
trugdo da fieira e o polimero utilizado no processo de ex-
trusdo, substituindo o método experimental de tentativa e
erro tradicionalmente adotado na industria (no processo
industrial convencional, cada alteragdo na geometria da
fieira pode exigir a fabricagdo de uma nova pega). Por ou-
tro lado, com recurso a simula¢gées numéricas, basta ajus-
tar o dominio da solu¢do e modificar a malha, tornando o
processo consideravelmente mais eficiente e sustentdvel.

Agradecimento

Este trabalho é financiado por fundos nacionais atra-
vés da FCT/MCTES (PIDDAC), no ambito do projeto
2022.06672.PTDC — iMAD - Melhorias na Modelagdo de
Difusdo Anémala e Viscoelasticidade: solugdes para a
industria e DOI 10.54499/2022.06672.PTDC (https://doi.
0rg/10.54499/2022.06672.PTDC).

REFERENCIAS

[1] Rhodes, C. J., "Solving the Plastic Problem: From Cra-
dle to Grave, to Reincarnation". Science Progress, 102, 218-
-248, 2019.

[2] Gongalves, N., Teixeira, P, Ferrds, L., Afonso, A., "Inno-
vative Approach to the Design of Profile Extrusion Dies".
Plastics Research Online, 2015.

[3] Morrison, E. A., Understanding Rheology. Oxford Uni-
versity Press. New York, 2001.

[4] Moukalled, F., Mangani, L., Darwish, M., The Finite Vo-
lume Method. Springer International Publishing. 2016.

[5] Lafleur, P. G., Vergnes, B. (eds.), Polymer Extrusion. John
Wiley & Sons. 2014.

SOBRE O AUTOR

Luis Ferras é professor auxiliar no departamento
de Engenharia Mecénica (Sec¢do de Matemadtica)
da Faculdade de Engenharia da Universidade do
Porto. E ainda membro colaborador do Centro de
Matemdtida da Universidade do Minho e membro
integrado do Centro de Estudos de Fendmenos
de Transporte da Universidade do Porto. As suas
dreas de investigacdo sao Andlise Numérica (méto-
dos numéricos para equagdes integro-diferenciais),
Modelagdo Matemdtica (escoamentos viscoelds-
ticos complexos e difusdo andmala) e Machine
Learning (equagdes diferenciais neuronais).

Seccdo coordenada pela PT-MATHS-IN, Rede Portuguesa
de Matematica para a Industria e Inovacdo pt-maths-in@spm.pt

GAZETA DE MATEMATICA « 205


https://doi.org/10.54499/2022.06672.PTDC
https://doi.org/10.54499/2022.06672.PTDC

HONRAS DE PANTEAO

A recente transladagdao dos restos mortais de Eca de Queiroz do Cemité-
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rio de Santa Cruz do Douro, no concelho de Baido, para a Igreja de Santa
Engracia, o designado Pantedo Nacional, foi motivo de debate e de alguma
reflexao em torno do modo como o nosso pais escolhe os seus notaveis e

de que forma estes sao distinguidos.

OPanteéo Nacional comegou por ser chamado Mo-
numento Pudblico Consagrado a Meméria dos
Grandes Homens e foi decretado a 26 de Setembro de
1836 pelo secretdrio de Estado dos Negécios do Reino,
Passos Manuel, vindo a ser inaugurado 130 anos mais
tarde, a 7 de Dezembro de 1966, com missa presidida
pelo cardeal Cerejeira e na presenga do Presidente da
Reptblica, Américo Tomds, e do presidente do Conse-
lho, Oliveira Salazar. Terminavam assim as famigeradas
“Obras de Santa Engracia” e ficou consagrado que “Nin-
guém deixard de ter disposto o &nimo para grandes em-
presas, sabendo que debaixo do venturoso Reinado de
Vossa Magestade nao ficard nunca o merecimento sem o
devido galarddo”,

A discussdo em torno da transladacdo de Ega de
Queiroz, com a oposigdo de parte dos descendentes e o

como se pode ler no decreto original.

firme apoio e a promogdo de Afonso Reis Cabral, trine-
to do escritor, presidente da fundagdo com o nome do
trisavo e ele mesmo escritor, foi o ponto de partida para
um debate mais vasto. Afinal, quem deve ter honras de
pantedo, e quem o decide? E, talvez ainda mais funda-
mental: para que serve um pantedo?

Todas as nag¢des tendem a glorificar os seus filhos di-
lectos, é uma forma de construir a memdria comum, de
enaltecer os que por esforgos, méritos e talentos se dis-
tinguiram e de promover a identidade nacional.

A margem dos demais debates, resolvi debrucar-me

sobre os moradores do nosso e dos demais pantedes, por
mais ou menos oficiais que estes sejam. Na dita Igreja de
Santa Engrdcia, o Pantedo oficial, temos seis cenotéfios
(ttmulo ou monumento fiinebre em memdria de alguém
cujo corpo ndo jaz ali sepultado): quatro navegadores/
descobridores, um militar e um poeta. Had depois 13 ta-
mulos: sete escritores, trés politicos, um militar, uma fa-
dista e um futebolista. Finalmente, esta 14 presente a 14-
pide do diplomata Aristides de Sousa Mendes. Dentre os
demais locais onde jazem figuras com honras de pantedo
e que se distribuem pelo Mosteiro dos Jerénimos, o Mos-
teiro de S3o Vicente de Fora, o Mosteiro de Santa Cruz de
Coimbra e o Mosteiro de Santa Maria da Vitéria, na Bata-
lha, contam-se 15 reis e rainhas, dois patriarcas de Lisboa,
dois militares, trés escritores/poetas e um navegador.

Todas estas figuras se contam por entre as mais no-
bres e ilustres da nagdo, mas olhando para os seus prés-
timos, fica a pergunta: onde estdo os cientistas da nagdo?
Que destino lhes foi dado? Onde estdo sepultados Pedro
Nunes, Garcia de Orta, Francisco de Holanda ou Egas
Moniz? Onde podemos render-lhes homenagem?

Em Franga, no Pantedo de Paris, situado no 5.° ar-
rondissement, em pleno Quartier Latin, além dos insus-
peitos Voltaire, Rousseau, Victor Hugo, Emile Zola ou
Alexandre Dumas, encontramos também os nomes de
Lagrange, Carnot, Berthelot, Langevin, Gaspard Monge
ou Pierre Curie, nomes ligados as vérias ciéncias e jus-
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tamente celebrados. Em Inglaterra, na Abadia de West-
minster, que ndo sendo exactamente um pantedo, acaba

por desempenhar a mesma fungéo, estdo ali sepultados,

além dos muitos monarcas, politicos, escritores e musi-
cos (tais como Isabel I, Maria da Escécia, Carlos II, Chur-
chill, Samuel Johnson, Jane Austen, Dickens ou Hindel),
alguns dos maiores cientistas da Histdria (inglesa e uni-
versal), como Newton, Lord Kelvin, Rutherford, Darwin

Fica entdo a pergunta: onde estdo sepultados os nos-
sos maiores cientistas e porque ndo hd um tnico dentro
do pantedo? Deixo-vos o desafio, procurem-nos e, se pu-
derem, vao 14 acender uma velinha ou, melhor ainda,
um bico de Bunsen. Que cada um de nds construa, na
sua memoria, 0 seu préprio pantedo.

ou Stephen Hawking.
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Volker Mehrmann € um matemadtico com-
pleto e surpreende em todas as ver-
tentes: investigacdao, ensino, transferéncia de
conhecimento e cargos administrativos. Espe-
cialista nas dreas de dlgebra linear numérica,
equacOes diferenciais algébricas e teoria do
controlo, gosta de fazer investigagao motivada
por problemas reais e desenvolver matema-
tica fundamental impactante na ciéncia e na
tecnologia. Com uma personalidade marcan-
te, Mehrmann deixa um legado notdvel como
presidente da GAMM (Associacdao Interna-
cional de Matemdtica Aplicada e Mecanica),
da MATHEON (Centro de Investigacdo Ma-
temadtica para tecnologias-chave), do ECMath

ENSINO SECUNDARIO E UNIVERSIDADE
DE BIELEFELD

Caro professor Mehrmann, caro Volker: O que, ou quem,
estimulou em primeiro lugar o seu interesse pela mate-
matica?

Bem, isso aconteceu no Ensino Secundario. Eu estava
numa escola especial para alunos de Matematica, Fisica
e areas STEM'. Gostava muito e era bom nisso. Por isso,
decidi que queria ser professor de Matematica. E sou.

Pode contar-nos um pouco mais sobre as suas experién-
cias escolares nessa altura?

Isso foi nos anos 60 e 70, quando o sistema escolar alem&o
ainda era bastante rigido. As escolas estavam separadas
em trés niveis. O Gymnasium ou Ensino Secunddrio des-
tinava-se aos melhores alunos. Depois havia a escola mé-
dia e a escola bésica. A educacdo no Gymnasium durava 13
anos, na escola média dez e na outra durava oito ou nove
anos. Fui enviado para o Gymnasium por recomendacio
dos meus professores, porque eu ja era bom a Matematica
no Ensino Bésico. Os meus pais, que eram operdarios, con-
cordaram, embora se preocupassem com o facto de nédo
conseguirem ajudar-me. Néo foi fdcil: tinha de ir para ou-
tra cidade e apanhar o autocarro todas as manhas. Mas
gostei, era bom na escola e, por isso, era bastante claro que
queria continuar.

(Centro Einstein de Matemdtica, em Berlim)
e ainda da EMS (Sociedade Europeia de Ma-
tematica). Preocupa-se com a forma como
comunica matemdtica e com o ambiente de
trabalho dos seus estudantes.

Conversdmos com Volker Mehrmann no
passado més de outubro e ouvimos avida-
mente as respostas a todas as perguntas que
lhe colocdmos. No final, descobrimos o seu
segredo: a matemdtica traz felicidade.

Este artigo foi preparado em duas versdes para publica-
¢do na Gazeta de Matemadtica (versdo reduzida, em lingua

portuguesa) e na EMS Magazine (versio integral, em lin-
gua inglesa).

A Alemanha estava dividida entre Ocidental e Oriental
nessa época. O que significava isso para si?

Eu vivia na Alemanha Ocidental, onde, a época, as escolas
comegavam a tornar-se um pouco mais individualizadas.
Naéo era assim quando entrei no Gymnasium, mas mais tar-
de debatia-se muito e a politica comegou a ser importan-
te. No entanto, como eu estava numa escola com énfase
em Matemdtica e Fisica, a politica ndo desempenhava um
papel significativo. Tinhamos mais aulas de Matemdtica
do que outras escolas secunddrias, seis horas por semana,
e eu gostava disso. Pelo que sei, o sistema da Alemanha
Oriental era mais semelhante ao russo, que exigia muita
persisténcia.

Pode falar-nos sobre as suas experiéncias quando come-
cou os estudos na universidade?

Bem, comegou com uma experiéncia muito ma. Quando
entrei na universidade, tinha apenas 17 anos. Era muito
jovem, o que era incomum naquela época. Apds o pri-
meiro semestre, fui convocado para o Exército e, por isso,
tive de deixar os estudos durante os 15 meses de servi-
¢o militar. Quando regressei, fui diretamente para o ter-
ceiro semestre, como se ndo tivesse estado ausente. Isso
ndo foi bom, porque perdi muita matéria importante, que
tive de recuperar. Estudei na Universidade de Bielefeld,

' STEM: Science, Technology, Engineering and Mathematics.

S
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Volker Mehrmann com Angelika Bunse-Gerstner, em Bielefeld, em 1991.

que foi criada como uma universidade reformista, uma
das novas universidades fundadas na Alemanha sob os
governos sociais-democratas. Eram baseadas em ideias
fantésticas. Bielefeld tinha um forte enfoque interdiscipli-
nar, com centros de investigacdo interdisciplinares. Mas
o Departamento de Matemdtica na altura era, em 90%,
muito tedrico. Os 10% restantes eram incentivados a tra-
balhar com economistas, quimicos, etc. Gostei dessa abor-
dagem e, por isso, acabei por me dedicar a matematica
aplicada. O curso de Matemitica estava dividido em dois
programas diferentes, um para formacdo de professores
e outro chamado Diplom, para estudantes que queriam
trabalhar com matemadtica fora das escolas. O primeiro
inclufa Didatica, Filosofia, e assim por diante. Eu estava
inscrito nesse programa porque queria ser professor. Mas
antes disso, queria trabalhar como tutor universitdrio, e
para tal era necessdrio passar num exame intermédio,
o Vordiplom, algo semelhante a uma licenciatura nos dias
de hoje. Foi por isso que fiz este exame ap6s o meu terceiro
semestre. Depois surgiu uma oportunidade: um novo pro-
fessor, especialista em combinatdria e teoria dos grafos,

chegou a universidade. Como tutor, integrei o curso dele,
embora nunca o tivesse frequentado antes. Ele perguntou-
-me se estaria interessado em escrever uma tese em teoria
dos grafos, mas eu jd estava decidido a trabalhar em an4-
lise numérica, pois gostava muito dessa drea e também de
programacao.

ESTUDOS AVANCADOS NOS ESTADOS UNIDOS

Comecei a trabalhar com o professor Ludwig Elsner, na
drea de andlise numérica. Mas quando lhe disse que que-
ria fazer o exame para professores e escrever uma tese nes-
se programa, ele teve dificuldades em imaginar uma tese
de professores em numérica e sugeriu que eu escrevesse
uma tese de diploma em vez disso. Ele disse-me que pode-
riamos certamente fazer com que a tese fosse reconhecida
como uma tese de professores mais tarde.

Para trabalhar como professor numa escola secundd-
ria, era necessario um passo adicional, em que se apren-
dia como ensinar Matemadtica aos alunos. Quando me
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candidatei, enviaram-me para um local muito remoto,
para onde ndo quis ir. Sendo aventureiro, perguntei ao
professor Elsner se poderia continuar os estudos noutro
pafs. Ele disse: “Isso é muito facil: pegas na pdgina inicial
da revista Linear Algebra and Its Applications e olhas para
todos os nomes que estdo la. Escreves uma carta a cada
um deles perguntando se poderias ir estudar fora.” E foi
exatamente o que fiz. Enviei cartas manuscritas.

Quem foi o primeiro a aceita-lo?

Recebi trés respostas positivas: uma de Stanford, do Gene
Golub; uma de Calgary, do Peter Lancaster; e outra do Ri-
chard Varga, da Kent State University. Como a resposta
do Richard Varga foi a primeira a chegar, e estava escrita
em alemdo, optei por ir para Kent State, uma pequena uni-
versidade no Midwest. Stanford talvez tivesse sido uma
escolha mais vantajosa para a minha carreira. Quem sabe?
Gostei muito da experiéncia em Kent State.

Teve de pagar propinas?

Nao, ofereceram-me imediatamente uma posi¢do como
assistente de ensino, porque j4 tinha um diploma. Além
disso, ndo precisei de fazer os exames de qualifica¢do ha-
bituais e pude comegar imediatamente a trabalhar numa
tese. Mas depois tive uma experiéncia muito mé: ja tinha
um tema para a tese de doutoramento, na drea de teoria
das perturbagdes para familias de matrizes paramétricas,
e comecei a trabalhar nesse campo.

Esse tema foi sugerido pelo seu orientador em Kent State?
Naio, veio, na verdade, do meu orientador de mestrado ale-
mé&o, que o tinha sugerido como um problema importante
em aberto, e eu estava bem preparado para trabalhar nele.
Quando cheguei a Kent State, Richard Varga disse-me que
ndo daria aulas naquele semestre. Fui o seu tnico estu-
dante e fiz um semindrio individual de duas horas por se-
mana com ele. Todas as semanas, ele dava-me um artigo
para ler, e na semana seguinte eu tinha de o apresentar.
Na terceira semana, ele deu-me um artigo de Peter Stuart,
de Maryland, onde j4 tinha sido resolvido o problema que
deveria ser o tema da minha tese!

Richard Varga deu-me entdo um tema diferente, que era
trabalhar em matrizes n&o negativas, um problema im-
portante proposto por Olga Taussky, a famosa algebrista.
O objetivo era unificar trés tipos diferentes de ndo nega-
tividade em matrizes: a ndo negatividade de todos os ele-
mentos, a ndo negatividade para formas quadréticas (ndo
negatividade de Loewner) e a ndo negatividade total, que
significa que todos os subdeterminantes sdo ndo negati-

vos. Olga Taussky tinha conjeturado que deveria haver
uma forma uniforme de tratar todas estas situag¢des. Tra-
balhei nesta conjetura, provando-a para matrizes de di-
mensdo n = 5. Depois, tentei encontrar um contraexemplo
usando o computador, mas ndo consegui. Como frequen-
temente acontece em matematica, em vez disso, acabei por
provar outros resultados. Acho que foi s6 em 1999 que a
conjetura foi provada como falsa, através de um contrae-
xemplo para matrizes 22 por 22. A questdo ainda perma-
nece em aberto, para as dimensdes entre 5 e 22.

Quem encontrou este contraexemplo?

Foi Olga Holtz, em Berkeley. Ela teve a ideia engenhosa de
investigar uma classe especial de matrizes, as matrizes de
Toeplitz com bandas, de forma a que ndo tivesse de lidar
com tantos parametros. Eu tinha trabalhado na classe ge-
ral de matrizes n x 1, com n? parametros e n! desigualda-
des com determinantes!

DIRECOES NA INVESTIGACAO MATEMATICA

Pode contar-nos um pouco mais sobre a sua investigac¢io,
seja como iniciante ou mais recentemente? Ha resultados
de que se orgulhe particularmente?
Hé um ditado que diz que “o criminoso volta sempre ao
local do crime”. No meu caso, isto aplica-se ao tema da
minha tese de mestrado. Na minha tese, desenvolvi um
algoritmo para cdlculo de valores préprios sobre o grupo
simplético, o grupo unitério e o grupo ortogonal com res-
peito a produtos internos indefinidos. Provei que o tinico
caso em que os calculos numéricos funcionavam bem era
para o grupo unitario. Nos outros casos, havia divergén-
cia e mau condicionamento. Cerca de quatro anos depois,
ap6s o meu doutoramento, estava pela segunda vez nos
EUA e ouvi uma palestra de Ralph Byers, que estava a usar
o grupo simplético em controlo 6timo. Pensei: “Eis uma
aplicagdo para o meu algoritmo inutil!” E foi assim que
comecei a trabalhar em teoria de controlo, e desde entdo
tenho trabalhado nisso, além dos t6picos numéricos clds-
sicos que jé conhecia. E muito divertido, porque significa
colaborar com engenheiros. Aprende-se muito ao coope-
rar com engenheiros de controlo, pois eles trabalham com
problemas da vida real. Em cada automével, avido e bici-
cleta, existem questdes para as quais a teoria de controlo é
essencial. Ao longo dos anos, tenho trabalhado em teoria
de controlo, teoria de matrizes e também em computagao
de alto desempenho. Estas foram as principais dire¢des.
Em 2011, recebi um financiamento do ERC (Conselho
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Europeu de Investigacado) para modelar sistemas acopla-
dos provenientes de diferentes dominios fisicos. No ini-
cio, foi um fracasso completo. Ndo conseguia avangar.
Mas entdo ouvi uma palestra do teérico de controlo Arjan
van der Schaft, dos Paises Baixos. Ele propds uma aborda-
gem baseada em energia, mais préxima da fisica. Desde
2015, tenho-me dedicado a sistemas port-hamiltonianos,
a modelagdo, a andlise numérica e a dlgebra linear, e é
realmente magico. Quando me fazem uma pergunta, eu
interpreto-a na estrutura port-hamiltoniana. Existe uma
matemdtica muito elegante por trds disso, geometria e,
claro, fisica. Seja qual for o problema, parece funcionar
muito melhor com esta abordagem do que sem ela. Um
fisico certamente diria: Ah, sempre soubemos disso! Mas os
engenheiros ndo sabiam!

EQUAGCOES DIFERENCIAIS ALGEBRICAS

Pode explicar-nos o que sdo equagdes diferenciais algébri-
cas (EDA)? Estas sdo o ingrediente-chave do seu trabalho
mais citado, em coautoria com Peter Kunkel...

Uma equacao diferencial algébrica é, na esséncia, uma
equagdo diferencial num espago com restrigdes, ou seja,
numa variedade. H4 um fluxo associado a uma equagdo
diferencial, mas ele é condicionado por restri¢gdes. Um
exemplo tipico seria um satélite em 6rbita, ou um robd que
possui restri¢des devido aos motores nas juntas. Este tipo
de abordagem surgiu nos anos 70 como uma nova forma
de investigagdo. No entanto, se recuarmos na Histéria,
foi iniciado por Kirchhoff em 1870 na Academia de Cién-
cias de Berlim, quando ele apresentou as equagdes para
descrever a eletricidade. Kronecker e Weierstrass conti-
nuaram este trabalho, estabelecendo a teoria para o caso
linear no final do século XIX. Mas essa abordagem saiu
completamente de moda.

Os matemadticos tém uma grande tendéncia para aban-
donar algo que ja dominam para se dedicarem a novas
dreas e abordagens. A teoria das EDO (equacgdes diferen-
ciais ordindrias) e dos sistemas dindmicos estava bem
desenvolvida. Por isso, 0 método das EDA foi esquecido,
até regressar nos anos 70, quando a simulagdo de circuitos
tornou necessdrio lidar automaticamente com milhdes de
equagdes. Ninguém podia resolver as equacdes algébricas
e colocé-las no enquadramento das EDO. William Gear e
Linda Petzold, dos EUA, que eram, na verdade, cientistas
da computagdo, comecaram a investigar essa dire¢do. O
campo cresceu rapidamente, mas surgiram varias dificul-
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dades ao lidar com restrigdes. Por exemplo, num sistema
mecanico com posi¢do limitada a uma superficie, como
um comboio numa linha, a posicdo esta restrita, mas a ve-
locidade também n&o pode sair da linha. Isso significa que
a velocidade também estd condicionada, embora isso ndo
esteja explicitamente escrito. Estas chamadas restri¢des
ocultas deixam os métodos numéricos confusos. Na maio-
ria dos sistemas realistas, hd muitas restri¢gbes ocultas.

O meu trabalho com Peter Kunkel comegou enquan-
to eu trabalhava no IBM Research Center, em Heidelberg.
O meu chefe trouxe-me um problema de um cliente. Era,
na verdade, um problema de controlo 6timo. Eu imple-
mentei-o e obtive uma solu¢do maravilhosa. Fui almogar
com o Peter, que trabalhava no mesmo escritério. Ele rapi-
damente disse: “Eu também tenho um c6digo.” Ele imple-
mentou-o, executou-o e obteve outra solugdo maravilhosa.
Mas eram completamente diferentes!

O que aconteceu entido?

Uma delas crescia exponencialmente, enquanto a outra
decafia; ndo era um bom resultado! Mas, como matemadtico,
sabe-se imediatamente que a solugdo provavelmente nao
é tnica. E assim comecdmos a analisar, o que deu inicio a
nossa colaboracdo. Na verdade, é uma colaboracdo mara-
vilhosa. Concluimos a segunda edigdo do nosso livro, que
acabou de ser publicada pela EMS Press.

Este é o método mais natural de modelar. Se quiser
acoplar sistemas, escreve o acoplamento como uma restri-
¢do algébrica, diferencial ou de outra natureza, e depois
junta mais restri¢des. Este foi o tépico: dominar este aco-
plamento com EDA. Mas as dificuldades sdo imensas, e
ainda hoje ndo existem c6digos disponiveis muito bons.

Os co6digos sdo o maior obstaculo, mais do que a velocida-
de dos computadores?

O problema é que é necessdrio diferenciar. Numerica-
mente, a diferenciacdo é md. A integracdo é boa, mas a
diferenciagdo ndo. H4 mais variagGes a considerar. Se alte-
rar ligeiramente a direcdo, a derivada sai completamente
diferente; como se tem de diferenciar implicitamente, os
cédigos apresentam problemas.

Aqui vai uma histéria interessante: Nos anos 70, a
Alemanha desenvolveu os comboios ICE, ou comboios de
alta velocidade, e Franga fez o mesmo na mesma época.
Na Alemanha, a modelagéo foi feita com EDO, enquanto
em Franga foi feita com EDA. Os comboios alemaes, nu-
mericamente, “voariam” porque as restrigdes ndo esta-
vam presentes. Pelo menos numericamente, os comboios



alemaes sairiam dos carris. E por isso que os ICE alemaes
eram muito mais pesados do que os TGV franceses, pelo
menos Nos primeiros anos.

TU’ CHEMNITZ

Curioso... Trabalhou em varios lugares diferentes. Nos
EUA, além da Kent State, também esteve em Madison. Na
Alemanha, trabalhou em Aachen, em Chemnitz e, final-
mente, em Berlim durante muitos anos. Tenho um inte-
resse pessoal em Chemnitz, porque esta situada na antiga
RDA (Republica Democratica Alema), que tinha um siste-
ma universitario muito diferente.

Quando entrei no mercado de trabalho ap6s a minha agre-
gacdo, era extremamente dificil conseguir uma posicdo.
Na Alemanha, quase ndo abriam vagas para professores.
Por isso, aceitei um cargo tempordrio de dois anos em
Aachen e trabalhei um ano na IBM em Heidelberg. Mas,
entdo, o muro caiu. Eu ainda estava em Aachen e recebi
um convite do grupo em Chemnitz. Em Chemntiz havia
grandes conflitos no departamento, entre numérica e ané-
lise. Muitos dos especialistas em andlise numérica eram
alinhados com o partido e tinham posi¢des importantes,
como reitor, chefe do Comité Disciplinar, e assim por dian-
te. Esses eram os membros do partido, enquanto os ana-
listas ndo eram. Ap6s a reunificagdo, o estado da Saxénia,
onde Chemnitz est4 localizada, essencialmente demitiu-os
todos. Mas abriram novas posigdes, e as pessoas puderam
recandidatar-se. As pessoas responsaveis queriam garan-
tir que o conflito entre andlise e numérica ndo surgiria no-
vamente. A pergunta mais importante na minha entrevis-
ta foi: “Consegue imaginar-se a trabalhar com os tedricos
de operadores e analistas, construindo uma ponte entre
os dois campos?” Era exatamente isso que eu ja fazia! Tive
sorte porque era mesmo isso que queriam.

Mudei-me para ld no inicio de 1993, logo apéds o tér-
mino do processo de recontratacdo. Diria que foi um dos
melhores lugares onde ja trabalhei. Os estudantes eram
fantdsticos porque Chemnitz era um dos polos de estu-
dantes talentosos. Na RDA, havia escolas para estudantes
dotados em desporto, matemadtica, miisica e outras dreas.
Quem conseguisse entrar numa dessas escolas podia ir
para a universidade no 11.° ano. Um exemplo maravilhoso
é o Heinrich Hertz Gymnasium, em Berlim, que teve alu-
nos como Peter Scholze e Yuri Tschinkel, agora na Simons
Foundation, entre outros. Assim, os estudantes da escola
secunddria em Chemnitz chegavam a universidade muito

jovens. E eram fantdsticos. Havia poucos estudantes, cer-
ca de 30 no primeiro semestre. Mas metade deles tinham
potencial para se tornarem professores universitarios! E
preciso dizer que esse sistema ainda existia em 1993. Mas
depois a Saxénia teve um governo conservador, e eles eli-
minaram tudo o que tivesse alguma ligacdo com o socialis-
mo. As escolas de elite ndo tinham qualquer traco de socia-
lismo, mas estavam relacionadas com o sistema antigo. As
escolas ainda existem, mas, pelo menos na Saxénia, ja ndo
é possivel que estudantes talentosos entrem na universida-
de tdo jovens. Em Berlim, isso ainda é possivel. Os alunos
talentosos podem frequentar disciplinas universitdrias no

primeiro ano enquanto ainda estdo no Ensino Secundério.

Mudou-se para Chemnitz com a sua familia?

Sim, mudei-me com a minha companheira na altura, e ti-
vemos um bebé logo depois de eu chegar. Mas ela nédo su-
portou. Também era da drea de matematica, em teoria dos
grafos. Ndo era um lugar bom para ela; Chemnitz era uma
cidade terrivel. Quando deixei Chemnitz, em 2000, per-
guntaram-me: “Porqué? Fez uma grande carreira aqui!” E
eu respondi: “Olhem, h4 outras partes da vida além da ma-
temadtica, e se ndo se consegue fazer amigos..” Chemnitz
era um lugar muito especial porque era a cidade-modelo
da RDA. Mudaram o seu nome para Karl-Marx-Stadt. O
partido e os Servigos Secretos dominavam tudo. Portanto,
os professores ndo tinham muito contacto social uns com
os outros.

Com receio de haver informadores?

Sim. E havia. Mas nao apés 1993. Porque os informadores
foram despedidos, e assim que encontravam algo nos re-
gistos que mostrava que alguém tinha sido informador,
essa pessoa ndo era readmitida. Isso foi muito diferente
noutros estados.

TU BERLIN E O MATHEON

Berlim foi uma histéria completamente diferente, acre-
dito.

Totalmente o oposto. Aberta, internacional.. Chemnitz
ndo era nada internacional. Falar inglés era uma exce-
¢do. Trazer estudantes estrangeiros ou pdés-doutorados
ndo era fécil. Berlim era exatamente o oposto. Confesso
que estava receoso, porque Berlim é uma cidade de outra
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escala, e eu ja tinha 45 anos quando me mudei, em 2000.
No entanto, as pessoas em Berlim sédo tdo abertas que fui
imediatamente bem recebido.

E entdo surgiu o MATHEON.

Sim, foi engracado. Em 1999, fui eleito presidente do Comi-
té de Matemadtica da Fundagdo Alema de Ciéncia (o painel
que decide sobre projetos) como representante da parte
oriental, porque estava em Chemnitz. Logo apés ter che-
gado a Berlim, a administracdo ligou-me e disse que havia
uma proposta em curso para novos centros de investiga-
cdo. E seria 6timo se houvesse um na drea de matemati-
ca. Era claro que ndo queriam matematica pura, mas algo
mais diretamente relevante para a sociedade.

Depois de apenas quatro semanas neste novo local,
esse foi um bom desafio para comecar. Reuni algumas
pessoas: Peter Deuflhard, Jiirgen Sprekels e Martin Grots-
chel. Tivemos seis semanas para escrever uma pequena
proposta. Encontrdmo-nos no meu escritério e, apds cerca
de 20 minutos, tornei-me o datilégrafo porque as ideias
simplesmente saltavam daquelas pessoas. Na primeira
fase, ndao conseguimos. O financiamento foi para medici-

Y Deuhchiond
5= | Londder Idean
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na, fisica e ciéncias ocednicas. Mas abriram imediatamen-
te uma segunda fase, e em 2002 conseguimos. Devo ter
sido um bom datilégrafo, porque Martin Grotschel pediu-
-me para ser o vice-presidente.

Durante seis anos, Martin foi o presidente, e depois eu
assumi a posicdo. Gostava de ser o vice de Martin, porque
ele é um politico fantdstico. Sabia apresentar a matematica
ao publico muito melhor do que eu poderia fazer. Mas,
quando ele disse que deveriamos trocar, tornei-me o pre-
sidente. O passo seguinte foi o Einstein Center, que durou
cinco anos. Isso continuou com a iniciativa de exceléncia.
Mas depois disso, decidi afastar-me.

Agora chama-se Math+.

E um programa novo, e eles querem sempre um novo
nome. Tanto o MATHEON como o Einstein Center for Ma-
thematics e 0 Math+ sdo esfor¢os conjuntos das trés uni-
versidades de Berlim, bem como de dois centros de inves-
tigacdo. O nosso maior sucesso foi conseguir reunir toda
a comunidade matemadtica de Berlim. O que, visto de fora,
parece 6timo! Mas posso dizer-lhe que causou muitas fric-
¢Oes entre as diferentes administra¢des universitdrias.

® se

Urkunde

MATHEON recebeu o prémio Alemanha - Terra das Ideias, 2007.
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ENSINO DE MATEMATICA

Falemos sobre a sua carreira de ensino. Ja nos contou que
se formou como professor de Ensino Secundario, mas de-
pois tornou-se professor universitario. Sei que lecionou
algebra linear para alunos do primeiro ano varias vezes e
que até escreveu um livro sobre algebra linear, baseado na
sua filosofia. Mas também orientou muitos estudantes de
doutoramento.

Desde o inicio, sempre tive a ambicdo de tornar a mate-
maética compreensivel, ndo apenas para os trés ou quatro
génios, mas também para os matemadticos médios e bons.
Isso significa que é necessario pensar de forma um pou-
co diferente: como é que a matemdtica entra no cérebro
humano? Como professor de Ensino Secunddrio, é claro
que tem de se ensinar todos os alunos. Mas quando che-
guei a universidade, percebi que muitos professores so ti-
nham em mente os trés ou quatro génios. Eles ensinavam
dlgebra linear de uma forma muito abstrata, abordando
imediatamente médulos, corpos finitos e coisas do género.
Isso demorou muito tempo a fazer sentido para mim.

E estd a ficar pior, porque a educagdo no Ensino Secun-
dério tem vindo a deteriorar-se desde entdo. Em particu-
lar, a dlgebra linear abstrata tem problemas. Com a analise,
é um pouco mais fécil, porque fungées, derivadas e coisas
semelhantes s&o mais intuitivas. Mas o conceito abstrato
de um grupo ou de uma élgebra é dificil de visualizar. Eu
mesmo tive dificuldades em formar uma imagem mental.

Acho muito importante, neste processo de aprendi-
zagem, que se consiga formar uma imagem do conceito
abstrato de que se estd a falar, antes de aprender sobre ele.
Pode-se aprender a operar com o conceito, mas serd que
ele realmente “se fixa” na mente? Para o estudante médio
do Ensino Secunddrio que chega a universidade atual-
mente, dlgebra linear é um pesadelo. Por isso, refleti sobre
o que faria com um estudante do Ensino Secundaério, e é
essa abordagem que o meu livro de dlgebra linear adota.

Comecamos com matrizes, em vez de espagos veto-
riais e homomorfismos entre eles. Isso tudo aparece mais
tarde, mas s6 depois de o conceito de transformacao linear
como uma matriz multiplicando um vetor ja estar solidi-
ficado. E o feedback tem sido muito encorajador. Recente-
mente, publicimos a quarta edi¢do do livro, e a versdo em
inglés tem 4,5 milhdes de downloads. O livro de élgebra li-
near mais préximo em popularidade estd na casa dos cem
mil downloads. Acho que este é um passo muito importan-
te. Sei que muitos colegas ndo gostam disso. Dizem que é
demasiado concreto trabalhar com matrizes e ser forcado

a usar coordenadas. Mas acredito que, para muitos, isso
facilita o entendimento antes de abordar a teoria abstrata.
Para os estudantes muito bons, néo faz diferenca. Tento
sempre apresentar uma aplicagdo concreta ao lado, para
que os alunos possam imaginar o que significa ter um mé-
todo que funcione. Por outro lado, gosto muito das coisas
abstratas, entdo também as ensino. Mas, do ponto de vista
da comunica¢do matematica, acho ttil comegar com algo
mais concreto.

Soube que foi “reciclado” recentemente e que esta a en-
sinar novamente.

Sim. Reformei-me h4 um ano, mas atualmente temos uma
caréncia de professores de andlise numérica. Entdo, pedi-
ram-me para voltar, e eu voluntariei-me. Estou a gostar.

Apenas queremos acrescentar que, mesmo para um gé-
nio, ter bons exemplos em mente é uma vantagem. Nao
ensinou apenas caloiros, mas também muitos estudantes
de doutoramento. A math genealogy contabiliza 34. Qual é
a sua filosofia para os orientar?

Na verdade, sdo 40 estudantes de doutoramento. No siste-
ma alemado, s6 se pode ser orientador se se for professor.
Eu orientei varios estudantes, mas o professor formal ti-
nha de assinar.

Sempre achei muito importante que os estudantes de
doutoramento tenham alguém com quem possam falar o
tempo todo, para que ndo acabem num buraco negro sem
fazer progresso. Além disso, sempre os incentivei a falar
com outros estudantes de doutoramento ou pés-doutoran-
dos. Como estudante, seja de mestrado ou de doutoramen-
to, deve ter-se curiosidade para aprender coisas novas, fa-
zer conexdes e explorar mais. Ndo se deve focar apenas
numa Unica dire¢do. Tento ensinar isso aos meus alunos:
serem curiosos e discutirem com outros estudantes e gru-
pos. Para tal, procuro proporcionar um bom ambiente de
trabalho, organizando festas, caminhadas e outros even-
tos, passando algum tempo juntos. Isso ajuda muito! Es-
pecialmente quando estdo numa crise, o que acontece a
todos nés de vez em quando, quando nado fazemos pro-
gresso no trabalho. E isso tem funcionado muito bem. To-
dos falam uns com os outros, escrevem artigos juntos, e eu
apoio isso plenamente. Portanto, é basicamente a mesma
filosofia: trabalhar em equipa, mostrar curiosidade pela
ciéncia e pela matematica e, se necessdrio, aprender novas
direg¢ées. E 0 meu compromisso é estar sempre disponivel
para eles.

Ainda tenho quatro estudantes de doutoramento
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atualmente, e sdo muito diferentes uns dos outros. E uma
vantagem estar numa drea mais aplicada, porque é geral-
mente mais fécil conseguir financiamento para um estu-
dante de doutoramento.

Mas, nesses tépicos aplicados, também desenvolve mate-
matica fundamental?

Sim, a tese inclui sempre matemdtica fundamental.
A minha experiéncia é que, se obtivermos um problema de
aplicagdes realmente interessante, a matemadtica necessa-
ria para o resolver geralmente ndo estd bem desenvolvida.

Pode dar-nos um exemplo de como problemas aplicados
levam ao desenvolvimento de matematica fundamental?
Claro! Em 2004, um engenheiro responsével pelo tragado
das linhas de alta velocidade entre Frankfurt e Col6nia
abordou-me com um problema. Eles queriam que os com-
boios viajassem a 350 km/h, mas ndo tinham a certeza de
que isso fosse possivel. As vibragdes dos trilhos poderiam
causar descarrilamentos e outros problemas graves. Eles
realizaram vdrias simulagGes e célculos, mas ndo conse-
guiam obter resultados precisos que concordassem com
as experiéncias. Como engenheiros, isso deixou-os muito
nervosos! Entdo, trouxeram-me o problema.

Eu disse: “Os valores préprios sdo lambda e lambda
barra. Deve haver alguma simpleticidade envolvida.” In-
vestigdmos o caso e ficou claro que essa era a questao es-
sencial. E entdo pensei: “Deve haver uma generalizagdo
da simpleticidade.” Estes eram problemas de valores pré-
prios polinomiais, entdo procurei uma generalizagdo da
simpleticidade para polinémios matriciais. Escrevemos
alguns artigos sobre isso, e o interesse pela drea explodiu.
Agora hd muitos artigos sobre o tema, especialmente em
Espanha e Itdlia. O problema surgiu num desafio inteira-
mente aplicado e acabou no desenvolvimento em matema-
tica pura. Hoje a questdo é estudada em campos finitos e

noutras areas.

PRESIDENCIA DA EMS E COMUNICACAO EM MATE-
MATICA

Podemos dedicar alguns minutos a sua presidéncia da EMS?
Sabemos que foi um periodo dificil por duas razdes: a pan-
demia de COVID-19, que impossibilitou reunides presen-
ciais, e, no final do seu mandato, a invasdo da Ucrania pela
Russia. Isso deve ter desviado a aten¢do do foco principal.

Certamente tinha uma agenda. O seu primeiro ponto en-
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volvia a unidade da matemadtica. Acredito muito na unida-
de da matemadtica. Mas também acredito que alguns dos
nossos colegas ndo partilham dessa visdo e ndo gostam
dela. Porque pensam que é muito mais confortavel per-
manecer na sua prépria comunidade de 20 ou 30 investi-
gadores que se entendem mutuamente. Comunicar sobre
matematica nado é, geralmente, o ponto forte deles. E, mui-
tas vezes, sentem-se ameagados por isso. De repente, tém
de falar com engenheiros ou fisicos. Este foi um dos meus
principais objetivos: tentar manter a unidade o mais intac-
ta possivel! Mas também fazer um esforgo para comuni-
carmos melhor uns com os outros. Acho que tive algum

sucesso, mas apenas parcialmente.

Ja nos deu muitos exemplos da importancia de que os ca-
nais entre a matematica motivada por aplica¢des e a ma-
tematica motivada pela curiosidade funcionem. Existem
problemas que vém das aplicagGes e, para os resolver, é
necessario usar ferramentas do conjunto que ja existe.
Por outro lado, também deu exemplos que mostram que a
matematica pura surge assim que se € curioso o suficiente
para levar a sério problemas de areas aplicadas. Na Histo-
ria, muita da matematica surgiu de consideragdes fisicas.
Acho que precisamos de uma melhor comunicacio, e ndo
acho que tenhamos matematicos suficientes no mundo que
possam ser tradutores. Pegue num resultado abstrato em
geometria algébrica, ou nos perfectoids de Peter Scholze,
ou na Conjetura ABC, que Mochizuki afirma ter provado.
Nao creio que existam muitas pessoas capazes de traduzir
0 que estd ali para algo que possa ser usado por engenhei-
ros ou fisicos. A for¢a da matemadtica estd na abstracdo. E
torna-se cada vez mais abstrata. O problema surge quando
se fica apenas nesse nivel e ndo se faz a tradugio do que
nos levou até ao nivel abstrato. E isso que estd em falta, e é
uma pena. Gostaria que a comunidade o percebesse e dei-
xasse de ser arrogante quando alguém nédo entende o que
estamos a dizer, porque ndo estudou geometria algébrica
durante 15 anos. Esforce-se e tente explicar!

Falemos agora sobre o Congresso Europeu de Matematica
que teve lugar em Berlim ha oito anos. Foi o seu principal
organizador e a experiéncia que teve provavelmente foi
mais ou menos a mesma. Pelo menos, algumas palestras
ndao foram compreensiveis para uma audiéncia alargada.
Tem ideias para mudar esta atitude?

Nao sei realmente como convencer algumas das pessoas
que sdo estrelas do topo a safrem da sua torre de marfim
e a tentarem explicar, pelo menos, a ideia por trds do que



estdo a fazer. Tentdmos isso nessa reunido, envidmos a
todos um memorando explicando o que gostarfamos que
fizessem. Mas...

N3do teve muito sucesso...

Deixe-me contar uma histéria. O meu filho é topélogo
algébrico. Muito abstrato: categorias e homologia. Ele
candidatou-se a uma bolsa de doutoramento do estado
de Baden-Wiirttemberg. Perguntou-me: “Podes dar uma
olhada na minha proposta?” Respondi: “Claro, mas tens
de aceitar as minhas criticas.” E entdo tive de lhe dizer:
“Olha, li esta proposta de trés pdginas. Vdrias vezes senti-
-me ofendido porque escreveste: “E ébvio que, se fizeres
isto e aquilo, entdo é claro que bla-bld-bld.” Pensa bem.
Queres vender a tua proposta a um comité que quer dar-
-te dinheiro. Um comité de todas as dreas: matematica,
fisica, sociologia, filosofia, com no maximo um matemati-
co. Se esse matemaético for mais aplicado ou um estatistico
e ndo entender uma tnica palavra, entdo estds perdido

desde o inicio. Porque néo tentas, em pelo menos uma das
trés pdginas, explicar a tua linha geral de pensamento?
Ninguém te culpard depois por entrares em detalhes nas
pdginas restantes.”

Costumava haver uma regra ndo escrita para pales-
tras: a primeira parte é para todos, a segunda parte para
as pessoas experientes e a ultima parte para ti mesmo.
Isso ja ndo acontece. Muitos palestrantes parecem esperar
que saibas tudo de antemao.

Mas temos de dizer que o seu legado como presidente da
EMS foi excelente! Um de noés participou no congresso da
EMS este ano e encontrou muitas pessoas da matematica
aplicada. Envolver muitas pessoas, incluindo matematicos
aplicados, na EMS é uma grande conquista.

E verdade, mas fui a todas as palestras convidadas e
plendrias que pude assistir. E ainda diria que cerca de
30% ou 40% dos palestrantes deram palestras sem fazer
qualquer esforgo para que a audiéncia os compreendesse.

MATHEON recebeu o prémio Alemanha - Terra das Ideias, 2007
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E isto falando para matematicos! Ndo consigo entender.
Se fizerem isso, afastam qualquer pessoa que esteja fora
do seu circulo mais restrito... Etienne Ghys deu uma pa-
lestra maravilhosa na conferéncia de Sevilha, um exem-
plo magistral. Ele falou sobre algo completamente abs-
trato, mas conseguiu transmitir a mensagem. E isso que
gostaria que as pessoas fizessem. Mas ainda hd uma certa
arrogancia.

Talvez devesse fazer parte da forma¢do de um matema-
tico.

Acho que sim. H4 sempre estudantes que tendem a falar
acima do nivel do publico. Quando isso acontece, critico-os.

EMS YA

E que mais foi importante para si enquanto presidente
da EMS?
O segundo ponto na minha agenda foi tornar a EMS uma
sociedade mais equilibrada, tanto no sentido de género,
como em relacdo a participagdo de paises e sociedades
menores e menos ricos. Martin, tu foste vice-presidente,
sabes, quando os comités foram formados e os nomes
foram colocados em cima da mesa, quase sempre eram
franceses, alemaes e britanicos e, por vezes, alguém da
Dinamarca ou da Polénia, ou algo assim. Alguns paises
nunca apareciam nos comités. O meu objetivo era fazer
com que nos aproximdssemos um pouco mais, em toda
a Europa. O terceiro ponto importante da minha agen-
da foi envolver os jovens na sociedade e garantir que se
sentissem em casa na comunidade matemdtica e que con-
tribuissem para levar a comunidade matemdtica para a
frente. Estes foram os pontos principais da minha agenda.

Comecemos pelo equilibrio. Acho que consegui par-
cialmente. Durante o dltimo congresso da EMS, os pré-
mios da EMS foram atribuidos a quatro mulheres em
dez, o que foi bastante bom. Nas comissdes editoriais,
ainda sdo necessdrias melhorias no que diz respeito a
participagdo de pessoas do Sudeste da Europa ou do an-
tigo Leste. Acho que a guerra matou completamente essa
iniciativa, porque os representantes desses paises deixa-
ram de falar entre si. E s6 se pode ser eleito se tiveres
apoiantes. Isso ndo correu bem! A comunidade russa era
muito forte na EMS, é terrivel que agora esteja completa-
mente afastada.

A EMS Young Academy parece funcionar bem. Eles
agora tém um lugar no comité executivo. Tém de compe-
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tir com os outros, mas podem nomear uma posicdo. Eu
falei com muitos desses jovens e eles estdo ansiosos por
se envolver.

EMS PRESS E S20

O meu maior sucesso foi-me, na verdade, entregue pelo
meu antecessor, Pavel Exner. Nos dltimos anos do seu
mandato como presidente, ele esfor¢ou-se bastante para
encontrar uma sucessdo para a editora da EMS. Foram
analisadas, pelo menos, cinco ou seis op¢des, mas nenhu-
ma resultou. Apareceu entdo um jovem rebelde, André
Gaul, que era estudante do nosso grupo de algebra linear
numérica. Ele disse: “Esquecamos toda esta publicagdo
tradicional. Vamos fazer de forma diferente, vamos fazé-

1

-lo de raiz, vamos tornd-lo aberto!” Ele criou uma empre-
sa onde se podia descarregar um artigo num férum da
internet, fazer comentdrios sobre artigos e livros, e assim
por diante. Tive muitas discussées com ele. O meu pon-
to de vista era que isso poderia funcionar em dreas com
muitos leitores, mas ndo acreditava que funcionasse num
campo altamente especializado. As pessoas ndo fariam
comentdrios negativos ou criticos. Poderiam fazé-lo num
relatério de arbitragem, mas ndo num férum.

Pedi a este rapaz que se candidatasse a diretor da edi-
tora. E o comité escolheu-o! Planedmos configurar a EMS
Press de uma forma completamente diferente. Agora, é
uma empresa propriedade da EMS como tnico acionista.
A empresa estd orientada para a comunidade, mas tam-
bém deve gerar algum lucro, que, por sua vez, ajuda a
EMS. E como ele era tdo a favor do acesso aberto, come-
¢dmos imediatamente a analisar as atuais formas de pu-
blicagdo por parte dos editores comerciais. Eles tentam
essencialmente ganhar o maximo de dinheiro possivel e
reduzem a qualidade, se necessdrio, quando se trata de
aceitar mais um artigo com o qual lucram. André Gaul
teve a ideia de adotar o modelo “Subscribe to Open”
(S20). E eu acho que é um verdadeiro sucesso! Ele imagi-
nou que funcionaria dessa forma. Além disso, ele é um
organizador fantastico, faz muitas coisas incriveis.

Poderia explicar melhor este conceito de S20?

“Subscribe to Open” é um novo modelo de publica¢do no
qual a comunidade — matemdtica, neste caso —, as socie-
dades e as bibliotecas trabalham juntas. A ideia é: as bi-
bliotecas subscrevem a revista como no passado. Quan-
do a revista tem assinantes suficientes, torna-se aberta,



completamente. Isso significa que os assinantes pagam
pelo resto do mundo, e entdo a ciéncia é aberta! Isto é
completamente diferente do modelo de taxas de proces-
samento de artigos, onde se paga por artigo, seja por al-
guma organizagdo governamental ou pelo préprio autor.

Para lhe dar uma ideia, se quiser subscrever todas as
22 revistas da EMS Press, isso custa-lhe, como pacote,
cerca de €6000 por ano. Se quiser publicar um artigo na
Springer ou na Elsevier, tem de pagar €2500 por artigo.

O sucesso desta abordagem é evidente. Cada vez
mais sociedades e editoras estdo a aderir ao S20. Rece-
bemos pedidos todas as semanas de revistas que querem
juntar-se a EMS Press e aderir ao S20.

Por que é 0 S20 tdo bem-sucedido? E do interesse das
bibliotecas manter o seu modelo de subscri¢do tradicio-
nal. Com as taxas de processamento, as bibliotecas tor-
nar-se-iam obsoletas. Tudo ficard disponivel na internet,
mas é melhor se for a biblioteca a fazé-lo.

Além disso, nunca se deve sacrificar a qualidade pelo
dinheiro, especialmente na ciéncia. E isso que este mo-
delo pode alcangar. A editora estd realmente a prosperar,
gerando receitas para a EMS e, ao mesmo tempo, mudan-
do o mundo da publicagéo.

IA E COMPUTACAO

Sobre a IA, acha que ela influenciara o futuro dos ma-
tematicos profissionais? Continuaremos a trabalhar em
matematica como antes da IA?

Certamente algumas coisas vdo mudar. Tivemos essa
discussdo no Congresso em Sevilha. A IA pode certa-
mente ajudar na demonstrac¢do automdtica. O reconhe-
cimento de imagens em dreas médicas nado serd possivel
no futuro préximo, julgo, sem IA. Futuramente, acho
que sdo os matemadticos que terdo de ser a boa conscién-
cia da IA, porque alguém tem de dizer quando e onde
a IA estd realmente a fornecer algo bem-sucedido ou se
estd apenas a gerar muito dinheiro e a dar resultados de
mdé qualidade.

Isso provavelmente exigiria uma compreensao matema-
tica mais profunda sobre como e quando a IA realmente
funciona bem, como aparentemente acontece com fre-
quéncia.

E por isso que devemos formar os nossos estudantes
neste tépico. Vérias universidades ja comegaram. Mas,
como sabem, os estudantes “votam com os pés” quando

tém de escolher entre apenas aplicar a IA para resolver
um problema ou analisar a IA. Aplicar para resolver um
problema é muito mais facil; também é mais atraente!

Estou a dar este curso de andlise numérica e en-
frento dificuldades, porque muitas pessoas acreditam
que o que é ensinado neste curso pode ser feito pela IA
imediatamente. Além disso, estamos a criar novos com-
putadores para IA. Esses computadores ndo seguem os
padrdes a que estamos habituados em andlise numéri-
ca, por exemplo, a aritmética IEEE, para que possamos
analisar o problema. Entdo, o que significa isso? Signi-
fica que um computador tipico para IA, que as grandes
empresas estdo a produzir, usa quatro digitos. Ndo se
pode fazer uma andlise numérica razodvel com quatro
digitos. Aposto que, daqui a dez anos, um computador
comum no qual se possa executar o MATLAB com 16
digitos serd caro.

Principalmente porque todo o dinheiro estd a ser in-
vestido no desenvolvimento de hardware voltado para a
IA e ndo para a engenharia, matematica ou fisica padrao.
Isso preocupa-me.

Quatro digitos podem ser um verdadeiro perigo...
Enquanto tivermos alternativas disponiveis, isso ndo é
um problema. Dou-lhe outro exemplo: por volta de 2000,
as pessoas comecaram a trabalhar com placas gréficas
(computacdo GPU). A placa gréafica ndo segue o padrédo
IEEE, apenas até certo ponto. Nao tém overflow e under-
flow, e tém bitflips. Ou seja, tém uma matriz onde peque-
nas unidades fazem o célculo, e nunca se descobrird se
uma dessas pequenas unidades alterou um bit de forma
errada. Isso significa que nédo se pode verificar os resul-
tados, e se executar o mesmo programa duas vezes pode
obter resultados diferentes. Agora, nés, como matemdti-
cos, sabemos lidar com isso! Se temos incerteza nos nos-
sos dados e nos nossos algoritmos, fazemos estatistica,
certo?

Executa-se o mesmo programa 100 vezes e traga-se
uma curva de Gauss, pode-se dizer: “f bastante boa, tem
uma cauda pequena”, e entdo sabe-se que este é prova-
velmente o resultado a considerar. Mas isso significaria
que teria de fazer todos os calculos 100 vezes, e j se sabe
da loucura que sdo os gastos de energia com a utilizagdo
da IA. Ecologicamente e em termos de sustentabilida-
de, esta é realmente uma m4d ideia, e estou preocupado.
Digo aos meus alunos: “Vejam, é o vosso trabalho no
futuro. Trabalhardo numa empresa e o chefe dir-vos-4
para usarem este computador de IA que acabou de ser
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comprado. E o vosso trabalho dizer-lhes: “Resolveram
este sistema linear ou este problema de otimizagdo?” S6
os matemdticos podem fazer isso porque, em segundo
plano, hd uma teoria de aproximacdo profunda, esto-
cdstica profunda e otimizagdo. Quanto a demonstragdo
automadtica ou a verificagdo, desconhego o que estd por
trds. Mas, quanto a andlise numérica, estou preocupado.
Nao posso ensinar andlise numérica da maneira usual, e
teremos de integrar a IA de alguma forma.

Na Universidade de Erlangen, comecaram um pro-
grama em matemadtica da ciéncia de dados. E agora tém
10% dos novos alunos em matematica e 90% em matema-
tica da ciéncia de dados.

Como veremos isso no futuro? Quanto de matematica e
estatistica havera nos cursos de ciéncia de dados?
Depende realmente. A ideia simplista da IA é a seguinte:
tém-se dados e quer-se encontrar uma fungdo em vdrias
varidveis que interpole os dados. Em andlise numérica,
chamamos a isso interpolagdo. Temos pontos e queremos
encontrar uma curva que os contenha. Se a fun¢do com
que comegou é o arco tangente de uma funcdo exponen-
cial, por exemplo, entdo temos polinémios ou polinémios
por segmentos, e Weierstrass diz-nos que, se se tomar um
grau suficientemente alto, obtém-se convergéncia.
EoqueéalA?Utilizaumaredeneuronal. Eoqueéuma
rede neuronal? E uma funcio, Ax +b, depois G (Ax +b),
e depois iteras oito vezes ou mais. Isso é uma rede neu-
ronal! Existe um teorema, utilizando matematica muito
interessante da andlise funcional, que nos diz que qual-
quer fungdo continua pode ser aproximada arbitraria-
mente bem por uma rede neuronal. Percebeste? Ja nado
se baseia em polinémios, mas noutra classe de fungdes.
Tudo se baseia num resultado de aproximagédo! Agora,
99% do tempo de computacado é gasto a ajustar os para-
metros. Para isso, utilizas o método de tentativa e erro,
o gradiente estocdstico. Vais numa direcdo, tentas en-
contrar o minimo nessa direc¢do, depois escolhes outra
diferente. Desperdigas imenso tempo de computagdo a
tentar fazer isto. Eventualmente, funcionard se correres
100 milhoes de vezes em todas as dire¢oes diferentes na
tua cidade. Em algum momento, podes acabar na loja a

que querias ir inicialmente.

N3io achas que é extremamente importante que as pes-
soas compreendam exatamente o que disseste?

Tenho a certeza absoluta de que é importante e que te-
mos de ensinar isto.
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As pessoas comecgaram agora a falar sobre isso nos jor-
nais, em particular sobre o desperdicio de energia...

Mas vai a um departamento de matemadtica comum e
sugere que, em vez de Topologia Algébrica II ou Geo-
metria Algébrica II ou III, os alunos possam frequentar
um curso sobre Matemdtica da Inteligéncia Artificial.
Nao estou tdo certo de que consigas que seja aceite pelo
corpo docente.Acho que é um grande problema que a
comunidade matemdtica tenha afastado os cientistas da
computacao hé4 40 anos. Em muitas universidades, tam-
bém os estatisticos foram afastados dos departamentos
de matematica. E receio que facamos o mesmo com a in-
teligéncia artificial. H4 um novo interveniente na érea, e

teremos de ceder algo de nés para o integrar.

E o novo interveniente tem muito apoio. Visto de fora,
é muito mais facil obter apoio se estiveres nesta area da
ciéncia...

E podes obter muito mais reconhecimento por parte do
reitor da universidade.

MATEMATICA A NIiVEL GLOBAL

Deixando de lado a matematica europeia por um mo-
mento: paises até agora considerados em desenvolvi-
mento tornaram-se atores importantes na matematica.
Com a China, isso é muito 6bvio. Mas ha também outros
paises que, neste momento, se tornaram forgas motrizes
na matematica. Como vé este desenvolvimento e como
podemos apoia-lo, se necessario? Como podemos en-
frentar a matematica chinesa, por exemplo?

Esta é uma questdo muito dificil. H4 20 anos, poderia-
mos té-los integrado muito melhor, talvez. Mas agora es-
tdo tdo fortes, tém tanto dinheiro e investem muito mais
em ciéncia do que nés, na Europa ou no mundo Ociden-
tal. Coisas semelhantes irdo acontecer na India e, talvez,
também no Norte de Africa.

Temos de ser abertos, mas hd um verdadeiro proble-
ma... Por exemplo, na minha revista, Linear Algebra and
Its Applications, recebemos cerca de 1400 submissées por
ano. Cerca de metade vém da China. Mas a revisdo por
pares é feita em 80% por pessoas do Ocidente. Porque
ndo conhecemos essas pessoas. Temos editores na China,
mas é um mercado totalmente diferente, e é completa-
mente movido pelo dinheiro. Algumas dessas universi-
dades tém incentivos: se escrever um artigo na revista
de topo, se publicar em Annals ou Inventiones, recebe um
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Caminhada na Suica saxdnica com os grupos de numérica de Chemnitz e Berlim, junho de 2005.

saldrio adicional de um ano. O que irdo fazer os cientis-
tas como consequéncia? Véo tentar entrar e bombardear
o sistema com artigos. E, se quiseres ser imparcial, deves
rever esses trabalhos, mas fazendo perder muito tempo
dos nossos colegas. Ndo sei como resolver este dilema.
O ntimero de matemdticos na China estd a explodir e o
mesmo sucede com o niimero de artigos “incrementais”.
Espero que, em algum momento, conhegamos melhor
as pessoas dessas comunidades e possamos integra-las
melhor no nosso sistema de avaliagdo. Afinal, todas elas
querem ir para a Europa ou para os EUA, pelo menos
para dar um salto na carreira. Entdo, assim conhecemo-
-las! Por outro lado, infelizmente, ndo podemos integrar
a maior parte delas no ensino, porque o seu alemao, fran-
cés ou portugués nao é adequado. E um periodo de tran-
si¢do estranho; ndo sei para onde vai. A EMS tentou, du-
rante algum tempo, organizar conferéncias com a China,
com o Japdo e com a India. A COVID parou tudo isso, e
n&o sei como se vai desenvolver.

Vou contar-lhe outra histéria. Um colega muito famo-
so, em Princeton, foi uma vez visitado pelo FBI porque
tinha muitos contactos com a China. Agora ele jd saiu
de Princeton. Foi para a Academia Chinesa de Ciéncias e
obteve dinheiro para centenas de pessoas fazerem EDP e

IA. Se tiver 100 pessoas, mesmo que s6 dez sejam muito
boas, isso deve ser suficiente!

INTERESSES PESSOAIS

Finalmente, vamos deixar de lado a matematica! Gosta-
riamos de lhe perguntar sobre os seus interesses pessoais
fora da matematica. O que tem explorado no seu tempo
livre?

Nos tdltimos cinco anos, comecei a praticar jardinagem,
a cultivar os meus préprios vegetais. Como sabem, sou
vegetariano. E facil ser vegetariano em Berlim, mas nao
0 é se ndo estiveres em Berlim. Em Portugal foi mais ou
menos, mas ndo espetacular. Em Espanha passei por um
periodo muito dificil. Agora, estou a cultivar os meus pré-
prios vegetais. Tenho uma casa bonita no campo onde cul-
tivo os meus vegetais e faco matematica.

Além disso, ando muito de bicicleta. Esta é a minha
atividade para o corpo. Jardinagem, na verdade, ndo é tdo
boa para o corpo. Tens sempre dores nas costas. [Risos]
Tenho muitos amigos e gosto de ir ao cinema, ouvir mu-
sica e participar em eventos culturais, o que é tdo facil em
Berlim.

S
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Uma amiga minha que comegou a aprender a tocar
trombone aos 52 anos, perguntou-me: “Porque é que nido
comegas, agora que te reformaste, a fazer musica?” Bem,
eu respondi: “Gostaria de tocar guitarra de rock, mas nao
tenho tempo.”

Nao fiquei muito infeliz quando me pediram para
ensinar novamente. Além disso, tenho um trabalho extra
que estd em pausa no momento. Em 2011, candidatei-me a
um centro de investigagdo interdisciplinar. Algo como o
MATHEON, com um edificio onde grupos de pessoas de
diferentes dreas podem juntar-se. Foi, na verdade, aprova-
do em 2013. E assim, estamos a construir uma nova casa.
E como estamos em Berlim, estamos um pouco lentos,
como sempre. O edificio estd agora terminado, e vamos
mudar-nos no inicio do préximo ano. A universidade pe-
diu-me para coordenar esse projeto e para facilitar para
que as pessoas realmente facam projetos de investigacdo
interdisciplinar juntas. De certa forma, este ¢ um dos “be-

bés” da minha carreira.

Integrando investigacdo, ciéncia e administracao, que tem
feito durante muitos, muitos, anos.

Sim. E consegui organizda-lo de tal maneira que a adminis-
tragdo da universidade ndo tem poder de decisdo [Risos].
E uma espécie de sonho conseguirmos que tudo funcione.
E isso remonta a época em que eu estudei, quando estava
numa universidade onde a investigagdo interdisciplinar
era muito valorizada. Por isso é que digo que o criminoso
volta sempre ao local onde cometeu o crime.

Como conseguiu combinar investigacdo de alto nivel, ensi-
no de alto nivel, ciéncia de alto nivel, administragio e vida
familiar numa sé6 vida? Isso é muito impressionante. Qual
€ o seu truque?

Bem, o truque é muito simples. Todas estas sdo coisas que
gosto de fazer. E divertido... Quando fazemos coisas de
que gostamos e das quais desfrutamos, e pelas quais obte-
mos reconhecimento e as pessoas dizem: “Otimo, conse-
guiste!”, entdo podemos colher muita energia disso. Esse
é 0 meu segredo. Quase todos os que tém sucesso neste
aspeto transmitem essa experiéncia. Nao podemos fazer
algo de que nao gostamos. E divertido!
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Isso é realmente inspirador. Acho que é um bom momen-
to para terminar esta entrevista. Mas se tiver algo mais
que gostasse de partilhar connosco...

Infelizmente, ndo a trouxe comigo, mas tenho uma #-shirt
maravilhosa do Museu da Matemética de Giessen que diz:
A Matemqtica traz felicidade.
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EMS MAGAZINE PUBLICA ARTIGO DA GAZETA DE MATEMATICA

A revista n.° 134 da European Mathematical Society pu-
blicou a versdo em inglés da entrevista a Claire Voisin
realizada por Ana Mendes, do Instituto Politécnico de
Leiria, e Teresa Monteiro Fernandes, da Universidade de
Lisboa, para a Gazeta de Matemdtica n.° 202 (acessivel em
https://gazeta.spm.pt/fichagazeta?id=202). A entrevista foi
publicada originalmente em 2024, pouco depois de Claire
Voisin ser distinguida com o Prémio Crafoord de Mate-
matica, atribuido pela Academia Real de Ciéncias da Sué-
cia e pela Fundagdo Crafoord (Lund, Suécia).

Claire Voisin é considerada uma das mais importantes
especialistas em geometria algébrica da atualidade e uma
das personalidades matemadticas mais relevantes do pa-
norama matematico internacional. Fique a conhecer Clai-
re Voisin através da entrevista “A Matemadtica Enquanto
Espaco Privado: do Desvendar de Conjeturas ao Reconhe-
cimento Mundial”.

WM25 WOMEN IN MATHEMATICS 2025

A 47 edigdo do Encontro Mulheres na Matemé-
tica em Portugal (WM25) terd lugar no Porto, de
14 a 16 de julho de 2025. O encontro é organizado
pelo Departamento de Matemadtica da Faculdade
de Ciéncias da Universidade do Porto e conta com
Silvia Barbeiro (CMUC, Univ. Coimbra), Sofia
Castro (CMUF, Univ. Porto) e Margarida Mendes
Lopes (CAMGSD, IST-Univ. Lisboa) no comité
cientifico.

Os principais objetivos desta conferéncia sdo mo-
tivar e inspirar as novas geragdes de mulheres
matemadticas através de apresenta¢ées e discus-

sbes cientificas de alta qualidade que abrangem

diversas dreas da matemadtica. Este encontro serd
uma oportunidade para partilhar experiéncias di-
ferentes e, com base nas edi¢bes anteriores, ajuda-
rd a desenvolver uma comunidade mais soliddria.
A submissdo de comunicagdes e de pésteres termi-
na no dia 30 de abril.

Apesar de o titulo do evento poder sugerir o con-
trdrio, a participagdo e a apresentagdo de comuni-
cagdes ndo sdo restritas ao sexo feminino. A en-
trada é livre, mas a inscrigdo é obrigatéria. Mais
informagdes em https:/fwww.fe.up.pt/wm?25.
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MASAKI KASHIWARA DISTINGUIDO COM O PREMIO ABEL 2025

O matematico japonés Masaki Kashiwara foi distingui-
do, no dia 26 de margo, com o Prémio Abel 2025. A Aca-
demia Norueguesa de Ciéncias e Letras destaca “as suas
contribui¢des fundamentais para a andlise algébrica e
para a teoria de representacdo, em particular o desen-
volvimento da teoria dos médulos D e a descoberta das
bases de cristais como as razdes que levaram a atribui-
¢do do prémio. O juri acrescentou ainda que “o seu tra-
balho continua na vanguarda da matemadtica contempo-
ranea e a inspirar geracdes de investigadores”.

Nascido em 1947 em Yuki, Masaki Kashiwara é o primei-
ro japonés a vencer este galarddo. Desde muito jovem,
demonstrou exceléncia na drea da matemadtica, tendo o
seu interesse despertado a partir do problema Tsuruka-
mezan, que trata do cdlculo do ntimero de grous e de
tartarugas, respetivamente, a partir do conhecimento do
nimero total de cabegas e de patas.

O trabalho deste professor do Instituto de Investiga-
¢do em Ciéncias Matematicas e do Instituto de Estudos
Avangados, ambos da Universidade de Quioto, Japao,
abriu as portas a novas dreas, construiu pontes e criou
ferramentas, particularmente na resolucdo de proble-
mas na teoria da representacdo. Kashiwara provou teo-
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remas surpreendentes com métodos que ninguém tinha
imaginado. Na sua tese de mestrado, em 1970, sob a su-
pervisdo de Mikio Sato, de quem foi discipulo, desen-
volveu a investigacdo para estabelecer os fundamentos
da teoria dos médulos D analiticos, uma nova base para
estudar sistemas de LPDEs através da andlise algébrica.
Na época, o matematico tinha apenas 23 anos, mas o seu
trabalho teve impacto a nivel global, apesar de nos pri-
meiros 25 anos s6 estar disponivel em japonés.

Ao longo dos ultimos 50 anos, Kashiwara viu jd o seu
trabalho reconhecido com vdrios prémios e distingdes,
entre eles, o Prémio Iyanaga (1981), o Prémio Asahi
de Ciéncia (1988), o Prémio Fujihara (2008), a Medalha
Chern (2018) e o Prémio Quioto (2018). Em 2020, Kashi-
wara foi homenageado com a Ordem do Tesouro Sagra-
do do Japao, Ouro e Estrela de Prata e, em 2024, recebeu
o Prémio da Camara da Cultura de Quioto por uma Con-
tribuigdo Excecional.

A ceriménia de entrega do Prémio Abel decorrerd em
Oslo, no dia 20 de maio. Juntamente com o galardao,
Kashiwara receberd um prémio pecunidrio no valor de
7,5 milhdes de coroas norueguesas, o equivalente a 660
mil euros.



17. EDICAO DO PREMIO PEDRO MATOS

A 177 edi¢do do Prémio Pedro Matos tem como
tema “Matemdtica (in)Discreta”. Este tema preten-
de sensibilizar o publico em geral para o reconhe-
cimento da utilizacdo da matemdtica discreta em
fendmenos do dia a dia, nomeadamente, com re-
curso a tecnologia. Os trabalhos devem abordar a
ligagdo entre os conceitos da matemaética discreta
e as suas aplicagdes praticas, como, por exemplo,
amatemadtica por trds das redes sociais, a criptografia
e a seguranca digital, a otimizagdo de rotas e logfs-
tica, contagem, combinatéria e probabilidades, etc.
A pré-inscricdo decorre até 9 de maio de 2025 e a

(C

candidatura e a entrega do trabalho até 13 de junho
de 2025. O prémio estd dividido em duas categorias,
Prémio Pedro Matos e Prémio Pedro Matos Janior,
destinados a estudantes do Ensino Secundario e a
estudantes do 3.° ciclo do Ensino Bésico, respetiva-
mente. Além do prémio monetdrio oferecido aos trés
melhores trabalhos, os estudantes do Ensino Secun-
dério do grupo vencedor que venham a ingressar
numa das escolas do Politécnico de Leiria terdo ainda
direito a isengdo do pagamento da propina durante o
1.° ano. Todas as informag¢ées podem ser consultadas
em https://premiopedromatos.ipleiria.pt.

17. EDIGAO

PREMIO
PEDRO MATOS
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5.°VOLUME DO LIVRO MULHERES NA CIENCIA

No Dia Internacional da Mulher, 8 de margo de 2025, a
Ciéncia Viva homenageou as mulheres cientistas por-
tuguesas com o langamento do 5.° volume do livro Mu-
lheres na Ciéncia. A Ciéncia Viva presta homenagem as
mulheres cientistas portuguesas, que representam 45%
do total de investigadores no nosso pais e cujo trabalho
notdvel tem sido fundamental para o progresso que a

ciéncia e a tecnologia nacionais registaram nas dltimas
décadas.

Este volume retine 107 retratos de investigadoras de di-
ferentes geragdes e dreas do conhecimento. A sesséo de
langamento contou com a intervengdo de Ana Paiva, se-
cretdria de Estado da Ciéncia e uma das homenageadas
no volume 4, langado em 2023.

XXVII CONGRESSO DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE ESTATISTICA

A Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE), em cola-
boragédo com a Universidade do Algarve, vai organizar
oseuXXVIICongresso, de22 a25de outubro de2025, no
Complexo Pedagégico do Campus da Penha, em Faro.
O congresso é uma das principais iniciativas da SPE,
que tem como objetivos promover, valorizar e de-
senvolver o estudo da estatistica, as suas aplicacbes
e dreas cientificas relacionadas. Ana Luisa Papoila,
Claudia Neves, Przemyslaw Biecek e Renato Assungdo
serdo os oradores convidados. Mais informagdes po-
dem ser consultadas em https:/[spe2025.mozellosite.com.
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SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA TEM NOVA DIREGCAO

A nova dire¢do da Sociedade Portuguesa de Matemati-
ca foi eleita no dia 6 de janeiro para o biénio 2024/2026,
com Eugénio Rocha, da Universidade de Aveiro, a as-
sumir a presidéncia. Isabel Hormigo (que pertenceu
ao Agrupamento de Escolas Dona Filipa de Lencastre,
em Lisboa, até agosto de 2024) e Pedro Alexandre San-
tos (Instituto Superior Técnico) sdo os vice-presidentes
e Alexandre Rodrigues (Instituto Superior de Econo-
mia e Gestdo) é o novo tesoureiro.

Eugénio Rocha é licenciado em Engenharia Infor-
mdtica (inteligéncia artificial) pela Universidade de
Coimbra e Mestre e Doutor em Matematica (teoria do
controlo ndo linear) pela Universidade de Aveiro. Foi
membro da dire¢do da SPM entre 2014 e 2018 e do Co-
mité de Publicagbes Eletrénicas da EMS (EPC — SEM
de 2013 a 2016. Tem mais de 100 publicacdes, em diver-
sas dreas cientificas, que incluem a anélise funcional
e as suas aplicagdes a PDEs. Desde 2005, cocoordenou

projetos educativos no ambito do Geometrix, dirigi-
dos a vdrios ptblicos-alvo, nomeadamente estudan-
tes com necessidades especiais. Atualmente, também
coordena projetos de big data, data analytics e ma-
chine learning aplicados a manufatura e a logistica,
tratando problemas de diversos parceiros industriais
nacionais e internacionais, que envolvem uma verba
de 3.2 milhées de euros.

Os restantes membros da nova dire¢do sdo Ana Isa-
bel Mendes (Escola Superior de Tecnologia e Gestdo
do Politécnico de Leiria), Ana Rodrigues (Universida-
de de Evora), Frederico V. Amaral (Colégio Valsassi-
na), James Kennedy (Universidade de Lisboa), Joana
Teles (Universidade de Coimbra), Maria Clementina
Timéteo (aposentada, tendo pertencido ao quadro de
nomeacdo definitiva do Agrupamento de Escolas de
Queluz-Belas — Escola Secundaria Padre Alberto Neto)
e Rui Feliciano (Escola Secundaria de Mirandela).

18.° CAMPEONATO NACIONAL DE JOGOS MATEMATICOS

Mais de 1800 alunos oriundos de 343 escolas de todo também conhecido o Dia Internacional da Matemaéti-
o Pais estiveram na Universidade de Aveiro para par- ca. A competigdo é dividida em quatro categorias (1°,
ticipar na final do 18.” Campeonato Nacional de Jogos 2.° e 3.° ciclos e Ensino Secundério) e consta de seis jo-
Matemaéticos. O evento decorreu no dia 14 de margo, gos: Gatos & Cdes, Rastros, Produto, Dominério, Atari
data em que se celebra o Dia do Pi, nome pelo qual é Go e NEX.
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WORKSHOP ON OPTIMIZATION,

DYNAMICS AND CONVEX ANALYSIS

O Workshop on Optimization, Dynamics and Convex Analysis 2025
(WODCA 2025) decorrerd de 11 a 14 de junho de 2025, em Aveiro.
O workshop é dedicado ao 65° aniversario de Alexander Plakhov,
professor na Universidade de Aveiro.

Em sua homenagem haverd também uma edigdo especial do Jour-
nal of Convex Analysis, celebrando as suas notdveis contribuicdes
para o campo da matemdtica. Esta edicdo comemorativa convida
a submissdes cujos temas estejam relacionados com as dreas de in-
teresse do professor Plakhov, incluindo o bilhar e o transporte de
massa ideal, o controlo ideal e a otimizacdo, a geometria convexa
e o cdlculo de variagdes, os sistemas dindmicos e a modelagdo ma-
temadtica, as aplicacdes da matemdtica na mecanica e o problema
da agulha de Kakeya, entre outros.

A data limite para submissdo de apresentacdes é 20 de abril de
2025, podendo cada participante apenas submeter uma candida-
tura. Até 5 de maio todas as inscri¢des terdo um valor reduzido.
Mais informacdes em https://sites.google.com/view/wodca2025.

O evento é apoiado pelo Centro de Investigacdo e Desenvolvimen-
to em Matematica e AplicagGes e pelo Departamento de Matema-

tica da Universidade de Aveiro.
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CONFERENCIA ALGEBRA AND
ITS ROLE IN COMPUTER SCIENCE
O Departamento de Matematica da Fa-
culdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa promove a Conferéncia Algebra
and its role in computer science, nos dias
26 e 27 de junho. Esta conferéncia é de-
dicada ao 70.° aniversédrio de Mikhail V.
Volkov e é uma forma de celebrar as suas
muitas conquistas cientificas e lideran-
ca. O foco é a “Algebra e o seu papel na
Ciéncia da Computagdo”, com especial
énfase nas dreas de estudo relacionadas
com o trabalho de Volkov, como os semi-
grupos e os autématos.

As inscri¢des beneficiam de um preco
reduzido até ao dia 30 de abril. No dia 26
haverd um jantar, no Restaurante Jockey,
pelas 19h30. Saiba mais em https://sites.
google.com/view/workshop-volkov-2025/
home?authuser=0.
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NOVA DIREGAO DA SOCIEDADE PORTUGUESA
DE MATEMATICA: UM COMPROMISSO COM A

CONTINUIDADE E A INOVACAO

Com um forte compromisso com a continuidade das atividades da SPM e um
olhar atento a modernizagao e a simplificacao de processos, a dire¢ao assume
o desafio de consolidar o papel da SPM enquanto referéncia nacional e inter-

nacional na promoc¢io da matemdtica.

N o passado dia 18 de janeiro, tomou posse, em Lisboa,
a nova diregdo da Sociedade Portuguesa de Mate-
matica (SPM) para o biénio 2024-2026. Liderada pelo pre-
sidente Eugénio Rocha, esta equipa retine mateméticos de
diversas dreas e institui¢des, refletindo a diversidade da
comunidade matematica portuguesa.

Com um forte compromisso com a continuidade das
atividades da SPM e um olhar atento 2 modernizacéo e a
simplificacdo de processos, a dire¢do assume o desafio de
consolidar o papel da SPM enquanto referéncia nacional e
internacional na promog¢do da matemadtica.

Assumimos este desafio com entusiasmo, conscientes
do trabalho que nos espera, mas também motivados pelo
legado que nos foi deixado. A SPM tem sido, ao longo de
mais de oito décadas, uma pega fundamental na promo-
¢do da matemadtica em Portugal. Agora, cabe-nos dar con-
tinuidade a esse percurso, mas também incorporar novas
ideias e solugbes que tornem a SPM ainda mais dindmica
e préxima dos seus associados.

Assim, a atual direcdo pretende honrar este legado,
mantendo e fortalecendo iniciativas que ja fazem parte da
identidade da SPM, como sdo exemplo disso as Olimpia-
das Portuguesas de Matemdtica, os SPMTestes, os Circu-
los Matemaiticos, a publicagdo da Portugaline Mathematica,
da Gazeta de Matemdtica e do Boletim da SPM, a promogao
das Tardes de Matematica e o apoio a realizacdo de en-

contros cientificos e agdes de divulgacdo, entre outros. A
colaboracdo com institui¢cdes internacionais também con-
tinuard a ser uma prioridade, promovendo o intercAmbio
de conhecimento e reforgando a posi¢do da SPM no pano-
rama matematico global.

Contudo, novos tempos trazem novos desafios. Um
dos focos centrais deste mandato serd a simplificacdo e a
organizagao dos processos internos da SPM. Pretendemos
modernizar a gestdo administrativa, garantindo eficiéncia
na comunicag¢do com os associados e otimizando os recur-
sos disponiveis.

O ensino da matemadtica continua a ser um tema de
grande relevancia para a SPM. A direcio manter-se-d em-
penhada em contribuir para a promogdo de estratégias
que melhorem a qualidade do ensino da matematica, pro-
curando o didlogo com todas as partes para assegurar que
os estudantes recebem a melhor formagdo possivel e se
promova o reconhecimento dos professores. A formacido
continua de professores serd igualmente uma prioridade,
garantindo que os professores continuarao a ter acesso a
uma formagdo de qualidade.

Por outro lado, a nossa visdo para este mandato é a
de que a investigagdo matematica em Portugal merece um
apoio continuo. A nova dire¢do compromete-se a fomen-
tar a realiza¢do de eventos cientificos, a apoiar a publica-
¢do de trabalhos de qualidade e a reforgar as parcerias com
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centros de investigacdo e empresas. O desenvolvimento
de colaboragdes entre a academia e a inddstria serd mais
incentivado e apoiado, demonstrando o impacto da mate-
madtica na inovagdo e no desenvolvimento da sociedade.

Neste contexto, iremos orientar-nos por valores fun-
damentais como o rigor na gestdo, a qualidade da educa-
¢do, a transparéncia na comunicacéo e a sustentabilidade
financeira.

Por dltimo, sendo a SPM um espago aberto, onde todos

os matematicos — investigadores, professores e estudan-
tes — podem sentir-se representados e valorizados, iremos
ainda reforgar os canais de comunicagio e apostaremos na
criagdo de iniciativas que estimulem o envolvimento da
comunidade matematica com a SPM.

A nova direcdo assume este mandato com determi-
nacao e espirito de missdo. Sabemos que a SPM sé pode
crescer com a participagdo de todos, e desejamos que cada
associado se sinta parte desta caminhada.

SPM@Testes 2025

Testes Nacionais para 2.°,4.°,6.°,9.°,10.°,11.°,12.° anos

De 6 a 16 de maio
nas escolas associadas da SPM

Inscreva a sua escola!

https://testesnacionais.spm.pt/



Gazea de

dlematica

POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgacdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgdes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicacio na Gazeta de Matematica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matemadtica em geral, algum
aspecto curioso de matematica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagdo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.
podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdao em PDF). No

Os  textos

caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte enderego:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2025

Preco Assinatura
de Capa . Assinatura Assinatura
(avulso) + Gu|r?e-B|s,sal{ Resto do para socios de Apoio
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM P!

envio Timor Leste

4.2¢€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemdticos. As pessoas interessadas em incluir antdncios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA
www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA
www.gazeta.spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica ® Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa e Telf:21 793 97 85 © Email: spm@spm.pt
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