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O OFiCIO MATEMATICO DE CONJETURAR

Formular e demonstrar conjeturas sao tarefas centrais do labor mate-

matico aos mais diversos niveis.

ogo na introdugdo da entrevista a matematica Claire

Voisin (ver rubrica Matemdticos na Primeira Pessoa do
presente ntimero), pode ler-se que o seu nome estd indubi-
tavelmente ligado a diversas conjeturas, como a de Kodai-
ra, a de Hodge e a de Green. Para quem nao é especialista
em Geometria Algébrica, é natural que tais nomes nada
digam. No entanto, a curiosidade do leitor levé-lo-4 a fi-
car minimamente elucidado acerca daquelas conjeturas, ao
mesmo tempo que descobre que a segunda faz parte da
lista dos sete Problemas do Milénio (com prémio atribui-
do pelo Clay Mathematics Institute). O que é seguramente
percetivel a qualquer um ¢ a dedicacdo imensa, de anos,
implicita na tarefa quotidiana de abordar os problemas
subjacentes a tais conjeturas, o estudo necessdrio para
dominar as ferramentas ou construir outras que eventu-
almente, um dia, permitam soluciond-las... ou refuta-las.

Formular conjeturas é algo inerente a investigacdo em
matemadtica (e as ciéncias, em geral). Estas “proposi¢des
provisérias” podem resultar, por exemplo, da constatacdo
de regularidades ou padrdes ao lidar com objetos matema-
ticos, ou da tentativa de adaptar resultados conhecidos a
novos contextos. Neste sentido, a construcdo de conjetu-
ras e a tentativa de as “resolver” assume uma importan-
cia central no desenvolvimento da matemdtica. Além de
constituirem um estimulo a investigacdo, frequentemente,
novas dreas de estudo ou o aprofundamento de outras ja
existentes resultaram do esfor¢co de muitos em torno destes
desafios. Entre a formulacéo do conhecido Ultimo Teorema
de Fermat e a sua demonstragdo, por Andrew Wiles (o qual
se apaixonou desde tenra idade por este resultado), passa-
ram mais de trés séculos. No seu excelente trabalho, Wiles
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foi beneficidrio dos desenvolvimentos notdveis na teoria
algébrica dos nimeros (com Niels Abel, Sophie Germain
e Ernst Kummer). A sua demonstragdo, finalmente acei-
te em 1995, combina técnicas matemadticas tdo complexas
como formas modulares, curvas elipticas e representagdes
de Galois (entre outras), as quais ainda ndo tinham sido
criadas ao tempo de Fermat. Consideragdes andlogas po-
deriam certamente ser feitas a propésito de conjeturas ain-
da hoje ndo solucionadas, como a Hipétese de Riemann.

Tentar provar ou refutar uma conjetura implica segu-
ramente desenvolver capacidades de pensamento critico e
de raciocinio légico, caracteristicas tdo valiosas em mate-
maética como em muitos outros campos. Este é um aspeto a
destacar, entre outros motivos, pelas suas implicacdes pe-
dagégicas. Simples enunciados numéricos, algébricos ou
geométricos, permitem que o estudante se confronte com
problemas que o levam a formular hipéteses e a exploré-las
com recurso a diversas estratégias, técnicas e ferramentas
matematicas, e a avaliar as consequéncias da sua aplicagdo.
Ao longo deste processo, o estudante aprende a lidar com
naturais bloqueios nos momentos em que ndo hd progres-
50s, assumindo entdo o professor um papel fundamental,
ao fornecer estimulos e pistas que o levem a ultrapassar
uma eventual falta de confianga e a persistir, tentando
abordagens alternativas. Desta forma, contribui-se para
a estruturagdo do pensamento, ao promover a passagem
do raciocinio intuitivo para o formal. Em dltima andlise,
experiéncias que impliquem formulacdo, formalizagdo e
prova de conjeturas tém o potencial de, num ambiente de
aprendizagem baseada na descoberta, levar o estudante a
pensar como um matemdtico.
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O CiRCULO PARTICIONADO POR CORDAS: He.oes Paro

Instituto Piaget,

O PROBLEMA DO CiRCULO DE MOSER Insight e CIDMA-UA

helder.pinto@ipiaget.pt
Em quantas partes se pode dividir um circulo usando as cordas definidas por
n pontos na sua fronteira?

problema do circulo de Moser [1, 2] consiste em Com n = 4, o circulo divide-se em oito partes.
determinar em quantas partes pode dividir-se um
circulo usando todos os segmentos de reta formados por
n pontos que estdo na respetiva circunferéncia (exige—se
ainda que ndo haja nenhum ponto dentro do circulo que
seja a interse¢do de mais do que duas destas cordas).
Como é fécil de observar, com n = 1, ndo existe ne-
nhum segmento e, portanto, o circulo fica inteiro numa
s6 parte.

Com n = 2, o circulo fica dividido em duas partes.

E com n = 6? Aresposta: 32, que apetece dizer na sequén-
cia, ndo é a correta neste problema...
Com n = 3, o circulo divide-se em quatro partes. Faca o mesmo exercicio para mais alguns valores na-
turais de n e encontre o termo geral desta sucessao.
Este é um bom exemplo para ilustrar que em mate-
madtica ndo basta verificar algum resultado para muitos

exemplos, mas é sempre necessdria uma “verdadeira”
demonstracdo para provar para todos. Claro que po-

s

demos sempre recorrer a situacdes que vao ainda mais
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além em termos do ntmero de exemplos que verificam
a veracidade de uma determinada condigdo!... Por exem-
plo, o primeiro ntimero natural para o qual a proposi¢do
“\/1141n2 +1 ndo é um ntmero inteiro” é falsa é n =30
693 385 322 765 657 197 397 208 (consultar [3] para outras
curiosas coincidéncias em matematica)!

A MATEMATICA NAS NOTICIAS

1. A matematica da governabilidade e as coliga¢des
pré-eleitorais

Atravessdmos mais um periodo de elei¢bes legislativas,
nas quais os deputados sdo eleitos pelo bem conheci-
do método de Hondt, aplicado em 22 circulos eleitorais.
Como ¢é sabido, este método beneficia os grandes parti-
dos em relagdo ao que aconteceria se fosse aplicada uma
simples proporcionalidade direta em funcado dos votos ex-
pressos a nivel nacional.

Este método de eleigdo faz com que as potenciais coli-
gacdes pré-eleitorais possam fazer diferengas, isto é, com
este método a jungdo das partes pode ser (bem) maior do
que a soma aritmética dessas mesmas partes (estd-se a su-
por que quem vota num determinado partido vota sem-
pre na coligacdo em que este estd inserido, o que, como
sabemos, ndo é verdade em Ciéncia Politica...). Em [4]
faz-se uma anélise, por exemplo, do que teria acontecido
se os partidos a esquerda do PS (o Partido Comunista, Os
Verdes, o Bloco de Esquerda, o Livre e o PAN) se tivessem
coligado antes das elei¢gdes de 2019 e de 2022, obtendo os
seguintes resultados: 49 deputados coligados em 2019 (em
vez dos 36 que efetivamente conseguiram separadamen-
te) e 22 deputados coligados em 2022 (em vez dos 13 sepa-
radamente). Com esta opgao, os restantes partidos teriam
menos lugares e, por exemplo, o PS néo teria tido maioria
absoluta em 2022 (passaria de 120 deputados para apenas
114). O artigo de opinido [4] termina com a bem conhecida
frase de Anténio Guterres “é s6 fazer as contas...”. Jd em
2015, em [5], se fazia 0 mesmo tipo de contas para uma po-
tencial coligacdo a direita (na elei¢do de 2011, a coligacdo
PSD-CDS teria tido 137 deputados em vez dos separados
108 + 24). E, de facto, a opgao escolhida neste ano de 2024
foi pela coligacdo destes dois partidos (conjuntamente
com o PPM).

2. Matemitica e as Profissdes

A seguir deixamos uma nota para uma noticia recente [6]
acerca de uma escola que convidou profissionais de dife-
rentes dreas para falar de matematica:

“O projeto Matemdtica e as Profissoes, do Agrupamento
de Escolas Afonso de Paiva, em Castelo Branco, convi-
dou pais para falarem da sua profissio e do relaciona-
mento com a matemdtica.

(...)

O Agrupamento de Escolas Afonso de Paiva conta que
a aula comegou com a apresentagdo de Susana Caio, que
falou sobre os recibos de remuneragdes, onde mostrou
aos alunos como calcular os abonos, descontos e ou-
tros conceitos no saldrio mensal de um trabalhador da
fungdo puiblica. Jd Andreia Amaral abordou a profissdo
de consultora imobilidria, enunciando as quatro etapas
que considera mais importantes no seu trabalho e como
utiliza a matemdtica nele. Aprofundou com diversos
exemplos essa temdtica, falando do cdlculo de dreas e da
determinagdo do valor de cada imobilidrio.

Face ao sucesso desta atividade, ird repetir-se no proxi-
mo perfodo.”

Esta iniciativa merece louvores, pois, com poucos recursos
e com a colaboragdo dos pais, consegue mostrar aos seus
alunos que a matemdtica elementar é muito importante
no dia a dia de muitos profissionais, mesmo em dreas que
ndo estdo diretamente ligadas ao conhecimento cientifico,
tecnoldgico ou matematico.

3. Quebra-cabecas geométrico

Num dos tdltimos dias do ano passado (29 de dezem-
bro), o jornal Folha de S. Paulo [7] langou o seguin-
te desafio aos seus leitores (retirado originalmente de
https://portaldacbmep.impa.br):

“No 1iltimo desafio do ano, vocé precisa encontrar o jeito
certo de formar a figura geométrica.

[Considere] Oito papéis quadrados, todos do mesmo ta-
manho [e diferentes cores], devem ser colocados em cima
uns dos outros, para formar a figura abaixo.

Em que ordem vocé colocaria os papéis?”
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https://portaldaobmep.impa.br

E um bom desafio para trabalhar com criangas mais pe-
quenas uma vez que é possivel construir, por exemplo, os
oito quadrados em cartolinas coloridas, e as criangas po-
dem experimentar as diferentes figuras que se constroem
até obter a solucdo pretendida. Facilmente, também po-
dem pedir-se muitas outras figuras coloridas seguindo o

mesmo principio.

4. Descobrir a matematica no Museu Gulbenkian
Desde 2 de outubro e até ao préximo dia 30 de junho de
2024, pode visitar a Galeria Principal do Museu Calouste
Gulbenkian com os seus alunos dos ensinos Basico e Se-
cundério de modo a encontrar ligagdes entre a matematica
e a arte.

“Serd que a matemdtica e a arte estdo assim tdo afasta-
das? Ao longo da Histéria sempre houve cruzamentos
entre ciéncia e arte, como podemos constatar pela obra
de alguns artistas que aplicaram a matemdtica no seu
trabalho pldstico.

Reforgando alguns dos contetidos abordados nos curri-
culos escolares de cada nivel de ensino, e introduzindo
conceitos que habitualmente se encontram mais ausentes
da esfera curricular, esta é uma visita excecional para o
cruzamento interdisciplinar.”

Pode encontrar mais informagées em [8].

SOLUGOES DOS DESAFIOS PROPOSTOS NO NU-
MERO ANTERIOR:

A solucdo do problema original de Josefo é a seguinte: o
sobrevivente estd colocado na posigdo 31. A lista completa
ordenada de mortes é a seguinte: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24,
27,30, 33, 36, 39, 1, 5, 10, 14, 19, 23, 28, 32, 37, 41, 7, 13, 20,
26, 34, 40, 8,17, 29, 38, 11, 25, 2, 22, 4, 35, 16, 31.

No problema proposto a seguir, o sdbio poderia ter
afirmado: “Vou morrer afogado!” (em resposta a “Se vocé
disser uma verdade, serd morto por enforcamento; se vocé disser
uma mentira, morrerd afogado.”). De facto, com esta frase,
chega-se a um impasse irresoltvel:

» Se for enforcado, entdo o sdbio disse uma mentira e,
portanto, deveria ter sido afogado;

» Se for afogado, entdo o sdbio disse uma verdade e,
portanto, deveria ter sido enforcado.

No tltimo problema proposto deve escolher-se a sala
3, uma vez que os ledes que ndo comem h4 trés meses es-

tardo jd mortos...

Até ao préximo ntimero do nosso Recreio!
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No ultimo texto, vimos como varios matematicos e fisicos, como
Luca Pacioli ou Kepler, enalteceram as propriedades matematicas da
razao de ouro, dando-lhes significados inesperados, transcendentes.
Vamos agora ver como novos significados foram atribuidos a esta

raziao no século 19.

Agrande atribuicdo de significados simbdlicos a razdo
de ouro é habitualmente devida a Adolf Zeizing
(1810-1876), psicélogo alemdo. Este dd um destaque
universalizante a esta razdo, como estando ligada a
natureza (nomeadamente, a filotaxia e a antropometria),
a arte e a beleza, concluindo que se trata de uma lei
universal. No seu livro Nova Teoria das Proporgdes do Corpo
Humano, Desenvolvido a Partir de uma Lei Morfolégica Bdsica
que Permaneceu Até Entdo Desconhecida e que Permeia Toda
a natureza e a Arte, Acompanhada de um Resumo Completo
dos Sistemas em Vigor (1854), refere-se a razdo de ouro do
seguinte modo.

“Lei universal na qual estd contido o principio
fundamental de todo o esfor¢o formativo para a beleza
e a completude nos reinos tanto da Natureza como da
arte, e que permeia, como ideal espiritual primordial,
todas as estruturas, formas e proporcdes, sejam elas
cosmicas ou individuais, orgdnicas ou inorgdnicas,
actisticas ou 6ticas; que encontra a sua plena realizagdo,
no entanto, na forma humana.”

As propostas de Zeizing sdo

seguidas por

Gustav Fechner, psicélogo experimental, um dos

fundadores da psicologia moderna, que tentou verificar
experimentalmente que o retingulo de ouro era
considerado o mais belo, segundo a sua “visdo de um
mundo unificado de pensamento, espirito e matéria,
ligados pelo mistério dos niimeros”.

Fechner publicou, no livro Introdugio & Estética
(1876), os resultados de uma andlise experimental a
apreciacao estética de retangulos, na qual inclui medidas
feitas a quadros, livros e outros objetos retangulares.
Paralelamente, fez a seguinte experiéncia: colocou dez
retdngulos em frente a um grupo de voluntdrios, pedindo-
lhes para indicar qual o mais esteticamente agradével.
Nesta experiéncia, 76% das escolhas concentram-se nos
retdngulos de propor¢des 1.77, 1.6, 1.50, com o pico no
retangulo de ouro (1.62).

Vérios outros investigadores, nos séculos 19 e 20,
tentaram reproduzir este efeito, sem o conseguirem de
forma tdo cabal, por vezes obtendo mesmo resultados
completamente diversos. Um destes, Rafael de La-Hoz
(1955-), arquiteto espanhol, tentou com uma equipa
reproduzir o resultado em Cérdova, na segunda metade
do século 20. A preferéncia dos voluntdrios foi para
outro retdngulo, com propor¢do dada pelo raio de uma
circunferéncia e o lado do octégono regular inscrito
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(a razdao de ouro, como vimos, obtém-se entre o raio da
circunferéncia e o lado do decdgono regular inscrito).
A esta razdo chama-se hoje a razéo cordovesa, com valor
1/V/2 — /2 ~ 1.30656.

Mesmo no inicio do século 20, a ideia de que a razao
de ouro tinha um valor estético especial jd era posta em
causa. Theodor Lipps, filésofo que desenvolveu o conceito
de empatia aplicado a estética, escreve o seguinte, no seu
livro Estética (vol. 1, 1903).

“Pode agora considerar-se como um facto reconhecido
[...] que a proporcdo da secgdo de ouro, em geral e neste
caso [do retdngulo de ouro], é totalmente desprovida
de significado estético em si mesma, e que a presenga
desta propor¢do numérica ndo é, em parte alguma, a
base de qualquer qualidade agraddvel. Deste modo,
levanta-se a questdo de saber de onde vem a indubitdvel
agradabilidade dos retdngulos que se aproximam dos da
secgdo de ouro.

Os retiangulos em questdo sdo apenas aqueles em que
a dimensdo mais pequena estd claramente subordinada
a maior. [...] Jd foi indicado acima porque é que o
retdngulo que se aproxima demasiado do quadrado
pouco agrada. Parece-nos estranho devido 4 sua
ambiguidade. Por outro lado, o retdngulo em que uma
dimensdo é demasiado pequena em relagdo i outra [...]
parece insuficiente, fino, atenuado.”

Em concordancia com Fechner, também Le
Corbusier (1887-1965), arquiteto e tedrico, defendia uma
universalidade da razdo de ouro na estrutura humana,
tanto fisica como psicolégica. Em Vers une Architecture
(1923), afirma o seguinte.

“A Geometria é a linguagem do Homem. E ao decidir
as distdncias entre vdrios objetos, descobriu ritmos,
ritmos aparentes aos olhos e claros nas suas relagoes
uns com os outros. E esses ritmos estdo na raiz da
atividade humana. Eles ressoam no Homem por uma
inevitabilidade orgdnica, a mesma inevitabilidade fina
que causa o tragado da Sec¢do de Ouro por criangas e
velhos, selvagens e eruditos.”

Um dos maiores divulgadores da universalidade da
razdo de ouro nanatureza e na arte foi Matila Ghyka (1881-
1965), oficial de marinha, historiador e diplomata romeno.
Durante a primeira metade do século 20, e ainda nos anos

50, escreveu vdrios livros sobre aplicagdo do ntimero de
ouro a arte, a antropometria e a natureza. Neles, faz uma
recapitulagdo das propriedades matematicas da razdo
de ouro, com relagdes aos poligonos, passando daf para
questdes de biologia (plantas e corpo humano), arte e
arquitetura e daf para filosofia, cultura e misticismo. E
em grande parte a este autor que devemos a divulgacado
da ideia da razdo de ouro como algo com valor estético e
natural especial.

Um autor que tentou analisar estas propostas de uma
forma serena foi D’Arcy Thompson, bidlogo escocés,
que faz uma anédlise mais critica destas em On Growth
and Form (1917). Neste livro, que tem vdrias aplicagdes,
da matemadtica a biologia, apresenta no capitulo sobre
filotaxia uma relagdo entre o crescimento e a organizagado
das plantas, usando os ntimeros de Fibonacci para
descrever a distribuicdo de certos elementos nas plantas,
no sentido de maximizar a ocupagdo do espago ou a
exposi¢do ao sol, uma ideia que remonta ao naturalista
Charles Bonnet (1754). No entanto, descarta outras
ocorréncias da razdo de ouro no mundo natural.

De facto, ha vdrias aplica¢des da razdo de ouro a
fendmenos naturais que estdo obviamente erradas. Por
exemplo, diz-se que a espiral da concha do nautilus, bem
como as de algumas galdxias, seguem uma espiral de
ouro, quando é simples de verificar que se trata, em ambos
os casos, de espirais logaritmicas, mas com pardmetros
distintos dos da espiral de ouro.

Quanto as aplicagdes a arte, hd vdrias andlises de
quadros de pintores famosos, como Giotto, Da Vinci,
Seurat, Mondrian, etc., que incluem a razéo de ouro como
elemento de andlise. No entanto, outras mais atentas, e
consideragdes sobre a época de cada artista, o seu estilo
ou aescola de pintura a que pertencem, tém desacreditado
estas andlises.

H4, porém, alguns pintores, como Dali ou Sérusier,
que usaram de forma voluntdria a razdo de ouro e que
nos deixaram provas claras desse uso — mas note-se que
sdo pintores que trabalharam no final do século 19 e
durante o século 20, quando jé havia toda uma literatura
estabelecendo uma ligacdo entre a razdo de ouro e a
estética. Como exemplo deste estatuto da razdo de ouro
referimos o coletivo Section d’Or, ativo de 1911 a 1914,
que reuniu vdrios pintores, escultores, poetas e criticos
associados ao cubismo e ao orfismo. Ainda que muito
poucas obras deste grupo apresentem uma presenga
explicita da razdo de ouro, o nome foi escolhido por esta
razdo ja ter adquirido um estatuto estético especial, por
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um grupo que estava justamente a procura de afirmagdo
no mundo artistico.

Terminamos com uma citagdio de Martin Kemp,
professor de Histéria da Arte em Oxford, e um dos
maiores especialistas mundiais em Leonardo da Vinci,
tirada do artigo “Divine Proportion and the Holy Grail”
(Nature, 2004). Sendo muito curta, resume a nossa atitude
acerca da relagdo entre a razdo de ouro e a arte.

“O problema consiste em conceder um significado
privilegiado a proporg¢do [de ouro] no Renascimento, ou
em qualquer periodo anterior ao final do século 19.”

REFERENCIAS
[1] Mario Livio, The Golden Ratio: The Story of Phi, the
World’s Most Astonishing Number. Broadway Books, 2002.

[2] Roger Herz-Fischler, A Mathematical History of the
Golden Number. Dover, 1998.

[3] George Markowsky, “Misconceptions About the
Golden Ratio”, The College Mathematics Journal, Vol. 23, N°.
1, pp. 2-19, 1992.

[4] Martin Kemp, “Divine Proportion and the Holy Grail”,
Nature, Vol. 428, p. 370, 2004.

LOJA
spm
|

Consulte o catalogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt
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A FORMULA DE HERAO

ALrreDO COSTA
Universidade
de Coimbra
amgc@mat.uc.pt

Pelas suas simplicidade e aplicabilidade no célculo de dreas de triangulos,
a férmula de Herao sobressai como tépico adequado para o enriquecimen-

to extracurricular de alunos do Ensino Basico.

1. INTRODUCAO

Nao raramente, nomeadamente na Matematica Olimpica,
um estudante do Ensino Bésico é confrontado com a ne-
cessidade de calcular a drea de um tridngulo nao retan-
gulo, conhecendo apenas o comprimento dos seus lados.
A férmula de Herdo permite enfrentar imediatamente
esse desafio.

O nome desta férmula deve-se a0 matemdtico helénico
Herao de Alexandria, do primeiro século depois de Cristo,
que a deriva no seu livro Métrica [3].

Damos aqui conta de uma aula do Delfos Jtnior, lecio-
nada pelo autor a 18 de novembro de 2023, sobre a férmu-
la de Herao.

O Delfos Junior é a sec¢ao da Escola Delfos destinada a
alunos do 5.° ao 8.° anos de escolaridade. Os alunos desta
sec¢do visitam a Universidade de Coimbra num sdbado de
cada més do periodo escolar. Af participam em atividades
que decorrem entre as 10h e as 16h, aproximadamente. Ti-
picamente, o programa contém duas aulas de duas horas.
Foi essa a duragdo da aula a que nos reportamos. Durante
a aula foi distribuida uma ficha com problemas sobre a
férmula de Herdo. Uma discussdo introdutéria precedeu
a resolugéo dos problemas. Além do acompanhamento do
professor, os alunos tiveram no lugar o apoio de Dantas
Serra, um estudante da Licenciatura em Matemadtica da
Universidade de Coimbra.

2. ENUNCIADO DA FORMULA
De seguida, apresentamos a férmula de Herao, transcre-
vendo o resumo que encabecava a ficha distribuida aos
alunos (texto entre aspas):
“Comecemos por recordar que a drea de um tri-
angulo de base com comprimento b e altura com
comprimento / é dada pela férmula

frea —
o

Area
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Vamos aprender uma férmula alternativa para cal-
cular a drea de um tridngulo. Dado um tridngulo
de lados com comprimentos 4, b, ¢, 0 seu semiperi-
metro é

a+b+c

Y

ou seja, s é a metade do perimetro do tridngulo.

A

B C

A férmula de Herdo é uma férmula de calculo para
a area de um tridngulo com lados de comprimen-
tos a, b e c. A férmula é a seguinte:

Area = \/s(s —a)(s—b)(s—c),

onde s é o semiperimetro do tridngulo.”

3. PROBLEMAS RESOLVIDOS

Os primeiros problemas da ficha distribuida eram me-
ros exercicios nos quais se pedia que os estudantes cal-
culassem as areas de vdrios tridngulos cujos lados eram
conhecidos, usando a férmula de Herdo. Os alunos ultra-
passaram facilmente esta etapa, fortalecendo a sua con-
fianga para atacar os problemas seguintes.

O primeiro problema’ ndo trivial foi o seguinte:

4 N

Um tridngulo tem lados de comprimentos
20, 101 e 99. Determina as suas alturas.

A chave para a resolugdo consiste em calcular a drea

do triangulo de duas formas: com a férmula de Heréo e
com a férmula aprendida na escola, desse modo obten-
do uma simples equagédo na varidvel “altura”. O proble-
ma é instrutivo por colocar a énfase na importancia de
relacionar diferentes formas de calcular a mesma coisa.
Depois de o problema ter sido resolvido segundo esta
abordagem, alguns alunos repararam que o tridngulo é
retdngulo, o que suscitou um estimulante didlogo sobre
o reciproco do Teorema de Pitdgoras e sobre o desacor-
do entre uma figura e o que ela representa (na figura,
os lados de comprimento 99 e 20 ndo aparentam formar
um angulo reto).

No exercicio seguinte introduziu-se a férmula de
Brahmagupta, tendo no final da sua resolucdo havido
uma pequena discussdo em que se identificou a férmu-
la de Herdo como um caso degenerado da férmula de
Brahmagupta.

4 N

A drea de um quadrildtero inscritfvel numa

circunferéncia e que possui lados de com-
primentos a,b,ce d é

V(s —a)(s —b)(s —c)(s —d)

onde

_a+b+c+d
R —

Esta férmula, andloga a férmula de Herao,
é a chamada férmula de Brahmagupta. De-
termina a drea do quadrildtero do desenho
abaixo.
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Seguiu-se um problema’ em que novamente se deu én-
fase a técnica do relacionamento entre diferentes formas
de calcular uma 4rea:

( )
Na figura seguinte, o trapézio [PQRS] tem
o lado [PS] paralelo ao lado [QR]. Além
disso, temos PQ =7, QR = 40, RS =15, e
PS =20. Seja x a distancia entre os lados
paralelos [PS] e [QR]. Qual é o valor de x?

P - S

7 15

40

N J

O tltimo problema resolvido durante a aula era o mais
abstrato e tinha um ligeiro perfume a Teoria dos Numeros:

é )

As medidas dos lados de um tridngulo ex-

primem-se, em cm, por trés inteiros conse-
cutivos, e a sua drea, em cm?, é dada por um
inteiro. Prova que o menor lado do tridngu-
lo tem comprimento impar, em cm.

N\ J

4. SOBRE A DEMONSTRAGCAO

Podemos encontrar na pédgina web das Olimpiadas Brasi-
leiras de Matemdtica uma demonstragao algébrica da for-
mula de Herdo, escrita de um modo acessivel aos alunos
do 8. ano de escolaridade, baseada apenas no Teorema de
Pitdgoras [2].

Mas acessibilidade ndo é o mesmo que rapidez ou fa-
cilidade de apreensdo... Na aula que reportamos, optou-
-se por omitir a prova, de modo a conseguir-se respiracdo
suficiente para a resolugdo de problemas.

Em maio de 2019, Carmeline Santos, entdo estudan-
te do Mestrado em Ensino de Matematica no 3.° ciclo do
Ensino Bésico e no Secunddrio na Universidade de Coim-
bra, lecionou uma aula no Delfos Jdnior sobre a férmula
de Herdo, sob a orientacdo do autor deste texto. Alguns

dos exercicios e problemas da aula de novembro de 2023
tinham j4 sido propostos nessa aula, mas uma parte mui-
to substancial do tempo foi gasta na demonstracdo da
férmula de Herdo. Tendo os alunos elevada motivacao,
foram pacientes e sentiram-se recompensados com a con-
clusdo da prova. Mas foi patente a sua dificuldade em ndo
perderem o fio a meada no longo caminho percorrido, ndo
obstante a competéncia da sua professora.

REFERENCIAS
[1] https:/[www.cemc.uwaterloo.calcontests/past_contests.
html.

[2] https:/fwww.obm.org.br/content/uploads/2017/01/areas_e_
aplicacoes_ em_geometria.pdf.

[3] Dirk J. Struik. Histéria Concisa das Matemdticas. Gradi-
va, 1989. Traducdo de Jodo Cosme Santos Guerreiro

' Problema 3.2) da 2015 Canadian Intermediate Mathematics Contest.

2 Problema 3.b) da 2015 Canadian Intermediate Mathematics Contest, cuja
solugdo pode ser encontrada em [I].
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estas notas consideramos um
Nsubconjunto dos ntimeros naturais
chamados niimeros ondulantes abordado
por Pickover e outros. Especificamente
tratamos dos ntimeros suavemente ondu-
lantes formados apenas pelos algarismos
1 e 0. Sabe-se que exceto 101, nenhum
numero deste subconjunto é primo.
Aqui mostramos também que nenhum
numero suavemente ondulante formado
por aqueles algarismos é um quadrado
perfeito. A andlise apresentada é restrita
a aritmética na base decimal. A nossa
procura dos primos e quadrados perfei-
tos nos nimeros ondulantes é motivada
pelo estudo da classe dos ntimeros repu-
nidades, um subconjunto dos ndmeros
naturais formados pela repeticao da
unidade; e neste encontram-se alguns
primos e nenhum quadrado perfeito.

1.INTRODUCAO
Nestas notas consideraremos o conjunto dos ndme-
ros inteiros ndo negativos (naturais) denotado por
Z. ={0,1,2,3,...}, e por conveniéncia diremos apenas
que m € Z é um ndmero natural. A nossa discussao aqui
preocupa-se exclusivamente com a aritmética na base de-
cimal, assim m = a;_q - - - a14g indica um ndmero inteiro
ndo-negativo com k algarismos, em que ay_q,...,40 sdo
numeros inteiros (algarismos) de 0 a9 e a;_1 # 0. As pro-
priedades aritméticas dos naturais, os conceitos de maxi-
mo divisor comum entre dois naturais a e b, ndo ambos
nulos, denotado por mdc(a, b) e a definigdo 2.2 constituem
a base tedrica para o acompanhamento deste trabalho.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma: na sec-
¢do 2 apresentamos um problema para motivar a definicdo
de ntimeros suavemente ondulantes compostos apenas pelos

algarismos 0 e 1; na seccdo 3, além de variados exemplos,
enunciamos os principais resultados acerca de primalida-
de e quadrados perfeitos dos ndmeros suavemente ondu-
lantes, que serdo demonstrados em subsecc¢Oes separadas;
enquanto na sec¢do 4 mostramos que para um ndmero
repunidade (repeti¢do das unidades) com uma quantida-
de impar de algarismos, existe um mdltiplo suavemente
ondulante compostos apenas pelos digitos 0 e 1.

2. PRELIMINARES

Como motivagdo apresentamos um problema do Banco de
Questdes da Olimpiada Brasileira de Matemadtica das Es-
colas Publicas (BQ OBMEP):

Exemplo 2.1. (BQ OBMEP 2015 - Adaptada) Determine a
soma do numerador e do denominador da fragéo irreduti-
vel que éigual a 3, em que

a=11...11 e b =2020...02,
—
2022
em que o algarismo 2 aparece 1011 vezes alternado por 0.

Veja que

11...11 =11 x 1010...0101 e
—— —_—

2022 2021
2020...02 =2x1010...0101
———
1011 algarismos 2 e 1010 algarismos 0 2021

Portanto,

a _11x1010...0101 _ 11
b 2x1010...0101 2 °

z

Como 1l ¢é irredutivel, pois mdc(11,2) =1, temos que
11+2 =13.

Definig¢ao 2.2. Diremos que o nimero natural 77 é um nii-
mero suavemente ondulante ou alternado do tipo UZ se for
formado apenas pelos digitos (algarismos) 0 e 1 e for uma
sequéncia alternada dos digitos 0 e 1, iniciada por 1.

Exemplo 2.3. Os nameros 10, 101, 1010 e 10101010101, e o

namero
1010...0101
————

2021

com 1011 algarismos 1 alternados por 1010 algarismos 0,
que apareceu no exemplo 2.1, sdo exemplos de ndmeros
suavemente ondulantes do tipo UZ.

S
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De uma forma geral, seja D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
o conjunto de digitos ou algarismos no sistema posicio-
nal decimal. Dizemos que um ndmero natural m formado
por n > 2 algarismos é suavemente ondulante ou alternado
quando,

m=gaba---ab oum=aba---ba

—_— —_—

n par n impar
coma, beD, a#bea#0.

Observe que os ndmeros 3535353, 10101010101 e 9494 sao
suavemente ondulantes, conforme [1, 2, 3, 4]. Em [5] pode en-
contrar um estudo acerca dos niimeros suavemente ondu-
lantes, no qual se apresenta uma lista dos niimeros primos
suavemente ondulantes menores do que 10'%, para quais-
quer g # bem D.

3. RESULTADOS PRINCIPAIS

Por simplicidade (e conveniéncia), diremos apenas que

m é um numero suavemente ondulante do tipo UZ se

m € UZ. Para qualquer natural m € UZ, usaremos a no-

tagdo m = uz(n) em que n > 1indica a quantidade de di-

gitos (algarismos) no ndmero suavemente ondulante m.
Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 3.1. O ntimero uz(5) = 10101, e possui trés al-
garismos 1 alternados por dois algarismos 0. J& o nud-
mero uz(8) = 10101010 possui quatro algarismos 1 al-
ternados por quatro algarismos 0. Enquanto o ntmero
uz(2022) = 1010...01010 possui 1011 algarismos 1 alter-
nados por 1011 algarismos 0.

Os primeiros resultados sao fdceis, mas apresentamos
as demonstragdes para que o trabalho fique o mais auto-
contido possivel.

Proposigdo 3.2. [6] Se 7 é par, entdo uz(n) termina em 0,
caso contrdrio uz(n) termina em 1.

Demonstragdo. Tomemos n par. Entdo, para al-
gum k € Z, temos n =2k, bastando agora ver que
uz(n) = uz(2k) é da forma

uz(2k) = 10 10 --- 10
N~ =

—_—————
k vezes

= 10-( 101...101 )
——
2k—1 algarismos
= uz(2k—-1)-10. (3.1)

AN
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De igual modo, para n fmpar temos

E obtemos o resultado. O

Dados os naturais n,k; e ky tais que ki +ky =n,
seja uz(n) um nimero suavemente ondulante com k; al-
garismos 1 alternados por k; algarismos 0 e escrevemos
uz(n) = 1y, 0,. Segue da proposicdo 3.2 o seguinte resul-
tado.

Corolario 3.3. Se n = 2k é par, entdo a quantidade de alga-
rismos 1 e 0 emuz(n)é igual euz(n) = 1;0y.

Demonstragdo. Utilizando indugédo sobre k. Para k =1,
temos uz(2) = 10, que tem um algarismo 1 e um algaris-
mo 0, o que é verdadeiro. Suponhamos que para algum k
tenhamos uz(2k) = 1;0. Multiplicando ambos os mem-
bros dessa igualdade por 100 e adicionando 10, obtemos:
uz(2k 4+ 2) = uz(2k) - 100 4+ 10 = (1,0;) - 100 + 10,
uz(2) = 10, podemos reescrever a igualdade da forma:

como

uz(2(k+1)) = uz(2k + 2) = uz(2k) - 100 + uz(2)
= (140¢) - 10> + 10

= L1210k -

O que garante que a assercao é verdadeira para k + 1. Logo,
obtemos que ela é valida para todo o k natural. a

Corolério 3.4. Se n = 2k + 1 é impar, entdo, em uz(n), a
quantidade de algarismos 1 é k + 1 e a de algarismos 0 é £,
ou seja, emuz(n) = 1;,10y.

Demonstracio. Como  uz(2k+1) = uz(2k)-10+1,
temos, entdo, do coroldrio 3.3, que a quantidade de alga-
rismos 1 e de algarismos 0 é igual a k, em uz(2k + 1) serd

entdo acrescentado um algarismo 1, logo uz(n) = 15,100

Lembramos que um ndmero natural m é um quadrado
perfeito se existe b € N tal que m = b% O nosso principal
resultado é mostrar o seguinte teorema.

Teorema 3.5. Nenhum niimero suavemente ondulante
uz(n) é um quadrado perfeito.

Apresentaremos uma demonstragdo do teorema 3.5 na
seccdo 3.3.
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Exemplo 3.6. Por inspecéo direta nos divisores dos seis pri-
meiros ndameros suavemente ondulantes UZ, obtemos que:

1. O niimero uz(2) = 10 = 2 - 5 n&do é primo.

2. O ntimero uz(3) = 101 é primo.

3. O nimero uz(4) = 1010 = 10 - 101 néo é primo.

4. O ntimero uz(5) = 10101 = 111 - 91 ndo é primo.

5. O ntimero uz(6) = 101010 = 10 - 10101 néo é primo.
6. O nimero uz(7) = 1010101 = 101 - (10* + 1) néo é
primo.

No exemplo 3.6 listamos apenas uma fatorizagdo, quando
o ntimero uz(n) é composto. Outro resultado interessan-
te acerca dos ntimeros suavemente ondulantes uz(n) é o

seguinte:

Teorema 3.7. [6, Teorema 5] Exceto 101, nenhum niimero
ondulante uz(n) é primo.

Na préxima secgdo apresentaremos uma demonstra-
¢do adaptada de [6]. Aqui este resultado vai ser-nos util
para demonstrarmos o teorema 3.5.

Em complemento ao exemplo 3.6, apresentamos tam-
bém a tabela 1, com os nimeros suavemente ondulantes
uz(n)e alguns fatores para n impar, com 5 < n < 21.

3.1 Demonstracao do Teorema 3.7

Segue da proposicao 3.2 que o niimero suavemente ondulan-
te uz(2k) é multiplo de 10 (par e multiplo de 5) e portanto
nao é primo, justificando a seguinte propriedade:

Tabela 1. Fatores.

Proposicio 3.8. Nenhum niimero suavemente ondulante
uz(2k) € primo.

Para mostrarmos o caso em que n é impar, no nimero
suavemente ondulante uz (1), vamos precisar de mais fer-
ramentas. Mas antes, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.9. Para qualquer x natural, temos que
(PHx+D(?—x+1) =x*+22+1.
De facto, vejamos
(P+x+1)(*—x+1) = ((P+1)+2)((x*+1)—x)
= (x2 + 1)2 — 2

= 244242 +1-47
4?41

Podemos generalizar essa ideia usando trés somas de pro-
gressdes geométricas (PG). Para quaisquer x e g > 1 natu-
ral aseguinte igualdade ocorre:

(P42 402172 o x4 1) X
(a2 —x27 px272 o x4 1) =

quJrl -1 x2q+1+1 B x4q+2_1
x—1 x+1 — x2-1

=M ¥4 x4

Isto prova o seguinte resultado:

111111111 x (108 — 107 + 10° — 10° + 10* — 10> + 10? — 10 + 1)

5 130, 111 x (102 =10+ 1)

7 1,05 101 x (10* +1)

9 1504 11111 x (10* — 103 +10%> — 10 + 1)

11 1405 10101 x (10° 4 1)

13 1,04 1111111 x (10° — 10° 4+ 10* — 10> + 102 =10 + 1)
15 1507 1010101 x (108 +1)

17 1905

19 11009 101010101 x (101 4-1)

21 111010

11111111111 % (10%° — 10° 4 108 — 107 +10° — 10° + 10* — 103 + 102 — 10 + 1)
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Lema 3.10. [6] Para quaisquer x e ¢ > 1 natural, a seguinte
igualdade ocorre:

XM M2 2] =
= (422 22 x 1)
(22— x271 p x2172 k% x4 1),

Agora estamos em condi¢des de apresentar a seguinte
proposicao:

Proposi¢ao 3.11. Nenhum niimero suavemente ondulante
uz(n) € primo, com n > 3 impar.

Demonstragio. O caso em que n é impar serd feito con-
siderando dois casos, visto que n > 3 impar acarreta que
existe um natural g > 0, tal que n = 4 + 1ou n = 4q + 3.

Caso tenhamos 1 = 4q + 1, segue do lema 3.10, fazen-
do x = 10, que uz(n)ndo é primo, visto que

104 +10%2 4 ... 410> +1
(101 410171 +10%2 + .- + 102 + 10+ 1)
(1021 — 107~ 4102172 — ... +10> =10+ 1).

uz(n)

Ja no caso em que n = 44q + 3, 0 algarismo 0 ocupa a po-
sicdo central, e assim escrevemos n = 2k + 1 para algum
natural k impar. Bastando agora ver que

uz(n) =101---010101--01
k digitos & digitos
= uz(k) 0 uz(k)
= uz(k) - 101 4+ uz(k)
= uz(k) - (1041 4 1).

Logo uz (k) é um divisor de uz(2k + 1).

Em ambos os casos obtemos que uz(n) ndo é primo,
quando 1 é impar. O

O teorema 3.7 é consequéncia direta das proposi¢ées
3.8e31L

3.2 Nenhum numero repunidade é um quadrado
perfeito
Para demonstrarmos o teorema 3.5, necessitamos de um
resultado correlato sobre os ntiimeros repunidades.

Os ntimeros repunidades (repeti¢do da unidade) for-
mam um subconjunto dos naturais, apresentando um
padrdo e algumas propriedades bem definidas, as quais

AN

despertam o interesse de matemaéticos. O termo repunidade
refere-se aos niimeros naturais R,, que sdo escritos de for-
ma Udnica, no sistema decimal, com a repeti¢do da unida-
de, ou seja, a justaposigdo do algarismo 1 1 vezes. Assim,
para todo o n > 1, Ry = {1, 11, 111, 1111, ---, Ry, - }
representa o conjunto dos nitimeros repunidades, veja
[7, 8, 9]. Em lingua portuguesa, um estudo e propriedades
adicionais sobre as repunidades podem ser consultados em
[10, 11, 12].

Proposic¢do 3.12. [11, Proposicdo 9], [13, Problema 3.32]
Exceto Ry = 1, nenhum outro R, é um quadrado perfeito.

Demonstragdo. Aqui utilizaremos os seguinte facto: um
quadrado perfeito é da forma 4q (par) ou 4q + 1(impar),
e portanto nenhum quadrado perfeito pode ser da forma
4q + 3, que pode ser consultado em [13].

Para n > 2 temos:

R, =111---111=10*( 111---1 )+11.
—— N——

n algarismos n—2 algarismos

Como 4 divide 102 e 11 =4x2+3, obtemos que
Ry, = 4q + 3, para algum inteiro ndo negativo q. Como ne-
nhum quadrado perfeito pode ser da forma 4¢ + 3, entdo
podemos concluir que, exceto R, nenhum outro ndmero

repunidade serd quadrado perfeito. O

3.3 Demonstracio do teorema 3.5

Nesta seccao, para o caso em que 1 é impar vamos utilizar
o cldssico resultado conhecido como algoritmo de Euclides
que determina o maximo divisor comum entre dois ni-

meros inteiros.

Lema 3.13. [13, Algoritmo de Euclides] Dados os inteiros a,
b comb =aq+r parage0 < r < |b|inteiros. O mdximo
divisor comum entre z e b é dado por

mdc(a,b) = mdc(a,r).

Para mostrar isso, deve-se provar que o conjunto dos di-
visores positivos comuns de 4 e b é o mesmo conjunto dos
divisores positivos comuns de b e r, e portanto seus maxi-
mos também sdo iguais, o que deixamos como desafio ao
leitor (ou consultar [13]). O Algoritmo de Euclides consiste
na aplicacéo reiterada do lema acima. Como os restos for-
mam uma sequéncia estritamente decrescente, o algorit-
mo para quando atingimos o resto 0. Se o mdc de dois ni-
meros € igual a 1, dizemos que os niimeros sdo coprimos
ou primos entre si.
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Ao modo da seccdo 3.1, vamos separar em dois casos,
n par ou impar. E o teorema 3.5 serd uma consequéncia
direta dos préximos resultados.

Proposicdo 3.14. Nenhum ntimero ondulante uz(n) é qua-
drado perfeito, para 1 par.

Demonstragdo. Para todo o natural par n > 1 existe um
natural k > 0, tal que, n = 2k. Segue da proposi¢do 3.2
que 1z(2k) termina em 0, portanto uz(2k) é par e se for um
quadrado perfeito, serd da forma 44 para algum inteiro 4.
Da equagdo 3.1 temos que wuz(2k) = uz(2k —1) x 10.
E assim 10 é fator do ndmero uz(2k), e novamente pela
proposicdo 3.2, segue que 10 =2-5 (nem 2 e nem 5) ndo
é fator de uz(2k — 1), pois uz(2k — 1) é impar terminando
em 1. Logo, nenhum uz(2k) é quadrado perfeito. O

Para organizar e facilitar a leitura, o caso em que n é
impar serd feito considerando dois subcasos, n =4q +1
ou n = 44 + 3. Em ambos, vamos mostrar que os fatores
dados na proposigdo 3.11 sdo coprimos.

Proposicdo 3.15. Nenhum ntimero ondulante uz(n) é qua-
drado perfeito, para 7 impar da forma n = 4q + 1.

Demonstragdo. Tomemos 1 = 4q + 1, pela proposicao
3.11 temos que uz(n)ndo é primo, e temos a fatorizacdo

uz(n) = (1029 + 1021 ... +10+1)x
x(10%1 1071 + ... — 10+ 1).
Vamos mostrar que o

mde(10%7 +10%-1 4 ... +10+1, 102 — 1021 +... - 10+ 1) = 1.
Pelo Algoritmo de Euclides (lema 3.13), temos que

mdc(10%7 + 1021+ ... +10+1,
1027 — 1021+ ... - 10+ 1)
=mdc(10%1 — 10?271 +... =10+ 1,
2-10%7142.10%73 + ... +2-10)
=mdc(10-10%71 —10-10%2 +... — 10+ 1,
2-10%714+2-10%73 +...+2-10).
Observe que
9-10%149.10% 3 +...+9-10+1
=4.(2-10%71 4210273 ... +2-10)+

+10% 141022 4. +10+ 1.

Sendo assim,
mde(10-10%-1 —10-10%24 ... - 10 +1,
2-10%71 42.10%73 4 ... +10)
= mdc(2-10%71 42.10%73 4 ... +2-10,
10271+ 10272+ ... +10+1)
= mdc(10% 1 4102724 ... +10+1,
10971 +10%72 + ...+ 10— 1).
Veja que os ndmeros 10271 +4+10%2+...+10+1 e
102971 4102772 4 ...+ 10 — 1 sdo fmpares consecutivos,

assim
mde(102-1 4102972 4 ... +10 41,

10271 410%72 ... +10-1) =1.

Como

mdc(1021~1 + 10212 +... +10+1,

10271 4102724 ... +10—-1) = 1,
concluimos que os fatores do ndmero ondulante
uz(4g + 1) ndo possuem fatores em comum e sendo o
primeiro fator uma repunidade maior do que 1, a qual

pela proposigdo 3.12 ndo é um quadrado perfeito, obte-
mos que uz(4q + 1) ndo é um quadrado perfeito. |

Proposi¢do 3.16. Nenhum ntimero ondulante uz(n) é
quadrado perfeito, para o nimero 7 impar da forma
n=4q+3.

Demonstragdo. Temos n = 4q + 3, novamente pela pro-
posicdo 3.11 temos que uz(n) ndo é primo, reescrevendo
n = 2k + 1, obtemos a fatorizagdo

uz(n) = uz(2k +1)
= (102 + 10972 ... +10% + 1)(10%2 4 1).
Primeiro, veja que
(102 —1)(10% + 10772 + ... + 10> 4+ 1)
=10%%2 410%- 10172 ... + 10% - 10>+
+10% —10% — 102172 — ... —10*> — 1
= 10272 4102 + ... +10* + 10> — 10—
—10%72 — ... —10* - 10> -1

=10%+2 1.

Como 10?12 +1 = (10%1+2 — 1) + 2, outra vez pelo Al-
goritmo de Euclides (lema 3.13), segue que
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mdc(10%7 410272 4 ... 410> +1, 1022 1)
= mdc(10% +10%2 + ... +10* +1, 2).

Como o ntimero 1027 4+ 102772 + ... + 10? + 1 é impar, te-
mos que mdc(10%1 + 102 +... +10>+1, 2) = 1.
Como mdc(10%7 + 102172 4...+10%> +1, 2) = 1, con-
cluimos que os fatores do nimero ondulante uz(4q + 3)
ndo possuem fatores em comum e sendo o primeiro fator
um niimero ondulante uz(4g + 1), o qual pela proposicdo
3.15 ndo é um quadrado perfeito, obtemos que uz(4g + 3)
ndo é um quadrado perfeito.
O

4. MAIS RESULTADOS
Dados os ntimeros a e b, dizemos que b é um divisor de
a, ou a é multiplo de b, se existir um ndmero c tal que
a="b-c.

O préximo resultado mostra uma relagéo entre os nu-
meros suavemente ondulantes e os nimeros repunidades.

Proposigdo 4.1. Se n = 4q + 1 entdo uz(n) é miltiplo de
R2q+l'

Demonstragdo. No lema 3.10, fazendo x = 10, basta
ver que
Roger = 102+ 10271 +10% 2 + - +10% + 10 + 1.
O

E mais, observando a tabela 1, constatamos uz(5),
uz(6), uz(9) e uz(11) sdo também multiplos de 3. De uma
forma geral, temos o seguinte resultado:

Proposigdo 4.2. Se n = 3k é par ou n = 3k + 2 é impar en-
tdouz(n) é multiplo de 3.

Demonstragdo. Basta observar que no primeiro caso a

quantidade de algarismos 1 é o inteiro 3%, enquanto no se-

2 4
gundo caso é M Portanto, nos dois casos a quantidade

de digitos 1 também é mdiltipla de 3. |

O mesmo argumento é valido para 9, e de modo simi-
lar para qualquer outra poténcia de 3.

Proprosicao 4.3. Se n = 9k é par ou n = 9k + 8 é impar
entdo uz(n) é miltiplo de 9.

Agora vamos apresentar uma definicdo um pouco
mais geral do que a definigdo 2.2.
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Defini¢ao 4.4. Diremos que o nimero ondulante m é do
tipo AZ se for formado apenas pelos digitos 0 e 2 e for uma
sequéncia alternada dos digitos 0 e 4, iniciada por a4, com
ae{l,2,...,89}

Exemplo 4.5. Os nimeros 10, 202, 3030, 20202 e 404040404
04 sao exemplos de ndameros ondulantes do tipo AZ.

O seguinte resultado, cuja demonstragdo se deixa
como desafio, é consequéncia do teorema 3.7.

Proposi¢do 4.6. Se 1 # 1 e n > 2m entdo nenhum nimero
suavemente ondulante az(n) € primo.

Por fim, o resultado seguinte é uma consequéncia do
teorema 3.5. Fica como desafio provar que:

Proposi¢do 4.7. Nenhum nimero suavemente ondulante
az(n) € quadrado perfeito, paran > 2.

5. CONSIDERACOES

Uma abordagem sobre divisores, miltiplos e decomposi-
¢do em fatores primos de um niimero inteiro ou natural
pode ser feita na forma de desafio ou do estudo de pro-
priedades aritméticas. Uma apresentagdo sobre alguns
subconjuntos, tais como ntimeros ondulantes ou repunida-
des pode ser abordada num contexto de matemdtica recre-
ativa ou com estudantes olimpicos. Nas vdrias possibili-
dades, o conhecimento especifico, aliado ao fascinio que
os nimeros primos sempre despertam, pode ser utilizado
tanto para fixar melhor o contetido ou assunto, quanto
para despertar no estudante o gosto por problemas desa-
fiadores em Teoria dos Numeros. Aqui compartilhamos
0 nosso estudo provocado pela conversa entre os autores,
durante a disciplina de Aritmética (PROFMAT), que des-
pertou a curiosidade sobre a existéncia (ou néo) de primos
ou quadrados perfeitos no conjunto de ndmeros suave-
mente ondulantes do tipo UZ. Apresentamos também tais
questdes a estudantes de matemadtica e esperamos assim
despertar o gosto pelos ntimeros, bem como observar
padrdes, que sdo duas caracteristicas tipicas de um ma-
tematico.
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UMA ESTRANHA AMIZADE

A figura de Kurt Godel vai-se tornando aos poucos cada vez mais fa-
miliar do grande publico. No entanto, é ainda pouco conhecido o facto

Jost CARLOS SANTOS

Universidade
do Porto
jesantos@fe.up.pt

de Godel e Einstein se terem tornado amigos chegados nos ultimos
anos de vida deste. Iremos ver alguns aspetos desta relagdo invulgar.

Ibert Einstein (1879-1955) é o fisico mais famoso do

século XX e um dos mais célebres cientistas que
jamais existiram. A sua aparéncia fisica (sobretudo na
fase mais avangada da sua vida) torna-o uma figura muito
facilmente reconhecivel e tanto os seus trabalhos como a
sua vida deram origem a numerosas obras de divulgagdo
cientifica e de fic¢do.

Kurt Godel (1906-1978) ndo é uma personagem tdo
conhecida. E um dos nomes mais proeminentes da
histéria da Légica e foi colega de Einstein no Instituto
de Estudos Avancados de Princeton, a partir de 1940.
Acontece que, embora houvesse uma grande diferenca
de idades entre eles e as dreas do conhecimento de que
eram especialistas fossem bastante distintas, houve uma
amizade muito intensa entre os dois, a qual merece ser
conhecida.

Godel nasceu em Briinn (atual Brno), no Império
Austro-Hungaro, numa altura na qual Einstein jd tinha
formulado a Teoria da Relatividade. Apés a Primeira
Guerra Mundial, a sua cidade natal passou a fazer parte
da Checoslovdquia (atualmente é parte da Chéquia) e
Godel passou a ver-se a si proprio como um austriaco
exilado naquele pais (veja-se [3, cap. 1]). Segundo o
seu irmd3o mais velho, Rudolf Goédel, quando Kurt
Godel completou o Ensino Secunddrio ja dominava a
Matematica universitdria.

Godel fez os seus estudos superiores na Universidade
de Viena a partir de 1924. Inicialmente, revelou interesse

sobretudo em Fisica. Mas frequentou um semindrio
dedicado a abordagem de Bertrand Russell a Matematica
e comegou a dar-se com pessoas ligadas ao Circulo de
Viena.' Em particular, conheceu ai o seu futuro orientador
de doutoramento, Hans Hahn. Gédel completou a sua
tese, sobre Légica, com apenas 23 anos, em 1929. No ano
seguinte, obteve os seus resultados mais famosos, os
teoremas da incompletude.?

Em 1933, Godel tornou-se professor na Universidade
de Viena. Nesse mesmo ano, fez a sua primeira deslocagao
aos Estados Unidos e foi ai que travou conhecimento com
Einstein. Pouco tempo depois, Einstein descreveu Godel
usando uma expressdo que ainda hoje é empregue: o
maior l6gico desde Aristételes.

Outro evento importante que teve lugar em 1933 foi
a chegada de Hitler ao poder na Alemanha. A partida,
isso nao devia afetar Godel, que vivia entdo na Austria.
Mas este pais foi anexado pela Alemanha em 1938 e a
associacdo de Hans Hahn (que tinha antepassados judeus)
com Godel tornou a posigdo deste na Universidade de
Viena dificil de manter. Mas jd desde o ano anterior Gédel
comecara a obter informagdes sobre como conseguir um
lugar em Inglaterra ou nos Estados Unidos (veja-se [1, cap.
7]). No entanto, levou tempo a tomar definitivamente a
decisdo de partir. Talvez o fator mais importante para
essa tomada de decisédo fosse o facto de ter sido agredido
na rua por um grupo de jovens simpatizantes nazis. Mas
entretanto a Segunda Guerra Mundial j4 tinha comegado,
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o que tornava pouco vidvel viajar para os Estados Unidos
pelo Atlantico. Godel e a mulher acabaram por viajar
na direcdo oposta: atravessaram a Unido Soviética no
Transiberiano e, em seguida, navegaram do Japdo até aos
Estados Unidos (para mais detalhes, veja-se [2]).

Godel foi trabalhar para o Instituto de Estudos
Avancados de Princeton, que ja visitara antes, onde se
reencontrou com Einstein. Aos poucos, desenvolveu-se
entre Godel e Einstein uma forte amizade, que perduraria
até a morte deste. Einstein reformou-se em 1944, mas
continuou a ir regularmente ao Instituto, tendo afirmado
que o fazia pois assim “tinha a honra de regressar a casa
na companhia de Goédel”.

Paul Oppenheim, um quimico e filésofo, atribuiu
a si préprio o mérito de desencadear aquela amizade.
Segundo ele, sabendo que a timidez de Gddel tornaria
dificil uma aproximagédo entre os dois, bateu as portas dos
gabinetes de ambos no Instituto (que ficavam préximos)
e, quando eles vieram a porta, disse “Einstein, este é
Godel. Godel, este é Einstein.” Mais tarde, Oppenheim
descreveu este ato como a sua tnica contribuicdo para a
Ciéncia.

A proximidade entre os dois era bem conhecida no
Instituto. Freeman Dyson, que foi membro do Instituto,
descreveu Godel como “o tinico dos nossos colegas que
caminhava e conversava com Einstein de igual para igual”.
Ernst Strauss, assistente de Einstein na década de 1940, foi
da opinido de que Godel era “certamente, de longe, o melhor
amigo de Einstein”. Quanto as suas personalidades, Strauss
afirmou que “eram pessoas muito, muito, diferentes, mas,
por algum motivo, compreendiam-se e estimavam-se
muitissimo um ao outro”. Também disse:

“Como pessoas, eram muito diferentes de
praticamente todas as maneiras — Einstein era
gregdrio, feliz, cheio de riso e de senso comum
e Godel era extremamente solene, muito sério,
bastante solitdrio e desconfiava do senso comum
como meio de chegar a verdade. Mas partilhavam
uma qualidade fundamental: ambos iam
diretamente e de todo o coragdo para o centro das

coisas.”

E o que é que eles pensavam um do outro? Einstein nunca
se exprimiu longamente sobre Godel, mas, pouco apds
a morte de Einstein, Godel disse ao primeiro biégrafo
deste, Carl Seelig:

“Perguntei-me frequentemente porque é que

Godel e Einstein caminhando em Princeton.

Einstein tinha prazer em conversar comigo, e
acredito que se devia ao facto de ter opinibes
contrdrias as dele e ndo fazer segredo disso.”

Devia ser, do ponto de vista de Einstein, uma mudanga
positiva em relagdo as pessoas que o veneravam sem o
perceber. E, naturalmente, Godel ser suficientemente
inteligente para discordar dele por boas razdes também
devia ajudar.

A made de Godel, que achava Einstein uma pessoa
fascinante, viu naturalmente com bons olhos a amizade
que se formou entre os dois. Isto teve como consequéncia
que Einstein lhe escreveu uma carta, o que a deixou
encantada.

Uma pessoa que conviveu com Einstein e com Gédel
por esta época foi Bertrand Russell, que mencionou
na sua autobiografia [6] que, em 1944, teve diversas
conversas com ambos e com o fisico Wolfgang Pauli em
casa de Einstein. Segundo Russell, essas conversas foram
em parte dececionantes por constatar que, apesar de
os seus trés interlocutores serem judeus cosmopolitas,

1 Vienna Circle, Stanford Encyclopedia of Philosophy, https://plato.stanford.
edulentries/vienna-circle/

2 Bruno Vaiano, Kurt Gédel: o Filésofo Paranoico que Provou a Incompletude
da Matemadtica, https://super.abril.com.brlespeciais/os-teoremas-da-
incompletude-de-godel
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tinham todos um preconceito a favor da metafisica alema.
Quando aquele livro foi publicado, Einstein e Pauli ja
tinham morrido ha vdrios anos, mas Godel ainda estava
vivo e reagiu dizendo que ndo era judeu (acrescentando
que, na sua opinido, isto ndo tinha qualquer importancia)
e que se recordava de ter tido somente uma conversa com
Russell naquela época (veja-se [4, pp. 316-317]).

Em 1947, Godel tornou-se cidaddo dos Estados
Unidos.> Era suposto cada candidato a naturalizagdo
levar consigo duas testemunhas e Godel escolheu para
tal Einstein e o economista Oskar Morgenstern. Godel,
sendo uma pessoa conscienciosa, achou por bem estudar
o melhor possivel o pais do qual iria passar a ser cidaddo
e, em particular, a sua Constituigdo. E ficou perturbado ao
concluir que era possivel, sem nunca violar a Constitui¢ao,
fazer-se dos Estados Unidos um regime fascista. Quer
Einstein quer Morgenstern tentaram impedir Godel de
levantar este assunto ao falar ao juiz que devia dar-lhe
a nacionalidade norte-americana (e que foi 0 mesmo que
dera a nacionalidade norte-americana a Einstein). Ndo
resultou. O juiz quis saber como era o regime politico da
Austria e, quando Gédel lhe disse que era uma reptiblica
mas que a sua Constitui¢do estava feita de tal forma que
acabou por se tornar uma ditadura, o juiz explicou-lhe,
naturalmente, que isso ndo poderia ocorrer nos Estados
Unidos. Como era de esperar, Godel retorquiu-lhe
que ndo era assim. Mas isso ndo causou problemas e a
naturalizagdo prosseguiu sem mais obstaculos.

Em 1951, foi criado o Prémio Albert Einstein, que
se destinava a trabalhos em Fisica Tedrica. A comissdo

particular nos dltimos tempos, ele era ainda mais
simpético comigo do que antes e eu tinha a impressdo
de que ele queria abrir-se ainda mais a mim do que
antes”. Os membros do Instituto que foram encarregados
de organizar os textos cientificos deixados por Einstein
no seu gabinete foram Godel e a tltima assistente de
Einstein, Bruria Kaufman.

A amizade entre Einstein e Godel estd, aos poucos,
a tornar-se conhecida do grande publico. Numa verséo
caricatural, Godel surge como amigo de Einstein no filme
O Génio do Amot, de 1994. E no filme Oppenheimer, de 2023,
também se pode ver Godel, num papel ndo falado, junto
de Einstein.* E de esperar que a extraordindria ligacao
entre os dois vd ganhando visibilidade & medida que o
tempo passa.
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pela primeira vez consistia em Einstein, J. Robert [5] Roger Penrose, Gidel, Relativity, and Mind, J. Phys.
Oppenheimer, John von Neumann e Hermann Weyl e o Conf. Ser. 82 012002, 2007¢
prémio acabou por ser repartido entre Godel e o fisico
norte-americano Julian Schwinger. Que Schwinger, [6] Bertrand Russell, Autobiography, Routledge, 1998
o qual viria a ser galardoado com o Prémio Nobel da
Fisica, recebesse este prémio é algo que ndo surpreende.
Mas porqué Godel? Acontece que os tnicos trabalhos
publicados por Godel em dreas além de Loégica e
Godel

mostrou, entre outras coisas, que nada naquela teoria é

de Filosofia foram sobre Relatividade Geral.
3 Oskar Morgenstern, History of the Naturalization of Kurt Gédel, https://

albert.ias.edu/entities/archivalmaterial/9fd45e83-9706-4c{-92de-
302efdc8556 1. E afirmado aqui que o evento teve lugar em 1946, 0 que
ndo estd correto.

incompativel com viagens no tempo (para mais detalhes,
veja-se [5]). Einstein, ao entregar o prémio a Godel, disse-

lhe “Né&o precisas disto”. 4 K. W. Regan, Kurt Gédel in the Movies, https://rjlipton.wpcomstaging.

Como é natural, Godel ficou muito abalado com a com/2023/1 111 I /kurt-gdelin-the-movies/

morte de Einstein, em 1955. Segundo escreveu a sua mae, 5 Acessivel em https://www.ams.org/notices/200209/fea-dawson.pdf
€ claro que, de um ponto de vista puramente pessoal, s Acessivel em https://iopscience.op.orglarticle/ 10.1088/1 742-6596182/ 11

perdi muito com a morte dele, tanto mais que, em 012002/pdf
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CONTAS EGIPCIAS

As fracgbes unitdrias, também conhecidas por frac¢des egipcias, eram as

Jorge NuNo Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

Unicas utilizadas no Egipto Antigo, como atestam os varios papiros que nos
chegaram de ha quase quatro mil anos. Arquimedes usou estes niumeros,
assim como Fibonacci, pelo que a sua pritica se prolongou por muitos
séculos. Um documento célebre, o Papiro de Rhind, apresenta uma lista
de decomposicdes em fracgdes unitirias que tem sido muito estudada,
apresentando ainda alguns mistérios. De alguns deles daremos aqui conta.

omecemos com um quebra-cabecas de origem 4ra-

be, muito popular (ver, por exemplo, Gardner 1978
e Tahan 2012, p. 21), em que ocorrem frac¢des unitdrias:
Um pai deixou aos seus trés filhos a heranga de 11 came-
los, cabendo 1/2 do total ao mais velho, 1/4 ao filho do
meio e um 1/6 ao mais novo. Ao tentar fazer as partilhas,
chocaram no facto de a nenhum caber um ntimero inteiro
de camelos... Um amigo juntou um camelo a heranca e a
divisdo fez-se: seis para o mais velho, trés para o do meio
e dois para o mais novo. Como 6+ 3+ 2 =11, o amigo
recuperou o camelo e todos ficaram contentes.

Ha variantes desta recrea¢do, mas nés vamos restrin-
gir-nos ao caso em que ha trés filhos e o amigo dispde
somente de um camelo. Nestas circunstancias, quantos
quebra-cabegas semelhantes podemos formar? Por exem-
plo, a heranga podia constar de sete camelos e ser dividida
segundo as fracgdes 1/2, 1/4, 1/8. Aqui, também o pro-
blema n&o tem solug¢do, mas com a adigdo de um camelo,
passamos a ter oito camelos que dé origem a divisdo 4, 2,
1 e, como 4+2+1=7, 0amigo recupera o seu camelo.
Intuitivamente, o ntimero de questdes semelhantes pode
parecer grande, mas sé existem sete tais recreacdes.’

Qualquer fracgdo prépria se pode escrever como soma
de fracgdes unitdrias de uma forma ébvia, por exemplo
2/5=1/5+1/5. Mas os egipcios ndo admitiam tal repe-
ticdo. O problema de obter uma decomposigdo em frac-
¢des distintas tem sempre solugdo e hd um algoritmo, des-

crito por Fibonacci (ver Sigler 2012, pp. 119-126), muito
natural. Dada uma fracgdo n/m, (1 < n < m), subtraimos
a n/m a maior fraccdo unitdria possivel e obtemos uma
outra fracgao prépria. Como Sylvester provou muito mais
tarde (ver Sylvester 1880), o numerador desta nova frac-
¢do é menor do que n, pelo que este método induz um
processo que termina sempre. Vejamos um exemplo. Que-
remos decompor a fracgdo 4/5. Temos

4 . 1_3

5 2 10
como a maior frac¢do unitdria menor do que 3/10 é 1/4,
calculamos

3 1 1

10 4 20
e, finalmente, obtemos

4 1 n 1 n 1

5 2 4 20
Este processo admite uma interpretagdo geométrica sim-
ples. Consideremos a divisdo de quatro unidades (quatro
rectadngulos) por cinco.

'Representando as duas instancias analisadas por (11,2,4, 6) e (7,2,4,8),
as outras sao: (11,2, 3,12),(17,2,3,9), (19,2,4,5), (23,2, 3,8), (41,2,3,7).

S
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Figura 1. Quatro rectangulos para dividir por 5.
A maior porcao que se pode distribuir é a de meio rec-
tangulo. Representemos a azul a porgdo que cabe a um

dos cinco destinatdrios (e a escuro a por¢ao dos restantes
quatro).

7
2

Figura 2. Para j4, cabe meio rectangulo a cada um.

7

Sobraram trés meios rectangulos, que sdo seis quartos
de rectangulo, pelo que podemos distribuir cinco deles:

za
Y7

%

Figura 3. Cada um jd recebeu 1/2+1/4.

Finalmente, falta distribuir um quarto de rectangulo
por cinco recipientes:

/4y

Y =
% 2 é

Figura 4. Cada um recebe 1/2+1/4+1/20.

i

Uma fracgdo unitdria também se pode decompor, no-

meadamente mediante a identidade

1 1 n 1
m(m+1)

m:m+1

0 que mostra que o nimero de representagdes de uma
fraccdo em soma de fracgdes unitdrias € ilimitado.

Para compreender o contexto em que as fracgdes sur-
gem na aritmética egipcia, convém descrever sucintamen-
te as suas técnicas de célculo. Os egipcios usavam uma
base de numeracado decimal (ndo posicional). Tinham sim-
bolos préprios para as poténcias de 10 e somavam e sub-
trafam segundo a l6gica habitual das ordens de grandeza.
Contudo, para multiplicarem dois nimeros, seguiam um
algoritmo exemplar. Vejamos um exemplo, retirado do Pa-
piro de Rhind (PR) (ver Chace et al. 1929), 19 x 71. Vamos
construir duas colunas de ntimeros, encimadas por 1 e
pelo multiplicador. Cada linha a partir da segunda obtém-
-se por duplicagdo da linha anterior:

1 7
2 142
4 284
8 568
16 1136

Terminamos aqui porque o dobro de 16 jd excede o mul-
tiplicando, 19.

Agora, marcamos os nimeros da coluna da esquerda
que somam 19:

* 1 71

* 2 142
4 284
8 568

* 16 1136
19

Entdo, a soma dos ntimeros correspondentes da coluna da
direita dd o resultado do produto:

*+ 1 71
* 2 142
4 284
8 568
* 16 1136
19 1349

Sim, os egipcios multiplicavam sem saber a tabuada! Bas-
tava-lhes saber duplicar.
Aos nossos olhos, este processo néo é mais do que o
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resultado de combinar a propriedade distributiva da mul-
tiplicagdo relativamente a adi¢do com a representagéo bi-
nédria do multiplicando:

19%x71=(142+416) x71=1x714+2x71+16 x 71.

Note-se que os produtos obtidos, por envolverem potén-
cias de dois, calculam-se por duplicacdes sucessivas.

A divisdo usa um método também surpreendente.
De novo, recorremos a um exemplo do PR, 91 = 7. Tendo
compreendido que a divisdo é a operagdo inversa da mul-
tiplicagdo, o escriba do papiro sabe que procura um ntime-
ro, x dizemos nds, tal que x x 7 = 91. Mas a multiplicagdo
tem uma explanagdo conhecida:

7
14
28
56

91

R =N =

Pardmos na quarta linha porque na seguinte, o dobro de
56 ja excede 91.

Escolhamos agora os ndmeros da coluna da direita
que somam 91. Os correspondentes da esquerda somarao
o quociente pretendido (91 +7 = 13):

1 7 =«
2 14
4 28
8 56 =x
13 91

Os egipcios dividiam e multiplicavam com essencialmen-
te 0 mesmo algoritmo e sem usar tabuada!

Claro que as coisas se complicam quando a divisdo
ndo é exacta, mas o algoritmo permanece. Eis o calculo de
35 <+ 8, onde usamos a notacdo 7 paral/n:

8
16
32 %

W OOl s N N =
=N

448

(O8]
Q1

As duplicagdes terminam na terceira linha e recorre-se
a sucessivas passagens a metade, para produzir, na coluna
da direita, um conjunto de ntimeros que some 35. A soma
dos correspondentes da coluna da esquerda dé-nos o re-
sultado pretendido: 448 =4+ 1 + 1.

Nao é fécil compreender a razdo para usar somente
este tipo de fracgdes (a tinica excepgdo era 2/3) e este tipo
de decomposigoes. Talvez um outro problema do PR aju-
de: dividir seis paes por dez pessoas. Um aluno de hoje
responderia 3/5. O escriba do nosso papiro respondeu
210. Pragmaticamente, esta resposta é superior, jd que é
muito mais natural partir cinco paes ao meio e um pao em
10 pedagos do que partir cada um dos seis paes em cinco
partes iguais e dar trés delas a cada pessoa.

A necessidade de determinar rapidamente dobros de
fraccdes unitdrias, representados como somas de fracgdes
unitdrias distintas, levou o escriba do PR a incluir uma
tabela de tais decomposigdes, para as fracgdes 2/n para
todos os valores impares de 7, de 3 a 101:

P
JE

P 1ed

& = %tewtos

% = -+t

o = Tt st st e -

Em geral, o escriba prefere poucas frac¢des e denomina-
dores ndo muito grandes em cada decomposigao.

Algumas expressdes parecem-nos consequéncia natu-
ral das anteriores. Por exemplo, de

2 1.1
372 6
é facil deduzir
2 1.1
3k 2k ' 6k

e assim ocorre o desenvolvimento

z2_1,1

B2 16

Um procedimento semelhante, a partir das decomposi-

¢des de 2/5,2/7 e outras, gera expressdes da nossa lista.
Outra abordagem, baseada na identidade

2_2m

n nm

combinada com escolha criteriosa de m, produz bons re-

HISTORIAS DA MATEMATICA + Contas Egipcias

25



26

sultados. Por exemplo

2 24 741 1 1

774 28 428"
Nas referéncias, o leitor interessado poderd encontrar
aprofundamentos destas e doutras propostas para com-
preender a lista das decomposigGes.

Gostaria somente de chamar a atengdo para a tltima
entrada da lista:

2 1 1 1 1
101~ 101 202 7308 " 606
O escriba, se quiser transmitir um método geral, s6 pode-
ré fazé-lo mediante a apresentacdo de um exemplo gene-
ralizdvel, pois ele ndo dispde de linguagem matematica
adequada aos enunciados abstractos.

Esta tiltima decomposicao é facilmente generalizdvel:

2 1 1 1 1

w0 o e e
E como se o escriba estivesse a dizer que, para denomi-
nadores superiores a 100, a falta de uma decomposi¢do
conhecida, pode sempre recorrer-se a esta, que resolve o
problema com quatro fracgdes...

Esta tltima identidade demonstra-se em poucos pas-
sos, reduzindo a uma s6 fraccdo o membro direito da
igualdade. O numerador que se obtém é 6 +3+2+1e
o denominador é 6n. Isto é, o numerador, que é a soma
de 6 com os seus divisores préprios, é o dobro de 6. Isto
significa que 6 é um niimero perfeito. E exactamente por 6
ser perfeito que tal decomposicao funciona.

O primeiro a estudar ndmeros perfeitos foi Euclides,
que deduziu uma expressdao que gera nimeros perfeitos
pares (ver Fitzpatrick e Heiberg 2007, p. 277), mas aqui
no documento egipcio vemos surgir uma sua aplicagdo: a
cada ndmero perfeito estd associada uma decomposicdo
em frac¢bes unitdrias distintas de qualquer fraccdo do tipo
2/n.

Euler provou que a expressdao de Euclides gera, de
facto, todos os ntiimeros perfeitos pares (ver Euler 1849),
mas h4 ainda questdes sobre estes ntimeros por esclarecer.
Nao sabemos se hd uma infinidade de nameros perfeitos
e nunca ninguém viu um ntimero perfeito impar. Havera
algum?

Costuma dizer-se que a matemadtica nasceu na Grécia,
por af terem florescido os primeiros cultores da tradigdo
dedutiva desta drea do saber. Mas as suas raizes fazem-
-nos recuar varios milénios e deixam-nos apreciar o en-

genho dos antigos, que talvez ndo devamos considerar
completamente ingénuos na matéria.
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Arquimedes obteve uma estimativa
para 7 entre % e Z usando um

método de aproximagao geométrica.
Este resultado é frequentemente
mencionado em resumos da Histéria
da Matematica, mas raramente é
demonstrado aos alunos, apesar do seu
potencial para estimular a exploragdo
matemadtica. Neste trabalho, propde-se
uma modificagdo simples do método de
Arquimedes que pode ser facilmente
compreendida e executada por alunos
do 11° ano, e mostra-se como as
limitagdes inerentes a natureza discreta
das computagdes digitais impedem

a obtencdo de niveis de precisao

arbitrariamente altos.

INTRODUCAO

Os livros de texto de matemética frequentemente men-
cionam a tentativa de Arquimedes de obter um valor
numérico para 7t através da comparagdo do perimetro
de poligonos inscritos e circunscritos num determinado
circulo (Struik, 1954). No entanto, os detalhes do méto-
do geralmente ndo sdo fornecidos, o que transmite aos
alunos apenas uma histéria matemdtica interessante,
mas os priva das aprendizagens e intui¢des que pode-
riam ter obtido por meio de suas préprias tentativas de
reconstruir o caminho de Arquimedes. Nesta comuni-
cacdo, descrevo um método simples para calcular uma
aproximacgdo de 7t através da comparagdo das areas de
aproximagdes poligonais convenientes da drea do circu-
lo. Além do seu uso como motivador da exploragdo ma-
temdtica, este método, que é facilmente explicado a es-
tudantes de trigonometria, oferece uma aplicagdo pra-
tica das relagdes trigonométricas fundamentais e pode
ser usado para introduzir as limita¢des da aritmética de
precisdo finita (tal como possibilitada por calculadoras
e computadores).

METODO

A drea de um circulo com raio » = 1 é 7r. Cada quadran-
te deste circulo unitdrio tem, portanto, uma drea de %.
Para calcular uma aproximacao desse valor, podemos
bissetar sucessivamente um quadrante e medir as dreas
dos tridngulos inscritos OAB (definidos pelos pontos
onde os angulos intersetam a circunferéncia (verde-
-claro, na figura 1) e as dreas dos tridngulos “transbor-
dantes” OAC.

tga

sen o

(o) A

Figura 1. Construcdo de aproximacdes sucessivas da drea de um
quadrante circular através das suas bissec¢des sucessivas.

Ap6és n bissecgdes do quadrante, temos 2" tridngulos
OAB, cada um com &rea %sen(tx), (onde & é o angulo
AOB, i.e., 2,1% ) e 2" tridngulos OAC, cada um com drea
% tg(x). Como § deve estar compreendido entre as dreas

dos triangulos OAB e dos tridngulos OAC, segue-se que

2" sen(w) - 2" tg(w) .

T
2 4 2
Os valores de sen(«) e tg(a) podem ser calculados su-
cessivamente a partir das relagdes trigonométricas bdsi-
cas, que jd devem ser familiares aos alunos do 11.° ano,
mas podem, no entanto, ser deduzidas diretamente das
férmulas do cosseno da soma de dngulos

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)
e da identidade pitagorica:
cos?(a) + sen’(a) = 1.

Fazendo a = b, segue que
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cos(a + a) = cos?(a) — sen®(a)
= cos*(a) — (1 — cosz(a)) =2cos?(a) — 1
e portanto

cos(2a) +1 = 2cos?(a),

. A .
o que implica, para dngulos entre 0 e 7, que o cosseno,
o seno e a tangente do dngulo dividido podem ser pron-
tamente calculados a partir do cosseno do angulo origi-
nal usando as expressoes

cos(a) = cos(Z;z) + 1/
sen(a) — 1- ccz)s(2a)
_ sen(a)
etgla) = cos(a)

Este algoritmo pode ser facilmente implementado numa
folha de célculo, e um gréfico das dreas dos tridngulos
OAB inscritos e dos tridngulos OAC “transbordantes”
mostra que, ao contrdrio do esperado, apds cerca de
15 bissecgdes as dreas calculadas param de convergir
(figura 2).

Os problemas de convergéncia ndo se devem a nenhu-
ma falha do algoritmo, mas sdo uma consequéncia inevi-
tdvel do uso da aritmética de precisdo finita em computa-
dores comuns, uma vez que os niimeros geralmente sdo
armazenados na memdria com um ndmero finito de di-

gitos e vdrias manipulagdes aritméticas conduzem inevi-
tavelmente a uma degradagdo da sua qualidade. Essa de-
gradacgdo ocorre da seguinte forma: os niimeros sao arma-
zenados utilizando a representa¢do em virgula flutuante
como uma combinagdo de um ndmero inteiro (o expoen-
te) e um ntimero decimal (ou bindrio) entre 0,1000000000...
€ 0,999999999...(chamado “mantissa”). Por exemplo, num
computador que usa dez digitos para a mantissa, o niime-
ro exato 2 é representado como 0,2000000000 x 101. Este
ndmero, portanto, contém dez digitos exatos na mantissa.
Extraindo a sua raiz quadrada obtém-se, nesta notagdo,
0,1414213562 x 10'. Se um ntmero suficientemente pré-
ximo deste for subtraido desta representagio de v/2 (por
exemplo, 1,4142), o resultado final é

0,1414213562 x 10! — 0, 1414200000 x 10,

que contém apenas cinco algarismos significativos cor-
retos. A conversdo deste ndmero para o formato interno
0,135620000 x 10~* produz uma mantissa com dez digi-
tos, mas crucialmente apenas os cinco primeiros desses di-
gitos sdo exatos. Célculos subsequentes, portanto, incorre-
rdo em custos de precisdo significativos, e sdo necessarios
algoritmos engenhosos para evitar erros numéricos quan-
do se realizam subtracdes sucessivas de ntimeros quase
iguais (como sucede no célculo instantaneo de desvios-
-padrdo de uma série de observagdes muito semelhantes,
cf. Press et al., 2002).

No algoritmo apresentado acima, as subtracées de

A)

3.141600
3141598
3.141596
3.141594

3.141592

4rea estimada do circulo

3.141590
o 5 10 il 20

numero de bisseccoes

B)

b o YU dd bbb s o

log,q |estimativa -mt|

P
o

0 ] 10 15 20 25 30

numero de bisseccoes

Figura 2. A) Evolucdo das estimativas calculadas da drea do circulo a medida que o ndmero de
bisseccdes de um quadrante aumenta. Azul: estimativa com base nos tridngulos internos da OAB;
laranja: estimativa baseada nos tridngulos OAC “transbordantes”. B) Evolucdo do erro absoluto da

estimativa de 1, em escala semilogaritmica.
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QUANTAS CASAS DECIMAIS CORRETAS DE TT PODERIA ARQUIMEDES TER CALCULADO
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nimeros que diferem em apenas 10~* ocorrem muito
rapidamente, apds apenas oito bissec¢oes sucessivas, ou
seja, quando cada quadrante foi dividido em apenas 256
partes iguais. A estimativa neste ponto, portanto, per-
deu cinco algarismos significativos. Ap6s 15 bissecgdes
sucessivas, a estimativa perdeu até dez algarismos sig-
nificativos, e qualquer aumento na precisdo que possa
ser obtido por mais bissecgoes é completamente anula-
do pela perda de algarismos significativos (ver tabela 1).
A andlise desta tabela mostra que as limitagoes da arit-
mética de precisdo finita impedem o uso deste método
para calcular uma estimativa mais precisa de 7w do que
3,1415925 < 7 < 3,1415928, que é obtida através da di-
visdo de um quadrante do circulo em 4096 partes iguais.
Podem obter-se melhores estimativas, no entanto, se se
abandonar o uso de folhas de cdlculo em favor de solu-
¢des mais elaboradas, como, por exemplo, as bibliote-
cas de precisdo arbitrdria (Fredrik Johansson, 2013) em
Python, e pode alcangar-se a convergéncia mais rapida-
mente se abandonarmos a abordagem de Arquimedes e,
em vez disso, calcularmos 77 usando somas apropriadas
e rapidamente convergentes (Borwein & Borwein, 1987),
como a expansdo de Taylor da férmula de Machin ou ou-
tras. Uma possibilidade mais simples consiste em evitar

trigonométricas dos angulos bissetados utilizando fér-
mulas que nédo incluam subtragoes. Para isso, é necessario
utilizar uma outra férmula de célculo do seno do angu-
lo bissetado, que pode ser deduzida da seguinte forma:

De (1) e do facto de a ser um angulo do primeiro qua-
drante, resulta

cos(2a) +1 = 2cos?(a) < y/cos(2a) +1 = v/2cos(a).

Multiplicando ambos os lados por V2 sen(a), obtém-se

V2sen(a)y/cos(2a) + 1 = 2sen(a) cos(a)

2sen(a) cos(a) sen(2a)

V2y/cos(2a) +1 V2+/cos(2a) +1°

& sen(a) = < sen(a) =

Utilizando esta férmula para o cédlculo do seno e,
por conseguinte, da tangente, evita-se a perda de
precisdo observada anteriormente e a estimati-
va de 7 converge sucessivamente para o valor cor-
reto de 7 (figura 3). Apds 24 bisseccdes obtém-se
3,141592653589785 < 7 < 3,141592653589805,

préximo da maxima precisdo atingivel numa representa-

bastante

¢do de virgula flutuante com 16 algarismos decimais na

o cancelamento subtrativo através do cdlculo das fungées mantissa.
A) B)

O 3141600 ]

- —_—

Q E -2

= 3.1415% J

7] ©

) 2

: 3.1415% T
=S £

] = .

g ams T .

- @
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8 s1a5%2 =

[1:] g, 12

% 3.14159 =

0 5 10 15 20 25 20 E T 0 e oy 0 o

numero de bissecc¢des

numero de bissecc¢des

Figura 3: A) Evolucdo das estimativas calculadas da drea do circulo a medida que o ndmero de
bissec¢des de um quadrante aumenta, utilizando férmulas de bisseccdo que ndo sofrem de can-
celamento subtrativo. Azul: estimativa com base nos tridngulos internos OAB; laranja: estimativa
baseada nos tridngulos OAC “transbordantes”. B) Evolucdo do erro absoluto da estimativa de 11, em

escala semilogarftmica.
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MATEMATICA NA ANIMACAO GRAFICA E NA

INTERACAO

Tomar

jpatricio@ipt.pt

A incorporacdo de elementos visuais, estaticos ou dinamicos, que sugerem
ao espetador de um filme ou a um videojogador estar na presenca (virtu-
al) de elementos a 3D é uma realidade omnipresente. Igualmente omni-
presente neste contexto estd um conjunto de modelos matematicos. Nao
obstante estes modelos poderem ajudar a representar entidades de uma
certa complexidade, acabam por ser baseados em conceitos matematicos
relativamente simples, que iremos apresentar neste texto.

1. INTRODUCAO

Os computadores tém vindo a revelar-se potentes ferra-
mentas para a produgdo de graficos de forma rdpida e
econémica. Nao hd nenhuma drea que ndo tenha tirado
partido da visualizacdo grafica computacional, ndo sen-
do portanto de espantar que a computagdo grafica tenha
tido umas tdo vastas disseminagdo e aceitagdo. Embora no
seu inicio tenha sido necessdrio recorrer a equipamento
caro e pouco pratico, os avangos tecnolégicos forneceram
a computagdo grafica meios préticos e bastante econémi-
cos, sendo possivel encontra-la em dreas como a medicina,
engenharia, ciéncia, industria, entretenimento, arte, edu-
cacao e formagdo, entre outras.

Em muitas destas aplicacdes, os objetos sdo inicialmen-
te representados através de estruturas em linhas, conheci-
das por wireframes, que desvendam a forma genérica e as
caracteristicas internas do objeto em causa. Uma das virtu-
des desta abordagem consiste em permitir ao desenhador
aperceber-se rapidamente dos efeitos dos ajustamentos in-
terativos efetuados aos objetos. O software tipico de CAD é
composto por um ambiente multijanela, em que as vdrias
janelas apresentadas permitem ter visdes de partes e em es-
calas diferentes de um mesmo objeto.

Um outro contexto em que € suficiente o recurso a es-
truturas gréficas muito simples é o dos simuladores de

tanel de vento, uma aplicacdo muito comum na inddstria
automével e na inddstria aeroespacial.

Quando a fase de desenho do objeto se aproxima do
seu final, sdo aplicados modelos de iluminagdo e de ren-
derizagdo de superficies as estruturas anteriormente cria-
das, sendo assim mostrada a aparéncia do produto final.

Os métodos de computagio gréfica sdo bastante usa-
dos na criagdo artistica. Ha vdrias formas de o fazer, mas
uma das mais interessantes resulta do uso de uma combi-
nacao de programas de CAD e de construgdo e manipula-
¢do de imagens, que conjuntamente permitem desenhar
objetos e 0 ambiente que os rodeia, recorrendo a todo o
tipo de efeitos.

Um outro exemplo muito interessante consiste no re-
curso a visualizagdo de relagdes matematicas. Na figura 1,
apresentamos uma criagdo artistica que parte da férmula
xn _|_ yil —
do Ultimo Teorema de Fermat.

", com n =5, um caso particular que deriva

Os métodos da computagdo gréfica tém vindo a ser
muito bem-sucedidos no campo do entretenimento, como
em cinema, videos musicais e televisdo. Dois bons exem-
plos combinam imagem real com producdes gréficas vir-
tuais: o filme TRON: Legacy'e a saga Matrix.

Modelos gerados em computador de sistemas fisicos,
econémicos e financeiros tém sido usados como comple-
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Figura 1. Criagdo a partr da superficie em R3
dada por x" + y" = z", com n = 5, decorrente do Ultimo Teo-

rema de Fermat.

mentos a aprendizagem nestas dreas. Uma outra drea onde
a computagdo gréfica tem vindo a ser protagonista sdo os
chamados simuladores, sistemas que permitem simular,
por exemplo avides, comboios ou automoveis, usados para
formagao de pilotos ou condutores (ver figura 2).

Cientistas, engenheiros e médicos, entre outros, sdo
muitas vezes confrontados com a necessidade de analisar
grandes quantidades de informagado ou de estudar o com-
portamento de determinados processos. A visualizagdo
dessa informacao pode ajudar a perceber quais as tendén-
cias e caracteristicas imanentes a estes fenémenos.

Embora haja intersec¢des entre a computagdo grafica
e o processamento de imagem, as duas dreas atuam so-
bre dominios distintos. Enquanto na computagdo gréfica
o computador é usado para gerar a imagem, em proces-
samento de imagem sdo usadas técnicas matemdticas
e computacionais para analisar imagens previamente
existentes, tais como fotografias ou imagens de televisao.
No primeiro caso, temos as aplicagdes a tomografia com-
putorizada, em que a partir da informagdo numérica se
reconstroem secgoes tridimensionais da parte do corpo a
ser observada. O interesse no segundo caso é sobretudo
suscitado pela robética.

Neste trabalho comecamos por mostrar como as trans-
formagdes geométricas mais simples podem ser formula-
das matematicamente, revelando o papel preponderante
que as matrizes e as suas operagdes tém neste contexto.
Seguidamente apresentamos resumidamente alguns con-
ceitos matemadticos necessdrios a descri¢do de trajetérias
no espago, desde contextos mais simples, como a aplica-

simuladores de avides,

Figura 2. Exemplos de
de automdveis e de comboios.

¢do na representacdo de Orbitas de planetas de um siste-
ma solar, aos mais complexos, como a representacdo da
trajetéria de um automoével de competicio numa pista.
Terminaremos discutindo brevemente a questdo das de-
formagdes de modelos tridimensionais, mostrando que os
valores préprios — outra nogdo vinda da dlgebra linear —
sdo uma peca fundamental neste dominio.

1 https://www.imdb.comltitle/tt | 10400 |
2 https:/iwww.imdb.com/title/tt0 | 33093
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2. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS
As transformacgdes geométricas sdo usadas em computa-
¢do gréfica para cumprir dois objetivos:

1. Modelar e construir cendrios;

2. Navegar no interior de um espago bi ou tridimen-
sional.

Por exemplo, se quisermos representar um edificio com n
janelas, podemos proceder segundo os passos seguintes:

1. Construir uma janela recorrendo a fungdes e varia-
veis gréficas basicas;

2. Replicar a janela 7 vezes;

3. Colocar cada janela na localizagdo pretendida recor-
rendo a translagGes e rotagdes.

Assim se conclui que as transformagdes como as transla-
¢Oes e as rotagdes podem ser consideradas como opera-
¢oes de modelacdo de cendrios. Estas operagées podem
igualmente ser usadas para mover um bot ou um avatar
num ambiente virtual como um jogo FPS (First-Person
Shooter).

Podemos considerar a translagdo como o movimento
de um ponto ou de um objeto que o desloca de uma certa
distancia ao longo de uma certa direcao.

Por exemplo, se o ponto A = (x,y) é deslocado Ax
unidades ao longo do eixo dos XX’ e Ay unidades ao lon-
go do eixo dos YY’, transforma-se no ponto

A= (x+Ax,y + Ay)

cujas coordenadas sdo dadas por

x/ X+ Ax
Y y+ A4y

Na figura 3 apresentamos uma representagao esquematica
desta transformacéo.

Ax=1

I C] o |

AN

Figura 3. Representacdo de uma translagao 2D.

Se representarmos matricialmente quer os pontos quer

a translagdo propriamente dita, obtemos

w=lola=lo]r=la]

e portanto a translagdo pode ser expressa como
Al=A+T.

De uma forma genérica, aplicar uma translagdo a um obje-
to poligonal corresponde a aplicar a mesma translagdo aos
seus vértices (por exemplo, 0s cantos ou os pontos extre-
mos) de tal forma que as linhas ou os poligonos que cons-
tituem o objeto podem ser desenhados sobre os vértices
transformados.

No que diz respeito as rotagdes em torno da origem,
rodar um objeto segundo um angulo 6 corresponde a ro-
dé-lo em torno da origem segundo esse mesmo angulo 6.
Usando coordenadas polares (7, ¢), as coordenadas carte-
sianas de um ponto no plano sdo dadas pelas seguintes
equagoes:

{x = rcos¢

y = rseng

b (@,y)

/

;'\\9

Figura 4. Representacdo de uma rotacado 2D.

Apés rodar o ponto de um angulo 6 em torno da origem,
obtemos o seguinte ponto transformado:

{x/ = rcos(p+0)

/

y = rsen(¢p+0)
ou

x' = rcos@cosf —rsenpsent
y = rcos@send 4 rsen @ cost

ou seja

¥’ = xcosf—ysend
Yy = xsenf+ycosb
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e em nota¢do matricial
x| [ cos@ —senf x
v | | senf  cosf v

R(6) = [ cosf fseHG}

Se

sen 6 cos 6

denotar a matriz de rotagdo 2 x 2, entdo podemos escrever
A" = R(0)A.

Em resumo, a translagdo exprime-se através da adicdo de
matrizes, enquanto a rotagdo em torno da origem recor-
re ao produto de matrizes. Isto quer dizer que podemos
combinar um nimero arbitrério de transla¢Ges recorren-
do a soma de matrizes, bem como um nimero arbitrdrio
de rotagdes recorrendo ao produto. Contudo, ndo é possi-
vel calcular da mesma forma combinagdes de translagoes
e rotagdes. Nesse sentido, seria desejavel recorrer a uma
Gnica operagdo, por exemplo, o produto, para representar
quer as translagdes quer as rotagdes.

As coordenadas homogéneas sdo uma das formas
possiveis de resolver este problema. Com este tipo de co-
ordenadas serd possivel combinar um ntimero arbitrario
destas operagdes recorrendo ao produto de matrizes. Des-
te modo, translagdes e rota¢des definidas em coordenadas
homogéneas sdo dadas por

Translacdo: A’ = TA;
Rotagdo: A’ = RA.

Em coordenadas homogéneas um ponto P = (x,y) é re-
presentado pelo ponto homogéneo P = (X, Y, W), W # 0,
com

Em computagdo gréfica escolhe-se habitualmente W =1
por questdes de simplicidade. Usando coordenadas ho-
mogéneas, as transformagdes euclidianas sdo expressas
recorrendo a matrizes 3 X 3 da forma seguinte:

Translagao:
1 0 Ax
T(Ax,Ay)=| 0 1 Ay |;
0 0 1
Rotacao:
cosf® —senf 0
R(8) = | senf cosf 0
0 0 1

A matriz de rotagdo que apresentdmos é eficaz se preten-
dermos rodar um ponto em torno da origem. Vejamos
agora qual o procedimento a seguir se pretendermos ro-
dar um ponto em torno de um ponto arbitrario (xg, yo):

1. Transladar o ponto (x,, yo) até a origem, ou seja, apli-
car T(—xo, —Yo);

2. Aplicar a rotagdo R(6);

3. Transladar de novo o ponto para a localizagdo original,
ou seja, aplicar T (xo, yo).

De notar, por outro lado, que a ordem das transfor-
macgdes geométricas representadas por estas matrizes é
relevante, uma vez que o produto de matrizes, sendo as-
sociativo, ou seja, ABC = (AB)C = A(BC)néo é em geral
comutativo, ou seja, nem sempre AB = BA. Usando este
tipo de matrizes, a rotagdo em torno de um ponto arbitra-
rio é representada pela seguinte matriz C:

C = T(x0,50)R(0) T(—x0, —y0)-
Multiplicando por um ponto P, obtemos

CP = T(xo,¥0)R()T(—x0, —yo)P-

As transformag6es euclidianas sdo as que preservam a
distancia entre os pontos, sendo por isso também conheci-
das por transformagdes rigidas. As transformagdes afins,
que agora iremos abordar, caracterizam-se, por seu tur-
no, por preservar o paralelismo. Isto quer dizer que duas
linhas paralelas se mantém paralelas apds aplicagdo de
uma transformagdo afim. Como consequéncia deste inva-
riante, outras propriedades sdo preservadas. Por exemplo,
uma transformagdo afim preserva a colinearidade (todos
os pontos sobre uma linha mantém-se nessa linha apés a
transformacgédo), bem como as razdes entre distancias (o
ponto médio de um segmento mantém-se como ponto
médio ap6s a transformagdo).

Hé muitos exemplos de transformacdes afins. Pode-
mos, contudo, afirmar que sdo todas elas composi¢des de
quatro transformagdes afins bdsicas: rotagdo, translagado,
variacdo de tamanho e cisalhamento. Analisemos agora
estas duas ultimas.

A variagdo de tamanho consiste na altera¢do da di-
mensdo do objeto em causa. Escalar um ponto (x,y) se-
gundo um fator A, segundo o eixo dos XX’ e A, segundo
0 eixo dos YY’ corresponde a multiplicar as suas coorde-
nadas pelo respetivo fator de escalonamento:

MATEMATICA PARA A INDUSTRIA E INOVACAO + Matematica na Animacio Grafica e na Interacio

37



{x/ = X
v o= Ay

ou, usando notac¢do matricial sobre coordenadas homo-

géneas,
x! Ay 0 0 x
v =10 A 0 y
1 0 0 1 1

O cisalhamento (shearing) é a transformagéo que goza
da propriedade segundo a qual todos os pontos ao longo
de uma dada linha I se mantém fixos, enquanto que os
restantes sdo deslocados ao longo de uma diregdo paralela
a I numa distancia que é proporcional a sua distancia per-
pendicular a I. De notar que o cisalhamento sobre um ob-
jeto ndo altera a sua drea. O cisalhamento é generalizavel a
trés dimensdes, considerando-se planos em vez de linhas.

Cisalhar um ponto (x,y) por um fator h, ao longo do
eixo dos XX' e por um fator /1, ao longo do eixo dos YY’
corresponde a efetuar as seguintes operagoes:

¥ = x+hy
v = y+hyx

ou, usando notagdo matricial e coordenadas homogéneas,

X/ 1 he O x
v |=|h 1 0 Y
1 0 0 1 1

3. REPRESENTACAO DE CURVAS

Representar curvas no plano ou no espago reveste-se de
grande importancia neste contexto, por dois motivos: por
um lado pela representagdo do objeto em si, mas também
porque poderd corresponder a construgdo de uma trajeté-
ria de uma entidade numa cena a duas ou trés dimensdes.
As parametriza¢des de curvas tém sido por este motivo
bastante usadas no ambito de sistemas com realidade vir-
tual e aumentada, correspondendo, por exemplo, a traje-
téria ao longo das 6rbitas de planetas em torno da estrela
do seu sistema planetdrio.

Assim, dd-se o nome de curva no espago ao conjunto
geométrico 7 de pontos (x,v,z) de R? que sdo tragados no
espaco a medida que um parametro real ¢ (que habitual-
mente corresponde ao tempo) percorre um intervalo real
[a, b]. Denomina-se parametrizacdo de uma curva 7y toda
a fungdo s: [a,b] — R3 cujo contradominio é o lugar
geométrico da curva 7.

Iremos considerar algumas premissas no que a cons-
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trugdo de parametrizagdes diz respeito. Deste modo,
o tragado da curva tem de ser continuo, ou seja, a fungdo
s tem de ser continua no seu dominio [a, b]. A prépria ve-
locidade a que o tragado é levado a cabo terd também de
ser continua, ou seja, a fungao s terd de ser continuamente
diferencidvel em [a, b].

Dentro do universo das curvas no espaco, estaremos
interessados nas denominadas curvas regulares. Uma cur-
va 7 diz-se regular se admitir uma parametrizagdo s(t)
com ¢ € [a,b] tal que

» s(t) percorre continuamente e a uma velocidade con-

tinua a curva v;

» ndo hd paragens no tragado do gréfico definido por
s(t);

» nenhum ponto do espago é percorrido mais do que

uma vez.

Se
mos ao ponto de partida, entdo a curva diz-se fechada.

além disso, s(a) = s(b), ou seja, se no final regressar-

~

Vejamos agora alguns casos particulares de parame-
trizagdes, comegando pelo caso mais simples de um seg-
mento de reta, que iremos considerar, sem perda de gene-
ralidade, contido no plano XOY, e que estd representado
na figura 5.

Figura 5. Um segmento de reta no plano XOY.

Aquela que provavelmente serd a forma mais simples
de parametrizar o segmento de reta da figura 5, admi-
tindo um movimento a velocidade constante do ponto
Py = (0,0,0) ao ponto P; = (1,1,0) serd a seguinte:

s(t) = (1— 1) OBy + tOPy, t € [0,1].

Consoante o tipo de movimento pretendido, nomeada-
mente no que toca a velocidade a que o segmento de reta é
percorrido, podemos considerar parametriza¢des alterna-
tivas, como a seguinte:
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1
so(t) = (24,24,0), t € [O, E} ,
em que o segmento de reta é percorrido no mesmo senti-
do, mas ao dobro da velocidade, ou entao

s(t) = (1—261-24,0), t€ {oﬂ .

em que o segmento de reta é agora percorrido de P; para
Py, igualmente ao dobro da velocidade.

Uma outra trajetéria muito comum em computagao
gréfica é a da circunferéncia. Uma parametriza¢do para
uma circunferéncia de raio 1, centrada na origem (0,0, 0),
percorrida uma vez no sentido anti-hordrio com inicio no
ponto (1,0,0) e contida no plano XOY, tal como a repre-
sentada na figura 6, podera ser dada por

s(t) = (cost,sent,0), t € [0,27].

Figura 6. Uma circunferéncia no plano XOY.

Como caso particular, podemos estar interessados em
construir uma trajetéria correspondente a apenas um arco
da circunferéncia, percorrido num dado sentido, tal como
mostrado na figura 7, onde, sem perda de generalidade,
é representado um arco de circunferéncia percorrido no
sentido horério.

A A 91

/ ‘-\90 . &
\ | -7 "R
1‘ I L i
& = -
(0, Yo, 20)

Figura 7. Um arco de circunferéncia no plano XOY.

De uma forma genérica, uma parametrizacdo de um
arco de circunferéncia com centro em (xo,1o,zo), raio
R >0, com amplitude 6; € [0,271] e cujo angulo inicial
com o eixo dos XX’ é §y € [0,27], pode ser dada por

s(t) = (x0,Y0,20) + R(cos(6y £ t),sen(6y £ t),0),

com t € [0,01], em que o sinal “+” é escolhido para o sen-
tido anti-hordrio e o sinal “~” para o sentido hordrio. Es-
tamos a admitir, sem perda de generalidade, que o arco
de circunferéncia estd mergulhado num plano paralelo ao
plano XOY e que contém o ponto (0,0, zg).

Finalizamos esta seccdo com um caso particularmente
interessante para a construcdo de uma trajetéria de objetos
planetdrios em sistemas solares, que é tipicamente uma
elipse, que iremos admitir percorrida no sentido anti-
-horario. Este tipo de parametrizagdo tem sido usada para
construcdo de 6rbitas virtuais de planetas no ambito de
sistemas interativos com realidade aumentada, como o
projeto PlanetarySystemGO, apresentado em [4].

Consideremos uma elipse centrada em (xo, o) e eixos
paralelos aos eixos coordenados, com focos nos pontos Fy
e F,, como a representada na figura 8.

Figura 8. Uma elipse no plano XOY.

Se pretendermos escrever uma parametriza¢do desta
elipse, mas definida em relagdo ao foco F; = (x1,y;), cor-
respondente a localizagdo da estrela em torno da qual or-
bitam os planetas do sistema solar, é possivel demonstrar
que se pode considerar

s(t) = (x;+c+acost,y; +bsent), t € [0,271],

com ¢ = ++/]a2 — b2, expressio esta que pode ser usada
em sistemas que simulem a 6rbita de planetas, como de-
talhado em [9]. Na figura 9 apresentamos um exemplo do
uso deste tipo de trajetérias numa aplicagdo mobile, por um
utilizador do jd@ mencionado PlanetarySystemGO, um jogo
em que um dos objetivos consiste na percegdo, por parte
dos estudantes do ensino bdsico, das escalas corresponden-
tes aos objetos astronémicos, como planetas e estrelas.
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Figura 9. Algumas sequéncias do PlanetarySystemGO [3].

Na figura 10 apresentamos trajetérias dos planetas
do nosso sistema solar, parametrizadas como elipses, tal
como sdo apresentadas no ecrd do jogador do Planeta-
rySystemGO.

Uma aplicacdo diferente do conceito de trajetéria foi
utilizada no projeto BREUCA:®. Este projeto consistiu
numa parceria entre as empresas tecnoldgicas Sketchpixel
e Bubblecode, o Instituto Politécnico de Tomar e a Univer-
sidade do Minho. O seu objetivo foi o desenvolvimento de
um simulador de realidade virtual projetado para ser usa-
do num ambiente de jogo, dando possibilidade aos seus
utilizadores de competir em tempo real contra pilotos na
pista. Procurou-se que os utilizadores estivessem imersos
num ambiente tdo real quanto possivel, permitindo ajus-
tes na condugéo e nas defini¢des do automével por forma
a obter o melhor tempo por volta.

Uma das componentes principais do sistema de simu-
lagdo desenvolvido foi a descri¢do da pista. Tendo-se re-
corrido a pistas reais, como os autédromos do Estoril ou
de Braga, a pista é descrita a custa da curvatura x como
fungdo da parametrizacdo s da trajetéria correspondente
ao percurso da pista feito na sua zona central. A posicdo

do carro é entdo dada por s, pelo vetor 7 de translagdo do
centro da pista e pelo rumo « relativo a dire¢do da linha Figura 10. Perspetivas distintas do sistema solar.
central da pista, tal como estd esquematizado na figura 11.

Uma pista de automéveis, considerada como um obje-

to 3D, pode ser modelada a custa de sete varidveis:

X
» A posigao central da pista C(s) = (x(s), y(s),z(s)); [

centre line (s)

» Alargura da pista 7w(s);

» A matriz de orientagdo R(s) que é o produto de trés
matrizes de rotagdo em torno de cada um dos eixos: Figura 11. Modelo de representacdo da pista.
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1 0 0

Ry(y)=1| 0 cosy —senvy | ;

| 0 seny cosy

[ cosy 0 —senqy ]|
Ry(’y) = 0 1 0 ;

| seny 0 cosvy

[ cosy —seny 0]
R;(y)=| seny cosy O

0 0o 1

Esta informagdo é depois usada para construir trajeté-
rias 6timas, no sentido de proporcionar os melhores tem-
pos por volta, recorrendo a algoritmos de controle 6timo
[6] e de otimizagdo [12].

4. MODELAGAO DE CURVAS E SUPERFICIES

Seja f uma fungdo real de varidvel real definida no inter-
valo real [a,b], e suponhamos que os valores desta fun¢do
sdo conhecidos nos pontos a = xg < x1 < ... < x, = b.
O nosso problema consiste em tentar obter uma aproxima-
¢do do valor da fungéo f num ponto X distinto dos pontos
xi,i:O,...,n.

A aproximacdo de fungbes arbitrdrias em intervalos
fechados recorrendo a polinémios tem vdrias vantagens,
tais como a facilidade de criacdo de estruturas de dados
para representar polinémios interpoladores. No entanto,
a natureza oscilatéria dos polinémios de grau elevado,
bem como o facto de uma flutuagdo dos dados, por mui-
to pequena que seja, poder induzir uma grande alteracdo
nos valores do polinémio, restringe de alguma forma o
seu uso. Uma mitigagdo desta dificuldade reside no uso
de aproximagoes lineares nos intervalos definidos pelos
pontos x;, com i =0,...,n, o que, do ponto de vista ge-
ométrico, quer dizer que esta fungdo ndo é “suave”. Esta
“suavidade” é muitas vezes um requisito do contexto fisi-
co do problema. Nesta secgdo iremos abordar uma técnica
de interpolagdo polinomial segmentada “suave” que ndo
requer qualquer derivada. A forma mais comum de obter
estas aproximacdes consiste em considerar polinémios de
terceiro grau entre cada par de nés, obtendo-se os deno-
minados splines ctibicos segmentados [7]. Um polinémio
cibico tem quatro coeficientes, pelo que hé bastante mar-
gem de flexibilidade para garantir o cumprimento de um
dado ntimero de condigdes, como, por exemplo, a exis-
téncia de primeiras e segundas derivadas continuas, de
modo a assegurar a pretendida “suavidade”.

Apresentamos seguidamente a definigao de spline inter-
polador ctibico.

Dada a fungao f nas condigoes referidas no inicio desta
secgdo, o spline interpolador ctibico S de f no intervalo [a, b]
é uma funcdo que satisfaz as seguintes condicdes:

1. A restricdo de S ao intervalo [xj,x]»_H] é definida, para
cadaj=0,1,...,n— 1, pelo polinémio ctibico S;(x), no

intervalo [xj, x]»H], paratodoj=0,1,...,n—1;

2. S(xj) = f(xj) paratodo j =0,1,...,m;

3. Sj41(xj1) = Sj(xj1) paratodo j=0,1,...,n —2;
4. S;+1(xj+1) = S;(xj+1)para todoj=0,1,...,n—2;
5. 8" 4 (xj41) :S’;.(xj+1)paratodoj =0,1,...,.n—2;

6. Uma das seguintes condicdes de fronteira é satisfeita:
(@) S”(xg) =S"(xn) = 0 (fronteira livre ou natural);

(b) S'(x0) = f'(x0) eS'(xn) = f'(x,) (fronteira ligada).

Os polinémios B-spline correspondem geometricamen-
te a curvas no espaco, sendo dos tipos de spline mais usados
em vdrias aplicagdes. Tipicamente sdo construidos aproxi-
mando um conjunto de pontos, tendo, no entanto, duas im-
portantes vantagens:

1. O grau de um polinémio B-spline é independente (até
certo ponto) do ndmero de pontos de controle conside-
rados;

2. Os B-splines permitem algum controlo sobre a forma da
curva construida.

Como contrapartida a estas duas vantagens, os B-splines
sdo de alguma forma mais complexos do que outros tipos
de splines bastante usados, como os de Bézier [10].

O célculo das coordenadas das posigdes ao longo de um
B-spline pode ser feito a partir da expressao

P(u) =Y pxBra(u), 4.1)
k=0

com Umin < U < Umax, 2 <d <n+1, em que p; sdo os
pontos de controle, com k =1,...,n. As fungdes By 4 sdo
definidas através das denominadas férmulas recursivas de

3 https://breuca.com
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Cox-de Boor [2].

Assim como os B-splines que acabdmos de apresentar
nos permitem representar curvas, é possivel estender este
conceito para a representacdo de superficies. Em vez de ter-
mos um conjunto de pontos de controle py, comk =0, ...,n
, passamos a ter um retangulo formado por pontos py;, com
k=1,...,nej=1,...,m, obtendo-se

n o m

P(u,0) = Y Y PijBra(u)Bja(v)

k=0j=0

4.2)

Na figura 12 apresentamos um exemplo de uma superficie
B-spline. Esta representagdo foi feita com recurso a bibliote-
ca OpenGL [8], introduzindo efeitos de iluminagdo em tem-
po real para uma melhor perce¢do da tridimensionalidade
do objeto representado.

A representacdo de uma superficie como a da figura 12

Figura 12. Exemplo de uma superficie B-spline.

Figura 13. Representacao 3D de planetas.

é pouco cativante do ponto de vista do utilizador final. Este
aspeto pode ser melhorado recorrendo a modelos de ilumi-
nacgdo mais sofisticados ou a aplicagdo de texturas sobre a
superficie [11], que corresponde ao mapeamento de uma
imagem bidimensional a superficie 3D, dando-lhe assim
maior realismo e atratividade. As representages 3D dos
planetas no PlanetarySystemGO sdo um caso de aplicacdo,
e na figura 13 sdo apresentados exemplos.

5. ANIMAGCAO, DEFORMAGCAO E MOVIMENTO
Uma das aplicagdes fundamentais da computacio gra-
fica tem a ver, como ja foi demonstrado, com a criagdo de
modelos tridimensionais e sua animacgdo. Associado a es-
tes conceitos, ha necessariamente a considerar a nogdo de
deformacdo, que consiste em alterar de forma dindmica
as dimensdes e posi¢des relativas de objetos presentes na
cena interativa, como, por exemplo, em jogos de video de
combate corpo a corpo. Ha um vasto conjunto de conceitos
matemadticos necessdrios para a criagdo de modelos de de-
formagcao e de animagdo, além da breve anélise que fizemos
sobre modelos de movimentacdo [1]. Entre estes conceitos
contam-se os de valor e de vetor préprio.

Recordemos que, se A é uma matriz quadrada (real ou
complexa) de ordem 7, entdo diz-se que o escalar A (real ou
complexo — mesmo para matrizes reais) é um valor préprio
de A se existir um vetor x de ordem n diferente do vetor
nulo tal que

Ax = Ax.
Ao vetor x que satisfaga esta condigdo da-se o nome de ve-
tor préprio de A associado ao valor préprio A.

No contexto da animagéo e deformacdo em computagao
grafica, os valores préprios sdo frequentemente utilizados
para analisar e controlar a deformacdo de modelos 3D, par-
ticularmente no campo de animacido de personagens [5].
Seguidamente apresentamos alguns campos concretos de
aplicacdo.

Os modelos de personagens em animagao sao frequen-
temente representados como malhas. Os valores préprios
de matrizes associadas a essas malhas podem ser usados
para analisar como a malha se deforma quando submetida
a vdrias transformacgdes, como, por exemplo, na animacao
esquelética ou em processos de metamorfose (morph targets).
Por outro lado, os valores préprios permitem compreender
a influéncia das intersecgbes da malha — as articulagdes es-
queléticas do modelo de uma personagem — durante o pro-
cesso de animacdo. Trata-se de uma questdo crucial para
obter deformagdes realistas e de aparéncia natural.
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Por outro lado, os vetores proprios estdo associados a
formas de representagdo da deformagdo de uma estrutura
ou de um modelo. Neste sentido, podem ser usados para
criar eigenskeletons, que sdo formas de recuperat, pelo menos
parcialmente, o realismo da personagem original, que pode-
rd ter-se perdido ao representa-la por uma malha, tal como
é exemplificado na figura 14, onde mostramos deformagoes
sobre o modelo original, mais a esquerda.

Figura 14: Movendo o brago de Neptuno usando
deformacdes [5].

6. CONCLUSOES

Nestas breves pdginas pretendemos mostrar ao leitor como
muito do que se vé, no que a Realidade Virtual diz respei-
to, depende da qualidade dos modelos tridimensionais que
se criam, que por sua vez recorrem fortemente a modelos
e conceitos matematicos. Neste trabalho néo tivemos a pre-
tensdo de elaborar sobre os conceitos mais avan¢ados, mas
sim mostrar como até os conceitos mais conhecidos do cdl-
culo e da algebra linear estdo presentes e ajudam a descrever
o mundo virtual. Por outro lado, tivemos a preocupacdo de
mostrar estes conceitos em acdo em dois projetos em que es-
tivemos envolvidos, o projeto PlanetarySystemGO, que vi-
sou a producdo de um sistema de realidade virtual e aumen-
tada, e o projeto BREUCA, que conduziu ao desenvolvimen-
to de um simulador de corridas de automéveis, destinado
ao treino fora de pista de pilotos profissionais, mas também
a andlise do seu desempenho, considerando a trajetéria e as
demais caracteristicas da pista.
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laire Voisin (Franca, 1962) € considerada

uma das mais importantes especialistas
em geometria algébrica dos nossos tempos
e uma das personalidades mais relevantes na
cena matemdtica internacional.
Ja depois de esta entrevista ter sido realizada,
em novembro de 2023, foi-lhe atribuido, no
final do més de janeiro, o Crafoord Prize em
Matemdtica de 2024. Este prémio é conferido
pela Academia Real das Ciéncias da Suécia e
pela Fundacao Crafoord (Lund, Suécia) e tem
por objetivo galardoar dreas cientificas nao
abrangidas pelo Prémio Nobel. Ao sabermos
desta maravilhosa noticia, permitimo-nos, com
a sua autorizacao, acrescentar algumas per-
guntas no final da entrevista. Para que todos
a conhecamos, respondemos com este texto
a pergunta que surge na cabeca daqueles que
nos leem: afinal quem ¢é Claire Voisin?
Claire Voisin doutorou-se na Université de Pa-
ris-Sud XI — Orsay em 1986. Ao longo da sua
carreira de investigadora do CNRS (Centre
National de la Recherche Scientifique), traba-
lhou na Université de Paris — Orsay, no Institut
de Mathématiques de Jussieu (IM]), no Institut
des Hautes Ftudes Scientifiques (Blres-sur-
“Yvette), na Ecole Polytechnique (Palaiseau) e,
mais recentemente, ocupou a cdtedra de Geo-

GAZETA DE MATEMATICA Claire, impressionou-nos muito
saber que cresceu no seio de uma familia de 12 irmaos e irmas.
E dificil imaginar como é que os seus pais organizaram a vida e

como ¢ que conseguiu ter sossego para se tornar a pessoa que €.

CLAIRE VOISIN Nao foi bem assim. Na pratica, nunca vi-
vemos os 12 em casa ao mesmo tempo, porque a familia
cresceu ao longo de 22 anos entre o mais velho e o mais
novo (o tltimo nasceu em 1968). As minhas vdrias irmas
mais velhas sairam de casa muito cedo e eu sou a décima.
Nas minhas primeiras memorias, jé s6 havia cinco ou seis
irmaos em casa. O pior era ndo dispor de um quarto s6
paramim. A casa era grande e as divisdes amplas, mas ndo
eram numerosas.

metria Algébrica no College de France, sendo
a primeira mulher a ocupar este cargo extre-
mamente honroso. Atualmente € directrice de
recherches (CNRS) do IM].

Claire Voisin abordou e resolveu problemas
com longa histéria. O seu nome estd indubi-
tavelmente ligado a conjeturas famosas, como
a conjetura de Kodaira, a conjetura de Hod-
ge, a conjetura de Green e a simetria espelho.
Foram-lhe atribuidos vadrios prémios, dos quais
destacamos o Prémio Shaw (2017), conhecido
como o Prémio Nobel do oriente. Destacamos
também, entre outros, o prémio da European
Mathematical Society (1992), o prémio Servant
da Académie des Sciences (1996), o prémio
Ruth Lyttle Satter em Matemdtica (2007), o
Clay Research Award (2008), a medalha de
ouro do CNRS (2016) e, mais recentemente,
o prémio L'Oréal-Unesco (2019). Foi oradora
convidada no Congresso Internacional de Ma-
temdticos (ICM) em 1994

Em reconhecimento da sua contribuicao para
a ciéncia, € membro de vdrias sociedades cien-
tificas incluindo a Académie des Sciences, a
Academy of Sciences Leopoldina (Alemanha),
a Royal Society of London e a American Aca-
demy of Arts and Sciences.

GAZETA Estavam superlotadas...

CLAIRE A este prop6sito ocorre-me com muita simpatia a
escritora Virginia Woolf, que escreveu sobre esta necessi-
dade de espago privado (A Room of One’s Own) como con-
digdo de liberdade e criatividade. S6 no meu dltimo ano de
Ensino Secunddrio é que tive direito a um quarto sé para
mim, o que me deixou excelentes recordagdes. Agora pos-
suo um amplo apartamento em Paris onde me sinto muito
bem e a vontade.

GAZETA Além do sossego como condigdo para criativida-
de, dirfamos que o que conseguiu realizar é tdo impres-
sionante que deverd ter tido inicio na sua infancia, talvez
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desencadeado por alguma espécie de estimulo familiar.
Como eram 0s seus pais neste aspeto?

CLAIRE Os meus pais nasceram em 1917 (pai) e 1922 (m3e).
A minha mée jd tinha 40 anos quando nasci. Com uma
prole tdo grande, ndo se preocuparam especialmente em
estimular os filhos. No entanto, em 1972 o meu pai (enge-
nheiro de profissdo) ficou desempregado, o que foi drama-
tico, por um lado, mas permitiu-lhe dedicar tempo a minha
formagdo matematica. Tal foi possivel porque a maioria dos
irmdos mais velhos jé tinha saido de casa, e 0 meu irméio
a seguir em idade néo tinha o menor interesse por mate-
madtica. O meu pai tinha uma vasta cultura matematica que
me transmitiu (geometria dos tridangulos, algum célculo
infinitesimal, equacdo da elipse) a moda antiga, pois a sua
formacdo fora realizada antes da II Guerra Mundial. Passei
mais tarde por uma fase de critica, pois na escola a aborda-
gem era completamente diferente, a das matematicas ditas
modernas, por exemplo, a teoria dos conjuntos, axiomas,
operagdes abstratas, escrita de niimeros na base 2 [risos]... A
bagagem aprendida com o meu pai foi excelente.

Um outro pormenor: o meu irméo mais velho (mais dez
anos) foi estudar para Paris e deixou um livro escolar em
alemao, um livro de édlgebra, que comecei a estudar. Foi uma
sorte.

GAZETA Pois entdo comegou sozinha.., mas podemos di-

zer que o seu pai a influenciou. Por ocasido do prémio Shaw

mencionou também numa entrevista que o espirito dos
anos sessenta tinha muito peso no seu ambiente familiar.
Pode ser mais precisa?

CLAIRE Nao foram os anos 60, mas sim o final dos anos 60,
o0s Beatles jd eram passado.

Os meus pais eram muito intelectuais, fortemente in-
teressados pela politica mundial. Cerca de 1968, falava-se
a mesa de assuntos como a morte de Martin Luther King.
De tal forma que o meu irm&o mais novo se chama Martin.
Preocupavam-se com os problemas do chamado terceiro
mundo: a fome, a falta de liberdade, etc.

Por outro lado, 0 meu irmé&o mais velho, que tinha cer-
ca de 16 anos, estava muito presente nas discussdes porque
participava na agitagdo publica geral.

Os meus pais falavam muito sobre os filésofos do Colle-
ge de France, sobre Sartre e Beauvoir. Mas o que os preocu-
pava mais eram as implicagdes morais, daf interessarem-se
por Luther King e também pelo Abbé Pierre. Conhecem-
-no? Foi um sacerdote dedicado ao combate contra a pobre-
za. Os meus pais seguiam de perto estes assuntos e eu es-
cutava-os, assim como os pontos de vista dos meus irmaos
politicamente ativos. Era uma maneira de lhes chamar a

atencao...

GAZETA A preocupacdo social influenciou-a? Ou teve o
efeito oposto (como as criangas, por vezes, reagem por 0po-
si¢do aos pais)?

Claire (3.* em baixo a contar da
esquerda) com a familia, em 1966
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CLAIRE Os meus pais eram muito intensos, preocupados
com os grandes problemas mundiais. Ndo havia espago
para uma atencdo individualizada. De certa forma, ndo
tinhamos direito de nos queixar face aos males do mun-
do. Néo era suposto sermos importantes. Isto ndo foi uma
coisa boa. Havia uma total falta de ambigdo para nds, com
tantas outras coisas mais importantes. Tive a sorte de es-
capar a este caminho totalmente desprovido de ambigéo.

Esta visdo era excessiva face ao trabalho individual. As
matemdticas para mim foram uma maneira de chamar a
atengdo do meu pai, por contraste.

GAZETA Em Paris, nos anos 70, era habitual, para cientis-
tas ou ndo, frequentar os semindrios no College de France
dos grandes pensadores da época, por exemplo, Rolland
Barthes. Serd que este habito se mantém?

CLAIRE N&o, muito menos, perdeu-se esse hdbito. Ne-
nhum professor atual do College de France tem a influén-
cia dos filésofos desses anos. Em maio de 68 havia uma
mistura e uma partilha de diferentes formas de pensar que
nao existe agora.

GAZETA Lemos que a matemadtica para si ndo apareceu
como primeira escolha precocemente. Como foi esta esco-
lha?

CLAIRE Considerei todas as possibilidades. O diretor da
minha escola aconselhou-me a inscrever-me nas classes
preparatérias do Lycée Louis-le-Grand, que frequentei
dos 17 aos 19 anos. Foi uma decisdo excelente. O ensino
era muito bom. Eu era boa a matemadtica, mas ndo via a sua
profundeza. Era como que um jogo, ora eu ndo gosto de
jogos, sou uma pessoa muito séria. Recordo que também
tive af excelentes professores de literatura.

Aprendi matemadtica muito sélida, mas era como que
um conjunto finito de regras, faziam-se uns célculos...
Faltava-me qualquer coisa, era demasiado pratica... Sim, a
pratica é boa para perceber as defini¢oes.

GAZETA No fundo, considera que na escola a matematica
é ensinada como um conjunto de regras e deve-se jogar se-
gundo estas, mas ndo h4 lugar para criar coisas novas, falta
a criatividade?

CLAIRE Foi ao fazer investigagao que passei a levar a ma-
temdtica mais a sério. Estava diante de algo muito prome-
tedor, muito sério. Percebi que havia tanto para descobrir,

tanta coisa que ndo sabemos! N&o se trata, de todo, de um
mero jogo.

GAZETA E como levantar um véu. Tem-se um mundo
para descobrir. Mas, para tal, precisamos de bases...

CLAIRE Por volta dos 21 anos, perguntei-me se devia es-
tudar filosofia. Foi no tempo em que néo sabia ainda o que
era fazer matematica. Atualmente ndo lamento ter deixado
a filosofia.

GAZETA A Claire disse numa entrevista algo como “te-
nho a nostalgia do periodo em que a minha vida era sobre-
tudo centrada em casa e dividida entre a investigagdo e a
educagdo dos meus filhos”. Por que raz&o?

CLAIRE Eu amo os meus filhos, e mais ainda em adultos.
Agora que sairam de casa, a minha vida ndo é vazia, via-
jo mais, vejo mais pessoas, participo em mais comissdes.
No passado, a minha vida era mais concentrada: em casa.
Fazia matemética em casa, tinha menos viagens e isso tal-
vez lamente, embora considere que viajar pelo mundo e
discutir com pessoas sejam mais distra¢gdes do que outra
coisa. O que me trouxeram?... Concluir que o mais impor-
tante para mim ¢ ficar dentro de mim. Pessoalmente, ndo
acho fundamental interagir com muita gente. Portanto, o
que quis dizer foi que até certo momento, estive muito con-
centrada: tinha apenas a matematica e a vida familiar. O
contraste da vida familiar com a matematica era crucial. A
matemadtica era 0 meu espago, s6 meu.

GAZETA Em Portugal, na universidade, damos muitas
aulas, o que sobrecarrega a vida das maes. O cuidado das
criangas recai muito sobre a mae.

CLAIRE Em Franga, se bem que nédo tanto como h4 30 anos,
0 apoio as criangas é bastante bom. A escola é obrigatéria
aos 3 anos e antes disso hd creches para as criangas a partir
dos 3, 4 meses. Eu tinha muita ajuda! O que era mais com-
plicado era convencer as pessoas de que era importante
fazer matemética em casa. As vezes, tentava ter uma das
criangas comigo, mas era muito dificil.

GAZETA Entdo ndo hd nada a lamentar...
CLAIRE Agora tenho mais tempo, mas néo fago mais...

Naquela altura vivia apenas para os aspetos centrais, de
maneira focada.
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Claire e os filhos no jardim de casa, em 1998

GAZETA Claire, sabe que é um exemplo de como a mater-
nidade ndo é um impedimento para um grande sucesso na
investigagdo. Fora a partilha de tarefas com o seu marido,
ele mesmo um reconhecido matematico, haverd algum se-
gredo para aproveitar tdo bem o tempo?

CLAIRE A matematica era o meu espago. Recomecava ra-
pidamente apds cada nascimento. Por vezes, tive de lutar
pela minha vida matematica... Porque é a minha maneira
de me expressar.

Nao era tanto por sermos organizados, se bem que fos-
semos bem organizados. Viviamos numa terra pequena,
sem necessidade de usar carro, era tudo perto e simples.

GAZETA Sabemos que a pintura e a musica tém um lugar
especial na sua vida. Comecemos pela pintura.

CLAIRE Cerca dos 19, 20, até aos 22 anos, pintava muito.
Mas apenas como complemento da matemadtica. A minha
vida social era praticamente vazia. Ndo estd na minha na-
tureza relacionar-me...

GAZETA No entanto encontrou o seu marido!

CLAIRE [Risos] O encontro com o meu marido foi quase
por milagre, ele era na altura professor em Orsay, onde eu
estava a preparar o meu doutoramento, mas nao foi af que
nos conhecemos. Foi uma sorte. Tive imensa sorte! Na ver-
dade, ao longo da vida nunca tomei grandes decisdes, foi
acontecendo.

GAZETA Agora tem mais vida social, com tantos prémios,
com a fama pelos resultados espetaculares que obteve...

Mudando de assunto, uma de nés tem a pretensdo de
pintar. Serd que podemos ver alguma das suas produgdes e
depois inclui-la na publicacdo da entrevista?

CLAIRE Sim, vou mostrar-vos um quadro que considero
ser o meu melhor. Gosto muito dele e por isso conservo-
-o. Foi pintado quando era muito nova. Agora estou mais
virada para o desenho, desenho pequenas coisas, drvores,
coisas simples.

No passado, com os meus filhos, fazia muitas coisas,
modelagem... Nao eram muito talentosos. Mentira, dois
deles sim. Eram muito bons momentos! Também tinha
gosto em educar e fazer atividades, mas para brincar ao faz
de conta néo.

GAZETA DE MATEMATICA + 202



No IHES, em 2007

GAZETA Ajudava os seus filhos em matemdtica?

CLAIRE Nao era uma tarefa facil. A principio tentava ensi-
nar, mas eram coisas demasiado abstratas. As criangas com
9, 10 anos, tém facilidade em aprender, mas nao tém capa-
cidade de abstragdo. Acabei por ensinar coisas simples, sis-
temas de duas equagdes com duas varidveis, por exemplo.

Dois dos meus 5 filhos sdo matemadticos: quando eram
teenagers, era dificil discutir matemadtica com eles e quanto
mais crescidos, pior. Queriam descobrir por eles mesmos,
talvez eu fosse demasiado rdpida. Os outros meus filhos
ndo se interessam por matemdtica. Um dia, a minha tercei-
ra filha, quando estava na classe preparatéria para o cur-
so de Gestéo (pelos seus 18 anos), precisou de ajuda, mas
sem real interesse. Tive muita dificuldade em convencé-la
a manter o telemével desligado. Ndo tenho muito boas re-
cordagoes desse periodo.

GAZETA Sabemos que todos os seus filhos tocam um ins-
trumento. Que papel teve a mdsica na vossa vida familiar?

CLAIRE Sim! Fagote, oboé, viola, piano.. Sdo bastante
bons. Eu comecei tarde a tocar violino. Creio que nao te-
nho bom som, é s6 por divertimento. Nunca os forcei a
estudar, achava que isso tinha de partir deles. Mas incitei-
-os a aprender um instrumento porque é étimo para criar
disciplina, uma vez que tém de tocar todos os dias. Acaba-
ram por ser todos bons mdsicos.

GAZETA Algum dos seus filhos é mdsico profissional?

CLAIRE Nao... O problema é que é dificil ter-se uma boa
vida. Tem de se dar concertos, mas também ensinar.
A Leila Schneps tem quatro filhos e um deles é musico
profissional, bastante impulsionado por ela, mas eu nao
fiz isso com os meus. Acho que é uma vida muito dificil,
héd muitas dececdes, o mérito ndo é facilmente reconhe-
cido. Enquanto na universidade podemos ensinar e fazer
investigagdo, e é-se reconhecido de forma mais justa.

GAZETA E preciso ter-se paixdo pelo que se faz... Pode
dizer-se que ama Paris?

CLAIRE Sim, sem duvida! E verdade. Passdmos 23 anos
em Bourg-la-Reine, que é uma cidade pequena muito
simpédtica, muito prética para criar os filhos. H4 11 anos,
muddmos para Paris, quando eles estavam a terminar
o Secunddrio. Sinto-me muito melhor em Paris, onde
ando muito a pé pensando em matemdtica. Trabalhar em
Bourg-la-Reine ndo era tdo eficaz. Em Paris estou mais
concentrada.

GAZETA Paris serd mais excitante?

CLAIRE E uma cidade muito intensa, a arquitetura, o am-
biente, é entusiasmante.

GAZETA Outros dos seus interesses de juventude foram a
filosofia e a poesia. Como é no presente? Poderia partilhar
connosco autores da sua preferéncia?

CLAIRE Em poesia, gostava muito de Mallarmé, Baudelai-
re, Rimbaud, e dos cldssicos em geral. Mais recentes, René
Char, Gérard de Nerval, Philippe Jaccottet. Atualmente
ndo leio poesia, mas a poesia ficou marcada em mim. Por
exemplo, Baudelaire ficou-me na meméria. Assim como
no caso da filosofia, recordo, por exemplo, Jean Cavailles.
Had 40 anos, a minha lista de autores era longa. De facto,
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atualmente os meus gostos mudaram, leio mais roman-
ces, biografias, ensaios, livros de Histéria. Continuo a ler
bastante.

GAZETA Voltando a questdo do ensino, sabemos que fez
“speed dating” com jovens estudantes no Institut de Fran-
ce. Apesar de o ensino nao fazer parte das suas obrigagées,
é algo que lhe agrada?

CLAIRE E dificil de dizer. N&o creio ter paciéncia para en-
sinar, sobretudo a teenagers. Apesar de algumas experién-
cias correrem bem.

Gosto mais de ensinar cursos de mestrado e tive de o
fazer quando estava no College de France. Neste caso, tem
de se ser muito organizado, procurar estimular. E muito
exigente introduzir de modo eficaz utensilios, por vezes
muito sofisticados, necessdrios a investigacdo. Nao é como
fazer um semindrio em que se tem de ser um pouco vago
por vezes. Os alunos tém de perceber tudo desde o princi-
pio. E muito exigente para mim, mas tenho interesse em

dar cursos de tempos a tempos.

GAZETA Observdmos que a Claire ndo evita a discussao

publica em torno da matemdtica, dando um conjunto de
entrevistas, conferéncias, etc. Numa destas, apreciamos
particularmente uma afirmacao que fez: “Tous les puissants
outils théoriques que nous développons trouveront tét ou tard
une application.” (Todos as poderosas ferramentas tedricas
que desenvolvemos encontrardo aplicagdo mais cedo ou
mais tarde.)

CLAIRE Isto leva-nos a questdo do porqué. Se calhar,
porque trabalho em matemadtica pura, em particular, em
geometria algébrica, em que hd muitas questdes que que-
remos responder, mas cujas aplica¢es parecem vazias. E,
muitas vezes, somos confrontados por nds e por outros, so-
bre porque é que o fazemos. Sinceramente, acho que essa
questao é errada, primeiro porque o fazemos por estarmos
profundamente interessados num tema, em segundo lu-
gar, porque esta é a forma segundo a qual a matematica se
desenvolve. Desenvolve-se criando ferramentas para nés,
mas que no futuro servirdo para outros propésitos. Eu ndo
acredito que aquilo que faco seja indtil.

GAZETA Claro que ndo... Nao se pergunta a um mdusico
porque faz musica e qual a sua utilidade.

No seu escritdrio,
em 2022
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Apontamentos de Claire

CLAIRE Esse é outro aspeto, mas ndo é a isso que me refiro.
Claro que essa é uma boa resposta porque se trata de uma
atividade essencial. O ser humano gosta de abstracdo. E a
matemadtica é a tinica ciéncia onde a encontra com o maior
rigor baseando-se na légica. Penso que a matematica é a
ciéncia mais importante para o desenvolvimento do pen-
samento humano. No entanto, o que queria era salientar a
importancia da matemdtica que estamos neste momento a
fazer. Os teoremas que estou a provar podem nao ter apli-
cagdo direta, mas as ferramentas que estou a desenvolver
e a criar sdo com certeza tteis para o desenvolvimento da

ciéncia.

GAZETA Arnaud Beauville, seu orientador de doutora-
mento, falou em 2003 sobre a sua prova da conjetura de
Green no famoso Semindrio de Bourbaki. Ele era um sé-
nior e a Claire era uma jtinior. Parece uma espécie de in-
versdo de papéis. Como se sentiu na altura?

CLAIRE Eu jd nédo era assim tdo junior. J4 andava nos 40.
Mas, antes disso, jd ele tinha falado do meu trabalho num
semindrio quando eu era muito jovem. De facto, quando
deu essa palestra sobre o meu trabalho, jd eu estava nos
quarentas. Nessa altura, eu jd ndo me considerava uma ju-
nior. Ainda assim, foi de facto muito simpdtico da parte
dele té-lo feito. Eu sofro com o facto de que Arnaud Beau-
ville, apesar de ser uma pessoa tdo famosa e conceituada
em Franga, ndo seja membro da Academia. Ele é tdo forte e

tao bom! Nao entendo como é que eu sou e ele nédo é. Pode
haver um conjunto de razdes politicas para ele ndo ser e eu
ter obtido titulo apenas por ser mulher. Atualmente fica
bem dar estes titulos a mulheres. Eu ndo gosto desta situa-
¢do e considero-a muito injusta.

GAZETA Isto leva-nos a outra questdao. Como lida com o
facto de ser a tinica mulher que ganhou o Prémio Shaw?

CLAIRE Pessoalmente, sempre fui uma pessoa solitdria
e, como disse antes, vivi sobretudo em casa, sem sociali-
zar. Ou seja, nunca sofri com o facto de estar num mundo
maioritariamente masculino. Eventualmente, se tivesse es-
tado mais envolvida na vida universitdria, talvez tivesse
sentido mais essas condicionantes. Portanto, nunca pensei
muito nisso de ser a inica mulher. Foi, de facto, um grande
reconhecimento. Confesso que tive e tenho um bocado de
receio de que me tivessem dado o prémio exatamente por
isso, por ser mulher. E essa ideia para mim é dolorosa.

GAZETA N6s nao acreditamos nisso. E seu o prémio por-
que o mereceu!!!

CLAIRE Olhem o que fazem os media... Aquilo que dizem,
a tnica coisa que dizem, quando se recebe um grande pré-
mio, é que se é uma mulher. Ndo falam do trabalho. E ndo
falo s6 por mim, falo em geral. Quando a Karen Uhlen-
beck ganhou o Prémio Abel, a tinica coisa que 0s jornais
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referiam é que se tratava de uma mulher. E absolutamente
dramaético que apenas se foquem nesse aspeto. Quando
se é uma mulher que passa por esta situagdo, quando se
trabalha, ndo se quer saber se 0 nosso género importa. E,
infelizmente, concluimos que o mais importante para as
pessoas é o facto de sermos mulheres. Mais do que o nosso
trabalho.

GAZETA E triste que ainda tenhamos de falar disto.
O facto de sermos mulheres. Deviamos jd estar noutra
fase...

CLAIRE As vezes, sinto-me apanhada numa armadilha.
Eu tornei-me uma mulher matemdtica. Nao simplesmente
uma matemadtica. Sou vista como uma mulher matematica.
Nao queria que isto fosse assim. Ndo queria que a matema-
tica que fago fosse apreciada ou avaliada segundo o ponto
de vista de que sou uma mutlher.

GAZETA Se calhar, insistem nessa visdo porque a Claire
tem uma familia numerosa e a vida familiar normalmente
é limitativa no alcangar de grandes sucessos.

CLAIRE Conhecem o Christopher Hacon? Ele faz geome-
tria algébrica como eu e tem seis filhos! E a mulher dele tra-
balha. Para ele ndo ha contradicdo entre ser um excelente

matematico e a vida familiar.

GAZETA E como disse: hd que estar concentrada no que
se faz. Percebemos que, para a Claire, ¢ mais importante
o trabalho que faz do que os prémios em si. Mas nao re-
sistimos a perguntar-lhe: qual é o seu trabalho (ndo como
mulher), que mais gostou de ver reconhecido?

CLAIRE Para mim, talvez o reconhecimento que mais
apreciei tenha sido a comunicagdo no Semindrio Bour-
baki sobre o meu trabalho. Primeiro, por estar orgulhosa
do meu trabalho e, segundo, porque o Semindrio Bour-
baki é uma instituicdo em Franca.

Devo dizer que, de certeza, é para mim o melhor reco-
nhecimento que tive. Alguém de quem gostamos falar do
nosso trabalho... Claro que também ¢é agradével receber
prémios, mas ndo tém o mesmo significado. Reconhecen-
do eu que os mesmos nos ddo mais visibilidade, mas esta
nao é tao facil de gerir. Depois dos prémios, da sua envol-
véncia e das consequéncias, torna-se mais dificil voltar ao

nosso canto e a matematica. E algo perturbador.

GAZETA Tem imensos alunos. Como os gere? D4 um pro-
blema a cada um? Segue-os de perto?

CLAIRE Sigo-os de perto, dou-lhes problemas que geral-
mente sdo desenvolvimentos do meu préprio trabalho,
que mais ou menos sei onde irdo parar. Tenho as minhas
estratégias. Os melhores alunos tém mais liberdade para
fazerem o que querem, mas habitualmente aos outros
dou bastantes pistas. Agora as teses de doutoramento
sdo apenas de trés anos, incluindo um relatério; os meus
alunos tém de ter dois ou trés trabalhos escritos. Nun-
ca lhes dou problemas completamente abertos onde néo
sei onde vdo parar. Nestes trés anos é quando aprendem
muito, é a fase em que se tornam investigadores, o que
aprendem escrevendo artigos, fazendo demonstracdes.
Normalmente, vou a universidade pelo menos uma vez
por semana para dar o meu semindrio e acompanhar os

meus alunos.

GAZETA Nesta fase, tem algum problema com que esteja
mais obcecada? Podemos sugerir que fale um pouco do
seu trabalho em simetria espelho?

CLAIRE J4 ndo trabalho nisso hd muito. Parei por duas
razdes, uma porque havia jd muita gente a trabalhar no
assunto e outra porque ndo conseguia acompanhar os
fisicos. Eles trabalhavam muito depressa e eu ndo conse-
guia acompanhar com demonstra¢des rigorosas. Simul-
taneamente, tinha a sensagdo de que estava a afastar-me
do meu préprio caminho. Preferi seguir os meus préprios
questionamentos. Sobre a outra pergunta, trabalho agora
num assunto que me interessa muito, muito bonito, que
sdo as variedades Hyperkidhler. Sdo variedades Kédhler
compactas que ndo tém de ser algébricas, a geometria
é mais abstrata, ndo contém em geral subvariedades
complexas interessantes. Claro que as compreendemos
melhor via teoria da deformagdo gracgas ao teorema de
Kodaira: muitas sdo algébricas, muitas nao sao. Um pou-
co como os tori complexos e as variedades algébricas. O
tema faz apelo a diferentes dreas da matemadtica, como
geometria diferencial complexa, distdncia associada a
métrica de Kéhler e, é claro, geometria algébrica. Os seus
espagos moduli sdo conhecidos gragas ao teorema de To-
relli. Os ciclos algébricos sdo muito especiais. Estas varie-
dades sdo um pouco como as variedades abelianas, mas
mais misteriosas, pois ndo tém uma estrutura de grupo.

Trabalho nisto hd dois ou trés anos. Recebemos uma ERC
Synergy Grant para isso. Trabalho com os professores

GAZETA DE MATEMATICA + 202



Durante a cerimdnia de entrega de prémios do EMS. Entre outros laureados, a comecar da direita: Labourie, Hirzebruch,
Karoubi, Jacques Chirac, Claire, Franke, Goncharov, Kontsevich

Debarre, Macri e Huybrechts. O projeto de 8.5 milhdes
[de euros] consiste em testar algumas das conjeturas
fundamentais da matemdtica moderna nas variedades
Hyperkahler. E um assunto sobre o qual j& escrevi um
conjunto de artigos em colaboragdo, ao passo que habi-
tualmente publico sozinha. E algo novo para mim que se
tornou bastante agradavel.

Recentemente, investigo a teoria dos ciclos algébricos,
quero percebé-los como em topologia. Consideramo-los
subvariedades de uma variedade algébrica e introduzi-
mos certas relagdes no grupo abeliano gerado. Aparecem
assim os grupos de Chow.

GAZETA Préximo da teoria dos motivos?

CLAIRE Sim, sdo uma teoria muito relacionada com os
motivos, do ponto de vista da geometria algébrica com-
plexa, da teoria de Hodge e da conjetura de Hodge. Os
grupos de Chow sdo o que computamos num motivo. E
claro que os motivos sdo mais gerais.

GAZETA Para terminar, quais foram os matemadticos que
a influenciaram ou inspiraram?

CLAIRE Claramente, quando comecei, Philip Griffiths.
Ele influenciou-me muito. Trabalhava na teoria de Hodge.
Quando comecei a estudar, escrevi uma série de artigos
influenciados pelo seu trabalho. Nessa altura ndo o co-
nhecia. S6 o conheci mais tarde. E foi porque comec¢dmos
a discutir sobre os grupos de Chow. Ele escreveu um livro
fantdstico chamado Intersection Theory em que introduziu
os grupos de Chow, o que foi essencial e valioso na re-
solugdo de muitos problemas. Existe também um outro
livro sobre tais grupos que veio completar o trabalho do
Griffiths, o qual sempre utilizou geometria complexa.
Ora neste livro hd uma abordagem via geometria algébri-
ca. Ha outros matemdticos que considero muito impor-
tantes na minha 4rea e que me influenciaram, como Jean-
-Pierre Serre e Alexander Grothendieck, mas esses nunca
tive oportunidade de conhecer.

GAZETA Claire, para concluir: hd alguma questdo que

S

MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA: CLAIRE VOISIN

e Ana Mendes e Teresa Monteiro Fernandes

53



54

nunca lhe tivessem dirigido e que gostasse que lhe fizes-
sem acerca da sua vida como matematica?

CLAIRE Na proposta de entrevista que me enviaram, ha
uma pergunta a que gostaria de responder, que é: de que
é que mais me orgulho na vida? Pensei bastante nessa
pergunta e diria que estou muito orgulhosa por nao ter
perdido a minha paix&o pela matemdtica. De facto, acho
que € ao contrdrio: quanto mais trabalho, mais investi-
go, e quanto mais sei da minha &rea, mais interessante
é para mim tudo o que estudo. Talvez isto tenha sido um
pouco diferente quando estava por volta dos 40. Era uma
questao de vida ou morte. Talvez fosse um pouco demais.
Agora sinto que gosto disto profundamente. E tdo inte-
ressante, hd tantas questdes, ha tantos caminhos a seguir!
Estou muito satisfeita por ndo ter perdido o meu gosto!

CLAIRE VOISIN GALARDOADA COM O
CRAFOORD PRIZE

GAZETA Claire, uma pergunta filoséfica: acha que este
prémio [o Crafoord Prize] lhe foi atribuido no momento
certo?

CLAIRE E dificil de responder...E dificil dizer que se mere-
ce um prémio. Deste ponto de vista, quanto mais cedo, me-
Thor. N3o sei se é o momento certo, mas é um prémio muito
importante e farei o maximo para estar ao nivel desse reco-
nhecimento e para convencer as pessoas de que o mereco.

GAZETA Mas a

A sua resposta parece-nos ter uma nuance feminina cor-

Claire ji4 estd num pedestal!
respondente a eterna necessidade de as mulheres terem de
provar sempre o que merecem.

CLAIRE Mas ndo é bem acento feminino. A questdo esta
na drea da minha investigacdo, geometria algébrica, onde
se afirmaram vdrios matematicos fortissimos como Serre,
Grothendieck, Deligne. Fazem-nos sentirmo-nos tdo pe-
quenos... Noutra drea mais recente seria diferente. A geo-
metria algébrica e a teoria de Hodge tém uma longa hist6-
ria. Lembro, por exemplo, Riemann e a teoria dos integrais
hiperelipticos.

No curso de mestrado que ensino atualmente, gasto
imensa energia a explicar a forga destes resultados e a ex-
trema importancia da geometria algébrica. Muitos investi-
gadores masculinos nesta drea desistem de fazer investi-

gacdo por causa da sua sofisticagdo e da sua profundidade.
GAZETA Como reagem os seus alunos ao seu prémio?

CLAIRE Nao devem estar a par porque ndo falam disso. E
eu prefiro ndo ser embaracada com muitas manifestagdes.

GAZETA Pegando nessa ideia, sabemos que muitos mate-
maticos fazem uma festa quando sdo premiados. Como vai
ser?

CLAIRE Farei uma festa apenas com os meus filhos e serd
depois de concluir o curso de que falei, que me gasta mui-
tas energias.

GAZETA O prémio abrange toda a sua obra matematica ou
poe em evidéncia algum resultado?

CLAIRE O prémio refere-se ao meu trabalho no seu todo.
Pessoalmente, destaco o artigo sobre a conjetura de Green,
o artigo sobre o problema de Kodaira e também o artigo
sobre a estabilidade da racionalidade das variedades algé-
bricas por métodos de deformagao.

Voltando a questdo do tempo certo, as vezes acontece
os prémios chegarem quando estamos deprimidos, num
impasse, a investigagdo ndo avanga e o que fazemos pa-
rece ndo servir para nada, mas ndo foi este o caso. Estou
muito feliz com o trabalho recente com Janos Kolldr que
responde a um problema dos anos 60, é um trabalho muito
importante e agradavel, ainda ndo publicado. O resultado
principal é relativamente facil de enunciar e a prova muito
elegante. Incluo este trabalho no conjunto dos que sdo mais
importantes.

GAZETA A sua vida vai mudar?

CLAIRE Como disse antes, continuarei a trabalhar muito,
mas ndo propriamente por causa do prémio, cada um de
nds tem um mestre intimo com as suas proprias orienta-
¢Oes e criticismos.

GAZETA Tenciona ir a Suécia receber o prémio?

CLAIRE Claro! Gosto de ser bem-educada. Este prémio
representa um suporte financeiro da ciéncia. Devemos
ser gratos e bem-educados. Os nossos governantes, na
sua maioria, ndo sdo muito respeitosos em relac¢do a cién-
cia. E um dever de educagéo para com os que sao.
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O FIM DO MUNDO

E assim que o mundo acaba
Sem estrondo, num gemido.'

oucos temas exercem tanto fascinio sobre a Humani-

dade como a hipétese do fim do mundo. Quando sera?
Como serd? Podemos evitd-lo? Estaremos nds a fabrica-lo?
Quase todas as 4reas de actividade humana dedicam ou
dedicaram tempo e pensamento a questdo escatolégica —o
estudo do fim dos tempos: a religido, a filosofia, a politica,
a literatura, as artes e também a ciéncia, j& que nada do
que é humano lhe pode ser estranho.

Diz-se que toda a literatura é sobre a morte e a finitu-
de, mesmo (ou até sobretudo) a que néo parece ser. Poderi-
amos talvez considerar que a ficgdo apocaliptica é apenas
mais uma forma de explorar o tema, alargando a escala do
individuo para a espécie inteira, multiplicando a angtstia
de uma tinica personagem (na verdade, do seu autor) pe-
los quase oito mil milhdes de seres que habitam o planeta.

Mas, quando falamos de “fim do mundo”, a que mun-
do nos referimos? O mundo de cada um de nés termina
no momento exacto em que morremos, quando deixamos
de estar nele e s6 a nossa memdria poderd perdurar, talvez
umas décadas, talvez um século, talvez mais, se deixar-
mos obra que nos faca recordar. Temos depois um outro
“mundo” mais alargado, o da familia, dos amigos, das
pessoas que conhecemos e das que vemos na televisdo,
0 nosso pais, a sociedade que reconhecemos como nossa.
Também esse mundo ird terminar, mais cedo ou mais tar-
de, a semelhanca de todas as outras sociedades e paises
e povos do passado que desapareceram ou passaram a
ser outros. Temos entdo a espécie humana, e af a questéo
complica-se, sobretudo a partir do momento em que ad-
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quirimos os meios de nos autodestruirmos. Na segunda
metade do séc. XX fabricdimos um arsenal de bombas
nucleares capaz de extinguir toda a vida sobre a Terra;
daf para cd, aumentdmos as nossas opg¢des, com a mani-
pulacdo de microorganismos patolégicos, o aquecimento
global promovido pelas emissdes de CO, e, mais recen-
temente, a ameaga das mdquinas (super)inteligentes que
possam suplantar-nos e dominar-nos. E esse o mundo que
normalmente encontramos nas ficgdes apocalipticas, o fim
da espécie e da memoéria humana, talvez mais dificil de
suportar do que o nosso préprio fim.

Se pensarmos no mundo para l4 de nés, nas outras es-
pécies, no planeta, no sistema solar ou mesmo no Univer-
s0, o fim parece mais longinquo e até abstracto. O Sol tem
ainda alguns milhares de milhdes de anos até se tornar
uma gigante vermelha e tornar o nosso planeta um lu-
gar pouco confortavel. Do Universo sabemos menos, mas
presumimos que continuard a expandir-se e a arrefecer,
cumprindo escrupulosamente a segunda lei da termo-
dindmica. Nenhuma vida resistiria a isso, e, mesmo que
resistisse, ndo haveria nada de muito interessante para
fazer. Nao sei que conhecimentos cientificos possuia T. S.
Eliot, mas talvez tenha sido essa hip6tese a inspirar-lhe os
versos que escolhi para epigrafe. E provavel que o mundo
nao acabe com um estrondo, mas sim com um gemido, ou
até mesmo sem ele.

! Excerto de Os Homens Ocos, de T. S. Eliot, traducao de Caetano W.
Galindo
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BARTOON

Luis AFoNso
NS PAISES DA OCDE, 05 ALUNOS DAQuI A 20/30 ANOS,
DE 15 ANOS PIORARAM IMENSO SERAO ELES A OCUPAR
NA MATEMATICA £ NA LEITURA 05 LUGARES DE DECISAO!

ENFIM, SEM CONSEGUIR FAZER .. ESTARAO £M PERFEITAS CONDICOES
CALCULOS E TENDO DIFICULDADE DE DAR CONTINUIDADE AO TRABALHO
£M PERCEBER O QUE LEEM... DO DECISORES ACTUAIS.

Publicado originalmente no jornal Publico, em 06/12/2023. Imagem gentilmente cedida pelo autor.



PREMIO PEDRO MATOS - 16.> EDICAO / 2024

MATEMATICA EM MOVIMENTO é o tema da 16.? edicdo
do Prémio Pedro Matos, promovido pelo Politécnico de
Leiria, que pretende desafiar a comunidade escolar para
a reflexdo e a percecdo da Matemadtica como ferramenta
dindmica, poderosa, capaz de descrever o movimento e a
evolugdo dos fenémenos de diferentes naturezas.

O prémio estd dividido em duas categorias, Prémio
Pedro Matos e Prémio Pedro Matos Junior, as quais
podem candidatar-se estudantes do Ensino Secunddrio e
estudantes do 3.° ciclo do Ensino Basico, respetivamente.
Os estudantes podem concorrer individualmente ou em
grupo, com um maximo de trés estudantes por grupo, e
ser auxiliados por um professor orientador.
Regulamento, prémios, datas importantes e todas as

informacodes estdao disponiveis em:
www.premiopedromatos.ipleiria.pt

6.> EDICAO DO CAMPEONATO NACIONAL
MULTIPLI

O Campeonato Nacional Multipli estd de volta.
A competicdo, a decorrer exclusivamente online,
é dirigida aos alunos dos 3.°, 4.°, 5.° e 6.° anos de
escolaridade. Serdo admitidos a concurso 2500 alunos
por ano letivo, num total de 10 000 candidatos.
A competicdo é composta por sete semifinais regionais,
que decorrerdo de 3 a 14 de maio, e por uma grande
final, que terd lugar a 5 de junho.

As inscricdes estdo abertas até 27 de abril. Nesta
edicdo de 2024 hd uma novidade, a modalidade
Minicampeonatos, cujo acesso é exclusivo para escolas/
professores!

Saiba mais: hitps://campeonato.multipli.pt

=
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9TH IBERIAN MATHEMATICAL MEETING

A 9. edigdo do Iberian Mathematical Meeting ird decorrer Matemética Recreativa. As inscri¢des estdo abertas até 24 de
na Ilha de Sao Miguel, nos Agores, de 2 a 4 de outubro de setembro de 2024. Até 10 de setembro de 2024, as inscri¢Ges
2024. Seguindo a tradigdo dos encontros anteriores, o evento beneficiam de um desconto por antecipagdo. A chamada para
estd estruturado em torno de trés dreas cientificas principais. comunicagdes estd aberta até 30 de junho de 2024. Saiba tudo
Nesta edigao, as dreas cientificas sdo: Matematica e Medicina, em: https:/lacores9imm.spm.pt.

Matemdtica em Sustentabilidade e Mudangas Climéticas, e

Iberian
Mathematical
Meeting

DIA INTERNACIONAL DA MATEMATICA 2024

As celebragdes do Dia Internacional da Matematica 2024 (IDM)
decorreram, a 14 de mar¢o, sob o tema Brincar com a Matematica.
Na pégina oficial do evento, www.idm314.0rg, foi lancado o Math .
Remix Challenge, um desafio criativo para o envio de uma

foto em que a matemadtica estivesse misturada com objetos ou r : "ol “inrernaniona DAY of
lugares do quotidiano. E possivel visitar uma galeria e um mapa MATH EMATICS
‘e MARCH 14

interativo para descobrir as propostas de 67 paises.

A Unesco promoveu ainda, durante as comemorag¢des do IDM,
o webinar Playing with Maths for Society, que abordou as
muitas maneiras pelas quais a matemdtica pode contribuir para
alcangar os Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel.
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LANCAMENTO DO 2.°VOLUME DO
LIVRO RAPARIGAS NA CIENCIA
A Ciéncia Viva langou, no dia 17 de fevereiro,

o 2.° volume do livro Raparigas na Ciéncia, um
2. volume
2024

projeto que dd a conhecer os rostos de mais
de 100 estudantes, de norte a sul do Pais e do
primeiro ciclo ao ensino universitdrio, que tém

Raparigas

demonstrado o seu interesse pelas dreas da
ciéncia e da tecnologia, participando em projetos G iéncia
cientificos durante o seu percurso escolar.

A par do projeto Mulheres na Ciéncia, criado em
2016, este livro destina-se a alargar o debate sobre
a participagdo de mulheres e raparigas na ciéncia,
nas engenharias e nas tecnologias, para inspirar
as novas geragdes para percursos académicos e
profissionais nestas areas.
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122 Olimpiada
de Matematica
dd Cpr Portugal

OLIMPiADA DE MATEMATICA DA CPLP
A 127 edigdo da Olimpiada de Matematica da
Comunidade de Paises de Lingua Portuguesa

i
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Bissau, Mocambique, Portugal, Sdo Tomé e Principe
e Timor-Leste.

(OMCPLP) decorrerd de 23 a 28 de julho de 2024,
em Oeiras, Portugal. O evento é organizado pela
Sociedade Portuguesa de Matemadtica em conjunto
com o Ministério da Educacdo e conta ainda com
a colaboragdo da Céamara Municipal de Oeiras.
Foram convidados a participar nesta competigdo
internacional jovens dos oito pafses de expressdo
portuguesa: Angola, Brasil, Cabo Verde, Guiné-

Cada pais convidado tem direito a estar representado
por uma equipa de até quatro estudantes, um
professor chefe de delegacdo e um tutor dos alunos.
Esta competigdo anual tem como objetivos a melhoria
da qualidade do ensino e a descoberta de talentos em
matemadtica e fomentar o estudo da matemadtica nos
paises lus6fonos, através da partilha de experiéncias
entre os diversos paises participantes.
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17.° CAMPEONATO
NACIONAL DE JOGOS
MATEMATICOS

Mais de 1800 alunos dos ensinos
Bésico e Secundério, de todo o
Pais estiveram na Universidade de
Aveiro para participar na final do
17.° Campeonato Nacional de Jogos
Matematicos! Este ano o evento
decorreu no dia 14 de marco, data
em que se celebra o Dia do Pi e o
Dia Internacional da Matematica.
A competigao é dividida em quatro
categorias (1.°, 2.° e 3.° ciclos e
Ensino Secunddrio) e consta de
seis jogos: Gatos & Cdes, Rastros,
Produto, Dominério, Atari Go e
NEX.

14 MARCO "24 DIADOPI
UNIVERSIDADE DE AVEIRO

GAZETA DE MATEMATICA -+ 20|

PROFESSOR FERNANDO PENA RECEBE O PRIMEIRO
PREMIO ALVARO BATISTA GONGALVES

O Prémio Alvaro Batista Gongalves foi entregue pela primeira vez, no
passado dia 5 de marco, numa ceriménia na Biblioteca da Fundacéo
Champalimaud, a Fernando Pena, professor no Colégio Planalto e na
Escola Superior de Educagdo Jean Piaget.

O Prémio visa reconhecer e motivar a exceléncia no ensino da Matematica
nos ensinos Bdsico e Secunddrio, e por isso é entregue anualmente a um
professor que se distinga pelo seu esforco, pela sua dedicacdo e pelo
trabalho desenvolvido com os alunos.

Os alunos do professor Fernando Pena descrevem-no como um docente
exigente, com sentido de humor e que “ensina imensa Matematica quase
sem darem conta”. De acordo com os estudantes, é um professor que
estd sempre disponivel para os acompanhar.

Criado em 2022, pela Associacdo Alvaro Gongalves e pela Sociedade
Portuguesa de Matemdtica (SPM), o Prémio Alvaro Batista Gongalves
prevé a atribui¢do de cinco mil euros ao vencedor.

O jari justificou a atribuicdo do prémio ao professor Fernando Pena
pela “profundidade como pensa o que é a exceléncia no ensino da
Matemdtica, como vé a sua contribuigdo para o ensino e as inovagdes
que introduziu”.

O Prémio foi entregue pelo presidente do juri, o general Ramalho
Eanes, antigo Presidente da Reptblica. Do jiri faziam ainda parte os ex-
ministros da Educagdo Eduardo Margcal Grilo e Nuno Crato, o antigo
presidente da Sociedade Portuguesa de Matemadtica Jodo Aratjo, a
copresidente da Fundagdo Gaudium Magnum, Maria Cortez de Lobao,
e o filho de Alvaro Batista Gongcalves, Fernando Pires Gongcalves.
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MICHEL TALAGRAND VENCE PREMIO ABEL 2024

A Academia Norueguesa de Ciéncias e Letras
atribuiu, no dia 20 de margo, o Prémio Abel 2024
ao matematico francés Michel Talagrand, do Centro
Nacional Francés de Investigagdo Cientifica (CNRS),
em Paris, Franga.

Michel Talagrand, de 72 anos, foi distinguido pelas
suas contribui¢des inovadoras para a teoria das pro-
babilidades e para a andlise funcional, com excelen-
tes aplicagdes em fisica matematica e estatistica.

De acordo com o presidente do Comité do Prémio
Abel, Helge Holden, “Talagrand é um matematico
excecional e um formiddvel solucionador de pro-
blemas. Fez contribui¢des profundas para a nossa
compreensao dos processos aleatérios e, em particu-
lar, dos processos gaussianos. O seu trabalho remo-
delou diversas dreas da teoria das probabilidades.
Além disso, a sua demonstragio da célebre férmula
de Parisi para a energia livre dos vidros giratérios é
um feito incrivel”.

O tema comum nas descobertas inovadoras de Ta-
lagrand é trabalhar e compreender os processos ale-
atérios que vemos ao nosso redor. Tornou-se agora
evidente que uma compreensdo completa dos fe-
némenos aleatérios é essencial no mundo de hoje.
Grande parte do trabalho de Michel Talagrand en-
volve a compreensdo e a utilizacdo da “distribuicdo

“

Gaussiana “, muitas vezes mais conhecida como
“distribui¢do normal”.

O matemdtico francés ficou muito surpreendido
pela distin¢do, tendo declarado: “Eu nunca pensei
que isto fosse possivel, foi incrivel receber a noti-
cia.” Chegando mesmo a dizer ao The New York Ti-
mes: “Nao ficaria mais surpreso se visse uma nave
extraterrestre pousar em frente a Casa Branca.”
Michel Talagrand perdeu o olho direito quando ti-
nha apenas 5 anos, devido a uma doenca congénita,
e aos 15 anos sofreu vérios descolamentos de retina,
ficando hospitalizado alguns meses. Foi ai que co-
megou a estudar matemdtica, com a ajuda do pai,
que era professor da disciplina, para se distrair. Diz
que foi nessa época que aprendeu a valorizar o pen-
samento abstrato.

O matematico cresceu em Lyon, onde estudou na

universidade local. Em 1974 tornou-se investiga-

dor no Centro Nacional de Investigagao Cientifica
(CNRS), em Paris, ao qual esteve ligado até ao dia
em que se reformou em 2017. Doutorou-se em Ma-
tematica em 1977, pela Universidade de Paris VI,
tendo passado alguns anos na Ohio State University,
nos EUA, onde conheceu a sua mulher. E membro
da Academia Francesa de Ciéncias e ao longo da sua
carreira recebeu diversos prémios, entre eles o Pré-
mio Loeve em 1995, o Prémio Fermat em 1997 e o
Prémio Shaw em 2019. Depois de receber o dinheiro
relativo ao Prémio Shaw, Talagrand convidou a co-
munidade matemadtica a ganhar recompensas resol-
vendo quebra-cabegas que publicou no seu site sob o
titulo “Fique rico com os meus prémios”.

A ceriménia de entrega do Prémio Abel decorrera
em Oslo, no dia 21 de maio. Juntamente com galar-
dao, Talagrand receberd um prémio pecunidrio no
valor de 7,5 milhdes de coroas norueguesas, o equi-
valente a 645 mil euros.
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POLITICAS EDUCATIVAS DESAJUSTADAS

Portugal voltou atras na aprendizagem da Matemdtica, esquecendo o precioso

histérico que permitiu avangos notaveis.

N o dia 5 de dezembro de 2023, a Organizacdo para
a Cooperacdo e Desenvolvimento Econémico
(OCDE) anunciou os resultados obtidos na ultima apli-
cacdo, em 2022, do Programa Internacional de Avaliagdo
de Alunos (PISA). O PISA é um teste internacional que
avalia, de trés em trés anos, o desempenho em Matema-
tica, Leitura e Ciéncias, dos alunos de 15 anos de varios
paises e regides de todo o mundo.

Em Portugal, as pontuacdes obtidas no PISA em 2022
cairam consideravelmente em todos os dominios, mas
foi na drea de Matemdtica que a queda se revelou mais
acentuada — 20 pontos. Note-se que esta queda, relati-
vamente a estes alunos, equivale, segundo estimativas
habituais, a cerca de um ano letivo a menos de apren-
dizagem.

A pandemia provavelmente contribuiu para esta si-
tuagdo, mas hd outros fatores a considerar, pois, jd antes,
neste e noutros estudos, se notou a tendéncia de declinio:
no PISA 2018 (verificou-se um ligeiro declinio a Matemd-
tica e sérios declinios nas duas outras dreas do PISA),
no TIMSS 2019 (a queda foi de 16 pontos) e agora no
PISA 2022 (a queda é de 20 pontos). A mesma tendéncia
é observada nos desempenhos de alunos que iniciaram
o seu percurso escolar depois das perturbacdes provo-
cadas pela pandemia: é o caso dos alunos que em 2023
estavam no 2.° ano do Ensino Bésico e realizaram a pro-
va de afericdo?, obtendo resultados confrangedores. Se

compararmos os seus desempenhos com os dos colegas
que realizaram a mesma prova em 2022, notamos uma
acentuada redugdo do nidmero daqueles que conseguem
resolver plenamente tarefas em temas fundamentais do
1.° Ciclo2.

No dia 9 de dezembro, a SPM, no parecer que emitiu
sobre os resultados PISA 2022°, explicitou a sua apreen-
sdo perante tal retrocesso dos resultados. Depois de, em
2015, Portugal se ter destacado por ser o tinico pafs par-
ticipante no PISA que tinha evoluido em todas as suas
edigdes, agora o PISA 2022 apresenta-nos o seguinte pa-

norama:

1. Os alunos portugueses de 15 anos mostraram um
desempenho aproximadamente equivalente ao dos
alunos de 14 anos que realizaram em 2018 e em 2015;

2. Numa perspetiva temporal mais alargada, o retroces-
so foi significativo: as pontua¢des obtidas em 2022
sdo proximas das obtidas em 2006. Note-se: 16 anos
depois, as pontuagdes voltam para niveis préximos
das de 2006;

3. Comparando o desempenho e a descida de vérios
pafses ap6s a pandemia, verificou-se uma queda de
15 pontos na média da OCDE, uma tendéncia que ja
vinha a revelar-se antes, no entanto, a queda de Por-
tugal foi maior: 20 pontos.
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Infelizmente, estes resultados eram de esperar, e a curto
prazo, uma vez que:
1. Foram interrompidas as provas de avaliacdo de final
de ciclo;

2. Foram abandonados os curriculos ambiciosos que va-
lorizavam o conhecimento e o desenvolvimento de
capacidades;

3. Foram suspensas as medidas e os meios para apoiar
os alunos as primeiras dificuldades, assim como
cessou a recolha de dados fidveis sobre o estado da
aprendizagem.

Todas estas medidas eram pilares fundamentais para
a agdo dos professores e, por isso, para a melhoria da
aprendizagem, observada tanto no PISA 2015 como no
TIMSS 2015.

Foram védrios os pareceres em que a SPM alertou o
Ministério da Educacdo para os efeitos previsiveis que
teriam as alteragdes inoportunas e desajustadas que fo-
ram introduzidas no sistema. Em particular, no parecer
que emitiu no dia em que se conheceram os resultados
PISA 2015, congratulando-se com os resultados, subli-
nhava*:

“... jd ndo hd Certificagdo de manuais de Mate-
matica (...) jd ndo hd provas de avaliagdo no fi-
nal dos 1.° e 2.° Ciclos do Ensino Basico e estd em
curso uma reforma que tem por objetivo reduzir
em 25% os contetidos curriculares a ensinar aos
alunos. Porqué desmantelar o que estd a dar tdo
bons resultados?”

De facto, a aboli¢do de provas finais de 4.° e 6.° anos?,
mudangas curriculares radicais que menosprezaram o
conhecimento®, a interrup¢do de horas de crédito pro-
porcionadas as escolas’ — o que impediu o apoio a es-
tudantes com dificuldades ou a criagdo de medidas de
recupera¢do no pés-pandemia —, a suspensao da avalia-
¢do de manuais escolares a meio de ciclos avaliativos,
foram medidas que, apés 2015, causaram perturbagdes
no ensino e, consequentemente, na aprendizagem, como
agora bem se vé.

Percebe-se que as atuais politicas educativas, apro-
ximadas das vigentes antes de 2006, conduziram-nos
em 2022 - 17 anos passados — a resultados idénticos no
PISA! Tal seria de esperar pois, por exemplo, voltou-se
as provas de aferi¢do sem efeito, menosprezando-se tan-

to o incentivo ao estudo, que as provas finais de ciclo
incrementam, como a informagdo do estado da apren-
dizagem.

Nos anos de 2006 e de 2022 as pontuag¢des PISA sao
semelhantes, tais como eram semelhantes as politicas em
vigor que conduziram a esses resultados. No entanto,
no primeiro caso, perante resultados estagnados — PISA
2006 —, procuraram-se medidas suscetiveis de fomentar
uma melhoria da aprendizagem; no segundo, depois
dos melhores resultados de sempre — PISA 2015 e TIMSS
2015 —, tomaram-se medidas em sentido contrario.

Repare-se, por exemplo, que em 2007, logo depois de
se conhecerem os resultados PISA 2006, identificou-se a
necessidade de no 9.° ano a prova de afericdo ser substi-
tuida por uma prova final de ciclo, constituindo-se esta
como um avango nos resultados PISA de 2009¢.

1 Cf. Parecer da SPM —"Provas de afericio 2023 — resultados” https://
www.spm.ptlimages/Parecer%20resultados%20da%20afericao%20
2023%20fev%202024.pdf

2 Por exemplo, em 2023 os alunos que conseguiram resolver problemas
no tema Nimeros e Operagdes, foram apenas um quarto dos que
conseguiram problemas equivalentes em 2022.

3 Cf. Parecer da SPM — Resultados PISA 2022 https://www.spm.pt/ima-
ges/Resultados%20PISA%2020229%20SPM%20 | 0dez2023_.pdf

4 Cf. Parecer "SPM felicita alunos e professores pelos melhores resulta-
dos de sempre no PISA 2015" https:/Iwww.spm.pt/2660SPM

5 Cf. Carta enviada aos lideres de todos os Grupos Parlamentares da XIII
Legislatura e ao deputado do PAN — Posicao da SPM sobre proposta

de "Elimina¢do dos Exames Nacionais do |.° Ciclo do Ensino Bésico”
https:/lwww.spm.pt/2570SPM

Parecer sobre os documentos “Aprendizagens Essenciais do Ensino Se-
cundario” https://www.spm.pt/parecer-sobre-os-documentos-aprendizagens-
-essenciais-do-ensino-secundrio

Cf. Parecer sobre os documentos “Aprendizagens Essenciais https://
www.spm.pt/parecer-sobre-os-documentos-aprendizagens-essenciais-mate-
mtica-consulta-pblica-at-462018

Cf. Parecer relativo ao projeto de decreto-lei Curriculo dos Ensinos
Bdsico e Secunddrio https://www.spm.pt/parecer-relativo-ao-projeto-de-
-decreto-lei-currculo-dos-ensinos-bsico-e-secundrio

Cf."Grupo de Trabalho de Matemdtica — Carta Aberta a Tutela” https:/
www.spm.pt/files/carta_GTM.pdf

¢ Cf."Novos programas de Matemdtica, sucesso escolar e o curriculo
para o século XXI" https://www.spm.pt/26635PM

7 Cf. Comunicado da SPM sobre as provas de afericdo de Matemdtica
dos 2.°,5.° e 8.2 anos, dando conta também da necessidade de que se-
jam proporcionados as escolas os meios humanos e materiais essenciais
para que as estratégias de recuperacao que forem definidas tenham
possibilidade de ser implementadas https://www.spm.pt/26 | 55P

8 Cf. Parecer "Avaliagdo da Sociedade Portuguesa de Matemdtica
sobre os Resultados do PISA2009" https:/files-arch.spm.pt/resulta-
dos_pisa2009.pdf
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Nesta andlise deve ser recordado que:

“A Sociedade Portuguesa de Matemdtica sem-
pre defendeu a existéncia de exames nacionais
e continua a defender a sua existéncia e o seu
alargamento. Neste momento, praticamente nao
existem exames. Em todos os nove anos de es-
colaridade obrigatéria, os alunos apenas sio
avaliados por exames nacionais a duas discipli-
nas (Portugués e Matemdtica), apenas uma vez
e apenas no final do 9° ano, o que muitas vezes é
tarde para recuperar deficiéncias que deviam ser
detetadas muito mais cedo.

Para reverter este quadro, serd necessdrio ins-
tituir exames em passos intermédios, possivel-

mente nos 4° e 6° anos, e a mais disciplinas.”

E inegével a pertinéncia desta frase no presente, embora
escrita em 22 de maio de 2007, na Tomada de Posi¢do da
Sociedade Portuguesa de Matematica sobre as provas de
aferi¢ao’.

Em suma, voltdmos atrds na aprendizagem da Mate-
matica, esquecendo o precioso histérico que nos permi-
tiu avangos notdveis.

Ap6s o PISA 2015, o préprio diretor da OCDE afir-
mou que “Portugal [foi] a maior histéria de sucesso da
Europa no PISA”'.

E pena, mas o mesmo ndo se pode afirmar agora.

A SPM orgulha-se de sempre ter apontado criticas que
se revelaram justas e solu¢des que se revelaram acerta-
das. Assim continuaremos.

? Cf."Tomada de Posi¢do da Sociedade Portuguesa de Matematica sobre
as provas de aferi¢ao” https://www.spm.pt/files/Microsoft?%20Word%20-
-%20afericao2007.pdf

19 Andreas Schleicher em declaragdes ao Didrio de Noticias, de dia 10
de fevereiro de 2017 https://www.dn.pt/portugal/andreas-schleicher-por-
tugal-e-a-maior-historia-de-sucesso-da- europa-no-pisa-5659076.html/
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