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FRUSTRACAO E RESILIENCIA NA
APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

PAuLO SARAIVA
Universidade
de Coimbra

O que pode contar-nos quem ensina ou faz Matematica acerca do seu
percurso de aprendizagem quando teve de enfrentar temas em que a
Matematica, de repente, pareceu tornar-se dificil? Que mitos e estere-
otipos importa desconstruir? Boas questdes para iniciar o n.° 200 da

Gazeta de Matematica.

Aprender Matemadtica é frequentemente perceciona-
do por muitos como uma tarefa dificil; mas também
podem sé-lo atividades como aprender violino ou chi-
nés. O que acontece é que hd uma certa tendéncia das
pessoas para recuar ou criar bloqueios a aprendizagem
quando enfrentam dificuldades em Matematica, chegan-
do a pensar que ndo sdo suficientemente inteligentes. As-
sumimos que é perfeitamente natural que a aprendiza-
gem do violino implique muitas e muitas horas de sons
estridentes horriveis, e que aprender a falar chinés sig-
nifique cometer erros apés erros e ndo ser compreendi-
do, mas, de certo modo, quando se trata de Matematica,
temos medo de cometer erros. Imaginamos que existem
pessoas para quem tudo é transparente, chamemos-lhes
“pessoas matematicas”, e que, se ndo entendermos ime-
diatamente um tema matematico, é porque seguramen-
te ndo pertencemos a esse grupo. Na realidade, quem
obteve sucesso em Matematica, a semelhanga daqueles
que se dedicam a aprender um instrumento musical ou
um novo idioma, em algum momento passou pelo senti-
mento de frustra¢do. O caminho para a compreenséo da
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Matemadtica envolve, necessariamente, estar “disposto a
lutar”, algo que é comum a muitos outros campos da ati-
vidade humana. Na obra Living Proof: Stories of Resilien-
ce Along the Mathematical Journey', uma edigdo conjunta
da American Mathematical Society e da Mathematical
Association of America, podemos encontrar 41 testemu-
nhos de gente — maioritariamente, professores universi-
tdrios em diversas dreas da Matemadtica (entre os quais
Terence Tao, Medalha Fields em 2006, que partilha o seu
proprio quase desaire em A Close Call: How a Near Fai-
lure Propelled Me to Succeed) — que, a dada altura do seu
percurso de estudo da Matemdtica, viveu a frustragao,
mas enfrentou-a com afinco, porque percebeu que a per-
sisténcia diante da dificuldade conduz as recompensas
da aprendizagem e do crescimento. Neste sentido, sdo
o exemplo vivo de que a existéncia de “pessoas mate-
maticas”, aquelas para quem tudo é facil e 6bvio, se re-
duz a um mito. As pessoas que rotulamos de “boas em
Matemadtica” sdo simplesmente aquelas que dedicaram
tempo e se deram ao trabalho de se empenhar, através
do estudo produtivo e do esfor¢o, mais profundamen-



te do que outras. Vontade e persisténcia diante das di-
ficuldades podem ser muito mais importantes do que
qualquer eventual talento inato para a aprendizagem da
Matematica.

O tema deste livro entrelaga-se com o da “Matema-
tica para Todos”, escolhido para enquadrar as come-
moragdes deste ano do Dia do Pi (Dia Internacional da
Matematica). Citando Marco Rotairo, aluno filipino que
(entre outros) prop0s este tema, “todos nds temos capaci-
dade matemdtica, mas apenas numa extensdo e num grau di-
ferentes. Além disso, devemos deixar que todos desfrutem das
maravilhas da Matemdtica. A nogdo de que a Matemdtica é
apenas para os dotados e os génios deve mudar. (...) O acesso
a Matemdtica deve ser democratizado, para todos, pois, tradi-
cionalmente, acredita-se que é apenas para aqueles que pos-
suem certos tipos de capacidades de resolugdo de problemas. E
a investigacdo, principalmente em Educagdo Matemdtica, de-
monstrou que a Matemdtica é imprescindivel em todo o mundo
porque contribui para a formagdo de cidaddos competentes”.

No prefécio a obra acima referida, Stephen Kenne-
dy, do Carleton College (Minneapolis, EUA), alerta ain-
da para as perigosas consequéncias associadas ao mito
do “talento” no que ao ensino da Matemdtica se refere.
A procura e o incentivo do “talento” podem conduzir o
professor de Matematica a erguer barreiras a entrada na
Matematica de grupos de pessoas que nédo se “parecem”
com a maioria dos matematicos (claro, tal ndo se restrin-
ge a esta disciplina). Evidentemente, todos lutamos para
que tais barreiras ndo existam, por dificultarem o acesso
de muitos a Matemadtica. Por outro lado, a transmissao,
explicita ou implicita, voluntdria ou inconsciente, de
uma expectativa de insucesso pode ter efeitos profun-
dos sobre os alunos. O reverso disso é que os profes-
sores podem igualmente causar um profundo impacto
positivo através de uma simples observagdo ou de um
comentdrio encorajador. Assim, faz sentido reforcar a
necessidade de reconstruir a imagem de referéncia que
os docentes podem assumir (particularmente no nosso
pais). Por fim, é também possivel encontrar neste livro
testemunhos que refletem a luta e a persisténcia perante
o desanimo de ndo se sentir bem acolhido pela comuni-
dade matematica (nalguns casos, especula-se até sobre
a quantidade de individuos que, perante a hostilidade,
podem ter abandonado prematuramente a Matematica).
Felizmente, hd também relatos de pessoas que, face as
dificuldades, procuraram auxilio (na familia e entre os
seus mestres), ilustrando o poder que a orientagdo e a
simples compaixdo humana podem assumir.

Em parte, é também de episédios de resiliéncia na
aprendizagem da Matematica (e da sua linguagem), e
na necessidade de a tornar acessivel, que nos fala a ma-
tematica argentina Alicia Dickenstein, com quem Ana
Mendes e Teresa Fernandes conversaram para a rubrica
“Matemadticos na Primeira Pessoa” do presente niimero.
Entre vdrios outros pontos de interesse, queremos ainda
destacar o artigo “Ladrilhos Inesperados”, com o qual
Pedro Freitas inaugura a coluna “Arte e Matemadtica” (in-
cluindo descobertas bem recentes nesta tem4tica), assim
como o texto “Yupana — O Abaco Inca”, por Jorge Nuno
Silva, nas “Histérias da Matematica”.

Por fim, como indicado na capa, a Gazeta de Matemd-
tica atinge na presente edi¢do o seu nimero 200. Quem
acompanha a Gazeta ou ja teve curiosidade de pesquisar
0s niimeros antigos no seu arquivo online sabe que esta
viagem, empreendida pela vontade de matematicos por-
tugueses de uma geracao fértil como foi a dos anos 40 do
século passado, nos conta igualmente uma histéria de
resiliéncia (em particular, no panorama das publica¢ées
matemadticas em Portugal). Longe de sermos exaustivos
(a seu tempo, verd a luz do dia um trabalho mais apura-
do sobre a Gazeta), quisemos assinalar este facto através
de um texto especial a cargo de antigos diretores da re-
vista, e incluindo uma linha do tempo em que destacé-
mos dez dos seus niimeros, aqui propostos como convite
a (re)leitura.

Henrich, A. K, Lawrence, E. D, Pons, M. A, & Taylor, D. G. (2019). Living
Proof: Stories of Resilience Along the Mathematical Journey. AMS.
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RECREIO

CONTAR NEM SEMPRE E UMA COISA FACIL

Contar objetos nem sempre é uma tarefa facil, principalmente quando alguns
desses objetos podem estar “escondidos” ao olho desatento e apressado.

Contar objetos é um problema simples que todos os
povos, por mais primitivos que fossem, solucionaram
criando os seus sistemas de numeracdo. Relembre-se que,
apesar de atualmente existir uma uniformizagdo do mes-
mo sistema decimal posicional em quase todos os locais do
mundo, muitas solu¢des e muitos sistemas foram criados
ao longo dos séculos (posicionais e ndo posicionais; deci-
mais, vigesimais e sexagesimais, etc.). No que se segue, a
dificuldade ndo estd em proceder a contagem, mas sim em
reconhecer / descobrir os objetos propriamente ditos...

Ha cerca de um ano, no jornal espanhol El Confidencial
[1], era langado o seguinte desafio de contagem de “qua-
drados” (0 mesmo desafio foi langado mais tarde no jornal
portugués Observador [2]):

HELper PiNTO
Instituto Piaget,
RECI e CIDMA-UA

helder.pinto@ipiaget.pt

Na noticia era apresentada a solucdo para o quadra-
do 2x2 (podem ser observados quatro quadrados peque-
nos e um quadrado 2x2) e perguntava-se, como desafio,
quantos quadrados podem ser observados no quadrado
3x3 (recorde-se que existem nove quadrados pequenos,
“vérios” quadrados 2x2 e um quadrado 3x3). No final
era dada a resposta desta segunda questdo, mas nao se
ia mais além...

A pergunta que nos interessa (um matemadtico gosta
de generalizacdes...) é o0 que aconteceria se tivéssemos
um quadrado 4x4? E se fosse 5x5?... E se fosse um qua-
drado nxn, onde n é um ndmero natural qualquer?

Um outro problema similar pode ser consultado em
[3], mas agora relativo a contagem de tridngulos (figura 2).

Figura 1: Quantos quadrados vé& aqui?

GAZETA DE MATEMATICA « 200
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Figura 2: Quantos triangulos vé aqui? [3]

Mais uma vez, podemos tentar generalizar: e se a fi-
gura tivesse 1 “linhas” e m “colunas” (com n e m nimeros
naturais)?

Estes problemas sao relativamente simples, pois existe
uma certa “regularidade” nas figuras.

O pior é quando se tém figuras estranhas como as que
se apresentam a seguir...

Figura 3: Quantos tridngulos vé aqui?

Figura 4: Quantos tridngulos vé aqui?

Figura 5: Quantos quadrados vé aqui?

Para finalizar, deixo ainda uma tltima nota para trés
noticias recentes onde a matemadtica foi utilizada, relem-
brando que a matemdtica permite obter uma medida para
aferir, de facto, o que é ou ndo uma coincidéncia incomum
(uma noticia alegre e outra absolutamente tragica...), mas
também que, como se costuma dizer, a idade nada mais é
do que um simples ntimero no Cartdo de Cidaddo... (O
Pepe e o Cristiano Ronaldo que o digam...)

1. Lennon, uma menina, nasceu a |18 de dezembro -
no mesmo dia que a miae e que o pai, Cassidy e Dylan
Scott.
“Este é um momento emocionante para qualquer
familia, mas é muito especial para esta familia por-
que todos celebram o aniversario no mesmo dia”,
escreveu o hospital.

“Isso mesmo! No domingo, 18 de dezembro,
uma hipétese em 133 000 ocorreu quando Lennon
nasceu”, pode ler-se.

Segundo a Fox News, a probabilidade de fazer
anos no mesmo dia em que um dos pais é de 1 em
365. Segundo o hospital, no mesmo dia de ambos
os pais, é de 1 em 133 000. [4]

Deixa-se como desafio ao leitor verificar se as probabili-
dades dos acontecimentos apresentados na noticia estdo
corretas ou nao.

E jé que estd a trabalhar com aniversérios, recordamos
o famoso paradoxo dos aniversarios: Qual o nimero mi-
nimo de pessoas que deve ter uma sala para se ter uma
probabilidade superior a 50,0% de duas delas fazerem
anos no mesmo dia? (Note que neste tipo de problemas
estd a supor-se 365 dias no ano e, como é obvio, que as 365
datas possiveis sdo equiprovaveis de acontecer, o que ndo
acontece na realidade.)

2. A ciéncia pode estar prestes a provar a inocéncia da
“pior assassina em série da Histéria”. Ha ‘“davida razo-
avel” sobre se Kathleen Folbigg matou os quatro filhos.
Vinte anos depois de ter sido condenada a 30 anos
de prisdo pela morte dos seus quatro filhos, a aus-
traliana Kathleen Folbigg, apelidada de “a pior as-
sassina em série da Austrdlia”, vé a revisdo do seu
caso, promovida pela cientista Carola Garcia de Vi-
nuesa e outros colegas, a ponderar que as criangas
possam ter morrido por causas naturais. (...)
Na acusagdo de 2003, altura em que foi conde-
nada, foi invocada a lei de Meadow, assim chama-
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da por causa do pediatra britanico Roy Meadow,
que teorizou que uma morte stbita é uma tragédia,
duas sdo suspeitas e trés sdo assassinios até que se
prove o contrério — o que foi considerada uma falta
de conhecimento sobre genética pela cientista Gar-
cia de Vinuesa.

“Meadow disse que a chance [de mortes natu-
rais] era de uma em 73 milhdes e isso ndo era ver-
dade. Se vocé tem uma mutagdo dominante, é uma
chance em duas em cada filho. Com quatro filhos,
seria uma chance em 16. Dizer que é um em 73 mi-
lhoes é ndo entender de genética”, argumentou em
entrevista ao El Pais. [5]

Engragado como num site de noticias de Portugal se utili-
za o0 termo “chance” ...

3. Sul-coreanos vio ficar mais novos: nova lei pode re-
tirar-lhes um a dois anos de idade.
A Coreia do Sul vai eliminar o método até agora
utilizado no pafs para a contagem da idade e ado-
tar o padrdo internacional. A mudanga foi aprova-
da pela Assembleia Nacional na quinta-feira e ird
retirar um ou dois anos de idade nos documentos
oficiais dos cidadaos.
Quando nascem, considera-se que os sul-core-
anos tém um ano de idade e, a cada 1 de janeiro, é
acrescentado um ano. Um bebé nascido na véspera
de Ano Novo, por exemplo, faz dois anos assim
que a meia-noite chega.
(...)
A nova lei, que estipula o uso do padrao inter-
nacional, deverd entrar em vigor em junho de 2023.

(6]

Aproveite e veja a idade que teria se tivesse nascido na
Coreia do Sul...

E ja que estamos a comemorar o n.” 200 da nossa Gaze-
ta de Matemdtica, como transformar o nimero 188 abaixo
em 200, utilizando apenas um segmento de reta?

188
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O interposto de mercadorias
Uma das distribuicdes possiveis é a seguinte:

—1.° interposto: Trés vagdes com dois contentores cada,
um vagao com um contentor e trés vagdes vazios;

- 2.% interposto: Trés vagdes com dois contentores cada,
um vagdo com um contentor e trés vagoes vazios;

- 3.% interposto: Um vagdo com dois contentores, cinco
vagdes com um contentor e um vagao vazio.

A ordem de servico

O comboio deverd sair as 10h e seguir a uma velocidade
constante (com aceleragdo desprezével) de 96 km/h. As
duas estagdes estdo a uma distancia de 240 km entre si.

CAN 2000

Camardes-Gana (1-1); Costa de Marfim-Togo (1-1); Cama-
rdes-Costa de Marfim (3-0); Camardes-Togo (0-1); Gana-
-Togo (2-0); Gana-Costa de Marfim (0-2).

Os marcadores de golos
Arquimedes marcou 30 golos; Euclides marcou dez golos;
Tales marcou cinco golos; Descartes marcou trés golos.

A venda de jogadores

Dinic foi o jogador que ndo foi vendido (caso tenha tido
dificuldade em resolver este desafio, note que o dinheiro
total recebido pelo clube terd de ser divisivel por 3...).

Os jogadores de raguebi

O Henrique conhece sete jogadores: dois tém apenas o
brago esquerdo partido, trés tém apenas o brago direito
partido e dois tém ambos os bragos partidos.

Desafios simples:
1. Como colocar seis cruzes no jogo do galo sem ganhar
0 jogo?

XX

X[ X
XX

2. Efetua uma adi¢do usando oito vezes o algarismo 8 de

modo a que o resultado seja o nimero 1000.

888 +88+8+8+8



3. Quanto pesa uma crianga, se ela pesa mais dez quilos [2] https:/[observador.pt/2022/05/20/um-teste-visual-
do que a metade do seu peso? para-fazer-na-praia-ou-no-parque-quantos-quadrados-
existem/?cache_bust=1682518204802/.

20 kg
4. Com apenas um trago, transforma os quatro algarismos [3] https:/[blog.sciencedyou.pt/curiosidades/quantos-
abaixo num ndmero de apenas um algarismo! triangulos-ves-temos-a-solucao-do-enigmal.
O I I O [4] https:/[www.noticiasaominuto.com/mundo/2139769/eua-

bebe-nasce-no-dia-de-anos-da-mae-e-do-pail.

O I T O [5] https:/[cnnportugal.iol.pt/australia/oceania/a-ciencia-pode-

estar-prestes-a-provar-a-inocencia-da-pior-assassina-em-serie-
Até ao préximo nimero do nosso Recreio! da-historia-ha-duvida-razoavel-sobre-se-kathleen-folbigg-mat-
ou-os-quatro-filhos/20230427/644a9b83d34ed4d514fade83)/.

[1] https:/[www.elconfidencial.com/alma-corazon- [6] https:/[expresso.pt/internacional/2022-12-09-Sul-coreanos-
vida[2022-05-22/acertijo-cuantos-cuadrados-hay- vao-ficar-mais-novos-nova-lei-pode-retirar-lhes-um-a-dois-
imagen_3426044/. anos-de-idade-e33c965¢/.
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PALAVRA
AOS DIRETORES

esde a sua génese, a Gazeta

de Matemidtica teve um largo
conjunto de equipas editoriais.
Na atual equipa, entendemos que
era oportuno aproveitar a ocasiao
da edicdo n.” 200 para ouvir os
que assumiram a funcédo de dire-
tor da Gazeta e que ainda se
encontram entre nés. O convite
pedia que cada um refletisse acer-
ca do papel que a Gazeta assumiu
no periodo em que a dirigiu, e que
mencionasse os desafios que ela
pode/deve enfrentar atualmente
e nos préximos anos. Além dis-
so, pedia-se que fosse destacado
algum ndmero e/ou artigo em
particular que lhe tivesse dado
particular satisfagdo publicar.
Os contributos ai estdo, convidan-
do-nos a leitura e a reflexdo.

AN

GRACIANO DE OLIVEIRA
Diretor do n 139 ao n° |53

Aproxima-se o numero 200 da Gazeta de Matemdtica.
O meu telemével soou e tive o gosto de ouvir o dou-
tor Paulo Saraiva, solicitando-me um contributo para o
notdvel acontecimento. Sendo a aposentagdo uma espé-
cie de “eutandsia social” (palavras que ouvi a Bagdo Fé-
lix), dd grande satisfagdo constatar que ainda hd quem
note que existo e assim atrevo-me a pensar que a minha
senilidade ainda me permite dizer algo aproveitavel.

Comecei por perguntar-me: quando terei ouvido fa-
lar da Gazeta pela primeira vez? Penso que terd sido na
longinqua era de cinquenta (talvez em 1957 ou 1958) e
quem dela me deu conhecimento foi o Ernesto Koenig
um colega e amigo de Cabo Verde, ja falecido. Tornei-me
assinante nessa altura através da funciondria da época,
D. Olinda, que recordo com saudade. Na altura, frequen-
taria eu 0 1.° ou 0 2.° ano da licenciatura, nunca me ocor-
reu que, um dia, viria a desempenhar o cargo de director
por cerca de dez anos e que em 2023 ainda estaria capaz
de receber tdo honroso convite do atual director.

A publicagdo da Gazeta esteve interrompida por mui-
tos anos, mas fez sempre parte do imagindrio de vérias
gera¢des de matemadticos e s6 no ano 2000, Ano Mundial
da Matemdtica, se criaram condic¢des para que revivesse.
Desde entdo, tem sido sempre publicada com extraordi-
ndria regularidade, desempenhando um papel de gran-
de importancia na comunidade matemadtica portuguesa.

Depois deste introito, passo as questdes sugeridas
pelo Doutor Saraiva. A primeira embaragou-me logo e
foi esta: Existe algum niimero, publicado durante o seu man-
dato, que o tivesse impressionado particularmente? Comecei
por pensar que nédo, mas, depois de uma curta reflexao,
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cheguei a uma concluséio diferente. O namero 138 foi de
particular relevancia porque marcou o renascimento da
Gazeta depois de um interregno prolongado. O ntimero
139 também foi interessante porque marcou o ano 2000,
Ano Mundial da Matemética. Enquanto no 138 foi man-
tido o aspecto gréfico tradicional com a intengdo de sa-
lientar que aquela revista era a Gazeta, no 139 alterou-
-se ligeiramente com uma referéncia a cores na capa ao
Ano Mundial da Matemética. No seguinte, 140, houve
alteracbes mais profundas, tanto no grafismo como nas
dimensdes, mas tendo o cuidado de manter um aspecto
que ndo deixasse duvidas de que estdvamos perante a
continuacdo da mesma Gazeta de sempre.

H4é ainda outro volume que me ficou na meméria: o
143, que comemorou o quinto centendrio de Pedro Nu-
nes. Em primeiro lugar pelo seu significado e pelo seu
contetido, e em segundo por razdes de ordem financeira.
Havia problemas com os custos, e ndo eram poucos, mas
para este niimero conseguiu-se, com grande esforgo, um
volume de publicidade fora do comum, o que muito con-
tribuiu para a sua boa execugéo.

Ao falar de publicidade e das dificuldades financei-
ras, a minha memoria presenteou-me com projectos, ja
um tanto obscurecidos pelo passar dos anos, que defen-
dia aquando do meu mandato como director da Gazeta.
Desconheco o que se passa no presente, mas talvez algu-
mas ideias que tinha ainda meregam consideragdo e por
isso as exponho, mesmo correndo o risco de dizer o que
ja ndo interessa. Fi-las:

A Gazeta sempre despertou um interesse razodvel no
Brasil e por isso fiz esfor¢os, sem sucesso, para angariar
por 14 leitores, bem como noutros paises de lingua oficial
portuguesa e até espanhola.

O recurso a publicidade foi uma fonte de financia-
mento aprecidvel e penso que pode voltar a sé-lo.

Seria vantajoso que a Gazeta se distanciasse mais da
SPM. Apesar de ser sua propriedade, uma maior e visivel
distanciagdo seria benéfica, evitando que pudesse ser en-
carada como a revista da SPM, sendo antes considerada
uma revista de todos os que tém algum interesse na Ma-
temadtica. Poderia assim alargar mais facilmente o &mbito
dos seus assinantes, sendo de admitir que os associados
da SPM (bem como os de outras associa¢des congéneres)
tivessem um desconto na assinatura.

O contetdo da Gazeta deveria ser dirigido a uma au-
diéncia alargada que englobasse todos os que lidam com
a Matemadtica como, por exemplo, professores de todos os
graus de ensino, engenheiros, economistas, estudantes,

etc. Provavelmente (ndo fiz um estudo exaustivo do que
se tem publicado) a Gazeta j4 cumpre este designio, mas
creio que ndo exagero insistindo.

Além da Gazeta, existe o Boletim da SPM. Penso que,
frequentemente, ndo se distingue bem da Gazeta. Deveria
fazer-se uma melhor e mais rigorosa defini¢do do que é o
Boletim (a Gazeta parece-me bem definida) e quais os seus
objetivos. J4 encontrei artigos no Boletim que, na minha
opinido, deveriam cair no 4&mbito da Gazeta, parecendo-
-me que havia, por isso, desperdicio de recursos. E que-
ro relembrar o Jornal de Mathematica Elementar, mantido
durante muitos anos pelo Dr. Sérgio Macias Marques.
E pena que a SPM néo tenha podido dar-lhe continuida-
de pois, ao que parece, desapareceu com o seu fundador.
Aproveito para homenagear a meméria do Dr. Sérgio
Macias Marques que muito fez pela divulga¢do da Ma-
tematica.

JORGE BUESCU
Diretor do n° 154 ao n? 162

m 2007 o meu amigo Nuno Crato, presidente da SPM,

desafiou-me para dirigir a Gazeta de Matemdtica.
A Gazeta era entdo dirigida pelo Prof. Graciano de Oliveira,
que depois de vdrios anos de trabalho pretendia passar o
testemunho. Encontrei-me assim perante uma proposta que
ndo podia recusar.

A decisdo, no entanto, ndo podia tomar-se com ligeire-
za, pois a heranca era de peso. A Gazeta foi a primeira revis-
ta da SPM. De facto, precedeu mesmo a existéncia da SPM: o
primeiro ntimero foi publicado em Janeiro de 1940, ao passo
que a Sociedade foi fundada a 12 de Dezembro de 1940. No
primeiro ntimero dizia pretender “ser um instrumento de
trabalho e um guia para os estudantes de Matematica das
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escolas superiores portuguesas”. Teve uma vida atribulada,
tendo mesmo deixado de ser publicada entre 1975 e 2000
(com um ntimero isolado em 1990). Nesta sua segunda en-
carnagdo houve bastante a reformular, pois havia muitas
coisas que 60 anos depois da sua fundagdo deixaram de fa-
zer sentido.

Quando tomei o testemunho da Gazeta, em 2007, era cla-
ro que teria de haver uma evolugdo. A SPM tinha (e tem) trés
publicagbes periddicas: a Gazeta, o Boletim e a Portugaliae
Mathematica. Se o papel desta tltima estava perfeitamente
definido enquanto publicagdo cientifica de nivel internacio-
nal, por vezes havia indefini¢des entre os papéis do Boletim
e da Gazeta. Durante o meu mandato a frente da Gazeta, e
mais tarde enquanto vice-presidente e presidente da SPM,
entre 2012 e 2018, houve uma redefini¢do dos papéis destas
publicagdes.

Enquanto o Boletim assumia definitivamente um carac-
ter mais dirigido a comunidade cientifica (os seus artigos
sdo referenciados no MathSciNet e no Zentralblatt), a Gazeta
assumia definitivamente um papel de divulgacdo cientifica
de alto nivel. O objectivo era o de funcionar como cartdo-
-de-visita da SPM. Apostou-se forte num grafismo moder-
no e atraente (0 primeiro nimero sob a minha direc¢do
foi o 154, dedicado ao “2007: o ano de Euler”; o arquivo
global pode ser consultado em https://gazeta.spm.ptlarquivo).
A extraordindria equipa editorial na qual tive a felicidade de
me apoiar tinha como vice-editores Adérito Aratijo, Rogério
Martins e Pimentel Nunes, que foram um verdadeiro dream
team; e a Renata Ramalho tomava conta das ocorréncias que
Nnao nos ocorriam.

Entre 2007 e 2010 a Gazeta consolidou assim a sua ima-
gem como veiculo de divulgagdo matemdtica de elevado
nivel, contando sempre com colaborag¢ées de elevadissimo
nivel de matemdticos da nossa comunidade cientifica, que
para ndo ser injusto ndo irei mencionar individualmente.
Posso, contudo, dizer que foi com enorme satisfagdo que
verifiquei que, no ndmero imediatamente a seguir & minha
saida de director (n.° 163), o editorial do Rogério Martins se
intitulava “O orgulho de publicar na Gazeta”.

Missdo cumprida!

A forma como vejo o futuro da Gazeta, 16 anos depois
de ter assumido a sua direcgdo, ndo é muito diferente da-
quela como via no inicio, sobretudo depois da passagem do
Boletim a formato digital de acesso aberto (tendéncia de res-
to global: a European Mathematical Society, por exemplo,
fez recentemente o mesmo com o EMS Magazine). A Gazeta
tem de ser essencialmente um veiculo que funcione como
elemento agregador das comunidades matematica e educa-
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tiva, com artigos de divulgacdo de elevado nivel e noticias
relevantes sobre a vida da Sociedade e da comunidade cien-
tifica.

A forma concreta de atingir estes objectivos serd um de-
safio para as futuras direc¢des da Gazeta, e estou seguro de
que serdo atacados com sucesso. Saberemos ser dignos dos
matematicos da Geracdo de 40.

ROGERIO MARTINS*
Diretor do n? 163 ao n? 171

endo integrado a equipa editorial de Jorge Buescu,

Rogério Martins, autor e apresentador do programa
televisivo Isto é Matemdtica! (SIC noticias), viria a assu-
mir o cargo de diretor da Gazeta no mandato seguinte.
Na continuidade do trabalho iniciado anteriormente, a
sua equipa se deve o atual aspeto grafico da Gazeta, tendo
procurado que a revista se tornasse mais apelativa, grafi-
ca e tematicamente, para uma maior generalidade e uma
maior diversidade de ptblicos interessados na matema-
tica, entre os quais, os docentes do Ensino Secunddrio,
através de um equilibrio entre artigos convidados e arti-
gos submetidos. Assumido herdeiro da responsabilidade
de dar continuidade aos propésitos originais da Gazeta,
tem uma necessidade natural de inovar que incluiu o
lancamento de uma versado digital online e a criacdo de
um website da Gazeta. Consciente das dificuldades de pas-
sar a mensagem matemadtica pela via televisiva, Rogério
Martins entende que “a matemaética é uma coisa comple-
xa feita de muitas coisas simples. Por isso, quando que-
remos explicar uma coisa complicada, temos de explicar
uma série de coisas simples”.

*Fruto da sua agenda sobrecarregada, ndo foi possivel obter o con-
tributo de Rogério Martins para o presente artigo.
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ADERITO ARAUJO
Diretor do n° 171 ao n? 180

Sou um grande fa da Gazeta de Matemdtica, muito
por culpa do entusiasmo cativante de Graciano de
Oliveira enquanto diretor e responsdavel pela sua re-
abilitacdo, no ano 2000. Desde essa data, sou um dos
seus muitos leitores assiduos e ndo me canso de elo-
giar a qualidade da publicagao.

A minha rela¢do com a Gazeta estreitou-se a par-
tir do ano 2008, quando Jorge Buescu me convidou
para assumir o cargo de vice-diretor. Com o Jorge, a
revista sofreu uma profunda renovagao grafica e de
contetidos, tendo sido iniciadas vdarias sec¢des que
se afirmaram como imagem de marca de qualidade:
a seccdo Atractor, pela forma como se relaciona com
aspetos interativos da matematica; a Na Linha de Fren-
te, sempre muito bem escrita por Fabio Chalub (para
quando a compilagdo em livro?); a Recreio, assinada
por Jorge Nuno Silva que nos desafia, todos os ntime-
ros, com interessantes problemas; etc.

Quando, em 2014, assumi a dire¢do da Gazeta
com Silvia Barbeiro e Daniel Pinto, foi f4cil a deci-
sdo de manter a estrutura existente, adaptando, aqui
e ali, conforme nos pareceu contribuir para aumen-
tar o sucesso da revista. Foi nessa altura que Nuno
Camarneiro comegou com a sua Matemdtica e Litera-
tura e que Gongalo Morais deu inicio a um conjunto
de entrevistas na sua Conversa com... E um prazer per-
correr as paginas da Gazeta e encontrar depoimentos
de Gil Strang, Cédric Vellani, Stephen Smale, André
Neves, Henrique Leitdo, entre muitos outros.

No centro das preocupacdes da equipa editorial
de entédo esteve sempre a ideia de mobilizar a “imensa
energia intelectual da juventude”, tal como manifes-
tado pela geracdo de matemdticos que, na década de
40 do século XX, fundaram a revista. Hoje reconheco

que o sucesso ndo foi o esperado. Procurdmos cons-
truir uma revista que estimulasse o gosto pela mate-
madtica e que fomentasse a discussdo viva em torno
dos textos publicados e dos desafios propostos, mas
ndo tivemos capacidade para a fazer chegar aos alu-
nos universitarios e pré-universitdrios como ambicio-
namos.

Gostei de todos os nimeros que publicimos. Se
tivesse de destacar algum, referiria o namero 173, de-
dicado ao problema das longitudes, publicado no ano
em que se comemorou o tricentésimo aniversdrio do
Longitude Act. Convido os leitores da Gazeta a regres-
sar a esse niimero e a perceber a forma como o esforgo
conducente a resolugdo do problema das longitudes
marcou, indelevelmente, toda a ciéncia moderna.

A riqueza da Gazeta de Matemdtica reside, sem du-
vida, na qualidade dos seus autores. Seria injusto dis-
tinguir algum, mas néo resisto a referir um artigo que,
talvez por ter sido publicado no primeiro nimero em
que assumi o cargo de diretor, li com particular satis-
facdo. Refiro-me ao “A Terra é um Pido”, escrito por
Eduardo Marques de S4, no ntimero 172. E uma delicia
ler este texto, onde o autor, de forma breve e muito
leve, descreve um assunto matemadtico de dificuldade
técnica elevada: a precisdo dos equindcios.

Foi durante o periodo em que dirigi a Gazeta de Ma-
temdtica que terminou o processo de digitalizagdo da
revista. Gragas ao apoio da Fundagdo Calouste Gul-
benkian e ao empenho de toda a equipa da Sociedade
Portuguesa de Matemdtica, com particular destaque
para Silvia Dias, assistente editorial da Gazeta, é hoje
possivel aceder a todos os contetidos publicados na re-
vista desde a sua fundagédo, em 1940. GeragGes de ma-
tematicos e pedagogos contribuiram para enriquecer
este importante acervo, que constitui um motivo de
orgulho para toda a comunidade cientifica nacional.

A Gazeta de Matemdtica tem uma histéria riquissi-
ma e um futuro promissor. Gostaria de ver a revista
em todas as escolas do Pais, em todas as universida-
des, nas bibliotecas e nos cafés. Gostaria de ver os
nossos melhores alunos como autores, os artigos da
Gazeta referenciados nos trabalhos escolares, os desa-
fios propostos a serem discutidos nos transportes pu-
blicos. Uma utopia! Mas é precisamente nessa utopia
que considero residir a energia que permitird a empe-
nhada equipa que agora dirige os destinos da nossa
Gazeta vencer os desafios do futuro.

S
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SiLVIA BARBEIRO
Diretora do n° 18] ao n. 198

irigi a Gazeta de Matemdtica de 2017 a 2022, dan-

do continuidade ao projeto em que jé participava
como elemento da equipa editorial. A preocupacdo em
publicar artigos que valorizassem a diversidade e a
abrangéncia do pensamento matemético esteve sempre
presente, havendo lugar ndo sé para os temas funda-
mentais mas também para as novas ideias, dreas emer-
gentes e aplicagdes da matemadtica. Dessa vontade sur-
giu a ideia de criar uma coluna coordenada pela Rede
Portuguesa de Matemadtica para a Inddstria e Inovagéo,
que ainda se mantém, onde tém sido publicados artigos
muito interessantes que ilustram a utilizagdo da mate-
madtica na resolucdo de problemas reais de empresas, de
organizacOes e societais.

Sinto muito orgulho em todos os nimeros publica-
dos durante os anos em que fui diretora. O talento, a
generosidade e o empenho de cada autor e autora torna-
ram-nos a todos especiais. Consigo talvez destacar o nu-
mero 185, de julho de 2018, porque tive oportunidade de

o apresentar durante o Encontro Nacional da SPM que
se realizou em Braganga. Ai, pude partilhar com alguns
autores o gosto de olhar pela primeira vez para os seus
artigos impressos.

Foi muito dificil terminar o nimero 194, de julho
de 2021. Depois de um grande periodo de resiliéncia a
pandemia COVID-19, o cansaco foi fazendo conquistas
e nem todos os artigos com que contdvamos ficaram
prontos a tempo. Ndo comprometemos a qualidade, mas
fizemos uma revista um bocadinho mais curta do que
o habitual. Tivemos também dificuldades na edi¢do im-
pressa dos ntimeros seguintes. Estava a viver-se um pe-
riodo de escassez de matérias-primas, entre as quais o
papel. A empresa gréfica que faz a impressado da Gazeta
ndo dispunha do papel adequado nem tinha previsdes
de o conseguir num curto espago de tempo. Tendo Por-
tugal um posicionamento internacional significativo na
inddstria de pasta de papel e papel, esta foi uma dificul-
dade completamente inesperada. Para ndo atrasar a sai-
da da revista por tempo incerto, optdmos pontualmente
por fazer a impressado no papel disponivel, diferente do
habitual com altera¢ées no brilho e gramagem inferior.

A Gazeta de Matemdtica enfrenta grandes desafios.
Em primeiro lugar, precisa de continuar a contar com
artigos de grande qualidade. Até agora tem sido pos-
sivel, mas por ser uma revista afastada dos rankings, é
facil vislumbrar adversidades. Uma conquista muito
relevante seria conseguir chegar a uma audiéncia mais
alargada, aumentando o ndmero de leitores, quer em
Portugal quer nos restantes paises da CPLP. Finalmente,
numa perspetiva de constante renovagdo, é importante
desafiar continuamente os jovens estudantes a propo-

rem o seu contributo para a revista.
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CANTO DELFICO

ALrrREDO COSTA
Universidade
de Coimbra
amgc@mat.uc.pt

TERNOS PITAGORICOS E TIJOLOS DE EULER

O titulo deste Canto Délfico é o mesmo de uma jornada da Liga Delfos,
cujos problemas aqui apresentamos. Comegando por explicar o que é a
Liga Delfos, introduzimos de seguida o que sdo os tijolos de Euler. Estes
objetos matematicos constituem um andlogo espacial do familiar conceito
de terno pitagérico. Destacamos o problema em aberto sobre a existéncia
ou nao de tijolos de Euler perfeitos.

1. INTRODUCAO

A Escola Delfos' organiza-se em torno de estdgios de dois do nome de uma equipa. Acedeu com gosto, organizando

dias, congregando na Universidade de Coimbra estudan- uma jornada intitulada Ternos Pitagéricos e Tijolos de Euler,

tes dos ensinos Basico e Secundario, com uma regularida- que decorreu a 7 de outubro de 2017. Neste Canto Délfico,

de aproximadamente mensal. Estes estudantes sdo referi- espreitamos um pouco a Liga Delfos, propondo ao leitor

dos como sendo os délficos. os problemas dessa jornada. Antes disso, fazemos uma
Uma atividade-farol da Escola Delfos é a Liga Delfos. breve contextualizagdo dos problemas.

A Liga Delfos é uma competigdo entre equipas de délficos,
decorrendo nos seus estdgios. Cada edigdo corresponde a 2. TIJOLOS DE EULER
um ano letivo, e estd dividida em cerca de sete jornadas,
garantindo que a maioria dos estdgios conte com uma jor-
nada na sua programagdo. Em geral, cada jornada tem a
duracdo de duas horas e meia, e cada edigdo tem cinco
equipas. A Liga Delfos foi criada em 2004 por Jorge Ne-
ves, o qual por largos anos a organizou e moldou. Contou
ainda com vdrios outros organizadores ao longo da sua
histéria.

O autor destas notas pode testemunhar o qudo en-
tusiasmante é a Liga Delfos para os seus participantes.
A Liga Delfos fomenta a partilha de conhecimentos, fa-
cilitada pela camaradagem. A competicdo entre as equi-
pas é amigével e bem humorada, como o demonstram os

nomes que as equipas escolhem para si, frequentemente
associados a objetos, conceitos e problemas matematicos Figura 1. Leonard Euler * (1707-1783).
com que os délficos se deparam. Exercendo o seu habitual

bom humor, vérios délficos pediram a certa altura ao au- 1 https:/fummwuc ptlfetucidmatidelfos

tor destas notas que preparasse uma jornada envolvendo 2 Imagem do dominio publico, retirada de https://www.nndb.com/peo-

de alguma forma a palavra "Tijolo", a qual ja fazia parte ple/954/000048810
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Figura 2. llustragdo® de um tijolo com dimensdes g, b, c,
diagonais faciais d, e, f, e diagonal espacial g.

Um paralelepipedo retangular (i.e., um prisma de base e
faces retangulares) é um tijolo de Euler se todas as suas
arestas e diagonais faciais tém comprimentos inteiros.
Estes objetos matemaéticos devem o seu nome as investi-
gacdes sobre eles feitas pelo afamado matematico suigo
Leonard Euler (1707-1783). O tijolo de Euler de menor vo-
lume tem dimensdes 44, 117 e 240.

Um tijolo de Euler perfeito é um tijolo de Euler cuja dia-
gonal espacial também é um inteiro. O problema da exis-
téncia de um tijolo de Euler perfeito traduz-se em saber se
o sistema de equagdes

a? +b? = d?
Pt = 2
b+ c? = f?
24 f2 =g

tem uma solugéo apenas em inteiros (cf. figura 2). Nao se
sabe se existe algum tijolo de Euler perfeito [7].

Mais geralmente, um paralelepipedo (ndo necessaria-
mente retangular) diz-se perfeito se todas as suas arestas,
e todas as suas diagonais faciais e espaciais tém compri-
mento inteiro. Em 2011, Jorge F. Sawyer e Clifford A. Rei-
ter provaram que existem paralelepipedos perfeitos (mas
ndo retangulares), exibindo vdrios exemplos concretos,
encontrados com recurso a for¢a bruta computacional
[11]. Num artigo de 2014, Sokolowsky et al. demonstraram
a existéncia de uma familia infinita de paralelepipedos
perfeitos, dois a dois ndo semelhantes, cada um dos quais
com exatamente duas faces ndo retangulares [12]. Nesta
familia, os dngulos das faces ndo retangulares podem ser
tomados tdo préximo de 90° quanto se queira. Nesse mes-
mo artigo, com base nos argumentos de prova af utiliza-
dos, os seus autores conjeturam que ndo existe um tijolo
de Euler perfeito.

Fazemos notar que a expressdo "Tijolo de Euler" é
de facto usada na literatura, no sentido técnico que aqui
apresentamos (a expressdo "cuboide racional" também
aparece na literatura, com o mesmo significado). Isso fa-
cilitou muito a tarefa de descobrir um tema que fosse ao
encontro do desejo dos délficos!

3. TERNOS PITAGORICOS

Uma equagdo diofantina é uma equagdo em varias vari-
dveis no dominio dos inteiros. A resolucao de equagdes
diofantinas é um dos tipos de problemas mais abordados
pelos délficos. Naturalmente, uma das equagdes que estu-
dam é a equacgéo x2 + y2 =72 que exprime o problema de
achar triangulos retangulos de lados inteiros, os chama-
dos tridngulos pitagoricos. Um terno pitagorico é um terno
(u,v,w) de inteiros positivos tal que u? + v? = w?. Dire-
mos também que o terno (g, b, ¢) € um terno de um tijolo
de Euler, ou simplesmente que é um tijolo de Euler, se for
o terno das trés dimensées de um tijolo de Euler. Portan-
to, um terno de um tijolo de Euler é um terno pitagérico.

Um terno de inteiros positivos (a,b,c) diz-se pri-
mitivo se o méaximo divisor comum de a, b, ¢ é 1.
Note-se que se a2 + b? = ¢ entdo mdc(a,b,c) = 1se e s6
se cada par de inteiros no conjunto {a,b,c} é primo en-
tre si. Acresce que todas as solugdes inteiras da equagdo
x% + y? = z% sdo da forma (ka, kb, kc) em que k é um inteiro
e (a,b,c) é um terno pitagoérico primitivo.

E um bom exercicio de iniciagdo verificar que se
(u, v, w) é um terno pitagdrico, entdo u ou v é par. A chave
estd em observar que os quadrados perfeitos pares sdo
multiplos de 4, enquanto que os quadrados perfeitos im-
pares déo resto 1 quando divididos por 4.

A seguinte caracterizagdo dos ternos pitagéricos pri-
mitivos é regularmente aprendida pelos délficos. Note-se
que, sem perda de generalidade, basta-nos considerar ter-
nos pitagéricos primitivos (u#,v,w) em que u é par, pela
observagcdo feita no pardgrafo anterior.

Teorema. Seja (1, v, w) um terno de inteiros positivos em
que u é par. O terno (1,v, w) é um terno pitagorico primi-
tivo se e so se u = 2st, v=g2—¢ ew=52+t2,para al-
guns inteiros positivos s, t primos entre si e tais que s — t
é impar e positivo.

Demonstragdo. Sejam s, t inteiros positivos primos en-
tre si tais que s — t é um niimero positivo impar, e sejam

u = 2st, v=5*—t e w=s>+"t.

Verifica-se diretamente que u?+v? = w?

Se exis-
te um primo p que divide u e v, entdo tal primo divide
v+w=2s2e w—ov=2t2 Como mdc(s, t) = 1, teremos
entdo p = 2. Mas s — t é impar, pelo que v = (s — t)(s 4 t)
é impar. Logo mdc(u,v) = 1, e portanto (1,v,w) é um ter-
no pitagdrico primitivo.

Reciprocamente, suponhamos que (1, v, w) é um terno
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pitagérico primitivo tal que u é par. Entdo v, w sdo impa-
res. Dai decorre que u? = w? — v = (w + v)(w — v) é um
multiplo de 4, pelo que temos a seguinte fatorizagdo de
inteiros:

(14)2: w+v w—v

2 2 2

w+ov , w=0v
2

Se d é um divisor positivo comum dos inteiros e 5,

entdo d divide

w—+v w—70 w—+v w—70
+

2 2 2 2

pelo que d = 1. Logo, a fatorizagdo que obtivemos para
(%)2 permite-nos concluir que existem inteiros positivos
s,t primos entre si tais que

w+ov __ 2
> =S5
w—ov __ 42
> =1

e u = 2st. Resolvendo o sistema, obtemos
w = s+ 2

v=s2—12,

Como v? = (s —t)(s + t) é impar, necessariamente o nt-
mero positivo s — t é impar. O

Este teorema é um exemplo de uma solugao paramétri-
ca de uma equacgédo (ou sistema de equagées) em inteiros,
neste caso expressa em fungdo dos pardmetros s, t. Exis-
tem muitas solugbes paramétricas parciais do problema
do Tijolo de Euler (cf. [9, 5]). Na seccdo seguinte referimos
a solugdo do matematico inglés Saunderson (1682-1739),
porventura a mais famosa, e que foi redescoberta por Eu-
ler [6]. A titulo de exemplo, temos a seguinte solugdo par-
cial paramétrica, obtida por Euler, distinta da atribuida a
Saunderson:

a = 2st(3s2 — t2) (32 — s?)
b = 8st(s* — t*)
c = (s> — 12)(s% — dst + t2) (s> + 4st + 12)

onde s, t sdo inteiros (admitindo que a,b, ¢ possam ser ne-
gativos).

4. UMA JORNADA DA LIGA DELFOS
Nesta seccdo o leitor pode apreciar a lista dos sete pro-
blemas que surgiram no enunciado da jornada de 7 de

outubro de 2017 da Liga Delfos. O enunciado inclufa uma
breve contextualizagdo do tépico. Os problemas foram
extraidos de diversas fontes. Os seus graus de dificulda-
de sdo variados, sendo alguns deles meros exercicios in-
trodutdrios, enquanto o tltimo problema é bastante mais
dificil do que os precedentes.

Cada problema é um requerimento formulado na se-
gunda pessoa do plural, refletindo o facto de que as res-
postas sdo trabalhadas em equipa.

Problemas de 7/10/17 da Liga Delfos
1. a)Determinem todos os ternos pitagéricos primitivos
da forma (40, v, w).

b) Determinem todos os ternos pitagdricos (i, v, w) tais
que u, v e w estdo em progressdo aritmética.

¢) Determinem todos os tridngulos pitagéricos de drea
igual ao perimetro.

2. Provem que, para todo o inteiro n maior do que 12,
existe um inteiro estritamente entre n e 21 que é a drea
de um tridngulo pitagoérico.

3. Mostrem que o raio da circunferéncia inscrita num tri-
angulo pitagérico é sempre um inteiro.

Figura 3. Nicholas Saunderson® (1682-1739).

* By Gfis - https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euler_brick.svg, CC BY-
-SA 4.0, https:/Icreativecommons.orgllicenses/by-sa/4.0

4 Imagem do dominio publico, cf.  https://commons.wikimedia.org/wikil
File:Nicolas_Saunderson.jpg
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4. O matemadtico inglés Nicholas Saunderson (1682-1739)
descobriu que se (1, v, w) é um terno pitagdrico entao

(|u(402 —w?)], |o(4u? — w?)|, |4uvw|)
é um terno de um tijolo de Euler (designemos estes
ternos por ternos de Saunderson).
a) Verifiquem o resultado de Saunderson.
b) Verifiquem que se (4, v, w) é um terno pitagorico pri-
mitivo, entdo o terno
(|u(402 —w?)], |o(4u® — w?)|, |4uvw\)

é primitivo.

¢ Sabendo que a diofantina
x* +18x%y? + y* = 2% ndo tem solugdo se xy # 0, pro-
vem que ndo existem tijolos de Euler perfeitos cujas

equagao

dimensdes sejam ternos de Saunderson.

5. Mostrem que o terno (85,132,720) define um tijolo de
Euler que ndo é um tijolo cujas dimensdes sdo dadas
pela férmula de Saunderson.

6. Mostrem que, num qualquer tijolo de Euler, para cada
n € {5,9,11,16}, existe pelo menos uma aresta cujo
comprimento é divisivel por #.

7. Provem que a equagdo diofantina
x4 187y +yt = 22

nédo tem solugdo se xy # 0.

5. UM PROBLEMA SOBRANTE

Por regra, o enunciado de uma jornada da Liga Delfos
tem sete problemas, de igual pontuacdo. Na preparagdo
do enunciado sobram naturalmente problemas, ao alme-
jar-se uma prova equilibrada em duragdo e composicao.
Eis um problema sobrante cujo enunciado nos dd mais
informacdes sobre os tijolos de Euler:

Verifiquem que se (x,y, z) é um tijolo de Euler entdo (xy, xz,yz)
também ¢é um tijolo de Euler, e que se (x,y,z) é um tijolo de
Saunderson, entdo (xy, xz,yz) ndo é um tijolo de Saunderson.

Curiosamente, se repetirmos duas vezes a operagdo des-
crita neste problema, obtemos um tijolo de Euler seme-
lhante ao inicial, pois a fungdo f(x,y,z) = (xy,xz,yz)
satisfaz a igualdade f2(x,y,z) = xyz(x,y,z). Em 1977,

E. Z. Chein provou que se (x,y,z) é um tijolo de Saunder-
son (ndo sendo, portanto, perfeito), entdo f(x,y,z) tam-
bém ndo é um tijolo de Euler perfeito [4].

6. ONDE PROCURAR SOLUGCOES

O problema 1 é um conjunto de exercicios de aquecimen-
to sobre ternos pitagéricos. Estes e outros exercicios se-
melhantes podem ser encontrados no livro de Burton [3],
onde também encontramos uma solugdo do problema 3
como um exemplo de aplicagdo da solugdo paramétrica
da equagdo diofantina x2 + y? = z2.

O problema 2 apareceu na final das Olimpiadas Core-
anas de Matematica de 1993 (cf. [1, 2]).

Como referéncia para os problemas 4, 6 e 7, temos o
apéndice de um artigo de Knill [8]. Spohn observou em
1972 que a parametrizagdo de Saunderson ndo produz
tijolos de Euler perfeitos [13], aplicando o resultado enun-
ciado no problema 7 e obtido em 1912 pelo inglés Henry
Cabourn Pocklington [10].
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Asabedoria popular sugere que ndo
coloque todos 0s ovos no mesmo

cesto. Mas a Estatistica revela que o
problema de transporte esconde algumas
subtilezas. Afinal quem tem razao?

SABEDORIA POPULAR

A sabedoria popular recomenda que nado coloque todos os
ovos no mesmo cesto. A ideia parece simples: se colocar-
mos todos 0s 0vos no mesmo cesto e se o cesto cair, entdo
perdemos todos ovos;' mas se repartirmos os ovos por
cestos diferentes, e se cair um cesto, s6 perdemos os ovos
desse cesto. Parece simples, mas ndo se iluda pois este pro-
vérbio esconde algumas surpresas.

UM PROBLEMA DE TRANSPORTE, DUAS
ESTRATEGIAS

Consideremos o problema de transporte referido an-
teriormente.” Este consiste em transportar n ovos em
cestos entre dois locais e 0 nosso objetivo em seguida
serd comparar o retorno e o risco de duas estratégias de
transporte; o retorno deve ser entendido neste contex-
to como o niimero de ovos que se consegue transportar
em média. As estratégias que vamos comparar sdo as
seguintes:

» Estratégia C(oncentrada): colocamos todos os ovos no
mesmo cesto.

» Estratégia D(iversificada): repartimos os ovos por va-
rios cestos; note que o niimero de ovos por cesto ndo
é necessariamente igual.

Suponhamos que a probabilidade de um cesto cair (p)
é a mesma para todos os cestos, independentemente da
estratégia.

O RETORNO E O MESMO PARA AS
ESTRATEGIAS CE D

O primeiro ponto de destaque é que é possivel demons-
trar matematicamente o seguinte:

Resultado 1. As estratégias C e D permitem transportar
0 mesmo niimero de 0vos, em média.
Isto talvez possa parecer surpreendente a primeira vis-
ta. O que tal quer dizer é que, se repetissemos vdrias ve-
zes a experiéncia de transportar ovos entre dois locais,
entdo umas vezes ganhava a estratégia C outras vezes
a D mas ambas as estratégias permitiriam transportar
aproximadamente o mesmo nimero de ovos em média

(ou seja, np).

O RISCO E MENOR PARA A ESTRATEGIA D

A sabedoria popular recomenda que ndo se coloque to-
dos os ovos no mesmo cesto e, afinal, a Estatistica prova
que, em média, podemos transportar o mesmo niimero
de ovos em ambas as estratégias. Entdo, em que ficamos?
O segundo ponto de destaque apresentado em seguida
vai responder a esta questdo e clarifica que a Estatistica
e a sabedoria popular estdo completamente de acordo;
de facto, é possivel demonstrar matematicamente o se-
guinte:

Resultado 2. A estratégia D é “menos arriscada” que a
estratégia C (uma vez que apresenta uma menor varidncia).

MORAL DA HISTORIA

Da préxima vez que transportar ovos (isto é, investir),
ndo diga que ndo avisei. Ndo olhe s6 para os retornos! As
estratégias C e D tém o mesmo retorno esperado, mas a
estratégia C é mais arriscada!l

DIVERSIFICACAO DO RISCO
Como vimos anteriormente, este ditado ilustra cabal-
mente a diferenca entre retorno e risco. E resume tam-
bém na perfeicdo o principio da diversificagdo do risco,
o qual é célebre em Matemdtica Financeira (Petters and
Dong, 2016, §3.2.3). No provérbio em discussdo, os ovos
sdo o objeto de interesse. Troquemos as palavras “ces-
to” por “aplicacdo financeira” e "ovos" por "dinheiro" e o
provérbio converte-se em: "N&o coloque todo o dinheiro
na mesma aplicagdo financeira."

Mas as estratégias que visam diversificar o risco vao
muito além de recomendar que ndo se invista apenas

Para facilitar; vou supor ao longo desta nota que se um cesto cair, entdo
partem-se todos os ovos desse cesto.

Existem vdrios problemas matemdticos relacionados com ideias de trans-

porte os quais sao fundamentais em aplicacdes tais como, por exemplo,

o problema do caixeiro viajante (Winston, 2004, §9,6) ou o problema de
transporte étimo de Monge-Kantorovich (Villani, 2009; Santambrogio, 2015)
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numa sé aplicagdo financeira.’ Por exemplo, um princi-
pio bésico de diversificagdo do risco é que se deve evitar
investir em dois ativos financeiros cujos precos sio "cor-
relacionados'; a intui¢do é de que quando investimos em
dois ativos cujos precos tendem a mover-se na mesma di-
recdo, entdo é como se apenas tivéssemos investido num
s6 ativo, ou seja, é quase como se estivéssemos a investir

numa tnica aplicagdo financeira.

DETALHES TECNICOS E DEMONSTRACOES
Objetivo e hipoteses

Recordemos que o objetivo é transportar n ovos entre
dois pontos e suponhamos, para facilitar, que se um ces-
to cair, entdo partem-se todos os ovos desse cesto. Supo-
nhamos também que a probabilidade de um cesto néo
cair ao chdo (p) é a mesma para todos os cestos, em ambas
as estratégias, e que a queda de um cesto ndo influencia
a possibilidade de queda de outro cesto (independéncia).

Numero de ovos que chegam ao destino final
O niimero de ovos que chegam ao destino final usando a estra-
tégia C é

C=nl, ey

onde ] é uma varidvel Bernoulli(p) que vale "1" se o ces-
to ndo cair e "0" caso contrdrio. Conforme se pode ver
através da equacdo (1), se o cesto nao cair, conseguimos
transportar até ao destino final C = n ovos; se cair, en-
tioC=0e portanto, nesse caso, ndo chega nenhum ovo
ao destino final. Para a estratégia D, o transporte é feito
usando m cestos, com 1 < m < n. O miimero de ovos que
chegam ao destino final usando a estratégia D é

D = Znili, (2)

onde n; é o nimero de ovos no i-ésimo cesto e [; uma

varidvel semelhante & anterior, ou seja, que vale "1"

quando o i-ésimo cesto ndo cai, e "0" caso contrdrio,

parai=1,...,m. O namero total de ovos a transportar

é o mesmo independentemente da estratégia, ou seja,
_ym X

n= ="

Demonstracoes

Tendo em conta as hipéteses referidas, demonstram-se

os resultados 1 e 2.

Demonstragdo do resultado 1. Usando (1), o facto de que
I ~ Bernoulli(p) e propriedades elementares do valor es-
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perado, obtemos
E(C) = E(nl) = nE(I) = np.
De modo semelhante,

E(D) =E (ili’h[z) = iniE(L‘l =p ini =np.

O

Demonstragido do resultado 2. Usando (1), o facto de que

I ~ Bernoulli(p) e propriedades elementares da varian-
cia, obtemos

var(C) = var(nl) = n?var(I) = n?p(1 — p). 3)

De modo semelhante,

Var(D)zVar(i nﬂ,-)zivar(n,-],-): inf var(l;) = inlzp(l - p).
i=1 i=1 i=1 i=1
@

Da comparagdo das equagdes (3) e (4) resulta que

m 2 m
var(C) = (Z ”i> p(l—p) = ) nip(1—p) = var(D),
i=1 i=1

sendo a desigualdade uma consequéncia do facto de que
(Zi x)? > Lty xf se x; 2 0.
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Um dos modelos matemadticos mais afamados neste contexto é o mo-

delo média-variancia, o qual foi desenvolvido pelo economista financeiro Miguel de Carvalho é reader em Estatistica no Departamento de
Harry Markowitz (Markowitz, 1952), um dos laureados com o prémio No- Matemitica da Universidade de Edimburgo. Exerce neste momento a
bel da Economia em 1990. Este modelo esteve na origem da fundacdo funcio de presidente da Sociedade Portuguesa de Estatistica (https:/
da teoria moderna da gestdo de carteiras de investimento e, apesar de spestatistica.pt). As suas trajetdria e investigagio foram condecoradas
ter sido desenvolvido em meados do século XX, & ainda uma referéncia- com vérios prémios de prestigio internacional na érea da Estatistica
-chave na industria financeira. Para mais detalhes acerca deste modelo Matemitica (por ex: Lindley Prize - International Society for Bayesian
consultar; por exemplo, Rubinstein (2002) e Linton (2019, §1.6). Analysis) e é ainda editor associado de revistas cientificas lideres nessa
Para  demonstrar esta  desigualdade  basta notar que area, tais como The American Statistician e Annals of Applied Statistics.

Qi x)? = X Xy = L X+ Dy %X > Yy X7 sendo

o Ultimo passo vélido, dado que x; > 0 por hipdtese.
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Este ano foi cheio de surpresas no campo das pavimentagdes nao

periddicas do plano

Vs
com muito gosto que dou inicio, neste ntimero da

Gazeta de Matemdtica, a uma coluna dedicada as rela-
¢Oes entre arte e matemdtica — que é também o tema de
uma disciplina que leciono, hd cinco anos, na Faculda-
de de Ciéncias da Universidade de Lisboa. Apesar de ja
ter planeado um tema para este primeiro texto, inespe-
radamente (como o titulo diz), apareceu uma novidade
extraordindria no mundo das pavimentagdes: descobriu-
-se um ladrilho, tinico, que pavimenta o plano de forma
necessariamente ndo periddica, isto é, evitando simetrias
de translagéo.

A histéria, contada com detalhe em [KI23], comeca
com David Smith, um técnico de impresséo reformado, de
Yorkshire, e entusiasta de puzzles e fractais. Smith havia
desenhado, em computador, uma forma especial de la-
drilho poligonal, e foi tentando ver que 4rea conseguiria
cobrir usando esse ladrilho. Néo s6 este ladrilho parecia
poder pavimentar dreas cada vez maiores, como parecia
igualmente ndo formar nenhum padrao. Depois de ter re-
cortado alguns destes ladrilhos em cartdo, ficou conven-
cido de que estava perante algo especial e contactou um
seu amigo, Craig Kaplan, da Universidade de Waterloo,
no Canadd, para juntos investigarem as propriedades des-
ta forma. Juntaram-se a eles Joseph Myers, um entusiasta
de matematica recreativa, de Cambridge, no Reino Unido,
e Chaim Goodman-Strauss, matematico americano liga-
do ao Museu da Matemdtica, em Nova lorque, no sentido
de demonstrar aquilo que Smith havia intuido: que esta

forma pavimentava o plano, de forma néo periédica, sen-
do apenas necessdrio, por vezes, tomar a sua imagem re-
fletida. Os resultados encontrados, que confirmam estas
suspeitas iniciais, foram publicados no artigo [SMKG23],
que descreve o problema e a sua solu¢do de maneira muito
clara e acessivel, e que, portanto, recomendo vivamente.

A figura 1 mostra uma destas pavimentagdes, os ladri-
lhos que sdo imagem em espelho dos outros estdo a azul-
-escuro.

A figura 1 mostra também a estrutura simples do la-
drilho: é formado por papagaios, isto é, quadrildteros com
simetria de reflexdo em relagdo a uma diagonal. Vé-se
também que a pavimentagdo que usa estes ladrilhos pode
obter-se a partir da pavimentagdo do plano por hexdgo-

Figura 1. Pavimentagdo com ladrilho ndo periddico,
do site [Ka23a].

22

GAZETA DE MATEMATICA -



Figura 2. "Camisas e chapéus”, por Robert Fathauer, “tartarugas”, por David Richeson,
e um esquema dos dois ladrilhos usados, do site [L23].

nos regulares, uma simplicidade inesperada para uma
solu¢do de um problema em aberto, pelo menos, desde os
anos 60. E este é apenas um de uma familia de ladrilhos
que tem esta propriedade, como veremos a seguir.

Esta noticia espalhou-se a grande velocidade pela in-
ternet, a partir do passado dia 21 de marco. Craig Kaplan
construiu o site [Ka23a], o qual recolhe a informag&o mais
central acerca desta descoberta, Christian Lawson-Perfect
construiu outro site, [L23] com o ladrilho numa grande
variedade de formatos, tanto gréficos como prontos para
impressdo 3D ou corte a laser. E surgiram também de-
signagdes coloridas para o ladrilho: o “chapéu” e a “ca-
misa”, para o ladrilho descrito acima, ou a “tartaruga”
para outro dos ladrilhos que tem a mesma propriedade
(ver figura 2). Foi também chamado um “einstein”, pala-
vra composta com “ein” e “stein” (que certamente levard
a confusdes sobre a autoria da descoberta do ladrilho) e
que reflete a sua capacidade de, sozinho, pavimentar o
plano sem repeticdes.

Os desenvolvimentos deram-se igualmente a grande
velocidade: j& depois de ter escrito e enviado este texto,
foi anunciada a 30 de maio uma nova forma, o “espectro”,
que consegue pavimentar o plano de forma necessaria-
mente ndo periddica, mas desta vez sem necessitar de re-
flexdes do ladrilho! A figura 3 apresenta uma dessas pa-
vimentagOes, para mais informacao, consulte-se [Ka23b].

Esta histéria tem alguns paralelos com a da descober-
ta de vdrias pavimentagdes, estas periddicas, usando la-
drilhos pentagonais, nos anos 70 - nomeadamente, terem
aparecido de forma inesperada pela mao de matematicos
amadores. A protagonista desta histéria é Marjorie Rice,
uma dona de casa de San Diego, entusiasta da coluna de
Martin Gardner no Scientific American. Em 1975, um dos

Figura 3. Pavimentacdo com ladrilho n3o peri-
édico, do site [Ka23b]

textos desta coluna versava sobre pavimenta¢des com
ladrilhos pentagonais congruentes: Gardner anunciava
que, em 1967, todas as pavimentagGes possiveis tinham
sido encontradas, com a descoberta de trés pavimenta-
¢oes que tinham escapado até entdo. No entanto, um més
depois, um dos leitores do Scientific American enviou a
Gardner uma nova pavimentacdo, mostrando que a clas-
sificagdo, afinal, ndo estava completa.

Rice sentiu-se entdo motivada a fazer pesquisas por
si prépria. Nos seus tempos livres, no Natal de 1975, fez
inameros desenhos de pavimentagdes com pentdgonos,
tendo mesmo inventado notacdo para as restri¢cdes entre
os angulos e lados dos pentdgonos. Em fevereiro de 1976,
Rice enviou uma nova pavimentagdo a Martin Gardner,
que a reenviou a Doris Schattschneider, uma especialista
em pavimentagdes. Esta, depois de alguma hesitagdo ini-
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cial, validou a descoberta, e a partir daf comegou a corres-
ponder-se com Rice. Rice prolongou os seus trabalhos ao
longo de vérios anos, tendo vindo a descobrir dezenas de
novas pavimentagGes com pentdgonos. Estas pavimenta-
¢des sdo hoje agrupadas em 15 classes, das quais quatro
foram apresentadas por Rice. As suas descobertas foram
publicadas num artigo de Schattschneider, “In Praise of
Amateurs”, [S81], no qual aparecem vdrias das suas pavi-
mentagdes. Na figura 4 vemos dois exemplos.

Também estas pavimentac¢des foram adaptadas para
criagdo de padrdes com animais ou plantas, ao estilo de
Escher. Rice havia concluido metade de um curso por
correspondéncia em arte comercial antes de se casar, e,
a medida que ia descobrindo pavimentagdes, explorava

Figura 4. Duas pavimenta¢des com pentdgonos descobertas
por Marjorie Rice. Imagens de Tomruen
(own work, CC BY-SA 4.0).

igualmente formas de as utilizar como grelhas para so-
brepor flores, conchas, borboletas ou abelhas. No entanto,
nao é necessdria esta referéncia a figuracdo para que estas
pavimentacdes tenham interesse artistico: em 1999, uma
destas pavimentagdes descobertas por Rice foi instalada
no chdo do foyer da sede da Mathematical Association of
America, em Washington.

Também aqui, em Portugal, podemos admirar uma
pavimentacdo por pentdgonos, esta ja conhecida hd muito
— foi um dos cinco tipos de pavimentagdes descritas por
Karl Reinhardt em 1918. Tal como os ladrilhos aperiédi-
cos, também esta pode ser obtida a partir da pavimenta-
¢do do plano em hexdgonos. Podem ver-se algumas fotos
na figura 5 e, para a ver ao vivo, basta ir até a estagdo de
metro de Arroios.
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Figura 5. Pavimentagdo por pentdgonos na estacdo de metro
de Arroios (fotos do autor).
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SOBRE A REALIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS

E geralmente afirmado que os nimeros complexos sdo essenciais para
formular a Mecinica Quéntica, mas serda mesmo assim?! Foi feita uma

APANHADOS NA REDE

Universidade
do Porto

experiéncia para responder a esta pergunta e o resultado parece ter

sido conclusivo.

1. NUMEROS COMPLEXOS: MATEMATICA

Os ntimeros complexos surgiram pela primeira vez em
1545, no livro Ars Magna (veja-se [2]), de Girolamo Car-
dano’. Mais precisamente, surgem quase no fim do livro,
quando o autor resolve o seguinte problema: encontrar
dois ntimeros cuja soma seja 10 e cujo produto seja 40.
E a resposta dada é esta: os nimeros em questdo sdo
5++/—15 e 5—+/—15. Logo em seguida, Cardano faz
referéncia a “tortura mental” que consiste em fazer ope-
ra¢des aritméticas com quantidades desta natureza, que
descreve como sendo “tao subtis quanto indteis”.

O Ars Magna também é famoso por conter a chama-
da férmula de Cardano, que permite resolver equagdes de
terceiro grau. Mas esta férmula tem um problema: tem
uma raiz quadrada de um nidmero que, no caso de cer-
tas equagdes, é negativo, mesmo quando a equagdo tem
uma solugao (real). E razoével especular que foi isto que
levou Cardano a pensar em raizes quadradas de ntime-
ros negativos, mas ele ndo menciona esta possibilidade
no livro.

Essa ligacdo foi feita por Rafael Bombelli no seu
L'Algebra que surgiu em 1572 (veja-se [1]). Ai, Bombelli
explicou como levar a cabo operacgées aritméticas com
nimeros complexos e como é possivel aplicar a férmula
de Cardano mesmo quando envolve tais nimeros.

Esta foi a primeira aplicagdo encontrada para os na-
meros complexos: eram umas entidades estranhas que
era preciso saber manipular para se poder empregar

a férmula de Cardano e, consequentemente, resolver
equagdes de terceiro grau. Durante algum tempo, nin-
guém viu mais nenhuma utilidade para eles até que,
em 1629, Albert Girard publicou Invention Nouvelle en
I"Algebre, onde explicou que uma equacgédo polinomial de
grau n tem, no maximo, n solugdes (reais ou ndo). Conse-
quentemente, se conseguirmos descobrir n solugées de
uma equagdo polinomial de grau 1, podemos ter a certe-
za de que ndo haverd mais (veja-se [4, §14.1]).

No século XVIIL Euler (que foi quem introduziu a
notagdo i para a unidade imagindria) j4 usava os nime-
ros complexos sem hesitar, tanto na Andlise, onde, por
exemplo, explicou que se tem, para qualquer niimero
real «,

e = cos(a) +isen(a),

(a chamada férmula de Euler) como na Algebra, onde re-
correu aos nimeros complexos a fim de provar que qual-
quer polinémio com coeficientes reais pode ser escrito
como produto de polinémios de grau 1 ou 2 com coefi-
cientes reais.

Até aqui, os nimeros complexos eram entidades
puramente algébricas e ndo tinham qualquer interpre-

' Kleber Kilhian, “Os Nimeros Complexos de Cardano a Hamilton”,
https://www.obaricentrodamente.com/2022/0 | Jos-numeros-complexos-de-
-cardano-a-hamilton.html

APANHADOS NA REDE -

Jost CARLOS SANTOS

jesantos@fe.up.pt

25


https://www.obaricentrodamente.com/2022/01/os-numeros-complexos-de-cardano-a-hamilton.html
https://www.obaricentrodamente.com/2022/01/os-numeros-complexos-de-cardano-a-hamilton.html

tacdo geométrica. Alids, Descartes afirmou mesmo que
é impossivel visualizar aqueles ntiimeros. No entanto,
por volta de 1800, dois matemadticos amadores, o norue-
gués Caspar Wessel e o suico Jean-Robert Argand, ex-
plicaram como visualizar os nimeros complexos como
pontos do plano. Esta ideia foi reforcada pela mesma
altura por Gauss (que é o autor da expressdo “nimero
complexo”), o que ajudou a aceitagdo daqueles nimeros.
E, naturalmente, a possibilidade de visualizar ajudou a
divulgagdo deste conceito.

2. NUMEROS COMPLEXOS:

FiSICA E ENGENHARIA

A partida, podera ser dificil ver como é que os ntime-
ros complexos possam ter utilidade na Fisica, mas tais
aplicagbes jd existem desde a primeira metade do século
XIX. Em 1823, o fisico francés Augustin Fresnel publi-
cou um artigo sobre Otica no qual estudava o compor-
tamento de um raio de luz polarisada quando atinge a
superficie que separa dois meios transparentes. Af, ele
viu-se numa situagdo semelhante a de Cardano: obteve
uma expressdo analitica na qual surgia a raiz quadrada
de um ntmero que, por vezes, é negativo. Mais precisa-
mente, quando o nimero sob o sinal de raiz quadrada

é maior do que 0, parte do sinal luminoso é refletido e

Figura 1. Augustin Fresnel.

parte passa para o novo meio. Quando aquele niimero
é 0, o sinal é totalmente refletido. Mas como interpretar
a férmula quando o valor é negativo? Fresnel poderia ¢ (ou, o que é a mesma coisa em virtude da férmula de
pura e simplesmente ter pensado que, nesse caso, a for- Euler, um ntimero da forma cos(a) + isen(a)), para al-
mula ndo se aplicava. Em vez disso, resolveu aplicar um gum niimero real a. E este nimero « é, segundo Fresnel,
principio metafisico, que se deve a Leibniz, a chamada a diferenga de fase entre o sinal luminoso (que, note-se,
lei da continuidade, e escreveu (veja-se [3]): é uma onda) antes de tocar na superficie e depois de ser
refletido. E Fresnel conseguiu confirmar experimental-
“[...] segundo a lei geral da continuidade, se exis- mente esta hipétese.
te uma expressdo exata para as leis da reflexdo Algumas décadas mais tarde (veja-se [5, cap. 5]) surgiu a
até ao limite considerado, ela deveria permane- primeira aplicacdo dos ntimeros complexos a Engenha-
cer vélida apés este; mas a dificuldade reside em ria. Isto comegou em 1869, quando o fisico britanico John
interpretar o que a andlise afirma relativamente William Strutt (mais conhecido como Lorde Rayleigh)
a estas quantidades imagindrias. E, no entanto, empregou nimeros complexos para explicar o funcio-
isto que iremos fazer, talvez ndo por raciocinios namento de circuitos elétricos. Esta abordagem a Enge-
rigorosos, mas ao menos pelas indu¢des mais na- nharia Eletrotécnica foi muito desenvolvida e ampliada
turais e mais provaveis.” pelo engenheiro aleméo (naturalizado norte-americano)
Charles Steinmetz, que ficaria conhecido como “o feiti-

Naturalmente, o limite atras referido é a altura a partir ceiro que gerou eletricidade a partir da raiz quadrada de

AN

da qual o nimero sob o sinal de raiz quadrada ¢é igual
a 0. E como é que Fresnel lida com o caso em que o ni-
mero é negativo? Obtém-se entdo um nimero complexo

com valor absoluto 1 e, portanto, um nimero da forma

menos um”. Alids, o primeiro texto que Steinmetz pu-
blicou (em 1894) sobre este assunto tinha um titulo que
anunciava logo ao que vinha: “Quantidades complexas
e o seu uso na Engenharia Eletrotécnica.”
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3. MECANICA QUANTICA

E provavelmente na Mecanica Quantica que se podem
ver as mais conhecidades aplicagdes dos nimeros com-
plexos a Fisica. A equagdo de Schrodinger é uma equa-
¢do diferencial que descreve o comportamento de uma
fungdo de onda Y, a qual toma valores complexos. Uma
questdo natural é a de saber como é que podem ser inter-
pretados, em termos fisicos, aqueles valores complexos.
Acontece que o que tem uma interpretacéo fisica sdo os
valores absolutos daqueles niimeros; estdo sempre entre
0 e1edéo aprobabilidade de uma particula estar numa
determinada posigdo. Mas o préprio Erwin Schrédinger
escreveu (veja-se [6]; este artigo também estd disponivel
online?) numa carta dirigida a Hendrik Lorentz em 1926
(0 mesmo ano em que publicou a sua equagéo):

“O que é desagraddvel aqui, e de facto
mesmo digno de contestacdo, é o uso de
nimeros complexos. ¥ tem que ser funda-
mentalmente uma fungdo real.”

Surgiram no inicio deste século propostas de maneiras
de formular a Mecanica Qudntica que s6 envolvem nu-
meros reais®. Muitos dos fenémenos tipicos da Mecénica
Quaéntica podem ser explicados a partir de tais formula-
¢Oes. Mas, embora tais ideias parecessem promissoras, fi-
cou provado que nenhuma destas abordagens funciona.
O processo ndo foi simples, pois ja tinha sido provado
que as formulagées reais permitiam descrever as situa-
¢Oes mais simples da Mecanica Quantica. Os autores de
[6] tiveram de conceber uma experiéncia suficientemen-
te complexa para testar a ideia de que certos fenémenos
da Mecénica Quantica ndo sdo passiveis de ser descritos
por qualquer das versdes reais da teoria, mas também
suficientemente simples para poder ser levada a prética.
E conseguiram! Publicaram a sua experiéncia imagina-
ria e ja houve diversos grupos de investigadores que a
levaram a prética. E a conclusédo foi de que, de facto, as
formulag6es reais da Mecanica Quéntica sdo incompati-
veis com os resultados das experiéncias.

Assim sendo, parece que os nimeros complexos es-
tdo ai para ficar, quer se goste deles quer néo.
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Asimetria (e seus derivados,
como é o caso da antissimetria)

¢ uma caracteristica muito impor-
tante na percegdo visual do mundo
que nos rodeia, tanto na natureza
como nas constru¢des humanas.

A azulejaria faz parte da cultura
portuguesa e muitas sdo as facha-
das de edificios revestidas de azule-
jos, com os mais variados motivos.
Fomos a procura de padrdes de
azulejos com antissimetria e encon-
trdmos exemplos muito diversos,
ndo apenas no estilo/época como
também nas propriedades matema-
ticas (grupos de antissimetria).

INTRODUCAO
Portugal tem uma longa tradigdo de utiliza¢do de azulejos
no revestimento de fachadas de edificios. A maioria das
fachadas é revestida de forma regular, formando-se pa-
drdes periédicos em duas dire¢des. Além das simetrias de
translagdo inerentes a qualquer padréao periédico, a maior
parte das fachadas apresenta também outros tipos de si-
metria (de reflexdo, de rota¢do ou de reflexdo deslizante).
Sempre que um padrio (ou figura) é construido apenas
com duas cores, é possivel existirem antissimetrias que
nao sdo mais do que simetrias acopladas a uma troca das
cores que deixam o padrdo invariante. Muitos dos azu-
lejos usados nas fachadas portuguesas envolvem apenas
duas cores, sendo o azul e branco uma combinagdo muito
frequente. Decidimos ir a procura de padrées com antissi-
metria nas fachadas de azulejos e encontrdmos exemplos
em vdrias localidades portuguesas. Uma primeira recolha
deu origem ao artigo de Nunes et al. (2022). No presente
trabalho, que tem por base essa primeira recolha comple-
mentada com outros exemplos, apresentamos os padrdes
que encontrdmos e que revelam uma grande diversidade
quer no que respeita ao tipo de antissimetria quer no que
respeita ao estilo e a época.

ANTISSIMETRIA

A simetria é uma caracteristica muito importante na
percecdo visual de imagens e tem sido um elemento re-
corrente na arte, na arquitetura e noutros artefactos da
constru¢do humana desde hd milénios (Westphal-Fitch
et al.,, 2012, pp. 2007-2008). A simetria em si incorpora a
nocao de repeticado, regularidade ou congruéncia. Como
diz Wade (2006, p. 1), a simetria é um principio univer-
sal e “é tdo importante para matemadticos quanto para
artistas, e tdo relevante para a fisica quanto para a ar-
quitetura”. No entanto, excesso de repeticdo e regulari-
dade provoca monotonia e faz perder o interesse, pelo
que ndo é de estranhar que qualquer nogédo de simetria
esteja intrinsecamente entrelacada com a de assimetria
ou quebra de simetria. Uma maneira de perturbar a si-
metria sem a destruir completamente é usando a antis-
simetria. Assim como a simetria, a antissimetria pode
ser encontrada em produgdes humanas desde tempos
pré-histéricos (Radovic & Jablan, 2001, p. 58).

Em geometria, uma simetria de uma figura é uma
isometria que a deixa invariante. O conjunto de simetrias
de uma figura F, juntamente com a operagdo composigdo
de isometrias, forma um grupo que é conhecido como o
grupo de simetria de F. Um grupo de simetria pode ser
discreto ou continuo. A maioria das figuras que nos in-
teressa tem grupos discretos. No plano, existem apenas
trés categorias de grupos de simetria discretos: rosdceas
(que tém um ndimero finito de simetrias que s6 podem
ser rotagdes ou reflexdes); frisos (que tém simetria de
translagdo em apenas uma direcdo) e padrdes (que tém
simetria de translagdo em duas dire¢des). Existem dois
tipos de grupos de simetria de rosaceas, sete tipos de
grupos de frisos e 17 tipos de grupos de padrdes. Na
literatura, podemos encontrar diferentes notagdes para
0s vérios grupos de simetria. Neste trabalho, denotamos
por Cy, os grupos ciclicos de rosdceas, que contém # ro-
tagdes, multiplas de 360°/n (C; ¢é a identidade), e por Dy
os grupos diedrais de rosdceas, constituidos pelas rota-
¢des de Cy e por n reflexdes (por exemplo, Dy é o grupo
de simetria de um quadrado). A figura 1 mostra alguns
exemplos de rosaceas e respetivos grupos de simetria.

No que respeita aos padrdes, neste trabalho ire-
mos usar a notagdo cristalogréfica: p1, p2, pm, pg, pmm,
pmg, pgg, cm, cmm, p4, p4m, p4g, p3, p3ml, p31m, p6, p6m.
A classificagdo do grupo de simetria de um padrao pode
ser feita usando o fluxograma proposto por Washburn
e Crowe (1988) e que se encontra na figura 2. Mais de-
talhes sobre grupos de simetria podem ser encontrados
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Figura 1: Exemplos de rosdceas com grupos de simetria Cn e Dn.
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Figura 2: Fluxograma de Washburn e Crowe para classificagdo de padres (Veloso,2012, p. 128).

30

GAZETA DE MATEMATICA + 200




em Martin (1982) ou em Veloso (2012).

A antissimetria (também conhecida como simetria
bicolor) estd intimamente ligada ao conceito de simetria
e pode ocorrer sempre que cada ponto de uma figura ou
de um objeto tenha associada uma caracteristica dico-
témica, como uma de duas cores, uma de duas cargas
elétricas, etc. Uma antissimetria pode ser definida como
uma simetria acoplada a uma troca de cores (ou troca
do valor da varidvel dicotémica) que deixa a figura ou
o objeto invariante. Como existem quatro tipos possi-
veis de simetria no plano, também existem quatro tipos
possiveis de antissimetria no plano. O conjunto de to-
das as antissimetrias e simetrias de uma figura também
forma um grupo. Os grupos de antissimetria podem ser
derivados dos grupos de simetria acoplando um grupo
de permutagdo com apenas dois elementos, a transfor-
mag¢do de mudanga de cor (ver Radovic e Jablan (2001)
para mais detalhes sobre antissimetria). A classificagdo
e designagdo dos grupos de antissimetria pode ser feita
através da andlise do grupo de simetria da figura sem
coloragdo (apenas com contornos), Gy, e do grupo de si-
metria da figura colorida, G¢. A designagdo do grupo de
antissimetria é simplesmente Gy |Gc. A figura 3 ilustra
este processo através do bem conhecido simbolo yin-
-yang, que é um exemplo de uma figura antissimétrica.
O simbolo yin-yang exibe algum tipo de apelo simétrico

Gu=C2

Gc= C']

-> Guch=C2|C1

Figura 3: Exemplificacdo do processo de classificagdo do grupo
de antissimetria a partir do simbolo yin-yang: em cima, figura
sem coloracao; em baixo, figura com coloracdo.

(dado pela antissimetria de rotagdo) apesar de ndo ter si-
metria. Sem coloragdo, o grupo de simetria é C2 enquan-
to com a coloragdo o grupo de simetria é C1. Portanto, o
grupo de antissimetria é C21C1.

Grunbaum e Shephard (1987, pp. 402-413) fornecem
uma descricdo dos grupos de antissimetria, com exem-
plos para cada grupo. Estes grupos sdo mais diversos do
que os de simetria: existem 17 grupos de antissimetria
de frisos e 46 grupos de antissimetria de padrées. Quan-
to aos grupos de antissimetria de rosdceas, podem ser
dos tipos Dy |Cm, DnlDm e CnlCm, sendo m necessaria-
mente divisor de n.

FACHADAS DE AZULEJOS COM ANTISSIMETRIA
EM PORTUGAL

Portugal tem uma longa tradi¢do em azulejos, ndo s6 em
painéis artisticos (igrejas e outros monumentos), mas
também em fachadas de edificios. Existem jd alguns es-
tudos sobre a matematica das fachadas de azulejos, entre
os quais destacamos o realizado pelo Atractor (2018) com
ligagdo ao programa GeCla que permite criar e classificar
padrdes, frisos e rosiceas.

Alguns azulejos usados nas fachadas portuguesas sdo
antissimétricos e facilmente produzem padrdes antissi-
métricos. Um desses azulejos é o azulejo de Truchet, com-
posto por um quadrado dividido por uma das diagonais
em dois tridngulos de cores diferentes. O nome Truchet
remonta ao século XVIII, em homenagem ao padre fran-
cés Sébastien Truchet, que explorou vérios padroes feitos
a partir deste motivo. No entanto, muito antes de Truchet
utilizou-se este motivo em diversos exemplos de arte or-
namental humana. Por exemplo, Radovic e Jablan (2001, p.
60 e 64) ddo exemplos de frisos e padrdes do periodo Ne-
olitico. O azulejo de Truchet é ele préprio antissimétrico
e tem grupo de antissimetria D21D1. Dependendo da dis-
posicdo dos azulejos, diferentes rosdceas/frisos/padrdes,
e, portanto, diferentes grupos de simetria e antissimetria
podem ser obtidos.

Nunes et al. (2022) apresentam alguns exemplos de
painéis de azulejos de artistas portugueses utilizando
azulejos de Truchet. Neste trabalho iremos focar-nos ape-
nas nas fachadas de edificios com padrdes periédicos.
Os azulejos de Truchet mais tradicionais utilizados em
fachadas de edificios habitacionais em Portugal sdo geral-
mente azuis e brancos (em Espanha sdo verdes e brancos).
As figuras 4 a 9 mostram fotos de fachadas com azulejos
de Truchet, exibindo padrées antissimétricos, em varias
localidades portuguesas.
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Guimaraes
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“Figura 4: Fachadas portu-
guesas no Porto, em Guima-
rdes e em Gaia, com o mes-
cmm|cm mo padrao de azulejos
de Truchet, do tipo cmmlcm.

Figura 5: Fachada no Porto com azu-
lejos de Truchet e padrdo cmmlcm.

Figura 6: Fachada no Porto com azu-
lejos de Truchet e padrdo p4m|p4g.

Na figura 4 podemos ver vérias fachadas com azu-
lejos de Truchet colocados todos na mesma posigéo. O
padrdo assim formado classifica-se como tendo grupo
de antissimetria crmm|cm.

Nas figuras 5 a 8 podemos ver fachadas com azu-
lejos de Truchet cuja regido fundamental é composta
por quatro azulejos em diversas posigdes.

As casas das figuras 4 a 7 datam muito provavelmen-
te da primeira metade do século XX. Na figura 8 pode-
mos ver uma habitagdo posterior, da segunda metade do
século XX.

A figura 9 apresenta uma fachada com azulejos de
Truchet cuja regido fundamental é composta por 16

azulejos.
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Figura 7: Fachada em Cabeceiras de
Basto com azulejos de Truchet e
padrdo p4m|p4m.

Figura 8: Fachada no Porto
com azulejos de Truchet
e padrdo cmm|pmg.

Figura 9: Fachada perto de Aveiro
com azulejos de Truchet e padrao
p4m|p4m.

Figura 10: Fachada em Guimaraes
com padrio cmlp no topo
do edificio.
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cmm|pmm

——— T Figura 11: Barra de azulejos no Paldcio

de Sdo Marcos, perto de Coimbra,
padrdo cmm|pmm.

Figura 12: Edificio no Porto com pa-
drdo cmlpm.

Figura 13: Edificio no Porto com pa-
drdo pm|pm.

Nas fachadas de edificios revestidos com azulejos
quadrados, o grupo de simetria que se encontra com
maior frequéncia é o grupo p4m, possivelmente por
apresentar muitas simetrias. N&do é por isso de estranhar
que o grupo de antissimetria p4m|p4m tenha surgido em
diferentes padrdes, como se pode verificar nas figuras
apresentadas ao longo deste trabalho. Note-se, no entan-
to, que o padrdo da figura 4, de tipo cmmlcm, é o mais
frequente, muito provavelmente pelo facto de envolver

o azulejo sempre na mesma posicado, o que facilita a sua
construgdo do ponto de vista pratico.

Destacamos, ainda assim, a variedade de grupos de
antissimetria encontrados: ao todo, temos dez grupos
distintos.

As figuras 10 a 16 mostram fotos de fachadas com
azulejos sem ser de Truchet que também exibem pa-
drées antissimétricos. Novamente os registos provém
de vdrias localidades portuguesas.
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Figura 14: Fachada em Aveiro com
padrdo p2|p2.

Figura 15: Fachada em Aveiro com
padrdo p4m|p4m.

pmm|pmm

Figura 16: Fachada em Aveiro com
padrdo pmm|pmm.

UMA FERRAMENTA DIDATICA PARA EXPLORAR
A SIMETRIA E A ANTISSIMETRIA:

Tanto a simetria como a antissimetria tém sido utilizadas
pelos seres humanos ndo s6 nas fachadas de azulejos mas
também noutros elementos decorativos e em obras de
arte. Entrelagar a matemdtica com a arte na sala de aula
pode ser uma maneira bem-sucedida de promover o in-
teresse pela matematica como mostram, por exemplo, 0s
trabalhos Hall & Pais (2021, 2018), Hall & Teixeira (2018).

O conceito de antissimetria pode ser utilizado no ensi-
no para ajudar a consolidar o conceito de simetria. Nunes
et al. (2022) apresentam alguns exemplos diddticos neste
sentido. Mais recentemente, os autores do presente traba-
lho desenvolveram uma aplicagéo no site Wolfram Demons-
trations Project, intitulada “Symmetries and Antisymmetries
of Truchet Rosettes” (Hall et al., 2023) que permite aos utili-
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Figura 17: Exemplos de rosdceas criadas com a aplicacdo de Hall et al. (2023). A esquerda, rosdcea
rodada 180° com troca de cores: a direita, rosacea refletida sobre um eixo vertical. Em baixo, os
botdes de op¢do usados para a rosdcea da esquerda.

zadores explorarem os conceitos de simetria e antissime-
tria de forma interativa. E pedido ao utilizador que crie
livremente uma rosdcea retangular com azulejos de Tru-
chet e paralelamente sdo disponibilizadas vdrias transfor-
magdes geométricas (isometrias e troca de cores) que per-
mitem analisar as simetrias e as antissimetrias da rosacea.
Terminamos este artigo apresentando algumas imagens
de roséceas produzidas com essa aplicagdo (figura 17).

GAZETA DE MATEMATICA -

Agradecimentos

Este trabalho foi financiado pela FCT - Fundagdo
para a Ciéncia e a Tecnologia no dmbito dos projetos
UIDB/04106/2020 e UIDP/04106/2020 do Centro de Inves-
tigacdo e Desenvolvimento em Matemadtica e Aplicagdes
(CIDMA).



REFERENCIAS

[1] Atractor (2018) “A Matemdtica dos Azulejos”, Ga-
zeta de Matemdtica, 186, 3-9.
fichaartigo?id=1484

https://gazeta.spm.pt/

[2] Grunbaum, B. & Shephard, G. C. (1987) Tilings and Pat-
terns, Freeman and Company.

[3] Hall, A, Almeida, P, & Teixeira, R. (2019) “Ex-
ploring Symmetry in Rosettes of Truchet Tiles”,
Journal of Mathematics and the Arts, 13(4), 308-335.
https://doi.org/10.1080/17513472.2019.1581963

[4] Hall, A, Pereira, A., Nunes, J., e Vettori, P. (2023) “Sym-
metries and Antisymmetries of Truchet Rosettes”, Wol-
fram Demonstrations Project, http:/[demonstrations.wolfram.
com/SymmetriesAnd AntisymmetriesOf TruchetRosettes

[5] Hall, A., & Pais, S. (2021) “Using an Interdisciplinary
Approach to the Teaching of Solid Geometry in a Pro-
fessional Development Course for Preschool and Prima-
ry School Teachers”, Indagatio Didactica, 13(3), 449-471.
https://doi.org/10.34624/id.v13i3.25584

[6] Hall, A, & Pais, S. (2018) “Learning and Teaching
Symmetry by Creating Ceramic Panels with Escher
Type Tessellations”, Indagatio Didactica, 10(2), 85-107.
https:/ldoi.org/10.34624/id.v10i2.11311

[7] Hall, A., & Teixeira, R. (2018). “Interlacing Mathema-
tics and Culture: Symmetry in Traditional Pavements and
Crafts”. Journal of Mathematics and Culture, 12(1), 28-46.

[8] Martin, G. (1982) Transformation Geometry: An Introduc-
tion to Symmetry. New York: Springer-Verlag.

[9] Nunes, J., Hall, A, & Vettori, P. (2022) “Antisymme-
try in Portuguese Ceramic Tile ”. Em Viana, V., Nagy, D.,
Xavier, J., Neiva, A., Ginoulhiac, M., Mateus, L. & Vare-
la, P. (Eds.), “Symmetry: Art and Science”, Journal of the
International Society for the Interdisciplinary Study of Sym-
metry, 12th SIS-Symmetry Congress [Special Issue], 34-39.
https:/ldoi.org/10.24840/1447-607X/2022/12-03-034

[10] Radovig, L., and Jablan, S. (2001) “Antisymmetry and
Modularity in Ornamental Art”. Bridges: Mathematical
Connections in Art, Music and Science, Conference Proceedin-
gs, 55-66.

[11] Veloso, E. (2012)
Geométricas”. Textos de Geometria para Professores. APM.

“Simetria e Transformacdes

[12] Wade, D. (2006) Symmetry: The Ordering Principle.
Wooden Books.

[13] Washburn, D., & Crowe, D. (1988) Symmetries of Culture
Theory and Practice of Plane Pattern Analysis. University of
Washington Press.

[14] Westphal-Fitch, G., Huber, L., Gomez, J. C., & Fitch,
W. T. (2012) “Production and Perception Rules Underlying
Visual Patterns: Effects of Symmetry and Hierarchy”.
Phil. Trans. R. Soc. B, 367, 2007-2022. https://doi.org/10.1098/
rsth.2012.0098

Andreia Hall, Doutorada em Probabilidade e Estatistica, é Profes-
sora Associada no Departamento de Matemitica da Universidade de
Aveiro desde 2005. Tem interesse em Educagio Matemadtica, Matema-
tica e Arte, e Andlise Estatistica de Dados.

Jodo Nunes, licenciado em Matemitica (1992) e duas vezes Mestre
em Matematica (2009 e 2020), é professor do ensino secundario des-
de 1992. Atualmente ¢ aluno do programa doutoral em Matematica
(ramo Educagdo) da Universidade de Aveiro. Estd interessado em Ge-
ometria, Algebra, Arte e suas aplicagées na Educagio Matemética.

Antoénio Pereira, Doutorado em Matemdtica, é Professor Auxiliar
no Departamento de Matemitica da Universidade de Aveiro desde
2007. Tem interesse em Teoria da Computagio, Algoritmos e Com-
putacio Quantica.

Paolo Vettori, Doutorado em Teoria dos Sistemas Matematicos, é
Professor Auxiliar no Departamento de Matematica da Universidade
de Aveiro desde 2008. A sua atividade de investigagdo centra-se prin-
cipalmente nas aplicagées da Algebra Linear a Teoria do Controlo e 4
Teoria de Cédigos.

A PROCURA DE ANTISSIMETRIAS NAS FACHADAS DE AZULEJOS EM PORTUGAL -

37


https://gazeta.spm.pt/fichaartigo?id=1484
https://gazeta.spm.pt/fichaartigo?id=1484
https://doi.org/10.1080/17513472.2019.1581963 
http://demonstrations.wolfram.com/SymmetriesAndAntisymmetriesOfTruchetRosettes
http://demonstrations.wolfram.com/SymmetriesAndAntisymmetriesOfTruchetRosettes
https://doi.org/10.34624/id.v13i3.25584
https://doi.org/10.34624/id.v10i2.11311
https://doi.org/10.24840/1447-607X/2022/12-03-034
https://doi.org/10.1098/rstb.2012.0098
https://doi.org/10.1098/rstb.2012.0098

GAZETA DE MATEMATICA:
BREVE LINHA DO TEMPO

Gazeta de Matemidtica, que nasceu como “Jornal

dos concorrentes ao exame de aptiddo e dos
estudantes de Matemadtica das Escolas Superiores”!,
contava também entre os seus propdsitos a publica-
¢do, entre outros, de textos de carater didatico sobre
assuntos de matemadticas elementares ou superiores.
A Gazeta viveu transformagoes vdrias ao longo dos
seus 83 anos de existéncia e é atualmente, no seio da
Sociedade Portuguesa de Matemadtica, a revista cuja
missdo primordial é a divulgacdo da cultura mate-
matica, o estimulo do gosto pelo estudo da Matema-
tica, bem como a troca de ideias entre quem estuda,
ensina, investiga, usa ou se interessa pela matema-
tica (como se pode ler nos seus estatutos). Chegan-
do agora ao nimero 200, é bom recordar que este
percurso foi iniciado por Anténio Monteiro, Bento
Caraga, Hugo Ribeiro, Silva Paulo e Zaluar Nunes,
membros de uma geragdo fértil que, nas palavras de
J. Buescu?, se empenhou na concretizagdo da von-
tade de organizar a ciéncia moderna no nosso pais.
O que aqui se apresenta é uma linha do tempo com
uma limitada amostra de dez ntiimeros representa-
tivos de épocas, momentos ou trabalhos, propostos
como convite a (re)leitura. Tarefa arriscada, pois
quem aprecia a Gazeta fa-lo a partir dos seus gostos
e perspetivas pessoais sobre a matematica, e do seu
envolvimento com a Gazeta. Neste sentido, todas as
escolhas sdo legitimas!

! Em rigor; este subtftulo apenas passou a figurar entre os niimeros 3 (junho de
1940) e 133-136 (1975-76).
2 Buescy, J. (2016). Matemdtica em Portugal, Uma Questdo de Educacdo. Fundago
Francisco Manuel dos Santos.

Nasce a Gazeta de Matematica
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N.° | « JAN. 1940

No primeiro ndmero, os editores
da Gazeta elencam os propdsitos
da revista: constituir-se como
instrumento de trabalho e guia para
os estudantes de Matemdtica das
Escolas Superiores portuguesas, por
um lado, e, por outro, para preparar
os candidatos a admissdo nas Escolas
Superiores. Assim, até 1975/76,

a Gazeta publicard enunciados

de frequéncias e exames de
disciplinas de Matemdtica de Escolas
Superiores (e, frequentemente,

as suas solucSes e/ou resolugdes),
bem como modelos de exames de
admissdo a tais instituicdes.

O primeiro artigo de cardter
diddtico (outro dos propdsitos da
revista) deve-se a Antdnio Monteiro
e trata da nocdo de contingente.
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Movimento Matemadtico

#10

N.° 10 « ABR. 1942

E neste nimero que Antdnio
Monteiro publica o impactante
artigo “Movimento Matemdtico™?,
no qual dd conta da auténtica
efervescéncia de atividade no campo
das ciéncias matemdticas no nosso
pafs (ilustrada com o aparecimento
de diversas publicagdes e
seminarios, e a formacdo de centros
de investiga¢do), contribuindo

para um ressurgimento da

cultura matemdtica portuguesa.
Antdnio Monteiro aponta ainda
para a necessidade de uma
remodelagdo completa do ensino
das matemdticas, dos programas
de estudo, da organizagao

da licenciatura em Ciéncias
Matemdticas, da preparacdo dos
professores do ensino secunddrio,
das provas de doutoramento e
dos métodos de recrutamento do
pessoal docente universitdrio.

% Expressio que jé surgia no N.° 9, vindo
a constituir-se como rubrica da Gazeta, e
pela qual veio a ser conhecido o conjun-
to de iniciativas aqui resumidas, levadas
a cabo no perfodo 1937-1947 por um
destacado grupo de cientistas (sobretudo
matemdticos).

A Gazeta em Democracia

1975/76

#133-136

GAZETA
MATEMATICA
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N.°S 133-136 ¢ 1975-76

Os quatro ndmeros da Gazeta
correspondentes aos anos 1975-76
sdo publicados num Unico volume
(o que ja acontecia desde 1967).

A redacdo contava entdo com J.
Gaspar Teixeira, J. Morgado e .

da Silva Paulo. Na carta intitulada
“A guisa de explicacio...”, o
primeiro dd conta dos esfor¢os feitos
para a obtencdo de verbas que
permitissem manter a publicagdo
da Gazeta, os quais, contudo, se
revelariam infrutiferos. Mantendo-
se regularmente durante cerca

de 38 anos (apesar da conhecida
expulsdo do ensino oficial, em 1947,
de vdrios colaboradores da revista),
e entrando no quarto ano em
tempo de democracia, a publicacdo
da Gazeta ird cessar. Destaca-se
naquele volume uma “Introducdo
aos processos estocdsticos”, por J.
Tiago de Oliveira. Deve-se entre
outros a Gaspar Teixeira uma
primeira tentativa de reativagdo da
Gazeta (setembro de 1990).

A Gazeta Recomeca

#138

GAZETA
DE
MATEMATICA

anis N.° 138 -

SUMARIO
Editorial
Artign comn ldade

FR. s A, 1
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N.° 138 « JAN. 2000

Apds dois periodos de interregno,
a Gazeta de Matemdtica ressurge,
devendo-se a Graciano de Oliveira
(mas também a Gaspar Teixeira,
falecido em maio de 1999, que
sempre procurou que a Gazeta
ficasse na posse da SPM) a iniciativa
de a resgatar. Destaca-se neste
ndmero o artigo “Sejamos dignos
dos matemdticos portugueses da
década de 40", no qual F. R. Dias
Agudo evidencia o entusiasmo

de que estiveram imbuidos os
fundadores e colaboradores da
Gazeta. O autor destaca ainda a
variedade e a riqueza de temas
nela abordados, com énfase para
os que foram publicados até 1947.
A responsabilidade de pegar

em tdo relevante obra, para dar
continuidade as acdes e propdsitos
da geracdo de 40, foi bem assumida
pelos autores que colaboraram
neste ndmero.

S
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N.° 139 «JUL. 2000

No Ano Mundial da Matematica,

o ndmero 139 permite revisitar os
ndmeros poligonais ou figurados
da aritmética pitagdrica e, em
particular, os nimeros triangulares.
Nesta visita, conduzida por José
Morgado, sdo deduzidas diversas
propriedades desta antiga, mas
sempre interessante, aritmética.
Noutro artigo, Paula Cerejeiras
introduz os "“desconhecidos
quaternides”, a sua origem nos
trabalhos de Hamilton (1805 -
1865), algumas das propriedades da
dlgebra e da andlise quaternidnicas,
bem como a interpretagdo
geométrica associada. Deste modo,
destaca a adequacdo da utilizagdo
dos quaternides na descrigdo

de certos modelos fisicos. Estes
artigos analisam tépicos deveras
distintos, mas ambos despertam o
interesse de qualquer curioso pela
Matemdtica.

AN

#143

il B B St P i e i e LB e sr Y143

Quinte Centendrio
do nascimento

de Pedro Nunes

N.° 143 «JUL. 2002

Em 2002 celebrou-se o 5.°
centendrio do nascimento de Pedro
Nunes (1502 - 1578), um dos mais
notdveis matemdticos da nossa
histdria. O ndmero 143 da Gazeta é
integralmente dedicado a sua obra,
com a republicacdo de “O Nodnio
de Pedro Nunes” do comandante
Antdnio Estdcio dos Reis e da
traducdo do artigo intitulado "“Pedro
Nunes and the discovery of the
loxodromic curve” de W. G. L.
Randles. Contém, ainda, mais seis
artigos destacando aspetos distintos
da obra impar de Pedro Nunes, um
deles do dinamarqués Jens Hayrup
— "Pedro Nufez: Innovateur bloqué,
et dernier témoin d'une tradition
millénaire”. Este nimero permite
conhecer um pouco da histdria

de Pedro Nunes e, deste modo,
compreender a sua relevancia para
a Matemdtica e para a navegacao
astrondmica, nomeadamente na
época dos Descobrimentos.

#1565

M atematica

N.° 155 < JUL. 2008

Neste nimero da Gazeta inaugura-
-se o Canto Délfico. A par da
divulgacdo do Projeto Delfos, esta
coluna é apresentada ao leitor por
Amilcar Branquinho, Alexander
Kovacek, Jorge Neves, Eduardo
Marques de Sd e Antdnio Salgueiro,
que estabelecem desde logo o seu
publico-alvo: os alunos do ensino
ndo superior e os seus professores.
A partir desta data, os leitores

do Canto Délfico sdo desafiados

a resolver alguns problemas
matemdticos e a enviar as suas
solucbes, mas ndao sem antes terem
o privilégio de ficarem a conhecer
alguns conceitos e resultados
matemdticos muito interessantes
que ficam habitualmente fora dos
curriculos dos ensinos bésico e
secunddrio.
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Matematica do Planeta Terra

2013

#169

Gazela de

dlematica

Observar Golfinhos...
com Trigonometria

N.° 169  MAR. 2013

2013 foi o Ano da Matemadtica

do Planeta Terra. Em Portugal
foram diversas as iniciativas

que divulgaram e celebraram a
contribuicdo da Matemdtica para
a preservac¢do do Planeta e para

a qualidade de vida de todos os
seus habitantes. A Gazeta também
se associou a esta celebragdo no
ndmero 169. O artigo “Observar
golfinhos... com trigonometria”,
de Pedro M. Duarte, Telmo Peixe
e Teresa Caissotti, cumpre o
duplo papel de divulgar o papel da
Matemadtica na monitorizagdo da
biodiversidade, explicando do ponto
de vista geométrico o processo
de localizagdo dos golfinhos no
Sado no “poligono” de intersecao
dos angulos de observagdo de
dois observadores, e de o fazer
recorrendo a conhecimentos

de geometria euclidiana e de
trigonometria acessiveis a qualquer
estudante do ensino secunddrio.

Arte e Matemadtica

2016

#1178

Gazeta de

dlemat

O Ponto da Bauhiitte,

Ontem ¢ Hoje
[T a———

N.° 178 - MAR. 2016

Em marco de 2016 é bem provavel
que a maior parte dos leitores da
Gazeta desconhecesse o Ponto

da Bauhitte. Pode acontecer que,
sem o saber, alguns j& o tivessem
visto ao contemplar o painel
“Comecar”, obra dltima de José de
Almada Negreiros, a entrada do
edificio-sede da Fundacdo Calouste
Gulbenkian. No seu artigo “O Ponto
da Bauhtitte, ontem e hoje”, Pedro
Freitas e Inez Wijnhorst falam-nos
sobre este enigmdtico ponto, sua
histdria e construcao, bem como da
paixao e estudo da geometria ligada
a arte que maravilharam Almada
Negreiros ao longo de décadas,
bem como de outras construgdes
que problemas geométricos
interessantes sempre suscitam.

Matemadtica em Tempo de Pandemia

2020

#192

(:azeta de

dlematica

José Monteiro
da Rocha (1734-1819)

Aplanar a Curva
44 LINMA TF PRENTE

N.° 192 « NOV. 2020

Ainda n3o conhecemos todos os
efeitos que a pandemia da COVID-19
teve e terd na Humanidade, mas em
2020 os cientistas saltaram para a
ribalta. Os meios de comunicac¢do
convidavam regularmente médicos,
bidlogos e matemdticos para tentar
ajudar a gerir a ansiedade e o medo.
O lugar de destaque dado a ciéncia
veio desmistificar, perante a opinido
publica, a forma como se produz
conhecimento cientifico. No artigo
“Aplanar a curva”, na sec¢do Linha da
Frente, Fabio Chalub conta-nos, de
forma apelativa, e muito interessante
do ponto de vista cultural, a Histdria
dos modelos matemdticos que
ajudaram a estudar e a compreender
outra epidemia, a de tifo, causa
oficial da criacdo do gueto judaico de
Varsdvia durante a ocupacdo Nazi.
Como o autor refere, “a matemdtica
mostra como medidas simples [o
autoisolamento, o distanciamento
social e uma rede de assisténcia
médica] podem impedir grandes
tragédias”, pois entdo, mesmo em
circunstancias precdrias, foi evitada
uma segunda onda de infe¢des.

S
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MATEMATICA PARA A INDUSTRIA E INOVACAO

MATEMATICA APLICADA A GESTAO DE RISCO
COSTEIRO

A gestdo de risco costeiro é uma ferramenta fundamental no ambito das
politicas de desenvolvimento sustentavel. No entanto, para os perigos na-
turais extremos, como os tsunamis, hd uma escassez de dados reais devido
ao seu carater infrequente.A matemdtica assume um papel essencial na ge-
racao de dados sintéticos complementares, que contribuem para entender

a fisica dos fendmenos e para desenvolver estratégias de mitigacao de risco.

No ambito da expansiao do hub de carga contentorizada do porto de aguas
profundas de Sines, e em resposta a Administragio dos Portos de Sines e
do Algarve (APS), foi desenvolvida, validada e aplicada uma metodologia
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Como garantir que o porto permanece em servico na eventualidade de um even-

to tipo sismo e tsunami de 17557

1. INTRODUGAO E MOTIVACAO
O porto de dguas profundas de Sines deve ter um desem-
penho estrutural que permita, mesmo que em condic¢des
extremas, receber e acolher ajuda de outras regides (aspe-
tos sociais) e manter o fluxo de trocas comerciais poten-
ciando a recuperagdo econémica (aspetos econémicos).

Eventos passados, como o sismo e tsunami de 1755,
mostram que Sines se encontra numa regido que pode ser
afetada por perigos naturais de origem tecténica. Embora
Portugal se encontre numa regido com atividade tecténica
carateristicamente moderada, existem documentos histé-
ricos e dados mais recentes, ja registados na rede acele-
rogréfica nacional, como o sismo e tsunami de 1969, que
mostram a possibilidade de ocorréncia de sismos de ele-
vada magnitude, com origem no mar e préximo da costa,
que podem originar tsunamis.

Sabe-se que a geragdo destes sismos de elevada magni-
tude estd associada a um complexo sistema de estruturas

geoldgicas a sudoeste da Peninsula Ibérica e no golfo de
C4dis. Sabe-se também que a rutura destas falhas locali-
zadas no mar e relativamente perto da costa gera sismos
e tsunamis que afetam principalmente as costas portu-
guesa, espanhola e marroquina. Uma das formas mais
eficazes de mitigagdo de risco tsunamigénico é baseada
no dimensionamento e na construgdo de estruturas com
capacidade para resistir aos efeitos em cascata devidos aos
movimentos intensos do solo provocados pelo sismo e aos
efeitos hidrdulicos induzidos pelo tsunami.

No entanto, o regulamento europeu para dimensio-
namento de estruturas, Eurocédigo [3], ndo prevé a agdo
do tsunami nem fornece recomendacdes explicitas para o
dimensionamento de estruturas criticas, como os portos.
Os critérios de desempenho estrutural incluem principios
de seguranga e limite de danos, mas a tendéncia global
de regulamentagdo de estruturas criticas jd inclui critérios
mais exigentes de ocupagdo imediata ou mesmo de ope-
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Figura 1. O plano estratégico
para aumentar o volume de
carga contentorizada movimen-
tada no Porto de Sines prevé: [)
condi€e’ a expansdao do terminal de con-
tentores existente, o Terminal
XXI, e 2) a construgao de um
novo terminal de contentores, o
Terminal Vasco da Gama.
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racionalidade. A comissao COM2: Analysis and Design
da International Federation of Structural Concrete, FIB,
conta com um grupo de trabalho, TG2.13 — Design and as-
sessment for tsunami loading, atualmente a desenvolver
investigagdo no ambito da engenharia de tsunami [4]. O
objetivo deste grupo € criar conhecimento para introduzir
critérios e recomendagdes de dimensionamento no Euro-
c6digo que prevejam a resiliéncia estrutural a agdo do tsu-
nami. Por enquanto, a engenharia de tsunamis com apli-
cabilidade em portos estd prevista apenas no regulamento
japonés [14] e no regulamento geral da World Association
for Waterborne Transport Infrastructure, PIANC [5], que se
encontra também em fase de revisao [6].

No ambito da expansdo do hub de carga contentori-
zada do porto de dguas profundas de Sines, foi desenvol-
vida uma metodologia numérica para caracterizar a peri-
gosidade tsunamigénica e o respetivo comportamento de
resposta do sistema geoestrutural que compd&e o terminal
de contentores, incluindo configuragdes correntes e futu-
ras, i.e., apds expansdo do Terminal XXI e apds construgdo

do novo Terminal Vasco da Gama.

O porto de Sines, com a sua atual capacidade de 1.8
milhdes de TEU movimentados (unidade equivalente a
vinte pés, Twenty Equivalent Feet, que representa as di-
mensdes padrdo de contentor e constitui a unidade de
medida da carga contentorizada), consolidou a sua posi-
¢do como lider nacional em volume de carga e detém a
14.% posigdo na lista dos maiores portos de contentores da
Unido Europeia, de acordo com a PortEconomics. Apds as
primeiras obras de expansdo do Terminal XXI, a APS pre-
vé a possibilidade de operar mais navios em simultaneo,
duplicando a capacidade de movimentag¢do anual para 4.1
milhGes de TEU. Apés a construgdo do Terminal Vasco da
Gama, a APS espera conseguir atingir mais 3.5 milhGes de
TEU adicionais. Com o volume total de carga contentori-
zada em cerca de 7.6 milhdes de TEU, o porto de Sines ga-
rantird o posicionamento entre os quatro portos europeus
com maior movimentagdo de carga contentorizada [13].
A figura 1 mostra a expansao prevista para o hub de carga
contentorizada do porto de Sines.
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2. OBJETIVOS E METODOLOGIA
O objetivo do trabalho é identificar, caracterizar e forne-
cer informagdo para tomadas de decisdo informadas no
que diz respeito a medidas estruturais que aumentem a
resiliéncia dos terminais de contentores perante eventos
tsunamigénicos extremos. Estas estratégias de cardter
preventivo perante um sismo e tsunami, como o passado
evento de 1755, incluem refor¢o de estruturas existentes
e consideragées de projeto para as novas infraestruturas.
A metodologia adotada para garantir critérios de de-
sempenho estruturais que evitem a disrup¢io das ativida-
des do porto é baseada numa aproximagdo numérica que

visa reproduzir a fisica associada ao fenémeno natural e a
respetiva resposta da estrutura. Em tese, esta aproximacao
tira partido das similaridades entre as fases de geragao,
propagacdo e chegada/interacdo das ondas sismicas e de
tsunami com as infraestruturas costeiras (neste caso, o hub
de carga contentorizada). Como cada fase, do maior para
o menor dominio, aceita esquemas numéricos de crescen-
tes sofisticacdo e exigéncia computacional, o acoplamento
através de condigdes de fronteira do tipo Dirichlet entre
dominios permite manter a qualidade das soluc¢des nu-
méricas e controlar os custos computacionais. A figura 2
mostra o esquema geral da metodologia numérica. Por

Fase 1: Macro escala

[ Id. de fontes tsunamigénicas - SW Iberica

g

Caracterizagio da rotura

] ] v:{ Rotura simples ou composta ]

Py
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Pardmetros cinéticos| |

[
permeros ot}

]
o

I

' 0
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; )

i v v
r [
'-iCenériosi % I”Cenériosi %

A _[ Condigao inicial |«
[| Topo-batimetria

Fase 2: Meso escala

/ NS-SPH interagdo fluido-estrutura /
i [

Acoplamento T«
e i Geometria HD

|F0r§:a do tsunami na estrutura l’ *[_| Padrdes de carregamento—

EQ e TSU em cascata s
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Y
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/ FE determinagio do comportamento sucessivo de resposta
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—] lr Geometria ]

e [Materiais solo-estrutura ]

Figura 2. Infografia da metodologia numérica desenvolvida para determinar multi-perigosidade tsunamigénica,
respetivos padrdes de carregamento em cascata e sucessiva resposta estrutural.
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uma questdo de sintese, a descri¢do dos varios esquemas
numéricos é remetida para a respetiva literatura.

A primeira fase de geracdo e propagacdo das ondas
engloba um dominio com escalas espaciais e temporais de
centenas de quilémetros e até vdrias horas, respetivamen-
te. A macroescala é baseada em:

» AproximagOes estocdsticas baseadas em Ground Mo-
tion Prediction Equations, GMPE, que englobam para-
metros da fonte sfsmica, atenuagdo na propagagdo das
ondas e possiveis efeitos de sitio devidos a caracteristi-
cas geotécnicas dos solos acima do substrato rochoso,
com potencial para amplificar as acelera¢des impostas
a infraestrutura [9, 10];

» Sistema de equagdes ndo lineares Shallow-Water discre-
tizado pelo método dos Volumes Finitos, SW-FV, para
quantificar alturas de onda e velocidades de corrente
[2,11].

A simulagdo das ondas na chegada ao porto engloba um
dominio com escalas espaciais e temporais de centenas de
metros e alguns minutos, respetivamente. Na mesoescala
sdo adotadas:

» Aproximacdes estocdsticas baseadas em GMPE com
consideracgdo das caracteristicas geotécnicas locais do
sitio de interesse, para quantificar a aceleragdo trans-
mitida ao sistema solo-estrutura [9, 10];

» Acoplamento do dominio resolvido através do esque-
mas SW-FV com o dominio altamente no linear resol-
vido pelo esquema numérico que considera as equa-
¢Oes Navier-Stokes discretizadas através do método
de particulas Smoothed Particle Hydrodynamics, para
caracterizacgdo da interagdo fluido-estrutura e quanti-
ficagdo da acdo hidrodinamica do tsunami [12,14].

Apbs a caracterizagdo do padrio de carregamento em cas-
cata referente as aceleracdes sismicas e a for¢a do tsunami,
o comportamento do sistema solo-estrutura é simulado
pelo método classico dos elementos finitos aplicado a reso-
lucdo das Leis de Movimento de Newton complementadas
com os Principios de D'Alembert e tendo em consideragdo
as relagdes constitutivas nao lineares que definem o com-
portamento dos materiais [7]. A microescala representa
uma ordem de grandeza espacial correspondente a estru-
tura em andlise (edificios com alguns metros, estruturas de
portos até alguns quilémetros ou pontes com varios quil6-
metros) e uma escala temporal de alguns segundos.

3. PROVA DE CONCEITO

Os vdrios esquemas numéricos que compdem a metodo-
logia numérica (e as respetivas técnicas de acoplamento)
foram sujeitos a um exaustivo processo de verificagdo e va-
lidagdo antes da aplicagdo ao caso de estudo. Este processo
assenta na correlagdo entre as solugdes numeéricas e os da-
dos analiticos e instrumentais, registados durante campa-
nhas experimentais e eventos reais. A realizagdo abrange
os diversos modelos que reproduzem os varios fenémenos
fisicos, desde a génese do sismo e tsunami até a respetiva
resposta da estrutura costeira. Por uma questao de sintese,
as figuras 3 e 4 mostram alguns dos testes de validagdo
representativos de macro, meso e microescalas.

4. CASO DE ESTUDO

A aplicacdo da metodologia numeérica ao caso do porto de
Sines, em particular ao terminal de contentores, foi desen-
volvida para caracterizar: 1) a multiperigosidade de sismo
e tsunami em cascata no porto de Sines; 2) o comporta-
mento sucessivo do terminal de contentores do porto de
Sines perante um evento extremo do tipo sismo e tsunami
de 1755. A figura 5 exibe as macro, meso e microescalas
que compdem o dominio numérico.

No dominio da macroescala, foram identificadas as
falhas do sistema geoldgico com potencial para gerarem
tsunamis regionais ou locais. A caracterizagdo de todas as
possiveis fontes incluiu geometria e pardmetros cinéticos
da rutura e a rigidez do solo. Cada rotura de falha (sim-
ples ou composta) representa as condi¢des de um cendrio
de sismo e tsunami. As simulag¢Ges de ondas de sismo e de
tsunami de todos os cendrios foram entao realizadas para
obter aceleracdes sismicas de pico ao nivel do substrato
rochoso e quantidades hidrodinamicas das ondas de tsu-
nami em Sines, respetivamente.

Na mesoescala sdo consideradas as influéncias lo-
cais para refinar as solugdes numéricas. Nas simulagdes
das ondas sismicas é incluido um termo a representar a
potencial ampliacdo das aceleragdes, a depender das ca-
racteristicas dos solos locais, negligencidveis em caso de
solos muito rigidos. Nas simula¢des do tsunami na fase
de inundagdo sdo tidas em consideracdo as configuragdes
dalinha de costa, com geometria corrente e apds cada fase
de expansdo.

No total foram efetuadas 1000 simulagdes para prever
o comportamento das ondas sfsmicas para que fossem
tidas em consideragdo as incertezas relacionadas com a
fonte de geragdo dos eventos e com a atenuagio da propa-
gacdo das ondas sismicas. Para o modelo de tsunami foi
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Figura 3. Validacdo dos modelos da macroescala com recurso a registos do sismo e tsunami do
Japdo, 2011, registados pelos sistemas de instrumentacdo que monitorizam o territdrio japonés.
Distribuicdo do pico de aceleracdo sismica no territério (em cima). Registo das ondas do tsunami
(em baixo). Tempo de chegada a costa do Japdo, cerca de meia hora apds o sismo (2 esquerda) e

altura das ondas de tsunami (a direita). Linhas azuis e vermelhas representam registo em mar alto e
perto da costa do Japdo, respetivamente. Linhas tracejada e cheia representam registo instrumental

e solugdao numérica, respetivamente.
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Figura 4. Validagdo do modelo fluido-estrutura (a esquerda) [I3, 14]: comparagdo entre solu¢cdes numéri-

cas obtidas pelos métodos SW-FV, NS-SPH e acoplado, e dados registados numa campanha experimental

que decorreu na Oregon State University. A correlagdo inclui quantidades hidrodindmicas (altura da onda

e velocidade da corrente) e forgas e pressdes exercidas numa estrutura elevada, nas dire¢des horizontal e

vertical. Validagdo do modelo solo-estrutura (a direita): forca lateral aplicada na extremidade livre de uma
estaca de 2| m cravada em 20 m de solo argiloso.

ainda adicionada a variacdo das diferentes configuracdes
da infraestrutura com o objetivo de aferir a variabilidade
das forgas do tsunami em func¢do da mudanga da linha de
costa correspondente a configuragdo atual do terminal, e
ap0ds as primeira e segunda fases de expansdo. Para de-
terminar as cargas de tsunami durante o perfodo de vida
util da estrutura foram realizadas mais de 100 simulag¢Ges
de tsunami.

Com os modelos e vdrias simula¢des ao nivel de ma-
cro e mesoescalas sdo obtidos os padrées de carregamento
para dimensionamento da estrutura que consideram os
efeitos de sismo e tsunami em cascata.

Apbs o estudo paramétrico, foi feita uma andlise para
determinar o cendrio com maior potencial de infligir dano
na infraestrutura. Verificou-se que o pior cendrio variava
de acordo com a medida de intensidade. O cendrio que
gerava as maiores aceleragdes sismicas no sistema solo-es-
trutura ndo correspondia ao cendrio que gerava as maio-
res forgas de tsunami. O cendrio que gerava as maiores
ondas de tsunami também ndo correspondia ao cendrio
que gerava as ondas de tsunami com maior velocidade.
Assim, ao invés de uma carga de dimensionamento em
cascata, foram definidos padrdes de agoes de dimensio-
namento variando as medidas de intensidade "lider". Por
exemplo, um dos padrdes é deduzido do cendrio que in-

duz a maior acelera¢do sismica (intensidade lider) e res-
petivas medidas de tsunami. Estes padrdes sdo compostos
por séries temporais de aceleragbes sismicas impostas as
fundag6es da infraestrutura, e forgas de tsunami aplicadas
aos componentes horizontais e verticais da infraestrutura
durante as fases de chegada, inundagéo e recuo das ondas
do tsunami. A figura 6 exibe a forma genérica de aplicagdo
dos padrdes de carregamento.

O comportamento sucessivo do sistema solo-estrutura
a estes padrdes de carregamento em cascata foi caracteri-
zado via andlise dindmica n&o linear (figura 7). A possivel
resposta do sistema geoestrutural a cada padrdo de car-
regamento é uma combinagdo entre trés estados, de elas-
ticidade, plasticidade e colapso. Se a aceleragdo de pico
do sismo se mantiver abaixo do valor de cedéncia dos
materiais, o sistema mantém a resisténcia original para
suportar o tsunami subsequente, que pode igualmente
ser insuficiente para modificar o estado de regime eldstico
dos materiais ou, pelo contrario, pode danificar ou mesmo
levar ao colapso do sistema. Se o sismo exceder os valores
de cedéncia, o sistema pode ficar danificado e ter a sua
resisténcia comprometida para suportar o tsunami. Se as
acoes do sismo ou tsunami ou da combinagdo de ambos
excederem os valores tltimos de resisténcia, o terminal
de contentores colapsa.
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Figura 7. Modelo de discretizagdo usado para prever a resposta sucessiva do sistema geo-estrutural ao padrdo de
cargas em cascata. O comportamento do sistema pode assumir uma das combinagdes ilustradas no esquema.
As respostas possiveis do sistema sdo baseadas na comparagdo entre esforcos atuantes.
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Figura 8. Comportamento sucessivo do sistema geoestrutural ao padrdo em cascata
de ac¢Bes de sismo e tsunami.

O sistema geoestrutural mostra ter resisténcia a maio-

ria dos cendrios tsunamigénicos considerados neste es-
tudo. No entanto, os cendrios mais extremos mostraram
que hé potencial de dano e colapso se o dimensionamen-
to das novas infraestruturas mantiver as caracteristicas
do atual Terminal XXI. A anélise sismica mostrou que os
pontos de vulnerabilidade do cais de estacas estdo na ca-
beca das estacas mais curtas. Conforme ilustrado na figu-
ra 8, a resisténcia estrutural fica comprometida a partir de
aceleracdes de 0.3g (similar ao recomendado pelo Anexo
Nacional do Eurocédigo 8) e evolui rapidamente para co-
lapso quando o terminal de contentores é exposto a ace-
leragoes sismicas da ordem dos 0.4g. As simulag¢des nu-
méricas mostraram aceleragdes a exceder valores de 0.5g.
O tsunami evidenciou a fragilidade das lajes mais finas
do terminal de contentores devido a fenémenos de eleva-
¢do. As lajes, originalmente dimensionadas para carrega-
mento devido ao peso préprio da estrutura, dos equipa-
mentos e de sobrecarga descendentes, ndo tém armadura
superior para resistir a deformagdo para uma curvatura

invertida, levando ao colapso destes elementos.

5. COMENTARIOS FINAIS
Em resumo, as estratégias estruturais de mitigagdo de
risco de sismo e tsunami para o hub de carga do Porto de

Sines incluem:

» Caracterizacdo multiperigosidade de sismo e tsunami

orientada a infraestrutura para determinacdo de pa-

drdes de carga de dimensionamento em cascata (em
vez de mapa genérico de perigosidade sismica);

» Lajes dimensionadas com reforgo superior da armadu-
ra e/ou aberturas de escoamento para alivio da pres-
sdo a chegada da onda do tsunami;

» Reducdo da altura da manga metdlica que envolve as
estacas que suportam o cais de contentores para con-
ferir maior ductilidade a estrutura, evitando o rdpido
progresso de regime pldstico para colapso;

» Técnicas de ancoragem do sistema geoestrutural para
compensar o deslocamento privilegiado do sistema
na direcio do mar devido a geometria triangular do
aterro e a ndo linearidade dos materiais para resistir a
compressoes e tragoes.
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YUPANA - O ABACO INCA

Um documento sul-americano do século XVII contém ilustragdes de

JorGE NUNO Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

instrumentos de registo e, presumivelmente, de célculo. A partir des-
tas representagdes, varias teorias foram adiantadas quanto ao respec-
tivo funcionamento. Apresentamos aqui a nossa opiniao nesta maté-
ria, ilustrando com alguns exemplos numéricos. Além das operagdes
basicas da aritmética, o Yupana permite implementar algoritmos para
as raizes e logaritmos, com naturalidade, assim como para a antifaire-
se, util na determinagdo do maximo divisor comum de dois nimeros.
As potencialidades do Yupana vao muito para além das dos dbacos mais
conhecidos, nomeadamente o chinés (Suanpan) e o japonés (Soroban).

m 1615, Felipe Guaman Poma de Ayala enviou um lon-

go manuscrito ao rei Filipe III de Espanha (Filipe II de
Portugal). Nele, descrevia a histéria dos povos andinos, a
ascensdo dos incas e o periodo da invaséo espanhola no sé-
culo XVI (ver [3] e [4]). Nesse manuscrito surge, entre vérias
outras, a ilustracdo seguinte.

Figura 1. Contador Maior e Tesoureiro.

O objecto nas méos do contador é, sem dtvida, um qui-
pu. Este artefacto destina-se fundamentalmente ao registo
de informacdo quantitativa (ver, por exemplo, [7]).

No canto inferior esquerdo, surge um objecto que é na-
tural supor destinar-se aos calculos numéricos, o yupana.
Em cada uma das cinco filas, hd quatro quadrados, com,
respectivamente e da direita para a esquerda, uma, duas,
trés e cinco pintas. Somos de opinido de que as filas se des-
tinam a representar os diversos digitos da numeragdo deci-
mal, sendo a linha inferior destinada as unidades, a segun-
da as dezenas, e assim sucessivamente.

Figura 2. A ordem dos coeficientes decimais.
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Uma marca colocada numa casa do yupana representard Usando somente uma cor e aplicando as regras de con-
a quantidade gravada nesse local (1, 2, 3 ou 5). Se for na versdo, eliminando mdltiplas marcas em cada casa e pro-
primeira fila tratar-se-d de unidades, se for na segunda de curando a representacdo mais econémica (que use menos
dezenas, etc. marcas), obtemos, apds alguns passos,
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Figura 3. Os digitos no yupana.
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Figura 5. 457 + 168 = 625.

A subtrac¢do implementa-se transformando a represen-

H4 uma caracteristica notdvel neste dbaco: podemos re- tacdo do aditivo de forma a podermos retirar do dbaco o

presentar qualquer niimero sem necessitar de ter mais do subtractivo e uma cépia de si mesmo. Vejamos um exemplo.

que uma marca em qualquer casa. O leitor mais atento terd

reconhecido nas denominagdes das células do yupana ter-
mos consecutivos da sucessdo de Fibonacci...

A representacdo de cada ntimero néo é, em geral, tinica,

mesmo com a restri¢do de ndo ter multiplas marcas numa

casa. Este facto permite reconhecer rela¢des operatdrias in-

teressantes. As regras de transformacéao bésicas sdo eviden-
tes, pelo que as omito (tipo 3=2+1, 5+5=10, etc).

Vejamos como efectuar a soma de dois ndmeros. Para
facilitar, vamos usar duas cores para introduzir as parcelas.

Figura 6. 322 — 58.

Transformando o aditivo convenientemente, obtemos:

- Figura 7. 322 - 58 (a
Figura 4. 457 + 168,

caminho da resposta).
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Agora, "rouba-se" o subtractivo ao aditivo e vé-se quanto
sobrou:

Figura 8. 322 — 58 = 264.

E fécil adaptar este método ao processo de subtracgao
reciproca iterada que nos dd o méximo divisor comum de
dois ntimeros, isto é, o conhecido Algoritmo de Euclides.

A multiplicacdo torna-se simples, quando temos pre-
sente a l6gica da representacdo numérica no yupana. Mar-
camos o multiplicando e, em cada casa ocupada nessa re-
presentagdo, colocamos o multiplicador. Depois, é s6 apli-
car as regras de conversdo. Vejamos um exemplo simples.

Figura 9. 324 x 3.

O resultado da operagdo ja estd representado no dbaco, falta
somente simplificar essa representa¢do para a tornar mais
legivel, tarefa para as regras de conversao.

Figura 10. 324 x 3 = 972.

A divisdo pode efectuar-se por subtrac¢es sucessivas,
procurando em cada momento o maior produto do divi-
sor por uma poténcia de 10 que ndo exceda o dividendo.
Visualmente, isto é f4cil de conseguir, porque multiplicar
por 10" corresponde a mover as respectivas marcas  filas
para cima.

Ilustremos o inicio de tal processo (uma divisdo com-
pleta ocuparia muito espaco).

Figura 11. 3624 + 28.

Multiplicando 28 por 100, obtemos:

Figura 12. 3624 = 28
(primeiro passo).

Ap6s efectuar a subtraccio 3624 — 2800, sabemos que o
resto é menor do que 2800, pelo que contabilizamos 100
para o quociente e baixamos o dividendo uma linha (ob-
tendo 280):

Figura 13. 3624 = 28
(segundo passo).
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Agora devemos subtrair 280 do dividendo tantas ve-
zes quantas for possivel. Por cada uma dessas subtraccdes
contabilizamos dez unidades para o quociente. Procedendo
deste modo, usando marcas negras no exterior do yupana
para representar o quociente, chegarfamos a situagéo final:

Figura 14. 3624 = 129 x 28 + 12.

Atendendo ao método descrito para efectuar multipli-
cagdes, ndo é dificil achar um procedimento para obter a
parte inteira da raiz quadrada de um ntimero: a partir da
representacdo de um dado ntimero m, procuremos o maior
k tal que cada casa que intervém na representacao de k con-
tém k marcas. Ignoremos as sobras.

Procuremos +/40.
e e e
TR S
C . >

oo c
oofo°l ol

Figura 15. /40 =?

Manipulando as marcas, obtemos a seguinte represen-
tagdo de 40 (usamos duas cores para realcar a parte inteira):

.:.:-..Q.b:- o’ - 6 g ===
go o'c (o] { o]

oo
951§ o

———  Figura 16.40 = 62+ 4.

As raizes de ordem superior tratam-se de forma ana-
loga. Para obter {/m, procura-se o maior k de forma que
cada casa que intervém na representacdo de k contenha
k"~1 marcas.

Por exemplo, a seguinte configuragdo permite obter a
parte inteira de v/70:

Figura 17.70 = 43 + 6.

Por fim, uma nota sobre logaritmos. Para obter log,, m,
introduzimos m no yupana e, manipulando as marcas, pro-
curamos o maior k tal que cada casa da representacdo de n
contém 1n¥~! marcas. Teremos entdo k = [log,, m]. Tlustre-
mos com log, 100:

Figura 18. 100 = 43 + 36,

Convidamos o leitor a experimentar este instrumento,
facil de implementar com papel, lapis e moedas, por exem-
plo. Gostarfamos de ter noticias de outras possibilidades do
yupana que possam ter-nos escapado.
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2018). Em 2015 foi-lhe atribuido o prémio
World Academy of Sciences e, em 2021, Alicia
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GAZETA [DE MATEMATICA] Comecando pelas suas re-
cordagdes de infancia e juventude, poderd apontar-nos,
caso existam, as razdes determinantes que a despertaram
para a matematica. Por exemplo, raizes familiares? Podera
contar-nos algum episédio ilustrativo da sua precoce pro-
pensdo para a matemadtica?

ALICIA DICKENSTEIN Na minha infancia ndo houve
nada de especial que implicasse um interesse precoce.
Nao tive professores especialmente bons. Mas o meu pai
era muito inteligente, multiplicava-se em atividades e,

embora ndo tenha concluido estudos superiores, o seu so-
nho era ser engenheiro. Diria que sonhou que eu seguisse
engenharia, mas teve de aceitar a minha preferéncia pela
matematica.

A minha miae era professora primdria. Mais tarde,
ap6s o divércio do meu pai, acabou por fazer um mestra-
do em Ciéncias da Educacéo e veio a ser diretora escolar.

A matemadtica para mim era fécil, divertida: na escola
secunddria adorava resolver problemas via equagdes ou
sistemas de duas equacdes lineares. Nao me achava espe-
cialmente dotada, mas na verdade acontecia frequente-
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mente ajudar os colegas. Nesses tempos ndo me passava
pela cabega que iria ser matemadtica! Tinha mesmo o pre-
conceito contrdrio.

Acontece que a minha escola secunddria dependia
da Universidade de Buenos Aires, e o Ensino Secundério
durava seis anos, ao fim dos quais nos era proposto fa-
zermos testes vocacionais. Foi uma sorte calhar-me uma
psicéloga (julgo que se tornou professora universitdria)
muito interessada, a qual me fez testes muito variados,
concluindo que eu era dotada de uma inteligéncia supe-
rior e vocacionada para a matemaética.

Curiosamente, essa senhora via-se a si prépria como
uma matematica falhada! Talvez por isso foi tdo persua-
siva sobre a minha possivel escolha. Dizia ela que eu de-
via a0 menos experimentar e depois, caso ndo gostasse,
poderia facilmente escolher outra alternativa. Eu teria
cerca de 17 anos quando isto se passou.

GAZETA Alicia, pelo que conta, ocorreu consigo nessa
ocasido uma interacdo entre psicologia e matematica.
Que nos diz sobre isto?

ALICIA A psicologia tem métodos semelhantes aos da
matemadtica, tem de se “ouvir” muito para encontrar re-
lagGes e chegar ao essencial.

GAZETA A sua juventude foi contemporanea de perio-
dos muito complicados para a Argentina, passando pelo
peronismo e por um regime militar. Como foi viver es-
ses anos?

ALICIA No meu primeiro ano de bacharelato, o governo
era militar. Os tempos eram muito complicados. Vivia-
-se em estado de medo. A opresséo instalou-se a pouco
e pouco, quase ndo nos apercebiamos! Quando passei a
assistente, as aulas decorriam em estrito siléncio, nin-
guém falava por puro medo de represdlias, em grande
parte inconscientemente.

Na escola que, como referi, dependia da universi-
dade, havia um grande ativismo. Eramos cerca de 400
estudantes no meu ano, dos quais conclufram apenas
215, mas 17 foram assassinados pelos militares ou sim-
plesmente desapareceram sob o regime. Tinham cerca
de 20 anos!

Ja quando entrei na universidade a democracia ins-
taurou-se, mas por pouco tempo.

O tempo presente é muito melhor, conseguimos ven-

cer a ditadura, no entanto diria que a Argentina, sendo
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um pais maravilhoso, é também um pais agressivo. Por
exemplo, Buenos Aires é uma cidade magnifica, cheia
de coisas interessantes para fazer, mas... tudo imprevi-
sivelmente caro.

GAZETA Regressando ao passado, o que pode dizer-
-nos sobre o ensino da Matemética na Argentina?

ALICIA O ensino era muito antiquado, ndo mobilizan-
do a criatividade. Ignorava-se a necessidade de tornar
acessivel a linguagem da matemadtica. Lembro-me de
que a minha mée, quando preparava o seu mestrado em
Ciéncias da Educagdo, fez cursos sobre como agilizar a
aprendizagem, mas o material de estudo estava ele pré-
prio escrito numa forma arcaica. Como é possivel apren-
der a inovar mantendo ideias arcaicas?

As pessoas dizem que a matemdtica é uma lingua-
gem, mas para mim a matemdtica tem uma linguagem.
Os estudantes, a partida, devem percebé-la para poderem
progredir. Apercebi-me disso quando ensinava os primei-
ros anos. E de que é preciso fazer um esforgo para tornar
claros os conceitos. Por exemplo, para um principiante,
pode causar uma grande confusdo o uso de termos da
vida quotidiana em matemadtica com um sentido total-
mente diferente.

Como sabem, a dada altura escrevi livros para crian-
¢as como o Mate Max: La Matemdtica en Todas Partes. Foi
das tarefas mais dificeis da minha vida escrever de forma
a chegar as criangas, de modo a que elas entendam!

Outro episédio revelador desta dificuldade em enten-
der a linguagem matemadtica aconteceu numas férias em
que alugdmos uma casa para a familia. Estava eu, um dia,
a trabalhar com um colega e teremos usado termos como
“limite de ... a tender para..” ou “dualidade”. A minha
filha pequena aproxima-se de nés e pergunta: “Descul-
pem, que lingua estdo a falar?” Sinceramente acho que
no ensino temos de conseguir que os estudantes tenham
prazer em estudar Matematica, e isso s6 é possivel se per-
ceberem a linguagem.

GAZETA A maioria dos alunos tem vergonha de mostrar
que ndo percebe a linguagem... Na Europa, nas escolas
secunddrias, é comum separar os estudantes entre os
que preferem ciéncias e os que preferem humanidades.
A Alicia passou por uma fase semelhante? Sentiu-se di-
vidida por diferentes inclinagdes, como sdo exemplo os
livros que escreveu para criangas? Haverd mais do que
uma Alicia?



ALICIA [Risos] Tentei sempre usar as duas partes do meu
cérebro. Ndo soube logo que queria ser matematica. Senti-
-me dividida no fim da escola secunddria, mas estou feliz
por ter cedo optado pelas ciéncias, antes mesmo de ter
optado pela matemadtica. E também estou feliz por ter es-
tudado na escola de que vos falei, pois o ensino também
tinha uma forte componente de humanidades. Eu acho
que é muito importante que as pessoas tenham envolvi-
mento com humanidades na sua educagao.

GAZETA A Alicia entregou-se desde novinha a ciéncia e
ao estudo, ou dividia o seu tempo com divertimentos de
alguma espécie, como desporto, convivio, etc.? Por exem-
plo, tocava algum instrumento musical, como acontece
frequentemente com matematicos?

ALICIA Comecei a aprender guitarra, mas o professor era
horrivel, do estilo de martelar da-da-da... Desisti logo!
Por volta dos meus 20 anos, comecei a cantar em grupos
corais, o que fiz durante vdrios anos. Eram grupos ndo
profissionais: comecavam, cresciam e acabavam por mor-
rer, pois era necessdria muita energia para se manterem.
Agora ja ndo canto porque tive problemas com a minha
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voz. Comicamente, 0 maestro de um desses grupos estu-
dava matemdtica e o grupo chamava-se Coro Lario. Foi
num desses grupos que conheci o meu marido.

GAZETA E danga tango?

ALICIA Nem por isso. Quando era jovem, o tango era
coisa de velhos, da geracdo da minha avé. S6 mais re-
centemente é que se passou a ensinar tango a teenagers.
No entanto, o tango estd de alguma forma entranhado no
meu corpo. Eu gosto de tango e se dangar com alguém
que conduza bem, saio-me bem.

GAZETA Pode contar-nos algo sobre personalidades que
a tenham impressionado e influenciado nas suas escolhas
enquanto jovem estudante? Nessa altura, j4 tinha ideia da
existéncia de matemadticos argentinos brilhantes?

ALICIA O meu orientador de tese foi Miguel Herrera e era
muito jovem, recém-chegado de sitios como Princeton. Eu
adorava o tipo de matematica que fazia, misturando geo-
metria, andlise, dlgebra. Além disso, era um apaixonado
pela vida, tinha seis filhos! Era muito atento e paternal,
um bom amigo. Infelizmente morreu com 45 anos.
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Quando lhe perguntei o que fazer para o meu douto-
ramento, ele disse-me que fosse para Minneapolis, mas eu
recusei. Jd conhecia o meu marido, tinha os meus coros,
a minha vida... Comecei a minha tese em 78, jé casada, e
em breve tive a minha filha, logo depois o meu filho... e o
meu orientador morre. Senti-me perdida! Foram tempos
muito dificeis.

Felizmente tinha uma amiga e colaboradora que me
apoiou muito, que me salvou em muitos aspetos.

GAZETA Compreende-se. A maternidade torna-se muito
dificil quando se faz matemadtica, pois esta absorve-nos
de manha a noite e até durante o sono. Juntando-se a isso
a perda do supervisor, numa fase em que mal se ganhou
independéncia, pior ainda.

ALICIA O meu orientador procurava sempre integrar-me,
tinha muitos contactos.

Ora, isso era muito importante porque a situagdo
econémico-social do pafs era terrivel. Ndo safamos, levei
cerca de seis anos a encontrar o meu préprio caminho.
A minha amiga seguiu Educacéo e eu mantive-me na ma-
temadtica, embora tivesse de mudar um pouco. Entretanto,
o meu grupo de investigacdo dissolveu-se. Tive mesmo
de mudar e procurar o meu caminho.

Cerca de cinco anos apds a minha tese, fiz a primei-
ra viagem ao estrangeiro: fui para o ICTP de Trieste para
participar em seis semanas dedicadas as superficies de
Riemann. Este evento tinha lugar num auditério mara-
vilhoso, e podia assistir a cursos uns a seguir aos outros!

Foi como se tivesse uma iluminacgao: senti que se dis-
pusesse de informagédo suficiente, eu poderia ser muito
produtiva. Desde af, a minha convicg¢do sobre o poder da

informagdo mantém-se.

GAZETA Logo a seguir a esse periodo, houve algum ma-
tematico que estimulasse a sua carreira?

ALICIA Sim, vocé conheceu-o, Eduardo Cattani. Eduardo
tinha sido obrigado a deixar a Argentina em 1967. Duran-
te uma licenca sabatica, regressou a Argentina vindo dos
Estados Unidos para dar um curso sobre Teoria de Hod-
ge e eu era uma boa aluna. Na altura ja se usava o email,
mas eu ndo sabia da existéncia do arXiv nem da www.
Ia estando informada gracas aos reviews que fazia para
o Math Reviews. O Eduardo comegou a mandar-me por
email muitos artigos que ele mesmo imprimia, imensa in-

formagdo sobre artigos e outras atividades. Fé-lo durante
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vdrios anos! E tal mudou a minha vida matemaética.

Mais tarde, colabordmos profissionalmente. Encontra-
mMO-Nos NUM congresso e comegamos uma colaboragao.
Em resumo, o Eduardo é o exemplo de um excelente ma-
tematico. Foi fundamental na minha vida pelo seu apoio
e estou-lhe muito grata.

GAZETA J4 percebemos que gosta muito de ensinar.
Olhando para trds, prefere ensinar os mais jovens ou os
mais maduros?

ALICIA Os estudantes na universidade estdo, em geral,
muito motivados. Quando acontece haver interagdo com
algum deles, é fantdstico. A matemdtica é muito demo-
crética: pode-se comunicar em qualquer idade, naciona-
lidade, etc.

GAZETA Que outras ocupagdes lhe ddo gosto?

ALICIA Como disse, ja ndo posso cantar por causa de um
problema de voz. Tenho quatro netos que me ddo imenso
prazer. Puro prazer, sem obrigacdes. E leio. Por outro lado,
apesar daidade e de estar aposentada, trabalho muito: sou
professora emérita, titulo muito raramente atribuido, te-
nho um gabinete e um posto de investigadora de topo no
CONICET (Conselho Nacional de Pesquisas Cientificas e
Técnicas, organismo equivalente ao francés CNRS - Cen-
tre National de la Recherche Scientifique). Fago imensos
relatérios. Mas néo tenho de ensinar, a menos que queira.

GAZETA Pode agora dar-nos umas ideias do método
“Messi” que desenvolveu e falar-nos um pouco dos seus
interesses mais recentes na investigacdo?

ALICIA Essencialmente, trabalho em aplicagdes de dlge-
bra e geometria computacionais.

Um pouco por sorte. Hd muito tempo, cerca de 2003,
visitei 0 MSRI (Mathematical Sciences Research Institu-
te) de Berkeley, onde decorria um semestre sobre dlgebra
comutativa. Havia quadros pretos nas paredes ao longo
dos corredores, e um dia, ia eu a passar por um deles e
vi o Bernd Sturmfels a discutir num quadro com a jovem
e ativa matemadtica Karin Gatermann (ela morreu muito
jovem). Eu ndo fazia ideia do que ela estava a dizer, mas o
Bernd disse-me: “Senta-te aqui, Alicia; ela faz a simulagdo
e tu demonstras o teorema!” Questionei: “Mas que teore-
ma?!” Sentei-me, sem fazer a menor ideia do que discu-
tiam, ndo percebia as notagdes, etc. Mas tomei notas. Aca-
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bei por entrar no assunto, e, por razdes que ndo detalho,
fizemos um artigo juntos (“Toric Dynamical Systems”).

Logo a seguir, uma estudante (a Mercedes Pérez Mil-
lan) abordou-me, pedindo-me que fosse sua orientadora
de tese de doutoramento. Conversdmos sobre 0s seus in-
teresses, contou-me que a mée tinha estudado Biologia.
Eu nio estava dentro do assunto, mas pareceu-me muito
interessante. Respondi-lhe que aceitava, que podiamos
aprender juntas. E, enquanto ela trabalhava para a tese,
eu também estudava. Acabei por ter uma ideia que se re-
velou errada, mas a busca do entendimento das diferen-
¢as entre certos conceitos conduziu-nos a publicagdo de
um artigo que é muito citado.

Esta colaboragdo continuou mais tarde e resultou num
trabalho onde definimos certos sistemas chamados MES-
SI, onde se provam resultados envolvendo vérias redes
bioldgicas distintas.

Em diferentes partes do mundo, néo sei porqué, surgi-
ram vdrias pessoas interessadas, e por diferentes razdes,
nas sign conditions associadas a problemas onde utiliza-
vam Algebra e Geometria. Algumas influenciaram-me e

com outras trabalhei. Posso citar: o Jeremy Gunawardena,
agora em Harvard, um livre-pensador com um forte back-
ground em Matemitica, a Elisenda Feliu que é professora
na Dinamarca, cuja forma de estruturar o pensamento é
muito préxima da minha e cujos artigos sdo muito agra-
déveis de ler, e também um matemadtico muito simpdtico
de Benin, Gilles Gnacadja, que trabalha para uma farma-
céutica na Califérnia e que por causa do seu trabalho co-
mecou a fazer alguma matematica por sua conta relacio-
nada com estes mecanismos.

Com a Mercedes, comecdmos a estudar redes enzi-
madticas. As enzimas sdo moléculas (proteinas) que pro-
duzem reacgdes a uma velocidade compativel com a vida.
Elas juntam-se a outra proteina (normalmente designada
substrato) com a qual é fésforo-relacionada, isto é, adqui-
re uma componente de fésforo que ndo é mais do que um
processo de transferéncia de energia.

Pedi a Mercedes que frequentasse um curso de Bio-
logia Molecular. Lemos imensos papers de vdrias dreas
relacionadas para tentar entender. A verdade é que eles
nunca escrevem a equacdo para que nés (matemadticos)
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consigamos entender o processo. Tudo o que é modelagdo
matematica (0 modelo matematico que eles usam) ou nao
estd nos artigos destas dreas ou, quando estd, aparece no
material suplementar.

Em algum momento, porque hd uns artigos mais ma-
temdticos do que outros, fomos capazes de ver que nes-
te mecanismo hd um modelo com uma estrutura mate-
matica subjacente e que, associado ao mesmo, havia um
modelo que conhecfamos e que conseguiamos entender.
E uma vez que entendes, consegues fazer e comegas a
provar teoremas. E isto aconteceu antes de o Lionel Mes-
si ter sido considerado o melhor jogador do mundo, mas
anddvamos a procura do acrénimo para Modificagdes do
tipo-Enzima-Substrato ou Troca com Intermedidrios. Es-
tdvamos muito perto de MESSI, cozinhdmos ligeiramente
o nome e, claro, demos o nome de MESSI em homenagem
ao jogador.

Agora continuamos a trabalhar nesta drea e comecei
a trabalhar com um amigo de longa data, Reinhard Lau-
benbacher, que mudou de Matemética para Biologia. Tra-
balhamos em redes de genes, utilizando redes que gene-
ralizam as Booleanas. Propusemos um modelo novo que
esperamos que resulte. Enfim, fago o que posso!!!

GAZETA Alicia, hd alguma histéria curiosa que nos quei-
ra contar com algum matemdtico famoso?

ALICIA Em 2005, os fisicos celebravam os 100 anos de
quatro trabalhos famosos do Einstein sobre a Teoria da
Relatividade e os 50 anos da sua morte. Os meus colegas
fisicos daqui da universidade, dois anos antes de 2005,
comegaram a organizar uma série de palestras; foi-me pe-
dido para dar a palestra de matematica neste enquadra-
mento e colocaram-lhe um titulo: Dez Anos Aprendendo
Matemdtica: Einstein e as Geometrias Ndo Euclidianas. Since-
ramente eu ndo sabia quase nada do que ia dizer porque
nunca tinha trabalhado na drea em que trabalhou o Eins-
tein, mas aceitei e disse-lhes: “Vou estudar até 14”.
Comecei a ler uma série de artigos e, a dada altura,
pedi a um amigo para me enviar um livro da Dover (The
Theory of Relativity) onde havia um artigo principal sobre
o Einstein e o seu trabalho General Theory of Relativity,
publicado nos Annalen der Physik de 1916. Simultanea-
mente, nas minhas pesquisas, apercebi-me de que a Uni-
versidades de Jerusalém tinha todos os manuscritos do
Einstein onde pude ver o manuscrito desse artigo.
Apesar de néo falar alemao, consigo ler um pouco e vi
um conjunto de nomes matematicos escritos na primeira
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pédgina que na versdo traduzida para o inglés ndo apare-
cia. Isso deixou-me curiosa.

Na verdade, a versdo traduzida comecava na pédgina
seguinte. A introdugéo faltava. Pedi a uma amiga de ori-
gem alema aqui da universidade que me traduzisse essa
primeira pédgina. Segundo ela, o que Einstein fazia era
agradecer a um conjunto de matemdticos como Gauss,
Riemann, etc... que desenvolveram a matemdtica antes
dele para que ele a pudesse utilizar. Eu achei isto fantds-
tico!!!

Para mim, levantou-se uma questao: porque é que néo
estava na tradugdo? Comecei a pensar nisso.

Em 2006 ou 2007, estava em Minneapolis numa festa
para que tinha sido convidada e onde estava o Peter Lax,
que tinha ganhado o Abel Prize. Né&o sei porqué, come-
cei a contar-lhe esta histéria e pareceu muito interessado
nela, o que me levou a achar que se o Peter Lax tinha inte-
resse nesta histéria, se calhar ela tinha algum valor.

Um ano mais tarde, num congresso em Espanha, na
mesa onde estava sentada, encontrava-se o David Eisen-
bud, na altura diretor do MSRI. Contei-lhe esta histéria e
ele sugeriu que a mesma devia estar no Boletim da Ame-
rical Mathematical Society (AMS) e 14 estd.

Ao efetuar esta publicagdo, conheci um colega de
Histéria da Matemaética e acabdmos por descobrir que a
histéria por detrds disto ndo era tdo fantdstica. Ao que
parece, na segunda edigdo da versdo traduzida, quando
a cOpia da original foi para impressdo para a gréfica, a
primeira pdgina caiu. Conto isso no meu artigo. Por causa
disto recebi uma carta do Yuri Manin, que faleceu recen-
temente, que estava muito interessado neste trabalho ape-
sar de nem me conhecer.

A verdade é que isto originou que eu me relacionasse
com matemadticos muito famosos. Nunca esperei que isso
acontecesse.

GAZETA Voltando ao trabalho de pesquisa, qual é aquele
de que mais se orgulha. Ou, para si, sdo todos especiais?

ALICIA Existe um trabalho de que gosto também pu-
blicado no jornal da AMS. Eu estava numa conferéncia
no Brasil, onde conheci uma matematica incrivel, Maria
Aparecida Soares Ruas (Cidinha), da Universidade de Sdo
Carlos. Ela é uma mulher fantdstica que criou um grupo
de pesquisa e um ambiente de trabalho & sua volta muito
harmonioso.

Ela convidou-me a dar um curso, na Universidade de
S3o Carlos, baseado no livro Discriminants, Resultants, and



Multidimensional Determinants do Gelfand, do Kapranov e
do Zelevinsky, que é uma espécie de biblia. Sabem, é di-
ficil dar um curso baseado num livro dessa complexida-
de e quando preparava esse curso coloquei-me a seguinte
questdo: eu estava a estudar variedades tedricas (sdo va-
riedades racionais), como é que eu posso parametrizar as
suas duais?

Encontrei uma forma de o fazer e na verdade redes-
cobri uma coisa que ja era conhecida no contexto néo ho-
mogéneo. Um ano depois estava no Rio de Janeiro a coor-
ganizar uma escola e um workshop com um colega sobre
sistemas de equagées polinomiais. Foi no inicio de margo
e era mais barato organizar o congresso em Angra dos
Reis, que é um local lindissimo.

Nesse congresso, um dos oradores era o Bernd Stur-
mfels (meu amigo e que me introduziu a estas questdes
da Biologia), com quem falei sobre esta minha descoberta.
Penso que numa sexta-feira, enquanto tomavamos uma
cerveja ou um café, mostrei-lhe as duas pédginas do que
tinha escrito e do que me tinha apercebido. No dia se-
guinte, ele apareceu-me com uma pégina de resultados
dizendo: “Alicia, esta é a tropicalizagdo do teu trabalho.
Como é que ndo me apercebi antes destas conexdes?” En-
tdo, comecei a estudar geometria tropical para perceber o
meu préprio trabalho. Daqui resultou um trabalho de que
gosto muito, mesmo.

GAZETA Existe um lado feminista na vida da Alicia.
Apesar de sabermos que continuaria a ser uma cientista
de sucesso sem este lado, como é que ele influencia o seu
trabalho e porqué?

ALICIA Felizmente, no meu percurso como cientista eu
ndo prestei aten¢do a que havia uma diferenga real en-
tre o homem e a mulher. Porque s6 mais tarde me aper-
cebi de que hd muito a fazer a nivel das organizagdes.
O que eu tento fazer, e é o que consigo fazer, é dar muitas
entrevistas, apresentar muitas palestras, dar muita forma-
¢do e pertencer a muitos painéis relacionados com ativi-
dades da Women in Mathematics para ajudar as mulheres
a terem nogdo de si préprias. Por exemplo, no CONICET
tinha uma colega que ¢ astrénoma e é a primeira mulher
que conseguiu chegar ao cargo de topo em tantos anos.
A prépria disse-me que em vdrios anos os tinicos que
conseguiam chegar & posi¢do mais superior na carreira
de pesquisador eram apenas homens, e que estes deci-
diam quem eram os homens que se lhes seguiam.

A dada altura, permitiram que as pessoas pudessem

Alicia com a medalha do Prémio da Fundacdo L'Oréal Unesco

candidatar-se e ela candidatou-se e 14 acabou por conse-
guir o lugar devido ao seu curriculo, mas vejam, foi pre-
ciso candidatar-se. A possibilidade de que a escolhessem
nao existia, simplesmente porque ignoravam os curricu-
los femininos. Ela teve de dizer que era 6tima e “deem-me
a posicdo”. Foi a primeira mulher a consegui-lo.

As estatisticas tém vindo a diminuir a diferenca en-
tre homens e mulheres nos lugares de topo. No entanto,
é preciso olhar para elas de outra forma. As mulheres
demoram muito mais tempo a atingir esses lugares do
que os homens. A principio até se pode entender que isto
possa estar relacionado com a questdo familiar e com a
maternidade, mas o surpreendente é que também esta
relacionado com o facto de terem de dizer que sdo boas
e terem de o provar. E isto ndo tem por que ser uma carac-
terfstica feminina.

Algumas vezes familiarmente, na melhor das in-
tengdes, ha pais que dizem que matemadtica ndo é uma
carreira adequada para as mulheres ou que as ciéncias

S
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Cartazes presentes nos principais aeroportos do mundo, nos quais a imagem de Alicia surge acom-
panhada da frase ‘o mundo precisa de ciéncia, a ciéncia precisa de mulheres”

ndo sdo adequadas. Claro que isto mudou nas novas ge-
ragdes, mas ainda estd muito enraizado culturalmente e,
principalmente, na populagdo mais pobre. E ébvio que
esta discriminagdo ndo pode ser feita. Principalmente, na
parte ocidental do mundo sabemos que estas coisas ndo
podem nem irdo continuar. Um conjunto exclusivamente
masculino decidir quem pode subir ou ndo na carreira,
nao pode acontecer. Mas continua a ser...

Penso muitas vezes nesta imagem: hd uma grande
sala, num canto estd um homem numa secretdria a traba-
lhar, e no outro canto estd uma cozinha e nessa cozinha
estd uma mulher com duas criangas a tentar cozinhar.
Vemos esta imagem e, de alguma forma, achamos isto
normal. Se invertermos os papéis e virmos uma mulher
a trabalhar a secretdria e um homem na cozinha a tentar
cozinhar com as criangas, automaticamente somos impe-
lidos a dizer: ela podia ajudd-lo. Mas porqué? Sentimos,
interiormente, que hd algo errado nessa imagem. E en-
quanto este sentimento ndo mudar na sociedade, ndo mu-
dard nem para a matemaética nem para outras atividades.
Isto estd muito estabelecido e é por isso que eu tento que
as pessoas tomem consciéncia disto: que hé caracteristi-
cas culturais que impedem as mulheres de fazer Matemé-
tica, Engenharia ou Ciéncias de Computagao. E também
procuro fazé-lo nas organizagdes.

Eu obtive o prémio da L'Oréal e depois dele dei imen-

sas entrevistas (mais de 100), e dou-as principalmente
para que as pessoas ganhem essa consciéncia. Que eu
consiga transmitir esta mensagem.

GAZETA Como é que a Alicia se torna uma pop star da
matemadtica e passa a estar na imprensa cor-de-rosa na
Argentina?

ALICIA Isto tudo comecou quando aceitei o tal prémio
da L'Oréal (UNESCO) e fui uma das personalidades do
ano. Aceitei-o por duas razdes principais. Uma foi porque
a minha neta estava excitadissima com a ideia e queria
muito ir a entrega do prémio e a outra, mais importante,
em geral ndo hd normalmente nestes prémios pessoas a
fazer ciéncia, principalmente mulheres a fazer ciéncia,
e queria que as pessoas vissem como isso é importante.
A ciéncia é importante e as mulheres a fazer ciéncia ainda
mais.

GAZETA Sobre os seus prémios, quais aqueles que a dei-
xam mais orgulhosa?

ALICIA Nio é que esteja orgulhosa. Gosto deles, mas
principalmente porque me permitem fazer coisas de que
gosto e permitem atingir pessoas que ndo estariam a par-
tida interessadas em matemadtica ou em fazer matemadtica.
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Penso que para mim s&o bons.

GAZETA Sabemos que a matemdtica tem um papel enor-
me na vida da Alicia. Como é que combina isso com a
gestdo profissional e com a gestdo da vida familiar?

ALICIA Uma coisa muito importante para mim foi que na
universidade nés tinhamos e temos infantdario (child care)
e acessivel, porque apenas pagamos uma pequena per-
centagem do nosso saldrio. Ou seja, todos podiam paga-
-lo, independentemente do saldrio.

Isto para mim foi crucial. E tive imensa ajuda do meu
marido. A principio néo foi tdo facil. Eu tinha de sair, as
vezes, um més inteiro e tivemos alguns desentendimen-
tos. Mas, no final, ele aceitou e adaptou-se e jd s6 me per-
guntava: “Quando é que regressas?”

Naéo foi fécil, tivemos de nos adaptar e negociar. Tam-
bém tive muitas duvidas por causa do meu filho e da mi-
nha filha. Por terem uma mée tdo apaixonada pelo que
fazia. Tinha receio de ndo lhes dar atencao suficiente. Por
isso, sempre que estava com eles, dava-lhes atengdo ma-
xima e com valor. Em retrospetiva, acho que acabou por
correr bem. Dou-me muito bem com os meus dois filhos.

Eu trabalhava imenso. Na realidade, fui a primeira
mulher diretora do meu departamento e, sem me aperce-
ber, acabei por ter uma subdiretora e uma secretaria tam-
bém mulheres. N&o era nada comum e aprendi o que era
ter muito trabalho e nenhum poder. Normalmente chega-
va a casa, jantava, faldvamos um pouco e depois voltava
a trabalhar. Trabalhava muito... e estd OK... ndo me arre-
pendo. Foi uma escolha. E foi uma escolha feliz.

GAZETA A Alicia parece-nos uma pessoa feliz. Acredita-
mos que é feliz. Como é que lida com o envelhecimento e
como é que se sente tratada nesta fase da vida?

ALICIA Antes eu tinha tanto trabalho administrativo que
era dificil concentrar-me na matemadtica como gostaria e,
agora que mantenho a paixdo pela matematica, as solici-
tacdes sdo tantas que se torna dificil responder a todas.
Assumo que tenho a mesma paixdo, mas ndo tenho a
mesma forga.

Atualmente sou a editora chefe da revista de La Uni-
on Matemdtica Argentina que me d4 muito trabalho, mas
também muito orgulho, sou também editora associada
das revistas Mathematics of Computation, Vietnam Journal of
Mathematics, Algebraic Combinatorics, La Matematica e Orbi-
ta Mathematicae. Para além disso, sou membro do Natio-

nal Academy of Exact, Physical and Natural Sciences of
Argentina desde 2018, que também requer muito de mim.
Coorganizo muitos semindrios e workshops e faco muitas
coisas organizacionais ndo s6 para mim, mas também
para diferentes instituigdes, que implicam fazer muitas
avaliages de pessoas e processos.

GAZETA H4d alguma pergunta que gostaria que lhe fizes-
sem e que nunca ninguém fez?

ALICIA Acho que néo [risos]. Porque sempre digo o mes-
mo. Sou a mesma pessoa. Hd uma pergunta sobre o que
é que eu espero para o futuro da matemdtica. Talvez ndo
tenha uma boa resposta para isto, mas tenho algumas
preocupacdes. Principalmente, com o desenvolvimento
da inteligéncia artificial (IA). Tenho a certeza de que o
desenvolvimento da IA vai ser um desafio e que néo fa-
remos a matemdtica da mesma maneira. Li recentemente
um artigo muito interessante na Nature sobre como é que
IA ird alterar a matematica. Essencialmente, o que dizem
é que por agora estamos seguros porque com a IA néo se
consegue decidir o que é ou ndo é importante.

GAZETA Pensa que hd um risco de perdermos a liberda-
de de como fazemos a matemaética?

ALICIA Penso que hd um risco de perdermos a liberda-
de em tudo. Estamos mesmo muito controlados [risos].
E fécil, pois a nossa informagéo estd em todo o lado. H4
um controlo e as nossas decisdes estdo circunscritas a um
certo limite. Serd importante que os matematicos puros
saibam mais fazer computacdo e cédigo para entender o
que se faz na IA.

Por exemplo, hd um algoritmo desenvolvido por ma-
teméticos (entre os quais, Peter Scholze) para verificar de-
monstra¢gdes muito abstratas.

GAZETAE o ChatGPT?

ALICIA Ainda comete muitos erros. Mas também acerta
muitas coisas. No entanto, também existem erros em arti-

gos, como em tudo na vida. [Risos]

S

MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA: ALICIA DICKENSTEIN ¢ Ana Mendes e Teresa Monteiro Fernandes
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OS NUMEROS DO NOBEL

O mercador da morte estd morto. O Dr. Alfred Nobel, que fez fortuna ao
encontrar forma de matar mais pessoas mais rapido do que nunca, morreu

ontem.

Anotl’cia, dada por um jornal francés a 12 de Abril de
1888, relatava a morte de Alfred Nobel, um quimico,
engenheiro, inventor e empresdrio sueco que terd ficado
bastante incomodado ao ler o seu préprio obitudrio, tanto
pela manifesta falsidade da noticia como pelo tom e pelas
palavras escolhidas para descrever a sua vida.

O malogrado obitudrio resultou de um erro do jornal,
o Nobel que acabara de morrer era Ludvig Nobel, tam-
bém ele um ilustre engenheiro, inventor e empresario
que era irmdo de Alfred. Conta-se que o choque experi-
mentado com a possibilidade de passar a histéria como
um “engenheiro da morte” terd levado Alfred a alterar o
testamento e a deixar um legado capaz de recompensar
os futuros benfeitores da Humanidade. Assim nasceu o
Prémio Nobel.

Alfred Nobel falava fluentemente cinco linguas e inte-
ressava-se por literatura e poesia inglesa bem como pela
fisica e a quimica. Ao longo da sua vida, que terminou
em 1896, terd registado 355 patentes, mas nenhuma foi tdo
bem-sucedida quanto a da dinamite, um novo explosivo
mais barato, mais estdvel e mais seguro pensado para ser
utilizado em minas e na construgio de estradas e outras
infra-estruturas.

NuNo CAMARNEIRO

Universidade
de Aveiro

nfem@ua.pt

Acerca da utilizagdo da sua invencao para fins bélicos,
conta-se que Alfred Nobel terd dito: “Talvez as minhas
fabricas contribuam para o fim das guerras... No dia em
que dois exércitos se possam aniquilar mutuamente em
segundos, as nagdes civilizadas irdo recuar com horror
e desmantelar os seus exércitos”. Enfim, todos sabemos
como correu a histéria e quéo candidas nos parecem hoje
estas palavras.

Ja os prémios que Alfred Nobel resolveu instituir
tornaram-se, de facto, numa marca de civilizagdo, de pro-
gresso e do melhor que a Humanidade pode produzir,
embora acompanhados de controvérsias, alguns erros
e omissdes e os enviesamentos préprios de cada época.
Olhando para os laureados das cinco categorias inicial-
mente instituidas (Quimica, Fisica, Medicina, Literatura
e Paz) e do prémio dedicado a Economia que foi criado
em 1968 pelo Banco Central da Suécia, vemos que do total
de 954 laureados (estdo aqui excluidas as organizagdes),
apenas 6% sdo mulheres, outros 6% sdo asidticos ou de
origem asidtica e 1,7% sao negros ou afrodescendentes.
Relativamente a nacionalidade dos premiados, os EUA li-
deram a lista com um total de 403 laureados (pouco mais
de 42%), seguidos pelo Reino Unido com 137 e a Alema-

GAZETA DE MATEMATICA + 200



nha com 114. Portugal, como sabemos, conta apenas com
dois, o da Medicina, em 1949, para Egas Moniz, e o da Li-
teratura, em 1998, para José Saramago. Um outro conjunto
estatistico que poderd surpreender é o dos laureados com
o Prémio Nobel da literatura agrupados por lingua: o in-
glés vem a cabega com 29 laureados, segue-se o francés
com 16, o alem&o com 14 e o castelhano com 11. A lingua
portuguesa, com um tnico prémio atribuido ao autor de
Memorial do Convento, tem menos prémios do que o pola-
co (5), o dinamarqués (3), o noruegués (3), ou o grego (2),
linguas com muito menos falantes.

A questdo que muito se discute, ndo apenas acerca
dos Nobel mas também de outros prémios com reconhe-
cimento mundial (a Medalha Fields, o Pritzker, o Turing,

etc) é até que ponto estes reflectem as desigualdades vi-
gentes ou as promovem por estarem demasiado centra-
dos nos paises ditos “ocidentais” e, dentro destes, com
um viés anglo-saxénico, branco e masculino. A verdade
é complexa e serd provavelmente um misto destas e de
muitas outras coisas. O mundo sempre foi enviesado e de-
sigual e isso reflecte-se no conjunto de pessoas que con-
segue chegar ao topo de cada actividade. Por outro lado,
ha cada vez menos razdes para perpetuar essas desigual-
dades e é bom que vao sendo reparadas, a grande ciéncia,
a grande literatura e a grande arte estdo espalhadas por
todo o mundo e sdo feitas por gente muito diversa. Estare-
mos nds a altura das expectativas de Alfred Nobel?

Acao de Formacao

Historia da Matematica
na Sala de Aula

Modalidade E-learning
CCPFC/ACC-111207/21

Formador: Jorge Nuno Silva

De 09/09/2023 a 23/09/2023

25 horas (12 sincronas e 13 assincronas)

Informacdes:

08:. | udus Email: formacao@spm.pt

Telefone: 960 130 506



BARTOON

Luis AFONSO
PORTUGAL PRECISA, ATE , )
40 FIWAL DA DECADA, DF 1500 HAS fsieo Fjjf.'dfmo
PROFESSORES DE MATEMATICA. A SER FORRADOS.

PORTANTO, VAO FICAR £ APROVEITAR ENQUANTO
A FALTAR 1447, AIWDA SABEMOS FAZER CONTAS.

Publicado originalmente no jornal Publico, em 23/03/2023. Imagem gentilmente cedida pelo autor.




PORTUGAL TRAZ UMA MEDALHA DE BRONZE E QUATRO MENGCOES HONROSAS DAS
OLIMPIADAS INTERNACIONAIS DE MATEMATICA

A 647 edicio das Olimpiadas Internacionais de
Matemitica (IMO2023), que decorreu em Chiba, no
Japdo, de 2 a 13 de julho, terminou com a equipa
portuguesa a conquistar uma medalha de bronze e
quatro mengdes honrosas.

Rafael Indcio, aluno do 12.° ano da Escola Secundéria
Dr. Mério Sacramento, em Aveiro, é o responsavel
pela medalha de bronze, André Pinheiro, Tiago
Sousa, Tomés Faria e Xingyu Zhu foram distinguidos
com mengdes honrosas. Da comitiva portuguesa
faziam ainda parte Apolo Gomes, aluno da equipa,
Joana Teles, chefe de equipa, e Nuno Arala, tutor.
Este ano, pela primeira vez, um problema proposto

por Portugal foi escolhido para fazer parte de
uma prova das IMO. Os autores do problema sdo
Tiago Mourdo e Nuno Arala, também eles antigos
olimpicos.

Portugal participou pela primeira vez nas IMO em
1989 e, desde entdo, j4 conquistou trés medalhas
de ouro, oito de prata, 41 de bronze e 46 mengGes
honrosas.

A participagdo de Portugal nestas competicdes
é organizada pela Sociedade Portuguesa de
Matemitica, e a selecdo e a preparagdo dos alunos
estdo a cargo do Projeto Delfos, do Departamento de
Matematica da Universidade de Coimbra.
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ALUNOS MAIS NOVOS CONQUISTAM MEDALHAS DE OURO NAS OLIMPIADAS PORTUGUESAS

DE MATEMATICA

A 417 edigdo das Olimpiadas Portuguesas de Matematica
ficou marcada pelo assalto ao pédio das medalhas feito
pelos alunos mais novos, pois em cada uma das trés
categorias da competicdo, Junior, A e B, houve estudantes
a conquistarem uma medalha de ouro em ano de estreia
no respetivo patamar. Tiago Gongalves (6.° ano), da Escola
Artistica de Mdsica do Conservatério Nacional, Rafael
Marques (8.° ano), da Escola Patricio Prazeres, e Tomds
Faria (10.° ano), do Colégio Moderno, foram os alunos que
conseguiram este feito.

Quem também levou para casa uma medalha de ouro foi
Rafael Indcio, da Escola Secunddria Dr. Mdrio Sacramento,
em Aveiro, alcangando um feito até agora s6 conseguido
duas vezes: uma medalha por cada ano de participagdo
nos sete anos possiveis. O aluno do 12.° ano fechou assim
a sua passagem pelas Olimpifadas em grande forma.

O Agrupamento de Escolas Tomds Cabreira, em Faro, foi
o anfitrido da competi¢do que decorreu de 30 de marco
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a 2 de abril. A ceriménia de encerramento teve lugar no
dia 2 de abril, no Grande Auditério da Universidade do
Algarve, Campus de Gambelas.

Oevento contou com a presenga do presidente da Sociedade
Portuguesa de Matemdtica, José Carlos Santos, do reitor
da Universidade do Algarve, Paulo Aguas, do presidente
da Cémara Municipal de Faro, Rogério Bacalhau, da
diretora do Ciéncia Viva, Rosalia Vargas, da diretora do
Agrupamento de Escolas Tomds Cabreira, Ana Paula
Marques, de Hélder Pais, da Diregdo-Geral de Educagéo, e
das vdrias dezenas de alunos participantes. As Olimpiadas
Portuguesas de Matemdtica sdo organizadas pela
Sociedade Portuguesa de Matemadtica em parceria com
o Departamento de Matematica da Universidade de
Coimbra e contam com o apoio do Ministério da Educacéo,
da Ciéncia Viva, da Fundagido Calouste Gulbenkian, do
novobanco, do municipio de Faro, da Universidade do
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7.°WORKSHOP - NEWTRENDS IN
QUATERNIONS AND OCTONIONS

Nos dias 27 e 28 de outubro ird realizar-se o 7.° workshop
New Trends in Quaternions and Octonions - NTQO 2023,
na Escola Superior de Tecnologia e Gestdo do Politécnico
de Leiria. Este evento pretende reunir cientistas da
matemadtica, fisica, engenharia e outras dreas cientificas
para divulgar e discutir os desenvolvimentos recentes
realizados na drea dos quaternides e dos octonides.
O encontro ocorrerd em formato hibrido (presencial
e online) e contard com palestras convidadas e outras
comunicagdes aceites. E uma organizagio conjunta das
universidades de Aveiro, do Minho e da Beira Interior,
através dos seus Centros de 1&D em Matemética (CIDMA,
CMAT e CMA), e da institui¢do onde se realiza o evento.
Mais informagdes sobre o workshop e a inscrigdo podem
ser consultadas em: https://sites.google.com/view/ntqo2023.

4 )
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PROGRAMA SPM@TESTES

A Sociedade Portuguesa de Matematica desde 2016 desenvolve testes de matemdtica com as mesmas caracteristicas
de um exame nacional a pedido de escolas. Essa experiéncia, permitiu @ SPM a partir de 2021, alargar o trabalho e
langar 0 PROGRAMA TESTES SPM a nivel nacional para as escolas interessadas, contando, para tal, com o apoio

fundamental da Fundacfio Calouste Gulbenkian.

Este programa oferece as escolas associadas SPM, (publicas ou privadas)
testes para 02.°,4.%,6.%,9.° 10.°, 11.° ¢ 12.7 anos, com as mesmas

caracteristicas de um exame nacional.

Onde esta o Programa?

102 excousimgrupsmentos 126 i jigripaminnios 169 txcolas/agrupsmentos
_54 48 71 55 8 106 63 9
Piblicas  Privadas Pablicas Privadas  Internaclonais Pablicas Privadas Internacionais

31 646 awnos 39 790 ajnes 42028 awnos
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A ESCOLA DEVERAO DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA 2023

A Escola de Verdo da Sociedade Portuguesa de
Matemdtica 2023  (EVSPM2023)
instalagdes da Escola Bdsica e Secunddria Quinta
das Flores, em Coimbra, de 12 a 14 de julho de 2023.
O evento esteve organizado em conferéncias plendrias,

decorreu  nas

painéis, mesas-redondas e workshops, contando com
mais de 30 oradores num total de 18 sessdes.

AEVSPM éum evento que tem como finalidade promover
a acdo docente: elevar os professores de Matemaética,
reconhecendo-os, estimulando-os e valorizando-os. Mas
também é um evento que tem por objetivo divulgar
novos meios de descoberta da cultura, do conhecimento
matemadtico, do ensino moderno da disciplina e, ainda,
dar formagdo especifica em certas dreas da Matematica.
A Escola de Verdo é destinada a professores do 1.° ciclo

| socmmngponmpﬁ’;sn..
| MATEMATICA'/
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do Ensino Basico, a professores de Matematica dos 2.° e
3.° ciclos dos ensinos Bdsico e Secunddrio, a professores
do Ensino Superior, a estudantes e a todos os que gostam
de Matematica e os que com ela trabalham.

Esta edicdo do evento foi organizada pela Sociedade
Portuguesa de Matemdtica com o apoio da Escola
Bésica e Secunddaria Quinta das Flores, da Faculdade de
Psicologia e de Ciéncias da Educagdo da Universidade
de Coimbra, do Centro de Matemadtica da Universidade
de Coimbra e da Universidade de Coimbra. Contou
ainda com uma parceria com a Universidade de Coimbra
que assegurou um curso de formagdo integrado no
programa da Escola de Verdo com o apoio do Programa
de Recuperagdo e Resiliéncia (PRR), através do Living
the Future Academy.

Consequencias

das mas praticas?
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PARCERIA ENTRE A SPM E A SPE

A Sociedade Portuguesa de Matematica estabeleceu uma
parceria com a Sociedade Portuguesa de Estatistica que
permite aos sécios de ambas as sociedades beneficiarem
de um desconto de 25% na proxima quota. Ou seja,
quem for membro da SPM e da SPE pagara 75% do valor
da quota de cada sociedade.

Sspm_
& SPE.

d Estatistics

2023 IMS INTERNATIONAL CONFERENCE ON STATISTICS AND DATA SCIENCE

A segunda edicdo da International Conference on inddstria e do governo num ambiente estimulante
Statistics and Data Science (ICSDS) ir4 realizar-se de
18 a 21 de dezembro, em Lisboa, no Centro Cultural
de Belém. O Institute of Mathematical Statistics
(IMS) langou o evento no passado ano, em Florenca,
Itdlia. O objetivo da ICSDS é reunir investigadores

em estatistica e ciéncia de dados da academia, da

para a troca de ideias sobre o desenvolvimento
de estatistica moderna, machine learning e teoria,
métodos e aplicagdes amplamente definidos em Data
Science. Consulte todas as informagdes no site oficial:
https://sites.google.com/view/icsds2023/home.

36.° ENCONTRO DO SEMINARIO NACIONAL DE HISTORIA DA MATEMATICA

36° ENCONTRO DO SEMINARIO NACIONAL DE

20 e 21 de outubro, Departamento de Matemadtica da Universidade de Aveiro, Aveiro, Portugal
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O Departamento de Matemdtica da Universidade de
Aveiro ird acolher o 36.° Encontro do Semindrio Nacional
de Histéria da Matemdtica (SNHM), nos dias 20 e 21 de
outubro de 2023. O SHNM é uma seccdo da estrutura
da Sociedade Portuguesa de Matematica cuja finalidade
é a promogdo da colaboragdio entre interessados e
investigadores em Histéria da Matemadtica, bem como
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a intervengdo em temas nessa drea. Outra particular
preocupacgdo do SNHM ¢€ a integragdo na comunidade
internacional dos historiadores da Matematica,
evidenciada pela presenga nos encontros nacionais de
investigadores de outros paises. Pode consultar todas as

informagdes sobre este evento em https://snhm.web.ua.pt.


https://snhm.web.ua.pt
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A ULTIMA LICAO DE GIL STRANG

No passado dia 15 de maio, o conhecido professor e
matemadtico norte-americano Gilbert Strang lecionou
a sua ultima aula no Massachusetts Institute of
Technology (MIT), aos 88 anos. Strang realizou
investigacdo em diversas dreas da matematica,
particularmente em teoria dos elementos finitos,
cdlculo de variagdes, andlise de wavelets e dlgebra
linear. E igualmente responsdvel por diversos
contributos para a educagdo matematica, incluindo a
publicacdo de livros didaticos de matemadtica, entre
eles Introduction to Linear Algebra, Linear Algebra
for Everyone, Differential Equations and Linear
Algebra e Linear Algebra and Learning from Data.
Nascido em Chicago, a 27 de novembro de 1934,
Strang tornou-se conhecido entre os aprendizes de
Algebra Linear de todo o mundo quando em 2005
passou a permitir que as suas aulas fossem gravadas
em video e disponibilizadas gratuitamente na
internet, através do MIT OpenCourseWare.

Tal como referiu na sua ultima aula, passou 2/3
da sua vida ligado ao MIT: os trés primeiros anos
como estudante de Matemadtica; depois dois anos
como monitor e, finalmente, desde 1962, como
professor. Quem desejar conhecer um pouco
mais sobre Gil Strang pode consultar o n.° 172 da
Gazeta de Matematica, edigdo na qual Gongalo
Morais conversou com o matemdtico sobre o futuro
da Matemadtica e do ensino da mesma a nivel

universitario.

FEIRA DA MATEMATICA 2023

A X edicdo da Feira da Matemadtica ird decorrer
nos dias 10 e 11 de novembro, no Museu
Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia. Serd
um evento repleto de atividades cientificas,
culturais e educativas para todos. Dia 10 de
novembro haverd um programa dirigido ao
publico escolar e no dia 11, ao ptblico em geral
e familias. A entrada é gratuita, no entanto as
escolas necessitam de se inscrever. Em breve
serdo divulgados mais detalhes.

A sua ultima aula estd disponivel em https://

www.youtube.comfwatch?v=1UUte2025n8. Ap6s o
discurso laudatério de Michel Goemans, chefe do
Departamento de Matemadtica do MIT, afirmando que
a sua reforma era bem merecida, Strang agradeceu,
mas ainda teve oportunidade de acrescentar: “Ele
pensa que me vou reformar! Mas eu ainda vou
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pensar nisso

XXVI CONGRESSO DA

PORTUGUESA DE ESTATISTICA
A Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) e o Centro de
Matemadtica da Universidade do Minho sdo as entidades
do XXVI Congresso da Sociedade
Portuguesa de Estatistica, que vai realizar-se de 11 a 14

SOCIEDADE

organizadoras

de outubro de 2023, em Guimaraes. Trata-se do principal
férum de discussdo da SPE, permitindo o debate entre
investigadores e profissionais da drea da Estatistica de
universidades, institutos e laboratérios de investigagdo,
empresas, Governo e entidades reguladoras e de estatistica
oficiais. Pode consultar todas as informagdes em https://
w3.math.uminho.pt/SPE2023.

NOTICIAS
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FERNANDO PESTANA DA COsTA
VIce-PRrESIDENTE DA SPM

fernando.costa@uab.pt

A PROPOSITO DE UM NUMERO REDONDO

Breve revisao de um percurso, com repto virado para o futuro.

exemplar da Gazeta de Matemitica que o leitor acabou

de ler tem o bonito “niimero redondo” 200. Esta revista,
fundada por Anténio Aniceto Monteiro, Bento de Jesus Caraga,
Hugo Ribeiro, José da Silva Paulo e Manuel Zaluar Nunes, e
que teve o seu primeiro nimero em janeiro de 1940, foi uma das
muitas iniciativas de uma notavel pléiade de matematicos que
integrou os referidos acima e que ficou conhecida como Movi-
mento Matematico, a qual, entre meados da década de 1930 e
a segunda metade da década de 1940, além da Gazets, fundou
a Portugaliee Mathematica e a SPM, criou diversos nticleos e cen-
tros de investigacdo matemdtica em Lisboa e no Porto, e incen-
tivou, de uma forma notavelmente persistente, a investigagao,
o ensino e a divulgagdo da Matemdtica em Portugal: os trés
pilares sobre os quais assenta, ainda hoje, a atividade da SPM.

Nio sendo este o local para detalhar a histéria da Gazeta, é
importante referir alguns aspetos da sua hist6ria mais recente.
A Gazeta foi sendo publicada de 1940 até ao niimero 136, em
1975/76, gracas ao imenso esfor¢o dos seus editores e autores,
alguns a partir do estrangeiro. Em 1976 a sua publicagdo foi
suspensa e a revista assim permaneceu, inativa, até 1990, ano
do seu quinquagésimo aniversario, quando, sob a diregdo de
José Gaspar Teixeira, um grupo de matemdticos tentou reavivar
a Guazeta, tendo-se publicado o ntimero 137 em setembro des-
se ano. (Como nota pessoal, tive a honra de, a convite do prof.
Paulo Almeida, do IST, ter estado envolvido nessa iniciativa, de
um modo muito marginal, mas a minha partida para o estran-
geiro para a prossecugdo do doutoramento, no verdo de 1990,
ndo permitiu dar continuidade.)

Foi, no entanto, necessario esperar mais uma década para
que, em 2000, a Gazeta de Matemtica renascesse pela mao segu-
ra de Graciano de Oliveira, tendo sido publicado, em janeiro
desse Ano Internacional da Matemdtica, o niimero 138 a que
se seguiram regularmente dois niimeros por ano até 2007, ano
em que Graciano de Oliveira deixa a dire¢do da Gazeta com
uma dindmica consolidada e com uma procura junto dos sé-

cios da SPM e seus restantes leitores que permitiu que, a partir
de 2008, a publicacdo tenha passado a ter uma periodicidade
quadrimestral sob as dire¢des de Jorge Buescu (2008-2010),
Rogério Martins (2011-2013), Adérito Aradjo (2014-2016),
Silvia Barbeiro (2017-2022) e, desde o ntimero 199, o primeiro
de 2023, de Paulo Saraiva.

Sendo a Gazeta de Matemdtica a publicacdo da SPM que mais
diretamente se imbrica com os pilares de ensino e divulgagdo
da Sociedade, a presente dire¢do da SPM estd empenhada, tal
como estiveram as anteriores, em continuar a apoiar a publica-
¢do da Gazeta e a sua divulgagdo junto dos estudantes e profes-
sores de Matematica (fundamentalmente, mas ndo exclusiva-
mente) dos ensinos Bésico, Secundario e Superior, quer na sua
versdo impressa quer via acesso online, em https://gazeta.spm.
pt, o qual € livre para todos os exemplares da Gazeta desde o
ndmero 1 até aos do ano anterior ao atual (e, para assinantes,
ao ano atual).

Nunca, como agora, houve em Portugal tantos profissio-
nais a fazerem investigacdo e desenvolvimento nos diversos
ramos de disciplinas matemdticas, em universidades, politécni-
cos, laboratdrios, e em empresas industriais e de servigos, além,
naturalmente, dos profissionais do ensino, os professores de
Matematica nos diversos niveis de ensino, em instituigdes pu-
blicas e privadas. A todos eles, deixo o desafio de colaborarem
com a SPM e, em particular, de contribufrem para a Gazeta com
artigos de elevada qualidade que permitam continuar a ilus-
trar os progressos atuais das ciéncias matemadticas e como es-
tas estdo imbricadamente ligadas a sociedade contemporanea,
e também exemplificar de que modo estes fatores podem ser
incorporados num ensino que seja atualizado, desafiante e ndo
excluindo a beleza abstrata da Matematica e a sua importancia
formativa. Com isto, ndo s6 fardo um servico fundamental para
a divulgacdo e o ensino da Matemadtica em Portugal, como as-
segurardo que esta publicacdo continue, sem sobressaltos, a ser
publicada durante, pelo menos, os préximos 200 ntimeros!

GAZETA DE MATEMATICA + 200
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FUNDADA POR: Anténio Monteiro ® Bento Caraca ® Hugo Ribeiro ¢ J. Silva Paulo ® M. Zaluar Nunes

POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica com a comunidade matematica portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgbes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matematica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptublico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matemadtica em geral, algum
aspecto curioso de matemadtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligacdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagdo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2023

Preco Assinatura
de Capa L Assinatura Assinatura
(avulso) + Gun?e-Bls'sau' Resto do para sécios de;\ ou'o
portes de Portugal Europa S.Tome e Principe Mundo SPM pol

envio Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matematicos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica © Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa ® Telf:21 793 97 85 ¢ Email: spm@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA

www.gazeta.spm.pt
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