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UMA  INICIATIVA IMPORTANTE PARA O DESENVOLVIMENTO

DOS ESTUDOS MATEMATICOS EM PORTUGAL

fpofacao da Junta de Investigacéo Matematica»

Um grupo de professores e antigos alunos da Facul-
dade de Ciéncias do Porto, convencidos de que seria
impossivel dar realizacdo ao programa da Junta de
Investigacdo Matematica sem lhe assegurar os meios
materiais indispensaveis, criaram a «Dotagdo da Junta
de Investigacdo Mateméatica». Certos de que a sua ini-
ciativa era susceptivel de despertar interesse em secto-
res muito mais largos, redigiram e fizeram distribuir
a seguinte circular :

Ex."™  Senhor

A Junta  de Investigacdo Matematica, fundada
em 4 de Outubro de 1943, por iniciativa de um grupo
de investigadores  portugueses,  definiu  0s seus principais
objectivos  nos seguintes  termos

1." — Promover o desenvolvimento da investigagao
matematica  ;

2."— Realizar  trabalhos de investigagdo necessarios
a economia da Nacdo e ao desenvolvimento das outras
ciéncias

3." — Sistematizar e coordenar  a inquiri¢do cienti-
fica dos matematicos  portugueses ;

4.°— Vincular 0 movimento matematico portugués
com o dos outros paises e, em especial, com o dos paises

ibero-americanos ;

5.° — Despertar na juventude estudiosa portuguesa O

entusiasmo  pela investigacéo matematica e afé na sua
capacidade criadora.

Passando imediatamente ao dominio das realizagdes,
tomou a iniciativa  da publicagdo de uma série de cader-
nos de Andlise Geral em que se procura  expor, numa
forma  acessivel, as modernas  correntes do pensamento
matematico ; e, simultaneamente, em colaboracdo com o

Centro de Estudos Matematicos
cias do Porto, organizou os Coléquios de Algebra  Mo-
derna, Topologia e Teoria Geral da Medida na inten-
¢do de «despertar  na juventude  estudiosa  portuguesa O
entusiasmo  pela investigacdo matematica e of é na sua
capacidade criadorax.

No entanto, como os resultados obtidos sdo apenas o
ponto de partida para a resolugdo do problema central
do programa da Junta de Investigagdo Matematica —
a formagéo de investigadores —esurge agora no  pri-
meiro plano das suas aspiragbes a criagdo de «bolsas
de estudo» no pais e no estrangeiro e o contrato de mate-
maticos  especializados, que possam  tomar o encargo de
orientar  a preparagédo dos seus futuros bolseiros.

da Faculdade de Cién-

Mas se aquela actividade,
¢do e actualizagdo,

no seu duplo aspecto de cria-
tem sido até hoje condicionada por

uma série de preocupagdes, oplano de trabalho, que neste
momento a Junta de Investigagdo Matematica ~ se propde
iniciar,  estd muito para além dos limites naturalmente
restritos  do rendimento das suas proprias publicagdes.

Nestas  circunstancias, e convencidos de que se trata
de uma obra impessoal que, transcendendo 0s  interesses

imediatos de cada um, é susceptivel de unia larga  pro-
jeccd0 no movimento  matemdtico  portugueés, tomamos a
iniciativa de criar a «Dotagdo da Junta de Investi-
gacdo Matemdtica» e convidamos a associarem-se-nos
todos aquéles que, tomando conhecimento  dos seus  objecti-
vos e das suas realizagOes, sintam  a necessidade  de
assegurar  a sua continuidade e desenvolvimento».
Como primeira resposta a éste apélo e por activae

entusiastica intervencdo do sr. dr. Anténio Luis Go-
mes, Director Geral da Fazenda Publica, ja se rece-
beram subsidios, cujo montante ascende a 51.000100
escudos, assim distribuidos :
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Prof. Dr. Abel Andrade, (100/!00) ; Dr. Albuquerque
Rodrigues, (200001) ; Alexandre”equeira, (1.000,100) ;
Dr. Anténio Breda, (200#00) ; Anténio da Costa,
(5.000000) ; Dr. Anténio Pais Rovisco, (200#00) ; Dr.
Armando Gongalves Pereira, (200000) ; Dr. A. Palma
Carlos, (300,100); Dr. Artur Branddo, (500,100); Dr. Au-
gusto Soares, (1.000000) ; A. Viana da Mota, (100000) ;
Banco Burnay, (4.000000) ; Banco Espirito Santo e
Com., (2.000]100) ; Banco Fonsecas, Santos e Viana,
(5.000100) ; Banco Portugués do Atlantico, (1.000100) ;
Dr. Bastos Guerra, (200000) ; Benigno Delgado,
(150100); Eng.° Carlos Garcia Alves, (1.500000);
Carlos de Oliveira, (1.000000); Companhia ios Dia-
mantes de Angola, (10.000000) ; Cénego Dr. Carneiro

de Mesquita, (100000) ; Crispim Rocha, (500000) ;
Estoril Plage, (1.000000) ; F. Fernandes Guimardes,
(500000) ; Fernando Tavares- de Carvalho, (500000) ;
F. Rocha Gongalves, (1.000000) ; Gabriel Ferreira
Marques, (500100) ; H. Vaultier & C.«, (1.000000) ;
Dr. Hipé6lito Raposo, (300100) ; J. Abreu Valente,
(300100); Dr. J. Azeredo Perdigdo, (200000) ; Dr.

Jodo Lourengo Castelo Branco, (200000) ; Eng." Jodo
Teixeira de Queiroz, (500000) ; Dr. Jodo Vieira de
Araljo, (5<O0000); José Maria Pedroso e Neto, (5 0000);
José dos Santos Lima, (500000); Dr. Lopes Fidalgo,

Pequena introducao a

por J. Sebastido e Silva

A nocdo de corpo abstracto

Diz-se que, num dado conjunto Al de elementos
quaisquer, é definida uma operacdo 8, binaria e uni-
voca, quando exista uma lei que faca corresponder a
cada par ordenado a, b de elementos de Al, um, e
um so6, elemento c=aob , também de Al

Se Al for o conjunto dos numeros racionais, sabe-
mos que sdo definidas em Al duas operagfes — a adi-
¢do (+) e a multiplicagdo ( ) — gozando das seguin-
tes propriedades fundamentais (por a, b, ¢ designa-
mos elementos arbitrarios de Al) :

Para a adicdo
Bi) (a+b)rc =a+ (b+c)
B) a+b=b-\-a

(associatividade)
(comutatividade)

B{) Existe em Al um elemento 0 tal que a+0=a

BJ Para cada elemento a, existe um elemento —a,
também de Al, tal que o-i-(—a)=0.

Para o multiplicagéo

Mj,) (a+6) c=a (6c) (associatividade)

B) a 6=6-a (comutatividade)

£e)) Existe em Al um elemento 1 talque a-l=o0
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(100000) ; Luis Leal, (500000) ; Prof. Dr. Manuel A.
Moreira J.", (500100) ; Dr. Manuel Coelho, (2001100) ;
Manuel Pimentel Cavalheiro, (50/100) ; Marcelino Nu-
nes Correia, (1.000000); Dr. Mario Calisto, (100000) ;
Dr. M. Colares Pereira, (300000) ; Dr. Octavio de
Brito, (500100) ; Prof. Dr. Paulo da Cunha, (300000) i
Dr. Pedro Chaves, (200,100) ; Sacor, (2.500000) ; Socie-
dade Argibay de Constru¢cdes Navais, Lda., (1.500000);
Sociedade Nacional dos Fésforos, (500100) ; Dr. Tomaz
Sanches da Gama, (1.000/i00). Total 51.000000.

Agosto de 1944,

A «Dotacdo da J. I.M.» dispbe ainda de cotizagde»
mensais e anuais que somavam, até Julho de 1944,

"16.500100 escudos.

A «Gazeta de Mateméatica» regista o éxito déste
empreendimento e salienta a circunstancia de os sub-
sidios concedidos definirem um principio de colabo-
racdo entre entidades privadas e institutos cientificos
para-universitarios, colaboragdo que a acentuar-se
abriria animadoras perspectivas quanto a possibili-
dade da realizagcdo completa do programa da Junta
de Investigacdo Matematica.

Algebra  Moderna — /.

(bolseiro em Romado I. A. C.)

R,) Para cada elemento
mento a~' , também de Al,

a=£0, existe um ele-
tal que aca~'=1i .

Afixtas
R] (a+6)ec=a sc+bec (distributividade)
Ri) Se N é um conjunto de elementos de Af tal

que : 1) N contém 1; 2) dados dois elementos a, b
de N (sendo 67:0), também a+(—6) e a b~ per-
tencem a N, entdo JV coincide com Al .<"

Além destas operagdes, é definidaem M uma rela-
¢do binaria (relacdo de ordem «>») que satisfaz as se-
guintes condigdes :

B.,) Dados dois elementos a, 6 de Al,
s6, das hipdoteses a > b, a=b,
sariamente.

B,) Se a>6
e ac > bc.>

uma, e uma
6> o0 se verifica neces-

e ¢c>| ou c>0, tem-se a-(-c>6

< A restricdo *N contém I» pode ser substituida por
esta outra *N contém pelo menos dois elementos».

"I Supde-se, é claro, que ja foidefinidaarelagdo «a>6»
como equivalente a *a>b ou a = £>». A hipdtese c>|
poderia ser suprimida, acrescentando a condicdo 1> 0,
para completar a caracterizacgéo.
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E facil demonstrar que as propriedades Ri a J3i,
caracterizam 0s numeros racionais, isto é, que todas
as proposigcdes relativas a nimeros racionais se podem
deduzir logicamente das condi¢des Ri a Rn. Em
tudo o que segue, representaremos por R, oconjunto
dos nimeros racionais.

Interessa observar que, suprimindo no sistema Ri
a JBI a condicdo R,, e modificando a condicdo R"
com a supressdo de ae<b~", se obtém um sistema de
condigdes, caracteristico do conjunto /,, dos numeros
inteiros relativos (isto é, positivos e negativos) ;e que,
suprimindo ainda as condicfes iij e Ri, e modifi-
cando R, com a substitui¢cdo de a+ (—b) por a+ b,
ou mesmo por Ci+ 1 (feitaja a supressdo de a+¢-'), se
obtém uma caracterizacio do conjunto N,, dos nime-
ros naturais. Deste modo se vé, em particular, que a
condi¢do Rio ndo é mais do que uma modificacdo do
principio da indugdo completa, relativo aos nimeros
naturais.

Substituamos agora R\Q pela condicdo mais fraca:

R*) Se N foér um subconjunto de M tal que
1) N contém pelo menos um elemento (ou seja, ndo é
vazio) ; 2) qualquer que seja o elemento a de N,
também a+ 1 pertence a N, — entdo, dado um ele-
mento 6 de M, ou b pertence a N, ou existe em N
um elemento maior do que b (principio de Arquimedes
modificado).

O novo sistema R, —R,, R*,, JB,, R,, ja néo é
verificado somente em R,,: é-0 também no conjunto
R, dos numeros reais ; no conjunto dos nimeros da
forma a+b[/2, com ab racionais; no conjunto dos
numeros da forma /(log2), sendo / uma fungédo
racional de coeficientes racionais e log2, por exem-
plo, o logaritmo ordinéario (real) de 2, etc. E féacil
reconhecer que, entre todos os conjuntos de numeros
que satisfazem a tal sistema de propriedades, o con-

junto R, é, de certo modo, o maximo.“" Podemos, no
entanto, obter uma caracterizagdo directa do con-
junto R,, juntando ao Gltimo grupo de condicdes,
esta outra :

Rn) Dados dois sub-conjuntos nédo vazios A e B
de A/, tais que todo o elemento de A é maior do que
qualquer elemento de B, existe em M, pelo menos,
um elemento k (elemento separador) tal que : 1) k é
igual ou maior do que qualquer elemento de B ;
2) qualquer elemento de A ¢ igual ou maior do
que k (formafraca do principio de Dedekind-Cantor).

Suprimamos néste (ltimo sistema a condicdo R%.
O conjunto R, serd, de certo modo, o minimo conjunto
aditivo, multiplicativo e ordenado, que satisfaz ao

<" O santido da expressdo «de certo modo» seréa preci-
sado com a nogéo de isomorfismo, em um outro artifio que
espero poder publicar nesta revista. Encontrar-se-a adiante
a definicdo do isomorfismo num caso particular.

novo sistema. Em vez de averiguar da existéncia de
outros conjuntos que verifiquem porventura as mes-
mas condi¢des, suprimamos a condi¢do R”,  isto é,
passemos a considerar o sistema R\ —R, Rn, R\z-
Tal sistema serd verificado,por exemplo, no conjunto
das funcdes racionais em uma varidavel x (variavel
real ou varidvel racional ou possivelmente de outra
natureza) de coeficientes reais (ouracionais, etc.), com
a nocdo ordinaria de produto e a soma de funcgdes
racionais e com o seguinte critério de ordena-
¢do : a) dados dois polinémios p (x) e g (X) , supos-
tos ordenados segundo as poténcias crescentes de X,
ter-se-a p >q, quando e s6 quando se tiver o,> 6,
sendo a, o primeiro coeficiente de p (x) que né&o
¢ igual ao coeficiente correspondente 6, de q (X)]
b) dadas duas func¢bes racionais - ,- (com q> 0,
q s
s> 0) ter-se-a I-3>‘- quando e s6 quando ps > qr .
l *
Este conjunto fica por tal processo ordenado, mas néo
arquimedianamente ordenado, visto que ndo se veri-
fica néle a condig¢do if* ; assim, por exemplo,
entre o nimero 3 e todos os numeros racionais maio-
res do que 3 (considerados o0s numeros como polin6-
mios do grau zero) estard compreendido o elemento

3+ 2x; o elemento 3+ - —x’ . etc. ; para 14 de todos

0s numeros racionais, existirdo outros elementos
1

como - ; etc. E-se déste modo conduzido a uma teo-
X

ria andloga a dos infinitésimos de ordem inteira (posi-
tiva ou negativa). As consideracdes anteriores séo
ainda aplicaveis, mutatis mutandis : a) aos conjuntos
das funcdes racionais, em mais de uma variavel ;
b) aos conjuntos das funcbes meromorfas, reais, em
uma ou mais de uma variaveis, com um mesmo domi-
nio de existéncia.

Examinemos agora o conjunto K dos nimeros com-
plexos ou mesmo o conjunto dos numeros da forma
a+bi com a e 0 racionais (corpo de numeros de
Gauss). Em tais conjuntos sdo definidas igualmente
uma adicdo e uma multiplicacdo que verificam as
condi¢gdes R[ —R, (mas ndo a condi¢do Riu)- Seria
possivel definir em tais conjuntos uma relagdo de
ordem que satisfizesse a Bit )" *° relacédo ja néo
satisfaria certamente a R" 0 seu interésse seria
portanto muito reduzido.

Em quési todos os exemplos anteriores (exceptuando
os casos de /,, e de N,), o nucleo de condigdes
R\ —Ri é respeitado. Estas condi¢cbes, de cardacter
puramente operatério (regras de célculo), sdo as mais
interessantes, do ponto de vista algébrico. Pois bem:



DEFINICAO — Chama-se ~ «corpo» ou «dominio de racio-
nalidade» a todo o conjunto M de elementos quaisquer,
em que sejam definidas  duas operacOes bindrias e uni-

vocas — a uma das quais
de adicao
— gozando

convencionaremos dar o nome
(-f), e aoutra o nome de multiplicagdo ()
das propriedades R(—R, .'"

Facilmente se demonstra que : Para que um sub-
conjunto N dum corpo M seja também um corpo
relativamente as duas operacdes definidas em M ,
é necessario e suficiente que: 1) N contenha 1;
2) dados dois elementos o, b de N (sendo 6-£0), tam-
bém a+ (—6) e ab~" pertengam a N . Se tal condi-
¢do se verifica, diremos que N é um sub-corpo de M.

Podemos agora dar a condigdo Rio verificada  no corpo
racional, a forma seguinte :
Rio)) Se N é um sub-corpo de M, tem-se N=M.

Portanto, R, admite um Gnico sub-corpo: R,.

Até aqui, temos visto apenas exemplos de corpos
infinitos, isto é, de corpos com uma infinidade de
elementos. Mas existem porventura corpos finitos ? A
esta pregunta vamos procurar responder.

Como se sabe, diz-se que dois nimeros inteiros
relativos a, 6 sdo congruentes em relacdo a um
moédulo p (sendo p também um inteiro relativo) e
escreve-se a = b(p) quando a—b éum multiplo de p.
Seja p=3 , e representemos, em geral, por [a] a classe
de todos os nUmeros congruentes ao nimero a, em
relacdo ao médulo 3; se fér a' o resto da divisdo
de a por 3 ter-se-a, evidentemente [a]—[a'] , visto
que a = af (3) , e chamaremos a [a] forma candnica
declasse [a]. Por exemplo: [[J—HM]l=F2 =[] : a
forma canénica desta classe serd [1] . O conjunto /,,
dos inteiros relativos ficara assim repartido® em 3
classes (classes-resto para o médulo 3) : [0] , [1], [ ;
e entre tais classes podem-se definir naturalmente
uma adi¢do e uma multiplicacdo do modo seguinte :
[o] + [6]= [a+ 6], [0] «[ej= [a 6] Aplicando éste

<> Suprimindo a condigdo ff. chega-se anocgéo de «corpo
assimétrico. (Schlefkdrper, na terminologia de Van der
Waerden). Abandondmos, néste ponto, a nogdo de ordem.
Ela da origem a nogdo de limite, e é portanto o ponto de
partida para a Analise, para a Topologia.

< Diz-se que um conjunto M esta repartido em sub-
-conjuntos A, A,, quando, dado um elemento a de M, a
pertence necessariamente a um déstes sub-conjuntos e néo
pode pertencer a dois déles ao mesmo tempo.

6) Jaconheciamos um exemplo dum corpo cujos elemen-
tos sdorepresentaveis por classes de elementos dum outro
conjunto. Com efeito, todo o nimero racional pode ser defi-
nido por uma infinidade de pares de nimeros inteiros,
sendo [a, b]= [c, d] se, e s6 se, ad=hc. Reduzir uma
fraccdo a «forma candnica» é reduzi-la a sua «expresséo
mais simples».
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critério, e fazendo a reducdo a forma candnica, pode-
mos construir as duas tabelas seguintes :

Tabua da adicdo Tabua da multiplicagdo

o1 [ (2 1 1] [2]
0] [0 [a] [2] o1 [0] [0] [0]
(1 [ [ [11 [0 [ [
(2] [2] [0] [11 [2] [0] [2] [1]

Facilmente se vé que tédas as condicOes Ri—R,
sdao verificadas por tais operacdes. Em particular®
[0] é aqui o médulo da adigdo e [1] o médulo da
multiplicacdo. Trata-se portanto dum corpo e, preci-
samente, dum corpo finito. Exemplos anadlogos se
podem obter considerando as classes-resto em relagéo
a qualquer médulo primo p .

E curioso observar que todos estes corpos finitos
verificam a condicdo R,,. Demonstra-se que, dado
um corpo n, existe sempre um sub-corpo minimo
de fil, isto é, um corpo r contido em todos os sub-
-corpos de Cl; e que éste corpo minimo r ou é iso-
morfo'’ ao corpo R, ou é isomorfo ao corpo das clas-
ses-resto em relagdo a um médulo primo p. No pri-
meiro caso diz-se que n tem a caracteristica zero, no
segundo caso diz-se que tem a caracteristica p .

Mas ocorre ainda preguntar : O que sucede quando
o médulo das congruéncias nédo for primo ? As clas-
ses-resto ndo constituem neste caso um corpo? E o
que veremos adiante.

Anéis ; dominios de integridade

Consideremos o conjunto das classes-resto em rela-
¢do ao modulo 6. Definindo néste conjunto uma adi-
¢do e uma multiplicagdo em modo andlogo ao que fize-
mos anteriormente quando se tratava do médulo 3,
ver-se-a que as condicdes Ri —R, sdo tédas verifica-
das, excepto a condi¢cdo Rg; porque, por exemplo,
ndo existe o inverso de [2] , isto é, ndo existe na-
quéle conjunto nenhum elemento [x] tal que fx]e[2] =
= [1] (n&o é sempre possivel a divisdo por um ndmero
diferente de 0) .

Consideremos de novo o conjunto /,,: j& vimos que
sdao néle definidas uma adi¢do e uma multiplicacéao

<" Diz-se que dois corpos 4 e n sdoisomorfosquando
se pode estabelecer entre éles uma correspondéncia biuni-
Voca que respeite a adicdo e a multiplicagdo, isto é, uma
correspondéncia biunivoca tal que, se forem a, b dois ele-
mentos arbitrarios de 4 e a', b' os elementos correspon-
dentes de !i, a soma a- b, corresponde em n a soma

a'+b\ ao produto a ¢ b corresponde em il o produto a’ « b".
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que verificam as condicdes R\ —RT, Ra, mas néo a
condicdo Rg ¢ Se, em vez do conjunto dos inteiros re-
lativos, considerarmos o conjunto dos numeros pares
(positivos e negativos) — com a adi¢do e a multipli-
cacdo definidas em /,,— vé-se que ndo s6 a condigdo
R% , mas também a condicdo i?,, se deixa de veri-
ficar.

DEFINIGOES — Cliama-se
que sdo definidas uma adi¢do

nanei» a todo o conjunto em.
e uma multiplicagédo sa-

tisfazendo  as condicdes R, —R.,, Rj; nanei comutaticOK
a todo o anel em que e'verificada, a condicdo Re ; «anel
4omutativo com unidade», a todo o anel comutativo em

que e verificada a condicdo R,.

Um outro exemplo de anel comutativo, além dos
que ja foram apresentados, é-nos fornecido pelo con-
junto C,, das fungdes continuas num mesmo intervalo
(a, 6), sendo a multiplicacdo e a adi¢do alidefinidas
do seguinte modo :

f+g=h
| *g=k

equivalente a
equivalente a

[(x)+g (X)= A(X);
f(x) - 9g(x)=h(x)

Este anel possui uma unidade, que é representada
pela funcdo c(x)= 1.

O interésse da teoria dos anéis reside principalmente
no facto de néles n&do ser necessariamente verificada
a condicdo Rg (de ndo ser sempre possivel a divisdo
por'um numero diferente de zero) — o que d& origem
ao conceito de divisibilidade e bem assim a nogdes
correspondentes as de maximo divisor comum, menor
multiplo comum, nidmeros primos, etc.”” Importa notar
que o problema correspondente ao da decomposicdo
dum ndmero em factores primos, e o de averiguar em
que condicdes tal decomposicdo €é Unica (aparte a
ordem) — constituem o principal assunto da teoria
dos anéis ; do mesmo modo que o problema central da
teoria dos corpos consiste em averiguar a que condi-
¢des deve satisfazer um corpo para que néle seja valida
a teoria de Galois (relativa a resolubilidade das equa-
¢bes algébricas por meio de radicais).

No conjunto /,, (e analogamente no conjunto dos
nimeros pares, dos multiplos de 3, etc.), ndo é veri-
ficada a condigdo Jig— mas é verificadaa condicdo
mais fraca:

jR*) Se ab=ac e a=£0, tem-se 6=c. Ou ainda, o
que € equivalente: se a equacdo ax=b admite uma
solucdo, essa solugdo sera unica.

Nos outros dois exemplos, que apresentadmos, de
anéis comutativos — anel das classes-resto par ao
moédulo 6 e conjunto C,,— a condicdo R* né&do é res-
peitada. Por exemplo, no primeiro déstes anéis tem-se

<> Para um estudo destas questdes em tdda a sua gene-
ralidade, convém introduzir uma outra nogdo — a nogdo de
«ideal-— que me abstenho de apresentar aqui, para ndo tor-
nar mais longo éste artigo.

5
[21 - [51= [2] * [2] e [2]qfc[0], sem que se tenha
[5] = [2].
DEFINIGAO — Chama-se  dominio de integridade  a todo
o anel comutativo que satisfaz & condigdo RJ .

Um exemplo de dominio de integridade, além dos
que ja foram apresentados, é-nos oferecido pelos con-
juntos de polinémios em uma ou mais variaveis e de
coeficientes situados num dado corpo. Uma propriedade
interessante dos dominios de integridade, que deriva
imediatamente da condicdo RE£ (é-lhe mesmo equiva-
lente) é a seguinte: uma equacdo algébrica de grau n,
de coeficientes situados num dominio de integridade /,
ndo pode ter em / mais de n raizes. Daqui resulta
que dois polinémios em x, de coeficientes situados
em |, de grau nao superior a n que tomem o mesmo
valor para mais de n valores distintos de x, tem os
coeficientes respectivamente iguais (principio das
identidades). Esta propriedade n&o se verifica nos
anéis que ndo satisfazem a condigdo RJ

Nocdo de grupo
Diz-se que um conjunto abstracto M, em que e' defi-
nida uma operacdo 8, bindria e vnivoca,  constitui um
grupo em relagdo a 6, quando sdo verificadas as se-
guintes condicBes (a, b, c representam elementos
arbitrarios de M) :

Gi) (aOb) 8c = a9 (68c) (associatividade)

G2) Existe em M um elemento u tal que adti= o

6rj) Dado um elemento a, existe em M um ele-
mento tf (cj) tal que ofltp(a)=u.

Se além destas é verificada a condigdo :

G4) ofl6= 66a (comutatividade) ,
diz-se que M

Vé-se imediatamente que todo o corpo constituium
grupo comutativo relativamente a adigdo e, 0 mesmo,
se excluirmos o zero, relativamente a multiplicacéo.
Quando num grupo nao fér definida mais de uma ope-
racdo binaria, podemos adoptar para esta o nome de
multiplicacdo, escrevendo a 6 em vez de 086, 1 em
vez de u, a~' em vez de fp(a) (notagdo multiplica-
tiva) ; ou o nome de adigdo, escrevendo a-+b em vez
de a$h, 0 em vez de u, —a em vez de $(a) (nota-
¢do aditiva). Trata-se apenas, claro esta, duma ques-
tdo de comodidade.

Facilmente se demonstra que, para que um sub-con-
junto H dum grupo G constitua também um grupo
relativamente a mesma operagdo definidaem G, é
necessario e suficiente que (adoptando a natagdo adi-
tiva), dados dois elementos arbitrarios a, b de H,
a diferengca a+ (—b) pertenca também a H . Se tal
condicdo se verifica, diz-se que H é um sub-grupo
de if. Entdo, 6 principio correspondente ao da indu-
¢do completa para o anel dos inteiros I,, pode enun-

é um grupo comutativo ou abeliano.



ciar-se déste modo : «Se N f6rum sub-grupo aditivo
de M, tem-se N—Mv

Um exemplo tipico de grupo é-nos dado pelos con-
juntos de transformagdes. Chama-se transformacédo
biunivoca dum conjunto A em si mesmo a tdéda a
operagdo t que faca corresponder a- cada elemento &
de A um, e um s6 elemento y=t (x) também de A,
de modo que : a) elementos distintos de A sejam
transformados por t em elementos distintos de A ;
b) dado um elemento yi de A, existe sempre um ele-
mento 33 de -A-*"lqg'" yt t(?i)- Convencionemos
chamar produto de duas transformag¢des biunivocas
* t do conjunto A em si mesmo (pela ordem em que
estdo representadas) a transformacdo st que resulta
de executar primeiro t e depois s. isto é, transfor-
macdo st tal que st(x)=s [t (x)], qualquer que seja
o elemento x de A . E facil ver que esta multiplicacdo
satisfaz as condi¢des G"—Gs, e que, portanto, o con-
junto 2 das transformagdes biunivocas dum con-
junto A em si mesmo constitui um grupo relativa-
mente a tal operagdo. Em particular, a unidade é aqui
representada pela identidade, isto é, por aquela trans-
formacdo que deixa fixos todos os elementos de A ; e
a transformacdo inversa t~' duma dada transforma-
cdo t sera definidapela condigdo : t~' [t(x)]=x, qual-
quer que seja X.

Por exemplo, as transformagdes biunivocas do con-
junto R, em si mesmo sdo representadas por aquelas
funcdes reais de varidvel real que admitem uma fun-
¢do inversa. Consideremos, no conjunto T de tais fun-
¢des, o conjunto r das funcgdes continuas : tal con-
junto r coincide, visivelmente, com o conjunto das
funcdes crescentes e das fungdes decrescentes; e é
facil reconhecer que o conjunto r constitui um sub-
grupo de T, relativamente a multiplicagdo que defi-
nimos para as transformagdes.” Porém, o grupo r
ndo é comutativo, como resulta do seguinte exemplo:
Sejam as fungdes P(x)= x*,9d(x)= 1—x (crescente e
primeira, decrescente e segunda) ; tem-se, por um
lado, a [l (x)]= [4/(x)]'= @ —x)’, e, por outro lado,
ij;  (x)]=1—¢ (x)=1—x" .'Este exemplo mostra que
os grupos de transformacdes ndosdo geralmente comu-
tativos.

Notemos ainda que o conjunto das fungdes crescen-
tes constitui um sub-grupo de r, relativamente a
operagdo considerada.

A Geometria fornece-nos exemplos notaveis de gru-
pos de transformacdes. O conjunto das translagdes, o
conjunto das rotagdes em relacdo a um eixo (ou em
relacdo a um ponto), o conjunto das simetrias em
relacdo a um plano, o conjunto das homotetias em

Esta defini¢cdo do produto nédo é a mesma que consi-
derdamos atrds, ao definiraforma C» das fung¢des continuas
num intervalo.

GAZETA DE MATEMATICA

relagdo a um ponto — constituem grupos de transfor-
magoOes, e todos éstes grupos estdo contidos no grupo
das semelhancas, caracteristico da geometria eucli-
diana. Analogamente, as afinidades, as projectivida-
des, as correlagdes, etc., formam grupos de transfor-
magOes. Deve-se a Felix Klein a ideia (apresentada
no célebre programa de Erlangen) de caracterizar as
geometrias por meio de grupos de transformacgdes. "

Notemos, por Gltimo, que, se o conjunto A ¢é finito,
as transformacdes biunivocas de A em si mesmo se
dad o nome de substituigdes. Os grupos de substitui-
¢cdes desempenham um papel fundamental na teoria
de Galois ; historicamente, representam o primeiro_
passo para a formulagcdo explicita do conceito de
grupo.

PROBLEMAS PROPOSTOS

1 — Caracterizacdo do corpo dos numeros da for-
ma a+bj/2,com ab racionais, por meio da adi-
¢do, da multiplicacdo e da relagdo >. Construcédo
abstracta déste corpo a partir do corpo racional.

2 — ldem para o corpo dos numeros da forma
/(log2), sendo log2 o logaritmo ordinario (real)
de 2 e/ uma funcdo racional de coeficientes situa-
dos no corpo a que se refere o problema 1

3 — Idem, para o corpode nimeros de Gauss (intro-
duzindo de um modo adequado a relacdo >).

4 — ldem, para o corpo complexo.

5 — Averiguar se existem corpos ordenados dife-
rentes de R,*" que verifiguem as condicOes Rn,
JSj., Ra (no caso negativo, a condigdo R*, — princi-
pio de Arquimedes — sera supérflua na caracteriza-
¢do, que neste artigo foiapresentada, do corpo real).

6 — Demonstrar que o anel C,, das fungdes conti-
nuas, definidas num mesmo intervalo (a, b), néo
constitui um dominio de integridade.

Nota — A resolucdo déstes problemas parece-nos
bastante recomendavel para a iniciacdo do leitor nos
métodos da Matemdatica moderna. Publicarei solu-
¢Bes dos mais interessantes num futuro nimero desta
revista. Roma, Margo de 1944,

<> Um outro exemplo importante é o do grupo dot auto-
morfismos dum corpo. Chama-se automorfismo dum corpo fi
a todo o isomorfismo de n em si mesmo. Demonstra-se
facilmente que os automorfismos dum corpo formam um
grupo de transformacgdes. O corpo ft admite um sé auto-
morfismo: a identidade. O corpo dos numeros de Gauss
(nimeros de forma a+ bi, com a e b racionais)admite,
além da identidade, o automorfismo que transforma a + bl
no seu conjugado a—>bl.

") Emvez de cdiferentes de ft », seria mais correcto
escrever -nao isomorfos a ft». No entanto, o corpo ft
pode coii8iderar-se definido a menos de um isomorfismo.
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teorema de
por J. Albuquerque

Um teorema muito importante, sobre o qual deseja-
mos chamar a atencdo dos leitores da «Gazeta de Ma-
tematica», teorema que foi enunciado pela primeira vez
por Bendixsonem 1883,eéhojeuniversalmenteconheci-
do porteorema de Cantor-Bendixson, afirma o seguinte :

Teorema de Cantor-Bendixson. Todo o conjunto  li-
near fechado é a soma de um conjunto -perfeito e de um
conjunto numeravel.

Trata-se de um teorema tipico de estructura, e é
essa a razdo da sua importadncia e frequente aplica-
¢do nas questdoes de analise.

Deram-se déste teorema muitas demonstracfes e
poderiamos limitar éste artigo a uma delas que esco-
lherfamos naturalmente entre as mais simples, mas o
nosso procedimento vai ser outro. Procuraremos antes
aprofundar o mais possivel o estudo da estructura de
um conjunto qualquer do espac¢o, e depois quasi como
coisa secundéria surgird uma demonstracdo, ndo do
teorema, mas de uma proposicdo bastante mais geral
e rica do que éle.

Como base déste estudo deveremos dar algumas
defini¢cdes, mas limitaremosao minimo as nocdes e as
propriedades do espago que poremos em cena.

Consideremos um espa¢o onde cada ponto p tem a
sua familia de visinhancas V,, e onde se da a se-
guinte definicdo fundamental e imprescindivel de
ponto limite ou ponto de acumulacdo.

Difinicdo 1. Um ponto p do espaco, é ponto de
acumulagdo de um conjunto E se e s6 se toda a visi-
nhanca de p contiver pelo menos um ponto de E dis-
tinto de p.

Dado um conjunto E poderemos entdo falar do
conjunto E' dos seus pontos de acumulagdo, conjunto
chamado o derivado de E

Definicdo 2. Um conjunto diz-se denso em si se
est4d contido no seu derivado ; portanto o conjunto X
é denso em sise es6ése | ¢ X '.

Um conjunto diz-se fechado se
derivado ; portanto o conjunto X
s6 se A"c X .

Um conjunto diz-se perfeito se é simultaneamente
denso em si e fechado ; portanto o conjunto X é per-
feito se e s6 se X=X>.

Um conjunto diz-se clairsemé se ndo contém um
sub-conjunto denso em si ndo vazio.

Defini¢do 3. Dado um conjunto X chama-se coe-
réncia de X, ao conjunto de todos os pontos comuns
a X e ao derivado X' ; a coeréncia é pois um opera-
dor que a cada X faz corresponder um conjunto bem

contém o seu
é fechado se e

Cantor-Bendixson

(bolseiro em Romado|l. A. C.)

determinado : ¢ (X)= X «X'. A coeréncia doconjunto
X & evidentemente uma parte do conjunto X .

Postas estas defini¢gdes, tomemos um conjunto qual-

quer A do espago, e formemos a seguinte sucessdo :
A=> c (A)=)c* (A) =>...2>C» (A) Z) e

e ponhamos por definicdo : c* (A) = 1 1c" (A) , onde u

representa o primeiro nimero ordinal transfinito. De
uma maneira geral, ponhamos para um nimero ordi-
nal a< n de segunda espécie, isto é, tal que ndao ha
um ordinal que o preceda imediatamente :

e« c»((A) = 11 cPA) ,

onde @ percorre todos os numeros ordinais que pre-
cedem a.

Temos assim a sucessdo :

1) Ac(A)-3cNA)=> - Affi>(A)N-. Z3CH(N)Z3 e

A sucessdo (1) verifica a seguinte importante pro-
priedade :

P . Cada termo da sucessdo estd ligado a A por uma
cadeia de conjuntos cada um dos quais, ou tem um que
o precede imediatamente e de que entdo e a  coeréncia,
ou ndo tem um que o precede imediatamente na cadeia
e entdo e produto de todos os  precedentes.

A todo o conjuntodo espa¢o ligado ao conjunto A
por uma cadeia nas condi¢cdes indicadas na proprie-
dade P, chamaremos um conjunto obtido de A por
meio da operagdo P .

E evidente que : todo o termo da sucessdo (1)  éobtido
de A por meio da operacdo P .
Porém ndo se pode afirmar que : todo o conjunto

de X do espaco obtido de A por meio da operacdo P ,
pertence a sucessdo (1) .

Considere-se entdo uma sucessdo (2) definida por A
e pela operagdo P, isto é, para a qual se possa afir-
mar que : todo o conjunto X do espaco obtido de A por
meio da operagdo P , pertence a sucessdo (2) .

E evidente que todo o térmo da sucessdo (1) é um
termo da sucessdo (2).

Teorema 1. A sucessdo (2) tem um Ultimo
é um conjunto denso em si, nulo ou n&o.

Demonstremos por absurdo, isto é, suponhamos que :

H. A sucessdo (2) ndo tem um térmo denso em si
(nulo ou néao).

Representemos por D o produto de todos os termos
da sucessdo (2) « O conjunto D pertence a sucessdo (2)
por ser obtido de A por meio da operagdo P . O con-
junto D é pois o ultimo térmo da sucessdo e ndo pode

térmo que,



ser nulo porque seria denso em si e estariamos em
cpntradicdo com a hipotese H.

Logo D 0, e como D néo é denso em si, por hip6-
tese, teremos : ¢ (D) =/=D,c (D) czD .

Mas entdo D néo seria o Gltimo termo da sucessdo
e produto de todos os térmos.

O produto da totalidade dos térmos da sucessdo, €
logicamente legitimado pelos dois seguintes factos :
a) admite-se que ésse produto seja nulo; b) a suces-
sdo (2) é uma sucessdo mondtona decrescente.

Para ser D o Gltimo termo da sucessdo deveria
ter-se : D=rc (D) , mas entdo D seria um conjunto
denso em si como facilmente se veria, e estariamos
de novo em contradigdo com a hip6tese H.'

A hip6tese H ¢é portanto inadmissivel, a suces-
sdo (2) possui um térmo denso em si nulo ou néo, e
ésse térmo O necessariamente o Ultimo térmo da su-
cessdo, c. q. d.

Déste teorema vamos tirar algumas conclusdes, que
serdo outros tantos corolarios. Vejamos em primeiro
lugar que 0 conjunto A—D é um conjunto clairsemé ;
com efeito, o conjunto A —T) ndo pode conter um con-
junto denso em si nado vazio, porque ésse conjunto
teria que pertencer a ¢ (1) e em seguida a c' (A) e
assim sucessivamente e vé-lo-iamos repelido para o
conjunto D. Mas ndo se viu somente que A—D era
clairsemé mas também que o conjunto D é o maior
conjunto denso em si contido em A . Porém o con-
junto A —J) pode ser vazio e o conjunto A reduzir-se
ao conjunto D , e do mesmo modo o conjunto D pode
anular-se e portanto o conjunto A ser clairsemé. Em
resumo, teremos o seguinte teorema :

Teorema 2 . Todo o conjunto é a soma de dois  conjun-
tos disjuntos, um o maior conjunto denso em si nele contido,
outro clairsemé (podendo anular-se qualquer déles).

Supondo que o conjunto A é um conjunto fechado,
A contém ndo s6 o seu derivado como também o deri-
vado de todo o seu sub-conjunto, em particular o de-
rivado do conjunto D. Mas o derivado de um con-
junto D denso em si é um conjunto também denso
em si, que contém D. O conjunto D contém e esta
contido no seu derivado, é fechado e denso em si
simultaneamente, e portanto é um conjunto perfeito;
conelui-se pois que : ,

Teorema 3. Todo o conjunto
dois conjuntos, um perfeito  outro
anular-se qualquer déles).

Retomemos o conjunto A e a correspondente su-
cessdo (2) com o seu Ultimo térmo D . Seja p um
ponto do conjunto A—D; como a sucessdo (2) é orde-
nada, o ponto p pertencerd a um certo nimero de
térmos da sucessdo havendo necessariamente um 0l-
timo térmo a que j> pertence, isto é, havendo um
térmo e« (.4) que contém p mas sem que p pertenga

fechado ¢é a soma de
clairsemé (podendo
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a C-+i(A) . Entdo o ponto p ndo pode ser ponto de
acumulacdo do conjunto c* (4) e portanto existe uma
visinhanca V. de p que sé tem de comum com e&*(A) ,
o ponto p. Tal sucede com cada ponto do con-
junto A—D , e dado outro ponto g de A—D , mesmo
que éle pertenga a c* (.4) sem pertencer a e«M(A) ,
as visinhangas V,, e 1", que lhes correspondem pelo
modo indicado, serdo diferentes porque uma delas
contém um dos pontos e ndo contém'o outro. Entdo:
a cada ponto p de A—D corresponde uma visinhanca V
de tal modo que se pj pj também Vp, £ Vp,.

Facamos agora apélo a uma Ultima propriedade do
espaco :

Definicdo 4. Um espagco (ou um conjunto do es-
pago) diz-se perfeitamente separavel se existe uma
familia numerdavel F de conjuntos, tal que dado um
ponto p do espaco (ou do conjunto) se pode tomar
para familia de visinhangas de p, a familia formada
pelos conjuntos de F aos quais o ponto p € interior,
e isto de modo que ndo héa alteracdo na definicdo de
ponto de acumulacéo.

®

E evidente que todo o sub-conjunto de um conjunto
perfeitamente separavel é um conjunto também per-
feitamente separavel.

Suponhamos entdo que o conjunto A é perfeita-
mente separdvel ; entdo podemos supdr que a cada
ponto de A —D corresponde uma visinhanca V  , tal
como atrds se indicou, mas escolhida precisamente na
familia F . Como esta familia é uma familia numera-
vel concluimos que o conjunto A—D € necessaria-
mente um conjunto numeravel.

Resumindo : em primeiro lugar é licito enunciar a
seguinte propriedade :

Teorema 4 . Todo o conjunto
separavel, €&  numeravel.

e finalmente podemos enunciar agora :

Teorema de Cantor-Bendixson. Todo o conjunto fe-
chado perfeitamente separavel ¢ a soma de dois  conjun-
tos disjuntos, um perfeito, outro numeravel e clairsemé
(podendo anular-se qualquer déles).

O teorema anterior é, como tinhamos anunciado, uma
proposicdo muito mais geral que o classico teorema de
Bendixson, porque é valida para todos os espagos car-
tesianos, qualquer que seja o seu nimero de dimen-
sdes, e mesmo valida para espagos muito mais gerais-

clairsemé perfeitamente

Mas 6 teorema anterior é mais rico de contetdo
que o de Bendixson, visto que afirma que o conjunto
numeravel é clairsemé, e isso ndo sucede com todos
0s conjuntos numeraveis de um espaco mesmo quando
ésse espago é o espago linear ; coin efeito, o conjunto
dos pontos da recta de abscissa racional, é um con-
junto numeravel e ndo é um conjunto clairsemé por-
que é denso em si.

Roma, 29 de Abril de 1944.
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ESTATISTICA

O n.° 24 das «Noticias Cientificas Mensais», publicacdo editada pelo British

MATEMATICA

Council, e distribuido em Por-

tugal, em Outubro de 1943, quando do 1." Congresso Nacional de Ciéncias Agrarias, € inteiramente dedicado
ao centendrio da Estagdo Experimental de Rothamsted. Como ndo podia deixar de ser, F. Yates, chefe do

Departamento de Estatistica da referida Estacdo, analisa, num dos artigos, as contribuicdes

fundamentai»

prestadas a Estatistica pelo célebre estabelecimento de investigagéo.
A «Gazeta de Matematica», conscia da importancia cientifica dos novos métodos estatisticos e da necessidade
indiscutivel da sua divulgacdo, apresenta aos seus leitores uma tradugdo do referido artigo.

A REVOLUCAO

por F. Yates,

O desenvolvimento da investigacdo bioldgica exi-
giu a criagdo de métodos matematicos capazes de
inferirem conclusdes significativas de pequenas amos-
tras de material altamente varidvel. Quando em 1919
foi fundado o Departamento” de Estatistica em
Rothamsted, ja se tinham verificadoalguns progres-
sos, mas em breve se notou que os métodos existentes
eram ainda inadequados para o tratamento dos pro-
blemas préaticos da investigacdo agricola e biol6-
gica.

O Departamento dedicou portanto a sua atencdo ao
aperfeicoamento desses métodos. Fizeram-se réapidos
progressos, devidos em grande parte ao intimo con-
tacto entre mateméaticos e biélogos, e ndo é exagerado
afirmar que tanto a Estatistica Mateméatica como os
métodos praticos da Estatistica Biol6gica tém sido
profundamente transformados como resultado do tra-
balho levado a cabo em Rothamsted.

Os mais notdveis progressos realizados no campo
biolégico —adoptados hoje em todo o mundo—sao:

1) —Desenvolvimento da teoria exacta das «peque-
nas amostras».

2) —Desenvolvimento da técnica do delineamento
experimental de tal maneira que a partir dum dado
material é agora possivel extrair informacdo mais
completa e compreensiva além de se poder avaliar a
precisdo dos resultados utilizando apenas a evidéncia
fornecida pelos préoprios dados.

3) —Aperfeicoamento dos métodos usados na «amos-
tragem» de material biolégico de todos os tipos.

4) —Desenvolvimento da interpretacdo estatistica
dos problemas genéticos.

Continua a trabalhar-se activamente sdbre a elabo-
racdo e extensdo dos métodos estatisticos. A medida
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que surgem novos problemas faz-se sempre uma revi-
sdo das questoes de método. Por exemplo, os métodos
criados e desenvolvidos para os ensaios de campo,
estdo agora a ser adaptados ao campo nutritivo ani-
mal, a medicina e a indastria. Trabalha-se ainda no
estudo de métodos de «amostragem» apropriados aos
inquéritos em larga escala e de novos métodos desti-
nados a anéalise do material obtido.

Até ao deflagrar da guerra, aparte no campo bio-
légico, ndo se tinha compreendido a importancia dos
novos desenvolvimentos mas reconhece-se hoje, cada
vez mais claramente, que estes desenvolvimentos sédo
fundamentais em todos os ramos da Estatistica. Em
particular a marcada separagdo que existia entre a
Estatistica Biologica e a Estatistica Econ6mica tende
a desaparecer. Assim, por exemplo, o valor dos novos
métodos de «amostragem» foi demonstrado na sua
aplicacdo a inquéritos em larga escala como sejam a
investigacdo dos recursos em madeiras, estudo das
préaticas agricolas, etc., etc., aiém de que se tém
usado novos métodos destinados ao desenvolvimento
de uma solida politica de guerra sdbre adubos, de
modo a assegurar um equilibrio apropriado entre a
sua importagdo e a de outras mercadorias e a melhor
utilizagcdo que déles se possa obter para a producédo
méaxima de alimentos. Uma das mais valiosas contri-
buicdes que o Departamento poderad dar sera acelerar
e intensificar éste reconhecimento da utilidade mais
ampla dos novos desenvolvimentos.

Durante a guerra os métodos estatisticos desenvol-
vidos pelo Departamento tém sido aplicados a nume-
rosos problemas militares de todos os tipos e o pro-
prio Departamento estd activamente empenhado neste
trabalho.

N. B.— Chamamos a aten¢do do leitor para o n.° 35 do nosso Boletim Bibliografico déste niamero onde se faz referéncia
a publicacdo «Mémorandum on Official Statistics” da Royal Statistical Society.
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JUNTA DE INVESTIGAGAO MATEMATICA (J.I.MI

COLOQUIOS DE ANALISE GERAL

Conforme o anunciado no n.° 18 da «Gazeta de
Mateméatica», realizaram-se no Centro de Estudos
Matematicos do POrto, por iniciativa da Junta de
Investigacdo Matematica, a partir de 22 de Ja,eiro,
coléquios semanais, onde foram versados os seguintes
assuntos :

| —Algebra Moderno — Elementos da Teoria dos
Grupos—5 coléquios por José Morgado; Elemen-
tos da Teoria dos Anéis—3  coléquios por J. Gas-
par Teixeira;Séries de Composicdo—3 coléquios
por Rui Verdial.

Il —Topologia Geral —Espagos de Sierpinski—

2 coléquios por Anténio Monteiro; Espacos  aces-
siveis de Fréchet — 2 coléquios por Anténio Mon-
teiro; Fungdes Continuas—3 coléquios por A. Pe-
reira Gomes ; Relativizacdo — 2 coloéquios por

M. Helena Ferreira; Bases e Vizinhangas—2 col6-
quios por A. Pereira Gomes.
Il — Teoria Geral da Medida — Introdugdo — 2 colé-

quios por Laureano Barros; Medida a Jordan —
3 coléquios por Laureano Barros ; Introdugdo a
medida a Borel — 1 coléquio por L. Neves Real;

Medida & Borel — 3 coléquios por L. Neves
Real; Medida a Lebesgue—1 coléquio por L. Ne-
ves Real.

Estavam também previstos coléquios sdbre a Teoria
Geral da Integracdo e Teoria das Estruturas, mas nédo
se iniciaram por falta de tempo, ficando assim adia-
dos para o préximo ano lectivo.

Estdo j& publicados onze cadernos, indicados na
2.* pagina da capa da «Gazeta de Matemaética».

As primeiras palestras assistiu um nimero conside-
ravel de estudantes e pessoas estranhas a Universidade,
0 que prova ter despertado grande interesse 0 pro-
grama de trabalhos esbocado. A frequéncia foi, porém,
diminuindo, devido, entre outras, as razdes seguintes :
1.* Ndo houve uma introdugdo cuidadosa aos assuntos
tratados ; 2.* A discussdo ndo foi suficientemente
fomentada ; 3." Falta de exemplos elucidativos, que
permitissem a ligacdo da matéria exposta com ques-
tées conhecidas da Anélise Classica.

O reconhecimento destas deficiéncias permite que
se espere, para o préoximo ano lectivo, uma modifica-
¢do no regime de trabalhos, de forma que melhor se
realizem os objectivos em vista.

Laureano Barros

CENTRO DE ESTUDOS DE MATEMATICA DO PORTO

SEMINARIO DE FISICA TEORICA

Prolongaram-se até fins de Maio passado as acti-
vidades do Seminario de Fisica Te6rica anexo ao
Centro dos Estudos de Matemaéatica do Porto, dirigido
éste ano pelo Prof. A. Proca.

E de lamentar que a defeituosa organizagcdo dos
nossos trabalhos escolares tenha mais.uma vez impe-
dido que os alunos universitarios interessados por
questdes de Fisica Tedrica aproveitassem esta magni-
fica oportunidade de se iniciarem em trabalhos de
investigacdo sob a direccdo do grande orientador que
é¢ o Prof. A. Proca. Assim, os trabalhos do seminéario
resumiram-se numa série de licdes —alids muito Uteis —
realizadas semanalmente pelos Profs. A.Proca e R. Sar-
mento de Beires. As primeiras, enquadradas no pro-
grama esbhogcado no n.° 18 da Gazeta, visaram o estudo
teérico de particulas elementares—electrdo e mesdo —

e a divulgacdo dos métodos da «segunda quantifica-
céo».

Sumarios das licdes realizadas (a partir das que
foram referidas no n.° 18) : 1. Les particules observa-
bles em Mécanique Quantique — 2. Les probabilités
en Mécanique Ondulatoire. Equations du mouvement
—-3. Equations générales des particules élémentaires.
Introduction de la Relativité. Schéma de Dirac. —
4. Propriétés générales des particules représentées
par des équations type Dirac et analogues — 5. Elec-
tron de Dirac. Aspect ondulatoire— 6..Negatons. Cas
d'un champ. Positons — 7. Electrons libres. Complé-
ments. — 8. Electrons. Symétries. Ondes planes. Idée
de la seconde quantification. — 9. Ondes planes. Ma-
térialisation. La seconde quantification.— 10. Coup
d'oeil général sur les particules élémentaires et leurs
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lois de mouvement.—11. Etude théorique des mé-
sons. Mesons a fonction d'onde scalaire et réelle. Appli-
cation a la seconde quantification.—12. Mésons de
spin nul. Quantification.

As licbes do Prof. Sarmento de Beires podem seér
divididas em duas categorias :— na 1." historiou-se
detalhadamente o aparecimento da Mecanica Ondula-
téria até se estabelecer a equacdo de Shrodinger;
como aplicagdo, estudou-se o problema da quantifi-
cacdo do atomo de hidrogénio segundo Shrodinger;
— a 2.* constou duma introdu¢do matematica a Meca-
nica Quéantica e da exposi¢cdo dos seus principios.

Sumarios das li¢des realizadas (depois das anun-
ciadas no n.° 18): 1. Grupos de ondas e a nocdo de
velocidade de grupo. Aplicacdo ao estabelecimento
das equagdes da Mecanica Ondulatéria de Shrodinger
— 2. Relagdes de incerteza de Heisenberg. Quantifi-

cacdo da energia no 4tomo de hidrogénio. Confronto
com os resultados da teoria de Bohr-Sommerfeld. —
3, 4, 5, 6. Os principios da Mecanica Quantica :
a) Observaveis, b) Operadores, c) O método da Me-
canica Quantica. Associagdo de operadores as gran-
dezas fisicas. Nogdo de probabilidade de estado, d) O
espago vertorial a n dimensdes e o espago de Hilbert.
e) A significacdo da fungdo de onda segundo Shrodin-
ger e a hipdtese das probabilidades de Born, f) Com-
patibilidade das grandezas fisicas e permutabilidade
dos respectivos operadores. Valores médios. Os valo-
res médios e a mecdanica cléssica.

Como complemento duma licdo do Prof. A Proca o
aluno F. Soares David, da Faculdade de Ciéncias féz
uma comunicacdo subordinada ao titulo : «Quantifi-
cacdo do a&tomo de hidrogénio na teoria de Dirac».

F. Soare* David

SOBRE O PROGRAMA DAS PROVAS DE UM CONCURSO PARA ACTUARIO

por A. S& do Costa (bolseiro em Ztirlch, do 1.A.C.)

No n.° 18 da Gazela dc Matematica transcreve-se 0
programa das provas de um concurso para actuério.

Sem por em causa a competéncia profissional e as
bbas intencdes dos organizadores do programa referido,
temos de reconhecer que éste ndo corresponde ao
objectivo do concurso — ordenar linearmente os actué-
rios concorrentes — e é revelador da tendéncia para
o priméario que o nosso meio acusa vincadamente.

Por éste motivo, com exclusdo expressa de qualquer
outro, valerd a pena analisar resumidamente o caso.

A leitura do programa em causa, levada a cabo
isoladamente, podera levantar, na melhordas hipoteses,
a leve suspeita de que se tratarda de uma relagdo
incompleta e um tanto desordenada de assuntos cujo
conhecimento é necessario, mas nédo suficiente, para o
actudrio e cuja posse, portanto, o ndo caractérisa.
E sera de crer que a determinante dessa suspeita es-
tara no texto modesto da alinea b) do programaenao
no da alinea a), apesar da supremacia conferida as
provas que a esta correspondem.

Com efeito, na alinea a) mencionam-se assuntos
cujo conhecimento, como elementar, é legitimo exigir
de todos os alunos dos dois primeiros anos de mate-
méatica das nossas escolas superiores (paragrafos 1."
e 2." e, nalguns casos, 3.° e 7.°), ou assuntos que fa-
zem parte dos elementos preparatérios ou subsidiarios
na formacdo do actuario (paragrafos 3.°a 7.°). E, boa
parte dos assuntos referidos na alinea a) se incluem
na preparagdo pre-universitaria de muitos paises
europeus.

Por outro lado, se se considerar que 0s actudrios

sdo recrutados entre os licenciados em ciéncias mate-
maticas e os licenciados em ciéncias econémicas efi-
nanceiras (sec¢do financas), maior relévo tomara o
caracter rudimentarde todos ou quasi todos os assuntos
mencionados naquela alinea.

N Esta tendéncia para os rudimentos ndo nos fara
correr o risco de assistir a fixacdo de um programa
de concursos universal consubstanciado no consagrado
«ler, escrever e contar» ?

Parece ser, contudo, a exclusdo — tdo completa que
é impossivel ndo a crer intencional — das provas de

um concurso para actuario de matéria especificamente
actuarial o elemento mais revelador da tendéncia
referida.

Nao se exigem provas sObre a teoria ou técnica dos
seguros de vida. Também néose incluem provas sdbre
a teoria ou a técnica dos seguros sociais, cuja impor-
tancia no caso se afigura decisiva aos olhos do leigo
e qu%, segundo supomos, ndo fazem parte dos progra-
mas normais dos cursos a cuja frequéncia sdo obri-
gados os pretendentes ao titulo de actuario. Apesar
de uma parte dos concorrentes ndo ter a obrigagéo
legal de os conhecer, os aspectos sociais, econémicos
e juridicos dos problemas actuariais nédo constituem
matéria sendo para a receosa prova elementar da
alinea 6).

| Serd4 aceitdvel ou possivel a realizacdo de uma
classificacdo de determinados especialistas com base
em provas sdbre assuntos que desempenham na sua
formagcdo um papel elementar ou lateral ?

Objectar-se-a, talvez, com a maé& preparacdo do
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actuario mesmo no que respeita aos assuntos basilares
e subsidiarios. Isso levantard uma outra questdo néo
menos importante. Mas, aceitando como provada essa
ma preparacdo, £ndo constituiria ela uma razdo mais
para tornar convenientemente exigentes todas as pro-
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do nivel dessas provas ao da eventual impreparagdo ?
E natural concluir, portanto, que o programa nao
corresponde a intencdo do concurso.

Ou, 4ndo se tratarda de um concurso para 0 provi-
mento de um lugar de actuério ?

vas para actuarios e nunca um motivo de redugdo Zttrick, 12 de Margo de 1944,

MATEMATICAS ELEMENTARES

Nos actuais programas de matematica dos liceus, ndoséo incluidos certos capitulos como, propriedades dos polinémios,
equagdes transcendentes, aproximagfes numéricas, e outros, cuja necessidade é evidente, quer sob o ponto de vista de
cultura geral, quer para a continuagdo de estudos superiores. A reformados programas prevendo a criacdo de um oitavo ano
no curso liceal, deve ter deixado para inclusdo nos seus programas, estas matérias. E porque o seu ensino no primeiro
ano universitario acarretaria perdas de tempo em prejuizo de outros assuntos, entende-se que o seu estudo deve ser feito
como preparagdo para a entrada nas Universidades. E assim que nos exames de aptiddo aparecem questées sdbre aquéles
capitulos. E porque assim €é, e porque os candidatos necessitam preparacdo para ésses exames, a «Gazeta de Matematica»,
com o intuito de fornecer elementos de preparagdo nésse sentido, decidiu publicar nesta secgdo, a par de outros, artigos
sobre aquelas matérias que ja em tempo pertenceram ao ensino liceal. E déste tipo o artigo seguinte.

RESOLUGAO DE ALGUMAS EQUAGOES TRANSCENDENTES

por José da Silva Paulo

0. A diversidade de tipos de equacdes transcenden -
tes, a impossibilidade da resolugdo da grande maioria

Problema 2 — Resolver a equacdo: am**-\-bm*+
+c=0. Fazendo a substituicdo y=m" resulta ay' +

destas equac¢des quando se consideram simplesmente
as solugdes reais e a extensdo dos conhecimentos
matematicos do aluno que termina o curso liceal, esta-
belecem uma limitagdo ao estudo que fazemos da reso-
lugdo de equacdes transcendentes. Assim trataremos
simplesmente de equagdes exponenciais e trigonomé-
tricas, e mesmo destas s6 alguns tipos de maior apli-
cacdo nas questdes de mateméatica, considerando uni-
camente as solucédes reais.

1. Equagbes  exponenciais — Os conhecimentos que
se requerem para a resolucdo dos tipos de equacdes
que vamos apresentar sdo simplesmente as proprieda-
des elementares da fungdo exponencial e da sua in-
versa, a funcdo logaritmica.

Problema 1—Seja resolver a equagdo a*=6 . «Pela

aplicacdo de logaritmos, tem-se :
xloga=logo e x=1log6:logo.

EXERCICIO 1 — Resolver a equagdo 2*=16, vem
x = 1,30412 : 0,30103=4 . Note-se que a solucdo da
equacédo, pela sua simplicidade, era imediata. Note-se
também, que no caso mais geral o cociente dos loga-
ritmos nao dard sendo um valor aproximado, dados
os érros das mantissas dos logaritmos.

EXERCICIO 2 — Resolver a equagdo 24"
Teremos sucessivamente :
3x-2=4 :log24 e x=(2+4:1log24):3=1,6327.

°=10000.

+ 6j/4-c=0 e a substituicdo de y faz-nos cair numa
equacdo do tipo anterior, que permite determinar x .

729
EXERCICIO 3 — Seja a equagio 4 «3* —— — 81= 0

fazendo j/=3* e desembaracando de denominadores
vem 4j/'—81j/—729=0 a equacdo que tem as solu-
lugdes 2/i=— 27/4 e yt =21, das quais s6 se aproveita
a segunda, por os nimeros negativos nao terem loga-
ritmos reais, obtendo-se para x o valor 3.

EXERCICIO 4 — Resolver a equagéo 2'""'—2*—8=0.
A equagdo é equivalente a 2**—2 «2*—32=0 e
fazendo y = 2* vem y —4?2/—32 =0 cujas solugdes
sdo y,= —4 e y«= 8 e portanto x= 3.

Problema 3—Equagdes do tipo log/(x)+ log g(x)=
= logc. Consideremos simplesmente o sinal +, poia
o tratamento é andlogo para o caso do sinal —. A
equacdo é equivalente a log [/ (x)+*g (x)]=log c ou
/ (x) *g (x)—c, equacdo que resolvida nos d& os valo-
res de x .

EXERCICIO 5—Resolver log VA7x-|-3 + log I/4x-j-3 =

—; + log3 ou seja log v/(7x+3) (4x+5) = log3 v/10
a)

donde (7x+3) (4x+5)=90 e 28x*+47x-75=0 equa-

cdo cujas solugbes sdo x, = —75:28 e xj= 1, das

quais a primeira ndo é solugdo da proposta.
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Problema 4— Resolver o sistema logx-|-log2/=0T;
ax +by=n . Este pode eserever-se logx?/=m e ax +
+by=c; ou 3" =10°, com ax+bhy =c; a resolucdo
déste Ultimo sistema d&-nos os valores de x ey .

EXERCICIO 6 — Resolver o sistema :

f x!/=10"

t

\ 2x+j/=30
cujas solucBes sdo Xi—5 ?i=20; X2=10 yj= 10.

f logx +log2/=2
|
\ 2x+ ?/=30

EXERCICIO 7 — Outro sistema de tipo semelhante é:

log 33—3 log=0 i Ilog B:t/’=log 1
equivalente a

33- 9y =0 . x-9y=0
B= B .

donde y° 9w= 0 cujas solugdes sao
33=9y

i/l=0, 2/2=—3 e 2/3=3; sendo as duas primeiras de
excluir, pois a 1> torna a primeira equacdo do sis-
tema proposto indeterminadae a 2." p6r ndo conside-
rarmos logaritmos imaginarios ; a 3.* dard 27 para
valor de 33.

Exercicios propostos

Resolva as seguintes  equages

i) "Vi666 = io.

2) V20 = 10~

3) 4*+5*=1700 .

4) 16*+ 16<-*=10.

5) 3 -ttt = 9

6) log(7x-9)" + log(33i-4)'=2.

Resolva

0s sistemas

log33-log2/=log2

B—A= 2
{ log(33-f-1)+l0g(2/+ 1)=1
8 B+ il =
2. Equagbes  trigonométricas — Uma equacdo trigo-

nométrica a uma incognita é uma equagdo que rela-
ciona entre si fungdes circulares directas ou inversas
dessa incégnita. Assim as equagdes X+ cos x—3tgx=
=-senx e arc sen X + arc cos X=TC/4sdo equacdes tri-
gonométricas. Estudaremos aqui, pelas razdes ja apon-
tadas, s6 alguns tipos mais importantes destas equa-
cdes, para a resolugdo das quais basta oconhecimento
das propriedades das funcdes circulares directas ein-
versas.

Se numa equacgédo trigonométrica s6 entram funcdes
circulares directas é aconselhavel, para a sua resolu-
¢cdo, exprimir todas as fun¢des numa delas. Para a
escolha pratica dessa funcdo, na qual se exprimem
todas as outras, da-nos indicacdes a regra de Bioche,
gue se enuncia :

13

Regra de Bioche— Considerem-se  osvalores —X,w—X

e ir+ x, e substituam—se em vez de X na equagao pro-

posta, averiguando qual deles deixa invariante a equa-

cdo. Escolher-se-a para elemento de reducdo a funcdo

circular  de x que se conserve invariante  para as mes-
mas  substituicdes que a equagdo dada.

Quere dizer, se a equacdo ficar invariante para a
substituicdo de x por —x, o elemento de reducéo
sera cos x pois cos x = eos (--x); se for TC—x a subs-
tituicdo que a deixa invariante, usar-se-4 a funcéo
sen X por*ser sen X = sen (ir—x) , e no terceiro caso a
funcdo de reducdo serad tgx pois tgx=tg(ir+x).
Se a equacdo ficar invariante para todas as substi-
tuicdes, o elemento de redugdo serd cos 2x pois esta
funcdo fica invariante para todas aquelas substitui-
¢oes ; finalmente se a equag¢do nao ficar invariante
para nenhuma das substituicdes ha vantagem em
escolher a funcdo tg x/2.

Problema 5—Equacdes do tipo asenx+0cosx=c .
Aplicando a regra de Bioche encontramos para ele-
mento de reducdo tg x/2. Ora como senx=2tgx/2:
(1+tg' x/2) e cosx= (1- tg*x/2):(1+ tg*x/2) fa-
zendo para abreviar tgx/2 =z, substituindona equa-
¢cdo proposta e desembaracando de denominadores
obtém-se : (0o+c)s’—2az-)-c—6=0 o que da tgx/2 =

a-f- \Ja?+bi—e’
6+c

expressdo que permitedeterminar

o valor de x, fazendo uso duma tabela de funcdes
circulares.

Como é pratico realizar os calculos por meio de loga-
ritmos, usa-se em geral para a resolucdo déste tipo de
equagdes o chamado método do angulo auxiliar que
consiste no seguinte: escrevamos a equagdo proposta
sob a forma senx + 6/ocosx”~e/a efacamos 6/a= tgo,
0 que é sempre possivel visto a tangente variar de
—o00 a +00. Esta Ultima expressdo permitedeterminar
o valor de 0. Por substitui¢do na equacdo vem: sen X +

sen e
COS~Bc ° st e ow sen

rer047rr gcos x=c/acos8

e sen (x+6)—b cos 6/a donde logsen (x+6)=1og 6 +
+ log cos 6+ colg a, expressdao que permite determi-
nar X.

EXERCICIO 8 — Seja resolver a equacdo senx +

+ cos X = v/2 . Peloprimeiro processo teremos tgx/2 =

l-r-t/H-1-2

= .. Y 8 =»/2-1 e tgx=1 logo X=TC/4.

Pelo segundo processo tem-se 1=tg6, 6=TC/4,

sen x cos w/4 + cos x senTC/4= j/2 cos TC/4 e como

cosir/4=vV~2 vem sen (a-+TC/4)=1/2. =1 ou

2
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x-f w/4"=w/2 e x= «/4 (por ser muito simples a equa-
cdo, foidesnecessario empregar logaritmos).

Problema 6 —Equacdes do tipo atgx +bcotgx=c.
A regra de Bioehe indica-nos para este caso a fungdo
tgx como elemento de reducdo, logo serd": atgx +
-|-o/tg x=c ou atg'x—etgx46=0 e tgx =
= [c+ (c’—4aé)"’] :2a o que permite determinar x .

Querendo aplicar o célculo logaritmico poderfiamos

senx €OS X_ ¢ ou asen-x +bcos'x=
escrever a + b sen x

cos_X 2
=csenxcosx, € Como 1—cos2x= 2sen’x, l4-cos2x-

= 2cos’.c e 2sen x cos X =sen 2x , vem substituindo,

a (1—cos 2x)4-i (14-cos 2x)=e sen 2X OuUu Csen 2x4-
4-(a—b) cos 2x=a +6, equacdo do tipo anterior;
ter-se-4 entdo: (a —6):c =tgb6 c sen (2x4-8) =

= (a4-6) cos Off o que determina O e x.

EXEBCICIO 9 — Resolver 273 tg x 4-1/3 cotgx=5 .

Tem-se entdo pelo segundo método : 5sen2x-t-
+ t/3cos2x=31/3 e fazendo tgO0= fé/6 vem
fl=19°6' donde sen (2x4-19° 6')= 3v/3cos 19°6'/5 e

por isso logsen (2x4-19° 6')=1,99198 donde 2x4-
4-19°6'=79°6', 2x=60°, x=30° argumento minimo
que satisfaz a equacéo.

Problema 7—Equacédo dotipo acos’x4-0sen’x=c.
A regra de Bioche diz—nos que para éste caso, como
facilmente se verifica, deve adoptar-se para ele-
mento de redugdo a fungdo cos 2x, e entdo vem:
a - (14-cos 2x) :24-6 (1—cos 2x) :2=c donde cos 2x =
= (2c-(i-6) : (a-b)

EXERCICIO 10 — Resolver a equagio 3 cos’ x 4-
4-sen’x=2. Fazendo asubstituicdo obtém-se cos2x =
= (4—3-1):(3-1)=0 donde 2x=90°, x=45°, argu-
mento minimo que satisfaz a equacdo proposta.

Consideremos algumas equac¢des contendo funcdes
circulares inversas. \

Problema 8 — Resolver a equagdo : arc sen X+
4-arc sen 1/3x=ir/2. Seja o= arcsenx donde x=sena,
e seja 3=""c sen /3 x donde senp=1/3x, como é
a4-|5=ir/2, deduz-seque sen(<x4-fi)=l ou senacosfi4-
4-sen pcos ot=1, ora cosa=I1/1 —x* e eosfi=v/l "3x°’
vem xt/l1-3x° 4-V/3xv'l—x* =1 . Isolando o pri-
meiro radical vem x. I/1—3x’ =1—xj/3—3x’ e qua-
drando x° (1-3X") =1 4-x*(34-3x°) 4-2xV'3-3x"’
ou 2xVv/3—3x’.= 14-2x" e quadrando novamente,
4x’ (3-3x2) = 1-(-4x*4-4x* donde 16x°-8x°41=0 de

cujas solugdes x=+1/2 so6 serve a solugcdo positiva;

GAZETA DE MATEMATICA

a. solucdo negativa € uma raiz estranha que se intro-
duzia em virtude das quadraturas que fizemos.

Problema 9 — Resolver a equagdo : arc tg x —
—arctgl/x=0. Fagcamos «=arctgx ou x=tga e
I/x=tgp entdo serd tg(a—p) =tgO=0e 0= {—

14-X « 1/x
ou x—I/x=0, x=+1.

Vejamos finalmente alguns sistemas.

X4-y =il

Problema 10—Resolver o sistema
[senx4-seny = n.

X+y X—y
A Gltima equagdo é equivalente a 2sen—cos—<j— =»

: xX—y m .
donde se tira cos —g—-—n :2 sen — 0 que permite

. i i x—y=0L
determinar x—y. Seja x—y=%*a. seraentdo i
\Xx +y=m

sistema que nos d& os valores de x e y .

EXEKCICIO 11 — Resolver o sistema
r x4-y = 90°

1 sen x4-sen 2= (14-v/3~) :2 Entdo como anterior-
mente sera: sen (x-y):2= [(I + v/3)/2] : [2- 1/2/2]=
=(1/2 4-t/6) :4 e (x-"):2=15°, x—y =30° o0 que
com a equagdo x4-j/=90° da x=60°, y=30°
Analogamente se resolvem os sistemas :
X—y=m r X+y=m t X+y=m

I'senx 4-seny- =n ke@Rx=s®@Ny=n [Rosx+cos2/=n

x-T-y = m

Problema 12 — Resolver o sistema sen x
sen 'y

Como a segunda equagdo se pode considerar uma pro-

senx n sen x4-seny n-+1
rca = — remos : e L= -—
POTERY en y Leremos * sen x—sen y = n=1 °©
X+ X -
2 sen ——c0Ss —
2 2 «4-1 m X—y

= ou (»—Il)sen—cos - -
X—y *+y » - | 2 2
2 sen cos
2 2

m X—Yy L=t
—(re 4-1) ecos > sen 2= 0 equacdo do tipo do pro-

blema 5.
x4-y=90°
EXERCICIO 12 —Seja resolver osistema senx /3 '
sen?/ 3
. senx4-sen?/ \/3+3
Como anteriormente tem-se:
Co .ot/2 X—y , - , t/2 X -y
(j/3-3) e\ - cos TK* - (1/3+3)\g """ "1 T~"
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donde se tira (VS +3)sen " —/3-3)008"~"-~=0

- vi3+ 3

fazendo —= — —

= tg8 ou seia 2—I1/3 =tg8 e 8=15"°
VI3+ 3 ¢ ! ‘

sen (a;—j/) :2+tg 8cos (.e—y):2™0 e sen [(x—y) : 34
+15°]=0 donde (x—y):2+15°=0 a —2/=— 30° que,
cora x+y=90 da& x=30° t/=60°.

Outros sistemas que se resolvem analogamente sédo:

X—y —m XAy—m IX+ 1/=»i
sen x sen x cos X

=n = n . =n
sen y \ cosy [ cosy

EXAMES DE APTIDAO AS

Faculdade de Ciéncias—Licenciaturas em ciéncias fisicc-
-gquimicas e em ciéncias matematicas, cursns prepara-
térios das escolas mil. e de eng. geégrafo.—Ponton.°2.

1801 — Determine m de modo que o trinémio
(m—2) x"+ (AmM—6) x + 5'» —6 seja negativo para

qualquer valor real dado a x. R : Os valores de m
que satisfazem ao problema sdo os que ddo ao  descri-
minante  valores negativos ao mesmo tempo que tornam
negativo o coeficiente de x*, ou sejam os valores de m

que verificam  as desigualdades

(4m - 6)'- 4 (m- 2)(5m- 6)<0 c m—2<0 ou
m’—4m-)-3>0 e m<2. Como as raizes do primeiro
trinbmio  sdo 3 e 1, os valores que o tornam positivo
sdo o0s que satisfazem a m>3 ou m <1, e como pela

segunda  desigualdade deve ser m < 2, os valores de m
que verificam o problema sdo os gtie satisfazem a m < 1.
1802 —Enuncie os teoremas que se referem ao mi-

mero de solugdes inteiras e ao numero de solugdes
inteiras e positivas da equagdo ax + by=e em que
a, b e c sdo nimeros inteiros e primos entre si.

1803 — Calcule as dimensdes de um rectangulo,
sabendo que o seu comprimento c¢ triplo da sua lar-
gura e que, aumentando tanto o comprimento como a
largura de 5 metros a sua area aumento de 385 m’.
R: A eguagdo que resolve o problema é 3x’4-385 =
= (x+4) (3x+5) onde x representa a largura do rec-
tangulo. Donde se tira x=18m eportanto y=54m.

1804 — Sendo x+y+z*=n verifique que tgx-t-
-t-tgy +tgs=tga-tgy etgz. R: Pela condicdo do
enunciado X+.y=-a—z, logo tg (x-I-y)= —tgz =
= (tgx+tgy):(1- tgxtgy) donde tg x+etgy =
=-tgz<Il-tgxtgy) outgx+tgz+tgy=tgxtgytgz.

1805 — Sendo x um angulo do 1.° quadrante e
cos x = 0,5, determine, sem recorrer as tdbuas, os
valores de sen o, tgx, cotgXx, Secx e COSecX .
R : sen x = 1/1-0,5* = y/3/2, igx~yf&, cotgx =
=1/1/3, secx=2 e cosecx=2/\VZ .

IS
Exercicios propostos

Resolva as equagdes

1) sen 2x—cotgx =0 .

2) sen x + cosec x =0 .

3) I/1-r sen x — v/l —sen x =2 cos x .

4) /3 sen x + cos x— /3 .

5) sen (x+a)= cos (x+ 6).

6) sen x tg x/2=cos X .

7) 5tgx + 6cotgy=1I1I.

8) are cos (x—1)+ are cos (X +1) =w/2 .

9) arc tgx + are tg x/2 = w/4 .
10) arc sen 2x—2 arc cos X= arc sen x .

ESCOLAS SUPERIORES (1943)
1806 — O angulo oposto a base de um tridangulo

isosceles é 27°30'41",2 e o comprimento da base é
de 26,45 metros. Usando o calculo logaritmico, deter-
mine o perimetro do triangulo. R : Os lados iguais do
triangulo  tém por expressdo: 1=12,325 :sen a/2 logo
é logl=1o0gl3,225+ cologscnl3°45'20",6 =1,12139 +
+0,62381= 1,74520 donde 1=55,62 m e o  perimetro
serd 137,69 metros.

1807 — Figure as tangentes exteriores e a tangente
interior a duas circunferéncias tangentes exterior-
mente. Designando por A e B os pontos de contacto
duma das tangentes exteriores com as duas circunfe-
cias por A' e B' os pontos de contacto da outra tan-

gente e por F e F' o0s pontos em que a tangente
interior corta as tangentes exteriores, demonstre
que AB—A' B'= FF'. R :Se for O oponto de encon-
tro das tangentes exteriores, como 0S comprimentos das
tangentes  tiradas de um ponto para uma circunferén-
cia sdo iguais, é: OA=0A' e OB=0OB' e portanto
AB=0B—0A=A'B'—0B'—OA . Pelo mesmo motivo,

se for C oponto de contacto das duas circunferéncias,
e: PC=FB e FC=PA donde 2PC=FP' =PB +
+ FA= AB, pois &facil ver que FC=F' C .

1808 — Deduza em funcdo de r, a expressdo do
volume gerado por uma rotagéo
completa da figura representada em \ A
térno de AB. Os lados iguais do >V
triangulo isosceles ADC tem um !
comprimento igual ao raio de cir- \ A

— o} ! -V

cunferéncia BC. R: O solido ge- |
rado € um hemisfério  encimado por |
um cone cuja base & um circulo de /

raio i i/ptal ao da esfera. Assim o
volume serd: V=1/3 (wr'-|-2jcri)=irr’ o »'
Solugdes dos n.°« 1801 a 1808 de J. J. Rodrigues dos Santos.
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|
1809—Determine a condi¢cdo a que deve satisfazer k

para que a inequacdo (k+ 1) x*~2kx + 5k+& >Q seja

verificada por qualquer valor real atribuido a x .

R : O coeficiente do 1." termo devera ser positivo e ima-

gindrias  as raizes do trinomio. : k deve satisfazer as
relagbes k+1>0 e k-—(k + 1) (5k +6) <0, donde se
deduz k >—3/4 .

1810 — a) Indique as condi¢cbes a que devem satis-

fazer os coeficientes da equacdo ax+bx® +c—O para
que tenha duas raizes nulas e duas raizes infinitas.
b) Defina progressdo geométrica e calcule a razdo da
progressdo geométrica cujo primeiro térmo é 729 e
cujo sétimo térmo é 1. R :a) Devem anular-se ate,
ndo se anulando b . b) u,=u, r"' e r=y/729-< = 1/3

Il

1811—Determine, por logaritmos, a medida de
um dos angulos internos de um paralelogramo em que
dois lados consecutivos medem 9,4 metros e 12,5 me-
tros e cuja area mede 72,8 metros quadrados.
R : A éarea édada para A = ab sen a designando por a
e b as medidas dos lados e x o angulo compreendido.
Aplicando  logaritmos

log sen a=log 72 ,8 + colog 12 ,5+ colog9, 4 =

=1,86213M-2,903094-1,02687 = 1,79209 ;
a = 38°17 3" 75 .

1812 — Verifique a identidade
cot a2 cos’acosec2a=0. R : cotga—2 cos**cosec 2a=

_ cos’a cos a cos a
Icotg CL_ZZ sen acosa sena sen a
11
1813 —Desenhe um triangulo equildtero, divida
cada um dos lados em trés partes iguais e una os
n pontos de divi-
sdo mais proxi-
mos de modo a
formarum hexa-
gono. Demons-
tre que ésse he-
xagono é regu-
lar. R: Por
ser DI HBC;
IAB sd equi-
B f « ~ lateros  os  trian-
gulos [ADI], [EBF] e [HGC] , donde se conclui, aten-
dendo as condicdes do enuneiado, que o hexagono
[DEFGHI] e regular, pois tem os lados e angulos iguais.

GAZETA DE MATEMATICA

1814— a) Deduza a relagdo que existe entre a
area de um losango e a do quadrilatero que se obtém
conduzindo pelos vértices daquele paralelas as suas
diagonais, b) Indique as condi¢cbes a que tem de satis-
fazer a soma das medidas dos diedros de um triedro.

R: a) O quadrilatero construido € um rectangulo  de
lados paralelos as diagonais do losango. Da figura
respectiva  deduz-se  facilmente que a area do losango &

metade da do quadrilatero.

(R

1815— Demonstre que o quadrado de qualquer
nimero inteiro que ndo seja divisivel por 5 é um
multiplo de 5, aumentado ou diminuido de 1.
R : Visto que todo o nUmero inteiro ndo mdltiplo de 5
se contem numa das expressbes 5R + 1, BR + 2, tem-se
(5R* 1)2=5 + 1, (5R+*2)*=5+4=5-1, o0 que prova
0 que se tinha em vista.

Solugdes dos n.’" 1809 a 1815 de F. Rolddo Dias Agudo,
aluno do 1" ano da Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

Licenciatura em Ciéncias Geograficas — Julho de 1943 —
1'onto n.° 4.

1816 — Escreva uma equacdo biquadrada que tenha
as rafzes 2 e (/—2 . R : A equagdo admitira

—2 e —n=2

pedida

também as raizes e sera

(x-2) (x+2) (x- i/2i) (x+ V~2i)=0
ou :

(x*-4) x2+2)=0 ou x4-2x'-8=0.

1817 — Quais sdo os critérios de divisibilidade por
4 e por 6? R: Um nGmero N pode escrever-se com a
forma: (1) a+ bxl0+cxI0*H sendo a,b,c---
os algarismos representativos do numero de unidades,
dezenas, etc., do numero. Critério para 4 : Apenas nus
interessa a parte a+ bxI10 de (1). Como 10 dividido
por 4 da resto 2, o resto da divisdo de N por 4 serd
o mesmo que o da divisdo por 4 do nimero a+ bx2,
visto que bxlO e bx(4 +2)=4 +2b . O resto da divi-
sdo dum numero por 4 obtém-se dividindo a soma do
algarismo  das wunidades com o dobro do das dezenas por
4. Critério para 6 : De (1) tira-se que

N=a+6+4b + 6+ 4c + eoe

visto ser 4 o resto das divisbes de 10, 100, 1000 e
por 6 . Portanto, o resto da divisdo de N por 6 e o
mesmo que o da divisdo i>or 6 do nUmero
a+t4d (b+c+d+ eee)

isto é: o resto da divisdo dum nOmero /x>r 6 obtém-sr
dividindo  por 6 a soma do algarismo das unidade vont
0 quadruplo da soma dos restantes algarisrnos.

1818 — Calcule na esfera terrestre, com o raio H,

o comprimento do arco de 1° no paralelo de latitude /.
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Diga que relacdo ha entre éste valor e o valor do arco

2itR’ c

360°  1°

C=2TVRCOSL:360°. b) c,/c,=2irR cos L:2reR = cos L.
Solugdes dos n.°" 1816 a 1818 de J. J. Rodrigues dos Santos.

de I °no meridiano. R: a) R'= RCOSIJ;

Instituto Superior de Agronomia — 8 de Agosto de 1944
— Ponto n.° 1.

1819 — Determine o coeficiente do térmo em ar*>
do desenvolvimento do binémio (;e’/3—2/x*)*" .

R : O térmo geral do desenvolvimento é
215+
/15y x Pis P - 1)15-P
45-3F 3 \p/ 3
O térmo em x *° corresponde ao valor de p rfewfo por
n&\ 2i»
XIr».,

3
5p—45=—20, donde p=5 . Vem pois } 5I/" &
151 2">

O coeficiente  pedido ¢ 5! 10! 35"
1820 — Determine a relacdo entre os valores de
n e p que satisfazem a "C,,,,=4x"C,.i. Diga qual

¢ o menor valor de n que verifica a expressdo e exem-
plifique para o caso do numero de objectos estar com-

preendido entre 16 e 20. R : De
(p+ 2)!'(n-p 2)!

4-n!
deduz-se sucessivamente
(p+ 1) (n-p-1)! p+ 2
‘ -5.~9 . O menor valor de n verifi-
n—p—1"
cando a expressao dada e n=4 a que corre

p=— 1 e ‘C,=4"C(>. Para
compreendido entre

um ndmero n de
16 e 20 a expressdéo SO e

elementos
verificada

para n= 19 a que corresponde p—2. Tem-se, neste
caso, 19C,=4-1°C,.
1821 —E dada uma superficie prismética qua-

drangular de faces iguais, onde duas faces iguais
consecutivas formam um diedro de 117° 51'6 ; a dis-
tancia de duas arestas mais afastadas é de 8,9338 me-
tros. Calcule o perimetro da seccdo obtida por um

plano normalmente as faces. R : A seccdo recta e um
rombo. S&o conhecidos o angulo obtuso a—117° 51'6 e
a maior das diagonais d = 8,9338 m . Designando  por 1

olado do rombo cpor P perimetro, tem-se : d/2 = 1 sen a/2

2d 2x8,9338
P =41= = m e

sen sen 580 551 s

donde Aplicando

logaritmos vem
log P = log 2+ log 8,93384-colog sen 58» 55' 48" =
=0,30103+ 0,95104+0,06725= 1,31932

donde P = 20,860 m .
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1822 — Determine, sem recorrer as tdbuas, os valo-
res do seno e do coseno de um angulo do 4.° quadrante
cuja cotangente é —4/3. R : Seja a. o0 angulo dado.

Tem-se 3it/2<*<2w e cotg«=—4/3, donde se deduz
1 3 4

sen « = . .= = e cos a=tg *esen a= - ¢
-t/ + cotgta 5 5

1823 — Representando por V, , V, e V. os volumes

dos sélidos gerados porum triangulo rectangulo, quando
roda respectivamente em térno da hipotenusa e de cada

um dos catetos, verifique que —-+ — 4 —
‘a
R : Designando por r a altura do triangulo  relativo &
hipotenusa a tem-se respectivamente
1 1 1 1 c*b*

V,=-iib’c, V=-irc’b e V,= -irrfa= -e«-7="- ¢

b3 03 * 3 3 /c*+b*
(Note-se  que o dobro da é&rea do triangulo €& cbh=ra=
= rl/c-+ b*) . Quadrando e substituindo na expressao
dada verifica-se finalmente ¢} resultado.

1824 — Demonstre que se duas circunferéncias se

cortam, duas secantes paralelas tiradas pelos pontos
de intersec¢do sdo iguais. R : Sejam AIB e A'U B'
as secantes paralelas tracadas (I e V pontos de inter-
seccdo das duas circunferéncias ; A e A' pontos duma

circunferéncia e B e B' da outra). Por A e B' tra-
cam-se  paralelas AC eB'C arecta IlI'(C e C sdo
os pontos de interseccdo  das duas paralelas respectiva-
mente com as cordas A B' e AH) . Basta  provar a
igualdade dos triangalos [AA'C] e [BB'C] e conse-
quentemente que CB=A'C. Como AC=C B' segue-se

que AIB= AC+CR=0 " +A'C'=A7™"
Solugdes dos n." 1819 a 184 de M. Zaluar.

Instituto Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras
— Outubro de 1943.

1825 — Definicdes e propriedades mais importantes
das progressdes aritméticas e geométricas. Determi-
nar os valores reais de a para os quais é nula a

1 1
soma - H— o -i : discussdo, atendendo a pari-
a a™ o*
dade de n. R: S= e, como sdo de  regeitar
at (a—1)
valores  positivos para a, vresta a=—1 que anula o
numerador de S quando n for  par.
1826 — Dados xty =a e x'+il'=6, exprima xy
em funcdo de a e 6+ R : (Xx+y)*=x'4-y'4-4Xx°y 4

+ 4Xy'4-6x" y = X'+y"' + 4xy (xX'+ y') +6x° y' = x'4-
+y'+ 4xy (x+ y)'—8x y '+ 6x°y’ donde a' =b +
+ 4a’xy—2x‘y’ ou 2 (xy)'—4a’xy+a'—b=0 e xy =
/&b
2
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1827 — Calcule o volume dum cone circular recto
cuja area lateral € 18 m* e cujo perimetro é 6m .

. 1 27rr =6
R: / -> ] T
| 7trg=18 !

r= -
rfonrfe V= Bh/3 =

g=6

=91/(27 +1) (2/-1)"2 =
9 (7,2832)" «(5,2832)" '/ * 5,6566 m".

1828 — Dadas num plano trés circunferéncias
iguais e tangentes entre siduas a duas, determinar,
em funcdo doraio comum, a area do triangulo for-
mado pelas tangentes exteriores a essas circunferén-

cias. R: Sejam Oj, Oj, Oj, oscentros das circunfe-
réncias, r oseu raio, A ,B,C osvértices do triangulo
formado e ,Pj,eeePg ospontos de tangencia. O trian-

eotriangulo [0j0, O3] é seme-
que [OjPj A] éigual a
entre

gulo [AB C] éequilatero
lhante e de lado 2r. Notando
metade do triangulo [Oj Oj 0,] e que a distancia
P, eP,é2raarea vira A=2(3+2V/3) r2.

1829 —a) Superficies de revolugdo,; definicdes;
descricdo e propriedades das mais importantes dessas
superficies, b) Sdo dadas duas superficiesesféricas Ei
de raio r e E% deraio R e tais que E, passa pelo
centro de E\ ; calcule a 4rea dazona deuma base, ou
calote, determinada na superficie E, pela suainter-
seccdo com a superficie E\. R: Seja h o raio da
base dacalote e x suaaltura; entdo h’'=r'—x* e tam-
bém b.2=R2-(R-x)2 donde r2-,2=R2_(R_,)2 e
X=r'/2R e a é&rea pedida ser& S=27rRx=nr', valor
independente  de R o que éde notar.

1830 —Numa semi-circunferéncia de diametro
AB =2r, consideram-se AC=r/2,
CD e DB =r/2 ; calcule o comprimento dacorda CD

as trés cordas
e a area do segmento de circulo queela determina.
\ABDJ fornece r/2=2rcos B,
D P a perpendicular baixada

R : O triangulo
donde cosB =1/4. Seja
de D sobre AB ; entdo :
PB2=2/4-r*/4 sen2B=r"(l-sen® B)/4=r" co,2 B/4=r'/64
portanto CD =2 (r—r’/64) . A éarea pedida obter-se-ia
por diferenca entre a é&rea do sector de abertura
ir—arc sen B eado triant/ulo [CGD].
Solugbes dos n." 1825 a 1830 de J. Remy T. Freire.

rectangulo

Instituto Superior Técnico — Julho de 1943.

1831 —Num trajecto de 180 metros, asrodas dian-
teiras de umcarro ddo mais trinta voltas completas
que as rodas trazeiras. Se a circunferéncia de cada
roda tivesse 1 metro a mais, as rodas da frente dariam
somente mais 15 voltas do que as detréas, durante o
mesmo percurso. Determine o comprimento da circun-
feréncia de cada roda. R: Seja n onUmero de voltas

GAZETA DEMATEMATICA

que d&, nopercurso de 180 m , cada uma das rodas
traseiras,  no primeiro caso ; onUmero de voltas que cada
roda da frente da é n+ 30 . Os perimetros das rodas
traseiras e dianteiras  sdo, neste caso, respectivamente
180 :n e 130: (n+30) . Aumentando estes  perimetros
de 1 metro, passardo as rodas a ter 180:n +1 e
180 : (n-|-30)+ 1, e o nimero de voltas que cada nma
delas dard no mesmo percurso serd, repecti vamente, 180:
1(180:n +1)=180n:(180 +n) e180: [180: (n+ 30)+1]=
= 180 (n+ 30) : (210 +n), ecomo as rodas dianteiras  da-
rdo agora s6 mais 15 voltas deverd ser 180n :(180+ri) +
+15 =180 (n + 30) :(210 + n) , equacdo equivalente a
n*+390 n-27000=0 de cujas raizes n,=-195 + 255
e n,=—195—255 so serve a primeira  sendo por isso
n=60 . Os perimetros serdo entdo 3m e 2m .

1832— Determine a, b e c de modo queo triné-
mio ax’+bx +c¢ tome para x=l e x=— 2, rospecti-
vamente, osvalores 2 e —1 e sejam reais e desiguais
as raizes daequagdo obtida igualando a O ésse tri-
némio. R : Os coeficientes a, b e c terdo que satis fa-
zer as seguintes condigbes, que s&oimpostas pelo enun-
ciado do problema : a+b+c=2, para que x =1 dé ao
trindbmio ovalor 2;4a—2b+c=—1 ,para que o trino-
miotomeo  valor —1 quando se faz x=—2 e finalmente
b2—4ac> O para que as raizes dotrinémio sejam reais
t: desiguais. Das duas primeiras equagdes tira-se a= b—1
e c=3—2hb, valores que substituidos na ultima  desi-
gualdade ddo a inequacdo 9b°*—20b + 12 > 0, a qual é
verificada  para qualquer valor real de b pois as rai-
zes daequacdo que se obtém igualando o primeiro  mem-
bro a zero, s&o imaginarias. Logo as solucBes do pro-
blema sdo : b qualquer, a=b—1 e c=3—2b .

1833— Determine os angulos de um tridngulo
rectangulo de que se conhece xim cateto e o angulo
da hipotenusa com a mediana relativa a ésse cateto.
R : Sejam m a medida damediana, atido angulo que a
mediana, forma com a hipotenusa c a do cateto que se
conhece ; C o angulo oposto aocateto c e E ooutro an-
gulo agudo, leremos A =90° &=90—6, basta por isso
determinar B . Ora o triangulo  rectangulo  fica  divi-
dido pela mediana em dois triangulos, um rectangulo e
ooutro obtusafigulo. Para oprimeiro é c¢/2 =m cos (a 4 B)
e do segundo, atendendo & proporcionalidade dos lados
e dos. senos dos angulos opostos, deduz-se m :sen B =
= ¢/2 :sen a; destas duas equacbes e pior substituicdo do
valor de mobtérn-se : c/2 =c/2 cos (a+B) *sen B:sen a
ou sen a=cos asen Bcos B—sen asen’ B equacdo que
pode  escrever-se tga=sen Bcos B:(1+ sen"B) ou
aindaefinalmente (I +tg’a)sen"B—(1—2tg’a)sen’B +

-2tgfazxl/l —8tg’a

2(1 +tg',%)
B conhecido » .

+ tg’a=0, donde seuB =+ .

0 que permite  determinar
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1834 — Sdo dadas uma semi-circunferénciade cen-
tro O e diametro AB e duas semi-circunferénciasin-
teriores a esta e que tem como diametros os segmen-
tos OA e OB . Descreva a circunferénciade centro C
tangente interior a circunferéncia maior e tangente
exterior as duas menores. Sejam M e N os pontos de
contacto nestas duas semi-circunferéncias. Exprima,
em funcdo de AB o perimetro do triangulo [CMN] .
R : Seja AB =2r e x o raio da circunferéncia
tro C . Se forem Oj e 0, os pontos
o triangulo [COj O] e rectangulo e dele se deduz
(r—x)*+r* :4=(r:2+x)- donde x=r/3. Por outro
lado o triangulo [CMNI]é homotético do triangulo
[COJOJ] eentdo CM :CO-j=MN :070, ou r/3: (r/2 +
+r/3) =MN :r donde MN = 2r/5. Operimetro de [CMN]
g entdo 2 «r/3+ 2r/5= 16r/15= 8 AB/15.

de cen-
médios de OAeOB

1835 — O volume de uma esfera do raio E tan-
gente as bases e a superficie lateral de um tronco de

A &

cone de revolucdo é metade do volume do tronco de
cone. Exprima, em funcdo de R, os raios das bases
do tronco. R : Sejam r, er, os raios das bases superior
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e inferior do tronco, serd : 8irR*/3 = 2/3 WR (rf+r|+r,r,)
ou 4R'=rJ+r|+r,r,, notando que é 2R a altura
do tronco. A geratriz do tronco tem por medida
1/141i-+ (r,—r,)" e da figura tira-se, considerando  0s
triangulos  semelhantes [OEF] e [ACG] , que

R :(r+r,)/2=2R IR + (r,-r,)" ou t/4R*+(r,-,)" =
=rj -)-r, cquadrando 4R* + (r,—rj)'" (ri+ r2)" epor isso
rjr,=R* valor que substituido na primeira expressdo de
4R* determina  rf4-r|«=3R* equagdo que. com r r|= R’
permite  determinar r. e r, cujos valores sdo :

.. = Rt/(3-v/5):2 e r,=RI/(3+Vv/5):2 .

1836 — Determine os angulos que uma diagonal
do cubo forma com uma aresta, com uma face e com
a outra diagonal. R : Seja 1 a aresta do cubo a sua
diagonal ser& d-=173 e a diagonal duma das faces do
cubo dj= 172. Se considerarmos o plano que contém
duas diagonais do cubo, notamos que ele projecta  orto-
gonalmente na face do cubo uma diagonal, projecgéo
que ¢ a diagonal da face do cubo. O angido destas duas
diagonais  (do cubo e da face do cubo) é o angulo da
diagonal do cubo com a face, e do triangulo rectangulo
cujos catetos sdo a diagonal da face c a aresta do cubo

tira-se:  cosa=v/6:3 sendo %o angulo da  diagonal
com a face, e j3=90°—a sendo p o angulo da diagonal
com a aresta. Se considerarmos  finalmente o triangulo
formado pelas semi-diagonais do cubo epor uma aresta,
e aplicando  a proporcionalidade dos senos dos angulos
dum triangulo aos lados opostos, sen @:d/2 = sen -j:1 ou
sen 7= 2sfl '«3, sendo -j o angulo das duas diagonais.

Solugdes dos n.°» 1851 a 1836 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS SUPERIORES

BREVE ESTUDO, NO CAMPO REAL, DE ALGUMAS TRANSCENDENTES ELEMENTARES

por Manuel Zohar

Funcédo logaritmo neperiano y logA
Por varios modos pode ser apresentada e estudada,
num curso de Matematicas Gerais, a fungdo j/=log x .
Um deles consiste em introduzi-la como primitiva da
funcédo ljx . Com efeito esta fungdo 1jx , continua para
x> 0, admite primitiva definida a menos de uma cons-
tante aditiva, primitiva que se reconhece, porém, néo
ser exprimivel por combinagdo finita alguma das fun-
cbes previamente conl*"£}das. E esta a via que adop-
taremos nesta exposicdo, que acompanha de perto
algumas das obras citadas na bibliografia final.

Definicéo
A funcgédo y = \ogx
hiperbélico

(logaritmo  neperiano, natural ou
de x) & a funcdo definida para x> 0 que

Nunes

admite a derivada y'=ljx e que se anula para a;=1I .
A funcdo log x & pois a medida algébrica da 4&rea
limitadapelo ramo
do primeiro qua-

drante da hipér-
bole equilatera
y=ljx ~, eixo real
e ordenadas de
abscissas | e x ,
area representada
na figura.

Tem-se entédo :

log x- p dt.
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Algumas propriedades

Da definigcdo resulta imediatamente que y =log x ¢
uma fungdo continua e derivavel ' =1/x) .

E logx>0 para x>1, logl=0 e
para 0< x< 1.

Como a derivada |/x 6 constantemente positiva
para x> 0, a funcdo log x é monotdnica crescente.

logx<0

De y" = ——= <0 conclui-se que a curva y=logx volta

a concavidade no sentido dos y negativos.

Tem-se para a e b ndmeros reais
quaisquer log ab=log a+ log b .

positivos

Seja a>0 e calculemos (logax)'. Tem-se (logax)'=
= alox = 1/x = (logx)' donde se conclui que log ax=
= logx + c. Recordando que, por definicdo, é logl=0,
deduz-se c= loga, fazendona igualdade anterior x =1.
Vem pois logax=log x+log a, c¢. qg.p.

Not»—Veé-se entdo que a funcdo logx satisfaz a equagédo
funcional  f(xy) —f (x) + f(y). Pode mostrar-se mais que
ndo ha funcdo alguma derivavel distinta de c log x e solu-
¢ao da equacdo indicada, (excepgdao feita da funcdo f{x1**0,
que corresponde a ¢c=0, sem interésse). Com efeito, deri-
vando em ordem a x e y, respectivamente, a equacéao fun-

cional vem yf'(xy) = f'ix) e xf (xy)=f'(y) donde
Vi tf) = xf (x) =c, f (x) =clx , donde finalmente
f(x) =3 ~dx + ¢, =clog x + ¢,. A substituicdo na equa-

¢do funcional d4 ci«=0.

Mais geralmente, e como resultado da propriedade

associativa do produto de nameros reais, tem-se:
n n
log N a= 2 loga (a >0).
O caso particular o,=a,=...=a,=a conduz a

log "= nlog a .

Mostremos que esta propriedade, assinalada no

caso n > 0 inteiro, é valida para n racional qualquer.
Comecemos por considerar n > 0 racional qual-
quer n=p'q
De (a'"'») = a" deduz-se qlog (a’«) =p log a,
log a™'=pl/q loga, cq.p.

Para passar ao caso dos expoentes negativos note-
mos primeiro que no caso do quociente, de a/6x6= a
vem log a/6 + log 6=1loga ou log a6 = loga—log 6.

Se a=I| tem-se log 1/6= —log 6.
Se for n racional negativo n— —n' (n'>0) tem-se
loga"=log . logi n loga=nlog<
Q"
A propriedade loga"==nloga verifica-se pois

para n racional qualquer e a> 0 .

Nota—A propriedade indicada é vélida para n real qual-
quer o que ndo pode porém mostrar-se neste momento.

Passemos agora ao estudo de outras propriedades
de log x relativas ao seu comportamento quando
X —*0 e x—+ 00.
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E limlogx= + o0
X->+00
Seja a > 1 e portanto loga> 0. Tem-se para p in-
teiro j/=logx >plog a desdeque x>a", arbitraria-
mente grande, c. q. p.

E lim log x= —oo0.

E resultado da propriedade anterior e de dois nu-
meros reciprocos (@" e a~) terem logaritmos simé-
tricos.

Notemos, o que nos daré indicacdes para o tragado
da curva representativa, que o coeficiente angular da
tangente no ponto da abscissa x é I/x e que esta
funcdo é mondtica decrescente tendendo para zero
gquando x ~<-00 . Em particular, no ponto de abscissa 1
o coeficiente angular é 1, isto é, os dois infinitési-
mos/(«)=log (i + U) eusdo equivalentes. Com efeito,
visto a derivada ter o valor 1 no. ponto 1 segue-se que

log ’(1+ iQ

1,. .. log(l-rtt)-logl
SRR S Soeq.p-

["(I =hm —
11 m =0 .

Seja x,<x e designemos por \ um valor conve-
niente intermédio de XQe x. Pela formula dos acrés-
cimos finitos: log x = log x, + (x —Xo) C~* donde
logx

X X X X ()X
sdo que tende para |/x, quando x -»*+ 00 .
pode ser
logx

logx<,-]-(x—X,)C"» logxo x —Xx,
- < 1 , expres-

Como Xxj
escolhido arbitrariamente grande tem-se
lim
r-«Bx
Para n racional
lo" x

lim —— =0 e
x eac X

=0, c g.p.

qualquer  positivo tem-se

_J_|>[r)nx logx=0.

. logx
" tim
T->-f-00

Com efeito, fazendo x=y

~X"

_ . logy _
= Ilm—ny—-O

e fazendo x=w deduz-se analo-

—logy
gamente hmx"logx= 11m =
X->0 V-»+<» A\

0, c.q.p.

Facamos agora o estudo da fun¢dp exponencial de
base e, inversa do logaritmo neperiano.

Funcéo e<
Definicdo e principais propriedades

Das propriedades apontadas da funcdo logx resulta
a existéncia duma funcgdo inversa continua, derivavel
e crescente, cujo dominio é todo o eixo real e contra-
-dominio o semi-eixo positivo das ordenadas. E a fun-
¢do que designaremos, de momento, por~-ii (x) e cujo



grafico se pode obter, como é sabido, construindo a
curva simétrica de y=1logx em relagcdo a bissectriz
dos eixos coordenados de equacdo y=X.

J /%>

Passemos a deducgédo das propriedades de E (x) que
resultam também imediatamente das correspondentes
de log x.

Derivada de y=E (x).

Basta, para deduzir y', recordar a lei de derivacdo

duma funcéo inversa e notar que a inversa de y=E(X)
¢ x=\ogy eque xX=(logy)y=ily.
Assim, tem-se : y' = I/xX' =y=E (X) .
A fungdo E (x) é idéntica & sua  derivada.
A fungdo E (x) satisfaz a equagdo funcional

E (a+b)=E (a) *E (b) (a e b numeros reais
quaisquer).

Comecemos por notar que do facto de serem inver-
sas as duas funcdes consideradas se tem para x qual-
quer == log [E (X)] .

Consideremos agora o logaritmo do produto
E(a)E (b) . Vemrlog[E (@ *E (b)} =)og \E (a)] +
+ log[jE(6)]=a + 6 eportanto E(a) <E(b) = E(a + b),
c.q.p.

Generalizacdo imediata: 71 E (a,)=E (2, a)

Nota — Pode aqui observar-se também que nao ha funggo
alguma derivavel fundamentalmente distintada funcdo E\x)
e solugdo da equag¢So funcional: f{jr +y)=f(x) « f(y)-
A justificacdo far-se ia por via andloga a ja indicada no
caso de log-r.

No caso particular a =a (£=1,2,¢°*n) tem-se:
[E(@)]" = E (na).

Mais geralmente, para n racional qualquer, duma
propriedade assinalada para logx , deduz-se :

log([E  (a)]») = nlog[E(a)]=na ou [E (@\"= E (na).
Designando por e o valor de E (x) para x =1,
/. rodt \
isto é, E ()=e ou (loge=/ — 1) """> PpP-°'*
T
x racional qualquer E(.c)—e*.
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As propriedades fundamentais atrds indicadas pas-
sam a ser traduzidas por e" (e™)"'=e"*
para n racional qualquer.

E também evidente que

E(l)=et =e, E(n

e gF=e*+* e

E (—r)= E (0)=e<>=I
em vista de convengOes conhecidas.

A funcdo E (x) continua para todos os valores de x
coincide assim para X racional com a poténcia e*.

Convencionaremos, naturalmente, estender esta re-
presentacdo E (x) =e* a x irracional, generalizando
assim, a nocdo de poténcia no caso do expoente irra-
cional para a base e .™'

Passemos ao estudo de outro conjunto de proprie-
dades de e* (funcdo exponencial de base e).

Os infinite'simos

X e e*—1 sdo equivalentes.

) el o Cc—v¢
Com efeito lim —-— = 1im = (e')A 1.
Tem-se para n racional positivo
.
lim —-=+o00 e limx" e*=0 .
x-*4-00 X —m

Mostremos finalmente que o limite da sucessdo de

termo geral u,=(l+1/n)" é o numero e definido
por loge=1.
Para isso considere-se a sucessao Vv, = logu,, =

= nlog(1+1/rc). Recordando que log(l+1/n) ¢é
para n-» oo um infinitésimo equivalentea I/n, vem
lim t>,=lim nelog (l+1/n)=1limnel/n=1 e por-
tanto limi, =limlogu, = log(lim«,)=1 ou

Hm U, =e, C.q. p.

ft »1 00

(Continue)
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tiation a I'Analyse Mathématique» n&o séo livros de curso e a
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M Mais adiante provaremos que éste nimero e € o nimero
vulgarmente definido por 1im (I+I/n)» ou como limite

comum das duas sucessdes convergentes u,, = 1+1 +1/2/+
+ 18H t-1/n/ e »n= «,+ I'n/, e que tSo importante
papel representa na Analise Matematica.
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EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

f. C. C.— ALGEBRA SUPERIOR — Exame final, 9-6-944.
— Ponto n.° 1.

1837 —-Demonstre que o produto de duas raizes de
indice n da unidade é ainda uma raiz de indice n da

unidade. R : As raizes de indice n da unidade s&o :
2k . 2kT
w,, ="y/l = cos — +isen — (k=0,1,2 eee n—1)
pondo k=i e k=j, vem:
3(i+f)* . 2 (i+j)*
W, *Wj = COS f-1 sen

ora i+j=nqg+r comO0”"r<n—1,

i / 2ng”™ | 2nqir
Portanto Wjew = | cos —i- i sen
\ n
2rw 2rie\ 2rir L 271«
cos ——h LsenT ) = cos r i sen
n n t
eque € uma raiz de indice n da unidade, c. qg. d.
1838 — Calcule pelo método de aproximacdo de

Newton (usando duas aproximag¢des) a menor raiz
positiva da equagcdo x—cosx=0. R: A menor raiz

positiva  da equagdo dada estd contida no intervalo
(0,iv/d) . A fungdo f(x)=x—cos x e a sua segunda
derivada  tém no ponto O sinais contrarios.  Portanto, a
primeira  aproximacdo  da raiz é:

f(b) ir ir/2

r, =

f(b) 2 14-1-4-°17000s

Para calcular a segunda aproximag&o note-se que a

raiz estd contida na intervalo (0 ,ir/4) . Portanto, visto
que { (Tv/4) > O
f (b) _ic ir/4-t/2/2
r.= b = 0,7374.
f'(b)~4 1+v/2/2

1839 — Que valor se deve atribuir a k para que a
equacédo ay—x'+(a —1) xy + (@a+ 1) y—k=0 repre-
sente duas rectas distintas ? R : A condicdo para que
a equacdo dada represente duas rectas distintas, é:

(B*—AC) (Di-AE)=(BD-AF)- ou seja no nosso
a‘+l1-2a a’ + 2a-
-+ a
at I\’ . .
) —ak ou ainda a‘*+2a-j-l1"a‘+I=
a+l.
=—-4ak ; logo k = —
2a

Solugdes dos n.°» 1837 a 1839 de L. G. Mendonca de Albu-
querque.

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR — 2.° Exame de frequén-
cia, 1942-43.

|
1840 — Equacdo da tangente a curva y=xe™ no
ponto M (xy) e limite para que tende esta tangente
quando UM tende para 00 .

1841 —Determinar o 4." termo do desenvolvimento

em série de Mac-Laurin de #, , <log (1—x).

R: De (1+x)-"=1-x+Xx"-x3+x" =2u,,

2 3 4
V.+-U, v,4-u, v, +a, v,-|-u, Vv,

e log(1—x)= —x eee=2v,, tem-se
A f !

w,=u, ou v,=7x'712 .

1842 — Determinar os maximos e minimos da fun-

¢a0  y=senx-rcosx. R: Pondo y=sen u-l-cos u
tem-se y'= cosu—senu=0 para tgu=1I| ou u= it/4-f-
+ kir. Agora  yU_. esenu—cosu e positiva para

u=5rc/44-2ki7 € negativa para u=ir/44-2k7r ; nestes
pontos a fungdo tem portanto um minimo (— y/2) e um
maximo de (t/2), respectivamente.

1843 — Como se levanta uma indeterminacdo do
loa tf»)

tipo ooo» Justifique. R: De y = [f()]*>= e™ °"
Hm  '«e'»>
tem-se limy = e*** Bastara determinar-se
lim log f 00
1

1844 — De que relagcdo se parte para concluir
que f(x,y) é continua num ponto em que tem deri-
vadas continuas? R : Da férmula dos acréscimos
finitos.

1845 — N&o é possivel garantir a continuidade de
f(x,y) em condi¢cdes mais gerais ? Como ? R : Para

que f(x,y) seja continua num ponto em que admita
derivadas  parciais  é suficiente que estas sejam  limita-
das nas suas vizinhangas.

1846 — Que formula se pode utilizar no célculo

aproximado de 25"°? R: Pondo 25= 32(1/32 + 24/32)
pode desenvolier-se (1/32 4-24/32)" pela formula do
binémio

1847 — Como se justifica o uso que se faz de /" (x)
para determinar a situacdo duma curva em relacdo



GAZETA DE MATEMATICA

a sua tangente na vizinhanca do ponto de contacto ?
R : A partir da comparacdo da ordenada y = f (XQ) +
+ (X =XQ) P (x@) + (x —x,3)72 « f" (Xj) , na vizinhanca do
ponto (XQ,yo) da curva, com a ordenada Y e=f(x,) +
+ (x—XQ) f (x,) doponto da tangente a curva em (X,yo)
que tem a mesma abscissa que 0  primeiro.

1848—Aplique a <f(i)=f(a + ht,b + kt), nointervalo
de t—O a t=i , o teorema de Lagrange e classifique
o resultado obtido aproximando-o de alguma férmula
conhecida. R: E < (t+At) —9 (t)=Atip'(t + 6At) . Pon-
de—se a+ht=x e b-|-kt=y ser& hAt= Ax e KAt=Ay;
além disso < (t) = hfi+ kf, e finalmente
f(x+ Ax,y + Ay) - f(x,y)- Axf, (x + tox ,y + 6Ay) +

+Ayf, (x + 8AXx,y + 6Ay) .

1849 — Na resolucdo dum problema de maximos e
minimos é sempre necessario recorrer as derivadas de
ordem superior ? Justifique. R : Umponto de maximo
ou minimo € um ponto em que a 1." derivada muda d,
sinal. Para o determinar  basta em muitos casos o conhe-
cimento da derivada como quando, sendo ¢ e p inteiros
positivos, se tem y'= (x—a)*/(x—b)".

1850 — Que relacdo liga os coeficintes angulares
de 2 diametros conjugados da curva 2x°+ ?'=27?
R :Sendo m e m® ésses coeficientes, a relagdo é:

mm'=s —2.

1851—De que teorema se deduz que € constante
a diferenca entre duas primitivas da mesma funcéo

finita? E necessaria esta restricdo finita ? Porqué ?
(Fungdes reais, varidvel real). R : Do teorema de
Lagrange  ou, mais directamente, dum seu corolario que

diz que se duas fungfes num dado intervalo admitem
derivadas finitas constantemente iguais, a sua dife-
renca, nésse intervalo, é necessariamente constante.
A restricho € necessaria.  Considere-se  a funcéo nula
para qualquer x~fcO e infinita para x=0. Qualquer
funcdo, nula para s—d eiguala Kk |x|/x para x”"=0,
é¢ uma primitiva de 1."; duas destas funcbes ndo dife-
rem duma constante. (Este exemplo € uma variante  dum
outro que se encontra em Vicente Gongalves, Licdes de
Célculo e Geometria, pag. 194).

1852 — Para que valores de x se desenvolve sene*
em série de Mac-Laurin ? Porqué ? R : Qualquer, por-
que sen z tem um desenvolvimento ~ em série de poténcias
valido em todo o plano.

1853 — Escreva a identidade de Euler para a fun-
¢do homogénea f(x,y) e derive-a em relagdo a x.
Em que condi¢des se deduz dai que f', (x, y) € tam-
bém funcdo homogénea? R: A identidade ¢é xfr-t-yfr =
=af (x,y) . Derivando, tem-se 2, -fxfi, + y? = x?, ou
xfi'j + yf,', = (a—1) f*. Na condicdo de serem  continuas
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as derivadas de 2.* ordem f' =
funcdo  homogénea visto que verifica
Euler.

é fi(x,y) uma
a identidade de

1854 — Ache a equacdo da recta variavel na qual
0s semi-eixos Ox e Oy determinam um segmento AB
de grandeza invaridvel. R : Sendo AB=1 a equagdo
sera x/p+ x/ tiv—p* = 1.

Solugdes dos n. * 1841 a 1854 de Q. Ramos de Castro.

S. C. E. F. — i.« CADEIRA.
8 de Junho de 1943.

-2.° exame de frequéncia,

1855 — Calcular a area dum triangulo, cujos com-
primentos dos lados, sdo as raizes da equagédo

X'+ax® + $x-ry=0.

(Utilizar a férmula <S=\/p(p —a) (p—b) (p—c) em
que p € o semi-perimetro e o, 6, ¢ as medidas dos
lados do triangulo). R: Tem-se p (p—a) (p—b) (p—c) =
= p'—P*(@aH-b+ c)+ p° (ab -fac-I-bc)—pabc e pelas
formulas  de Newton : a+ b-)-c=—a, ab+ ae-)-bc=0 e

a+b40 —a

abc= —vy. Ora p = -—;  portanto,

S= Via (4aP-8f~-a3)/4.

o’K o°F V-V  0o°F\
1856 - Mostre que ¢ — + — - er* ( — + — )
X = e cos 8
se for V=Ff(x,y) e
y=¢ sen 8.
>V ov
ir — e’ cos 8H e sen8
R : Tem-se : &X >y
e'sen 8 H e’ cos 8
08 ox oy
2V oV oV oV
. ., e"cos"8H e’ sen8cos 8H e’ cos 8 +
ir Ix > X
. o'V . oV
e” sen 6 cos 8 H e sen' 8H e sen 8
ooy
o'V _oV o'V oV
- " sen’ 8 e” sen 8cos 8 e’ cos 8—
oe’ ox*
oV VY v
e” sen 8cos 6 H e” cos’ 8 e' sen 8.
oxoy :
Somando  ordenadamente e tendo em conta as simplifi-
(VR o’V oV o'V
cagles, vira : — + » o+ e donde
ir 06’ 6x’ iy’
o'V o'V o'V QV
o H = . ., > cq.p.
ox’ oyz Or 08
1857—Considere-se um triangulo [ABC] de base

AB e de altura CO. Tomem-se para eixos coordena-
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dos as rectas contendo AB e CO. Sejam a e b as
abcissas dos pontos A e B, c aordenada do ponto C.
Escrever asequagfes dasalturas déste tridngulo, veri-
ficar que elas passam porummesmo ponto e deter-
minar as coordenadas déste ponto. R : Escolnendo ore-

ferencial  cartesiano  ortogonal que aconselha o problema,
éfacil verque as trés alturas dotriangulo s&o medidas
altura CO _» sobre a recta x =0 .
» A D—*sobre a recta quepassa por A (a, 0)
e é perpendicular arecta CB.
» B E —esobre a recta que passa por B (b,0)
e e perpendicular arecta AC.
EquacBes dasrectas CBe AC:
cB) oy /b ex+ ¢
b ¢
Xy
AC -claex+t C.
) a + H
Portanto, as equacdes dasrectas A De BE serdo res-

pectivamente : y = - (X- a) ey = - (x—b). Tem-se de

verificar que as trés  rectas de equagOes
y =b/c ¢(x—a) e y=al/c *(x—b) passam todas por um

mesmo ponto. Como sabemos, terd cque ser nulo o deter-

x=0,

1 0 (¢}
minante b —c ab 0 que éevidente. Para
a —c ab
determinar  as coordenadas  déste ponto, basta  resolver,
. x=0 I x=0
por exemplo, o sistema :
[ y=bl/c +(x-a) | y=-ab/c.

1858 — Estudar e representar graficamente a fun-
¢do y=e-'o*. Calcular, utilizando o seu desenvolvi-
mento em série, o valor numérico de y para x=Ts\. com
um érro inferior a 10 °. R : Funcdo definida em todo
o dominio da variavel X real, periddica de periodo n,
S&o seus pontos de descontinuidade infinita, del.” espé-
cie, os pontos deabcissa x= (2k+ 1) w/2 a esquerda dos
quais a funcdo tende para zero e a direita dos quais
y -» +00. E umponto da curva, sobre o eixo das
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ordenadas, oponto (0,1). Tem-se
y' o= —e-"°* esec’ X -* y" < O qualquer queseja x, logo,
a funcdo'é  monotbnica  decrescente; nao tem maximos

nem  minimos, y'" = e-'<" esec’ X (sec’ x—2tgx) =
= e-'0* sec’ x*(1—tgx)® oque leva aconcluir que y ndo
tem pontos de inflexdo e apresenta a sua  concavidade
sempre voltada nosentido das ordenadas positivas, por
ser sempre y" > 0. O célculo dovalor numérico de y
para x=ic/4 reduz-se, como facilmente sevé, ao célculo,
com um érro inferior a 10°°, da soma dostermos da
série alterna
S G L

21 M 41

1 1 1 1
— 1 e+ ... Tomando
21 3! 41 51

ros termos

e-< 1-1+

= os Euatro primei-

desta série, cometeremos no calculo da sua
1 1 1 1

soma um érro < = < —- Basta calcular —:

720 200 31

1 1

— e —- com trés casas
41 ol

lima), para
a 1/2000,

decimais  (arredondando a id-

de célculo inferiores
a 1/200. Com

se cometer trés érros
logo um érro total inferior

e umérro decdélculo < >ore-
200

sultado vird pois com a aproximagdo  desejada ;
serd e-'~0,5-0,167 +0,042-0,008=-0,367 .
Solugdes dosn.°' 1855 a 1858 de O.Morbey Rodrigues.

um érro sistematico

assim,

1. 8. C.E.F.—Il.« CADEIRA—EXAME TECNICO-2.°exame
de frequéncia extraordinario, 23-6-943.

1859 — Importancia do conceito de monotonicidade
na teoria daconvergéncia de séries.

1860 — Estabelega, pelo caminho que lhe pareca
mais curto, a fundamentacdo do teorema dos valores
compreendidos sobre o conceito de corte.

1861 — Aplique oteorema de Rolle a funcgéo:
ye) = (x-a)"-(x-by,
e determine o ponto em quea derivada se anula.

GEOMETRIA DESCRITIVA E PROJECTIVA

F. C.C.— GEOMETRIA DESCRITIVA — 2.° exame de fre-
quéncia. Junho de 1943.

1862 — Geometria  cotada. Sé&o dados : uma recta r
de declive 1 e um plano a deintervalo 4/3 . A recta e
o plano projectam-se segundo dois lados opostos de um
quadrado. Representar a recta simétrica de r em re-
lacdo aoplano a. Escala 1:80. R: A introducdo de
um plano vertical de projeccdo de trago paralelo & es-

cala dedeclive do plano dado, transforma a num plano
de topo e r numa recta frontal, resolvendo © problema
imediatamente.

1863 — Perspectiva  cavalheira. Determinar o angulo

de dois planos de tragos paralelos.\

1864 — Swijierficies. K dada uma esfera pelos con-
tornos aparentes, de 3,5 CBQ de raio e centro nose-
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gundo plano bissector. Conduzir os planos tangentes
a esfera paralelos a ura plano dado pelos tracgos.
R : Conduza-se pelo centro da esfera uma recta  perpen-

dicular ao plano dado. Os pontos em que essa recta in-j
tersecta a esfera sdo os pontos de contacto dos planos
pedidos.

F. C. C.— GEOMETRIA DESCRITIVA — Exame final, Junho
de 1943.

1 869— Perpectiva  rigorosa — Representar o ponto
simétrico de ura ponto dado era relagdo ao plano do
quadro. R : Conduza-se pelo ponto o plano projectante
de topo e rébata-se sobre o plano do quadro.

CALCULO I

F. C. P.—Exames finais—Outubro de 1943.—Ponto n.° i<

1869 — Calcular a éarea limitada pela curva
yT >0 eixo dos xx e as paralelas ao eixo
a*x* + P '
dos yy tiradas pelos pontos de inflexdo. R: Para
b
abcissas  dos pontos de inflexdo obtém-se : x = + ot
A &rea pedida serd :
fArNN=jrarctg”™rn =~n
J ., a’ x* + b* abL .}>J L! 3ab
Viu

1870 — Determinar a envolvente das circunferén-
cias cujos centros percorrem a parabola y=x° e cujos
raios sdo iguais as ordenadas dos centros. R : As cir-
cunferéncias  consideradas tém por equagdo (X—Xx)°'+
+ (Y—x")"=x", onde x desempenha o papel de para-
metro. < Derivando ~ em ordem a x, obtem-se (X—Xx) +
+2x (Y—x")= —2x"; eliminando  x entre esta equacédo
e a anterior, vem 2Y (X*-t-Y’)—Y*=0, que representa
a envolvente pedida. Trata-se do eixo dos X X e duma
circunferéncia centrada no eixo dos YY e passando
pela  origem.

1871 — Sendo M(p,6) o ponto corrente de uma linba
(C) , determinar a sua equacdo sabendo que esta
linba passa pelo ponto A (6=0 ,p=a, em que a> 2),
e que a area OAM tem um valor numérico igual ao

J>d8,

arco AM. R: Tem-se J I/pS-r-p'-"di

donde p'+ f'*=f'/4, ou p'= py/p°—4/2 . Separando va-

2
viaveis obtem-se p= rr- Os  dados

e integrando,
’ cos(6+ C)
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1866 — Superficies — Representar a sec¢do plana
feita numa esfera por um plano definido pela L. T. e
pelo centro da esfera.

Solugbes dos n.°* 1862, 1864 e 1865 de L.G. Mendonga
de Albuquerque.

F. C.C.—GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame final, Outubro
de 1943
1867— Dada uma involucdo de raios por dois pares
de elementos conjugados, determine o par de raios per-
pendiculares conjugados na involugdo. Justifique.
1868 — Dada uma pardbola por trés tangentes e o
ponto de contacto de uma delas, determine pelo pro-
cesso de Brianchon, a direc¢do do eixo. Justifique.

NFINITESIMAL

iniciais levam a cos C=2/a;
2a

P 2 cos 8— yl/a’—4 send

a equacgdo procurada é

pois, que representa uma recta.

Solugdes dos n.°' 1869 a 1871 de A. Pereira Gomes.
F. C. P. — Exame final, Outubro de 1943. — Ponto n.° 2-
1872 — Calcular a 4rea limitada pela curva
y=3x*—Xx, desde a origem até a paralela ao eixo
dos yy tirada pelo ponto de ordenada méaxima.

R: Para abcissa do ponto de ordenada maxima,
obtém-se x=2 . A é&rea pedida sera

A=2J x (3—xj'l dx, ou, pondo 3—x"t*,

1873 — Determinar a relacdo que deve existir entre

R e a para que a envolvente das esferas x'H-y'+
-(- (s—2a)’ = R seja a superficie x'-fy"=a —1.
R : Exprimindo que, em cada ponto, o plano tangente a
envolvente  coincide com o plano tangente &  envolvida,
obtém-se z= a; eliminando X,y ,z entre esta equacdo
e as dadas, vem: 2a‘—R*=l, que é a relagdo  pro-
curada.

1874—Dada a equacéo diferencial (1) y"=sy* + yy'

sabe-se que se considerarmos y' como abcissa teremos

uma cUbica com um ponto singular na origem. Deter-

minar as equagOes paramétricas da linha integral

de (1) que passa pelo ponto (0,0). R : Se puzermos

y = ty', sabe-se que podemos exprimir 'y e y' em fun-

¢do racional de t. Obtém-se y'=t’+t, y=t+&,
3t+ 2

dy dx
donde —=>3V + 2t e, portanto, ~— ;
dt dt

integrando,
t-f-1
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vem x=3t—Ilog (t+1)-)-C . Os dados iniciais levam
a C=0. As equacbes paramétricas procuradas séo,
Vois ) *-8t-log(t+1)

Solugdes dos n.°> 1872 a 1874 de A. Pereira Gomes.

I. 8. T.— CALCULO — Exame final, Outubro de 1943.

1875 — Calcular o integral duplo J'J" xdxdy, em
‘A
relacdo a area A limitada pela curva 3x° + 2x—y+
+ 1=0, pelo eixo dos yy e pela tangente a curva no
ponto de curvatura méaxima.

MECANICA

1.S. A.—MECANICA RACIONAL ETEORIA GERAL DE MAQUINAS
— 1.° exame de frequéncia extraordinario, 14-3-944.

1878 — Demonstre que, se a, b e ¢ foremorto-

gonais dois a dois, se tem (a b c)*=a® 6°c’.

R : O paralelepipedo construido  sobre os trés vectores e
rectangulo.  Qualquer dos membros da igualdade mede o
quadrado  do seu volume. *

1879 — Demonstre que, se A e B forem dois pon-
tos lixos dum sélido em movimento, a-velocidade
de C, exterior a AB, ¢é constantemente perpendi-
cular ao plano  ABC.

1880 — Considere um biela-manivela em que o
comprimento da biela é igual ao raio da manivela
(biela-manivela isosceles). Verifique que, se a rotagéo
da manivela for uniforme, o centro do cavilhdo esta
animado de movimento harménico simples.

1881—Demonstre que todas as solugcbes da equa-

¢do vectorial o A x= b, em que os vectores cons-

tantes a e b satisfazem as condicdes < -0 e
—“+ —

. %o b N a -+ i

al6=0, sdodadas por x —— ry.», onde X¢ég

um escalar arbitréario.

1882 — Do ponto A, situado 19,60m acima do
solo, deixam-se cair sucessivamente, sem velocidade
inicial, dois grdos de chumbo P e Q. Quando o gréao
Q inicia a sua queda, ja& P percorreu 4,90cm . Des-
prezando a resisténcia do ar, calcule a altura a que
se encontra o grdo Q ao atingir P o solo. Sugere-lhe
o resultado déste problema alguma explicacdo, mesmo
parcial; para o facto dos jactos liquidos tenderem a
dividir-se em gotas? R : Altura pedida, x=1,91m.

1.S. A.—MECANICA RACIONAL ETEORIA GERAL DE MAQUINAS
— 2."" exame de frequéncia ordinario, 23-5-944.
1883 — A figura representa uma manivela manual
com multiplicador. A manivela M, em vez de estar,
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1876 — Determinar as curvas planas cujo compri-

mento de arco s satisfaz a equacédo diferencial
dy

"EMQA~AT 0. (" V coordenadas rectangulares).

1877 — Verificar que o laplaciano do médulo duma
funcédo analitica (excepto nos pontos em que a funcédo
ou a sua derivada se anulam) é sempre positivo; e
que o logaritmo do médulo da mesma fun¢do (com as
mesmas excepgdes) é sempre nulo.

RACIONAL

como habitualmente, solidaria com o veio V, forma
com éle um par rotéide. O satélite
nivela por um par rotdi-

de e engrena com as ro-

das planetarias iguais A m
e B. A primeira destas

é solidaria com o veio V;

a roda B faz parte do \%

fixe, formando uro par

rotéide com V. Por cada

volta da manivela, quan-

tas rotagdes faz o veio?

(Feraudi). R : Notando

que o mecanismo i o di-

ferencial dos automoveis M

com uma das rodas pla-

netarias  fixa, vé-se ime-

diatamente  que o veio V

C une-se a ma-

c

efectua duas rotagbes por cada volta da manivela.

1884 — Os perfis dos dentes duma colec¢do de rodas
cicloidais de engrenamento avulso foram gerados por
uma rolante auxiliar com 3 cm de didmetro. A roda
de flancos rectilineos tem 14 dentes. Qual é o diame-
tro primitivo da roda de 56 dentes? R : Numa colec-

¢do de rodas de engrenamento  avulso, o0s diametros pri-
mitivos  sdo directamente  proporcionais aos numeros de
dentes. O raio primitivo do carreto de flancos rectili-
neos, igual ao didmetro da rolante auxiliar, vale 30mm.
I"ogo, a roda de 56 dentes tem pior diametro primitivo
2x56x30
R= - 14 = 240 mm.

1885 — Demonstre que o lugar geométrico das rec-
tas, paralelas a uma dada direccdo, em relagdo as
quais o momento de inércia dum sistema material tem
o mesmo valor, € uma superficie cilindrica de revolu-
¢do em torno do eixo que passa pelo centro de gravi-
dade do sistema e é paralelo adireccdo dada. R: i i con-
sequéncia imediata do Teorema de  Lagrange.
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1886 — Calcule o momento quadratico da esfera
homogénea do raio R e densidade p, em relagéo :
a) ao centro; b) a um ponto da superficie.

R : a) Decompondo em camadas esféricas, vem
1.=4irpJ r*dr —- ?rpR";

b) o Teorema de Lagrange

32
fornece, a partir do resultado anterior, .= —irpR".
1887 — A um elevador com 1 tonelada de péso, foi'
em 3s e com aceleracdo constante, imprimida a velo-
cidade de 4 m/s . Desprezando o atrito, calcule a forcga
de traccdo exercida pelos cabos e a altura subida
durante aquele tempo. (Poorman) R : Forca pedida,
F=1136,lkg; altura subida, s= 6,00m.
Solugdes dos n.™ 1878, 1882 e 1885 a 18387 de P. de Varen-
nes e Mendonga.

i. 8. T.— 2.° exame de frequéncia — 1943

1888 — Verificar que as equacbes de Lagrange
num espaco de configuracdo definido pela métrica

d* —IT dfi= 2 9ik**'“** > tém a forma dfi
I
I
ft-il dx dx* o
S{I — , sendo (X') o vector forga.
. » dt dt

1889 — Um fioflexivel, inextensivei e simplesmente
pesado, suspenso por dois pontos situados, sobre a
mesma horizontal, toma a forma duma semi-circunfe-
réncia. Achar a lei de variacdo da densidade.
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1890 — Um ponto material é atraido por um centro
fixo na razdo inversa do cubo da distancia. Dada a
distancia inicial a, calcular a duragdo da queda.
(Supde-se nula a velocidade inicial).

1891 — Quando um cilindro de revolugdo gira uni-
formemente em torno duma generatriz, o sistema das.
forcas de inércia é equivalente a um vector unico,
cuja linha de acgdo é a perpendicular baixada do cen-
tro de gravidade sobre o eixo. Qual é a grandeza désse
vector ?

I. S. T.— MECANICA — Exame final, Outubro de 1943-

1892 — Num movimento central, seja r a distan-
cia do centro ao ponto mével M, p a distdncia do
mesmo centro & tangente a trajectéria em M, c a
constante das areas e F a grandeza da forga, por uni-
dade de massa, suposta atractiva. Verificar a relacédo :
c’ dp c'r

« E ainda a relacdo F —i

pp’
M.

F= sendo p o
p* dr
raio de curvatura da trajectoria em
1893 — Um sdlido formado por trés hastes rectili-
neas homogéneas idénticas (de massa Af e compri-
mento 2a) , cada uma delas perpendicular as outras
duas, gira uniformemente em tdrno da haste média.
Achar o vector principal e o momento resultante do
sistema das forcas de inércia, em relagdo ao ponto O,
meio dessa haste média.
1894 — Desenvolver - (ir—a;) sen x em série de

cosenos, valida no intervalo 0 < x < ir.

PROBLEMAS

As resolugdes  de problemas propostos devem ser-nos  remetidas até ao dia 1J do més
anterior ao do aparecimento de cada numero da «Gazeta»
Para facilitar a organizagdo da seccdo, pedimos que cada resolugdo  seja transcrita
numa folha de papel, utilizada s6 de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tra-
tados), com a indicacdo do nome e da'morada do  autor.
Das resolugdes  recebidas de cada problema  proposto  publica-se a melhor ou uma das
melhores e mencionam-se os autores de todas as resolugdes correctas e sb destas.
PROBLEMAS PROPOSTOS
1895 — Calcular os catetos e a hipotenusa dum 1897 — Resolver a equacdo
tr_langul_o rectangulo, _conhAecendo-se as superfi- (x—a) Vx —a+ (x—6) Vx—b N
cies (Ai e A) dos dois tridngulos, em que a altura
V/ix—a+ ~x—b -\

correspondente a hipotenusa, o divide.

(Bach. do Ens.Esp." Poitier — 2-8.°-88).

1896 — Encontrar quatro nimeros inteiros conse-
cutivos tais que o cubo do maior seja igual & soma
dos cubos dos outros trés.

~Generalizar :— quatro nimeros formando progres-
sdo aritmética).

1898 — Dividir o volume dum cone recto de revo-
lugdo, em média e extrema razdo, por um plano para-
lelo a base.

(Bach. em ciéncias — Marselha — 25-4.°-88). *

Problemas n.”* 1895 a 1898 propostos por J. Faria de
Abreu (de Penafiel).
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1899 — Numa urna héa n bolas brancas e pretas.
Qual a composicédo da urna, sabendo-se que onimero de
bolas brancas é igual ao valor médio do n." de extrac-
¢Oes necessarias para se obter uma bola branca, su-

ALGUMAS DAS SOLUGCOES

1193 — Qual a férmula da trigonometria plana
analoga a formula fundamental da trigonometria
esférica ? Passsar desta para aquela. R : As  formulas

analogas  fundamentais da trigonometria rectilinea e
esférica, sdo a’ = b-+ ¢ —2bc ecos A e cosa =
= cos b ecos c+ sen b sen ccos A . Se considerarmos 0s
comprimentos  dos lados a, b, ¢ dum triangulo esférico,
bastante pequenos em relagdo ao raio R , podemos  tomar
o triangulo  considerado  como plano. Se fizermos  depois

a’ b- c’
cosa= 1 cosb =1— cosc=1—

R* 2R* 2R*

; b c
sen b = = e senc= = e substituirmos  estes valores na

formula  fundamental da trigonometria esférica, vem :

BOLETIM
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pondo que se vai extraindo, sucessivamente, ao acaso
uma bola da urna, com reposicdo ao fim de cada
extracgdo. Discutir.

Problema proposto por Laureano Barros (do Porto).

RECEBIDAS

1. @ ot A . dond
- ® COS onae
2re V 2R7 2R’ R* '

bc

a’ = b* + ¢ —2bc «cos A_R’ Mas como R é muito

grande em relacdo aos lados, e temos

despreza-se,
R* .

entdo, como pretendiamos a’=b* + c*—2bc ecos A.

SolugSo de T. Ferreira Rato (de S. Tiago—Cabo Verde).

1508—Por lapso, ao ser publicada uma solugéo
déste problema no n.° 18 da «Gazeta de Matemaética»,
omitiu-se o terem sido recebidas solugbes correctas
do mesmo problema de Alberto Pais (de I-isboa) e de
J. S. Faria de Abreu (de Penafiel).
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Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de matematica de que os autores ou editores enviarem dois exemplares & Redaccéo

35— Memorandum On Official Statistics —
Publicacdo da Royal Statistical Society, enviada pelos
Servigos Culturais do British Council.

Em Outubro de 1942 a Royal Statistical Society
nomeou uma comissdo que foiencarregada de elaborar
um relatério sdébre a organizacdo dos Servigos Oficiais
de Estatistica antes, durante e depois da guerra,
focando os seguintes pontos :

a) Preenchimento dos quadros das Reparti¢des.

b) Relacbes entre as Repartigdes.

c¢) Vantagens e desvantagens de alguns esquemas
de organizacdo para o apé6s-guerra.

E dos resultados déste inquérito — a que na nOBsa
modesta opinido devia ser dada a mais larga publi-
cidade — que trata a publicagdo acima referida.

Dada a relativa extensdo do trabalho nédo é possi-
vel, como seria nosso desejo, fazer uma apreciacdo
cuidadosa e pormenorizada do seu conteddo mas, desde
ja, dada a importancia do assunto e a sua manifesta
oportunidade, tomamos a liberdade de chamar para o
mesmo a aten¢do dos nossos dirigentes, particular-
mente daqueles que se encontram a frente dos Servi-
¢os Estatisticos das organizacOes oficiais.

O indice, que fornece ja uma idéia aproximada do
caracter do trabalho realizado, dos problemas exami-
nados, das criticas formuladas e das solugdes previs-
tas, é o seguinte :

1. — Introdugdo : — Observacdes preliminares. —
Classificagdo das Repartigdes. — Definigcdo de «esta-
tistico» e «estatistica».

2. — Posicdo antes da guerra :— A colheita dos

dados. — A andlise do material estatistico nas Repar-
tigbes.— Preenchimento dos quadros das Repartigdes.
— Ligagdo entre as Repartigbes. — Sumario.

3. — Desenvolvimentos durante a guerra :— Falta de
estatisticos quando se declarou a guerra. — «The Cen-
tral Statistical Office».— Coordenacdo dos trabalhos
de estatistica matematica. — Mecanizacdo. — Mudanca
da atitude pablica em relacdo & Estatistica. —Su-
mario.

4. — Necessidades  do periodo do post-guerra  : — Supo-
sicdo fundamental. — A criacdo de unidades estatis-
ticas. — Preenchimento dos quadros destas unidades.
— Coordenagcdo. — Posicdo especial de certas Repar-
ticoes.

Sumario.
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Parece-nos (til acentuar a importadncia de certas
apreciacdes mormente daquelas que dizem respeito ao
periodo de antes da guerra por envolverem uma cri-
tica cerrada a organizacdo entdo existente.

Assim é posta em relevo a orgénica defeituosa dos
Servigos Estatisticos, a falta de coordenagdo dos mes-
mos, a colheita desordenada de dados sem fim deter-
minado, a repugnéncia do publico em fornecer infor-
magdes, o preenchimento dos quadros por pessoal sem
qualificagdes profissionais, a ideia generalizada a
quasi todo o funcionalismo de que a estatistica nédo
conta como habilitacdo profissionale ndo passa dum
conhecimento transitério sem importancia para a car-
reira administrativa, a ndo qualificacdo profissional
do Estatistico, etc., etc.

A guerra teve a virtude de pdr a nu todas estas
deficiéncias, obrigandoauma reorganizacdo apressada
mas substancial dos servigos.

A répida expansdo de certos servigos, particular-
mente daqueles que estdo ligados aos Ministérios das
Subsisténcias, Fornecimentos, Guerra Econdmica e
Produgdo Aerondutica, os transportes, e o reconheci-
mento de que a complexidade técnica da guerra mo-
derna exige profissionais competentes e especializados,
foram as determinantes desta reorganizacdo.

Criou-se um organismo central — The Central Sta-
tistical Office — com fun¢des coordenadoras e directi-
vas, promovcu-se a mecanizacdo de varias repartigdes
dotando-as de méaquinas de calcular adequadas eini-
ciaram-se na London School of Economics, actual-
mente em Cambridge, cursos de preparacdo estatistica
com a duracdo de oito semanas para os funcionarios
civis.

Sobre a preparagdo matemadtica necessaria ao esta-
tistico para o estudo e interpretagdo de grande numero
de problemas criados pela guerra, vem a propdsito
transcrever o seguinte (pag.10, § 32):

«As complexidades da guerra moderna levaram
ao reconhecimento bemvindo, embora lento, da impor-
tancia do ponto de vista cientifico nos campos da pro-
ducédo, do desenvolvimento e da investigacdo. Quando
a qualidade, no sentido lato de distintada quantidade,
se transforma num assunto de investigagdo cientifica,
em breve se verifica que os métodos de ataque devem
ser os da Estatistica Matemaéatica, porque sé éstes per-
mitem abarcar compreensivamente as ilagfes que
resultam da variagdo inerente entre unidades indivi-
duais. Isto é verdade, quer a unidade seja um mem-
bro das Forgcas Armadas e o problema trate da selec-
¢do e treino do potencial humano, ou uma parte
componente da estrutura da asa de um avido ou o
mecanismo de uma espoleta de uma granada ou seja
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mesmo uma unidade mais complexa consistindo de um
canhdo com a sua guarnicdo e um complicado sistema
mecanico de «control» de fogo. Para satisfazer estas
exigéncias nédo existia ao tempo nimero suficiente de
estatisticos com treino matematico satisfatorio, e a
falta teve de ser preenchida na maioriados casos pelos
cientistas que trabalhavam nestes assuntos — mate-
maticos, fisicos, fisiologistas — que foram obrigados
a aprender por si proprios os elementos da teoria das
probabilidades e da teoria dos érros».

A Ultima parte do relatério, sob certos aspectos a
mais interessante dado o seu carater eminentemente
construtivo, trata da reorganizagdo dos Servigos Esta-
tisticos para o periodo do ap6s-guerra, recomenda a
manutengdo dum organismo central coordenador, pro-
pbe a criacdo de unidades estatisticas libertas por
completo das tarefas administrativas, estabelece as
normas para o preenchimento dos quadros, vencimen-
tos e promogdes, foca em pormenor as futuras relagdes
entre os varios servicos e advoga enfaticamente a
necessidade de dar uma boa preparagdo matematica
a todos os estatisticos.

Merecia sem sombra dé duvida éste relatério uma
apreciacdo cuidadosa que infelizmente o espago restrito
de que dispde a «Gazeta» ndopermite, mas no entanto
mais uma vez lembramos a necessidade de uma larga
divulgagdo do mesmo, ndo para ser lido negligente-
mente como uma curiosidade, antes para ser estudado,
analizado e meditado por quem de direito.

F. Carvalho Araujo

36 — GALLEGO-DIAZ, J. — Curso de Malemé-
lica en forma de problemas —Prdlogo de Anténio
Flores de Lemus — Editorial Dossat, Madrid, 1944,

Esta nova obra de Gallego-Diaz é uma bela colec-
cdo dos mais variados problemas de Algebra, Geo-
metria Analitica, Andlise Infinitesimal e Céalculo das
Probabilidades. Alguns dos problemas foram ja publi-
cados pelo Autor em revistas espanholas ou de outros
paises, outros sdo problemas saidos nos exames de
entrada de Escolas Especiais de Engenharia (Minas,
Agronomia, Silvicultura, etc.). Quési todos sdo acom-
panhados das respectivas resolugdes, elegantemente
apresentadas, e alguns déao indicagdes bastante UGteis
que levarao o estudioso ao conhecimento de boas obras
didacticas e de revistas de matematica.

Do prélogo, escrito pelo mateméatico contemporéa-
neo espanhol Anténio Flores, traduzimos parcialmente,
para uma melhor e justa apresentagdo da obra, as
consideragdes seguintes

«Dos problemas incluidos muitos sdo originais;
outros, classicos, aparecem resolvidos com extraordi-
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narias brevidade e elegancia, gracas, por exemplo,
ao habil emprego de métodos cinematicos.

.. .Gallego-Diaz ndo é um repetidor, nas aulas, de
uma ciéncia adquirida, pelo contrario, a sua verda-
deira vocacdo exerceu-se e exerce-se constantemente
em problemas cientificos que ultrapassam a reduzida
esfera dos cursos. Ndo é outra a causa que da a esta
coleccdo de problemas uma marca tipica que demons-
tra a existéncia de um cientistadeslocado num campo
de actividade de nivel inferior».

Termino indicando o livro aos professores, que o
consultardo com agrado e encontrardo néle matéria
Gtil para exercicios dos cursos, e aos alunos a quem
servird para o seu desenvolvimento e formacgéo, tra-
vando assim contacto com métodos, por ventura, des-
conhecidos e com sugestdes interessantes.

Manuel Zaluar Nunes

37 — PASSOS DA SILVA, LUiIS MARIA DE— Ele-
mentos de Geometria, para os IV,V e VIanos dos
liceus (programa de 1936) — 1939 — Livraria Sa da
Costa, Editora — Lisboa.

Pode considerar-se que o desenvolvimentoda mate-
tematica, passou por 3 periodos : o discursivo, o sin-
copado e o simbélico. E caracteristica atransforma-
¢do do sinal da operagdo de diferenca, correspondente
a cada umdaquéles periodos : primeiro se escreveu a pa-
lavra minus, depois m na forma sincopada, o m sobre-
carregado de umtrago, e finalmente osimplestrago —."
A geometria elementar, pela sua natureza experimen-
tal, e porque nos descreve as propriedades das figuras,
ndo sentiutdo fortemente, para o seudesenvolvimento,
a necessidade do simbolismo e por isso se conserva
por assim dizer no primeiro estadio. Mas as vantagens
que advém para o seu estudo da adop¢do de um sim-
bolismo racional, sdo incontestaveis. Por isso o uso
sistematico dum simbolismo, que é sua criacdo, pelo
Dr. Luiz Passos, nos seus livros de geometria e nas
fluas li¢cBes, é uma obra que j& tem marcados os seus
tragos no ensino, pois grande parte dos nossos profes-
sores do ensino liceal, a vai usando. E possivel que
as notacOes se possam modificar e simplificar, espe-
cialmente dando a cada simbolo um Gnico significado,
mas de inicio era de aconselhar ndo alargar muito o
nimero de simbolos usado. O livro «Elementos de
Geometria» para os 4.", 5.° e 6." anos, tem por isso
essa grande vantagem. Como livro destinado ao en-
sino, e aprovado oficialmente, segue os programas.
Quanto ao aspecto grafico pode considerar-se duma
maneira geral bom, conquanto algumas paginas, pelo

M Tobias Dantzis —Le nombre.
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uso de tipo muito grosso a substituiro italico, fiquem
muito carregadas. As demonstracdes sdo correctas,
com excepcdo da referente ao teorema de geometria no
espago : duas rectas paralelas a uma terceira sdo pa-
ralelas entre si. Pequeno sendo, facil de corrigir em
futura edicdo. Termina o livro por uma boa colecgéo
de exercicios que completam ou esclarecem as maté-

rias tratadas no texto.
J. da Silva Paulo

38 — SIRK, DR.HUQO — Matematicas Superiores
aplicadas a la Quimica y a la Fisica — Tradugéo
espanhola por Prof. Dr. T. Batuecas — Manuel Marin,
ed. Barcelona, 1943.

As crescentes exigéncias de ordem matematica que
se impdem mesmo aos experimentadores no campo da
Quimica e da Fisica e os obrigam a possuir conheci-
mentos que ultrapassam largamente o dominio das
Matematicas Elementares, levaram o Autor, professor
durante longos anos na Universidade de Viena, a re-
digir Oste livro que é dedicado aos estudantes dos
primeiros anos de Ciéncias Experimentais.

Os conceitos fundamentais sdo introduzidosa par-
tir de exemplos de problemas e questdes que se pdem
em Quimica, Fisica ou Cinética Quimica. Seguida-
mente, abstraindo dos atributos fisicos ou quimicos,
apresentam-se sob forma matemaética.

Numerosos graficos acompanham a exposicdo escla-
recendo-a.

A matéria distribui-sepor trés partes a saber :

1.* parte — Func¢des de uma variavel (calculo di-
ferencial, céalculo integral e nocles sbdbre séries) ;
2.* parte—Func¢des de mais de uma variavel (focam-se
entre outras, sobretudo as aplicagfes a Termodina-
mica) ; 3.« parte Equacdes diferenciais (apresen-
tam-se as nocOes fundamentais indispenséaveis através
de algumas das muitas equacdes diferenciais ordina-
rias e as derivadas parciais que se encontram, a cada
passo, no estudo de Fisica).

Finalmente termina por um apéndice onde se com-
pilaram algumas régras de céalculo de Algebra e
Geometria.

Trata-se pois de uma obra que certamente agra-
dard e serd entre nds, em especial, Util para os estu-
dantes do 1.° ano de Ciéncias Fisico-Quimicas.

Manuel Zaluar Nunes

39 - PALMA FERNANDES, ANTONIO DO NASCI-
MENTO— Elementos de Geometria, para o 1.°, 2.° e
3.° anos dos Liceus. 1943 — Livraria Cruz. Braga.

O livro do Dr. Palma Fernandes, seguindo o pro-
grama, parece-nos no entanto, ndo se conformar intei-
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ramente com o seu espirito, porquanto, dizendo-se nas
observacdes do programa, que o ensino da geometria
nas primeiras classes deve ser intuitivo e experimen-
tal, logo no capitulo Il da Il Parte comeca fazendo
demonstragdes rigorosas de que se ddoas justificagdes
l6gicas em passos, fugindo assim a verificacdo expe-
rimental. E certo que nas mesmas observagdes se diz,
que no ensino do terceiro ano se pode e deve fazer-se
demonstragdes dedutivas, mas s6 no 3." ano.

O tratamento das demonstracdes por passos justifi-
cados, como usam americanos e ingleses, parece-nos
muito aconselhdvel, e esta seria uma boa inovacgao
introduzida em livros portugueses pelo Dr. Palma
Fernandes, em especial porque se serve de um simbo-
lismo que facilita o raciocinio ; o que n&do nos parece
aconselhdvel é que essas demonstra¢cdes com ésse ca-
racter comecem a fazer-se logo aos primeiros passos
do aluno do 1." ano quando as suas possibilidades
légicas sdo pequenas. A definicdo de teorema a péagi-
nas 16, ndo é certamente correcta, e parecia-nos pre-
ferivel ndo a ter dado ; ndo havia prejuizo em guar-
da-la para mais tarde, para o 3.° ano, quando se
pudesse dar uma melhor definicdo. Também né&o nos
eparece bem que chame a hipotese: dados e a tese :
pedidos. Aparte estes inconvenientes o livro, que tem
boa apresentagdo grafica, factor importante em livros
de ensino, estd recheiado de problemas bem graduados
e que permitem boa preparacdo dos alunos, sendo as
demonstragfes correctas e bem apresentadas. Note-ee
que apesar de tudo algumas vezes o autor faz apelo
a intuicdo dos alunos, pena sendo que ondofaca mais
frequentemente.

J. da Silva Paulo

40 - PALMA FERNANDES, ANTONIO DO NASCI-
MENTO. Exercicios de Geometria e Algebra para o
5.° Ano dos Liceus. Livraria Cruz, Braga, 1943.
Preco 8I150.

A preparacdo dos alunos para os exames actuais de
matematica nos liceus, requere, mais do que nunca,
a execucdo de longa série de exercicios sObre as ma-
térias dos programas, dado que as provas sao exclusi-
vamente escritas. Os livros da natureza déste sdo por
isso de grande utilidade quer para mestres quer para
alunos, facultando a uns e outros larga cépia de exer-
cicios. Témpor vezes o inconvenientede se repetirem,
dando-nos, por assim dizer, os mesmos exercicios, com
uma simples mudanca de dados. N&o é o caso dos
livros de exercicios do Dr. Palma Fernandes, em que
Be nota exactamente a preocupacdo, louvavel, de
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apresentar exercicios que ndo sejam, tanto quanto
possivel, a reproducdo dos que se encontram com faci-
lidade em qualquer manual. Como introdugdo a cada
capitulo da o autor muito brevemente e sem demons-
tragdes as nogdes tedricas de que oe necessita para
a resolucdo dos problemas ou demonstra¢cdes dos teo-
remas, que uns e outros existem, quer resolvidos ou
demonstrados como exemplos, quer depois, e em muito
maior nimero questdes propostas de que se da sim-
plesmente o resultado.

Com boa apresentacdo grafica e com os assuntos
bem arrumados e graduados é éste livro de aconselhar
a todos aqueles que necessitam de preparacdo para

os exames liceais.
J. da Silva Paulo

4 — PALMA FERNANDES, ANTONIO DO NASCI-
MENTO. Exercicios de Aritmética Racional, Algebra
e Métodos Geométricos — Livraria Cruz, 1944.
Braga. Prego 17#50.

Neste livro a parte mais volumosa corresponde a
aritmética, conquanto contenha o livro mais exerci-
cios de algebra e geometria do que de aritmética.
O facto provém de que na 1» parte cada capitulo
6 precedido das nogdes tedricas julgadas necesséarias
para a resolucdo das questdes postas, ao passo que,
quer na parte da algebra, quer na dos métodos da
geometria, somente sdo dados os enunciados dos pro-
blemas e as suas solugdes. Apresenta o livro além de
exercicios mais ou menos originais do autor, algumas
das questdes saidas em exames do liceu e de aptiddo
as Universidades. E por isso um bom repositério de
exercicios do tipo dos saidos nos exames, como se re-
quere para a preparacdo dos alunos, e contém bom
nimero dobles, para cima de mil. As matérias estédo
arrumadas na ordem estabelecida no programa e a
apresentacdo grafica é razoavel, boa na l.« parte.
Alguns reparos temos no entanto a fazer. Assim a de-
finicdo de grandeza n&o nos parece boa, além do mais
por tratar-se de nocdo a dar a alunos do Ultimo ano
do curso liceal.

A nocao de medida de grandezas, a de nimero in-
teiro, a definicdo de unidade e de zero nédo sdo de
certo correctas. Fala também oautor emordens e classes
e a maneira por que o faz estabelece confusédo entre
uma e outra. Ainda as definicdes de adicdo e multi-
plicacdo nos n&do parecem as melhores. S&o faceis de
remediar tais inconvenientes, e estamos certos que em
nova edigdo, o autor os eliminara.

J. da Silva Paulo
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PUBLICACOES CIENTIFICAS RECEBIDAS POR TROCA

NACIONAIS

Portugaliae Mathematica — Vol. 4 (1943-44), Fas-
ciculo 3— Henryk Scharf. Ueber links-und rechtssei-
tige Stieltjesintegrale und deren Anwendungen. German
Ancochea — Corps hyperelliptiques abstraits de caracté-

ristique  deux. Heinz Hopf — Eine
bekannter  Abbildungs-und
ger. Ein  Ueberdeckungssatz

Verallgemeinerung
Uberdeckungssiitze. H. Hadwi-
fur den Euklidischen Baum.

Portugaliae Physica — Vol. 1, Fase.2 — A. Gibert,
F. Roggen et J. Bossel. Sar les masses de Cl** et CI'" .—

J. Palacios. Sur la myopie et le presbytisme  nocturnes. —
A. Proca. Sur un nouveau type d'électron. — Lidia Sal-
gueiro. Spectographie du rayonnement 7 émis par le
dépdt actif a évolution lente du radon. — Manuel Vala-
dares. Le spectre L de rayons X du radium D.

Publicagfes da Junta de Investigacdo Matema-
tica — Cadernos de Analise Geral :

Caderno n.° 8 — Algebra  Moderna — Anéis — por
José Gaspar Teixeira.

Caderno n.° 9 — Topologia Geral — Relativizacéo —
por Maria Helena Ferreira.

Caderno n." 10—Topologia Geral — Bases e Vvizi-
nhancas — por A. Pereira Gomes.

Caderno n.° 11 — Algebra  Moderna — Grupos (Sé-

ries de composicdo) — por Rui Verdial.

ESTRANGEIRAS

Cuba

Revista de la Sociedade Cubana de Ciéncias Fi-
sicas y Matematicas — Universidad de La Havana —
Vol. I, n» 4, 1943.

Espanha

Euclides — (Madrid) — Revista mensual de Ciéncias
Exactas, Fisicas, Quimicas, Naturales y sus Aplica-
ciones — Tomo 1V, n"* 39, 40 e 41, Maio a Julho
de 1944,

Inglaterra

The Quarterly Journal of Mathematics — Oxford
Series — Vol. 15, n." 57-58, Margo-Junho, 1944 —
Oferta do €<British Council» por intermédio do «Insti-
tuto Britanico em Portugal».

Roménia

Annales Scientifiques de I'Université de Jassy —
1*" section (Mathématiques, Physique, Chimie) —
Tomo XXVII, ano 1941.

OUTRAS PUBLICACOES RECEBIDAS

Afinidades — (Lisboa) — Revista de Cultura Luso-
-Francesa — n.° 6, 1943.

Agros — (Lisboa) — Boletim dos Estudantes de

Agronomia — Ano XXVI, n.° 6, 1943.

Técnica — (Lisboa) — Revista de Engenharia dos
Alunos do I.S. T.— n<" 147, 148 e 149 — Maio a
Julho de 1944,

Aritmética e Algebra — 1." ciclo do ensino liceal —
por P. Campos Tavares. Edi¢g6es Maranus, Porto, 1943.

Algebra — 3.° ciclo do ensino liceal — por P. Cam-
pos Tavaresi Edi¢cdes Maranus, Porto, 1943.

Estudo de alguns funcionais e sua aplicagdo a
resolucdo de equacdes de derivadas parciais —
(Dissertagdo para o doutoramento em Ciéncias Mate-
maticas, na Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Pérto) — por Jayme Rios de Souza. Porto, 1944,

Exercicios de Geometria e Algebra — 4." anodos
Liceus — 2.* ed. melhorada — por Anténio do Nasci-
mento Palma Fernandes. Livraria Cruz, Braga, 1943.

Exercicios de Geometria e Algebra — 5." ano dos
Liceus — por Anténio do Nascimento Palma Fernan-
des. Livraria Cruz, Braga, 1943.

Ampliacion de Matematicas para Quimicos, Me-
canicos y Electricistas — por |.Bubio Sanjuan. Edi-
torial Dossat, Madrid, 1943.

Teoria y Manejo de la Regia de Calculo Loga-
ritmico—por Miguel Ibanez Garcia. Editorial Dossat,
Madrid, 1944.

Curso de Mateméatica em forma de problemas —
por J. Gallego Diaz — Editorial Dossat, Madrid, 1944.

Statistics— The Home University Library — por
L. H. C. Tippett — Oxford University Press, 1943 —
Oferta do «British Council» por intermédio do Ins-
tituto Britadnico em Portugal.

Publicag6es da Embaixada Britanica.

Publicagdes da Embaixada dos Estados Unidos da
América do Norte.
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N.° 7 — Elementos da Teoria dos Grupos tesgolado)
Almeida Costa

N.° 2 — Célculo Tensorial
Manual  Gongalves Miranda
N." 3 — Grupos Abelianos e Anéis e Ideais néo comu-
tativos Almeida Costa
N." 4 — Sobre o0os Grupos Abelianos
Almeida Costa
N.° 5 — Sur la possibilité d'une  Cinématique générale
Guido  Beck
N.° 6 — Sur une généralisation de I'opérateur de projec-
tion S (/) Ruy luis Gomes
N." 7 — Elementos da Teoria dos Anéis
Almeida  Costa
N.° 8 — Introdugéo ao estudo danocdo de Funcédo Continua

Anténio Monteiro e A. Pereira Gomes

PORTUGALIAE MATHEMATICA

Revista trimestral de colaboracdo Internacional, editada por A. Monteiro
E a Gnica revista portuguesa que publica exclusivamente trabalhos originais de Matematica

Volume 1 (1937-1940) — 200700; Volume 2 (1941) — 150700
Volume 3 (1942) -150.C00; Volume4 (1943-44) publicados: fase.1,2 e 3
Para os s6cios da Sociedade Portuguesa de Matematica :

Volume 1 : 100,i00 : Volume 2 e seguintes : 50$00
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REVISTA DE COLABORAGAO INTERNACIONAL
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[ J

Publicados: rases. 1e2doVol.l—Pré¢o daassinatura porvolume: 150|00

Paia os lidos da Sociedade Portuguesa d* Fisica * Quimica, reducdo de 50%o
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E JOSE D A SILVA PAULDO

ESTES ANUNCIOS NAO SAO PAGOS



GAZETA DE MATEMATICA

NUumero extraordinario dedicado as

MATEMATICAS ELEMENTARES e EXAMES DE APTIDAO

Foi publicado, em Margo de 1944, o n.° 22 da «Gazeta de Matematica», namero extraordinario dedicado as Mate-
maticas Elementares e Exames de Aptiddo, para déle se poderem utilizar ainda éste ano os candidatos aos exames de
aptiddo as nossas Escolas Superiores. E inteiramente independente dos outros nimeros da «Gazeta de Matematica.»

Os assinantes da «Gazeta de Mateméatica» poderdo durante o corrente ano (.1944) beneficiar duma reducdo de preco
déste nimero extraordinério (6$50 em vez de ioloo) que nito é incluido na assinatura anual.

AOS ASSINANTES

CONDIGCOES DE ASSINATURA E DE AQUISICAO DE NUMEROS AVULSO

Preco de capa por cada nimero (>$%0
Preco de assinatura anual dos quatro numeros 18 a 21 (Janeiro, Maio, Agosto e
Outubro). , 20000
Preco de capa do numero extraordinario (Mateméaticas Elementares e Exames de Aptidédo) io$oo
A aquisicdo déste numero pelos assinantes é feita a Esc 6$50

NUMEROS ATRAZADOS

O pequeno numero de colecgdes completas, ainda existente, destina-se exclusivamente as Bibliotecas de Escolas e

dalguns Estabelecimentos Oficiais sendo a sua aquisicdo feita ao preco de Esc. 200%00 (coleccdo dos 17 primeiros

nameros). Ao publico ser.to vendidos avulso os niameros ainda nao esgotados (3,7, 11, 12, 13, 14, -15, 16, 17, 18e 19)
ao preco de Esc. 6150 cada.

A Ldgica Matematica e 0 Ensino Médio com aplicagdo  aos métodos da matematica
por José Sebastido e Silva — Separata dos n* 5, 6 e 7, Esc. 5$00.

ASSINE A «GAZETA DE MATEMATICA»

concorrerda, assim, para o futuro melhoramento duma revista que nao constitui,

de modo algum, um empreendimento comercial



