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As vidas de Lvariste Galois e Niels Abel oferecem um
conjunto impressionante, o mais impressionante de toda a
historia da Ciéncia, de concordancias e contrastes.

Uma multiddo de coisas os aproxima: a época em que
viveram — principios do século xix; a brevidade das suas
vidas — Galois morreu com 21 anos incompletos em 1832
Abel com 27 incompletos em 1829; a sua espantosa precoci-
dade — Galois estava de posse dos fundamentos da teoria da
resolubilidade das equacoes algébricas por meio de radicais
aos dezasseis anos, Abel aos vinte e quatro apresentou 2
Academia das Ciéncias de Paris uma memoria sobre as Trans-
cendentes Eliticas de que mais tarde Hermite havia de dizer
que contém matéria para ocupar matematicos durante qui-
nhentos anos; o fim tragico que ambos tiveram — Galois
morre estipidamente num duelo, Abel na miséria, minado
pela tuberculose.

Une-os ainda a incompreensdo e¢ o desinterésse de que
foram alvo por parte dos comsagrados do seu tempo: os
maiores, Cauchy em Franca e Gauss na Alemanha, deixaram
passar a seu lado, sem ¢os verem, os dois maiores génios ma-
tematicos do século xix-—nodoa negra que a gléoria, a outros
titulos bem merecida, jamais conseguira apagar. Gauss ndo
se dignou ler a memoéria que Abel lhe mandara sobre a im-
possibilidade da resolugdao da equacao do 5.° grau por meio
de radicais, afastando-a desdenhosamente com éste comenta-
rio ao titulo — «mais uma monstruosidade!»; Cauchy, absor-
vido na sua obra, perdeu as que Abel em 1826, e Galois dois
anos mais tarde, enviaram a Academia das Ciéncias, Para que
a infelicidade da Academia fosse completa, ndo faltaram na
circunstancia os episédios picarescos — Poisson escrevendo na
capa duma memoria de Galois, que ndao compreendera, um
visto em boa caligrafia (o que é sempre uma solucdo...),
Legendre desculpando-se, a respeito da memoria de Abel,
porque «era dificilmente legivel, estava escrita numa tinta
quasi brancay !

Outro traco de uni2o consiste no facto de ambos se terem
ocupado, independentemente um do outro, e sem se conhece-
rem, do mesmo assunto — a resolubilidade das equacdes algé-
bricas, questdo que forma a parte mais importante da obra
conhecida de Galois e para o estudo da qual Abel contribuira
com o seu trabalho sobre a equacdo do 5.° grau, como acima
se disse.

Acima de tudo, os dois estdo irmanados numa coisa —a
criminosa indiferenca com que a Sociedade os tratou, conde-
nando, como diz Tannery, um a morrer de fome, outro a viver
ou a morrer, como se quiser, no carcere.

Mas, ao lado de tantos pontos de contacto, que diferenca
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enorme entre os dois, tdo grande que se, pensando num, qui-
sermos realizar a sua antitese, logo nos acode a mente o
outro, tal a diversidade de condi¢des psicolégicas, de modos
de trabalhar, de atitude perante a vida que ambos nos apre-
sentam. O que num, Abel, é dogura, timidez, resignacao, € no
outro altivez, accao, revolta.

Ambos sofrem, mas na maneira de sofrer sao dispares —
Abel, fraco, de sensibilidade infantil, retrae-se, procura um
ponto de apoio afectivo e, como todos os fracos, uma vez que
entra na luta € para cometer uma injustica'; Galois, persona-
lidade incomparavelmente mais forte, revolta-se, ataca, ataca
sempre. Abel, incapaz de ultrapassar os limites do individual,
nunca aborda de alto a posicdo do komem, nao relaciona os
seus males com os males gerais de que enferma a sociedade
do seu tempo, restringe a sua ambigao a tranqiiilidade dum
lugar na Universidade ; Galois, mais esclarecido, discerne as
conexdes intimas do corpo social, vé nos defeitos organicos
de base a razdo profunda de que os casos individuais sao o
reflexo e, logicamente, combate as causas, atira-se para a
luta, bate-se na rua, com tal ardor, tal exaltacdo no dom de si
mesmo que chega a dizer «se for preciso um caddver para
que o povo se revolte, dar-lhe-ei o meu !»

Ao seu espirito superiormente claro nada passa desper-
cebido e, pensando nas condicoes desastrosas da investigacao
cientifica, diz: «Aqui, como em todas as ciéncias, cada época
tem de alguma maneira as suas questdes do momento: hd
questoes vivas que fixam ao mesmo tempo os espiritos mais
esclarecidos. .. Parece muitas vezes que as mesmas idéias
aparecem a varios como uma revelacdo. Se se procura a
causa, € facil encontra-la nas obras daquéles que nos prece-
deram, nas quais essas idéias estdo presentes sem os seus
autores darem por isso. A ciéncia nio tirou, até hoje, grande
partido desta coincidéncia tantas vezes observada nas inves-
tigacdes dos sabios. Uma concorréncia desgracada, uma riva-
lidade degradante tém sido os seus principais frutos. Nao €,
contudo, dificil reconhecer neste facto a prova de que os sabios
ndo sio, mais que os outros homens, feitos para o isolamento
que éles pertencem também & sua época e que, cedo ou tarde,
multiplicardo as suas forcas pela associagdo. Entdo, quanto
tempo sera poupado para a Ciéncia!» E noutro passo, escrito
na prisdo de Santa Pelagia em Outubro de 1831: «... infeliz-
mente, ndo se pensa que o livro mais precioso do mais sabio
seria aquéle em que éle dissesse tudo o que ndo sabe, nao se
pensa que um autor nunca prejudica tanto os seus leitores
como quando dissimula uma dificuldade. Quando a concor-
réncia, isto é, o egoismo, deixarem de reinar nas ciéncias,
quando uns se associarem com outros para estudar, em vez
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; a-l-byYm ou
A cada numero «=-———— corresponde um outro i o e 2k
c :Qal +‘1 1 (le I 1)‘/”’2 ((l ~b)+(2b|—l—1)1+ ‘/m
a—bym :
o! &, duese chama o seu conjugado, e ambos sdo No segundo caso, isto & se m —=4--2, o namero
@ —bm A a—20

2a a—bm

raizes da mesma equacgdo (6) a?——ux -} — =0. Re-
¢

2

presentaremos por «' o conjugado de .

E evidente que @ --by/ m é um inteiro do corpo. Mas os
inteiros do corpo ainda podem ter outra forma. Efectivamente
se o for um inteiro, entdo, por verificar (6), terdo que ser

2¢  a®>—0?

N -
e ————— inteiros de R, e como podemos sempre
)

.
supor que @, b e ¢ ndo tém divisores comuns terd que ser
c=2 ou ¢=:1, donde as duas formas

_atoym e a=albym.
=t

Vejamos que depende do valor de » a forma dos inteiros.
Como m ndo contém factores quadrados serd m—4 -1,
m = 4—t—2 ou m = -l—{»u.

ensy a*—m :
No primeiro caso » térmo independente de (6),

9

e s6 sera um inteiro se @ e b forem

: IR 5 e
sera igual a 4 -}-
simultaneamente pares ou impares; entdo

12,/ m L4 Vm

%
e
s (@~ b)-1-2b Vi

serd inteiro simplesmente no caso em

A-+-ByYm.

Alidats 4
que a e b forem simultaneamente pares e entdo 2.==
Caso andlogo se passa quando m =4 -3

Logo os inteiros de R (V;i) sdo da forma

14 \/m

o= a; + b(- se 171:4—{—1

ou a.:a—kam se m=4 -1

+\/m

e se fizermos o= 1Y ou o= {/m, caso m=4-+1 ou

m==4-1, poderemos escrever

a=@y. 1+ b0
que € a férmula geral dos inteiros de R(Vm) Os ntimeros
1 e o formam o que se chama uma base do corpo, e demons-
tra-se que é possivel determinar outros inteiros do corpo o; e
o, (e isto dum namero infinito de maneiras) tais que todo o
nimero do corpo se pode escrever sob a forma

G (TR O —}— as vy
em que @, e a, sio inteiros racionais bem determinados.
E facil ver agora que todas as propriedades dos inteiros racio-
nais se mantém,

(Continua no proximo mimero)

J. DA SILVA PAULO

O METODO DE FUBINI PARA A INTEGRACAO DAS FUNCOES RACIONAIS

Como é sabido, pode sempre determinar-se a primitiva
de toda a funcdo racional desde que seja possivel resolver
uma equacdo algébrica. O processo classico consiste em redu-
zir a fun¢do dada 2 soma dum polinémio inteiro e duma frac-
cdo algébrica irredutivel cujo numerador é de grau inferior
ao denominador. Esta decompde-se, em seguida, em frac¢oes
simples (correspondentes aos zeros do denominador da frac-
cdo dada, cuja determinagdo podera ser impossivel como
acima se aludiu); e procede-se 2 integragdo destas, o que se
faz sistematicamente. E-se conduzido assim, no caso geral, a
uma combinacdo linear de logaritmos de fungdes lineares ou
do 2° grau, arcos-tangentes de funcgdes lineares, e de funcdes
algébricas.

Tal observacido levou o professor italiano Guido Fubini @
a descoberta do seu engenhoso método que apresentaremos
20s nossos leitores por ser de alguns desconhecido.

Consideremos a funcdo racional c;((-t% onde ¢(x) e ¢(x)

v
designam dois polimoénios inteiros de coeficientes reais sem
factores comuns sendo o grau de ¢ () inferior ao de ¢(x).
Suponhamos que sabemos determinar as raizes de ¢ (x)=0
e que conhecemos, portanto, o desenvolvimento tnico
Y(@)=(x —a)* (v—b)® .- (B 4pr+g) (" + ey + 5
com p2—4qg <0, r»—4s<0,

A partir déste desenvolvimento a regra de Fubini per-
mite imediatamente estabelecer o tipo da primitiva, a-parte
constantes a determinar:

/,. o(x)
Jo9(®)
+ Lilog (&2 +px +¢q) + M log (x> +rx &) + - -+ 4

3 o la
M—?—Mﬂarctg—u+---4~;'—”
Viq — p* V 4s —r? bi(w)

dx = Alog(x —a) + Blog (v —0b) + - +

+ Ljarctg
onde é
Yo 7 o—1 - B-1 2 A A1, 2 11
Y (x) =(x—a)"" .(x—0) (X Hpx+1)" (x trsts)
e o (¥) um polinémio, de coeficientes a determinar, de grau
inferior numa unidade ao de ¢, (v).

Prova-se facilmente ® que, derivando ambos os membros
da expressio anterior e desembaragando de denominadores
[0 menor denominador comum €& { ()] obtém-se, por iden-
tificacido dos dois polinémios, um sistema de equagdes linea-
res que permite determinar as constantes. O processo indi-
cado, como se acaba de ver dispensa a decomposicido prévia

(%)

& --)— em fraccdes simples e qualquer operacdo de inte-
$(x
gracao.
Bastante engenhoso éste método, rapido na indicagdo do
tipo da primitiva, & sobretudo de aplicacdo util quando a
equacdo ¢ (x) =0 admite raizes complexas de grau de mul-

tiplicidade elevado. .
M. ZALUAR NUNES

(1) Vide: G. Fubini, «Lezioni di Analisi Matematica», 3,° ed., Torino,
1919, § 76.

(9) Vide: G. Vivanti, «<Lezioni di Analisi Matematica», Torino, 1930,
vol, I, pad, 412-414,
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! at-byYm ou 4 i
A cada nimero o«=-———— corresponde um outro £ 9 ; 1
; 7 L2 +1+(2b,+1)\/m =(a1—b.)+(2bl+1)~jfgl"1-
o =Z:—?~/ﬁ que se chama o seu conjugado, e ambos sdo No segundo caso, isto &, se m :4:~l— 2, o numero
@ —bm  Ata'—20

2a at—0>m

raizes da mesma equacao (6) & ——x - - —( R
¢

2
presentaremos por «' o conjugado de .

E evidente que @ by m é um inteiro do corpo. Mas os
inteiros do corpo ainda podem ter outra forma. Efectivamente
se o for um inteiro, entdo, por verificar (6), terdo que ser
2¢  a’>—0'm

inteiros de R, e como podemos sempre

¢ {3

supor que @, b e ¢ ndo tém divisores comuns terd que ser
¢c=2 ou ¢--1, donde as duas formas

_atbyYym e a=al-bym.

e

/A

Vejamos que depende do valor de » a forma dos inteiros.

Como m nio contém factores quadrados serd m—4 -1,

m=4-42 ou m=4-43,
a‘l

—b*m

No primeiro caso ) térmo independente de (6),

D) 2

sera igual a 4 -}- - e s6 serd um inteiro se @ e b forem

simultaneamente pares ou impares; entao

2a, 26,/ m 1
A __'it‘l_J_‘/_m — (@ ~ b,)--2b, j__z‘/_m

1 = 1 serd inteiro simplesmente no caso em
4
que a e b forem simultineamente pares e entdo a==4 B Vom.

Caso anélogo se passa quando m —=4--3.
Logo os inteiros de R(‘/;ﬁ) s3o da forma

1vm

a.:a,-Jr—bl—-Q se m=4-1
ou a=a-t+bym se m=4i-l1
e se fizermos o= 1——’_2&/;"; ou o= {/m, caso m =41 ou
m == 4'—]4 1, poderemos escrever
a=as.1+ b0

que € a férmula geral dos inteiros de R (Y m). Os numeros
1 e o formam o que se chama uma base do corpo, e demons-
tra-se que é possivel determinar outros inteiros do corpo o, e
o, (e isto dum ndamero infinito de maneiras) tais que todo o
nimero do corpo se pode escrever sob a forma
== @y 0 + @y 0y

em que @, € @, sdo inteiros racionais bem determinados.
E facil ver agora que todas as propriedades dos inteiros racio-
nais se mantém.

(Continua no proximo nimero)

J. DA SILVA PAULO

O METODO DE FUBINI PARA A INTEGRACAO DAS FUNCOES RACIONAIS

Como é sabido, pode sempre determinar-se a primitiva
de toda a funcdo racional desde que seja possivel resolver
uma equacdo algébrica. O processo classico consiste em redu-
zir a fungdo dada 2 soma dum polinémio inteiro e duma frac-
cdo algébrica irredutivel cujo numerador é de grau inferior
ao denominador. Esta decompde-se, em seguida, em fraccdes
simples (correspondentes aos zeros do denominador da frac-
¢do dada, cuja determinacdo podera ser impossivel como
acima se aludiu); e procede-se 2 integracdo destas, o que se
faz sistematicamente. L-se conduzido assim, no caso geral, a
uma combinacdo linear de logaritmos de fungoes lineares ou
do 2° grau, arcos-tangentes de funcdes lineares, e de funcdes
algébricas.

Tal observacio levou o professor italiano Guido Fubini

a descoberta do seu engenhoso método que apresentaremos
aos nossos leitores por ser de alguns desconhecido.
o (%)
)
designam dois poliménios inteiros de coeficientes reais sem
factores comuns sendo o grau de ¢ (x) inferior ao de ¢ (x).
Suponhamos que sabemos determinar as raizes de ¢(x)=0
e que conhecemos, portanto, o desenvolvimento dnico

M= —ay (x—b)P - (Ptpr+g) (¢ Frv+ ) -
com p2—4g <0, r*—4s<<0, ....

A partir déste desenvolvimento a regra de Fubini per-
mite imediatamente estabelecer o tipo da primitiva, a-parte

constantes a determinar:

Consideremos a fun¢do racional onde ¢ (x) e ¢ (x)

/ ATy Alog(x —a) + Blog (¥ —b) +--- +

¢ (x)
+ Lylog(#? + px + ¢) + Milog(#* +ry ) + -+ +
3 ol
25 Lﬂarctg—gﬁéﬁq%ﬂhamtg”—?x_}‘rq X )
Vig —p° Vids —r? $i ()

onde é
b)) = (v—a) " (v —0)P T (P pr A1) T @ s ) T
e ¢, (¥) um polinémio, de coeficientes a determinar, de grau
inferior numa unidade ao de ¢, (v).

Prova-se facilmente ® que, derivando ambos os membros
da expressio anterior e desembaragando de denominadores
[0 menor denominador comum € ¢ (&) obtém-se, por iden-
tificacdo dos dois polinémiog, um sistema de equagdes linea-
res que permite determinar as constantes. O processo indi-
cado, como se acaba de ver dispensa a decomposigdo prévia

¢ (%)

4(x)
gracao.

Bastante engenhoso éste método, rapido na indicacdo do
tipo da primitiva, é sobretudo de aplicacdo dtil quando a
equacido {(x) =0 admite raizes complexas de grau de mul-
tiplicidade elevado.

em fraccdes simples e qualquer operacdo de inte-

M. ZALUAR NUNES

(1) Vide: G. Fubini, «Lezioni di Analisi Matematica», 3, ed., Torino,
1919, § 76.

(2) Vide: G. Vivanti, <Lezioni di Analisi Matematica», Torino, 1030,
vol. I, pag. 412-414,
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EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES
EPOCA DE JULHO DE 1939

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pirto

I

114 — @) Um professor tem, para distribuir como prémio,
25 livros por 3 alunos. Para atender ao seu saber e compor-
tamento tera de dar ao melhor mais trés que ao segundo e a
éste mais dois que ao terceiro. ¢ Quantos livros dara a cada
aluno ? R: Se x representa o miimero.de livros que o ferceiro
aluno receberd é x -+ (x-+2)-+(x-F2-F3) =25, donde x=6.
O terceiro aluno veceberd seis livros, o segundo oito e o pri-
metro onze. b) O namero de permutacoes de # objectos dis-
tintos € p/ vezes o numero de combina¢des dos mesmos 7
objectos 3 a 3, ; Quantos objectos sdo? R: O problema tra-

!
3l(n—3)r
ler-se simultaneamente, n\>p!, isto ¢, n>p ¢ pl=(n—3)16.
Seja n=7p--i com i inteiro,; é (n —i)! = (n —3)!6 ¢, por-
tanio,v—0y1,2. Para i=0, n—=p=383 rara i=1 n—4
¢ p=3; para. i=2, n= e p=6. . c)xNa equacae
222 — 2m -1 v ++m?>—9m -39 =0 ; que valor & preciso
dar a m para que a equacdo tenha uma raiz dupla da outra ?
R: Designemos por o e 24 as raizes da equagdo. Teremos

2 2m-+1
A =

dus-se analiticamente por n!-—=p! Deve, pois,

@il
9 e 4ot = 5

2m +1> 27 m2—9m +39
. -

e tCE L e s ’

y 2sfto é, m?—1Tm +70=0

donde : <

¢, portanto, m = mie= 10" (5
115 — a) Calcular pelos logaritmos a area do trapézio de
que se conhecem os dois lados paralelos, uma diagonal e o
angulo que ela forma com o maior dos dois lados conhecidos :
a=30";. b=45"; D=40" e 0=25°35'43" R: Designemos
por h a altura ¢ por A a drea do trapésio. Tem-se h—=D sena
(a+b)Dsena

P\ e e TH><20 >< sen 25° 35! 43! metros quaﬁ’m-
dos. Ora log A = log 1500+ log sen 25° 35' 43 '—=3 | 1760913 +
1,6354952—2 8115865 donde A -=0648"%0171. &) Demonstrar

cotg? 2 — 3 cotg 4

3 cos (20.+42)
que cotg 3a=—2>— Al 4

sen (22+2)

R cotgSa =

cos2s.cosa—sen2usens  (cos’s—sen’z)coss2sen’scosa
T sen 24.coS 2+ 5enscos 2y 2SeNxCos s --sens(Cos’y—sens)
_cos’a —3sen’cosa  cotg’s — 3cotga
" 3senacos’x —sen’s  Bcotgia — 1

.

116 — Determinar pelo método dos lugares geométricos
os pontos duma circunferéncia dada dos quais se pode yer
um segmento 4B sob um angulo dado. Discutir as solucoes
propostas. R: Os pontos procurados sdo, quando existirem,
obtidos pela interseccdo da civcunferéncia dada com qualquer
dos dois segmentos capases do angulo dado. A discussdo far-
-se-d por exame das posicoes relativas do segmento ¢ da cir-
cunferéncia ¢ comparacdo das grandesas do raio desta, do com-

primento de AB e do angulo.

117 — A soma de dois niameros € 960. O cociente do me-
nor multiplo comum pelo maximo divisor comum é 63, ¢ Quais

sdo os numeros? R: Sejam a e b os dois nimeros, e d o seu
mdaximo divisor comum. I a=d><p e b—=d><q, com p e q pri-

. 2 , ab e
mos entre si. O menoy nuiltiplo comum ¢ q’ e as condi¢oes

do problema exprimem-se pelas igualdades E—:g =pg —"06o = ¢
d(p+q)=960. Como 63=32<7, o numero de divisores de 63
€ 6. Os pares de divisores que nos interessam, sdo, so, dois
(1,63) e (7,9), visto que o terceivo (3, 21) ¢ constituido por
nimeros que ndo sdo, entre si, primos. d obter-se-d dividindo
960 por 64=1+65, num caso, ¢ por 16=7+9, no outro. E o0s
miimeros sdo, ou H40 e 420, ou 15 ¢ 945.

11

2y

118 — a) ; Qual é o ndmero com 3 algarismos cujo pri-
meiro algarismo é duas vezes o segundo mais 2 e o segundo
€ o terceiro deminuido de 3, sabendo que a soma dos trés al-
garismos € 9? &) ¢ Qual é o valor da razdo entre os coefi-
cientes dos terceiros termos dos desenvolvimentos dos bino-
mios (1 4+ a)" e (1 —a)" e ovalor dasuasoma? ¢)Procurar
os valores de & que satisfazem a desigualdade

X DA 78a“-

X —a X -——a

119 - @) Calcular pelos logaritmos a area do parale-
logramo definido pelos dois lados e o angulo agudo, respecti-
mente: ¢ =1230, 6=12m25 e o =61°27/33!', ) Demons-

trar que 4sen’o-==-—sen3a--3sena.

120 — Tracar por método geométrico um triangulo ins-
crito numa circunferéncia dada, semelhante a um triangulo
dado.

121 — Mostrar que dois numeros divididos pela sua dife-
renca dao restos iguais.

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatérios das escolas mili-
tares e curso de engenheiro geégrafo

I

122 — @) Determine os valores de x que tornam negativa
D - j 24
a fraccao 3—,, ?;t 4‘——)— R:
5 x?—Hx -6

deve ter a para que o valor de x deduzido da equacdo
(@ —1)x =a-1 sejaindeterminado? R:a=—1. ¢)Su-
pondo que na equagdo ax+by=c, @, b e ¢ sdo primos
entre si, indique: 1.° § Qual é a condigdo para que a equacdo
admita solucdes inteiras? 2.° ¢ Quais sdo as condicGes para
que a equacdo admita uma infinidade de solugdes inteiras e
positivas ? :

123 — @) Dados os catetos b= 829m7 e ¢=655m,6 dum
triangulo rectangulo, calcule, por logaritmos, o valor do an-
gulo B que se opde ao lado . &) Calcule, sem recorrer as

2<x<3. b ¢(Que valor

x:tg(—é—) e y=-sen900°,

tabuas, os valores de
\ /
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R: x=—3, y=0. ¢) Deduza das igualdades:
cos @ aa :
cotga=——— € coseca= a igualdade:
sen @ sen a

cosec?a —cot?a=1.

124 — @) Demonstre que unindo 2 a 2 os meios dos lados
consecutivos dum quadrilatero qualquer se obtém um para-
lelogramo. &y ¢ Como determina os restos que se obtém na
divisio dum namero por 100, por 3 e por 4? Aplique os teo-
remas enunciados ao calculo dos restos das divisdes de
432965432 pelos numeros referidos.

1I

1
Vi
termos do desenvolvimento. &) Enuncie os teoremas que
permitem determinar o sinal do trinomio do 2° grau ax®-
- bx-}-¢ para os diferentes valores de x. ¢) Resolva a
equacdo x'—8a?-}-16=0.

126 — @) Dados a hipotenusa @ —839™2 e o angulo
B = 4027 32/ (que se opde 20 cateto b) dum triangulo rec-
tangulo, calcule por logaritmos o comprimento do outro
cateto ¢. ) Calcule, sem recorrer as tabuas de logaritmos,

/ \

125 — @) Desenvolva <9 Vx4 ) e simplifique os

os valores de x =send05°, y=tg (— % ) - ¢) Represente

graficamente a fungdo y ==cos2x, dando a & oS valores
x =00, 45>, 90°, 135” e 180°.

127 — @) Demounstre que a mediana dum triangulo rec-
tangulo que divide ao meio a hipotenusa tem por compri-
mento metade do comprimento da hipotenusa. &) Considere
0s trés nameros inteiros e consecutivos #, n—--1 e n--2.
¢ Quantos podem ser divisiveis por dois? ¢ Podera acontecer
que nenhum seja divisivel por 3? ¢ Se # for par havera entre
os trés nimeros algum que seja divisivel por 4 ? ; Qual déles
sera ? Justifique as respostas.

Instituto Superior de Ciéncias Econdmicas e Financeiras

128 — a) Defina poténcia de expoente inteiro e positivo ;
diga que generaliza¢des conhece da definicdo de poténcia e

quais os motivos que levaram a dar essas defini¢oes. &) Sim-
1

(.’\7")——‘3”3)”
M i, 1
(o ya) dza0 i)

Classifique a funcdo s obtida e a funcdo n=3".
3

plifique e reduza a radicais a fungéo & ==

RE: P ez Ty z é fungdo irracional das duas varidveis

X ey, ué fungdo racional dex ey .

129 — @) Defina as fun¢des inversas de seno, coseno e tan-
gente e escreva a expressdo geral dos arcos cuja tangente

e rad. &) Determine os angu-

los internos dum trapézio isésceles conhecendo a sua altura e

é—1. R: arc.tg(—1)=kn—

a diferenga das bases. R: .a=arctg QdE (h altyra e d dife-

renca das bases), p=w—ou.

130 @) Defina angulo poliedro e poliedro regular. ¢ Quan-
tos poliedros regulares convexos existem iguais ? Désses po--
liedros ha algum que seja uma piramide? e um prisma 72
¢ Qual é a razdo pela qual nao existe nenhum poliedro regu-
lar convexo cujas faces tenham mais de cinco lados ? 8) Dada
uma circunferéncia (C) e um ponto interior # ndo coincidente
com o centro, determine o lugar geométrico dos meios das
cordas que passam por M . ¢ E se o ponto M estiver sobre a
circunferéncia ? R: O logar geométrico é a circunferéncia
de diametro CM (C designa o centro de (C)).

131 — Faz-se girar um triangulo rectangulo em torno da
sua hipotenusa ; seja ¥ o volume do sélido gerado. Faz-se em
seguida girar em torno de cada um dos seus catetos; sejam
v e o' os volumes dos sélidos obtidos ; verificar que

4 i

R: Sejam a a hipotenusa, b e ¢ os catetos, e V 0 volunte do
solido gerado pela rotagdo do triangulo em torno do cateto c.

1 % 1 d $
Vo= na<1—)~(i> . op=——rhe?, vi——mxcbh® " oz
3 a 3 3

Tem-se

" s & 1
substituicdo na expressao Vi

| =

+—5, #notando que é

1
v

\
<

a?—=b2t¢?, esta verifica-se.

132 — Calcular as arestas dum paralelipipedo rectangulo
sabendo que as suas medidas estao em progressao aritmética
e conhecendo, além disso, a 4rea total e a diagonal do para-
lelipipedo. R: Sejam x—r, X ¢ X+I 4as medidas das ares-
tas do paralelipipedo. As equagdes do problema sdo :

2 (x —I)?+-X2H(x 1)
A=92% (x—1)+2x (x+1)+2(x—1) (x+I)

Resolvendo éste sistema ¢ atendendo a que ¢ x>0, acham-se

/2L oA
as solugoes X = v df‘—é G PmE \/iﬁ 8

paralelipipedo exista ¢ necessdrio e suficiente que A <2d®. Se
A 942 trata-se dum cubo. Note-se que os dois valores de x con-
dusem ao mesmo parvalelipipedo.

Para que o

ALGEBRA SUPERIOR E MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. (2.° exame de fregiiéncia 1938-39)
I

133 — @) Defina eliminante e resultante dum sistema de
equacdes algébricas. &) Defina coordenadas cilindricas e
deduza as expressdes que as relacionam com as coordenadas
dum sistema cartesiano ortogonal no caso em que coincidem
os elementos de referéncia comuns aos dois sistemas. ¢) In-
dique quais os lugares geométricos que, em geometria anali-

tica no espaco, sao definidos por cada uma das equacoes
vy —y=0; 22?1292 —y-4-x=0. d) Escreva na forma
reduzida e na forma normal a equacdo duma recta no plano e
indique o significado geométrico das constantes que entram
nessas equacoes, no caso dos eixos cartesianos serem
obliquos. ¢) Defina poténcia dum ponto em relacdo a uma

circunferéncia e indique como procede a sua determinac¢do
no caso das coordenadas cartesianas ortogonais,
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134 — Resolva a equacdo: i § v=—35—5 = —=5—1T
1045 — 2745 — 120x* - 12042 - 2760 —10 =0, Gl f_y =25 +4 = s mant iG]
it 1 G L B = _97 L 40 —
R X|=1rXﬁ::'—]yX;::s)X":'EyX:‘:——?-,Xl':—-'Q. R: x4y ]1()X 4y +2z4-40=0
)

135 — Deduza a equacdo da circunferéncia com centro no
eixo dos YY e tangente a recta y — 3y --5=0 no ponto
P@E1). R:3(x*+4y)—10y—5=0.

136 — Determine a distancia do ponto P ao plano =:
g —2

P é o traco da recta v —2 = -Z(— s no plano bisseec-
=g\, =

tor do diedro XOYZ; = é um dos planos que passam pelo
eixo OZ e fazem um angulo de 60° com o eixo OY. R: Hd
dois planos que passam por OZ e determinam com 0 Semi-eixo
OY wum angulo de 60°. As distincias de P a ésses planos sdo

iguais a \/3.
Qutros exercicios
137 — Resolva, pelo método dos divisores, a equacdo
8842 —8x—15=0,

1
e i x; =241,

%% — 3xt = 14«3
. o ! L2 4
RS =B, = — 55

138 — Deduza a equagdo da circunferéncia que passa
pelo ponto P(0,1) e forma com a circunferéncia &+ > —4x
49y --3=0 um sistema que tem por eixo radlcal a recta
.\.—2y—1~0. R:3x*+y)tfx+t+y—4=

139 — Deduza a equagdo do plano que passa por #, e €
paralelo a #,; #, passa por P (1,-1,2) e & perpendicular
a0 plano bissector do diedro XOZY; r, passa por Py(2, -1, 3)
eP;(1,0,1).. R: x-}y=0.

140 —Determine os limites das raizes da equagdo
94" — Bat - a2 — by —8 =0 usando os métodos de Bret e
Newton.

141 — Deduza a equacdo duma recta que passe pelo cen-

tro da circunferéncia "a?--9?—3x -6y 4 7=0 e faga um

angulo de 45° com a tangente a esta circunferéncia no ponto
P(2,—1). R:10y—6x+439=0 ¢ 6y 410x+43=0.

142 — Determine a distancia entre as rectas 7, € 7,:
7, passa por P;(1,--1, 2) e é paralela aos planos 2x — 5y |-

45—83=0 e x—2y—3s-}1=0; r, passa pelo centro da
esfera a?--92-132-1-4y —16 =0 e pelo ponto P(6, 2, 2).
R: b= 1,,‘-, .

/390

+251¢=0, 24+ y—25—2t=0, —x-4 9435+

143 — Determine » de forma que o sistema .\:—3‘,1’—{—

| e
2

0 admita solucdes ndo nulas. R: i=

x+y+efut=

144 — Deduza a equagdo da bissectriz do angulo formado
pelas rectas », e 7,: #, passa pelo centro da circunferéncia
a2-}-9?—4x—06y—13=0 e pelo ponto P(3,—2); 7, € a
mediana relativa ao vértice A(2, 1) do triangulo cujos outros
vértices sio B(3,—2) e C(—1,2).

R: 6F v13)x+(1+ y13)y — (13 F y/13) =0.
145 — Deduza a equacdo da esfera cujo centro € o ponto

de encontro das rectas 7, e 7, € que é cortada pelo plano dos
XZ segundo uma circunferéncia de raio R =95

I. S. C. E. F. (3.0 exame de freq., 20-6-1939)

146 — Calcular trés termos do desenvolvimento, em série
14 a4 \‘
W Eme e

de poténcias da funcio
P § cosh &

15 e S s i 4 —x+

147 — Dada a equa(;?\o x% — 442 |- 6x -} =0 determine
» de modo que uma das raizes seja igual ao produto das outras
duas. Resolva, nessa hipotese, a equacdo. R: Hd dois valo-
141 /11

res de L )=- R

—9 a que correspondem as raises

e 3, e h=-

12 e =2

148 — E dada em eixos c001denado>

-4, a que correspondem as raizes 141,

rectangulares a

recta ») »—‘\-; - y=13 conduzir pelo ponto (0,2) uma recta
¢! tal que o triangulo formado pelas rectas #/, #' e pelo eixo
das abscissas tenha uma area dada s . Discussdo. Examinar,
em particular, os casos m =1 e m—=2. R: A equacdo de
r' é i{—+ i'r“] :
. a
+4(1—m)=0, que tradus ser m a drea do triangulo em ques-
tdo. O problema é sempre possivel (m >0) com duas solugoes
distintas (excepto no caso m=0, que ndo interessa). Uma das
solugoes para m=1 ¢é o ecixo das ovdenadas. Para m=2 as

1+ /5.

onde o ¢ uma das raizes de s*+(4-m)at

rectas solucoes corvespondem aos valoves o~

3.0 exame de freq. extraordinario, 28-6-1939

149 — Duma funcdo y(x) conhecem-se os seguintes va-

lores :

x)y —2, —1, 0.y 1, 2

») 21, Sy AN S |
Calcular a funcdo iuterpoladora P (x) e fazer a sua represen-
tacdo geométrica.

150 —Dadas asrectas ) v —y -2=0e#) x|y —4=0
tirar pelo seu ponto de encontro uma recta tal que o quadri-
latero determinado pelos dois eixos coordenados e pelas
rectas » e 7' fique por ela dividido em duas figuras de area
igual.

151 — Resolver a equagao

2x0 34+ 222 — 114 — 21 =0.

I.S. T. (Mar. Geratis —2.° Exame de freq., 1938-39)

I
152 — @) Demonstrar que o determinante

X a ax Br= N

ko e a axtEliants?

arng () 1 T G S
B e e e
} X 0 Qg g a
R0 S 0T 1

R: Representemos por D, o determinante dado. Para p=1
é, evidentemente, D;=x—a .
Adoptemos na demonstragdo proposta o método de indugdo
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completa, admitindo assim a hipotesede queé D, —(x—a)'~"
Desenvolvendo D, segundo os elementos da segunda coluna,
tem-se: D,——aD,_,+xD,_,=(x—a)D,_,=(x—a)",, c. q.p:

153 —Dada, no plano 40y, acénica ay-2x—5y =0 es-
tuda-la, fazendo o seu tracado aproximado, e achando as suas
equacoes referidas aos eixos e as assintotas. R: 4 conica ¢
wma hipérbole cquildtera. A equacdo veferida aos eixos ¢
e A2

or g —1 ¢ a equacdo referida as assintotas ¢ XY=—10.

154 —Determinar a recta simétrica darecta ¥ — 2=y ==z
em relacdo ao plano 3x -y —s5=>5
3x—5 3y+1. 3z41
R: e =
- b} 17

-1

Outros exercicios

155 — Discutir e resolver o sistema
(@-b)x - (@a—b)y=a>1 b
| (@a—0b)x-|(a 18) v = a® — 8.
Interpretar em geometria analitica no espaco.

ANALISE

F. C. L. (Junho de 1939)

160 — a) Linhas continuas e rectificaveis: Definicdo e
suas propriedades. &) Envolvente duma familia de superfi-
cies: Definicdo, equacdo e propriedades; caracteristicas e
aresta de reversdo. ¢) Superficies regradas: Sua equacdo
vectorial ; definicdo e equacgdo vectorial da linha de estricgédo
das superficies enviezadas. d) Contacto de duas curvas tor-
sas: Definigdo e condi¢des analiticas do contacto de ordem 7.,
¢) Integrais dcfinidos : Definicao e propriedades gerais.

161 — Determine os maximos e minimos da fungao

U TR L 2
g =x"-1-3a? 4y | 2%,
2 4 4
Ripsidiexe ey s corvesponde um minimo z-— L
B ) al

162 — Determine as assintotas da curva
(v —y)P—a® (a2 4+1)=0
Ri K—a, X=—a, Y=X+tay/2, ¢ ¥Y=X-a {2,

163 - Calcule
_l—senx
cos & -}-sen & ¥

QOutros exercicios

164 — Dada a equacdo
1—x2 d?y 1 AN oA
B A S e

substitua a variavel independente & por outra ¢ ligada com
- y1—2.
165 — Determine os pontos de inflexdo da curva
43
x?-3a?
e as tangentes nesses pontos.
166 — Calcule

esta pela relacdo & =

Y ==

= 9
,,/ AP

156 — Dadas no plano x0y, as duas rectas
mx+@m —1)y+3=0 e @Am—-Tx—(m+2)y - 8= 0
determinar 7 de modo que sejam 1.°) perpendiculares, 2.°) pa-
ralelas. Determinar no 1.° caso o ponto de encontro, no 2.°
caso a sua distancia.

157 — Verificar que os planos perpendiculares aos meios
dos lados dum quadrilatero 4 BCD sao concorrentes num ponto.
¢ Qual é a posicdc désse ponto se o quadrilatero € plano ?

158 — Um triangulo variavel tem vértices fixos nos pontos
A4(2,0) e B(04) deslocando-se o terceiro vértice C na recta
x -y =9. Achar o lugar geométrico do baricentro do trian-

gulo.

159 — Determinar a condicdo a que deve satisfazer i para
que a circunferéncia representada pelas equacdes
a2 92 82=R? e v+ y-}-s=1 sejareal. Determinar, nesta
hipoétese, o centro e o raio dessa circunferéncia.

INFINITESIMAL

. 8. C. E. F. (2.° exame de freq., 21-4-1939)

dxdy
167 — Calcular o integral 4 J

a a1 ea limitada pelos eixos coordenados e pela elipse

+ }b% — 1 no quadrante positivo dos eixos. K:

zntegral dado. A func@o integranda ¢ infinita sobre parte do
contérno de A. E fdcil porém provar a convergéncia de 1.

{ x=aX

Facamos 7

: | y=bY

limitado pelos eixos coordenados e por X*+Y?>—=1. Alendendo

(,y)_ab seas A8 / ab dX dY i/]“ﬂxdﬂo
A(X,Y) \/1 XT YR e A

introdusindo coordenadas polares E pois

Seja I o

A transforma-se em A', dominio

a que é

[—ab ﬂﬂ‘de o g
=a e
N s

integral éste, evidentemente convergente. Efectuando o cdlculo

obtem-se 1= 3 wab.

168 — Determine os pontos de inflexdo da curva
xy —=2a \/2ax — 2.

169 — O integral

.f Prunes

. S. T. (2.° exame de fregiiéncia 1938-39)
I

1 -3
u'] T serd convergente ?

; / ' dxdy

R R e R esten=~
(142457

170 - Calcular o integral duplo

(V74

dido ao interior da pardbola 3= 2px.
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171 — Integrar a equacao
o yvdx—xdy o0
%2 F{_},z’

xdx-ydy
Vitets
172 — Determinar os pontos singulares da curva
=22y fat—a>=0.

173 — Integrar a equacdo ' — ' = (¥*—1)¢".

IT

174 — Sendo ; o raio de curvatura num ponto P qualquer,

e n=PA o segmento de normal compreendido entre o
ponto P e o eixo dos xx, determinar, entre as curvas planas

ACN AT IS T

F. C. C. (exame de freq., Junho de 1939)

178 — Provar que a equacdo &2y f4dxy' | 2y=X
admite um integral regular na origem x_O desde que X
seja também regular neste ponto.

179 — Provar (sem recorrer ao teorema analogo de Le-
besgue) que tdoda a funcdo integravel R satisfaz a condicdo

lim / flx+-h) —f(x)|dx=0.

’*’u

F. C. L. (2.° exame de fregq. em 1939)

180 — a) Equacdes diferenciais totais a trés varidveis:
Pdx--Qdy-|-Rdz=0. Definigdo da sua integracdo e condi¢ao
para que uma equacdo déste tipo seja diferencial total. 5) Equa-
cBes ndo lineares as derivadas parciais de primeira ordem:
generalidades ; definicdo de integral completo. ¢) Equagses
as derivadas parciais de segunda ordem: defini¢do de inte-
gral intermédio. &) Equacdo diferencial linear de ordem 7:
equacoes adjuntas e auto-adjuntas. Térmo geral da equacao
auto-adjunta de segunda ordem. ¢) Definicdo e classificagao
das equacoes integrais. Transformacdo da equacido de Vol-
terra da primeira espécie numa da segunda espécie, quando
o nicleo se ndo anula para valores iguais das variaveis.

integrais de equa o =2n, aquela que tem ordenada mi-

nima no ponto > (Eixos rectangulares).

175 — Integrar a equacao

LA dy) L=
ar ot

efectuando a transformacdo & = #*.
176 — Calutlar o volume do sélido comum aos dois para-

2

e
-v~-—~:2~ L =2(12—85).
12 5 SRR
177 — Determinar @ de modo tal que a superficie 5= a* |-
4-4?--axy seja planificavel. Escrever a equacdo do plano
tangente na origem dos eixos coordenados.

boléides

SRR EOR

181 — Aplicar o teorema dos residuos ao calculo do inte-
oo

) & dx
i /W%ﬂﬂv—x+h

182 — Determinar o integral geral da equagdo 4x’ — ¥ —
— ay?4ay' =0 de que é integral particular ¥y = — 2x.

183 — Determinar o sistema de integrais gerais do sistema
\ dy

Ly 3g=sen2x
dx =

{

( aslir

| dx L%
Qutros exercicios

2

dz :
: \/(z-9) (1) (e — 1)

2=

184 — Calcular

185 — Determinar o integral geral da equa(;ao
xy Y —xy!2—2y y' 4 xy? =0.

186 — Determinar o integral geral da equacdo

y(e—y)dv-xs(x+1)dy —wy (v - 1) da =

GEOMETRIA SUPERIOR

F. C. C. (exame de freq., Junho de {939)

187 — Supondo a';, = »a;,, com » constante, exprimir a
curvatura de f'=a', dx;dv, em funcdo da curvatura de
f=a,dv;dx, .

188 — Seja 7, a variedade linear bidimensional cons-
truida sobre as direccées concorrentes £ e #, e seja L uma
direcgao arbitraria de V. Provar que a relacdo sen (&) =
= cos ({x) implica cos ((n)=0.

F. C. L. (exame de freq. em 1939)

189 — @) Invariantes e parametros diferenciais. Covarian-
tes. Primeiro parametro diferencial e parametro diferencial
mixto. &) Equivaléncia de duas formas diferenciais quadra-
ticas. Definicdo. Condicdes de integrabilidade do sistema de
equacdes de Christoffel. ¢) Métrica angular sobre uma super-
ficie. Involucdo circular de elementos lineares. @) Sistemas
de coordenadas curvilineas isotérmicas; parametros isomeé-
tricos.

190 — Determinar o parametro » de modo que a forma
f=2x¢+ 2 y5 -+ a*-|- y* — 25t seja degenerada; para o valor
positivo de 2 formar uma sua cadeia de menores principais e
concluir a partic dela quais os ntimeros caracteristicos da
forma.

191 —Dada a forma o — & dxdy — ds* — xyduds -
9

]

-l sdx* — ydyds calcular o simbolo

(3]

Outros exercicios :

192 — Determinar os parametros m,#,p de modo que
X=mx+ ny

a substituicdo . 1  seja ortogonal. Indicar o nt-
Y= ey
\ ‘ 2 =
mero de solucdes do problema e fazer a associacao dos valores
correspondentes.

193 — Transformar a forma f = y*da*-|- ydxvdy —dy* me-
diante a substituicdo ¥ =X Y,y = eX~Y e verificar a
1e1a(;ao entre as funcoes A, e A', para os valores 7 =k =1,



GAZETA DE MATEMATICA

COMPLEMENTOS DE ALGERRA

F. C. C. (exame de freq., Junho de 1939)
194 — Achar a composicio de

f@)=(E—r)(a—r): - (s—r1,)

e do seu grupo G de Galois na hipétese de existir uma funcéo
circulante para 7,7, --7,.

195 — Tendo-se ¢ (8)=0 e B=7y(x) com ¢ e 7 no
corpo C, toda a equacdo que o verifique neste corpo é de
grau pelo menos igual ao grau de ¢. (Supde-se ¢ irredutivel).

F. C. L. (exame de freq., Junho de 1939)

196 — Defina : 1) Substitui¢do linear ortogonal e enuncie
as principais propriedades das substituicées déste tipo.
2) Polos duma substituicdo linear. 3) Matriz de Hermite,
Propriedades. 4) Covariante e invariante duma forma algé-
brica. Exemplos. 5) Indice dum sub-grupo num grupo dado
de substitui¢des. 6) Isomorfismo holoédrico e meriédrico
entre dois grupos de substituicdes.

E DE GEOMETRIA ANALITICA

197 — Mostre que o conjunto das quatro matrizes

1 0] JI=1 0] l LS SOPESIT== 1 Fe 0]
s EE QiR 0_1’5’ e Do A PR e
forma um grupo, adoptando como lei de composicdo o pro-
duto de matrizes.

198 — Determine a equacdo da hipérbole que tem por
assintotas as rectas de equagdes ¥ —x —1—=0 e x=0 e
passa pelo ponto P ( —20).

Qutros exercicios
199 — Determine a equacido da hipérbole equilatera que
passa pela origem, tem por assintota a recta ; TR e
por centro o ponto de abscissa 1. Determine em seguida, por

aplicacdo dos invariantes, a equacio da curva referida as
assintotas.

CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. C. L. (2.° exame de fregiiéncia em 2-6-1939)

200 — a) Conceito de probabilidade elementar e sua im-
portancia nos problemas de probabilidades continuas. Princi-
pio da invariancia por deslocamento. &) Enuncie o problema
das probabilidades das causas. Teorema de Bayes.

201 —¢) Enuncie o problema da compensacio de obser-

- vacoes indirectas de precisdo diferente e indique a forma de

o resolver. ) Enuncie os postulados de Gauss.

202 — Os 3 angulos dum triangulo plano A B C foram
medidos, obtendo-se os seguintes resultados: A — 62027/ 32!/
(péso 2); B = 5601652 (péso 1); C=6101544" (péso 2).
Calcule, pelo método geral de compensacdo das observacoes

MECANICA

F. C. L. (2.° Exame de fregiiéncia em 4-5-{939)

204 — Cinemdtica : a) O que entende por movimento de
roto-translacdo; defina decomposicdo prépria e imprépria.
b) Enuncie o teorema de Coriolis e escreva a sua expressio
definindo as diferentes aceleragdes. ¢) Defina os angulos de
Euler. 4) Enuncie o teorema de Chasles (movimento de uma
figura plana no seu plano).

205 — Estitica e Dindmica : a) Defina forcas motoras e
resistentes. §) Enuncie os teoremas gerais sobre o equili-
brio. ¢) Enuncie as condi¢bes gréficas necessarias para o
equilibrio dos poligonos funiculares. &) Escreva as equa-

condicionadas, os valores compensados dos angulos.
R A =162027'30!", B'-=56016/48!", =610l 491"

Outro exercicio

203 — Com 3 baralhos completos de 52 cartas formam-se
3 grupos de cartas nas seguintes condicoes:

1°) Com 40 cartas (tirando dum baralho completo os
88,9.9 e 10,10).

2.°) Com as figuras dum baralho (as, dama, valete e rei).

3.°) Um baralho completo de 52 cartas.

Escolhendo ao acaso um déstes grupos tira-se uma carta,
que depois se reconheceu ser o rei de espadas,

¢ Qual € a probabilidade da carta pertencer ao 1.° grupo ?

E se a carta aparecida fosse o 10 de espadas ¢ qual sers
a probabilidade de pertencer ao 1.° grupo ?

RACIONAL

¢oes de Euler relativas ao movimento do ponto material livre

(equacdes intrinsecas). § :
206 — Problemas : a) Determine as coordenadas do centro

de gravidade do solido gerado pela drea plana compreendida

entre o eixo OY, arecta y — p ea parabola 32 = 2px, quando
R

ela roda de 360° em tornode OY. R: (=0 15— F) p £=0.
)

6) Um ponto material de péso mg €& obrigado a permane-
cer sdbre uma circunferéncia situada num plano vertical.
Determinar a for¢a que deve atrair o ponto para a extre-
midade superior do diametro vertical, a-fim-de que éle
esteja em equilibrio num dos extremos do diametro hori-
zontal. " R\ =12 mg.
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ASTRONOMIA

F. C. L. (2.° Exame de fregiiéncia em 8-5-1939)

207 — a) Defina directriz e linha média de um nivel. Diga
o que entende por nivel calado e por nivel rectificado.
b) Defina colimagdo de um instrumento de passagens colo-
cado no meridiano. Que métodos conhece para a determina-
¢do de colimagdo? ¢) Quais as estrélas mais convenientes
para a determinacdo de azimute de um L P. colocado no
meridiano; justifique a resposta. @) Como se reduzem as
observagdes feitas nos diferentes fios do reticulo, de um I P.
colocado no meridiano, ao fio do meio? ¢) O que ¢ paralaxe
de um astro? Que espécies de paralaxe conhece? f) Indique
as principais diferenc¢as entre os métodos de Gago Coutinho
¢ de Talcott (determinacéo de latitude).

PROBLEMAS

(x—a) (x—0)

(x—c) (x—d)®
duz a uma fungdo racional quando se verifica a relagao har-
monica 2 (ab-+cd)=(a+b)(c+d).

209 — Mostrar que a primitiva de se re-

210 — Determinar um conjunto ordenado de cinco alga-
rismos e uma base de numeracio tais que o numero repre-
sentado por ésse conjunto nessa base seja duplo do nimero
representado pelo mesmo conjunto na base dez.

211 —Sendo & o nimero complexo & =& + iy repre-
sentado pelo ponto M(x,y), referido a eixos rectangulares,
achar o lugar geométrico de M quando o argumento de 2*—1

208 —a) Observaram-se duas estrélas na sua passagem
meridiana e determinaram-se os tempos f; = 15h 20m 24s, 80
e (0,=—15030m 105,04 das suas passagens na média dos fios.
Pretende conhecer-se o azimute do I. P., supondo-se cons-
tante o érro de nivel e nulo o de colimacdo. A latitude do
lugar de observagio é o==238°43/0/", e as coordenadas das
estrélas sdo

4y = 15h 18m 125,40
{ 5 = —5°20/12",00
R:a==2571.

b) Supondo que 6, = 15h 20™ 145,80 € o tempo sideral de
Lisboa, determinar a hora legal nesse instante. A longitude de
Lisboa é %=-}-0h 36™ 44568 R:H;=0h57™ 85,27,

2 = 15h 27m 545,40
5, = 550 10 25,00

PROPOSAIOS

é constante, e o lugar geométrico de M quando o médulo de
5*>—1 é constante.

212 — Por dois pontos 4, B duma hipérbole, tragam-se
paralelas as assintotas. Provar:

1.0 — Que uma das diagonais do paralelogramo assim for-
mado passa pelo centro da curva;

2.0— Que metade dessa diagonal é meia proporcional
entre as distancias do centro do paralelogramo ao centro da
curva e ao ponto em que ela encontra a tangente em Z

3.0 — Que esta mesma diagonal é meia proporcional entre
as distancias do centro do paralelogramo aos pontos em que
a segunda diagonal corta a curva.

RESOLUCAO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS NO N.° 1 DA «GAZETA DE MATEMATICA>»

Consideraremos os problemas propostos no n.° 1 da «Ga-
zeta de Matematica» com a numeracdo 110, 111, 112 e 113 para
facilitar futuras referéncias.

110 — Considerando o solido dividido em cilindros elemen-
tares, de base @, s*-}- @, 5> 1~ ay, & - a; (1) e altura ds, teremos

L

P [ (@95} 8 -, 5+ @) ds = —1‘%‘ USRS
e

2

Por outro lado

Bi—d; <— —25)34— a, <— g)-{— a, <— g) +ay

/
/el B\ 2 h
By=a, <§> -+ a ( é‘) +a 9 +ay
LW — a;;

1
logo V = BB+ Byt 4M] = % B ayh )

Como vemos as expressdes (2) e (3) sdo idénticas como
se queria demonstrar.
Cone : Vejamos que aspecto toma (1) neste caso parti-

cular. A equacgdo da recta geratriz AB, situada no plano

h h
dos x5 € 5=— i -+ 5 Para termos a equacio da super-

ficie conica de revolucdo em torno do eixo dos g¢ basta mudar

x em {/a?-l-92 e portanto
oy 2 R* . R?
e SRS D ) MO e A el Rk
RVx—l—y—]—? donde x2--y - = +4
2
A
0h w
,/"“l:"“\‘
B

J

A area de qualquer sec¢do dum plano horizontal é
= R? = R? = R?
T (1)

pois a2} »? é o raio de cada uma dessas seccoes; vé-se que
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ndo ha termo em &*, isto &, a,—0. Entdo
’

1 ¥ rR2 &
= % h|=R*4 04 4—4

=_—=zR}h.
3

»

Esfera: A sua equagdo, em relacdo a 3 eixos ortogonais
de origem no centro da -esfera, € a2} 32=—32-L R2,
Logo aqui a expressdo ({) toma o aspecto — = 2SR L)
Também aqui nao ha térmo em 2, quere dizer, a@;==0,
mas além déste coeficiente é ainda nulo a,. Entio
% =—6157‘2R o_[,-of;,zi_ﬁRe]:if;ﬁR*.
(3]

esf.

&2 10—

Lol

9
o
<

JOSE ARANDES

22
— 111 — a) Para determinar o /7m - ~, onde 7z é a va-

w00 @
riavel inteira, notemos que sera [im f(n)= lim f (x) onde
n->co x> o0 4
x € a varidvel continua, se existir /Zm f(v). Entdo,teremos
(ke 5 0)

aplicando duas vezes a regra de 'Hopital,

X i 2

lim —=2 lz m — »:2 bim — =0 e portanto /lim — —0.
w=>l00 8% v > 60 (! o0 €% n->o0 €
AASHGy

— 111 — 4) Aplicando a regra de lHopltaI e supondo que

o limite é 4,

1 1 1
lz'mi / (1+sen2f) dt=1lim (1+sen2x)° —A4.
2= 0 %) o a0

REEACST Al

Da preparagdo apressada do 1.° ntimero da «Gazeta de
Matematica» resultaram intimeras imperfeicdes (erros, gralhas
etc.) que aqui ficam convenientemente rectificadas.

Pede-se aos colaboradores da «Gazetas que escrevam de
um modo perfeitamente legivel, para que fiquem facilitadas as
tarefas de verificacdo e revisdo de provas.

— 5 — Substituir no enunciado déste exercicio cos?d
por sen®b.
-— 22 — Substituir na resposta :
{ x4+3y=15 ( x+3y=15x4 Lo Ggte
por Xx=3/79/, por X=063/>
) L e BT por Ml o &
e y=46/;° por y=176/;0/.

— 29 — Substituir no resultado n—0 por n—2, e o pe-
riodo final por éste outro: 4ssolucies sdo x—r, para n—1,
e x=0, para n—2
S 15

— 35 — Substituir no resultado 3"

por -

— 44 — Acrescentar 2 alinea 4) do resultado a solucao z;—0.

— 48 — Substituir no resultado

1Dete1;minemos A: Sabe-se que '
log 4— lz m 2 log (1+sen2x)
r—>0 X

e, aplicando a regra de 'Hopital, vem

2 cos 2x
-lim ————

log A4 -
5 v r0ltsen2x

logo sera 4 =¢°.
ASHE

— 113 — Seja’ p o numero médio, dos 2#--1
que satisfazem as condicoes do enunciado. Sera: |

oo (ptny

numeros

Byt (o *‘U""H’ﬂ (Al
ou '
(n+1)p* (1 +22+ - +1%)—2p (1424 - 41)—
=np?+(1+224 .. 92+ 25 (1421 ... 4-21)
donde
P2=2pn(ni1)
€ o problema tem duas solugdes : )
) —»n,..0,...: ;
g I 2m82+#%,...2824+ 2%, ... 292+ 3n.

Para n—1 Il) da-nos as medidas dos lados do triangulo
de ouro; para n#—2 é-se conduzido ao 1.° problema sob a
epigrafe Curiosidades no presente nimero da Gazeta.

[ CAGO:ES

— 53 — Mostrar que todas as raizes da equacio :

)"

1~r7t

sS20 reais.
1—7x >

(=

S
R: e
1—ix
<com 0
donde
__ 1-—cost—isens R ¥ [ = ‘k/—'\)
“seny(1+coso)i  ©2 ( :

expressao que so toma 3 valores reais, c. q. p.
— 57 — Substituir no resultado

S X g5 g B 2
E 7 -\ [/ 2 —

V (x)— '.,'; =

— 65 — Averigue se ha polinémios inteiros em x que sa-
tisfacam a equacdo

[ dy

d? v
Y (x—1)y'—49—0 A g e e
ety ayo (v 2 8,

dr-

R: Sefa  y=ayx'+a,x" +a,x" 2 fa;x" 3y axt 44 ... +a,
Calculando v' e y! e substituindo na equacdo diferencial

V'+x—1)y' —4y=0 ‘vem .. (n— 4)agX"+ (—a,—4ay) x" ! +
+ (122, r)al—f—QaQ)X’ 4+ (6a;—2a,—3a))x" 3+ ... =0 donde
n=4 — a;——4a;, 'a,~12a;, a,——16a, e a,=10a, e por-
tanto y=a,(x"-4x’+12x2-16x+10),
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HUMORISMO

A relatividade para meninas de sociedade

Um professor foi a um cha dansante e uma rapariga que
ficou a seu lado preguntou-lhe: «Sr. Professor, diga-me em
poucas palavras o que vem a ser a Teoria da Relatividade».
O Professor respondeu : «Da melhor vontade ! Mas deixe-me
contar-lhe primeiro uma pequena histéria. Uma vez num
passeio que dei com um amigo francés iamos cheios de séde.
A certa altura encontramos uma herdade e eu disse-lhe:
«Vamos beber um copo de leitey. «O que ¢é leite? «Oh! entdo
ndo sabe o que é leite ? E um liquido branco que...» «O que
é que quere dizer branco?» «Branco? Vocé ndo sabe o que
quere dizer ? Bem, o cisne...» «O que quere dizer cisne?»
«Cisne é uma ave grande com o pesco¢o arqueado. ..» <O que
é arqueado ?» «Arqueado ? Oh ! Céus, entdo vocé nao sabe o
que isso é? Bem, olhe aqui para o meu braco, quando eu
o ponho levantado nesta posicdo éle esta arqueado». «O queé,

arqueado ¢é isso? Ah! bem, entdo ja sei o que é leitey. (Do
livro de Max Born : «The Restless Universe», transcrito pelas
revistas «The Mathematics Student» e «Scripta Mathematicay).

LIRISMO
Um matemadtico que ndo tem qualquer coisa de poeta
nunca sera um bom matematico. KARL WEIERSTRASS
MODESTIA
Sturm quando falava do seu célebre teorema, dizia : «o teo-
rema de que eu tenho a honra de usar o nome.. ».
CURIOSIDADES

O namero de dias do ano goza das seguintes proprieda-
des: 1.”) é a soma dos quadrados dos trés numeros inteiros
consecutivos 10, 11, e 12 2.2) é também a soma dos quadra-
dos de 13 e 14. Isto é 365 = 102 4 112 4 122 — 13? 4 14°.

— Com 6 segmentos iguais construir 4 triangulos equi-
Jateros iguais tendo por lados os segmentos dados.

BEBLIOGRAFIA

A «Gazeta de Matematica» fara referéncia a todos os livros
e revistas que lhe sejam enviados pelos autores ou editores e
para ésse efeito sera criada uma seccdo bibliografica.

Bento de Jesus Caraca — Li¢des de Algebra e Analise,
vol. 1I, fase. 1.°, Fungoes, Limites, Continuidade. Depositario
Geral : Livraria Sa da Costa. Lisboa, 1940, 262 pag. 40500.

Contém : cap. 1.° Variaveis e Conjuntos, cap. 2.° Nocdo de
[Funcao, cap. 3.° Teoria dos Limites, cap. 4.° Teoria da Conti-
nuidade, Indicacoes bibliograficas e Exercicios. Assinalamos
a0s nossos leitores o aparecimento déste livro, a que faremos
uma referéncia mais detalhada num nimero posterior.

Portugaliae Mathematica. Faculdade de Ciéncias. R. da
Iscola Politécnica. Lisboa. Publicagao subsidiada pelo Insti-

tuto para a Alta Cultura. Assinatura para Portugal 100300 por
cada volume com cérca de 500 péaginas.

Estao publicados quatro fasciculos do vol. I desta revista.
Os drtigos publicados sao os seguintes: IFasc. 1.°: Antoénio
Monteiro — Sur l’additivité des noyaux de Fredholm. Fasc. 2,
Aureliano de Mira Fernandes — Derivate tensoriale simetriche;
Ruy Luis Gomes — Les changements de véféventiel et la ciné-
matique des ensembles (de points). Quelques problémes qui en
dépendent ; Aureliano de Mira Fernandes — Equasioni di strui-
tura dei gruppi di Lie. Fasc. 3: Caius Jacob — Sur les mou-
vements lents des fluides parfaits compressibles. 2.2 Parte,
fase. 1: Antonio Monteiro — Zntroduction ; Le Congrés Inter-
national des Mathématiciens ; Aureliano de Mira Fernandes —
Reimpress@o das Notas publicadas nos «Rendiconti della R.
Accademia dei Lincei», de 1928 a 1937.

NGO ol O 4 RiE0

CONGRESSO INTERNACIONAL DE MATEMATICA —-
Por motivo da guerra euvopeia o Congresso Internacional dos
Matematicos que devia realizar-se éste ano, no més de Setem-
bro, em Cambridge (Massaschussets), U. S. A,, ficou adiado
sine-dia.

SEMINARIO DE ANALISE GERAL. (Lisboa) — Reali-
zou o sr. Mario de Alemquer, neste seminario, um curso sdobre
a Teoria dos Anéis e Ideais. No dia 8 de Abril, realizaram-se
ainda no mesmo semindrio, sob a presidéncia do Prof. Dr. Pe-
dro José da Cunha, duas conferéncias: Objectivo da Topologia
Geral por H. Ribeiro e Importincia da Andalise Geral por
A. Monteiro. Estas conferéncias tinham por objectivo infor-
mar os estudiosos sobre o plano de trabalho do Seminério, a
realizar no Centro de Estudos de Matematica recentemente
criado em Lisboa pelo Instituto para a Alta  Cultura, centro
que funciona sob a direccdo do Prof. Pedro José da Cunha.

GAZETA DE MATEMATICA —O préximo namero (3) da
Gazeta sera especialmente dedicado aos candidatos ao exame
de aptiddo as Escolas Superiores. Néle publicaremos os pon-

tos dos exames de aptiddo do ano passado, que‘ ainda nao
foram publicados na Gazeta, bem como os pontos modelos
déste ano, acompanhados das respectivas resolucdes. O nii-
mero 4 da Gazeta sera dedicado aos estudantes de Matematica
das Escolas Superiores, e néle serdao publicados os pontos dos
exames finais (de Julho e Outubro) do ano lectivo passado.

SERVICO DE INFORMACAO — Com o objectivo de esta-
belecer um contacto mais intimo entre os leitores e a «Gazeta
de Matematicay, resolvemos criar um servico de informacao.
Todas as consultas devem ser dirigidas a Redaccdo da nossa
revista.

ASSINATURA DA GAZETA — Atendendo aos pedidos
de alguns leitores resolvemos montar um servico de assinatu-
ras da Gazeta. A assinatura de quatro ntimeros custa 12300,
Os pedidos devem ser dirigidos 2 Redaccdo da Gazeta.

Assinando a Gazeta, os nossos leitores contribuirao para
o desenvolvimento desta Revista. Os recibos serdo enviados
a cobranca pelo correio.




