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HABITAR A GAZETA:
UM DESAFIO QUE SE RENOVA

PAuLO SARAIVA
Universidade
de Coimbra

A nova equipa editorial apresenta-se e reafirma os propoésitos

da Gazeta de Matemadtica.

On." 199 da Gazeta de Matemdtica surge com uma nova
equipa editorial, respondendo ao desafio feito pela
Silvia Barbeiro, anterior diretora da revista. Acompa-
nham-me nesta missao Patricia Beites, Rui Santos e San-
dra Bento (ver ao lado as sinteses biograficas). Renova-se
a equipa — com a responsabilidade de continuar, e até de
melhorar, o bom trabalho que foi feito —, mas mantém-
-se 0 proposito plasmado no estatuto editorial: fazer com
que a Gazeta seja um espaco de divulgacdo de cultura
matematica, capaz de estimular o gosto pelo seu estudo,
assim como a troca de ideias entre quem a estuda, ensi-
na, investiga, usa ou simplesmente por ela se interessa.
Também renovado foi o Conselho Editorial, garante da
qualidade da revista, com a missdo de criagdo de pontes
com toda a comunidade matematica.

Sao multiplos e aliciantes os artigos que o atual ni-
mero nos propde. No espago Atractor, podemos enten-
der como funciona o Método de Lill, um procedimento
dindmico de procura e visualizacdo dos zeros de um
polinémio, com facil implementacdo por via computa-
cional. Também da localizacdo dos zeros de um poliné-
mio, agora na varidvel complexa, nos fala Ricardo Ma-
mede, ao abordar, no Canto Délfico, o interessante Teo-
rema de Gauss-Lucas. Hélder Pinto, novo coordenador
do Recreio, apresenta-se e descreve o seu percurso pela
matematica recreativa. No artigo de José Carlos Santos,
abordando o tema de certas conveng¢des matemiéticas (e
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suas razdes), compreendemos por que razdo “E Natu-
ral Querer Saber se o Numero 0 é Natural”. Na cativan-
te rubrica Historias da Matemadtica, Carla Cardoso faz
uma incursdo pelo Ludus Regularis, um jogo de dados
especialmente concebido para elementos do clero! Na
sua habitual crénica, Nuno Camarneiro coloca-nos des-
ta feita perante implicagdes e desafios vdrios resultantes
do advento da chamada Inteligéncia Artificial. O pro-
blema da otimizacdo da utilizacdo dos recursos hidri-
cos, mais premente em cada ano que passa, é tema do
artigo “Agua, Agua em Todo o Lado e Nem um Pingo
Desperdigado...”, de Sofia Lopes e Fernando Fontes, no
espago Matemadtica para a Indtstria e a Inovagao. O duro
percurso de vida da matematica angolana Maria de Na-
tividade é o convite para a leitura de Matemdticos na
Primeira Pessoa. Também neste niimero, Gongalo Jorge
e Diogo Oliveira e Silva exploram trés facetas do Teore-
ma de Borsuk-Ulam no seu “Ondas, Agulhas e Magia”.
Por tltimo, nas Cartas da Diregdo, destaca-se a posicao
critica da SPM a respeito das homologadas Aprendiza-
gens Essenciais para o Ensino Secundaério.

O préximo ndmero assistird a criagdo de uma nova
coluna, Arte e Matemadtica, da responsabilidade de Pe-
dro Freitas, ficando as Historias da Matemadtica sob a
coordenagdo de Jorge Nuno Silva.

A Gazeta de Matemitica é fruto do trabalho de todos
os que a habitam: editores e membros do Conselho Edi-



torial, colaboradores técnicos, autores e coordenadores renovo o repto de que todos os que se interessam pela
das colunas e dos artigos. Claro, os leitores sdo a razdo matematica se sintam estimulados a contribuir com tra-
de ser da revista: também eles sdo convidados a habit4- balhos que nos levem a aprecid-la ainda mais e a apro-
-la com o seu olhar critico! Em nome da equipa editorial, fundar o conhecimento acerca dos temas neles contidos.

BIOGRAFIAS DOS EDITORES

Paulo Saraiva
Universidade de Coimbra

Paulo Saraiva ¢ professor da Faculdade de Economia
da Universidade de Coimbra (FEUC). Licenciado e
mestre em Matemadtica (especializagdo em Ensino) pela
FCTUC, doutorou-se em Economia Matemdtica e Mo-
delos Econométricos pela FEUC em 2004. E membro
da Linha de Algebra e Combinatéria do CMUC — Centre
for Mathematics of the University of Coimbra e colabo-
rador do CeBER — Centre for Business and Economics
Research. E coeditor do Boletim FEUC et al. desde 2019.
Os seus principais interesses de investigagdo e docéncia
incluem tdpicos de dlgebra ndo associativa, cdlculo dife-
rencial e integral e equacdes diferenciais.

Patricia Beites é professora do Departamento de
Matemdtica da Universidade da Beira Interior (UBI) e
membro do CMA-UBI — Centro de Matemdtica e Apli-
cacdes da Universidade da Beira Interior. E doutorada
em Matemadtica e licenciada em Matematica (Ensino)
pela UBI; é mestre em Matemtica (Algebra) pela Uni-
versidade de Lisboa. Os seus principais interesses de
investigagdo prendem-se com tdpicos de dlgebra, em
particular ndo associativa, e de educacdo matemadtica.

Patricia Beites
Universidade da Beira Interior

Rui Santos é professor na Escola Superior de Tecno-
logia e Gestdo do Politécnico de Leiria e membro do
CEAUL — Centro de Estatistica e Aplicacdes. E licencia-
do e mestre em Matemdtica Aplicada a Economia e a
Gestdo e doutorado em Probabilidade e Estatistica. As
suas dreas de interesse na investigacdo e na docéncia
incluem os fundamentos, histdria, ensino e aplicacdes da
probabilidade e da estatistica, simulacdo, distribuicdes,
epidemiologia, meta-andlise e ciéncia de dados.

Rui Santos
Politécnico de Leiria

Sandra Bento
Universidade da Beira Interior

Sandra Bento é professora no Departamento de Ma-
temdtica da Universidade da Beira Interior. Licenciada
em Matemdtica pela FCUL e mestre em Matemdtica
Aplicada pelo IST, doutorou-se em Matemdtica na Uni-
versidade do Porto, em 2011, com investigacdo na drea
da Geometria Algébrica. As suas dreas de interesse na
investigacdo e na docéncia incluem educagdo matemdti-
ca, diddtica da matemadtica e comunicacdo e divulgacao
de ciéncia.
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POLINOMIOS VS. POLIGONOS

O método de Lill € um processo dinamico que permite visualizar os zeros

conteldos intera
www.atractor.pt

Quaisque coes ou sugestoes

do bem-vindas par

atractor@atractor.pt

reais, se existem, de qualquer polindmio de grau positivo numa variavel

real. Com este método, podemos testar a existéncia desses zeros e analisar

como eles variam com os coeficientes do polinémio. O método tem ainda

a vantagem de ser facil de implementar em computador e de se adaptar a

uma abordagem interativa, como a que aqui se apresenta.

Consideremos uma equacdo polinomial na varidvel
real x

o)

X+ a1 x" VL ax4ay=0

com coeficientes reais ay,, - - - , 4y, sendo n um inteiro po-
sitivoe a,, # 0. A primeira etapa do método de Lill (cf. [2])
associa ao polinémio

f(x) = anx" +a, 1 x" 1+ .. Faix +ag

um caminho no plano feito de segmentos de reta hori-
zontais e verticais, cujos comprimentos sdo determina-
dos pelos coeficientes de f. Mais precisamente, comega-
mos por tracar um segmento de reta w, horizontal, de
comprimento |,|, com inicio no ponto O = (0,0) do pla-
no cartesiano, dirigido para a direita se g, > 0 e para a
esquerda se a4, < 0. Designemos por P, o ponto final de
ay. Se ay,—1 # 0, tragamos outro segmento de reta a,_1,
com inicio em P, mas desta vez vertical, medindo |a,_1],
edirigido paracimase a,_1 > 0 e parabaixose a,_1 < 0.
Denotemos por P,_1 o ponto final de «,,_;. Se 4,1 =0,
este segmento «,_1 reduz-se ao ponto P,. Verifique-se
na figura 1 estas duas etapas para os polinémios 2x + 1,
x—2ex.

Sen >2ea,_p # 0, prosseguimos com a construcdo
anterior tracando outro segmento horizontal, digamos
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Figura 1.
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" - &2, justaposto ao ponto final do tltimo segmento traga-

do e medindo |a,_2|. A dire¢do deste novo segmento de-
pende, como anteriormente, do sinal de a,_»: para a es-

r

querda se a,_p > 0, para a direita se a,_» < 0. Em geral,
as dire¢des dos segmentos cumprem a seguinte regra: a

L

curva a que se vai desenhando, feita de segmentos de

4 6 reta justapostos, orienta-se no sentido contrdrio ao dos

ponteiros do relégio se os coeficientes sdo todos positi-

vos, e no sentido hordrio caso os coeficientes sejam todos
negativos. Mais precisamente, se os coeficientes do poli-
némio de grau n sdo todos positivos, entdo os segmentos
correspondentes as parcelas no polinémio de grau n —k,
CEYTY com k par, sdo horizontais, tendo sentidos alternados e
comegando para a direita; e os segmentos associados as
parcelas no polinémio de grau n —k, com k impar, sdo
verticais, também em sentidos alternados e comecando
? para cima. Se o polinédmio tiver um coeficiente negati-
vo, o sentido do segmento correspondente é o oposto ao
descrito; se o coeficiente for nulo, o segmento reduz-se a

um ponto. Na figura 2, esta construgdo estd feita para os

polinémios x2 — 5x 4 6, x> — 5x e x> + 6.

5 A construgdo desta representacdo plana do poliné-
mio f termina quando se esgotam os coeficientes do po-
linémio, obtendo-se deste modo uma curva a formada
por £ segmentos de reta, sendo 1 < £ < n +1, que come-
¢a em O e termina num ponto que designaremos por T.
A figura 3 mostra a curva « para os polindmios
3t + 2% +2x% —5x+7, 3x* +2x% —5x +7, 3x* —5x 47
e3xt+2x2+7.

Uma vez tracada a curva &, construa-se uma outra

=5 -4 =3 -2 =1 1

curva, digamos B, dependente da escolha inicial de um
angulo 0:

(@) O primeiro segmento de reta 1 de f comega em O,

tem inclinagdo relativamente ao eixo dos x's dada por

Figura 2.

Figura 3.

ATRACTOR ¢ Polinémios vs. Poligonos 05



06

0, e termina num ponto Q; da linha que passa em P,
com diregdo vertical.

(b) O segundo segmento de reta B, de B comeca em
Q; e faz com B um angulo de 90°. Esta mudanga de
angulo na dire¢do do movimento de B exige uma es-
colha se a continuagdo f; é feita do outro lado da linha
vertical ou do mesmo lado de fB;. Essa escolha é feita
de modo a assegurar que o segmento f3; interseta a
linha horizontal determinada pelo coeficiente a,,_, do
polinémio f.

(c) Prosseguimos com o processo descrito anterior-
mente, até se intersetar a reta que contém o dltimo
segmento da curva a.

Em geral, esse tltimo ponto da curva p difere do dltimo
ponto T da curva «. Coincide com ele se e s6 se o nimero
xo = —tangente (6) for um zero real do polinémio. Ou seja,
a equacdo (1) tem uma solugdo real se e s6 se for possivel
unir O a T por uma curva f como definida anteriormente.’

Se uma tal curva p existir, as curvas a e f formam um
poligono L, possivelmente degenerado num segmento,
a que chamaremos poligono de Lill do polinémio f. E o que
acontece nos exemplos da figura 4, que se refere aos poli-
némios 2x 4+ 1, x2 — 2x + 1, x2 — 2, %2 —5x + 6 eemqueas
curvas « e f3 estdo tracadas a preto e magenta, respetiva-
mente. Note-se que sdo vdrias as possiveis curvas f3, para
diferentes angulos iniciais 6, caso a equagdo polinomial
tenha mais do que uma solugdo real.

A figura 5 contém informac¢do andloga sobre os
polinémios x®—9, ¥ —-2x2-5x—2, ¥*-7x—6 e
xt —5x% +8x2 —10x + 12,

Em [3], o leitor encontra uma aplicagdo interativa com
um cursor que permite, para cada polinémio, variar o an-
gulo 6, ver como a curva f se modifica e ainda procurar
as posigdes em que termina em T, isto é, procurar o0s zeros
reais do polinémio escolhido.

Para equagdes quadréticas hd uma construgdo geo-
métrica alternativa para testar a existéncia de solugdes
reais. Mais precisamente, a cada polinémio x2+bx+c
estd associada uma circunferéncia (dita de Carlyle) que
tem como didmetro o segmento AB, sendo A = (0,1) e
B = (—=b,c); os zeros do polinémio sdo precisamente as
abcissas dos pontos de intersegdo desta circunferéncia

' Uma demonstracdo elementar desta afirmacio pode ser lida em [1].

-

=85

Figura 4.
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Figura 5.

com o eixo dos x's, se existem. Para provar esta afirmagdo,
podemos supor que os pontos A e B sdo distintos, caso
contrdrio a circunferéncia é degenerada, ndo interseta o
eixo dos x's e o polinémio é x + 1, que ndo tem zeros re-
ais. Sendo A # B, a circunferéncia de Carlyle correspon-

dente tem como equagéo cartesiana
x(x+b)+y—1)(y—c)=0

e basta agora intersetd-la com a reta de equagdo y = 0.
As abcissas dos pontos de intersegdo sdo, portanto, as
solugdes da equagdo x(x +b) +c=0. A figura 6 ilustra
a informacgédo dada pela circunferéncia de Carlyle sobre
os zeros reais dos polinémios x2 4 2x 41, x*> — 5x + 6,
x2 +2x +2 e x? + 1. Note-se que, para o pentltimo po-
linémio, a circunferéncia de Carlyle existe mas ndo in-
terseta o eixo o0s x's, enquanto para o tltimo polinémio a
circunferéncia reduz-se ao ponto (0, 1).

Com os médulos interativos produzidos pelo Atractor,
disponiveis em [3], podemos considerar um polinémio,
aplicar o método de Lill para verificar se tem zeros reais,

e ainda mudar os coeficientes do polinémio para analisar
como variam os zeros reais e os poligonos de Lill corres-
pondentes. E o que a figura 7 indica para a familia para-
metrizada de polinémios dada por f)(x) = x? —5x + A,
com A € {0,4,6,25/4}.

Esta componente interativa sobre o método de Lill no
portal do Atractor pode ainda ser usada para se respon-
der a algumas questdes sugeridas pelo método, que o lei-

tor é convidado a explorar. Por exemplo:

(I) Dado um polinémio f de grau maior ou igual a 2 e
um caminho Bs que determina um zero real xo de f
através do método de Lill, entdo B¢ é a curva poligo-
nal a, do polinémio g = f/(x — xp) se devidamente
reposicionada (isto é, com a figura rodada de modo
a que o segmento inicial de B¢ fique horizontal) e, de
seguida, reescalonada por uma homotetia. Esta pro-
priedade estd ilustrada na figura 8 para o polinémio
x3 —2x% — 5x + 6.

A primeira imagem da figura 8 representa, em co-

ATRACTOR * Polinémios vs. Poligonos
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res diferentes (magenta, laranja e castanho), trés
caminhos B que ligam O a T e tém declives ini-
ciais relativos ao primeiro traco preto (horizon-
tal) iguais a k=2, k=-1 e k= —3, respetiva-
mente. E, portanto, pelo que afirmdmos anterior-
mente, o polinémio tem trés zeros reais, -2, 1 e 3.

Na imagem do meio, obtida escolhendo k = 2, proce-
de-se a uma construgdo de curvas f andloga a ante-
rior, mas agora com declives iniciais relativamente ao
primeiro segmento magenta em vez de ao primeiro
segmento horizontal preto. Desse modo, encontra-
mos duas escolhas de declives que geram poligonos

GAZETA DE MATEMATICA + 199



Figura 8.

Figura 9.

deLill, k = —1e k = —3, precisamente os dois valores
de k que ndo foram usados para passar da primeira
imagem para a segunda. De algum modo, é como se a
curva magenta representasse o polinémio do segun-
do grau que é quociente do inicial por x + 2 e pudés-
semos repetir a construgdo com essa nova curva para
obter os outros zeros reais do polinémio inicial; e,
portanto, é como se esta construcdo geométrica per-
mitisse visualizar a divisdo do polinémio inicial por
X + 2. Para facilitar a compreensdo desta iteragao do
método, representamos na terceira imagem o resulta-
do de uma rotagdo que colocou na horizontal o pri-

meiro segmento magenta.

(I) As curvas & dos polinémios indicados na figura 9 sédo

todas fechadas, isto é, T = O. O que tém estes poliné-
mios em comum?

A resposta (sdo todos divisiveis por x2 + 1) é de algum
modo surpreendente, mas de facto este é um caso par-
ticular de um resultado geral: a curva poligonal « de
um polinémio f é fechada se e s6 se x2 + 1 divide f.

Pode ler-se uma prova desta propriedade em [1].

(IIT) A configuragdo das curvas a e § admite algumas ge-
neralizagdes. Por exemplo, podemos variar o angulo
de 90° entre os segmentos de reta a; que formam a
curva «; ou alterar o dngulo de 90° com que os seg-
mentos da curva S se refletem na direcdo vertical ou
horizontal. Em [1], o leitor encontra informacdo adi-
cional sobre estas abordagens mais gerais.

[1] D. Kalman, M. Verdi. "Polynomials with Closed Lill
Paths". Mathematics Magazine, Vol. 88, n°. 1, 2015, pp. 3-10.

[2] M. E. Lill. "Résolution graphique des équations nu-
mériques de tous degrés a une seule inconnue, et des-
cription d'un Instrument inventé dans ce but ". Nouwvelles
Annales de Mathématiques, Ser. 2, n°. 6, 1867, pp. 359-362.

[3] https:/fwww.atractor.pt/mat/polinomios-vs-poligonos/

ATRACTOR * Polinémios vs. Poligonos
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UM PERCURSO NA MATEMATICA RECREATIVA

Na passagem de testemunho do professor Jorge Nuno Silva, aproveito esta
minha primeira contribuicio com a Gazeta para mostrar o meu percurso

HELDER PiNTO
Instituto Piaget,
RECI e CIDMA-UA

helder.pinto@ipiaget.pt

na drea da Matematica Recreativa, dando especial énfase a contextos pouco
usuais nesta area como sdao os comboios e o futebol!

meu nome é Hélder Pinto, sou docente no Institu-

to Piaget e investigador na RECI e no CIDMA-UA,
e fiquei com a responsabilidade de substituir o professor
Jorge Nuno Silva na secgao Recreio da nossa Gazeta de Ma-
temdtica. Dada a gigantesca empreitada que me foi incum-
bida, tomo a liberdade de me apresentar aos leitores, para
que conhegam o meu trajeto até ter sido convidado para
esta tarefa.

Durante o meu percurso académico, percorri vérias
universidades portuguesas (licenciatura na Universidade
do Porto, mestrado na Universidade de Coimbra e dou-
toramento na Universidade de Lisboa), tendo despertado
desde cedo o meu interesse pela drea da Matematica Re-
creativa, em particular, no Clube de Matematica da Esco-
la Dr. Manuel Gomes de Almeida (Espinho), que eu e os
meus colegas de estdgio dinamizdmos em 2004. Entre 2004
e 2007 fui bolseiro da Fundagdo Calouste Gulbenkian na
Associagdo Atractor’.

Desde entdo, e em paralelo a0 meu percurso na area da
Histéria da Matematica (drea em que me doutorei em 2013,
sob orientagdo do professor Luis Saraiva, e na qual cola-
boro ativamente no grupo History and Pedagogy of Mathe-
matics (http:/fwww.clab.edc.uoc.gr/HPM/contact.htm), nunca
deixei de procurar problemas e desafios que possam ter
um interesse extra em relacgdo as tarefas matematicas ro-
tineiras. Uma outra caracteristica que procuro num bom
problema recreativo é que o seu enunciado seja entendivel

por todos e que ndo seja preciso saber matematica para o
compreender. Por exemplo, quando se pede “Determina
as rafzes do polinémio”, estdo subjacentes varios concei-
tos na pergunta que ndo sdo do conhecimento de quem
nao estuda matemética formal... As vezes, o problema
ndo é s6 ndo saber a resposta, é nem sequer se perceber o
que estd a ser perguntado...

Recentemente, voltei a colaborar com um outro Clube
da Matematica, desta vez o que é dinamizado online pela
Sociedade Portuguesa de Matemdtica (SPM), que pode
ser consultado aqui https://clube.spm.pt/aaanumerosreais/.

Por exemplo, no texto de abril de 2022, explico a ra-
zdo de ser do estranho padrdo de numeragdo que existe
nos lugares dos comboios Intercidades em Portugal e que
tanta confusdo cria nos passageiros quando estdo a pro-
cura do seu lugar. O leitor pode observar esse padrdo na
figura 1.

Deixo ao leitor o desafio de compreender/explicar
como funciona este padrao, alertando para o facto de que
0 mesmo tem a sua justificacio ndo sé na matematica,
mas também na histéria da evolucdo dos comboios...

Alids, aproveito este espaco para agradecer a SPM ter-
-me ajudado no meu percurso, ao publicar, em 2010, com
prefdcio do professor Jorge Picado de Coimbra, o meu li-
vro Matemdtica & Comboios (fig. 2), a minha primeira gran-
de publicacdo nesta drea, em que apresento 100 desafios
matemdticos, todos ligados a temadtica ferrovidria (locomo-
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Figura 1: Exemplo de numeragdo de lugares numa carruagem Intercidades.

Figura 2: Capa do livro Matemdtica & Comboios, SPM, 2010.

tivas, carruagens, estagdes, linhas, passageiros, mercado-
rias, etc.).

Ainda a propésito desta obra, aproveito este espago
para agradecer também as palavras simpadticas do profes-
sor Filipe Oliveira:

“O grande defeito deste livro é o seu cardcter ex-
tremamente... viciante. Esqueci-me, em casa do meu
pai, de um nimero da Gazeta de Matemidtica em que
se encontrava transcrito um dos problemas do Hél-
der Pinto. Quando voltei, encontrei-o cercado por
uma paraferndlia de gatafunhos, esquemas e peda-
cos de equacoes. “E p4, Filipe, tens de vir dar-me
uma ajuda numa coisa que aqui estou a ler, acho
que ndo tem solucdo...” foram as suas primeiras pa-

lavras, antes mesmo de um simples ol4!”
https:/[clube.spm.pt/analise_livro/

Quanto ao meu interesse por comboios, ndo vou expli-
ca-lo aqui, podendo o leitor obter alguns esclarecimentos
na entrevista que dei na altura da publicacdo deste livro:
https:/[clube.spm.pt/aentrevista_com].

Na sua maioria, estes desafios sdo bem conhecidos de
todos, aos quais dei uma nova “roupagem ferrovidria”.
Deixo a seguir ao leitor dois desses desafios (o primeiro
adaptado de um bem conhecido problema de Malba Tahan
e 0 segundo de um problema de Perelman).

Problema 31: O interposto de mercadorias

Num determinado interposto de mercadorias existem ape-
nas 21 vagdes (todos iguais), que estdo carregados da se-
guinte maneira:

- 7 vagoes estao carregados com dois contentores cada;
- 7 vagoes estao carregados com um contentor cada;
- 7 vagoes estdo vazios.

Como a grua que colocava os contentores nos vagoes
se avariou, decidiu-se encerrar este interposto e transferir
o seu contetdo para trés outros interpostos de mercado-
rias. Decidiu-se igualmente que os contentores (sdo todos
iguais) e os vagdes deviam ser distribuidos equitativamen-
te pelos trés interpostos, ou seja, cada um deles devera re-
ceber 0 mesmo nimero de vagdes e 0 mesmo nimero de

! Algumas das pdginas que ajudei a construir podem ser consultadas aqui:
https:/lwww.atractor.pt/mat/sem_palavras/index.html e https://www.atractor.
pt/mat/conchas.
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contentores. Note-se que, como a grua estd avariada, ja ndo
é possivel transferir contentores de um vagao para outro.

Como distribuir os vagdes de modo a obter-se o que se
pretende?

Problema 83: A ordem de servico

Um maquinista foi destacado para levar um comboio de
uma estagdo para outra. O comboio deverd viajar a uma
velocidade constante (com aceleragdo desprezdvel) e ndo
fazer nenhuma paragem entre as duas estacdes. Na sua
ordem de servigo aparecem apenas as seguintes indica-
coes:

Possiveis velocidades Hora de chegada a
para o comboio estacdo de destino

80 km/h 13.00
120 km/h 12.00

A que horas saird este comboio da estagdo de parti-
da? Qual é a distancia entre as duas esta¢des? Qual € a
velocidade a que deverd seguir para chegar a estacdo de
destino as 12.30?

Uma particularidade interessante deste tltimo pro-
blema é o facto de se perguntarem tantas questdes para
um enunciado que, aparentemente, apresenta tao poucas
informagdes iniciais.

Alguns anos mais tarde, igualmente com o apoio da
SPM, virei-me, com a minha colega Cristina Silva, para
uma temdtica muito mais entusiasmante e paixdo nacio-
nal: o futebol! Assim, em 2018, a editora da Federacao
Portuguesa de Futebol publicou um livro com desafios
matemdticos! (fig. 3)

Assim, quem for a loja online da FPF pode comprar
camisolas da sele¢do, mas também um livro com pro-
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CONTAS DE CABECA

50 DESAFIOS MATEMATICOS DE FUTEBOL

HELDER PINDO - CRIGTMA S8

Figura 3: Capa do livro Contas de Cabeca, FPF, 2018.

blemas de matematica... A ideia desta obra foi replicar
0 mesmo conceito: trazer problemas matematicamente
interessantes para o contexto do futebol, que tanto entu-
siasmo costuma gerar no nosso pafs.

A apresentagdo decorreu na Cidade do Futebol da FPF,
no dia do Pi (14 de marco), contando com a presenca do
entdo presidente da SPM (Jorge Buescu) e do ministro da
Educacdo da altura (Tiago Branddo Rodrigues) (fig. 4).

De seguida, deixo aos nossos leitores trés exemplos
de desafios deste livro:

28. CAN 2000

A Taga das Nagdes Africanas (CAN) de futebol de 2000
foi uma organizacdo conjunta entre o Gana e a Nigéria.
A classificagdo do Grupo A (GM - Golos marcados; GS

Figura 4: Apresentacdo do livro
Contas de Cabeca. (Crédito:
André Sanano/FPF)



— Golos sofridos) foi bastante peculiar e pode ser obser-
vada a seguir.

4

1. Camardes
2. Gana
3. Costa do Marfim

N W W

2

8 4

4 4
4. Togo 8 4

Todas as sele¢des deste grupo acabaram com a mesma
pontuacdo, tendo sido necessario recorrer a diferenca de
golos para o desempate.

Sabendo que houve golos em todos os jogos e que os
dois primeiros classificados empataram entre si, qual o re-
sultado dos seis jogos disputados neste grupo (recorde-se
que jogaram todos contra todos uma tnica vez)?

40. Os marcadores de golos
No final de um campeonato, os golos marcados por uma
equipa de futebol estavam assim distribuidos:

-Arquimedes marcou metade dos golos da equipa
mais meio golo!

-Euclides marcou um tergo dos restantes golos, mais
um ter¢o de um golo!

-Tales marcou um quarto dos restantes golos, mais um
quarto de um golo!

-Descartes marcou um quinto dos restantes golos,
mais um quinto de um golo!

-Outros 11 jogadores marcaram os restantes golos da
equipa (um golo cada um).

Quantos golos marcou esta equipa de futebol? Quan-
tos golos marcou cada um dos seus quatro melhores
marcadores?

(Como se pode marcar meio golo? E um ter¢o de golo?)

43. A venda de jogadores
Um clube colocou a venda seis jogadores pelos valores
indicados na tabela seguinte.

Antonic 15
Brunic 31
Carlovic 19
Dinic 20
Eugenic 16
Fabic 18

Contudo, o clube apenas conseguiu vender cinco des-
ses jogadores a dois clubes. De um desses clubes recebeu
o dobro do dinheiro que recebeu do outro.

Qual o jogador que ndo foi vendido pelo clube?

Mais tarde, em 2020, publicimos um outro livro simi-
lar, mas agora utilizando outros desportos que nao ape-
nas o futebol: Atletas das Contas. (fig. 5)

De seguida, deixo um problema deste livro, baseado
num problema do conhecido autor Henry Dudeney:

Problema 39: Os jogadores de raguebi

O Henrique é um fervoroso adepto de raguebi, conhe-
cendo pessoalmente alguns jogadores. No fim da dltima
temporada, o Henrique comentava com um amigo:

- Todos os jogadores que eu conhego estdo lesionados! Qua-
tro tém o brago esquerdo partido e cinco tém o brago direito
partido. E mais... apenas dois tém o brago direito sdo e apenas
trés tém o brago esquerdo sdo. Foi uma verdadeira hecatombe. ..

Quantos jogadores conhece o Henrique?

No final do ano passado, durante o Campeonato
Mundial de Futebol, no Catar, eu e trés colegas do Ins-
tituto Piaget apresentdmos na FNAC um outro livro de
futebol, novamente com o apoio da FPF, mas com um
conceito diferente: Vamos Marcar um Golo na Matemdtica?
(fig. 6) Desta vez, seguimos as novas aprendizagens es-
senciais de matemdtica do 5.° ano, e apresentdmos exer-
cicios com contexto de futebol, cobrindo todos os temas
deste ano de escolaridade. A ideia é que esta obra possa
ser utilizada em plena sala de aula sem exigir adaptagdes
por parte dos professores, facilitando a sua implementa-
¢do no terreno.

Um exemplo de um exercicio apresentado neste livro,
do capitulo “Fragdes, decimais e percentagens”:

10. Na Loja Oficial da FPF podes comprar vérias pegas de
roupa da selecdo portuguesa. Na tabela abaixo encontras
o prego de alguns desses itens

ltem Prego Prego
Normal (€) Promocional (€)

Camisola 80,00 58,50

Camisola Jtnior 70,00 46,90

Camisola Mulher 80,00 50,40
10.1.  Ordena por ordem decrescente os valores dos

pregos promocionais.
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ATLETAS DAS CONTAS

50 DESAFI0S MATEMATICOS DESPORTIVOS
A

HELDER PINTO - CRSTIA S8,

Figura 5: Capa do livro Atletas das
Contas, Cultura Editora, 2020.

VAMOS
. MARCAR
um

GQLO

A
MATEMATICA?

Figura 6: Apresentacdo do livro Vamos Marcar um Golo na Matemdtica?, FPF, 2022.
(A apresentacdo desta obra decorreu conjuntamente com a apresentacdo do livro 101

Coisas que Deve Saber sobre Futebol do jornalista Rui Miguel Tovar, a direita na foto.)

10.2. Arredonda as unidades cada um dos precos pro-
mocionais.
10.3. Comenta, sem efetuares cdlculos, a veracidade

da seguinte afirmacdo: “Todos os produtos estio com a
mesma percentagem de desconto.”

10.4. Um adepto comprou dois destes produtos na loja
da FPF gastando menos de €100. Quais os produtos que
comprou?

Como pode observar, este problema nédo pretende ser
desafiante (pelos menos, ndo no sentido usual nesta sec-
¢d0), mas sim servir como mais um apoio ao estudo da
temdtica em causa.

Em jeito de conclusdo, com todos estes trabalhos de
Matematica noutros contextos, tentamos sempre entusias-
mar, de algum modo, os estudantes e o ptblico em geral,
para a Matemidtica, disciplina tantas vezes, infelizmente,
considerada dificil e aborrecida. Se, de facto, ha conceitos
e temas em Matemdtica que podemos concordar que sdo
mais dificeis e trabalhosos em comparagéo com outras dis-
ciplinas, devemos sempre tentar mostrar uma outra face
da Matematica que seja mais apelativa e entusiasmante.

Uma dltima observagdo para o facto de a matematica
recreativa ndo necessitar de ser complicada para ser in-
teressante, e o gosto por este tipo de atividades pode ser
incutido desde os primeiros anos do primeiro ciclo. Deixo-
-vos a seguir um problema muito simples que me foi tra-
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zido pelos meus filhos e que pode ser colocado a qualquer
crianga de tenra idade.

1. Como colocar seis cruzes no jogo do galo sem ganhar
0jogo?

Xl X
KX
KX

Figura 7: Uma ndo solucdo do
problema anterior.

Mais trés desafios simples. (O tltimo é mais engraca-
do do que matemético...)

2. Efetua uma adicdo usando oito vezes o algarismo 8 de
modo a que o resultado seja o nimero 1000.

3. Quanto pesa uma crianga, se ela pesa mais dez quilos do
que a metade do seu peso?

4. Com apenas um trago, transforma os quatro algarismos
abaixo num ntimero de apenas um algarismo!

0110

Até ao préximo nimero do nosso Recreio!
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O problema da localizagdo das raizes de um polindmio é um tema cen-
tral no estudo de equagdes de variavel real ou complexa. Esta localizagio
torna-se gradualmente mais dificil 2 medida que o grau do polinémio au-
menta, pelo que conseguir relacionar as raizes de um polinémio com as da
sua derivada, cujo grau tem uma unidade a menos, pode ser bastante util.
Neste Canto Délfico vamos explorar o Teorema de Gauss-Lucas, um re-
sultado cldssico de Analise Complexa, que afirma que os zeros da derivada
de um polinémio, quando representados no plano complexo, estio situa-
dos no invélucro convexo formado pelos zeros do polinémio.

1. INTRODUGCAO

Neste Canto Délfico vamos analisar a relagio entre os ze-
ros de um polinémio complexo e os zeros da sua derivada.
Esta relagdo pode ser vista como uma generalizacdo aos
polinémios complexos do Teorema de Rolle da Anélise
Real, provado por Michel Rolle no livro Traité d'Algebre
em 1690, que afirma que entre dois zeros consecutivos de
uma fungdo diferencidvel, existe pelo menos um zero da
derivada:

Teorema 1.1 (Teorema de Rolle) Se f é uma fungédo real
continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em (a,b) com
f(a) = f(b), entdo existe um ndimero g < ¢ < b tal que

flle)=0

Sep: R — R for um polinémio de grau n com n raizes
reais distintas, o Teorema de Rolle garante que a derivada
p' tem exatamente n — 1raizes reais. Além disso, as raizes
de p e da sua derivada estdo interlagadas, ou seja, entre
duas raizes consecutivas de p existe exatamente uma raiz
de p’. Portanto, se xq, ..., x, forem as raizes de p, os seus
pontos criticos (i.e. os zeros de p’) estdo situados no seg-

mento de reta formado pelos pontos min x; e max x;.
1<i<n 1<i<n

Ao longo dos anos houve vdrias tentativas de gene-
ralizar este resultado para polinémios complexos [4]. No
entanto, esta generaliza¢do ndo é 6bvia nem imediata. Por
exemplo, o polinémio

pz) = (@ +1)(z-1)

tem como raizes os pontos 1 e £i, vértices de um tridngu-
lo is6sceles. Se o Teorema de Rolle fosse valido no plano
complexo, cada lado deste tridngulo deveria ter um ponto
critico de p, o que ndo acontece pois p tem apenas dois
pontos criticos no interior do tridngulo. No plano comple-
x0, 0 conceito de ponto critico situado entre duas raizes
de um polinémio é geralmente substituido pelo conceito
mais geral de uma regido convexa definida pelas raizes
do polinémio onde se localizam os pontos criticos.

Neste sentido, o Teorema de Gauss-Lucas generaliza o
Teorema de Rolle para polinémios complexos, afirmando
que os pontos criticos de p, quando considerados como
pontos no plano complexo, estdo situados no interior do
mais pequeno conjunto convexo que contém os zeros de
p. E um resultado cldssico da Anélise Complexa, com va-
rias generaliza¢6es e demonstragdes, que permite restrin-
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gir alocalizacdo dos pontos criticos de um polinémio sem
termos de calcular a sua derivada.

O Teorema de Gauss-Lucas deve o seu nome a Johann
Carl Friedrich Gauss e a Felix Lucas. Gauss, entre 1836
e 1846, escreveu sobre este teorema ao estabelecer uma
interpretacdo mecanica para os pontos criticos de um po-
linémio, mas foi Lucas em 1870, aparentemente sem co-
nhecer o resultado de Gauss, quem apresentou a primeira
prova do teorema [5].

2. POLINOMIOS COMPLEXOS
No que se segue, assumimos uma certa familiaridade
com os ndmeros complexos. Identificamos um ntime-
ro complexo z = a+ bi, onde a e b sdo nimeros reais e
i = —1, com o ponto (a,b) do plano R?. O conjugado de
z=a+bi é o nimero Z = a — bi, obtido de z por refle-
xd0 sobre o eixo real (veja-se a Figura 1). A distancia de
z=a+bi a origem é dada pelo ntimero |z| = Va2 + b2
E facil verificar que zz = |z|*.

Um polinémio complexo de grau n > 1 é uma fungéo
p:C — C daforma

p(z) = anz" +ay_1z" '+ -+ a1z +ag, )

com ag,ay,..., 4, € C e a; #0. Un ndmero complexo
a que verifique p(a) =0 chama-se raiz do polinémio.
O Teorema Fundamental da Algebra garante que um po-
linémio de grau n > 1 tem exatamente n raizes comple-

xas, contando multiplicidades. Por exemplo,

pz) = (Z+1)(z-1) @

é um polinémio de grau 3 e tem raizes complexas dadas
porzy = —i,zp=iezz=1

Um polinémio complexo é uma funcdo diferencidvel
em todo o plano complexo. A derivada de (1) é o poliné-
mio de graun —1

P (z) = napz" ' 4+ (n —Va,_1z" 2+ - +ay.

As raizes de p/(z) dizem-se pontos criticos de p(z). Por
exemplo, a derivada do polinémio (2) é o polinémio

p(z) =322 =2z +1.

Usando a Foérmula Resolvente, obtemos as raizes
=4+ i? el=1- i@ de p/(z). Nao ¢ dificil veri-
ficar que os pontos criticos 1+ j@ do polinémio (2)
estdo no interior do tridngulo cujos vértices sdo as raizes
do polinémio, como se pode confirmar na Figura 2, onde
as raizes do polinédmio estdo representadas a azul e os
pontos criticos a cinzento.
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1 rm{z}
T 14 z=2+1

-1 1 2 3

t 1 t lRe{z}}
T -1 Z2=2—1

Figura 1. Representacdao do nimero 2+i e do seu conjugado
no plano complexo.

i Im{z}

Figura 2. Raizes e pontos criticos do polindmio

p@=@*+1)(z-1).

3. CONJUNTOS CONVEXOS
Nesta sec¢do vamos introduzir o conceito de conjunto
convexo e de invélucro convexo de um conjunto de nime-
ros (veja-se, por exemplo [7]). Apesar da defini¢do e dos
resultados que vamos apresentar serem vélidos em geral,
vamos restringir-nos a conjuntos de niimeros complexos.

Intuitivamente, dizemos que um conjunto S c C é
convexo se contém o segmento de reta entre dois quais-
quer pontos de S. O tridngulo Sz representado na Figura
3 é um exemplo de conjunto convexo, enquanto que o con-
junto Sy ndo é convexo, uma vez que o segmento de reta
que une z a w ndo estd contido em S;.

A reta que passa pelos nimeros complexos z e w, pode
ser dada parametricamente por

r(A)=z+AMw—z)=(1-A)z+ Aw,

com A € R. Notemos que quando A = 0 obtemos o ponto
7(0) = z, e quando A = 1 obtemos o ponto r(1) = w. As-
sim, o segmento de reta que une z a w, denotado por [z, w),
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S,

Figura 3. Um conjunto ndo convexo e um conjunto convexo.

pode ser representado por
zZw]={(1-A)z+Aw:0< A <1}

Ou seja, os ntimeros pertencentes ao segmento [z, w|
podem ser escritos na forma Az 4 A,w, com A; >0 e
A1+ Az = 1. Um tal nimero diz-se uma combinagio con-
vexa de z e w. Mais geralmente, uma combinagdo convexa
de n pontos zy,...,z, ¢ uma soma da forma

Mz1+ -+ Auzp,

ondacada A; >0e A +---+ A, =1
Podemos agora apresentar a defini¢cdo formal de con-
junto convexo.

Defini¢do 1. Um conjunto S C C é convexo se [z,w] C S
para quaisquer z,w € S.

E facil verificar que a unido de conjuntos convexos
ndo é, em geral, convexo. Por exemplo, a unido dos seg-
mentos [0, 1] e [0, i] ndo é convexo. No entanto, a interse-

¢do de conjuntos convexos é ainda convexo.

Proposicao 3.1. A intersecdo de um qualquer nimero de
conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Sejam {S; : i € I} uma familia de con-
juntos convexos e S = N;¢;S;. Entdo, dados z, w € S temos
z,w € S;paratodooi € I. Como cada S; é convexo, verifi-
ca-se(z,w] C S, peloque[z,w] C S.Ouseja, Sé convexo. []

Intuitivamente, a interse¢do de todos os conjuntos
convexos que contém S é o "menor” conjunto convexo que
contém S. Esta é a defini¢do de invélucro convexo de S.

Defini¢ao 2. O invdlucro convexo de um conjunto 5, de-
notado por conv(S), é a intersecdo de todos os conjuntos
convexos que contém .

Podemos pensar no invélucro convexo de um conjun-

Figura 4. O invélucro convexo das raizes do polindmio (3).

to de pontos zy,...,z, € C, como sendo o conjunto que se
obtém colocando pinos em cada um dos pontos z; e rode-
ando todos eles com um eldstico esticado. A drea demarca-
da corresponde ao invélucro convexo conv(zy, ..., zy,). Por
exemplo, o invélucro convexo do conjunto formado pelas

raizes do polinémio de grau 6

6

p(z) =Tz —=2), 3)

=1

com zy=-3/2—i/2, zp=1i, z3=3+1i/2, z24=2—1,
z5=1/2+1i/2 e z4 = 3/2 —i/2 pode ser visualizado na
Figura 4.

Por definigdo, um conjunto convexo contém todas as
combinagdes convexas de dois dos seus pontos. Na pro-
xima proposi¢do, vamos mostrar que este resultado se ge-
neraliza para combinagGes convexas de mais do que dois
pontos.

Proposic¢ao 3.2. Se § é um conjunto convexo, entdo qual-
quer combinagio convexa (finita) de elementos de S per-
tence a S.

Demonstragdo. Vamos efetuar a prova por indugdo
sobre o ndmero n de pontos da combinacdo convexa.
Os casos n = 1 e n = 2 resultam da definigdo de conjunto
convexo. Suponhamos a proposicdo verdadeira para com-
binagdes convexas com 1 = k pontos de S e consideremos
a combinagédo convexa

AMzy+ - AZg + Akp1Zk41- 4)
Seja A = Y5, A;. Entdo
k+1 k
1-A=) A=) Ai=Mn
i=1 i=1

e podemos escrever

(4)=A 2 | + Akzket ®)

[=n
>| >

Il
A
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Uma vez que Zi‘(:1 % = 1, a hipétese indutiva garante que
inaca kA

a combinagdo convexa yf | Ziz;

Mas entéo, o lado esquerdo da igualdade (5) é uma com-

pertence ao conjunto S.

binacdo convexa de dois pontos de S e, portanto, pertence
as. O

Podemos usar combinagdes convexas para descrever
o invélucro convexo de um conjunto.

Teorema 3.3 Seja S C C. Entdo, o invélucro convexo de §
é formado por todas as combinagées convexas (finitas) de
pontos de S.

Demonstragdo. Seja C(S) o conjunto formado por to-
das as combinag¢des convexas (finitas) de pontos de S. Se
z € C(S), entdo z é uma combinagdo convexa de pontos de
S.Como S C conv(S) e conv(S)é convexo, segue da Propo-
si¢d0 3.2 que z € conv(S). Portanto, temos C(S) C cono(S).
Para provarmos a inclusdo contrdria basta mostrarmos que
é um conjunto convexo, pois neste caso pela defini¢do de
invélucro convexo temos conv(S) C C(S).

Sejam entdo z, w € C(S). Isto significa que

para certos pontos zj,...,zy,Wi,..., Wy €S com
Y A =Y" u =1 Seja A € [0,1] e consideremos um

ponto do segmento [z, w}:
(1—-A)z+ Aw. ©6)

Usando as representagdes de z e w, temos
n m

(6)=(1—A) [ Y_Aizi | +A [ ) piw
i i

n m
=Y A-A) Az + ) Apw;,
i= =

com

m
(I=A)Ai+ )Y Api=(1—-A)+A=1
i=1

M-

Il
—

1
Ou seja, o ponto (1 — A)z + Aw é uma combinagado con-
vexa de pontos de S, pelo que pertence a C(S). Isto prova

que o segmento [z, w] estd contido em C(S) e, portanto,
C(S) é convexo. O

4. O TEOREMA DE GAUSS-LUCAS
Estamos agora em condi¢des de enunciar e provar o Te-

orema de Gauss-Lucas. A demonstragdo deste resultado
pode ser obtida usando, por exemplo, argumentos de na-
tureza analitica, geométrica ou fisica. Neste artigo vamos
apresentar uma prova analitica do teorema e remetemos
o leitor para as referéncias [2, 6, 8], onde poderdo encon-
trar provas de natureza distintas.

Teorema 4.1 (Teorema de Gauss-Lucas). Os pontos criti-
cos de um polinémio ndo constante p pertencem ao invo-
Iucro convexo das raizes de p.

Antes de apresentarmos a demonstragdo deste resul-
tado, vamos analisar alguns casos particulares. O teore-
ma € trivial se p tem grau 1, pois neste caso o polinémio
ndo tem pontos criticos. Para polinémios de grau 2 com
raizes distintas z1 e zp, temos

p(z) =a(z—z1)(z — z2)
=a (22 —2z(z1 + 22) +zlzz) .

para alguma constante ndo nula a. A partir daqui é facil
obter a derivada

p'(z) =a2z— (z1 +22))
e a sua Unica raiz:

_z1+22

¢="3

O invoélucro convexo de z1 e z3 é 0 segmento [z1,2p] e 0
ponto critico é o ponto médio deste segmento.

Se p for um polinémio de grau 2 com apenas uma raiz
z1 de multiplicidade 2, entdo

p(z) =a(z—2z1)% e p'(z) = 2a(z — z1),

com a # 0. Neste caso, o ponto critico de p coincide com a
Unica raiz de p e conv(zy) = {z1}.

Demonstragdo do Teorema de Gauss-Lucas. Seja
n
p(z) =a]](z—=z)
i=1

um polinémio complexo de grau # > 1, onde os niimeros
z1,...,Zn SAO as suas raizes, ndo necessariamente distin-
tas. Seja zp um ponto critico de p. Se z( coincide com uma
das raizes de p, é claro que estd no invélucro convexo das
raizes de p. Suponhamos entdo que p(zj) # 0. Observe-
mos que as raizes da fungado racional
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P(Z)):Z y

P(ZO) i=1 Z0 — Zj ’

Multiplicando e dividindo cada termo do membro direito

daigualdade anterior por zp — z; obtemos

i 20 — Zj _ i zZy) —z;
H(z0—z)(z0—z) = lzo—zl
ou seja,
n = n =
20 _ Zi
,; |zg — zi|? ,; |20 — zi|?

Conjugando ambos os membros desta igualdade obtemos

Z|ZO_Zz| Z:|ZO_21|2
ou ainda
ZOZ \zO—zz\Z Z |zO—zl|2 o

Fazendo A =Y, ﬁ
uma combinagdo convexa das raizes de p,

Conseguimos escrever zg como

onde y; = %
Usando o Teorema 3.3 concluimos entdo que o ponto criti-

— ‘zparal <i < n,umavez que Y 1 =1
co zg pertence ao invélucro convexo das raizes dep. [

Vamos ilustrar o Teorema de Gauss-Lucas analisando
o polinémio

(2% — 6)(z — 3i). 7)

U)\'—‘

p(z) =

Oinvélucro convexo das raizes 3ie ++/6 é o triangulo cujos
vértices sdo estas raizes. A derivada p'(z) = z* — 2iz — 2
tem raizes +1+ i, que se encontram no interior do tri-
angulo.

No caso de polinémios de grau 3, podemos indicar
com mais exatiddo a localizagao dos pontos criticos usan-
do um resultado notdvel conhecido como Teorema de
Steiner-Marden [1, 3].

Teorema 4.2 (Teorema de Steiner-Marden) Se p é um po-

Iinémio de grau 3 cujas raizes sdo ndo colineares no plano
complexo, entdo os pontos criticos de p sdo os focos da elip-
se inscrita no tridngulo formado pelas raizes de p e tangen-
te aos lados deste tridngulo nos seus pontos médios.

A elipse considerada no Teorema de Steiner-Marden é
conhecida como elipse de Steiner. Uma prova da sua exis-
téncia e unicidade pode ser encontrada em [3]. A Figura 5
representa a configuracdo geométrica desta elipse com fo-
cos nos pontos e e f, inscrita no tridngulo de vértices a,b,c.

S

Figura 5. A elipse de Steiner.

Demonstragio do Teorema 4.2. Suponhamos que a,b,c
sdo as raizes do polinémio p e ¢,f sdo os seus pontos criti-
cos. Entdo, podemos escrever

p(z) =(z—a)(z—b)(z—c)
=22 —(a+b+0c)2?+---

p'(z):3(z—e)(z—f):3(22—(e+f)z+ef).

O Teorema de Gauss-Lucas garante que os pontos criticos
pertencem ao interior do tridngulo de vértices a,b,c.

Notemos que podemos alterar o sistema de coordena-
das z — z' aplicando a rotagdo z — az com |«| = 1, segui-
da da translagdo z — z + . Nas novas coordenadas, o po-
linémio p(z) transforma-se em p(z’) = p(az + B) =: q(z).
Uma vez que dq/dz = adp/dz, os pontos criticos de p e de
g coincidem e, portanto, podemos escolher um sistema de
coordenadas onde o ponto 0 seja o baricentro do tridngu-
lo. Neste caso, temos

a+b+c=0 ()]

e, portanto, ¢+ f = 0. A derivada de p pode entdo ser

escrita como

p'(z)=(z—-a)(z—b)+(2z— (a+b))(z—c) ©9)

CANTO DELFICO + O Teorema de Gauss-Lucas
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Figura 6. Raizes, pontos criticos e elipse de Steiner
do polinémio p(z) = %(Z2 — 0)(z — 3i).

mas também como
P (z) =3(z—e)(z+e). (10)

Consideremos o ponto médio z; = (a + b)/2 dolado [a, b]
do tridngulo. Usando as férmulas (9) e (10) obtemos

3(21—3)(zl+e)——(a2b)2. (11)

Usando a identidade do paralelogramo e as férmulas (8)
e (11), obtemos a seguinte expressdo para a soma das dis-
tancias de z; aos pontos —e e e:

2(|z1+e| + |z —e])* =
= 2|z +e* +2|z1 —e|* +4/(z1 +€)(z1 —¢)|
1
= 4|z1> + 4le|® + g\a —b?
= |a+b|* +4le* + 1|u —b)?
3
1 2
= 3 (la+ b2+ la—b2) + Sla+ bl +4lef?

2
= 5 (Ial2+ [b]2 + |e?) + 4.

Como esta tltima expressdo é independente do lado do
tridngulo onde escolhemos o ponto médio z;, a elipse com
focos %e, centro 0, e que passa pelo ponto médio (a + b) /2
também passa pelos pontos médios (a +c¢)/2e (b+c¢)/2
dos outros lados do tridngulo e, portanto, é a elipse de
Steiner do tridngulo de vértices a,b,c. O

Voltando ao polinémio (7) considerado acima, é facil
verificar que o centro da elipse com focos +1 + i, inscrita
no tridngulo de vértices 3i e 4+ /6, tem centro i (baricentro
do tridngulo), menor eixo de comprimento 1 e maior eixo
de comprimento \/2. Portanto, a elipse de Steiner tem
equagao

X~ 12
> ty-1)7"=1

AN

como se pode ver na Figura 6.
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Recentemente, o nimero 0 passou a ser considerado um nimero na-

tural. Mas, afinal, € ou nd3o é natural?

Segundo os novos programas do Ensino Secundario,
passard a ser ensinado que 0 é um nitimero natural,
ou seja, que o conjunto IN dos niimeros naturais é o
conjunto {0,1,2,3,...} e ndo, como até agora, 0 conjun-
to {1,2,3,4,...}. Isto causou alguma estranheza entre os
professores e levou alguns destes a querer ter uma res-
posta a seguinte pergunta: afinal, 0 é ou ndo um nidmero
natural?

A primeira vista, a pergunta parece ser uma pergun-
ta legitima de matemdtica. Acontece que, sendo legiti-
ma, ndo é realmente uma pergunta de matemdtica, pelo
menos se entendermos por isto uma pergunta que leva a
uma resposta sob a forma de uma demonstragdo matema-
tica. Isto porque 0 ser ou ndo um niimero natural é uma
questdo de convencgdo e ndo uma questdo matematica.

Pode parecer estranho, mas a matemadtica tem um
grande nimero de convengdes. Antes de falar de outras,
voltemos ao exemplo dos ntimeros naturais.

Se quisermos ser totalmente rigorosos, poderemos ser
tentados a responder a questdo de saber se 0 é ou ndo um
numero natural recorrendo aos axiomas de Peano. Afinal,
sdo estes axiomas que sdo geralmente empregues quando
se pretende estudar os niimeros naturais de um ponto de
vista axiomatico. Entdo, a pergunta é: para Giuseppe Pea-
no, o numero 0 era ou ndo um nimero natural? Acontece
que a resposta é ambigua: na sua formulagdo original’ os

naturais comegavam em 1,
mas, num texto posterior?
0s naturais come¢avam em
0. E, além disso, mesmo
que Peano tivesse s6 adota-
do uma das possibilidades,
isso ndo seria motivo para
que, posteriormente, nao
fosse adotada a outra.
Como 0 ser ou ndo um
nimero natural é apenas

Giuseppe Peano

z

uma convengdo, é natural

que a adocdo de uma ou da outra das possibilidades varie
de local para local. De facto, também varia bastante entre
dreas cientificas. Por exemplo, é muito mais frequente que
0 seja visto como um ndmero natural em combinatéria ou
em informadtica tedrica’, mas no caso da andlise é de longe
mais frequente que os naturais comecem em 1.

Vejamos mais alguns exemplos de convengdes que
surgem na matematica do Ensino Basico e do Ensino Se-
cunddrio. Uma das mais bdsicas é o sistema de numera-
¢do que usamos, que é em base 10. E usamos essa base
somente por hébito; ndo hd nada de intrinsecamente me-
lhor que aquela base tenha em relagdo a outras. De facto,
a base 12 tem algumas vantagens relativamente a base 10
e hd alguns povos que a usam.* Os antigos babilénios tra-
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balhavam em base 60 (0 que faz com que, até aos nossos
dias, as horas e os graus sejam divididos em 60 minutos e
os minutos em 60 segundos). E, como é sabido, em infor-
matica tedrica usa-se base 2.

Outro exemplo de convengao surge com os fatoriais.
Se n€{1,2,3,...}, define-se n! como sendo o produ-
to1x2x---xn Mas, além disso, convenciona-se que
0! = 1. Hd um bom motivo para isto: para que seja va-
lida a regra n! = n x (n —1)! mesmo quando n = 1. De
facto, é possivel definir n! de maneira a abranger 0!; basta
definir n! como sendo o niimero de permutagdes de um
conjunto com n elementos. Isto funciona... mas pelo prego
de ser necessdrio explicar porque é que hd uma e sé uma
bijecdo do conjunto vazio nele préprio.

Ainda outro exemplo reside no conceito de ntimero
primo. Se se definir “ndmero primo” como sendo um nu-
mero sem outros divisores além dele préprio e de 1, entdo
1 é primo. Hoje em dia, o normal é que néo se veja 1 como
um nimero primo e, para se conseguir isso, a definigdo
que se usa é ligeiramente diferente da anterior; pode-se
impor logo a partida que o conceito de ndmero primo sé
se aplica a nimeros maiores do que 1, ou entdo dizer que
um nimero € primo quando tem exatamente dois diviso-
res. Mas durante muito tempo, 1 foi visto como um niime-
ro primo. Por exemplo, G. H. Hardy considerou 1 como
sendo primo nas primeiras seis edigdes do seu A Course
in Pure Mathematics (veja-se [2]) e s6 a partir da sétima edi-
gdo é que deixou de o considerar como tal.®

No entanto, ndo se deve pensar que todas as conven-
¢bes tém o mesmo valor. Algumas sdo mais cémodas do
que outras e algumas prestam-se a menos confusdes do
que outras. E hd outros fatores a levar em conta. Por exem-
plo, a mudanga de convengdes no ensino leva inevitavel-
mente a uma diminuigdo da possibilidade de ajuda entre

pessoas de geracdes diferentes.

Finalmente, convém ter em conta o facto de a ISO (In-
ternational Organization for Standardization) advogar, na
sua norma ISO 80000-2,* que o simbolo N (ou N) repre-
senta o conjunto dos niimeros naturais, o qual é o con-
junto {0,1,2,3,...} devendo o conjunto {1,2,3,...} ser
representado por IN* ou por N*.
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A dgua doce é um recurso escasso, mas vital para o ser humano, e 69% do
seu total é usado no setor agricola. Aqui mostramos como a matemdtica é
utilizada na irrigagdo de modo a que todas as gotas contem. Uma utilizagdo
eficiente da agua para irrigacao requer, por um lado, o planeamento — que
envolve modelagdo, andlise de dados, estatistica e otimizagdao — e, por outro
lado, o controlo — que envolve automacao, teoria do controlo, eletrénica e
agronomia. Neste artigo, descrevemos essencialmente as questdes de pla-
neamento e de controlo que utilizam ferramentas de otimizacio e teoria
do controlo. Relatamos também brevemente alguns testes experimentais e
o desenvolvimento de um protétipo no ambito de um projeto de investi-

gacao e desenvolvimento.

1. INTRODUCAO E MOTIVACAO

A &dgua doce é um recurso realmente escasso: repre-
senta 2.5% do total de dgua global, dos quais ape-
nas 0.025% sd&o aceitdveis para consumo humano [12].
E um bem vital para o ser humano; é necessédria ndo ape-
nas para consumo direto, mas também para tarefas agri-
colas, industrias energéticas, etc. A agricultura (irrigagéo,
pecudria e aquacultura) utiliza 69% das captagdes anuais
de dgua a nivel mundial, tornando-se o setor que mais
consome dgua no planeta. Apesar de comegarmos a estar
conscientes desta escassez e do seu aumento preocupante
nos préximos anos, hd ainda muito a fazer neste pais e no
mundo para reverter a situacdo. No verdo de 2022, devido
a falta de d4gua em Portugal, questionou-se a utilizagdo da
dgua na agricultura e na produgao hidroelétrica, sendo es-
tas as primeiras a serem sujeitas a contencdes.

Entre 1950 e 2020, a populagdo mundial triplicou [13];
a procura de alimentos e de dgua acompanhou esse cres-
cimento. Nos objetivos de desenvolvimento sustentdvel
das Nagdes Unidas inclui-se garantir a disponibilidade e a
gestdo sustentdvel da dgua potdvel e do saneamento para
todos. Uma das metas para atingir tal objetivo é aumentar
substancialmente a eficiéncia no uso da dgua em todos os
setores, assegurar extragdes sustentdveis e o abastecimen-
to de dgua doce para enfrentar a escassez de dgua, bem
como reduzir substancialmente o ntimero de pessoas que
sofrem com a sua escassez (Meta 6.4, [12]). Prevé-se que
para atingir esta meta em 2030 serd necessario quadrupli-
car o ritmo do progresso das medidas de mitigagdo (ver
figura 1). Se mantivermos o ritmo atual, estima-se que em
2030, 1600 milhdes de pessoas carecerdo de dgua potdvel
gerida com seguranca.
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MEETING DRINKING WATER, SANITATION AND HYGIENE TARGETS
BY 2030 REQUIRES A m INCREASE IN THE PACE OF PROGRESS

AT CURRENT RATES, IN 2030
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o - <
1.6 BILLION PEOPLE 2.8 BILLION PEOPLE 1.9 BILLION PEOPLE
WILL LACK WILL LACK WILL LACK BASIC
SAFELY MANAGED SAFELY MANAGED HAND HYGIENE
DRINKING WATER SANITATION FACILITIES

Figura 1. Visdo geral do progresso na implementacdo da Agenda
2030 para o Desenvolvimento Sustentével relativo ao Objetivo
6, Meta 6.4. In The Sustainable Development Goals Report 2022,
United Nations, 2022 [14].

Assim, é cada vez mais pertinente educar a sociedade
e sensibilizar futuros governantes para comportamentos
e utilizagdo de estratégias sustentdveis, nomeadamente
para o uso da dgua de uma forma inteligente, eficiente e
otimizada. Ao nivel da producdo agricola, em particular, é
crucial procurar formas de otimizar a utilizacdo deste pre-
cioso recurso de modo a encontrar solu¢des sustentdveis
e responsaveis que satisfacam as necessidades de alimen-
tagdo humana. A matemdtica poderd ter aqui um papel
importante a desempenhar a nivel da compreensdo dos
fenémenos envolvidos (utilizando técnicas de modelagdo
de sistemas dindmicos e de pardmetros distribuidos, ané-
lise de dados e estatistica), a nivel de planeamento, gestdo
e controlo da utilizagdo da dgua (com técnicas de otimiza-
¢do e teoria do controlo).

Consciente destes factos, um grupo de investigadores
nacionais prop6s e desenvolveu o projeto de investigagdo
e desenvolvimento To Chair - The Optimization Challenges in
Irrigation (POCI-01-0145-FEDER-028247), financiado pela
Fundagéo para a Ciéncia e a Tecnologia, na area da mate-
madtica. Foi criada uma equipa de trabalho com o principal
objetivo de estudar o problema da gestao de dgua como
um problema de controlo 6timo, usando e/ou desenvol-
vendo ferramentas matemadticas dentro de diversas areas
cientificas, para posterior aplicagdo em sistemas de irriga-
¢do para qualquer tipo de cultivo, em qualquer lugar do

mundo. Desta equipa fizeram parte investigadores da area
de modelagdo matemdtica e estatistica da Universidade
do Minho, a equipa de otimizagdo e engenharia de contro-
lo da Universidade do Porto e do Politécnico do Porto, as-
sim como investigadores em agronomia da Universidade
de Trés-os-Montes e Alto Douro (UTAD) cuja participagdo
tem como intuito dar apoio na modelagdo matemaética, na
recolha de dados e na implementagdo de um software de
apoio a decisdo. Também fazem parte da equipa colegas
da eletrénica e da informatica da Universidade do Minho
com o objetivo de dar apoio no desenvolvimento de uma
interface e de um protétipo. No ambito do projeto To Chair
foram criados dois campos experimentais: um em labo-
ratério (ambiente fechado) e outro numa vinha comercial
(ambiente aberto). No laboratério foi criado um provete
de ensaio com quatro sensores a diferentes alturas com
sistema de rega ligado a um compressor com o objetivo de
estudar a infiltracdo. Na vinha comercial (Quinta da N. Sr*
da Ribeira, Carrazeda de Ansides) foi definida uma par-
cela experimental em que foi instalada uma estagdo me-
teorolégica automadtica. Foram ainda colocados oito sen-
sores (modelo 10HS) divididos por quatro profundidades
distintas (10, 40, 70 e 110 cm), com o propésito de avaliar
a dindmica hidrica no solo. Complementarmente, foram
recolhidas amostras de solo para caracterizagdo fisica do
mesmo (laboratério de solos da UTAD).

1.1. O Problema e as técnicas
O problema de irrigagdo poderd ser formulado como a
determinacdo em cada instante da quantidade de dgua a
fornecer a uma zona de terreno - i.e., determinar a fungéo
de controlo — de modo a que os requisitos hidricos da cul-
tura sejam satisfeitos. Trata-se assim de um problema de
controlo.

Na sua maioria os sistemas de rega existentes baseiam-
-se em controlos "on-off" sem técnicas de previsdo associa-
das. Nos casos em que o sistema de rega é automatizado,
o seu funcionamento dispara o ciclo de rega quando um
valor critico minimo da humidade do solo é detetado e
suspende-o quando um méximo definido é atingido (as
vezes, perto da saturagdo). Uma das consequéncias do
uso desta técnica de controlo bésica é o excesso de dgua
no solo, sendo responsavel pelo desperdicio de elevadas
quantidades de dgua, prejudicando o nosso ecossistema
sem beneficiar, ou até prejudicando, o cultivo. Estes siste-
mas podem ser melhorados se houver um conhecimento
da evolugdo da 4gua no solo ao longo do tempo e também
do espaco, ainda mais se aliado a previsao da pluviosida-
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de e a utilizacdo de dgua pela planta. O uso de modelos
matemadticos adequados permite estimar a necessidade de
dgua para a irrigacdo em diferentes cendrios, uma maior
adequacdo das necessidades hidricas da planta as diferen-
tes fases do seu crescimento e detetar falhas no sistema de
irrigagdo, contribuindo para o uso eficiente de dgua.

Na engenharia de controlo, temos vindo a assistir nos
altimos anos a utilizagdo cada vez mais frequente de técni-
cas de controlo baseadas em modelos [3]. Estas permitem
abordar problemas mais complexos ou obter ganhos de
eficiéncia quando comparadas com técnicas mais simples
como o controlo "on-off" (que encontramos nos sistemas
de rega, em dispositivos com termostatos como os fornos,
etc.) ou como os controladores PID — Proporcional Integral
Derivativo (os controladores usados mais frequentemen-
te para determinar a posigéo e a velocidade de motores).
Algumas das técnicas de controlo baseadas em modelos
aliam-se a otimizagado para conseguir maximizar critérios
de desempenho a definir pelo projetista. Estas técnicas,
chamadas de controlo baseado em otimizagdo, sdo essen-
cialmente o controlo 6timo e o controlo preditivo.

A teoria de controlo 6timo emergiu como um campo
de investigagdo na década de 1950 em resposta a proble-
mas relativos a exploragdo aeroespacial do sistema solar,
nomeadamente o calculo de trajetérias de foguetdes que
minimizem o consumo de combustivel [15]. Problemas de
controlo 6timo envolvem a otimizag¢do da fungéo de cus-
to que depende de um estado e de controlo relacionados
através de equacdes diferenciais e outras restrigdes com
formulacao algébrica. O facto de que se pode especificar
um conjunto de restri¢cdes de controlo, combinadas com
possibilidade de lidar com fung¢des de custo gerais am-
plia a aplicabilidade de problemas de controlo 6timo para
uma ampla gama de problemas. Consequentemente, a te-
oria do controlo 6timo abrange diversas dreas, com vérias
abordagens possiveis, com vdrias aplicacdes em matema-
tica, engenharia, economia, biologia, e é uma fonte de vé-
rias técnicas e ideias. Neste caso, o controlo 6timo ajuda-
-nos a obter um plano da utilizagdo da d4gua que minimiza
o desperdicio.

Posteriormente, serd necessdrio implementar o pla-
no obtido. Aqui a teoria do controlo poderd de novo
ajudar-nos com um mecanismo fundamental chamado
realimentagéo. E de esperar que, ao implementar o plano
calculado através do controlo 6timo baseado em mode-
los, a evolugdo ao longo do tempo das varias varidveis en-
volvidas ndo seja exatamente a prevista: o modelo é uma
aproximagdo e ndo uma representacdo exata da realidade,

e a previsdo da pluviosidade também nao é garantida. As-
sim, hd que medir frequentemente algumas das principais
varidveis a controlar e replanear caso o comportamento
ndo seja o previsto. A esta medicdo e a sua utilizagdo para
modificar o controlo chama-se realimentacio, e ¢ um dos
mais importantes mecanismos para os sistemas de contro-
lo lidarem com a incerteza e com as perturbagdes. Quando
replaneamos frequentemente, aliando o controlo 6timo a
esta realimentagdo de uma forma iterativa, estamos peran-
te a técnica de controlo preditivo, cuja utilizagdo iremos
descrever.

Finalmente, uma palavra ao tratamento de dados e a
estatistica. Estes sdo usados em diferentes fases do proces-
so: na constru¢do do modelo, nomeadamente na sua vali-
dagdo e na identificagdo de pardmetros; na estimagdo de
varidveis ndo medidas diretamente (por exemplo a humi-
dade do solo em locais afastados dos sensores), e podem
ser usados para melhorar o controlo usando técnicas de
aprendizagem computacional.

2. MODELO MATEMATICO

Apresentamos aqui um modelo simplificado, em que é
considerada a quantidade de 4gua no solo numa tnica lo-
calizagdo. O principal objetivo do problema de irrigagao
introduzido em [5] (aperfeicoado em [4]) é minimizar o
uso de dgua na irrigacdo de um campo agricola garantin-
do que o crescimento sauddvel da cultura seja preservado.
Assumindo que o controlo u(t) é o caudal de dgua de rega
no tempo t, a fung¢do custo a minimizar é o gasto total de
dgua na rega, ou seja:

t
Minimizar/ fu(t)dt,
0

onde ¢ € o tempo final de planeamento. Considera-se que
a varidvel de estado x(t) é a quantidade de dgua existente
no solo em determinado instante de tempo t. Para garantir
um crescimento saudével da cultura, uma restrigdo de es-

tado deve ser satisfeita:
x(t) 2 xmin/ Vt Z 0/

ou seja, a quantidade de dgua no solo x(t) tem de ser
maior ou igual a um determinado nivel xpmin, este valor é
conhecido como necessidade hidrolégica da cultura.

A variagdo da dgua no solo é baseada na equagao do
balanco hidroldgico:

x(t) = u(t) + rfall(t) — evtp(t) —loss(t, x(t)),

onde rfall é a previsdo da precipitagdo durante um perio-
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do de dias seguintes ao dia inicial, evtp é a evapotranspi-
ragdo estimada para o tipo de cultura, e loss é a percola-
¢do profunda (a dgua que se encontra abaixo das raizes).
A evtp é calculada com base no modelo [1] usando o
coeficiente da cultura, as previsdes meteoroldgicas e
a localizacdo da cultura, nomeadamente: temperatura
méxima, temperatura minima, humidade relativa do ar,
intensidade do vento, radiagdo solar, latitude e altitude.
Apesar de vdrios autores considerarem que a percola-
cdo profunda (loss) é igual a zero, obtivemos em alguns
casos valores significativos. Em [7], comparamos dados
reais com a simula¢do do modelo desenvolvido em [5],
sendo para tal necessario considerar valores ndo nulos
em relacdo a percolagdo profunda. Por outro lado, é bem
conhecido que a equagdo de Horton [2] permite medir
taxas de infiltragdo no solo. E uma férmula empirica que
diz que a infiltragdo comeca a uma taxa constante, iy, e
diminui exponencialmente em funcdo do tempo. Quan-
do o nivel de saturacdo do solo atinge um determinado
valor, a taxa de infiltragdo estabiliza-se na taxa i.. Consi-
dera-se loss(x) = Bx. Atendendo a que as caracteristicas
do solo podem sofrer alteragdes ao longo do tempo por
erosdo, é considerado que o termo B depende do tempo.
Por outro lado, quando a quantidade de dgua no solo
atinge a capacidade de campo, xrc, o solo ndo consegue
reter mais dgua e nestes casos as perdas sdo significati-
vamente maiores. Consequentemente, as perdas por per-
colagdo foram modeladas da seguinte forma, tendo em
consideracgéo [8]:

X < XpC
X > Xpc, (2.1)

_{ Bl
loss(t,x) = { f—xFC‘f‘ﬁ(t)x’

onde xp- representa a quantidade de dgua retida no solo
depois de este ter sido drenado. Tal valor depende do
tipo de solo.

Assume-se que se conhece a humidade no instante
inicial do solo, x(0) = a, e o caudal de dgua de irrigacdo
u pertence ao intervalo [0, M], onde M é o caudal médximo
de dgua que sai do sistema de rega. O problema de con-
trolo 6timo a ser estudado é formulado como:

Minimizar fotf u(t)dt
0L ¢ (t) = u(t) +rfall(t)—evtp(t)— loss(t, x(t)), t € [0, tel,

€ [0,M], Vt € [0, tf},
> Xmin, Vt € [0, tf]

(2.2)

3. SIMULACOES E COMPARAGCAO COM UM CASO
REAL

Por forma a obter as solu¢gdes numéricas do problema
de controlo 6timo (2.2), é utilizada a fun¢do "fmincon"
do MATLAB com algoritmo Active Set. As solug¢bes nu-
méricas sdo obtidas tendo como base dados meteoro-
l6gicos reais no Instituto Superior de Engenharia do
Porto (ISEP) durante dez dias. Atendendo ao tipo de cul-
tura (relva) e ao tipo de solo considerado, assumiu-se que
Xin = 18.72 mm, e xpc = 46.8 mm. O caudal mdximo da
dgua da torneira foi considerado M = 10 m3/dia. Aten-
dendo a que o pardmetro §(t) da parcela perdas é dificil
de estimar, foi considerado constante no periodo dos dez
dias. A sua determinacdo foi feita comparando a trajetéria
obtida pelo nosso modelo com a verdadeira trajetéria em
que f é escolhido por forma a minimizar a soma dos erros
quadraticos entre as duas trajetérias mencionadas.

Estes exemplos correspondem a um perfodo de dez
dias consecutivos num campo do ISEP. Nos dois exem-
plos que estamos a analisar verifica-se que a precipitagdo
é suficiente para a sobrevivéncia da cultura e nos dois
exemplos abaixo ocorre uma situagdo de seca e o sistema
de rega tem de ser ativado.

No primeiro caso (canto superior esquerdo da figura
2), houve fortes chuvas. Corresponde ao periodo compre-
endido entre 1 e 10 de maio de 2015. A precipitagdo neste
periodo foi: [50.29, 3.81, 33.02, 30.73, 1.27, 0.76, 15.53, 0.76,
0, 0] (mm). Como a chuva é abundante, o segundo ramo
da funcao de perdas "loss" é usado na equagdo do balango
hidrolégico.

No segundo caso (canto superior direito da figura 2),
houve precipitagdo ligeira. Corresponde ao periodo com-
preendido entre 14 e 24 de outubro de 2015. A precipitacdo
neste periodo foi: [0, 0, 0, 0.76, 12.95, 0.25, 0, 0, 0, 0] (1mm).
Como a chuva ndo é abundante, apenas o primeiro ramo
da fungdo de perdas "loss" é usado.

No terceiro caso (canto inferior esquerdo da figura 2)
ndo houve precipitagdo. Corresponde ao periodo entre 1 e
10 de agosto de 2015. A humidade do solo cai rapidamente
e o controlo (irrigacdo) tem de ser acionado apds dois dias.
Como se pode ver nesta figura, uma vez acionada a irri-
gacdo, ela permanece até ao final do periodo em estudo,
garantindo dgua suficiente para o crescimento saudavel
da cultura.

O quarto caso (canto inferior esquerdo da figura 2) foi
de seca. Corresponde ao periodo compreendido entre 1 e
10 de setembro de 2015. A chuva é muito escassa, a preci-
pitacdo neste periodo foi: [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1.02, 0] (rmm).
Ahumidade do solo jd estava no nivel minimo para o cres-
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Figura 2. Trajetdria (humidade no solo), controlo (rega), evapotranspiracdo e necessidades

hidricas da planta, ao longo do tempo, em diferentes cendrios de precipitagio.

cimento da planta de uma forma saudavel e, portanto, o
controlo (irrigagdo) deve ser ativado durante todo o peri-
odo. Observe que no dia 9, o valor da evapotranspiragdo
é ligeiramente acima do valor de irrigagdo, uma vez que
houve chuva fraca.

3.1 Comparacio entre solu¢ao numérica e dados re-
ais da humidade no solo

Os sensores utilizados no ISEP para medir a humidade do
solo tém como unidade de saida a pressdo. Para compa-
rar os dados reais com as solu¢gdes numéricas é necessario
converter os resultados numéricos em mm para tensdo de
dgua no solo (kPa — pressdo). Esta conversdo depende do
tipo de solo [10] (para mais detalhes, ver [7]).

Na figura 3, estd a comparagdo dos resultados das si-
mulagdes com os dados reais do caso 1 (esquerda) e do
caso 2 (direita). Salientamos que nestes casos ndo houve
necessidade de rega.

No caso 3 e no caso 4, uma vez que houve irrigagdo, se-
rdo comparados os dados reais com as solu¢des numéricas
da equacdo do balango hidroldgico, tendo como entrada a
rega real. Salienta-se que um valor da humidade no solo
abaixo de 5 kPa, significa que o solo estd préximo da sa-
turagdo; se este valor for superior a 20 kPa o solo ndo tem
dgua suficiente para satisfazer as necessidades hidricas da
planta.

Na figura 4 e na figura 5, do lado esquerdo, estd a com-
paracdo do resultado da simulagdo com os dados reais
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para o caso 3 e caso 4 respetivamente, assim como também
é apresentada a solugdo 6tima para cada um destes casos.
No lado direito da figura 4 e da figura 5 estd a comparagao
entre a d4gua necessdria para a rega através do modelo da
secgdo 2 e a quantidade real de dgua utilizada na rega pelo
ISEP (note-se que utilizam um sistema de controlo "on-
-off" para irrigagdo). No caso 3, estima-se que a economia
de dgua atinja 16.8%, cifrando-se nos 11.1% no caso 4.

4. PROTOTIPO

Um dos objetivos do projeto é o desenvolvimento de um
protétipo de fécil utilizagdo que ajude na tomada de de-
cisdo relativamente ao uso da d4gua num sistema de rega.
Pretende-se que o sistema utilize sensores de humidade
do solo no campo, previsdes do tempo, caracterizagdo do
solo e o tipo de cultivo. Esses dados sdo inseridos num
programa Octave/Matlab que implementa um algoritmo
de controlo 6timo para calcular o plano de irrigagdo para
o campo de cultivo de acordo com o modelo apresentado
na secgdo 2. Esta informagdo serd comunicada ao sistema
de rega ja instalado no campo agricola, de acordo com a
figura 6.

Como ja mencionado, o algoritmo de controlo 6timo
necessita de dados de previsdo do tempo que podem ser
obtidos através de servigos disponiveis na internet. Os va-
lores de humidade do solo sdo obtidos por sensores ana-

.

PP '1

P
L

Weather forecast

Soil moisture

l6gicos e sao usadas comunicagdes méveis com o objetivo
de enviar os dados para o servidor. O servidor disponi-
biliza um site para os usudrios inserirem dados sobre as
suas plantagdes e os seus campos. A partir deste conjunto
de dados, o algoritmo calcula o plano de irrigagdo para o
campo dado, que consiste numa lista de quantidade de
dgua para cada dia, para um periodo de dias. Esta infor-
magdo serd comunicada ao sistema de rega (para mais de-
talhes ver [6]).

4.1 Replaneamento

Embora o modelo descrito na secgdo 2 tente representar
a realidade, imprevistos podem sempre ocorrer, como al-
teragdes das condigdes climdticas que podem levar a um
mau desempenho dos sistemas de rega. E importante ava-
liar se os resultados obtidos com o planeamento da rega
se aproximam da realidade. Caso contrdrio, héd a necessi-
dade de replanear a solugdo de acordo com os dados reais
atuais.

O replaneamento é feito definindo o estado inicial
como a humidade real no solo e tendo em conta as novas
previsdes meteoroldgicas. A estratégia de replaneamento,
apresentada no fluxograma na figura 7, implementa uma
técnica conhecida como Controlo Preditivo. O algoritmo
de replaneamento deteta se a humidade do solo lida pelo
sensor difere significativamente da prevista no plano

Optimal Irrigation

Algorithm

- Irrigation
= Plan

Irr. Area
Characteristics

Figura 6. Visdao geral do sistema e sua integracao no campo.
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de rega para o dia atual. Se for esse o caso, duas situa-
¢oes podem ocorrer: a restri¢io de estado ndo é violada
e o processo é repetido com novos dados. Se a restricao
de estado for violada, é necessdrio calcular um valor de
dgua necessdria na rega para evitar a violagao da restricdo
de estado. Novos dados sdo entdo considerados impon-
do que o estado inicial seja agora x,,;,, € 0 programa seja
executado novamente. Salienta-se que ¢ é o erro aceitavel
entre a humidade do solo real e a humidade do solo esti-
mada. Resultados numéricos deste procedimento podem
ser encontrados em [9].

4.2 Plano de multiplos pontos de rega

Até agora, o modelo assumiu que todo o campo é descrito
como um ponto no espago. O plano de irrigacdo para todo
o campo de cultivo é projetado para esse ponto, implican-
do que a distribuigdo espacial das medidas de irrigacdo
seja uniforme. Um modelo mais realista consideraria va-
rios pontos de irrigagdo. Para simplificar, o modelo assu-
me que o campo € retangular e consiste em vdrias dreas
retangulares menores. Um ponto de irrigagdo no centro
de cada retdngulo menor recebe um plano de irrigacdo

descrito nas sec¢des anteriores. O novo sistema de plane-
amento de irrigagdo agora pode lidar com necessidades
de irrigacdo diferenciadas que dependem da localizagao
espacial. O algoritmo do plano de miltiplos pontos de ir-
rigagdo desenvolvido em [9] é proposto e implementado
para considerar mdltiplos pontos de irrigagdo. Apds obter
o plano de irrigacdo para cada ponto de irrigacdo, o algo-
ritmo de redistribui¢do de dgua verificard se cada ponto
de irrigacdo pode irrigar a quantidade de dgua necessdria.
Se, por exemplo, um ponto de rega ndo consegue satisfa-
zer as suas necessidades, o algoritmo de redistribuigdo de
dgua procura a possibilidade de satisfazer as necessidades
necessdrias noutros pontos de rega. Essas informages sdo
repassadas ao agricultor. Suponha que é impossivel aten-
der as necessidades de todos os pontos de irrigacdo apds
atender as necessidades de irrigagdo nos pontos onde isso
é possivel. Nesse caso, a dgua disponivel é redistribuida
nos pontos de irrigagdo onde hd necessidade de dgua.
Uma vez que a informagdo sobre os défices hidricos em
cada ponto de irrigacdo chegou ao agricultor, eventual-
mente, ele poderd obter d4gua noutro local e prosseguir
com o plano de mdiltiplos pontos de irrigacao.

Leitura do sensor da humidade do solo xg

Rega-se conforme o planeamento

Sim

Léem-se as novas

Xi = Xg

Determina-se o novo

‘_

Nao

Sim

previsGes meteoroldgicas <

Xi = Xmin

planeamento de rega

Recalcula-se u;

Figura 7. Fluxograma da estratégia de replaneamento, controlo preditivo.
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5. COMENTARIOS FINAIS

Consideramos o problema de minimizagdo do desperdi-
cio de d4gua em irrigacdo e abordamos a sua resolucdo com
técnicas matemdticas de modelagdo, otimizagdo e contro-
lo. Descrevem-se alguns resultados desenvolvidos no
ambito de um projeto de investigacdo e desenvolvimento
que envolveu diversas institui¢des de Ensino Superior do
norte do Pafs. A investigacdo realizada neste projeto per-
mitiu concluir que é possivel reduzir o consumo total de
dgua usada na irrigagdo, respeitando as necessidades hi-
drolégicas da cultura. Foram implementadas técnicas de
controlo 6timo e de controlo preditivo que tém em conta
desvios relativamente ao modelo desenvolvido, erros nas
previsdes meteoroldgicas, crescimento atipico da planta,
entre outras incertezas. Desenvolveu-se um algoritmo que
considera multiplos pontos de irrigagdo e que faz a redis-
tribuigdo da dgua pelos pontos em que hd défice de dgua.
Em trabalho futuro, pretende-se continuar a desenvolver
um protétipo de facil utilizagdo, implementavel em qual-
quer cultura e em qualquer local.
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LUDUS REGULARIS: UM JOGO DE DADOS NA

IGREJA

Ludus Regularis é um jogo de tabuleiro com dados, do século X, que
chegou ao nosso conhecimento por meio de fontes literdrias. As re-
gras do jogo foram mantidas pelo historiador Balderic, no século X,
num livro editado em 1615 por Colvener, Chronicon Cameracense et
Atrebatense, e reeditado em 1834 por André Le Glay, em Paris, Chro-
nique d'Arras et de Cambrai. Estudando as probabilidades envolvidas na
dindmica do jogo Ludus Regularis, é possivel avangar que as preocupa-
¢Oes do autor se centravam, sobretudo, em apresentar um jogo que se-
guisse a doutrina catdlica. Ludus Regularis € um jogo cuidadosamente
concebido, com recurso a dados comummente inacessiveis a membros
do clero, num contexto de simbolismo religioso cristao profundo.

JOGAR LUDUS REGULARIS

Ludus Regularis Seu Clericalis, o Jogo do Clero, foi inven-
tado pelo bispo Wibold de Cambrai (Franga), com o obje-
tivo de proporcionar aos elementos do clero o acesso a um
jogo de dados sem a componente vulgar que interditava
este tipo de jogo aos elementos da Igreja. Ao praticar o Lu-
dus Regularis, os clérigos deviam trabalhar, ao nivel do
enriquecimento pessoal, as virtudes que viessem a ganhar
em determinada partida do jogo (tabela 1).

Para jogar Ludus Regularis sdo necessdrios quatro da-
dos — trés cubos e um tetraedro — e um tabuleiro onde es-
tejam registadas as 56 virtudes que Wibold definiu como
objetivos do jogo (figura 1). Cada face dos dados ctibicos
é marcada com uma ou mais vogais que representam os
pontos do dado: uma face com uma vogal, uma face com
duas vogais, uma face com trés, e assim por diante. No
dado tetraédrico, estdo marcadas 16 consoantes, reparti-
das em grupos de quatro pelas faces do tetraedro, usando
a ordem alfabética.

Figura 1: llustracdo do jogo Ludus Regularis na variante de
tabuleiro circular, pertencente a exposicao Jogos Matemdticos
Através dos Tempos, patente no Museu da Ciéncia de Lisboa
(24 de abril de 2008 a 31 de dezembro de 2022).

S
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Tabela |: As 56 virtudes do jogo Ludus Regularis; a esquerda de cada virtude é possivel encontrar a combinagao numérica relativa ao langa-
mento dos trés dados cubicos (considerando cada vogal como um ponto) e a direita regista-se o valor que resulta da soma das trés parcelas
saidas nos dados.

o dados | (Larim) viwde | T2 N T ier | (Larim) Virtude | OO0
LLI Karitas Caridade 3 ILIILV  Hospitalitas  Hospitalidade 10
LLII Fides Fé 4 I1, 111, VI Parcitas Parciménia 11
ILII Spes Esperancga 5 IL IV, IV Patientia Paciéncia 10
ILLIV Justitia Justica 6 IL IV, V Zelus Zelo 11
LLV Prudentia Prudéncia 7 1L, IV, VI Paupertas Pobreza 12
L L VI Temperantia Temperanga 8 IL,v,v Lenitas Moderacao 12
LILII Fortitudo Fortaleza 5 I, V, VI Virginitas Virgindade 13

I, IT, ITI Pax Paz 6 IL, VI, VI Reverentia Reveréncia 14
LI, IV Castitas Castidade 7 111, 11, TII Pietas Piedade 9
LI,V Misericordia Misericérdia 8 IIL, I, IV Indulgentia Indulgéncia 10
L1I, VI Obedientia Obediéncia 9 1L, 101, V Oratio Oragédo 11
I, I, 1T Timor Temor 7 11T, 11, VI Amor Amor 12
I I, IV Providentia Providéncia 8 I, IV, IV Judicium Discernimento 11
I I,V Discretio Discricao 9 I, IV, V Vigilantia Vigilancia 12
I, III, VI Perseverantia Perseveranca 10 III, IV, VI Mortificatio Mortificagdo 13
LIV IV Bonitas Bondade 9 I, V, V Innocentia Inocéncia 13
LIVV Modestia Modéstia 10 11, v, VI Contritio Contrigao 14
I,IV, VI Longanimitas Longanimidade 11 111, VI, VI Confessio Confissao 15
LVV Mansuetudo Mansidao 11 IV, 1V, IV Maturitas Maturidade 12
I,V VI Benignitas Benignidade 12 IV, 1V, V Sollicitudo Solicitude 13
I, VI, VI Sapientia Sabedoria 13 1V, 1V, VI Constantia Constancia 14
IL I, T Compunctio Compungao 6 I\AAY Intellectus Inteligéncia 14
IT, 11, 11 Gaudium Alegria 7 IV, Vv, VI Suspiratio Anelo 15
IL II, IV Sobrietas Sobriedade 8 1V, VI, VI Fletus Lagrimas 16
ILILV Delectatio Deleite 9 V,V,V Hilaritas Boa disposigao 15
IL, 11, VI Suavitas Suavidade 10 V,V, VI Compassio Compaixao 16
11, IIT, IIT Astutia Astticia 8 V, VI, VI Continentia Continéncia 17

I, 100, IV Simplicitas Simplicidade 9 VI, VI, VI Humilitas Humildade 18

No contexto da prética do jogo, cada jogador langa os PPelo menos, uma das consoantes saidas na face vol-
quatro dados simultaneamente. A combinagdo dos pontos tada para baixo no dado tetraédrico esteja na palavra
obtidos nos dados ctibicos aponta a virtude em jogo. No en- referente a virtude em jogo (por exemplo, para Oratio
tanto, para adquirir essa mesma virtude é necessario que: é preciso que saia r ou t);

» As vogais obtidas nos trés dados ctibicos correspon- » A virtude em jogo ndo tenha sido previamente adqui-

dam as da virtude (por exemplo, para adquirir Oratio rida por outro jogador;

é preciso que saiam, pelo menos, dois 0, um a e um i);
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Figura 2: Tabuleiro quadrado do jogo Ludus Regularis, com os
esquemas dos dados, incluido como elemento desdobravel da
obra Chronicon Cameracense et Atrebatense, edicao de Geor-
gium Colvenerium, de 1615, entre as paginas 460 e 461. Imagem
cedida pela Bibliotheque Nationale de France.

»Para a aquisi¢do da virtude Karitas é necessdria a in-
troducdo de uma excecdo: Karitas serd obtida quando
a combinagdo pontual do lancamento for I, I, I, ou seja,
as faces correspondentes as vogais 4, ¢, i; esta situacdo
ndo permite o aparecimento de dois 4, pelo que estd
previsto um segundo lancamento dos dados ctibicos
de modo a encontrar a letra a em falta.

Wibold destaca as situagdes em que as somas pontuais de
duas virtudes perfacam 21 - sdo as chamadas unides de
virtudes. Nestes casos, a contabilizagdo dos pontos segue
um procedimento distinto.

O jogo termina quando todas as virtudes tiverem sido
atribuidas aos jogadores, ou, em versdes alternativas que
tornam a duragdo do jogo mais equilibrada, quando se
atingir determinado ntimero de virtudes — Wibold chega
a sugerir que se termine o jogo quando um dos jogadores
adquirir dez ou 15 virtudes. Nesse momento, para deter-
minar o vencedor é necessdrio contabilizar os pontos de
cada jogador, do seguinte modo:

PPerante pares de virtudes que perfacam uma unido,

; (5, G-
Sy f"{ Y- 463 i ii__lv‘\w.ll'.\“\!
i i R e

eI * it

g A I:I

T
Lambiw
LT RS
v

Figura 3: Tabuleiro circular, com ponteiro, do jogo Ludus Regu-
laris, incluido como elemento desdobravel da obra Chronicon
Cameracense et Atrebatense, edicao de Georgium Colvenerium,
de 1615, entre as paginas 460 e 461. Imagem cedida pela Biblio-
theque Nationale de France.

a pontuagao serd contabilizada como o dobro do valor
da pontuagdo individual mais alta (por exemplo, Fle-
tus, com pontuacéo 16, e Fortitudo, com pontuagéo 5,
constituem uma unido — assim, quem detiver este par
contabiliza 2 x 16 pontos);

» A virtude Karitas vale o dobro dos pontos (quando
estiver em unido com Humilitas cumpre-se a regra da
unido);

»As restantes virtudes sdo contabilizadas pelo valor
que aparece registado na tabela 1 como a sua pontu-
acao.

Como alternativa, existe também a possibilidade de jogar
uma versdo mais simples e de duracdo inferior, com um
tabuleiro circular (em cujo perimetro se encontram as 56
virtudes em jogo) com uma agulha ou um ponteiro, fixo
no centro, que serd girado pelos vdrios jogadores (figura
3). Nesta situagdo, cada jogador vai adquirindo a virtude
que for apontada pela agulha, excetuando os casos em que
avirtude ja esteja na posse de outro jogador. De notar que,
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no pardgrafo que antecede a apresentagdo do esquema
deste tabuleiro, na obra de 1615, este é aconselhado ao
publico feminino, por oposicdo as versdes com dados,
mais masculinas!

ANALISE PROBABILISTICA DE LUDUS
REGTULARIS

As probabilidades de ocorréncia de cada uma das virtu-
des em jogo variam entre 0,116% e 1,389%. A procura de
uma relagdo entre o valor pontual de cada virtude e a pro-
babilidade da sua ocorréncia leva a conclusdo de que tal
ndo existe: Wibold nao estabeleceu relagdo entre o valor
pontual que atribuiu a cada virtude e a maior ou menor
probabilidade envolvida na obtengdo dessa mesma virtu-
de. Néao obstante, organizou de modo cuidadoso a lista
das 56 virtudes. De facto, as virtudes ndo poderiam ser
conectadas aos ternos de pontuagdo e vogais sem ter em
atencdo as vogais obtidas com os dados ctibicos e a grafia
de cada uma das palavras.

SIMBOLISMO

O recurso a simbolismos da Igreja Catdlica é transversal
a todo o texto sobre Ludus Regularis. A doutrina caté-
lica enquadra o significado cristdo de cada um dos va-
lores pontuais que é possivel obter, justifica a ordenagao
de parte das virtudes e chega até a ser usada na expli-
cagdo a respeito da leitura dos resultados nos dados: os
ctbicos leem-se na face superior (as vogais), enquanto no
dado tetraédrico (o das consoantes) a face resultante de
uma jogada é a que se encontra na parte inferior; Wibold
comenta que as vogais representam a imagem da alma,
que se eleva a Deus, enquanto as consoantes preconizam
o corpo que volta ao elemento mais baixo; é indicada a
passagem biblica Eclesiastes 12:7: “Entao o p6 voltard a
terra de onde saiu e o espirito voltard para Deus que o
concedeu.”

A respeito das virtudes Karitas e Humilitas, respetiva-
mente a primeira e a tltima, diz Wibold que a primeira é
amade de todas as virtudes e a dltima a guardia. Sobre Ka-
ritas, Wibold justifica a sua escolha fazendo a ponte com
uma passagem do Evangelho Segundo S. Mateus: “destes
dois mandamentos depende toda a Lei e os Profetas”, a
saber: “Amarés ao Senhor, teu Deus, com todo o teu co-
ragdo, com toda a tua alma e com toda a tua mente” e
“Amards ao teu préoximo como a ti mesmo”. De modo se-
melhante ao Evangelho, onde Jesus Cristo concentra todo
o contetido da sua Lei nestes dois mandamentos, também
Wibold faz brotar da caridade as restantes virtudes.

O CARACTER PITAGORICO E A DIFICULDADE
DE LUDUS REGULARIS
No texto da Crénica, afirma-se que o jogo tem um cardc-
ter marcadamente pitagoérico. De facto, se por um lado
é incontorndvel que Wibold tenha recebido influéncias
da Antiguidade, por outro lado as caracteristicas pita-
goricas apontadas por Colvener e por Le Glay ndo sido
visiveis. A excecdo da referéncia ao ndmero seis como
perfeito (um conceito pitagérico no ambito da teoria de
ntimeros), ndo se encontram outras mengdes que possam
ser ligadas a Pitdgoras. Pelo contrario, a exploracdo dos
restantes simbolismos que Wibold apresenta cai na orla
da Biblia Sagrada ou de fil6sofos e estudiosos da mesma,
como Santo Agostinho ou Sdo Gregério — ambos santifi-
cados a luz da Igreja Cat6lica.

Mesmo sobre a referéncia a perfeicdo do nimero seis,
a verdade é que tal caracterizacdo pode encontrar-se no
contexto da literatura catdlica; veja-se o que diz o Papa
Gregorio I na obra The Books of the Morals:

“Mas o ndmero seis é perfeito, porque é o pri-
meiro nimero que é composto pelas suas vdrias
partes, ou seja, o seu sexto, o seu terco, e a sua
metade, que sdo um, dois e trés, e estes somados
tornam-se seis. (...) Mas porque transcendemos
todo este conhecimento, ao avancarmos através
da altivez da Sagrada Escritura, encontramos af
a razdo pela qual os ntimeros seis, sete, dez e mil
sdo perfeitos. Pois o nimero seis é perfeito na Sa-
grada Escritura, porque no inicio do mundo Deus
completou, no sexto dia, as obras que comegou no
primeiro.”

Outra caracteristica que Colvener aponta ao jogo Ludus
Regularis é a dificuldade na sua implementacdo (Le Glay
também partilha tal opinido). Esta ideia de dificuldade
ou obscuridade ndo parece ter ligagdo com a realidade.
Na verdade, Wibold explana as regras com cuidado, com
pormenores tdo detalhados como em que face dos dados
se 1é o resultado da jogada ou a repetigdo do estatuto di-
ferenciado da virtude Karitas. Mesmo perante a carac-
teristica do jogo que podia provocar menor divulgagdo
do mesmo, a sua longa duragdo, Wibold oferece versées
alternativas.

NO SECULO XX, ALGUMA MATEMATICA COM
LIGACAO A WIBOLD: A FUNCAO W
Em 1988, os autores Kurt Kreith e Judith Kysh publica-
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ram na revista The Mathematics Teacher, nos Estados Uni-
dos da América, um artigo que remete para o jogo Ludus
Regularis: “The Fourth Way to Sample k Objects from a
Collection of n”. Neste artigo, os autores dedicam alguma
atengdo a técnicas matematicas de contagem. E justamente
em homenagem a Wibold que é usada a notagdo "W, para
referir o ndmero de resultados que é possivel obter quan-
do se formam subconjuntos de k elementos a partir de um
conjunto com n objetos, existindo reposicdo de elementos,
mas sem que a ordem de extragdo tenha relevéancia.

A partir da andlise de Ludus Regularis sabe-se que
6W; = 56. O ntimero de resultados possiveis ao extrair k
objetos de um conjunto de 1, com repetigdo, sem que a
ordem seja relevante, é dado por:

(n—1+k!
Kn—1+k—k)!

(n—14k)!
K(n—1)1

an _ n71+kck —
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1. INTRODUCAO

Um teorema do ponto fixo é um resultado matematico que
garante que, sob determinadas condigdes, uma dada
func¢do tem pelo menos um ponto fixo. Por outras pala-
vras, se f: X — X é uma funcdo de um certo tipo, en-
tdo existe um elemento x de X tal que f(x) = x. Apesar
da sua aparente simplicidade, teoremas do ponto fixo
podem ser surpreendentemente poderosos. O propédsi-
to deste artigo é ilustrar esta afirmagdo com algumas
aplicagdes inesperadas. Pelo caminho, iremos rodar
agulhas, decompor ondas e pasmar-nos com alguns
truques de magia.

Um dos mais conhecidos e verséteis teoremas do
ponto fixo foi provado por L. E. J. Brouwer [6] em 1911.
Sendo B = {x € R? : ||x — x| <7} uma qualquer bola
fechada de centro xj e raio r em RY, o teorema do pon-
to fixo de Brouwer garante que toda a fungdo continua
f : B— B tem pelo menos um ponto fixo. Como conse-
quéncia quase imediata, se abrirmos um mapa de Por-
tugal em algum lugar do Pais, entdo necessariamente
existe um ponto do mapa que efetivamente se encontra
na sua posigdo correta.

Uma variante particularmente elegante do teore-
ma de Brouwer para funcdes definidas na esfera uni-
taria 8% := {x € R*! : ||x|| = 1} aparece num artigo de
K. Borsuk [4] de 1933, em que se atribui a formulagdo
do problema a S. Ulam; no entanto, L. Lyusternik e L.
Shnirel'man [24] j& tinham apresentado uma versdo
andloga em 1930.

Apesar da sua aparente simpli-
cidade, teoremas do ponto fixo

podem ser surpreendentemente
poderosos. O propédsito deste artigo
é ilustrar esta afirmagdo com algu-
mas aplicagdes inesperadas. Pelo

caminho, iremos rodar agulhas,

decompor ondas e pasmar-nos com

alguns truques de magia.

Teorema 1. (Borsuk-Ulam) Se f : 5% — R? é uma funcao
continua, entdo existe x € S tal que f(—x) = f(x)

O caso unidimensional (d = 1) do teorema de Borsuk-
-Ulam decorre facilmente do teorema do valor intermé-
dio. O caso bidimensional (d = 2) admite a seguinte in-
terpretagdo fisica: existe sempre um par de pontos anti-
podas a superficie terrestre que estao exatamente a mesma
temperatura e 8 mesma pressdo (assumindo que ambas as
quantidades variam de forma continua no espaco).

A andlise harmonica estuda fenémenos oscilatérios
como as solucdes da equagdo da onda. E uma édrea de
grande destaque no panorama atual da investigacdo ma-
temadtica, com resultados dramaéticos em dreas tao diver-
sas como geometria combinatéria [34], teoria analitica
dos ntiimeros [5] e até computacdo quéntica [27]. Por outro
lado, o teorema de Borsuk-Ulam tem vindo a ocupar uma
posicdo de relevo na andlise harménica moderna, e isto é
parte da motivagdo para as préximas duas secgdes deste
artigo.!

A quarta e tltima seccdo ilustra outra faceta, ainda
mais madgica, do teorema de Borsuk-Ulam. Para outras
interpretacdes, generalizacdes e aplicagdes de Borsuk-
-Ulam, recomendamos vivamente o livro [26].

2. AGULHAS

Em 1917, o matemdtico japonés S. Kakeya [8] colocou
a seguinte questdo: Qudo pequena pode ser uma regido do
plano onde é possivel virar uma agulha de comprimento
unitdrio por um angulo de 180 graus, exclusivamente por
rotacdes e translagdes? Uma tal regido é designada por
conjunto de Kakeya planar. Eis duas tentativas de simples
execugao:

» Um disco de raio igual a % tem drea § = 0.785...

» Um tridngulo equilatero de altura 1 tem % de lado,

e drea igual a % =0577...

J. Pal [28] demonstrou em 1921 que, na classe dos conjun-
tos convexos, ndo é possivel bater o tridngulo equildtero.
E se o conjunto ndo for convexo? Uma deltoide é a trajetéria
descrita por um ponto de uma circunferéncia a medida
que esta rola, sem deslizar, dentro de outra circunferén-
cia de raio trés vezes maior. Durante algum tempo, con-
jeturou-se que o interior de uma deltoide corresponderia

1Como complemento de leitura, sugerimos os artigos de divulgagdo de

|.kaba [23] e T.Tao [33]
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a solugdo do problema de Kakeya. A realidade, porém, é
bem diferente.

A. S. Besicovitch [2] trabalhava na mesma altura (na
Russia, em quase completo isolamento) num problema
da teoria de integracdo de Riemann. Conseguiu reduzir
o problema a existéncia de um subconjunto do plano de
drea zero contendo um segmento de reta unitario em cada
direcdo. E depois construiu um tal conjunto, o que teve
consequéncias imediatas para o problema de Kakeya.

Teorema 2. (Besicovitch). Dado qualquer ¢ > 0, existe um
conjunto de Kakeya planar de drea inferior a ¢.

Dado que é impossivel virar um segmento unitdrio den-
tro de um conjunto de drea zero, o teorema 2 implica que
nao existe um conjunto de Kakeya de drea minima.

A construgdo de Besicovitch foi mais tarde modifica-
da e simplificada por O. Perron [29] e L J. Schoenberg [30],
mas todas as variagdes partem essencialmente de duas
ideias fundamentais.

Primeira ideia: Um tridngulo equildtero de altura 1 con-
tém um segmento de reta unitdrio que aponta em cada
uma das dire¢des possiveis num arco de 60 graus. Pode-
mos dividir o tridngulo em duas regides, e deslizar uma
delas por forma a garantir uma sobreposicdo consideravel
na nova figura, mas de tal modo que as dire¢ées abrangi-
das permanegam as mesmas; cf. figura 1.

Figura 1. Deslizar, mantendo as direcoes
mas reduzindo a drea.

Segunda ideia: Iterar a primeira ideia, notando que as
dire¢bes abrangidas se mantém inalteradas; cf. figura 2.

Para implementar as duas ideias, partimos de um tri-
angulo mde e produzimos uma nova figura com um coragio
(escurecido, na figura 1) e dois bragos. Seja § o quociente
entre o deslocamento e o comprimento da base do trian-
gulo mae. Se A denotar a drea do tridngulo mée, entdo por
semelhanga de tridngulos temos que

area(coragio) = (1 —6)2A, e érea(bragos) = 26%A.

Repetindo o procedimento, a drea da figura resultante
ap6s n passos é, no maximo, igual a soma das dreas dos
bracos em cada um dos n passos acrescida da drea do co-
racdo no dltimo passo, ou seja,

(252 F282(1—6)2 + ... +20%(1 — 5)2n=1) (1 — 5)2") A,

o que pode ser majorado por A vezes

o 2
262y (1-6)* +(1-06)™ 20
k=0

S i O

26

_ _ 5\2n
=5 5T A=

Podemos tornar esta iiltima quantidade arbitrariamente peque-
na. De facto, se ¢ > 0 é um niimero mindsculo, escolha-se
& > 0 suficientemente pequeno tal que 525 < §, ou seja,
garantindo que os deslocamentos sao suficientemente pe-
quenos em relacdo ao comprimento da base do tridngulo
maie. De seguida, escolhe-se 1 suficientemente grande por

forma a garantir que (1 — §)%"

< 5. Assim, a drea da figu-
ra resultante ap6s n passos é menor do que ¢, aquele ni-
mero mintsculo do qual partimos. Nas palavras de E. M.
Stein [31, Ch. X §1], acabdmos de construir um "monstro
com muitos bragos e um cora¢do diminuto".

Para concluir o esbogo da prova do teorema 2, con-
vém elucidar dois detalhes finais. Em primeiro lugar, ndo

é claro que um segmento unitdrio possa ser virado den-

Figura 2. Figura resultante apds
trés, quatro e cinco passos.
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tro do monstro que acabdmos de construir. Isso decorre
de um argumento geométrico de J. Pdl (0 mesmo que re-
solveu o problema de Kakeya para conjuntos convexos)
que garante ser possivel transladar um segmento unitario
para uma posicdo paralela no plano varrendo uma drea ar-
bitrariamente pequena; cf. [33, fig 1]. Em segundo lugar, o
tridngulo equildtero de que partimos sé contém segmen-
tos unitdrios nas dire¢oes descritas por um angulo de 60
graus, mas tomando a unido disjunta de trés cépias roda-
das consegue-se abranger todas as dire¢des pretendidas.

E o que tem isto a ver com Borsuk-Ulam? E com ondas?

3. ONDAS

Desde o trabalho visiondrio? de J. Fourier [11] que se sabe
que qualquer fungdo diferencidvel f:[0,71] — R tal que
£(0) =0 = f(rr) pode ser escrita com uma soma de "har-
monicos",

flx) = Zan sen(nx), (1)
n
onde os niimeros a, sdo os coeficientes de Fourier de f, da-
dos pelos integrais

a, = %/Oﬂf(x) sen(nx)dx. )

Isto pode parecer uma tarefa impossivel neste grau de
generalidade, mas convém realgar que a soma (1) pode-
rd conter um ntmero infinito de termos. Nos tempos idos
de Fourier, ainda ndo havia uma base matematica sélida
para lidar com somas infinitas desse género. Adotando
uma perspetiva mais moderna, podemos escolher um in-
teiro N suficientemente grande e somar apenas os termos
ay sen(nx) de (1) correspondentes a n < N, ou seja, consi-
derar as somas parciais Y\, a, sen(nx). A medida que N
aumenta, a soma parcial torna-se uma aproximagao cada
vez mais fidedigna da funcao original f desde que esta seja
diferencidvel. Caso contrdrio, a aproximacdo pode ainda
valer desde que a funcao f seja razoavelmente bem-com-
portada. Ideias como esta estiveram na génese da andlise
de Fourier, que inclui ligaces variadas a fisica, a engenha-
ria eletrotécnica e ao processamento de sinal. Apesar de
algumas questdes subtis ainda ndo estarem completa-
mente esclarecidas, a andlise de Fourier unidimensional
é hoje em dia bem compreendida; cf. [9, 32].

Somas como (1) sdo uteis para analisar fun¢des defi-
nidas no intervalo [0, 7] ou, equivalentemente, funcdes
impares 27t-periddicas definidas na reta real, isto &, tais
que f(x+2m) = f(x) paratodo o x € R. Fungdes ndo pe-

riédicas definidas em R também podem ser estudadas
com métodos de andlise de Fourier. Por exemplo, uma tal
fungdo g : R — R pode ser escrita como

x) = [gh(s)e *ds €)
onde, para cada s € R, o nimero Ji(s) é dado por

h(s) = 2z Jr8(x)

A fungéo h é a transformada de Fourier de g, e os valores de

1xsdx.

h correspondem aos coeficientes de Fourier (2). Por ana-
logia as somas parciais, podemos considerar os integrais
parciais

N .
Sng(x) :/_Nh(s)e_’xsds, @)

e indagar se a fungdo Syg constitui uma boa aproxima-
¢do para g desde que N seja suficientemente grande. Um
modo de responder a esta questéo é verificando se o erro

INOE

diminui & medida que N aumenta, para algum ndmero

Sng(x)[Pdx (5)

real p > 1. Se a funcdo g for suficientemente bem-com-
portada, entdo de facto o integral (4) aproxima g cada vez
melhor, no sentido em que o erro 5) converge para zero a
medida que N tende para infinito.

E o que acontece em dimensdes mais elevadas? Se
g: R? — R for uma funcdo de duas varidveis, entdo o
andlogo de (3) seria

8(xy) = /}RZ h(s, t)e 5 ds dt

onde, para cada par (s, t) € R? o ntimero h(s,t) é dado
por

1 7 .
h(s,t) = @n /]RZ g(x,y)e! ¥ dx dy.

Uma vez mais, poderiamos esperar que, a medida que N
aumenta, integrais parciais como

Sng(x,y) = / /

Sug(x,y) j h(s, t)e 5 T¥0 ds dt

Bn

e sty 45 dt, ou

2Que no ano passado comemorou o seu 200.° aniversdrio - os festejos
incluiram uma conferéncia internacional de dez dias em Edimburgo, na
Escdcia.
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onde By = {(s,t) € R?:s?+ > < N2}, fossem boas
aproximagdes para g(x,y). Na fungdo S{g(x,y) aparece
um quadrado () correspondente 2 regido de integragdo
{(s,t) € R?: —N < 5,t < N}; por outro lado, na fungio
5318(x,y) aparece um circulo (o) correspondente & fron-
teira do disco By.

Acontece que S%g é, de facto, uma boa apro-
ximagdo para g no sentido
JIr2 18(x,y) — S5g(x,y)|Pdx dy converge para zero a me-
dida que N tende para infinito, para todoo p > 1. Espera-

em que O erro

va-se que 0 mesmo acontecesse com S3;¢. No entanto, em
1971, C. Fefferman [10] surpreendeu tudo e todos ao de-
monstrar que, para determinadas fungdes g, a aproxima-
¢do S3,¢ pode comportar-se de modo muito diferente de
S%g, e como tal de g. A fungéo g construida por Fefferman
estd intimamente relacionada com o problema de Kakeya
descrito no capitulo anterior. Considere-se um conjun-
to de Kakeya planar K C R? com drea muito pequena,
e defina-se g como a fungédo caracteristica de K; isto §,
g(x,y) =1se(x,y) € Ke g(x,y) = 0se (x,y) ¢ K. A fun-
¢do g descreve um conjunto de drea pequena mas que
contém um segmento unitario em cada diregdo possivel,
enquanto S3;¢ descreve um conjunto muito diferente do
anterior: a operagao Sg, translada cada um dos segmentos
de tal forma que deixam de se sobrepor; cf. figura 3. Por
esse motivo, as fungdes ge 510\18 ndo sdo nada parecidas e,
para todo o p 2, 0 erro [fg. [g(x,y) — S}g(x,y)[Pdx dy
nao diminui a medida que N aumenta. Esta descoberta
revoluciondria interligou o mundo geométrico dos con-
juntos de Kakeya e o mundo analitico de Fourier, e criou
uma nova drea da andlise harménica [31] que procura ex-
plorar estas ligagdes.

Decorre do teorema 2 que existem subconjuntos de

0 L @QDU

Figura 3. Antes e depois da aplicacdo de S5, que translada cada
retangulo na diregdo do seu eixo principal por forma a eliminar
a sobreposi¢do inicial.
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R de volume zero que contém um segmento unitdrio em
cada diregdo possivel. Uma questdo mais refinada é a de
determinar exatamente a dimensio de Hausdorff® desses
conjuntos.

Conjetura 1. A dimensdo de Hausdorff de um conjunto
de Kakeya em R? é igual a d.

A conjetura 1 foi resolvida em R? por R. O. Davies [8] em
1971, mas permanece um problema em aberto em todas as
dimensdes superiores. Apesar disso, houve um progresso
notdvel — parcialmente responsdvel pelas medalhas Fiel-
ds atribuidas a C. Fefferman (1978), J. Bourgain (1994) e T.
Tao (2006) —
o desenvolvimento da andlise harmonica nas dltimas

que tem servido de grande inspiragdo para

décadas. Por exemplo, uma versdo multilinear da conje-
tura de Kakeya foi demonstrada em 2006 por ]. Bennett,
A. Carbery e T. Tao [1], tendo um importante caso-limite
sido depois elucidado por L. Guth [13]. As provas eram
longas, técnicas e de dificil digestdo, usando ferramentas
sofisticadas de topologia algébrica. Em 2013, A. Carbery e
S. Valdimarsson [7] descobriram uma prova alternativa do
teorema multilinear de Kakeya que se baseia apenas em
Borsuk-Ulam — o teorema 1 que descrevemos na introdu-
¢do, e que fard uma tltima apari¢do magica no préximo

capitulo.

4. MAGIA

Quando pensamos em ilusionismo, a primeira coisa que
nos vem a cabega é... anélise harmonica? Talvez ndo. Mas
a verdade é que o mundo da matematica e a arte da ilusdo
se tocam de tempos a tempos. Quem nunca foi aborrecido
de morte numa festa de aniversdrio de um primo com um
truque de cartas matemético que levante a mao. Pois. Foi
0 que pensdmos. E esta proximidade do ilusionismo a ma-
temadtica ndo é recente. O primeiro texto conhecido com
a descricdo de truques magicos com niimeros é um ma-
nuscrito em latim, intitulado De Arithmeticis Propositioni-
bus, atribuido a Alcuino de Iorque e escrito no século VIII
[19]. Em livro impresso temos os primeiros truques mate-
maticos na obra De Arithmetica, de Filippo Calandri, que
saiu de uma tipografia florentina em 1491, e em Portugal o
primeiro a descrever truques de ilusionismo (matemadtico,
claro estd) foi Gaspar Nicolas, no célebre Tratado da Pratica
Darismetica, de 1519 [17]. Truques de cartas, no nosso pais,
surgem primeiramente no Thesouro de Prudentes, de Gas-
par Cardoso de Sequeira, em 1612 [20]. E é precisamente
com dois truques de cartas que damos inicio a este espeta-
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culo, perdao, dltima secgdo do artigo. Mas néo séo truques
de cartas quaisquer: um deles até ja foi apelidado de “o
melhor truque de cartas do mundo” [21].

O baralho de cartas que usamos para estes truques é
o baralho habitualmente usado nos paises luséfonos, com
52 cartas, distribuidas por quatro naipes: copas (¥), espa-
das (4), ouros (4), paus (%). Cada naipe tem 13 cartas, sendo
estas um ds (representado pela letra A), todos os ntimeros
inteiros de 2 a 10, e trés figuras: o valete, representado pela
letra J (jack), a dama, representada pela letra Q ( queen) e o
rei, com a letra K (king).

» Truque 1. "Fitch Cheney’s five card trick" [16, 21]

Efeito. O ilusionista pede a um espetador que retire
livremente cinco cartas do baralho. De seguida, é pe-
dido ao espetador para fazer um telefonema para o as-
sistente do ilusionista revelando-lhe quatro das cinco
cartas escolhidas. Suponhamos que as cartas revela-
das sdo o 74, seguido da QV, do 8% e do 3¢4. O assis-
tente do ilusionista, utilizando o seu apurado sentido
de percecdo extrassensorial, consegue dizer qual é a
carta que estd em falta: "Senhoras e senhores, a carta
mistério é o Ka!"

» Truque 2. "El juego del teléfono" [12]
Efeito. O ilusionista pede a um espetador que escolha
livremente uma carta qualquer do baralho. De segui-
da, é feito um telefonema para o assistente do ilusio-
nista que, recorrendo aos seus surpreendentes dotes
de médium, consegue adivinhar a distancia qual foi a
carta escolhida pelo espetador.

4.1. A estratégia
Comecemos pelo truque 1.4 A primeira reagdo serd segu-
ramente de espanto e incredulidade. Queixo caido. Res-
pirar fundo, 1, 2, 3. Recuperados do choque inicial, va-
mos a explicagdo. E bom lembrar que o ilusionista tem
a liberdade para fazer vdrias escolhas antes de instruir
o espetador a fazer o telefonema: qual das cartas omitir
(a "carta mistério"), quais das cartas mostrar, e por que
ordem fazé-lo. Antes do telefonema, o ilusionista tera
entdo de despreocupadamente olhar para as cinco cartas
escolhidas, ordend-las num modo especifico e instruir o
espetador para que revele pelo telefone quatro das cinco
cartas nessa mesma ordem.

Com cinco cartas escolhidas, hd pelo menos duas do
mesmo naipe, e esse é um bom ponto de partida para
o cédigo usado neste truque: o naipe da carta revelada

em primeiro lugar devera coincidir com o naipe da carta
mistério. Falta "apenas" codificar o valor dessa carta nas
trés cartas restantes. Hd 12 possibilidades (dentre as 13
iniciais, excluindo o valor da primeira carta) mas, permu-
tando as trés cartas restantes, o ilusionista pode transmi-
tir apenas 3! =3 x 2 X 1 = 6 bits de informacdo. Parece
que chegdmos a um beco sem saida, mas é aqui que as
coisas se tornam interessantes. De facto, hd uma decisiao
importante que o ilusionista pode e deve tomar: dentre as
duas cartas do mesmo naipe, qual serd considerada a car-
ta mistério e qual devera ser revelada em primeiro lugar?

Definindo valores numeéricos para as cartas de figu-
ras, (A,],Q,K) = (1,11,12,13), considere-se o conjunto
S:=1{1,2,3,...,12,13} de cartas de um naipe fixado mu-
nido de aritmética modular. Isto faz com que, dados dois
quaisquer elementos x, i de S, seja sempre possivel tran-
sitar de x para y ou de y para x em ndo mais do que seis
passos. Por exemplo, se x = 3 e y = 11, entdo o trajeto de
x para y requer y — x = 11 — 3 = 8 passos, mas aquele de
y para x requer apenasx —y = 3 — 11 = —8 = 5 (mod 13)
passos, onde a dltima identidade, "—8 = 5", vale somente
no exé6tico mundo da aritmética médulo 13.

A estratégia pode entdo ser resumida em trés passos:

(i) Escolher a primeira carta a ser revelada pelo telefone
garantindo que:
(a) Tem o mesmo naipe da carta mistério;
(b) Acrescentando (mddulo 13) um ntmero de 1 a 6
ao seu valor, se obtém o valor da carta mistério;

(ii) Ordenar a segunda, a terceira e a quarta cartas por
forma a transmitir o valor de 1 a 6 do ponto (i)(b);
pode-se, por exemplo, ordenar todo o baralho nu-
mericamente com desempate através dos naipes® e,
dadas trés cartas a < b < ¢, assegurar a correspon-
déncia (abc, acbh, bac, bea, cab, cba) = (1,2,3,4,5,6);

(iii) Fazer uma vénia em resposta a ovagao retumbante.

No caso acima descrito em que as cartas reveladas sdo o
76, seguido da QY, do 8% e do 34, sabemos por (i)(a) o nai-

3 A dimens3o de Hausdorff é uma medida da "rugosidade" ou, mais preci-
samente, da dimensao fractal, introduzida por F. Hausdorff em 1917. Para
a definicdo rigorosa, consulte-se [25].

4 A nossa apresentacdo € largamente inspirada no artigo [21]; por vezes,
acrescentamos alguns detalhes.
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pe da carta mistério: 4. Por outro lado, 3 <8 <12 =Q,
pelo que por (ii) devemos acrescentar cba = 6 unidades
ao valor da primeira carta. Como 7 + 6 = 13 = K, temos
entdo por (i)(b) que a carta mistério é de facto o K. Voila!
Nao esquecer o passo (iii).

4.2. Analise preliminar

O truque 1 pressupde uma mao de cinco cartas escolhi-
das de entre 52 possibilidades. Desta forma, hd um total
de 52 x 51 x 50 x 49 mensagens que o ilusionista pode
transmitir, e (%) = 52 x 51 x 50 x 49 x 48/5! maos que
o assistente pode descodificar. O niimero de mensagens
é assim 5!/48 = 2.5 vezes superior ao nimero de méos,
e de facto esta redundédncia manifesta-se na estratégia
delineada na seccdo anterior: ha algumas méos que séo
codificadas por mais do que uma mensagem (por ex.,
qualquer mao com trés ou mais cartas do mesmo nai-
pe) e algumas mensagens que nunca sdo usadas (por ex.,
qualquer mensagem que contém a carta codificada por
ela prépria).

4.3. A generalizacido

Uma generalizacdo natural do truque 1 consiste em sele-
cionar uma méo de n cartas dentre N possiveis escolhas.
Desta forma, hd N(N —1)(N —2)... (N — n 4+ 2) mensa-
gens que o ilusionista pode transmitir, e (Zf) maos que
podem ser decifradas. Se houver estritamente mais maos
do que mensagens, ndo hd salvagdo (isto é, estratégia)
possivel. Por outras palavras, uma condicdo necessdria
para a existéncia duma estratégia vélida é que a desi-
gualdade (1,\1') <N(N—-1)(N-2)...(N—n+2) valha,
ou seja, que

N<nl+n-1. 6)

Surpreendentemente, e como veremos na préxima sec-
¢do, a condigdo (6) também € suficiente para a existéncia
duma estratégia vencedora. Isto ndo é nada ébvio: hd
pelo menos tantas mensagens como maos, mas nao é de
todo claro que se possa emparelhar as méos e as mensa-
gens por forma a que cada méo seja codificada por uma
mensagem que use apenas as n cartas disponiveis. Em parti-
cular, o truque 1 também funcionaria se as cinco cartas
fossem escolhidas de um baralho com 5! +5—1 =124
cartas.

4.4. A matematica que tudo explica: Konig, Birkhoff,
Von Neumann, Hall
Um vetor diz-se estocdstico se cada uma das suas compo-

nentes for ndo negativa e a soma de todas elas for igual
a 1. Uma matriz diz-se duplamente estocdstica se cada uma
das suas linhas e colunas for um vetor estocdstico. Uma
matriz de permuta¢do é uma matriz quadrada com entra-
dasem {0, 1} e exatamente um 1 em cada linha e em cada
coluna. A matriz identidade é uma matriz de permuta-
¢do e, de facto, qualquer matriz de permutagdo é obtida
rearranjando as linhas ou colunas da matriz identidade.
Dadas duas matrizes de permutacdo A e B, qualquer
combinagio convexa 0A + (1 —60)B (onde 0 < 0 < 1) é du-
plamente estocastica. O reciproco, menos 6bvio, tam-
bém vale; é o contetido de um resultado de D. Konig
[22] de 1936, normalmente atribuido aos trabalhos de G.
Birkhoff [3] e de J. von Neumann [35] de 1946 e 1953, res-
petivamente.

Teorema 3. (Konig-Birkhoff-Von Neumann) Qualquer
matriz duplamente estocdstica € combinagdo convexa de
matrizes de permutacao.

A prova mais conhecida do teorema 3 é por indugdo, re-
movendo uma fragdo apropriada de uma matriz de per-
mutacdo P da matriz duplamente estocastica dada. Ha
varios métodos diretos para determinar a matriz P, mas
em vez disso vamos considerar a seguinte versao discre-

ta do teorema 3, que lhe é equivalente.

Teorema 4. (Konig-Birkhoff-Von Neumann v2). Qual-
quer matriz com entradas inteiras ndo-negativas e soma
constante de linhas e colunas pode ser escrita como uma
soma de matrizes de permutagao.

A titulo de exemplo, apresentamos a decomposigado
do seguinte quadrado mdgico (em que a diagonal e a anti-
diagonal principais também tém soma igual a 15) prome-
tida pelo teorema 4:

49 2 010 100

35 7[=7[00 1]+4(0 1 0|+

8 1 6 1 0 0] 001
0 1 0] Joo 1] [o o0 1
+2|1 0 O[+|0 1 O[+|1 0 0
001 [to00 |0o10

Para provar o teorema 4 por indugdo na soma constante
basta mostrar que cada matriz que satisfaz as hip6teses
do teorema é (componente a componente) maior do que
alguma matriz de permutagdo ou igual. Por seu turno,
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isso decorre do teorema do casamento de Hall, provado por
P. Hall [14] em 1935, que apresentamos de forma ligeira-
mente informal mas sugestiva.

Teorema 5. (Hall) Sejam dados dois conjuntos de 1 pes-
soas, M (mulheres) e H (homens). Para cadal < k < n,
seja Hx € H o conjunto de homens com os quais a k-ési-
ma mulher consideraria casar-se. Entdo existe um casa-
mento universal que deixa todos* felizes se e s6 se

# | Hy > #K, paratodo K C M, @)
kek
ou seja, para cada K C M, o niimero de homens com os
quais pelo menos uma mulher de K se casaria é pelo me-
nos igual ao nimero de mulheres em K.

A condigdo (7) é claramente necessdria para a existéncia
de um casamento universal: se ndo for satisfeita por al-
gum }C C M, entdo ndo hd homens que cheguem para as
mulheres de K. O teorema 5 garante que a condigédo (7)
também é suficiente.

O teorema 4 (e por conseguinte o teorema 3) decorre
imediatamente do teorema 5 se pensarmos que podemos
"casar" uma linha com uma coluna sempre que a sua
entrada comum seja diferente de zero. A condigdo de as
somas de linhas e colunas serem constantes garante que
quaisquer k colunas tém pelo menos k linhas que consi-
deram elegiveis. E um casamento universal corresponde
a matriz de permutagdo prometida pelo teorema 4.

Das vdrias provas conhecidas do teorema 5, a mais
elegante é topoldgica e baseia-se no teorema de Borsuk-
-Ulam [15, §4] - o mesmo resultado que, como vimos,
garante a existéncia de um par de pontos antipodas exa-
tamente a mesma temperatura e a mesma pressao, e que
foi recentemente utilizado para reprovar o caso-limite do
teorema multilinear de Kakeya.

E como é que isto se relaciona com a generalizagdo do
truque 1 que descrevemos na secc¢do anterior? Considere-
-se amatriz A = (a;;) de Os e 1s com linhas indexadas pe-
las (IZ) méos e colunas indexadas pelas N!/(N —n + 1)!
mensagens, onde a;; = 1 se e s se todas as cartas utili-
zadas na j-ésima mensagem aparecerem na i-ésima mao.
Se vale a igualdade em (6), isto €, N = n! +n — 1, entdo
a matriz A é quadrada e tem exatamente n! 1s em cada
linha e em cada coluna. Concluimos que algum subcon-
junto destes 1s forma uma matriz de permutagdo. Mas
isto é precisamente uma estratégia para o ilusionista e o
seu assistente — uma bijegdo entre maos e mensagens que

pode ser utilizada para os representar. De facto, e pelo
que acabdmos de dizer, ndo hd apenas uma estratégia,
mas pelo menos n! estratégias distintas, cada uma cor-
respondente a uma matriz de permutacao distinta.

4.5. Duas notas finais

» O argumento da secgdo anterior que generaliza
o truque 1 é ndo construtivo. Para o tornar construtivo,
veja-se a ultima secgdo de [21].

» E o truque 2, esquecido desde o principio desta sec-
¢do? Tratar-se-d de pura telepatia? Dificilmente. Mas se
ndo h4 mais cartas envolvidas, ndo pode haver transmis-
sdo de mensagem em c6digo, certo? Errado. Quem telefo-
na para o assistente, neste caso, é o ilusionista, que sabe
qual foi a carta escolhida. Ao telefonar para o seu assis-
tente, o que o publico ouve é algo como "Ol4, Diogo! Vou
por em alta voz". Parece uma inocente troca de palavras,
mas na realidade esconde o segredo, no timing do que é
dito. Do outro lado da linha, assim que atende a chamada
o assistente comeca a dizer todos os valores das cartas,
deixando passar um breve instante entre cada um (ds, 2,
3,4,5,6,7, 8,9 10, valete, dama, rei). Assim que ouve o
valor da carta escolhida, o ilusionista diz: “Old Diogo!”.
O assistente comega entdo a enumerar os vdrios naipes
(copas, espadas, ouros, paus). Assim que ouve o naipe da
carta escolhida, o ilusionista diz: “Vou por em alta voz”.
O assistente neste momento ja sabe qual foi a carta es-
colhida e resta-lhe reveld-la ao publico. Para acrescentar
dramatismo a revelagao, o assistente devera aproximar-se
passo a passo, com muita "intuigdo” e uma aura de mis-
tério, da identidade da carta escolhida. Supondo tratar-se
novamente do K#, o didlogo poderia ser algo do género:
“Assegure-se de que todos os presentes viram a carta
durante pelo menos dois segundos... Desta forma, todos
terdo a imagem da carta em mente. Obrigado, é suficien-
te. Sinto que ndo se trata de uma carta vermelha, certo?
E uma carta negra... com uma certa agressividade... Pare-
ce ser uma carta de espadas, estou certo? E parece-me ser
uma carta com muito desenho, uma figura... Sinto uma
energia masculina na carta... mas ndo parece um valete...
Claro, é um rei. E o rei de espadas!”.

5 Os naipes podem ser ordenados alfabeticamente: ¥ < & < ¢ < &,

dado que "copas", "espadas", "ouros" e "paus" aparecem por essa ordem
no diciondrio.

6 Assumimos, tal como na formulagdo original de Hall, que qualquer ho-
mem ficaria feliz em casar-se com qualquer mulher disposta a desposa-lo.
No comments.
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MARIA DE NATIVIDADE: O QUE
EU ANDEI PARA AQUI CHEGAR

Nasceu em 1962, filha de camponeses, numa pequena aldeia da pro-
vincia angolana do Cunene. A sua formagao, pontuada por interreg-
nos e episoédios préprios de um pais em guerra, € um caso exemplar
de resiliéncia e luta por objetivos, numa nagdo na qual os incentivos
reais para que alguém (uma mulher, para mais) alcangasse formagao
matematica de nivel superior eram escassos ou nulos. Maria de
Natividade é professora associada da Universidade Agostinho Neto
(UAN), em Luanda, onde leciona desde 1995. Atualmente, é chefe
do Departamento de Investigacio Cientifica, Inovacio, Empreen-
dedorismo e Pés-graduagao da Faculdade de Ciéncias Naturais da
UAN, coordenadora dos cursos de pés-graduagdo em Matemadtica
Aplicada do Departamento de Matemdtica da mesma faculdade e
também do primeiro mestrado em Matematica naquela universida-
de. Estudou na Universidade Auténoma de Madrid (UAM), na pri-
meira década do séc. XXI, onde comegou por obter um Diploma
de Estudos Avancados, tendo concluido, em 2010, o doutoramento
em Matemdtica com uma tese em Andlise Harmonica, coroldrio
de uma época repleta de dificuldades que sempre soube enfrentar.
Desde 2017, ocupa lugares de destaque na Unido Africana de Ma-
temadtica, na qual é atualmente presidente da Comissdao de Educa-
¢io Matematica em Africa. O que de seguida se transcreve é um
excerto de uma conversa com a Unica mulher angolana doutorada
em Matemdtica.
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GAZETA [DE MATEMATICA] Um cantor portugués tem
um tema em que diz “Eu vim de longe/De muito longe/O que
eu andei pr'aqui chegar”. Conte-nos como foi o seu percurso
educativo, em Angola, até chegar a universidade.

MARIA DE NATIVIDADE A minha infancia foi difi-
cil. Sou filha de pais camponeses, a mais velha de 13 ir-
méos de pai e mde e mais trés s6 de pai. A minha mée
faleceu muito cedo e depois o meu pai casou-se outra
vez. Nasci numa localidade [Nankuiu] que dista cerca
de 3,5 km da missdo catélica do Chiulo [Cunene], onde
havia escola primdria. L4 podiamos estudar até a quar-
ta classe, ndo havendo continuidade de estudos. Quan-
do concluf a terceira classe [em 1971] tinha 9 anos e isso

Maria de Natividade (janeiro de 2023)

era um problema para o meu pai, porque nao sabia o
que fazer comigo depois de terminar a quarta classe.
O que passou pela cabega dele foi pedir que o professor
me reprovasse, até atingir os 15-16 anos, para depois ser
professora ou enfermeira. Assim, em dois anos conse-
cutivos, 0 meu nome nunca constou na lista dos alunos
que estavam em condicdes de fazer o exame. S6 depois
é que o professor me contou a verdade! Entdo, fiquei af
até 1972. Nessa época, fui estudar para Cuamato, acompa-
nhando uma tia que era enfermeira. Foi 14 que conclui a
quarta classe, em 1973/74. Eu devia ir para o primeiro ano
do liceu, mas, por causa da guerra, ndo era aconselhével
permanecer nas cidades. Tivemos de regressar a nossa po-
voagdo, onde ficdmos até 1977, durante a chamada guerra

MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA: MARIA DE NATIVIDADE « Ana Mendes e Paulo Saraiva
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de libertacdo nacional. Nessa altura, o exército do MPLA
estava fundamentalmente na parte norte e o da UNITA,
que era apoiado pela Africa do Sul, dominava todo o sul e
grande parte do pais. A independéncia do pais, em 1975,
realizou-se praticamente s6 em Luanda'. Depois de 1975,
houve uma cooperacdo entre Angola e Cuba para a for-
macao de criangas angolanas. O meu tio, irmdo mais novo
do meu pai, propds que eu fosse estudar para Cuba, mas,
infelizmente, ndo fui e fiquei em Luanda, onde estudei a
quinta e a sexta classes, num internato de freiras, o qual
veio a ser nacionalizado em 1979. Nessa altura, o meu tio
preferiu que eu regressasse ao Cunene, e estudei a sétima
e a oitava classes em Ondjiva, capital do Cunene, de 1979
até 1981. O Ensino Médio — que corresponde a do 9.°ao 12.°
ano — foi de 1981 a 1985, no Instituto Normal de Educagdo
do Lubango, porque no Cunene néo havia Ensino Médio.
No6s éramos encaminhados para 14, pois ndo tinhamos
opcdo de escolha de curso. Tinhamos de fazer um curso
em Educacdo, porque havia muita falta de professores.
A licenciatura foi de 1992 a 1997, na Faculdade de Ciéncias
da UAN. Foi a primeira licenciatura em Matemdtica no
pafs apds a independéncia.

GAZETA Que episédios marcantes recorda dos tempos
da guerra civil?

MARIA DE NATIVIDADE Como disse, de 1974 a 1977
ndo era seguro ir as cidades. Havia uma “caca as bruxas”.
Se alguém suspeitasse de que uma pessoa era do outro
partido, era simplesmente assassinada. Ninguém podia
enterrd-la, ninguém podia chord-la! Foram anos muito
terriveis... Repare que, nesses anos, eu ndo pude estu-
dar. A outra fase da guerra foi a de 1981, na qual hou-
ve a grande invasdo sul-africana, que acabou por ser o
conflito mais devastador sofrido na minha provincia, e
infelizmente eu nessa altura estava em Ondjiva. Também
af a guerra nos “encontrou”. Tivemos de nos abrigar num
reftigio subterrdneo onde também estava o comando da
tropa angolana. O meu tio era dirigente e eu e a minha
irma tivemos o privilégio de estar nesse subterraneo, por-
que a maior parte da populacdo nédo estava la. Eu dormi
no quarto das comunicagdes. O ataque, aéreo e terrestre,
comegou mais ou menos por volta das 6h30. A essa hora,
recebemos a comunicagdo de que os invasores tinham
tomado o aeroporto. A intencdo, segundo eles, ndo era
matar civis. Realmente, na semana prévia ao bombarde-
amento, houve uma comunicagéo por parte deles nesse
sentido, apelando as populac¢des que abandonassem a

cidade, porque eles iriam invadi-la. Num cendrio de cida-
de arrasada, ficdimos uns tempos sob o dominio dos sul-
-africanos, os quais, ap6s muita insisténcia, nos deixaram
regressar as povoagdes rurais. E s6 em 1981 fomos para
o Lubango, para dar continuidade aos meus estudos no
Ensino Médio.

GAZETA Sabemos que esteve prestes a prosseguir os
seus estudos na Bulgdria. Quando foi isso e por que razao
tal ndo se veio a concretizar?

MARIA DE NATIVIDADE Antes disso, importa referir
algo mais acerca do periodo apés a conclusdo do meu
Curso Médio [1985-1992]. Este curso ndo permitia o aces-
so direto a universidade. Era necessario dar aulas duran-
te dois anos no Ensino Secunddrio (chamava-se “produ-
¢do obrigatdria”) e depois é que teria direito a seguir para
a universidade, mas continudvamos a nao ter o direito de
escolher o curso. Eramos encaminhados para a Educagio
[formagdo de professores do Ensino Médio], para fazer
um curso no Instituto Superior de Ciéncias da Educacgao
(ISCED). Foi entdo que surgiu também uma bolsa para
ir para a Bulgdria, para fazer a licenciatura em Medi-
cina, e 0 meu tio decidiu candidatar-me. Vim entdo do
Lubango para Luanda e a bolsa deixou de existir e ndo
tive direito a ir para a Bulgdria. Decidi ficar em Luanda,
porque nessa altura ja 14 havia um ISCED. Fiz apenas o
primeiro ano, porque verifiquei que néo tinha qualidade,
ndo tinha o nivel que eu pretendia. Entdo pedi ao reitor
para fazer a transferéncia para Engenharia Quimica, o
que veio a ser autorizado. Mas, apesar disso, houve um
problema. Engenharia Quimica era um curso de elite e
ndo entrei simplesmente porque sou negra! Ainda fiquei
trés anos a lutar por isso. E as pessoas pensaram que néo,
que ndo podia ser! S6 quando fui acompanhada por uma
amiga branca (minha colega do Ensino Médio) é que o
responsavel me disse para trazer a documentacdo! Mas
nessa altura ponderei, e optei por ndo seguir Engenha-
ria Quimica. Como jd tinham alterado as modalidades de
acesso a universidade —jd néo era pelo encaminhamento,
mas pelo expediente académico —, e como tinha conclui-
do o Ensino Médio com média de 18 (fui a melhor aluna
da época), decidi fazer a licenciatura em Matematica na
Faculdade de Ciéncias.

GAZETA Ou seja, Medicina e outras dreas nunca foram o
seu sonho. Acabava por fazer um bocadinho aquilo que
as pessoas esperavam de si, ou ndo foi assim?
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MARIA DE NATIVIDADE Era dificil [naquela época] ter
sonhos! O objetivo era estudar qualquer coisa, para sair da

miséria. Quando surgisse a oportunidade...

GAZETA Esse é um aspeto muito importante para dizer
aos nossos alunos portugueses atuais, porque eles nido
entendem isso, que de facto o ensino era a forma que as
pessoas tinham para escapar de um destino miserdvel.
Disse-nos que a sua foi a primeira licenciatura em Mate-
maética numa universidade angolana. Que professores iam
dar-vos aulas?

MARIA DE NATIVIDADE Em 2022, o Ensino Superior
completou 60 anos em Angola e em Mogambique. Era no
inicio chamado Estudos Gerais. Apé6s a independéncia,
passdmos a ter a Universidade de Angola, atualmente
chamada Universidade Agostinho Neto, primeiro Presi-
dente de Angola. No inicio, como ndo havia professores
suficientes, os estudantes apenas tinham aulas até ao
32 ano, e depois tinham de continuar os estudos noutro
pafs. Fundamentalmente, iam para Portugal e alguns
para o Brasil, para terminar a licenciatura em Matemati-
ca. Mas nessa altura, praticamente ndo houve licenciados

4Maria de Natividade, com os filhos, Didier, Daniel e Mdrio
(Madrid)

em Matemadtica. 56 houve um, pois todos os que sairam
formados acabaram por fazer Computagdo ou Estatistica.
Quando eu entrei, em 1992, passdmos a ter licenciatura em
Matematica no pafs. Havia nessa altura alguns professo-
res estrangeiros, por exemplo da entdo Checoslovéquia,
outros eram bulgaros, alguns vietnamitas e, mais tarde,
alguns angolanos licenciados em Computagdo e Ensino da
Matemadtica no exterior.

GAZETA Além das dificuldades préprias de um pais em
guerra civil, que jd nos descreveu, e de entraves culturais,
que outras barreiras teve de vencer para prosseguir os
seus estudos?

MARIA DE NATIVIDADE Essas ja vieram na universida-
de. Quando fui para a UAN, eu j4 era mée de um filho.

GAZETA Quando e em que circunstancias conheceu o pai
do seu primeiro filho?

"Na época, trés territdrios angolanos chegaram a declarar-se indepen-
dentes.

S
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MARIA DE NATIVIDADE Conheci-o em Luanda, em
1987. Porque eu ainda trabalhei durante uns tempos nas
chamadas Brigadas Populares de Vigilancia, para poder
sobreviver, e ele era também um jovem militar e ligado
a organizagéo juvenil do MPLA. O meu filho nasceu em
1988. Foi fruto de “amor a primeira vista” e um pouco
acidente! Nesses tempos, eu dava aulas no Ensino Médio.
Mas eu ndo tinha casa em Luanda. Arrendava uma casa
sem condigdes, porque os saldrios eram muito baixos. Nés
nunca chegdvamos ao fim do més [com dinheiro]. E entdo
passei algum tempo com o meu filho vivendo em casas
de amigas. Nao fiquei com o pai do meu filho. As nossas
condigdes eram mds. Uma vez, o meu filho chegou a des-
maiar com fome, porque ficivamos tempos sem comer. Eu
tinha ido a universidade a pé. Havia autocarros, sim, mas
chegavam sempre sobrelotados e era muito dificil conse-
guir subir a um. Passava a manha na universidade e da
parte da tarde dava aulas e s6 regressava a noite. Quando
cheguei a casa, tinha o meu filho inanimado. Apesar das
dificuldades, consegui tirar a licenciatura cinco anos de-
pois, ja gravida do meu segundo filho.

GAZETA Como é que tomou a decisdo de continuar os
seus estudos na UAM?

MARIA DE NATIVIDADE N6s aqui ndo tinhamos pratica-
mente nenhum apoio para fazer as pés-graduagdes. Mas
eu sempre quis e lutei por continuar a estudar. Quando
estava a fazer a licenciatura, fui convidada para ser moni-
tora, porque era a melhor aluna naquela altura. Alids, fui
a tnica a terminar o curso ao fim de cinco anos. Quando
terminei o 3.° ano, passei a ser monitora e ja dava aulas
préticas, e quando concluf a licenciatura passei a dar aulas
jd como professora, sendo também responsavel pela drea
de Matematica. Mas eu disse que queria sair para fazer
o mestrado, porque ndo me sentia capacitada e em con-
digcdes de ser professora responsavel por disciplinas, ten-
do apenas a licenciatura. Mas ndo queriam que eu saisse,
porque néo havia suficientes professores e porque eu era a
responsével do curso. Como ndo me deixavam prosseguir
os estudos, tomei a seguinte posigdo: “Se ndo saio, ndo vou
reger nenhuma disciplina, porque néo estou em condi¢des
de o fazer. Vou passar a dar apenas aulas préticas e nem
sequer vou continuar a assumir a responsabilidade pelo
setor da Matematica.” Foi assim que a direcdo da facul-
dade autorizou que eu fosse para o estrangeiro continuar
os meus estudos. Teria de conseguir uma matricula numa
universidade no estrangeiro e s6 depois a UAN iria conce-
der-me um apoio. Nessa altura, comecei a luta para con-
seguir tal matricula. Um amigo meu que estava em Cuba

Harmonic Analysis International
Conference — 60th anniversary
of José Garcia Cuerva (El Esco-
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ainda tentou que eu fosse para 14, mas eu ndo quis, porque
a minha primeira inten¢do sempre foi continuar os estu-
dos em Inglaterra. Depois, um amigo meu da embaixada
de Espanha em Luanda disse-me que conhecia alguém
que tinha feito o seu doutoramento na drea de Economia
na UAM e que, se eu quisesse, ele falaria com esta pessoa
para me matricular. Enviei-lhe a documentagdo necessa-

ria e ele acabou por me matricular na UAM.

GAZETA Quando viajou para Madrid, tinha jd contactos
na UAM na area de Matematica?

MARIA DE NATIVIDADE Eu néo sabia nada! Aquilo foi
uma aventura das mais fortes. Porque em 2001 eu j4 tinha
trés filhos e o0 mais pequeno tinha apenas 11 meses (0 se-
gundo tinha 3 anos e o mais velho, 12) e tinha de leva-los
para Espanha, mas a embaixada disse-me que a lei ndo
mo permitia. A audiéncia com o consul de nada serviu e
passaram-me um visto de estudante. Tratei do meu passa-
porte e também dos dos meus filhos. Nessa altura havia
um negocio de vendas de vistos na embaixada portugue-
sa em Angola (750 USD cada). Como na faculdade jd me
tinham dado o dinheiro para o ano inteiro, eu aproveitei
0 “esquema” e comprei os vistos dos meus filhos para o
espaco Schengen. Eu, que nunca tinha saido do pafs, fi-lo
com trés criangas! A pessoa que tinha feito a minha matri-
cula na UAM tinha-me garantido que j4 tinha casa arren-
dada para nés. E fui nessa aventura. Cheguei a Madrid,
mas infelizmente o senhor que nos recebeu nédo tinha
nada do que havia prometido e vi-me sem casa onde mo-
rar. Ndo tinha nada! Levou-me para um hostal no centro
de Madrid, no Sol [bairro de Madrid], em novembro, uma
pensdo que ndo tinha sequer condi¢des para cozinhar. As
aulas ja tinham comegado e para conhecer a universidade
o senhor foi comigo apenas no primeiro dia, dando-me as
indicagdes para 14 chegar de metro, e por ali me deixou.
Foi um momento bastante duro, porque naquela época em
Espanha as pessoas nédo alugavam casas a estrangeiros (e
ainda menos aos que tinham criangas), e eu desesperava,
porque ndo conseguia arranjar casa. De modo que fiquei
durante um més no hostal sem poder cozinhar, fundamen-
talmente para o meu bebé, porque nés comfamos num res-
taurante préximo da pensdo. Tinha de aquecer o leite do
biberdo na torneira de dgua quente para o meu filho mais
pequeno, que tinha problemas de sadde. E eu deixava-os
na pensdo para ir a universidade. O meu filho de 12 anos
era quem cuidava dos seus irméaos. Até que, passado um
més, com ajudas dos meus colegas de Angola que estavam

14 a fazer o doutoramento, 14 consegui uma casa. Mas era
uma casa completamente vazia, sem luz, sem dgua, sem
gds, e em dezembro fazia muito frio. Ndo era bom, mas o
que eu queria era apenas um teto!

GAZETA Tendo em conta esta fase muito dura e contur-
bada dos seus primeiros tempos em Madrid, quem é que a
apoiou em termos cientificos?

MARIA DE NATIVIDADE Quando cheguei a Madrid, ndo
sabia como funcionavam as coisas. Antes de ir para 14, de-
via ter contactado algum professor da universidade, para
comegar logo a trabalhar com ele, mas eu néo sabia isso.
Como se costuma dizer, fui para 14 as cegas. Assisti as au-
las, fiz 0 Diploma de Estudos Avangados (DEA, equivalen-
te ao mestrado) em Equagdes Diferenciais e Andlise. Em
Equagdes Diferenciais tinha bastantes problemas de base.
Quando pensava que tinha uma licenciatura, constatei
nessa altura que ndo tinha licenciatura nenhuma! Come-
cei a perceber por mim prépria que precisava de adquirir
bases e decidi frequentar também as aulas da licenciatura,
mais concretamente da disciplina de 4. ano de Equagdes
Diferenciais com Derivadas Parciais, sobretudo para fazer
o meu trabalho para o DEA. Mas depois a minha tutora
viu que eu estava muito melhor em Andlise do que em
Equacdes Diferenciais e aconselhou-me a seguir para dou-
toramento nesta drea. Ai comegou outra “guerra”, porque
néo tinha diretor de tese. Tive de ir falar com os professo-
res da especialidade e perguntar se algum estava disposto
a dirigir a minha tese. Entdo todos me disseram que néo,
porque jé tinham estudantes de doutoramento [a seu car-
go]. Até que um dia, na sala onde comiam os professores
e bolseiros do Departamento de Matematica — hd que di-
zer que tive muito apoio da UAM, pois apesar de nao ter
bolsa de Espanha, tinha gabinete, tinha chave [de acesso
ao edificio], podia ld comer com os meus colegas bolseiros
espanhois —, estdvamos sentados a comer e um dos pro-
fessores, o Gustavo Garrigds — que estd neste momento
na Univ. de Mdrcia e com quem tenho alguns trabalhos
conjuntos — perguntou-me se eu jd tinha diretor de tese.
Respondi-lhe que ndo. Ele informou-me que o professor
Eugenio Herndndez nesse momento estava sem ninguém.
E aconselhou-me a falar com ele. Fui ter com o Eugenio
Herndndez e na conversa ele disse-me que em Espanha o
doutoramento “no se regala” (ndo se oferece), que dependia
do trabalho de cada um. E eu disse-lhe que ndo estava a
espera que me oferecessem coisas. Se o Eugenio, ao fim de
algum tempo, visse que eu ndo estava em condigdes de
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avangar para doutoramento, ele que me dissesse e eu iria
fazer outra coisa. Obviamente que eu estava ali para fazer
tudo como deve ser. Ficou entdo o trato feito e avangdmos
para o trabalho. O Eugenio trabalha em Anédlise Harméni-
ca e eu, durante o DEA, ndo tinha feito nenhuma discipli-
na ligada a esta drea, pelo que nao sabia muito bem o que é
que eu, afinal de contas, iria fazer. O Eugenio aconselhou-
-me entdo a comegar por estudar Andlise Harmoénica e
depois Teoria da Aproximacdo. Além disso, ele tem um
bom livro sobre wavelets* e aconselhou-me depois a es-
tudar este tema. Fiquei praticamente dois anos a estudar
Andlise Harmoénica e Teoria da Aproximagdo. O Eugenio
foi-me dando alguns artigos que tinham sido produzidos
naquela drea. Demonstrei com detalhe os resultados des-
ses artigos e fazia varias apresentagdes no quadro.

GAZETA Comegou depois a trabalhar na sua tese. Que
tipo de problemas abordou?

MARIA DE NATIVIDADE Bem, um dos propésitos cen-
trais da Teoria da Aproximacao é caracterizar os espagos
de aproximagdo, ou seja, caracterizar o conjunto de fun-

¢Oes que tém uma certa ordem de aproximacao estabele-
cida por um determinado método de aproximagao. Dado
um indice de decaimento do erro da aproximagdo, preten-
de-se ver quais sdo os espagos que podem ser aproxima-
dos com esse indice. Suponhamos que estamos a trabalhar
com as chamadas bases incondicionais. E preciso saber
quais sdo as bases que nos ddo a quase melhor aproxima-
¢do (as que minimizam o erro). Chegdmos aos resultados
de Temlyakov que demonstram que as bases que condu-
zem a quase melhor aproximagdo sdo as incondicionais
e democrdticas. Entdo, os trés problemas principais que
abordei na minha tese foram os seguintes. Primeiramente,
supondo que trabalhamos com bases incondicionais ndo
necessariamente democraticas num espago quasi-Banach,
descrevemos as melhores inclusdes possiveis dos espagos
de aproximagdo utilizando certas classes de subespacos.
Isto consegue-se recorrendo a espagos de Lorentz dis-
cretos com pesos. Depois, procurdmos descrever expli-
citamente as chamadas funcdes de democracia (os pesos
a que me referi no primeiro problema sdo estas fungoes
de democracia) quando se consideram bases de wavelets
em diversos espagos de fungdes para os quais tais bases
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sdo incondicionais. Por fim, estuddmos a possibilidade
de identificacdo dos espagos de Lorentz como espacos de
Besov generalizados. Ou seja, quando possivel, identifica-
mos a classe de subespagos que antes referi como espagos
de tipo Besov generalizados quando se consideram bases
de wavelets. Generalizam-se deste modo certos resultados
cldssicos de caracterizagdo de espagos de aproximacédo em
termos de espacos de Besov.

GAZETA Para que permanecesse em Espanha, em vez
de voltar para Angola, e pudesse avancar para o douto-
ramento, teve de haver conversa¢des com a UAN. Foi um
processo pacifico?

MARIA DE NATIVIDADE Comigo muito poucas coisas
sdo pacificas. Quando fui para Espanha, de facto, a auto-
rizagdo era apenas para poder fazer o mestrado. Depois,
teria de fazer o “vaivém”, se quisesse seguir para douto-
ramento: seis meses em Espanha e seis meses em Angola.
Claro que, com trés criangas a cargo, essa possibilidade era
manifestamente impraticdvel. Entdo simplesmente decidi
matricular-me no doutoramento assim que conclui o DEA.
Em Angola, cortaram-me nessa altura a bolsa de estudos
e eu fiquei sem recebé-la durante dois anos. Nao pude vol-
tar para Angola, porque nem sequer tinha dinheiro para
o0 avido. Entdo o que eu fazia era cozinhar para os meus
colegas. Eles, em vez de irem a cantina ou ao restaurante
da universidade, davam-me os bonos da comida para me
ajudar. Tive também ajuda de alguns familiares e o salario
em Angola ainda se manteve. A dada altura, disseram-me
que iria deixar de ter apoio. Nesses dois anos, consegui
que alguém me emprestasse dinheiro para ir a Luanda
falar com o decano da minha faculdade e pedir-lhe que
me ajudasse, uma vez que jd tinha comegado o doutora-
mento. Ele disse-me que teria de regressar. Eu respondi-
-lhe que, tendo criangas (uma das quais com problemas de
satide), ndo era possivel fazer o “vaivém”. O mais pequeno
é autista (tem sindrome de Asperger). O decano passou-
-me entdo uma carta para ser recebida pelo Ministro da
Educacdo, a quem expus a minha situagéo. Ele autorizou
a bolsa, mas apenas por dois anos. Expliquei-lhe que, na
minha situagdo, era impossivel concluir o doutoramento
em Matemadtica nesse tempo, mas o ministro foi intran-
sigente. Nao terminei, e pedi a renovagdo da bolsa, que
ao principio me foi negada. Perante a minha insisténcia,
pediram-me que o diretor de tese produzisse um relatério
descrevendo o estado de progressdo dos trabalhos e uma
data previsivel para conclusado. O Eugenio elaborou o rela-

tério, referindo que irfamos precisar de pelo menos mais
dois anos. Perante isto, 0 ministério renovou-me a bolsa.
Nessa altura, também por sorte, a Universidade Oscar Ri-
bas — uma universidade privada em Luanda — precisava
de convénios de cooperagdo com o estrangeiro e precisava
de um representante para Espanha. Fizeram entdo contra-
to comigo com esse objetivo e pagavam-me o mesmo valor

que a bolsa, o que foi uma grande ajuda.

GAZETA A dada altura, teve de colocar os seus filhos na
escola. Teve de fazer isso tudo sozinha?

MARIA DE NATIVIDADE Sozinha, no inicio. O meu filho
mais novo tinha problemas respiratérios e teve de fazer
pelo menos cinco cirurgias. Aos 3 anos ainda era bebé,
mas tinha de ir a escola. Houve as situagbes de racismo,
mas em termos gerais, onde encontrei apoio a saide, aju-
da, amor ao préximo, foi em Espanha. Angola é o meu
pais, mas ndo hd comparagéo possivel. O meu filho levava
aparelhos para respirar e chegava a ter de ser hospitali-
zado semanalmente. Nessas ocasides, eu dormia no hos-
pital, depois pedia a uma amiga que ficasse com ele e eu
ia para a universidade. Tive de tird-lo do sistema ptblico
de sadde para ser operado no privado. Foi-lhe detetada
uma anemia crénica e os médicos do hospital publico
entendiam que ele ndo tinha condi¢des para ser operado.
A crianga quase morreu, respirava com imensa dificul-
dade e passava a vida a tomar antibiéticos. Tive de fazer
um seguro de satide para ele ser operado numa clinica
privada. E foi s6 ai que ele comecou a melhorar, mas até
aos 4 anos o meu filho era como um bebé: revelava atrasos
no desenvolvimento, na escola praticamente s6 gritava e
ainda ndo se tinha detetado o autismo. Teve uma profes-
sora espetacular. Em Espanha, quando uma crianga ndo
consegue ir aos 3 anos ao quarto de banho, é chamada a
mae. Mas ela nunca me chamou. Ela levava a roupa para
o menino e mudava-a! O do meio ficava nessa escola todo
o dia, recebia apoio da Assisténcia Social, que lhe fornecia
as refeigdes. E era o mais velho quem ia buscd-los todos
os dias. Até que um dia ele chegou tarde e fui avisada de
que a situagdo ndo era aceitdvel em Espanha. Foi entdo que
contratei uma baba.

GAZETA Foi sem ddvida uma fase muito dificil na sua
vida. E suponho que a adaptagdo a lingua também terd

2 Eugenio Herndndez and Guido Weiss, A First Course on Wavelets,
Studies in Advanced Mathematics, CRC Press, Boca Raton, USA, 996.
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sido complicada nos primeiros tempos.

MARIA DE NATIVIDADE Vivi dez anos em Madrid e
nunca fui a um museu. Foi uma vida de sacrificio. Safa
da universidade, corrigia trabalhos, via filmes infantis,
aos sédbados levava os meus filhos ao parque porque néo
tinham culpa de ter nascido e ao domingo passava a ferro.
Ainda assim, senti-me bem em Espanha. Quanto a lingua,
para mim foi um pouco dificil, mas no caso dos meus fi-
lhos eles estavam a estudar, o que facilitou. Sublinho que,
em Espanha, existe uma politica em que as criangas, es-
tando legais ou nao, tém sempre direito a assisténcia na
satde e na educac@o.

GAZETA Acabado o seu doutoramento, voltou para An-
gola. Provavelmente, teve oportunidade de ficar em Espa-
nha. Porque optou por regressar? Espirito de missdo?

MARIA DE NATIVIDADE Sim, tive bastantes oportu-
nidades. Apesar de ser estudante, era como se fosse um
elemento do departamento. Participava em projetos de
investigagdo, em congressos, em Escolas de Verdo e ou-
tros eventos. Sempre tudo pago pela UAM. Vigiei exames
quando foi necessario e, em muitos momentos, o Departa-
mento de Matemética da UAM pediu que eu ficasse para
dar aulas.

Nao fiquei, em primeiro lugar, porque tinha obriga¢des
familiares. Em segundo lugar, senti que era mais ttil em
Angola para o desenvolvimento da Matematica, porque
ndo havia doutorados e havia (e continua a haver) poucos
professores de Matemética. Muitas aulas eram dadas por
engenheiros gedgrafos e licenciados em Ensino da Mate-
matica.

GAZETA J4 focados no seu regresso a Angola e no seu
contributo para a melhoria do ensino da Matemadtica em
Angola, que disciplinas e em que cursos tem lecionado ao
longo dos anos?

MARIA DE NATIVIDADE No regresso, assumi a coor-
denacgdo do curso de Matemadtica, a época dirigido pelos
meus colegas engenheiros gedgrafos, uma vez que Mate-
madtica, Engenharia Geogréfica e Ciéncias da Computacdo
formavam um sé departamento. Considerei que ndo es-
tavam aptos para dirigir o curso e s6 mais tarde, j& co-
migo na dire¢do, é que comecaram a entrar os primeiros
licenciados em Matematica contratados como assistentes
estagidrios. Esta foi a minha primeira missdo. Consegui

também que o Departamento de Matemdtica, Engenha-
ria Geogréfica e Ciéncias da Computagdo fosse dividido
em trés. Em 2014 fui nomeada chefe do Departamento de
Matemadtica. Lutei para que os assistentes estagidrios pu-
dessem fazer pos-graduacdes e mestrados fora de Angola.
Fiz esse trabalho de forma individual, quer falando com
o reitor, quer com o Ministério do Ensino Superior. Infe-
lizmente, s6 consegui fazer sair um assistente estagiario
para fazer o mestrado na UAM. A situagdo em Angola é
muito dificil, porque as regras ndo se cumprem. Reparem
que, em principio, um assistente estagiario sé deveria ocu-
par esse lugar, sem mestrado, por dois anos. Na realidade,
0 que acontece é que temos casos em que estdo nessa po-
si¢do hd mais de 20 anos. Por outro lado, esses assistentes
estagidrios podem dar aulas em vdrios sitios (e fazem-no
nas universidades publicas e nas privadas), e ndo estdo
dispostos a sair do pais para estudar.

Outra coisa que tentei fazer foi admitir professores con-
vidados de universidades estrangeiras, para suprir as fa-
lhas que tinhamos enquanto os nossos professores faziam
a sua formacdo. Trouxe professores de Espanha, Itdlia,
Cuba, etc.,, que ficavam um semestre. No entanto, como
ndo havia uma fiscalizagdo séria, esta foi uma tarefa difi-
cil, porque os jovens acabaram por se acomodar, em vez
de continuar a formacgao pés-graduada.

Esta fase foi muito cansativa, pois tinha também a meu
cargo a orientacdo de todos os assistentes estagidrios, e
ainda tinha de contratar os professores visitantes para dar
aulas de superagéo aos licenciados.

Estas reformas comecaram a criar situacoes dificeis. Pre-
viamente a minha chegada a coordenacdo do curso, até ao
segundo ano das suas licenciaturas, os alunos tinham tido
disciplinas com poucas bases de Matemdtica, e de repente
comecgam a ter, no terceiro e no quarto anos, disciplinas
optativas que requerem muitas bases de Matematica, le-
cionadas por mim e pelos professores convidados. Foi af
que comegaram a existir revoltas por parte dos estudantes
e ndo contei com apoio por parte da dire¢do da universi-
dade. Aqui em Angola é tudo politico, o que interessava
era dizer que estava a funcionar e que os estudantes apro-
vavam e que se licenciavam nao sei quantos. Nao inte-
ressava se os estudantes sabiam ou ndo. A qualidade nado
era importante. Foi nessa altura que deixei de ser chefe
de departamento, para que acabasse essa revolta dos estu-
dantes. O departamento voltou a ser gerido outra vez por
pedagogos, gedlogos, engenheiros gedgrafos e geofisicos.
56 mais recentemente é que as posi¢des mudaram. O pafs
estd a tentar ser mais sério, a tentar cumprir as regras. Te-
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mos uma nova dire¢do no departamento que quer mudar

as coisas e que estd a reformular o curso.

GAZETA Tem pugnado por introduzir rigor matematico e
qualidade no ensino universitario angolano. Qual é a sua
visdo acerca da qualidade do ensino pré-universitario?

MARIA DE NATIVIDADE E verdade que a universidade
estd mal, mas as lacunas no conhecimento sdo prévias.
O grande problema estd no Ensino Geral. Dou aulas aos
cursos no ISCED, mesmo nao sendo pedagoga, para tentar
perceber se ha forma de resolver os problemas dos cursos
na drea do ensino. Muitos estudantes entram nas univer-
sidades com dificuldades ao nivel do 7° e do 8.° anos de es-
colaridade, porque os seus professores nao tém nivel para
dar aulas no Ensino Geral.

E muito dificil recuperar esse tipo de estudante numa
universidade, implica muito esforgo. Reforco esta ideia,
porque tais professores sdo meus alunos no mestrado de
Ensino, revelando imensas dificuldades nas disciplinas de
Matematica. Muitos deles ndo sabem fazer a divisdo poli-
nomial, quanto mais ensind-la! Logo, se ndo conhecem a
ciéncia que ensinam, nunca poderdo ensinar conveniente-
mente. Este é o perfil do professor do Ensino Geral.
Podfamos pensar que uma forma de solucionar este pro-
blema é a contratacdo de professores convidados com
qualidade. S6 que os professores estrangeiros, quando
vém para Angola, encontram estudantes com muito baixo
nivel e, consequentemente, baixam também eles o nivel
do ensino que ministram. Sdo poucos os professores que
continuam com o mesmo rigor. Eu muitas vezes dizia-lhes
que ndo deveriam baixar o nivel, mas eles acabavam por
ceder. Os nossos estudantes ndo estdo em condi¢des de
fazer uma pds-graduagdo numa universidade séria. N6s
temos um problema sério com os doutoramentos em An-
gola. Ha agora uma febre em realizar doutoramentos em
Cuba, noutras dreas que ndo a Matemadtica. Teoricamente,
passam seis meses em Angola, outros seis em Cuba e re-
gressam com uma tese e sem publicagdes. Parece que na
drea da Matemadtica isso ndo acontece, jd que as universi-
dades cubanas que outorgam pdés-graduagdes em Mate-
matica sdo bastante rigorosas.

Angola tem cooperacdo com Cuba desde 1977. Até onde eu
sei, Cuba s6 formou dois mestres angolanos em matemati-
ca até aos dias de hoje, e ambos em Ensino de Matematica.
Porque quando tentam fazer em Matematica ndo conse-
guem. Ndo tém bases. Ora, os professores do Ensino da
Matematica nunca fizeram formagdo em Matematica pura

Durante o0 9° Congresso Pan-Africano em Matemdtica (Rabat,
julho de 2017)

e dura. Quando regressam a Angola, sdo esses professores
que depois irdo lecionar na universidade.

Esta é a minha grande luta. Foi isto que eu precisei de di-
zer a sociedade: que cursos em Ensino de Matemdtica ndo
sdo Matematica. Luta que travo até hoje.

GAZETA Nesta sua preocupagdo, sente-se devidamente
acompanhada pelos seus colegas e pelos 6rgdos diretivos
da sua universidade?

MARIA DE NATIVIDADE Atualmente ji entendem um
pouco esta minha preocupagdo, mas antes nao. Por exem-
plo, na primeira edicdo do mestrado em Matemadtica e
Aplicagdes, que coordeno e de cuja existéncia discordei
ao inicio, por ndo ter professores qualificados (sem dou-
tores), funciona mesmo que o préprio regulamento diga
que é obrigatério o corpo docente ser constituido por 70%
de professores nacionais. Isso ndo acontece: apenas somos
dois. Se eu tivesse optado por ndo coordenar o mestrado,
os 6rgaos diretivos iriam crid-lo de qualquer forma, por-
que jd era essa a sua intengdo. Para evitar que tal aconte-
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cesse e que se perpetuasse esta mad massificacdo, decidi
arrancar com o projeto de criagdo do mestrado.

GAZETA Pode entdo explicar-nos melhor como nasceu e
em que ponto estd o mestrado em Matematica e Aplica-
¢des da UAN?

MARIA DE NATIVIDADE Se, por um lado, o Ministério
do Ensino Superior, Ciéncia, Tecnologia e Inovagado colo-
cou barreiras ao projeto, por outro, fomos bafejados pela
sorte, porque a Fundagdo Calouste Gulbenkian (FCG) nes-
sa mesma época decidiu apoiar a criagao de mestrados em
Matematica nos PALOP. Nessa altura, ja era membro da
Unido Africana de Matematica, onde tinha alguns contac-
tos que me ajudaram, e obtive ainda o apoio de alguns
colegas, quer da UAM quer da Universidade de Coimbra,
como universidade parceira. Posteriormente submeti o
projeto da sua criacdo a FCG, que o apoiou.

O ministério levantou vérios problemas alegando que nido
tinha condi¢des, mesmo sabendo que era preferivel para
os professores de Matemdtica da UAN frequentarem um
mestrado na prépria UAN a terem de se deslocar para ou-
tro pafs. Apesar disto, s6 quando a responséavel da FCG
falou diretamente com a ministra é que desbloquearam
a situagdo, aprovando o mestrado. Temos agora a acabar
o mestrado cerca de dez estudantes. Foi necessario que
estes estudantes fizessem um curso de nivelamento de
seis meses, em que estudaram Andlise Funcional, Topo-
logia, Teoria da Medida, Geometria, Algebra, etc. O curso
foi lecionado por mim, por dois mestres e um professor
do departamento e colegas da UAM e da Universidade de
Murcia.

GAZETA Nesta sua luta sente-se sozinha ou hd gente que
luta ao seu lado?

MARIA DE NATIVIDADE Esta luta é muito solitdria e per-
cebo porque o é. O que nédo percebo é porque é que os poli-
ticos ndo deixam atuar os especialistas e ndo ouvem o que
estes dizem. As coisas estdo a mudar. Por exemplo, temos
um convénio do programa Erasmus+ com a Universidade
de Miircia. Todos os anos enviamos um bom estudante
para ld. Os que vao percebem como as coisas sdo diferen-
tes e comegam a apoiar-me quando regressam. S6 que no
que respeita aos gestores, nada mudou. A UAN fez agora
60 anos de existéncia e hd 53 que existe a licenciatura em
Matematica. Como é que, até agora, a universidade s¢ for-
mou um doutor em Matematica (que fui eu)? Os outros

dois angolanos doutores em Matemdtica (um deles, atual
chefe do departamento) estudaram e obtiveram a licencia-
tura e o mestrado em Ensino da Matematica em Cuba. Isso
é muito grave e revela um atraso imenso face aos nossos
irmdos em Mogambique, pois estes j4 estdo a trabalhar no
projeto de criagdo de um doutoramento. Como jd disse,
nédo existe uma politica integrada do desenvolvimento da
Matemdtica em Angola. Ndo hd controle. Abrem-se uni-
versidades e ndo se verifica a sua qualidade. Para mim,
Angola nunca foi préspera ou rica: foi e é pobre porque
néo tem qualidade de ensino. O que se passa em Angola
na 4drea da Matemdtica ndo tem comparacdo com nenhum
outro pafs de Africa. A Matematica é em todos os pafses
o suporte para as ciéncias, porque todos os cursos de en-
genharia tém disciplinas de matematica lecionadas por
matemadticos. Cd isso ndo acontece.

GAZETA Como chega a secretdria da Comissdo de Edu-
cacdo Matemaética em Africa, uma das comissdes de traba-
lho da Unido Africana de Matemaética?

MARIA DE NATIVIDADE Africa ndo reconhece Angola
em termos académicos. Organizei em 2016 em Angola a
Escola Africana de Matemdtica em Andlise Harmonica,
Equagdes Diferenciais com Derivadas Parciais e Aplica-
¢Oes, patrocinada pelo CIMPA (Centro Internacional de
Matemdtica Pura e Aplicada), direcionada aos mestrandos
e doutorandos. Vieram muitos estudantes de Africa. Parti-
ciparam professores europeus e africanos e fui convidada
para dar uma conferéncia na Costa do Marfim em Teoria
de Aproximagdo. Nessa altura, estava a ser preparado o
9° Congresso Pan-Africano em Matematica. Foi ai que a
ex-presidente da Unido e outras pessoas me perguntaram
diretamente como é que eu trabalhava em matemadtica em
Angola, se em Angola ndo havia nada. Expliquei-lhes que
colaborava com a UAM e dessa conversa resultou que fui
proposta como secretaria da Comissdo de Educagao Mate-
mética em Africa.

GAZETA Que tarefas e que objetivos estdo associados a
este cargo?

MARIA DE NATIVIDADE A Unido Africana de Matema-
tica é uma organizagdo similar a Unido Internacional de
Matemdtica. O objetivo da comissdo que dirijo consiste em
trabalhar com os governos de cada pais, através dos seus
ministérios, para melhorar as condicdes e a qualidade do
ensino da Matematica. Todas as institui¢des que visam al-
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cangar tais objetivos colaboram com a comissao.

Em Africa, a maioria dos paises percebe esses objetivos e
os seus governos colaboram, mas lamento que em Angola
isso ndo aconteca. Por exemplo, nunca fomos chamados
para apreciagdo dos manuais, nem para elaboragdo dos
programas. Podia pensar-se que é porque é comigo e eu
tenho anticorpos, mas nao. E mesmo porque ndo ligam e
porque consideram que sé eles é que tém de tratar dis-
so. Em todas as dreas tomam medidas sem estudo prévio,
sem consultarem especialistas e técnicos nos temas. Nos
restantes paises de Africa ja ndo é assim.

Estive em Mogambique a coordenar, pela parte angolana,
a comissdo cientifica da conferéncia nas comemoragoes
dos 60 anos do Ensino Superior em Mog¢ambique e Ango-
la. Tratou-se de uma organizagdo conjunta. Trabalhei com
0 Ministério do Ensino Superior de Mocambique. Nunca
os quadros do ministério tomaram alguma decisdo sem
nos consultar, e nessa época tudo o que conversavamos

era a distancia.

GAZETA Falou-nos ja de alguns projetos de cooperagao
em que estd envolvida. Em termos de atividade cientifica,
continua a publicar na sua drea de doutoramento?

GAZETA Em Angola temos alguma dificuldade em fa-
zer investigacdo. Primeiro porque ndo temos colegas com
quem trabalhar ou grupos de investigagdo, e depois por-
que temos uma quantidade enorme de horas de docéncia,
dada a falta de professores. Acabei por ter de parar, pois
a ideia era continuar os meus trabalhos de doutoramento
utilizando outras bases, como os fractais. Recentemente,
estive numa estada em Navarra. Apesar de ndo haver um
grupo de Andlise Harmonica, colaborei com o grupo de
investigacdo de Logica em fuzzy systems aplicada a teoria
de grupos. Acabei por estudar estes temas e gostei bastan-
te, bem como da colaboracdo com os colegas de 14. A mi-
nha ideia é continuar a trabalhar, porque estamos a iniciar
um projeto de criagdo de um doutoramento regional em
Matemdtica apoiado pela FCG, coordenado por Angola e
Cabo Verde em parceria com a Universidade de Coimbra,
mas onde também colaborardo professores de Espanha e
da Africa do Sul. Serd nas areas de Anilise, Algebra euma
pequena parte em Matematica Aplicada. E focado na Ma-
temadtica Pura, onde Cabo Verde e Angola tém as maiores
caréncias.

GAZETA Depois destas suas lutas e imaginando-se daqui
auns largos anos, qual é o sonho que gostava de ver cum-

prido na sua universidade?

MARIA DE NATIVIDADE Sei que é uma luta, mas tam-
bém sei que ndo vou ser eu a conseguir resolver. Ficaria
satisfeita se eu conseguisse que a UAN pudesse compa-
rar-se com as universidades vizinhas, da Africa Austral.
Falta muito. Metaforicamente falando, eles estdo jd a subir
as escadas e nés fomos imitando caminhos que nédo sdo
os caminhos. Quero pelo menos que consigamos estar no
caminho certo, no primeiro degrau da escada, mas com
alicerces firmes.

GAZETA Face as recentes eleicdes em Angola, sente que
hé ventos de mudanca?

MARIA DE NATIVIDADE Sou um pouco radical nesse
sentido. Na minha opinido, a continuidade do mesmo go-
verno ndo me dd ideia de grande mudanga, mas os resul-
tados das elei¢des mostram que hd maturidade por parte
dos cidaddos e hd esperanca de que isso altere algo. No
meu ponto de vista, as elei¢des ndo foram nem livres nem
transparentes, mas apesar disso existe um povo que nao
estd satisfeito e que estd mais consciente. Nao vai ser fa-
cil continuar a fazer tudo da forma que se fazia antes. Ha
pelo menos uma vontade de mudanca. Mas uma coisa é
a vontade, outra coisa é a capacidade de o fazer. No meu
ponto de vista, o fundamental é a capacidade de se fazer
as coisas. As vezes uma pessoa tem muita vontade, mas
nao estd capacitada. E o problema é que ndo se nomeiam
pessoas capacitadas para tratar de assuntos tdo sérios
como a Educagdo ou o Ensino Superior. Em Angola h4
ainda muita crianga que ndo estuda — criangas do mato,
mas também de Luanda. No tempo colonial, eu que sou
do mato tive oportunidade de estudar. Havia essa preo-
cupagdo com a educagdo, de que as criangas estudassem,
independentemente da sua origem. Hoje isso nédo existe.
Quem hoje nasce no mato nem sequer é registado.

GAZETA Para terminarmos, de onde lhe vem a sua forga?

MARIA DE NATIVIDADE E também uma questdo que o
meu filho do meio me coloca. Nasci no campo, num pais
onde ndo tinha nenhuma motivagdo de nenhuma espécie
para estudar, e ele pergunta-me de onde veio essa capaci-
dade para estudar e lutar. Nao recebi essa caracteristica de
ninguém, mas sempre gostei muito de estudar e tive um
grande incentivo do meu tio durante a primeira etapa dos
meus estudos. Acho que foi isso.

S

MATEMATICOS NA PRIMEIRA PESSOA: MARIA DE NATIVIDADE

* Ana Mendes e Paulo Saraiva
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MATEMATICA E LITERATURA

A LITERATURA ARTIFICIAL

O que separa o ser humano de uma maquina? Ou serd que somos todos

maquinas programaveis?

Autilizagéo da Inteligéncia Artificial (IA) para tarefas
cada vez mais complexas e intimamente associadas
ao que consideramos ser a esséncia humana, como sejam
a produgado de arte, a literatura ou o conhecimento, esta
na ordem do dia e prevé-se que venha a estar cada vez
mais. Por um lado, discute-se o limite da tecnologia, até
que ponto uma madquina programada e “educada” por
humanos poderd, eventualmente, replicd-los ou mesmo
ultrapassé-los do ponto de vista cognitivo, criativo e do
dominio técnico das dreas em que possa ser aplicada; por
outro, existem vastas implicac¢Oes éticas, sociais, politicas
e préticas que abordam a progressiva substituigdo de tra-
balhadores humanos por algoritmos capazes de desem-
penhar as suas fungdes.

A alavancagem tecnoldgica é tdo antiga como a nossa
condi¢do de Homo sapiens. Esta passou pela utilizagdo da
pedra lascada, pelo dominio do bronze, depois do ferro e
de todas as tecnologias que lhes sucederam até chegarmos
a actual era digital. Afinal queremos viver cada vez me-
lhor e despender menos esforgo para obtermos igual ou
maior rendimento, ter bens de consumo e calorias baratas
e acessiveis. A novidade introduzida pela IA (e o medo,
e 0 espanto) é a sua capacidade de substituir ndo apenas
o esforgo fisico ou o desempenho de tarefas simples e re-
petitivas, como tantas mdquinas fazem, mas de replicar
o pensamento, a tomada de decisGes e, eventualmente, a
criatividade que tinhamos como exclusiva da espécie.

As perguntas sdo muitas e ninguém sabe ainda de
onde virdo as respostas. A maior questdo, e a que mais
assusta, é se um dia poderemos tornar-nos escravos das
méquinas que desenvolvemos, fruto da chamada “Singu-
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laridade Tecnolégica”, uma evolugdo da inteligéncia ndo
humana tdo acentuada que escape ao nosso controlo e
ao nosso entendimento. Mas se esse cendrio é ainda lon-
ginquo, outras questdes vao-se jd colocando no dia-a-dia:
Quem escolhe o que vemos na TV, o que compramos onli-
ne e os trajectos que fazemos no automével? Quem decide
se alguém deve ser contratado, despedido ou aumentado?
Podem as eleigdes ser manipuladas através das redes so-
ciais usando algoritmos?

Temos, finalmente, a questao da criagdo e da criativi-
dade. Pode um algoritmo produzir uma obra literaria, ar-
tistica ou cientifica de real valor e originalidade? Podera
um novo Proust surgir por entre transistores e linhas de
c6digo? Ou um Picasso, ou um Newton? Afinal, também
a nossa criatividade e as nossas ideias assentam em ma-
téria, somos corpos com cérebros dentro, foram células,
ligagdes quimicas e impulsos eléctricos que criaram a
Nona Sinfonia, o Dom Quixote e a teoria da relatividade.
O que nos separa entdo de forma tdo categérica de uma
méquina? A “alma”, o “espirito”, a nossa “humanidade”?
O que sdo todas essas coisas, existirdo realmente ou sdo
apenas mistificagdes que nos ajudam a sentir-nos espe-
ciais e inicos?

Se nds somos maquinas, também serd possivel progra-
mar um caracter ou uma personalidade? Pode um compu-
tador ter desejos, caprichos, obsessdes e medos? Podera
amar? Talvez seja essa a questdo derradeira, o teste do al-
goddo que permita distinguir uma obra formalmente cor-
recta e tecnicamente perfeita de outra apaixonante, com a
qual possamos identificar-nos. Até 14, temos ainda muitos
humanos para ler.
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CHOVEU WM DIA O QUE ERA PARA
CHOVER £ T0DO O MES DE DEZEMBRO. FAZ SENTIDO.

SE HA ASSIMETRIAS SOCIALS, ASSIMETRIAS
FAZ SENTIDO? SALARIALS, ASSIMETRIAS REGIONAIS... FORQUE
) NAO HAVERIA ASSIMETRIAS NA PRECIPITACAO?

Publicado originalmente no jornal Publico, em 15/12/2022. Imagem gentilmente cedida pelo autor.
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e PSR TR § AT BETLBYO AL

TARDES DE MATEMATICA EM LISBOA 2023

As Tardes de Matemadtica em Lisboa estdo de volta ao
formato presencial, desta vez com a novidade de cada
palestra decorrer num local diferente. A primeira palestra,
Sou uma Atudria. Mas Afinal o que Fago Eu?, com Lourdes
Afonso, decorreu no dia 21 de mar¢o, no Instituto
Superior de Contabilidade e Administracio de Lisboa.
A 18 de abril serd a vez de Jorge Buescu apresentar Sobre
as Medalhas Fields em Matemdtica: Ontem, Hoje e Amanha,
na Universidade Aberta. A23 de maio, na Escola Superior de
Educagdo de Lisboa, Nelson Chibeles Martins proferird Os
Mitidos Nio Gostam Nada de Matemdtica!l! Otimo!. A dltima
palestra do ciclo serd Atuariado Vida Vintage, a decorrer no
dia 20 de junho, na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da
Universidade Nova, no Monte da Caparica, e terd como
oradores Gracinda Rita Guerreiro e Pedro Corte Real. Todas
as palestras tém inicio as 15h.
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SPM@TESTES 2023
As inscri¢des para os SPM@Testes 2023, que

decorrerdo de 9 a 19 de maio, continuam
abertas. Os SPM@Testes sdao provas
oferecidas as escolas associadas SPM, sejam
publicas ou privadas, para os 2.° 4.5, 6.°,
9.°,10.°, 11.° e 12.° anos, com as mesmas
caracteristicas de um exame nacional. Tém a
chancela de qualidade da SPM e o apoio da
Fundagio Calouste Gulbenkian.

Estas provas permitem a cada escola ter um
parecer externo e contextualizado acerca do
desempenho dos seus alunos. Além disso,
sdo elaboradas por alguns dos professores
que melhor conhecem os documentos
curriculares de referéncia.

Apbs o periodo de corregdo dos testes, cada
escola terd acesso aos resultados dos seus
alunos e saberd como estes se comparam
a nivel nacional e regional. No entanto,
nenhuma escola saberd o lugar ocupado
pelas restantes escolas.



CONFERENCIA WOMEN IN MATHEMATICS 2023

A terceira edigdo da conferéncia Women in
Mathematics em Portugal (WM23) ird decorrer de 24
a 26 de julho de 2023, na Universidade de Coimbra.
Os principais objetivos desta conferéncia sao motivar
e inspirar novas geragdes de mulheres matematicas,
através de apresentagdes cientificas de alta qualidade
e discussdes que cobrem mudltiplas dreas da
matemadtica, sendo acessiveis a um publico amplo.
As submissdes de palestras e pdsteres devem ser
enviadas até 10 de maio de 2023. O evento é aberto
a todas as pessoas interessadas (independentemente
do género) e a participagdo é gratuita, no entanto
serd necessdrio fazer a inscrigdo até 15 de junho (ver
https:/[ucpages.uc.pt/events/wm?23/).

A WM23 é uma organizacdo conjunta do Centro de
Matematica da Universidade de Coimbra, do Centro
de Matemdtica da Universidade do Minho e do
Centro de Analise Matematica, Geometria e Sistemas
Dindmicos da Universidade de Lisboa.

15. EDICAO DO PREMIO PEDRO MATOS

A 157 edicdo do Prémio Pedro Matos tem como tema
Matemadtica: Tragédia ou Comédia? As pré-inscri¢des
devem ser feitas até ao dia 8 de maio e as candidaturas e
entrega de trabalhos até 9 de junho.

O concurso, organizado pelo Politécnico de Leiria,
pretende desafiar estudantes e professores a refletir
sobre como desdramatizar o ensino e a aprendizagem da

i2+12=(2

matematica.

Podem candidatar-se estudantes do Ensino Secunddrio
e do 3.° ciclo do Ensino Basico, individualmente ou em
grupo. Do grupo pode ainda fazer parte um professor, ao
qual cabera o papel de orientador.

Os trabalhos elaborados serdo expostos no evento Mat-
Oeste 2023.

152 EDIGHD

PREMIO
PEDRO MATOS

2023

MATEMATICA:
TRAGEDIA OU
COMEDIA?

lonine)
Atd 8 de maio 2023
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WOMEN

OF MATHEMATICS

FROM AROUND

THE WORLD

WOMEN OF MATHEMATICS FROM AROUND THE WORLD - A GALLERY OF PORTRAITS

A exposicao Women of Mathematics From Around the World
— A Gallery of Portraits esteve patente na Galeria da Real
Fébrica de Panos do Museu de Lanificios da Universidade
da Beira Interior (UBI), com extensdes na Biblioteca Central
da UBI e no Bloco VI (Departamento de Matemaética), desde
o dia 10 de fevereiro até ao dia 18 de margo de 2023.
Durante o periodo de exibigdo, integrou as celebracdes do
Dia Internacional das Mulheres e Raparigas na Ciéncia (11
de fevereiro), do Dia Internacional da Mulher (8 de margo)
e do Dia Internacional da Matematica (14 de margo).

Esta exposicdo oferece um vislumbre da matematica
através de fotografias (por Noel Tovia Matoff) e excertos
de entrevistas (por Sylvie Paycha e Sara Azzali) de 23
mulheres matemaéticas de todo o mundo.

A curadoria é de Sylvie Paycha e Noel Tovia Matoff, a

5. CAMPEONATO NACIONAL DE MULTIPLI

As inscri¢Ges para o 5. Campeonato Nacional de Multipli jd estdo abertas.
A competicdo, a decorrer exclusivamente online, é dirigida aos alunos
dos 3.%,4.°,5.° ¢ 6.° anos de escolaridade. Serao admitidos a concurso 2500
alunos por ano letivo, num total de 10 000 candidatos. A competi¢do é
composta por sete semifinais regionais, que decorrerdo de 3 a 15 de maio,

e por uma grande final, que terd lugar a 5 de junho.
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coordenacgdo local foi da responsabilidade de Helder
Vilarinho (UBI) e teve o apoio do Departamento de
Matematica da UBI (DM-UBI) e do Centro de Matematica
e Aplicagdes da UBI (CMA-UBI).

A exposicdo poderd ser requisitada ao DM-UBI
ou CMA-UBI para exibi¢do noutras institui¢des.
Helder Vilarinho: helder@ubi.pt,
sob a prévia autorizacdo das curadoras. Para

Contacto:

mais informacgdes contactar Noel Tovia Matoff
(n.matoff@mailbox.org).

«\Pe%

ENSINOEASICO
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OLIMPIiADAS PORTUGUESAS DE MATEMATICA EM FARO

A final nacional das 41.* Olimpiadas
Portuguesas de Matemdtica decorrerd em Faro,
no Agrupamento de Escolas Tomds Cabreira, de
30 de margo a 2 de abril. Na competigado estardo
90 alunos de todo o Pais, distribuidos em trés
categorias: categoria junior (6.° e 7.° anos), A (8.°
e 9.°anos) e B (10.°, 11.° e 12.° anos).

A sessdo de encerramento terd lugar no Grande
Auditério da Universidade do Algarve, no dia 2
de abril, e contard com a presenga do presidente

José Carlos Santos, do reitor da Universidade
do Algarve, Paulo Aguas, do presidente da
Camara Municipal de Faro, Rogério Bacalhau,
da diretora do Ciéncia Viva, Rosalia Vargas,
da diretora do Agrupamento de Escolas Tomads
Cabreira, Ana Paula Marques, e de Hélder Pais,
da Dire¢do-Geral de Educacgao.

Antes da entrega das medalhas, Jorge Nuno
Silva, da Faculdade de Ciéncias da Universidade
de Lisboa, ainda apresentara a palestra Os
Problemas da Matemdtica.

da Sociedade Portuguesa de Matematica,

DIA INTERNACIONAL DA MATEMATICA 2023
As celebrages do Dia Internacional da Matematica (IDM)
ocorreram um pouco por todo o mundo no dia 14 de marco, e
foram muitas as escolas, as universidades e as institui¢des que
assinalaram a data. A Sociedade Portuguesa de Matemadtica
aliou-se ao Pavilhdo do Conhecimento, em Lisboa, que
teve um programa alusivo ao dia, com atividades que se
prolongaram até a meia-noite.

Em 2023, o tema do IDM foi Matematica para Toda a Gente
e o evento principal, que decorreu na pégina oficial www.
idm314.org, dividiu-se em duas sessdes, uma com matematicos
convidados e outra com os vencedores da Medalha Fields 2022.
A portuguesa Inés Guimaraes, mais conhecida por MathGurl,
foi uma das apresentadoras das sessdes. As apresentagdes
ainda estdo disponiveis para quem tiver interesse em
assistir. Também no site oficial é possivel apreciar as bandas
desenhadas levadas a concurso.

4.° ENCONTRO IBERICO DE
HISTORIA DA MATEMATICA

O 4.° Encontro Ibérico de Histéria da
Matemdtica (EIHM) terd lugar no Museu de
Leiria, de 22 a 24 de junho de 2023. O evento
é uma organizacao conjunta da Sociedade
Portuguesa de Matemadtica, através do
seu Semindrio Nacional de Histéria da
Matemadtica, e da Real Sociedad Matemadtica
Espafiola. Nesta edicdo, o EIHM conta ainda
com o apoio do Politécnico de Leiria e do
Museu de Leiria.

As inscrigdes beneficiardo de um prego
reduzido até 31 de maio. Consulte todas as
informagdes em https://sites.ipleiria.pt/4eihm
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PREMIO ABEL
DISTINGUE LUIS A.
CAFFARELLI

A Academia Norueguesa de
Ciéncias e Letras concedeu,
no dia 22 de margo, o Prémio
Abel 2023 a Luis A. Caffarelli,
professor na Universidade do
Texas, em Austin, tornando-o
o primeiro sul-americano
a conquistar a distingdo. O
matemdtico argentino, de 74
anos, recebe o prémio “pelas
suas contribui¢des seminais
a teoria da regularidade para
equagdes diferenciais parciais
ndo lineares, incluindo
problemas com fronteiras
livres e a equagdo de Monge-
Ampere”, afirma a Academia.
Luis A. Caffarelli, nascido
em Buenos Aires, recebeu o
seu PhD pela Universidade
de Buenos Aires em 1972 e
emigrou, em seguida, com
uma bolsa de estudos para os
Estados Unidos.

Helge Holden, presidente
do Comité Abel, destacou as contribui¢oes de
Caffarelli durante mais de 40 anos a teoria da
regularidade: “Ao combinar o seu brilhante
conhecimento geométrico com engenhosas
ferramentas analiticas e métodos, ele teve e
continua a ter um impacto muito importante na
drea.”

Também o reitor da Universidade do Texas, Jay
Hartzell, tece os maiores elogios ao argentino:
“Durante mais de um quarto de século aqui na
Universidade do Texas, Luis Caffarelli introduziu
novas técnicas engenhosas que mostram uma
visdo geométrica brilhante.”

A ceriménia de entrega do Prémio Abel decorrerd
em Oslo, no dia 23 de maio. Juntamente com
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galarddo, Caffarelli receberd& um prémio
pecunidrio no valor de 7,5 milhdes de coroas
norueguesas, o equivalente a 618 mil euros.
Caffarelli é autor de 320 artigos, que somam 19
mil citagdes, tendo escrito trabalhos em parceria
com mais de 130 colaboradores, e orientou mais
de 30 doutorandos. O investigador integra a
Academia Nacional de Ciéncias dos Estados
Unidos da América desde 1991 e é membro de
vérias outras sociedades cientificas.

Luis A. Caffarelli ja foi laureado com o Rolf
Schock Prize de 2005, o Steele Prize for Lifetime
Achievement da American Mathematical
Society de 2009, o Wolf Prize de 2012, a Solomon
Lefschetz Medal de 2013 e o Shaw Prize de 2018.
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POR UM ENSINO DA MATEMATICA DE QUALIDADE

E impossivel uma educagdo exigente num sistema que ndo promove a exigén-
cia. Tudo o que se sabe sobre ensino mostra que objetivos pouco exigentes
conduzem a menor aprendizagem. Apostar-se no mais simples apenas serve
para elevar artificialmente o sucesso de quem aprende.

SPM, enquanto sociedade cientifica, em Portugal,

tem vindo a prestar um papel ativo no apoio, na
promocgdo e na defesa de um ensino de Matematica de
qualidade.

Entre as atividades que desenvolve em Educagao, al-
gumas hd décadas, destacam-se as que vieram a consti-
tuir-se como fortes impulsos a uma melhoria, apds a sua
colaboragdo com o Ministério da Educagdo, quer na iden-
tificacdo de problemas no ensino da Matemdtica quer
na concretizagdo de atividades que estimularam a sua
resolugdo. Destacam-se, por exemplo, as auditorias aos
exames nacionais, a avaliacdo e a certificagdo de manuais
escolares, a formagao continua de professores e a tomada
de posigdes — emitindo pareceres rigorosos e fundamen-
tados — sobre as diversas alteragdes curriculares ao longo
dos anos. Estas atividades tém vindo a ser desenvolvidas
com grande sentido de compromisso. Todas as dire¢des
da SPM, durante as tltimas décadas, tém empenhado es-
forcos em prol de um ensino rigoroso, de qualidade, que
permita uma igualdade de oportunidades para todos os
jovens portugueses.

E neste contexto que a SPM se tem pronunciado pu-
blicamente, e fé-lo a 16 de janeiro sobre o novo docu-
mento curricular intitulado Aprendizagens Essenciais para
o0 Ensino Secunddrio' que foi homologado dias antes, a 13
do mesmo més?.

A SPM procurou, neste seu parecer assim como em
pareceres anteriores, enquanto ainda projetos apresenta-

dos a consulta ptblica, tanto para o Bdsico como para
o Secunddrio®, alertar as equipas de autores, o Ministé-
rio da Educacdo e o ptblico em geral para a notéria e
preocupante inversdo no ensino da Matemadtica. Essa
estava patente tanto nos documentos apresentados — va-
gos, desconexos, pouco exigentes, pouco ambiciosos...
— como nos discursos ilusérios, nos quais transparecia
uma revolugdo fraturante com os documentos orienta-
dores do ensino anteriores. Repare-se que estes docu-
mentos surgem com a ideia geral de se optar, segundo
o0s seus autores, por uma “Matemadtica para todos”, em
que os “formalismos e os niveis de abstragdo excessivos
deverdo ser evitados”.

E dificil compreender esta ideia, embora sedutora
para os jovens, sabendo o que objetivamente defende
e promove para as proximas geragdes — que aprendam
menos, até mesmo o que podia dar-lhes maior vantagem
no futuro.

Estas novas Aprendizagens Essenciais homologadas
recuam, assim, no que as anteriores metas curriculares
contribuiram para o desenvolvimento dos alunos — hé-

Y hitps:/www.spm.ptffiles/images/documentos/pareceres/Homologacao%20
AEs%20%20Secundario%20janeiro2023.pdf

2 https:/lwww.dge.mec.pt/noticiaslhomologacao-das-novas-aprendizagens-
-essenciais-de-matematica-para-o-ensinosecundario

3 https://www.spm.pt/ensino-gebs-pareceres
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bitos de raciocinio, de abstragdo, de disciplina mental —,
em suma, para o desenvolvimento de capacidades avan-
cadas e estruturantes que distinguem a formacao mate-
mdtica e a habilitam para muitas outras diversificadas
dreas. Por outro lado, estas Aprendizagens Essenciais, em
linha com as intituladas com a mesma designacdo, que
vigoravam desde 2018, ignoram o que a investigagdo
moderna nos tem aconselhado relativamente a forma
mais eficaz de organizar o ensino.

Ao se despedagar o ensino estruturado e bem orga-
nizado, com metas curriculares claras e ambiciosas, e ao
se apostar no mais simples para elevar artificialmente o
sucesso de quem aprende, esquece-se que excluir o mais
complexo pode tolher o desenvolvimento de uma boa or-
ganizagdo do pensamento e impede grandes satisfagdes
— 0 gosto — de quem estd a aprender. E também se passa
a interromper um ensino que protege todos os alunos,
independentemente do seu contexto econémico-social.

Sem qualquer acompanhamento dos programas que
estavam em vigor, como forma a se detetar aperfeicoa-
mentos necessdrios, e sem a apresentagdo de fundamen-
tos crediveis, é preocupante o documento homologado
— Aprendizagens Essenciais —, pois interrompe o acesso a
um curriculo que desde os principios do século XXI tinha
vindo a estruturar-se melhor, dando lugar novamente a
orientagdes antigas, do século passado. Mais, é dificil en-
tender que, depois da pandemia, ndo existisse um mo-
mento de reflexdo que levasse a investir esforcos na re-
cuperacdo da aprendizagem perdida e que ndo se tenha
ponderado que uma eventual alteragdo ao programa nao
era desejavel, pois dificultaria a agdo dos professores em
prol das dificuldades detetadas nos seus alunos.

E, pois, com preocupagdo que vemos estas decisdes
alheias ao histérico que devia orgulhar-nos a todos. Sa-
bemos que em 2015, no estudo PISA, Portugal alcangou
os melhores resultados de sempre e, pela primeira vez,
passou para uma posi¢do acima da média da OCDE em
todas as dreas avaliadas. Também, no mesmo ano, o es-
tudo TIMSS colocou os nossos jovens de 4. ano em pa-
tamares raros na Europa. Serd, entdo, inoportuna esta
revolucao, tanto mais depois de termos tido alertas que
mostraram que apo6s as inversdes curriculares introduzi-
das em 2016/17 o retrocesso aconteceu — em 2018, o es-
tudo PISA ja revelou um declinio significativo e em 2019,
o estudo TIMSS assinalou uma queda brutal nos niveis
de conhecimento, para valores anteriores aos de 2012.
E dificil entender que o Ministério, enquanto tutela, ndo
tivesse considerado seriamente estes sinais de alarme

como avisos que mostravam que um ensino menos bem
estruturado ndo conduz a bons resultados.

E impossivel uma educagio exigente num sistema
que ndo promove a exigéncia. Tudo o que se sabe sobre
ensino mostra que objetivos pouco exigentes conduzem
a menor aprendizagem: este é o problema que teremos
novamente a prazo!

A SPM continuard, no &mbito da sua missao, a dedi-
car um papel ativo no apoio, na promogao e na defesa de
um ensino de Matemaética que se deseja de qualidade em
Portugal.

Nao estamos s6s! A Sociedade Portuguesa de Estatis-
tica, no seu parecer* critico do dia 2 de fevereiro, também
recomenda o que temos vindo a mencionar:

“Dadas as circunstancias referidas (...), sugerimos ao
Ministério da Educagdo que por um lado reavalie urgen-
temente a sua posi¢do em relagdo ao documento homo-
logado e por outro que de futuro consulte as Sociedades
Cientificas das dreas dos programas a homologar (no
caso em apreco, a SPE e a SPM).”

Parece impossivel ndo o ter feito, mas é essa a “auste-
ra, apagada” e triste realidade.

4 https://spestatistica.pt/storage/app/medialparecer.pdf
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica com a comunidade matematica portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢bes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicacdo na Gazeta de Matematica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptublico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matemadtica em geral, algum
aspecto curioso de matemadtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligacdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagdo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem  ser
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

submetidos em
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imprensa@spm.pt
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