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UM NOVO CICLO

A Gazeta de Matematica vai ter uma nova direcio.

Aatual direcdo da Gazeta de Matemdtica completa nes-
te nimero o seu mandato. Assumimos com grande
orgulho o compromisso de dirigir o rumo desta revista e
tentdmos dar o nosso melhor.

O meu agradecimento pessoal aos colegas editores,
Daniel Pinto e Hugo Tavares. O seu dinamismo, o seu
empenho e o seu entusiasmo foram determinantes para
o sucesso da nossa missdo. Sobraram ideias que gostari-
amos de ter realizado e ndo conseguimos, mas também
concretizdmos alguns novos planos. Estendo o agradeci-
mento a ajuda preciosa da Ana Figueiredo, como assis-
tente editorial. Foi um prazer e um privilégio fazer parte
desta equipa.

O leitor tem razdes fortes para se demorar nesta edi-
¢do. Ndo vai querer perder nenhum detalhe do que nos
revela Dinis Pestana na entrevista dada a Ana Mendes e
Paulo Saraiva. E vai desejar saborear cada pedaco de boa
matemadtica que encontra ao longo da revista. No artigo
“O Teorema dos Rearranjos de Riemann”, Ricardo Mame-
de discute as condi¢des em que podemos alternar a ordem
dos termos de uma série convergente sem alterar a sua na-
tureza ou soma. José Carlos Santos conta-nos como decor-
reram séculos até a prova da “conjetura de Kepler” sobre a
forma mais eficiente de empilhar esferas e como pode ser
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dificil provar o que parece 6bvio. Flora Ferreira e Wolfram
Erlhagen apresentam um modelo matematico desenvolvi-
do para memorizar e recuperar a ordem e o tempo relativo
de um conjunto de eventos e ilustram o seu funcionamen-
to nalgumas experiéncias com robds. Paulo Saraiva rela-
ciona entropia e quantidade de informagao, expondo de
forma eximia os conceitos que acompanha com exemplos.
Fabio Chalub debruca-se também sobre o tema da entro-
pia e explica os conceitos de Shannon, Boltzmann e Clau-
sius. Com esta crénica intitulada “Amanha Serd Outro
Dia”, o Fabio Chalub encerra a coluna Na Linha de Frente,
que nos deu durante 15 anos tanto prazer a ler.

A partir do préximo nimero, a Gazeta de Matemdtica
serd assegurada por uma equipa editorial renovada que
certamente lhe trard nova vida e a ambigdo de tornar a
revista ainda melhor. Acredito que ficard em muito boas
maéos sabendo que Paulo Saraiva, da Universidade de
Coimbra, aceitou recentemente o desafio de ser o préximo
diretor.

Agradego aos membros da redagdo, aos revisores, aos
membros do Conselho Editorial e a todos os que tém con-
tribuido para o sucesso da Gazeta de Matemdtica. Nao resis-
to a destacar os leitores, que sdo a razdo da existéncia desta
publicagéo, e os autores, que sdo os grandes protagonistas.



PRIMOS ORIGINAIS JorGE NuNO Siva
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Os nlimeros primos, pilares da aritmética, tém apaixonado muitos matema- de Lisboa
ticos ao longo dos tempos, principalmente pela sua misteriosa distribuicao

entre os numeros naturais. Paulo Ribenboim (The Book of Prime Numbers,

Springer 1989) foi um desses matematicos. A prova de Euclides, nos Ele-

mentos, da infinitude dos nimeros primos é um belo exemplo de dedugio

matematica. Ribenboim exibe outras demonstragdes, de mestres como Eu-

ler e Kummer, mas também de matematicos mais obscuros. Hoje trazemos

aqui algumas das ideias mais simples.

prova de Euclides da infinitude dos primos pode ser Euclides, mestre na utilizacdo do método do exemplo
escrita, essencialmente, mostrando que qualquer co- generalizdvel, comecou por considerar uma colecdo de
lecdo finita de primos estd incompleta. trés primos.

Figura 1. A Proposicdo VII-20 dos Ele-
mentos na versao de Richard Fitzpatrick.

RECREIO - 03
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Nés usaremos o agora estafado conjunto de 1 elemen-
tos, onde n representa um ndmero natural indeterminado.

Seja A = {p1,...,pn} um conjunto finito de primos.
Seja p um divisor primo de

ZZPan+1

entdo p ¢ A porque ao dividirmos z por qualquer elemen-
to de A obtemos resto 1.

Em 1878, Kummer propds uma prova semelhante.
Usando a mesma nota¢do, Kummer considera um divisor
primo de w = p; - - - py — 1. Este primo, como estd em A4,
divide também w + 1 e, portanto, a diferenca destes dois
niimeros, o que é impossivel.

Pélya sugeriu uma outra abordagem. Para obter a in-
finitude dos primos, basta exibir uma sucessdo de ndme-
ros naturais cujos elementos sejam primos entre si dois a
dois. Tomando um divisor primo de cada termo, teriamos
uma infinidade de primos. Naturalmente, para obter esta
relagdo entre qualquer par de ntimeros da sucessdo, ndo
podemos utilizar a infinitude dos ndmeros primos...

Pélya usou os nimeros de Fermat

F,=2"4+1 (n>0)
Por indugdo, estabelece-se, sem dificuldade maior, que
F,—2=Fy---F,_1, para n > 1. Portanto, se k < m, tem-
-se que Fy divide F;, — 2, e qualquer primo que divida Fy
e F, terd de dividir F,, — 2 e, por consequéncia, também
terd de dividir 2, o que é absurdo, jd que os nimeros de
Fermat sdo todos impares.

Aqui deixo o desafio ao leitor: encontrar outras suces-
sdes, para as quais seja possivel provar que os respetivos
termos sdo primos entre si dois a dois, sem utilizar a in-
finitude dos primos. Se o conseguir, terd obtido uma de-
monstragdo original do resultado de Euclides!

Outra possibilidade, do agrado geral, mas que nédo
cumpre o dltimo requisito mencionado, consiste em usar
os nimeros de Fibonacci

fo = 0

i =1
fn = fnfl‘i‘fn—z (”22)

Os termos da sucessdo de Fibonacci gozam de intimeras
propriedades e relacdes. Uma delas, bem conhecida, é a
seguinte:
f(n,m) = (fn/fm)

onde os parénteses representam o maximo divisor co-
mum. Assim, se indexarmos os ntiimeros de Fibonacci com
os termos de uma sucessao cujos termos sdo primos entre
si dois a dois, obtemos outra sucessdo com a mesma pro-
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priedade. Esta nova sucessao pode agora ser usada para
indexar os ntimeros de Fibonacci, e assim sucessivamente.
E o leitor, tem outras sugestdes para esta questdo?

Sobre as questdes propostas no ntimero anterior:

» Como o objetivo é 100, a pentiltima jogada do vence-
dor serd para 89 (o adversdrio joga para um nimero
entre 90 e 99.... Este raciocinio de andlise retrégrada
pode iterar-se e concluimos que o jogador vencedor
vai fazer as seguintes jogadas: 1, 12, 23, 34, 45, 56,
67, 78, 89, 100. Assim, o vencedor serd o primeiro a
jogar, que juntard uma unidade ao total nulo inicial.

» Os filhos vdo e um deles regressa, passando o barco
ao pai, que atravessa e manda o outro filho de volta.
Finalmente, os filhos atravessam juntos. Este proce-
dimento pode iterar-se no caso de um regimento de
adultos...

» A responde que tem as plantas dos pés vermelhas,
quer seja verdadeiro ou mentiroso. Assim, a respos-
ta de B mostra que se trata de um indigena menti-
roso (plantas brancas). A resposta de C denuncia-o
também como mentiroso (plantas dos pés brancas).

v

237 812 = 1025%x232 + 12. A ideia é dividir 237 812
por 1025, porque se o resto de uma divisdo for me-
nor do que o quociente e do que o divisor, entdo es-
tes podem trocar de papéis entre si.
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O TEOREMA DOS REARRANJ)OS DE RIEMANN

Se alterarmos a ordem pela qual somamos um qualquer conjunto finito de
nimeros reais, a sua soma permanece a mesma. No entanto, a situagao
pode alterar-se de forma inesperada se o conjunto de nimeros for infinito.
Em alguns casos, a alteragao da ordem pela qual somamos um conjunto
infinito de nimeros pode alterar a sua soma, ou até tornar a soma infinita.
Neste canto vamos analisar as somas infinitas que tém esta caracteristica

usando o Teorema dos Rearranjos de Riemann.

1. INTRODUCAO

A manipulacdo de somas infinitas de ndmeros reais, desig-
nadas por séries numéricas ou simplesmente séries, ¢ uma
drea que facilmente produz resultados inesperados e pou-
co intuitivos. Um exemplo que ilustra o perigo de estender
de forma ingénua as regras algébricas das somas finitas a

séries, é a soma

1-1+1-141-1---+1-14--- @
Colocando parénteses entre cada par 1 — 1, podemos argu-
mentar que
A-H)+0-1)+---+1-1)+---=0.

No entanto, se deslocarmos os parénteses uma unidade
para a direita, obtemos

I+ (-1+D)+(-1+)+-+(-1+1)+-- =1

Este exemplo foi usado no século XVIII pelo matemdtico e
padre Luigi Grandi como evidéncia da existéncia de Deus,
uma vez que "mostrava" que é possivel criar algo a partir
do nada.

A série (1) é um exemplo de uma série divergente,

[

[

qual ndo faz sentido atribuir uma soma, uma vez que
medida que somamos mais termos a soma oscila entre 0
e 1. Ja a série

11 1 1 1 1

B T e e T A S HAUP (0)
stitetetpt tat ()]

é possivel atribuir uma soma. Por exemplo, se conside-
rarmos um quadrado de lado 1, podemos obter a sua drea
comegando por considerar apenas metade da sua drea; de
seguida, consideramos metade da drea que ainda ndo con-
siderdmos; repetimos o processo, considerando em cada
passo metade da drea que ainda n&o consideramos (veja-se
a Figura 1). Intuitivamente, é fdcil aceitar que

1—1+1+1+i+i+...+l+...
T 248" 16 32 on
1
1 |32
64
1
1 8
16
1
2
1
4
Figural. 1+ 1+ 14 =1

CANTO DELFICO + O Teorema dos Rearranjos de Riemann
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Uma série & qual é possivel atribuir uma soma chama-se
série convergente. Formalmente, a série

oo
Y an=ar+ap+--
n=1

gt

converge se a sucessio das somas  par-
ciais  (s1,82,83,...,8n,...) for
Sk =a1+ax+

que o limite s = lim s, é a soma da série e escrevemos
n—oo

Convergente, com

-+ a para k > 1. Neste caso, dizemos

Portanto, s é a soma da série } >’ ; 1, se a soma dos seus 7
primeiros termos estiver tdo préxima do ndmero s quanto
quisermos, desde que tomemos 1 suficientemente grande.

Também dizemos que a série diverge para oo se o
mesmo acontece com a sua sucessdo das somas parciais.

E f4cil verificar que a convergéncia da série Y g,, impli-
ca que nll_r}rgo ay = 0, uma vez que a, = s, — s,_1. Jd o reci-
proco néo se verifica, isto é, existem sucessdes (an)conver-
gentes para 0 para as quais a série ) a, é divergente.

Voltando a série (2), e usando a férmula para a soma
dos n primeiros termos de uma sucessdo geométrica, te-
mos que a soma dos seus 1 primeiros termos pode ser es-

1 1 (3
11
2

crita como
L + =4+
5 =

Segue-se que
1 1

1
Jim o =1

e, portanto, a série (2) ¢ uma série convergente com soma 1.

Neste canto vamos analisar o que acontece a soma de
uma série convergente se alterarmos a ordem pela qual so-
mamos 0s seus termos.

2. CONVERGENCIA DE SERIES
Podemos distinguir dois tipos de séries convergentes. Se
a série ¥_ |a, | for convergente, a série }" a4, diz-se absoluta-
mente convergente. Por outro lado, uma série convergente
que nédo seja absolutamente convergente chama-se sim-
plesmente convergente.

E claro que uma série convergente de termos positivos
é absolutamente convergente e, portanto, a série (2) é abso-
lutamente convergente. J a série harmonica alternada

= (71)n+1 1
n 2 3 4

n=1

é um exemplo de uma série simplesmente convergente. De
facto, é possivel mostrar que esta série é convergente com
soma In(2) (veja-se, por exemplo, [1] para uma prova sem
palavras desta identidade). No entanto, a série dos valores
absolutos

L=

designada por série harmoénica é divergente. Uma das

=14+S+z+5+

=1 1 1 1
n 2 3 4

provas mais antigas para este facto, atribuida ao matem4-
tico francés do século XIV Nicole Oresme [2], consiste em
considerar a subsucessdo (s,54,Ss,.-.,S,...) da suces-
sdo das somas parciais (s, ),>1 da série harménica e notar
que agrupando convenientemente os termos, podemos

escrever

sp=lt it (24 ) 524 (1) 23
27Ty \3"1) " 2"\1"12) "2
=l ot ip iy (el 100
2 T2T3 74" \576 7 "8
3L (111 1y
2 8 8 8 8) 2
e, mais geralmente,
1 1 1 n+1
Szn—1+§+§+' +27 5

Conclui-se assim que lim; . Sp» = 00 e, portanto, a suces-
sdo das somas parciais da série harménica é divergente.
Segue-se que a série harménica alternada é simplesmente

convergente com soma In(2):

1

11 1
56

1 1 1 1

1 1
77879
Uma série simplesmente convergente ) a,, pode ser vista
como a soma de duas séries: a série Za,f e a série Y a,,
onde af = (ay %+ |ay|) /2, formadas respetivamente pelos
termos positivos e pelos termos negativos de Y a,,. E facil
verificar que as séries Y a;} e ¥ a, sdo ambas divergentes.
De facto, se uma delas, digamos Y a;, fosse convergente,

entdo a série dos termos negativos

Yoay =Y an— Y an

seria igualmente convergente por ser a diferenca de duas
séries convergentes. Isto implicaria a convergéncia absolu-
ta da série ) a,, uma vez que temos
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Y lan| =Y (an —2a,).

Concluimos assim que se ) a, for simplesmente conver-
gente, a série Y a; dos termos positivos diverge para co,
enquanto a série ) a;, dos termos negativos diverge para
—o0. Notemos ainda que como a série }_a, é convergente,
temos que lim,_,« a4, = 0, donde se segue que

lim 4, = lim 4, = 0.

n—oo n—00
Voltando & série harmoénica alternada, reordenemos os ter-
mos desta série da seguinte forma: a sequéncia de termos
positivos e a sequéncia de termos negativos mantém a or-

dem original, e a nova série consiste num termo positivo
seguido de dois termos negativos. Obtemos assim a série

1 1
=27 3%37 6 85 0 " ©

Agrupando cada termo positivo com o termo negativo que
lhe estd imediatamente a direita, obtemos

BRI UE U AN UG U A
2 4 3 6 8 5 10 12

B S % U U S O
T2 46 8 10 12

1 171+171 171+
2 23 4'5 6
:%m(z).

Ou seja, a soma da série (3) difere da soma da série harmé-
nica alternada que lhe deu origem. Este exemplo mostra
que reordenar os termos de uma série simplesmente con-
vergente pode alterar a sua soma. O primeiro matematico
a detetar este fenémeno foi Dirichlet, em 1827, enquanto
trabalhava sobre a convergéncia da série de Fourier. Al-
guns anos mais tarde, Dirichlet mostrou que este compor-
tamento ndo ocorre em séries absolutamente convergentes
[3], como veremos no capitulo seguinte.

3. O TEOREMA DOS REARRAN]JOS DE RIEMANN
Vamos agora investigar em que condi¢bes podemos alterar
a ordem dos termos de uma série convergente sem alte-
rar a sua natureza ou soma. Formalmente, alterar a ordem
dos termos de uma série }_ a, significa tomar uma bijecdo
¢ :IN — IN e considerar a série }_ b, onde b, = a,,) para
todoo n € IN.

Comegamos por mostrar que numa série convergente
de termos ndo negativos, qualquer rearranjo dos seus ter-

Figura 2. Johann Dirichlet
(1805-1859).

mos dd origem a uma série que converge para a mesma
soma.

Teorema 3.1. Suponhamos que a,, > 0 para todo o . Entao,
se (b, ) é um rearranjo de (an) temos y" b, = Y a,.

Demonstragdo. Denotemos  por

Sn=DYjp_10n €
tw = Yf_1 by as somas parciais de Y a, e Y by e sejam
s = lim;, 00 5y € t = limy, 00 t,;, (Ou estes limites existem
ou sdo iguais a o). O limite ¢ envolve a soma de todos os
termos da sucessdo (by) e, portanto, envolve a soma dos

termos ay, . ..,a,. Como a, > 0paratodo o n, segue-se que

sy <t

para todo o n. De forma andloga, obtemos

th <s

para todo o n. Tomando limites quando n tende para oo,
concluimos que s < tet < s, ouseja, s = t. O

Provamos assim que a reordenacdo dos termos de uma
série de termos ndo negativos ndo altera a natureza nem a
soma da série, no caso de esta ser convergente. Vamos de
seguida provar que o mesmo é valido para séries absoluta-
mente convergentes (veja-se, por exemplo, [4]).

Teorema 3.2. Se uma série é absolutamente convergente
com soma s, todos 0s seus rearranjos convergem para a
mesma soma s.

Demonstragdo. Seja Y a, uma série absolutamente con-
vergente e }_ b, um seu rearranjo. A definicdo de série ab-
solutamente convergente garante que ) |a, | é convergente
e o teorema anterior diz-nos que }_ |b,| = ) |a,|. Usando a
igualdade

b = |bn| = (bu] = )

e o facto de a soma de séries convergentes ser ainda uma

CANTO DELFICO + O Teorema dos Rearranjos de Riemann
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Figura 3. Bernhard Riemann
(1826-1866)

série convergente, podemos escrever

(o]

0o o
Z by = Z ‘bn| - Z (‘bn| _bn)'
n=1 n=1 n=1
Uma vez que |b,| > 0 e |b,| — b, > 0, os termos das duas
séries do membro direito desta igualdade podem ser reor-
denados sem alterar a sua soma. Obtemos assim,

Z bn = Z |bn| - Z (|bn| _bn)
n=1 n=1 n=1
= Z an| — Z (lan| —an)
n=1 n=1
=Y an
n=1 O

Portanto, a convergéncia absoluta de uma série garante
que qualquer rearranjo dos seus termos nao altera nem a
natureza nem a sua soma. Neste aspeto, uma série absolu-
tamente convergente comporta-se como uma soma finita,
onde a ordem pela qual a soma dos seus termos é efetua-
da ndo altera a soma global. Em 1853, Riemann provou o
seu Teorema dos Rearranjos que mostra que a situagao é
completamente diferente quando a série apenas converge
simplesmente. Este resultado foi incluido num artigo sobre
a série de Fourier com o titulo "Sobre a Representabilidade
de uma Fungdo por uma Série Trigonométrica", publicado
ap6s a morte de Riemann em 1866 [8].

Teorema 3.3. (Teorema dos Rearranjos de Riemann, 1853)
Seja y_a, uma série simplesmente convergente. Dado um
qualquer ¢ € RU {£o0}, existe um rearranjo (b,) dos ter-
mos de Y ay, tal que Y b, = c.

Demonstragdo. Seja ) a, uma série simplesmente con-
vergente e sejam py, py, . . . 0s termos ndo negativos de ) a,

€ q1,92,--
qual aparecem nesta série. As séries Y p, e ¥ a;" bem como

. 0s termos negativos de ) a,, pela ordem pela

Y gn e Y a, diferem apenas por termos nulos, pelo que
Y. pp=00€}) gy = —00.

Vamos considerar em primeiro lugar o caso c € R e
construir um rearranjo dos termos de ) a, que converge
parac.

Como ) p, = oo, existe um ndmero natural k tal que

pit-+pe>ec

Seja k; o menor destes nimeros k e consideremos
a soma parcial sy =p;+---+pi. Temos sy >c e
p1+ -+ pr,—1 < c. Portanto,s; < ¢+ pg,, pelo que

0§slfc§pk1.

Se ¢ < 0, ignoramos este primeiro passo. De seguida, a
soma s; vamos adicionar o menor niimero de termos ne-
gativos de modo a obtermos uma nova soma t; menor do
que c. Ou seja, consideramos o menor inteiro m; tal que
h=s1+q+-+qm <c e sy+q1+ - +qum-1=>c
Neste caso, temos

0<c—t1 < —qmy.

Repetimos o processo indefinidamente, obtendo somas al-
ternadamente inferiores e superiores a ¢, escolhendo em
cada passo deste processo o menor ntimero k; de termos
positivos e o menor niimero m; de termos negativos tais

que para cada i,
lsi —c| < prelti—c| < —qm,: @
Obtemos desta forma a série

P1 ++pk] +"71 ++qm1 +pk1+1 ++pk2+

que é claramente uma reordenacdo dos termos de ) ay.
Falta mostrar que esta série converge para o nimero c. Para
tal, vamos provar que a sucessdo das suas somas parciais
converge para ¢. Como a série }_a, é convergente, sabe-
mos que lim,,_,c a4, = 0, donde se segue que também (p,,)
e (gn) tendem para zero quando n — co. Portanto, as sub-
sucessoes (px,) € (qm,;) tendem para zero quando 1 — co e
as equagdes (4) garantem que as somas parciais da série
convergem para c.

Um argumento semelhante permite exibir uma reor-
denagédo dos termos de ) a, que divirja para c ou —co.
Por exemplo, no caso ¢ = oo, consideramos uma sucessdo
(cn) que divirja para co e construimos um rearranjo dos
termos de )" a, tal que a soma s; dos primeiros kj termos
positivos exceda c1, a soma t; dos primeiros m; termos ne-
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gativos com s; seja inferior a ¢1, a soma s, exceda ¢, e fp
seja inferior a ¢, e assim sucessivamente. Claramente, a
sucessdo das somas parciais da série assim construida é
divergente. o

Referimos anteriormente que a série harmoénica alterna-
da Y(—1)"*1/n tem soma In(2). Vamos usar a construgao
da demonstragdo do Teorema dos Rearranjos de Riemann
para verificar esta identidade. Seja ¢ = In(2) =~ 0,6931. Co-
meg¢amos por tomar o menor niimero de termos positivos
da série cuja soma exceda In(2), que no nosso caso consiste

no primeiro termo:
s1=1> 111(2)

De seguida, tomamos o menor niimero de termos negati-
vos de forma a que a soma destes com ;1 seja inferior a
In(2):

1
th=1- 5= 0,5 < In(2).
Adicionamos de seguida termos positivos a soma ¢; de for-
ma a voltarmos a exceder In(2):

1 1
s2=1— 5+ 3 ~0,8333 > In(2).
E adicionamos termos negativos de forma a voltarmos a ter
uma soma inferior a In(2):

% ~ 0,5833 < In(2).

Wl

1
th=1—=
2 2+

Continuando este processo, obtemos as seguintes somas
parciais

53 ~0,7833 > In(2)
t3 ~ 0,6166 <In(2)
54 ~ 0,7595 > In(2)
ty ~ 0,6345 < In(2)
s5 ~ 0,7456 > In(2)
t5 &~ 0,6456 < In(2)
s6 ~ 0,7365 > In(2)
ts ~ 0,6532 < In(2)
ss0 =~ 0,6981 > In(2)
ts0 ~ 0,6881 < In(2)
s500 ~ 0,6936 > In(2)
t500 ~ 0,6926 < In(2)

Em cada passo, basta adicionar um termo negativo a

sy > In(2) para obter a soma t, < In(2), com a sucessdo
(ty) crescente e a aproximar-se sucessivamente de In(2)
por valores inferiores.
Analogamente, basta adicionar um termo positivo a
somat, < In(2) para obter a soma s;,1 > In(2).
A sucessdo (s;) é decrescente e aproxima-se sucessiva-
mente de In(2) por valores superiores.
Obtemos assim a identidade,
oo
ﬂ = In(2).

n=1 n

Terminamos com um tltimo exemplo. Vamos voltar a re-
ordenar os termos da série harmoénica alternada de forma
a obtermos os primeiros termos de uma série convergente
para /2 ~ 1,414.

Como anteriormente, comegamos por escolher o menor
nimero de termos positivos de ) a, cuja soma seja supe-

rior a v/2:

1 1
51:1+§+gz1,533>ﬁ,

seguido de termos negativos de forma a que a soma seja
inferior a v/2,

1 1 1
t1=1+-+-—-~1,033 2.
1 t3+5-5 <2

Repetindo o processo, obtemos:

52:t1+;+%+%+%z1,455>\/§
tzzt1+;+%+f—l+%—%z1,2o5<x/§
53:t2+%+%+%+%m1,4308>\/§

t3:t2+%+%+%+%—%%1,264<ﬁ

Portanto,

LS U S U S N S Y
3 52 7 9 11 13 4

TRLINEL BNE I
5 17 19 21 6
sd0 os primeiros 14 termos de uma série, obtida reordenan-

do os termos da série harménica, cuja soma é V2.

4. PROBLEMAS
Terminamos este Canto Délfico com uma proposta de

CANTO DELFICO + O Teorema dos Rearranjos de Riemann
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alguns problemas que podem ser resolvidos usando as
ideias que desenvolvemos nas secgdes anteriores. O pro-
blema 1 foi retirado da 14" Putnam Mathematics Competition
(1954), os problemas 2 e 3 foram retirados de [7] e o proble-
ma 4 aparece em [5.] Uma prova do problema 5 pode ser
encontrada em [6)].

1. Reordenemos os termos de série harmonica alter-
nada
1 1

1 1 1
=33 375 6 O

tomando dois termos positivos, depois um nega-
tivo, depois dois positivos, depois um negativo, e
assim sucessivamente:
11 1 1 1 1 1 1
14— 4444 —__Z4+...(
+3 2+5+7 4+9+11 6+ ©
Denotemos por s, e por t, as n-ésimas somas par-
ciais de (5) e (6), respetivamente. Sabemos que
lims, = In(2). Assumindo que a série (6) é conver-
gente e tem soma lim t, = t, mostre que

(@) t3y = s4n + %5271:

(b) t # In(2).

2. Denotemos por S a soma dos termos da série har-
monica que restam ap6s eliminarmos todos os que
contém um digito par:

1 1

s—1+1+1+ + =+ =+ +i+i+---
- 3 5 19 ' 21 39 ' 51

Prove que S < 7.

3. Eliminemos todos os termos da série harménica
cujo denominador seja divisivel por um primo de
dois ou mais digitos. Averigte se a série resultante
é divergente ou convergente.

4. Mostre que a série que se obtém removendo todos
os termos da série harmoénica que contém o digito
9 é convergente.

5. Mostre que a soma dos reciprocos dos ntimeros
triangulares é igual a 2:

LIV L R
nn+1)/2

1737610 =2
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Einstein, uma diz que "dentre todas as teorias da fisica,a Unica que nio sera

descartada no futuro sera a termodinamica".

que serd que siginifica dizer que uma teoria fisica ndo

serd jamais ultrapassada? Serd entdo que a termodi-
ndmica, que comega com o estudo das maquinas térmicas,
ndo é propriamente ciéncia? Afinal, todo o conhecimento
cientifico pode ser um dia provado errado.

Ja na época de Einstein, a termodindmica era muito
mais do que o estudo das maquinas a vapor. Os trabalhos
de Ludwig Boltzmann, no século XIX, que aplicou ao es-
tudo dos gases tanto a mecanica de Newton como a teoria
das probabilidades, levaram a uma maior compreensao da
dindmica dos gases, e, a partir daf, das mdquinas térmicas.

Normalmente — por razdes histéricas e pedagdgicas -,
a termodindmica é sintetizada em quatro leis. A "lei zero"
informa que se um corpo estd em equilibrio térmico com
outros dois (isto é, ndo transfere nem recebe calor), entdo
estes dois corpos também estardo em equilibrio entre si.
Isto implica que a capacidade de receber ou transferir ca-
lor poderd ser quantificada por um tinico niimero, a que
chamamos de femperatura. No passado houve muita confu-
sdo entre a sensagao de calor e o conceito de temperatura.
Alids, uma das primeiras defini¢des da palavra "quente" é
"aquilo que causa a sensagdo de calor". Um simples expe-
rimento, antigamente visto como parte da fisica mas que
hoje esta mais ligado a psicologia sensorial, mostra a falsi-
dade desta defini¢do. Coloque uma mao em &gua fria, ou-
tra em dgua quente. Apés alguns minutos, retire as maos
dos recipientes originais e coloque-as num tinico recipente
contendo dgua morna e verd que a sensagao de calor ndo é
objetiva, sendo diferente em cada mao.

Estabelecido o que acontece quando estdo em contacto

dois corpos a mesma temperatura, a pergunta seguinte é
0 que ocorre quando eles ndo estdo em equilibrio térmi-
co. Neste caso, haverd a transferéncia de calor do de maior
temperatura para o de menor temperatura, de acordo com
duas leis: a primeira lei da termodindmica afirma existir
uma nova quantidade, chamada energia, que é sempre con-
servada nos processos que ndo interagem com o exterior
(isolados), enquanto a segunda lei afirma que uma outra
quantidade, a que chamamos entropia, que sempre cresce
nas mesmas condic¢des.

Ha ainda uma terceira lei que impde restri¢des ao com-
portamento da entropia quando nos aproximamos da tem-
peratura conhecida como zero absoluto (aproximadamente
-273°C).

O conceito central da termodindmica, e que é efetiva-
mente diferente de todo o resto da fisica, é a entropia. Pro-
vavelmente era disto que Einstein falava ao considerar que
a termodindmica sempre resistiria aos avangos da ciéncia.
No entanto, um conceito necessario em qualquer teoria fi-
sica, atual ou futura, pode facilmente ser classificado como
matematico, ndo como fisico.

Discutir se a entropia é fisica ou matemadtica estd evi-
dentemente fora dos objetivos deste texto; aceitemos que
é um conceito que transita bem entre estas dreas. Nao é o
Gnico, evidentemente. H4 um grande nimero de leis fisicas
que estabelecem uma igualdade entre conceitos do mundo
real e construgdes abstratas, nomeadamente geométricas.

Voltemos entdo a entropia. Ha trés defini¢des impor-
tantes: a original, a partir do estudo das maquinas térmi-
cas, feita por Rudolf Clausius entre 1855 e 1865; a estatisti-
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Figura 1. Rudolf Clausius, Ludwig Boltzmann e Claude Shannon. Os autores dos trés concei-
tos de entropia que discutiremos neste texto. Fonte: Wikimedia Commons.

ca, de Ludwig Boltzmann, publicada em 1877, e finalmente
a baseada na teoria da informagdo, de Claude Shannon,
anunciada em 1948. Veja uma recenséo critica em [1] e veja
afigura 1.

Vamos apresentar brevemente estes conceitos em or-
dem inversa. Para Shannon, grosso modo, a entropia mede
a quantidade de possibilidades compativeis com o que ja
sabemos. A medida que ganhamos informagdes, as pos-
sibilidades — ou seja, a incerteza — reduzem-se. A entropia
mede a informacdo e definimo-la, informalmente, como
o negativo da "quantidade de perguntas de resposta sim
ou ndo que nos permitem conhecer exatamente o estado
de um determinado sistema". Quanto mais perguntas sdo
necessdrias, menos informagdes temos, portanto maior é
a nossa ignorancia do sistema e menor a entropia. (Maior
ou menor entropia depende da escolha de um sinal na de-
finicdo matemdtica de entropia, e isto ndo é feito de forma
consistente na literatura cientifica — de qualquer maneira,
0 que ¢é importante é que esta seja mondtona no tempo,
sempre crescente ou sempre decrescente, indicando uma
assimetria entre o passado e o futuro. Tentaremos ser con-
sistentes neste texto.)

Imagine o seguinte problema simples: eu penso num
ntimero entre 1 e 1024 = 2'°, Quantas perguntas terd o
leitor de fazer, no minimo, para concluir o niimero que
pensei? Bastardo dez perguntas, pois em cada uma podera
dividir o grupo em dois ("é maior do que 512?" etc.).

No entanto, eu posso passar uma informacao: "o nd-
mero é par’. Automaticamente, o niimero de perguntas
necessdrias diminui em 1. Dizemos que eu dei "1 bit" de
informacgao, e a entropia aumentou uma unidade. Neste
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caso, a palavra entropia tem o significado de incerteza.
A medida que aumenta a informagéo disponivel (quando
as perguntas sdo respondidas), diminui a incerteza, au-
menta a entropia. Para o leitor interessado, uma bela dis-
cussdo ndo técnica dos conceitos desenvolvidos por Shan-
non pode ser encontrada em [2].

A formulagdo de Boltzmann ndo é muito diferente. Para
Boltzmann, a entropia mede a quantidade de microestados
de um dado sistema, associado ao macroestado do mesmo.

Repetiremos esta ideia com maior cuidado. Boltzmann
queria compreender os resultados do Clausius e perce-
beu que isto decorreria da aplicacdo das leis da mecéanica
newtoniana a todos os constitutintes de um gas. No entan-
to, tipicamente um gds é formado por 102 moléculas, um
ndmero tdo grande que mesmo os computadores de hoje
ndo sdo capazes de modelar. Portanto, Boltzmann aplicou
as técnicas da estatistica para perceber uma série de carac-
teristicas médias desta enorme quantidade de pequenos
constituintes.

Contudo, ao estudar estas propriedades médias, Boltz-
mann ndo estava a limitar a aplicabilidade do seu estudo.
Na verdade, ninguém estd interessado em saber onde esta
cada molécula de um gds. O que nos interessa saber sdo ca-
racteristicas macroscépicas, como a pressdo do mesmo ou
o volume que ele ocupa. Ndo me interessa saber quais ou
quantas moléculas de oxigénio eu estou a respirar. S6 que-
ro que ele tenha pressdo suficiente para chegar aos pontos
mais profundos do pulméo e ser distribuido pelo corpo.

Assim, enquanto nés olhamos apenas para o macroes-
tado (propriedades macroscépicas observaveis e de grande
interesse), a mecinica newtoniana descreve o comporta-
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Figura 2. Comegamos com uma situagdo altamente ordenada, que nos faz pensar que
"alguém” (alguma inteligéncia) preparou a condi¢do inicial, em que dois gases estdo
perfeitamente separados, com moléculas dispostas em pontos altamente simétricos.
A medida que o tempo passa, o gés evolui para uma situacao em que nenhum padrio
é dbvio. Ha muitas situagdes compativeis com o macroestado da direita, mas poucas

— talvez até apenas uma — compativeis com a situa¢do da esquerda.

mento de cada molécula (propriedades microscépicas néo
observéveis e desinteressantes). Diversos microestados
podem conduzir ao mesmo macrostado; a entropia mede
a incerteza que temos sobre o microestado, a partir do co-
nhecimento apenas do macroestado.

Uma importante diferenca da abordagem de Boltz-
mann, relativa aquela de Shannon, é que neste caso temos
estados que se alteram no tempo de acordo com certas leis
fisicas. Esta alteracdo dd-se com altera¢gdes dos macroes-
tados e dos microestados. No entanto, a evoluc¢do da-se
de forma que, a medida que o tempo passa, um sistema
evolui para macroestados que tém um maior ndmero de
microestados compativeis. A entropia aumenta com o
passar do tempo.

Esta é a primeira lei fisica que estabelece uma diregdo
preferencial para o tempo. Preferencial, pois a entropia
aumenta estatisticamente. Um evento raro pode fazer com
que ela decresca. De leis simétricas entre o passado e o fu-
turo — como séo as leis de Newton —, é possivel conseguir
uma assimetria apenas por considerar uma quantidade
enorme de agentes a interagir. Este resultado assombrou
e, em larga medida, continua a assombrar o mundo. Veja
a figura 2.

Do ponto de vista pratico, forneceu a explicagdo que
Clausius queria. Clausius percebeu que os estudos sobre
eficiéncia de mdquinas térmicas do seu predecessor fran-
cés, Sadi Carnot, levavam a constru¢do de uma grandeza,
que ele chamou de entropia, com algumas propriedades
interessantes: depende apenas do macroestado do siste-
ma', nunca decresce, qualquer que seja o ciclo, e a sua taxa
de crescimento mede a eficiéncia do ciclo. A entropia de
Clausius ndo é apenas uma construgdo tedrica e pode ser
medida em laboratério. Quando consideramos todos os

efeitos de uma mdquina térmica, a entropia do Univer-
so (ou, melhor, do sistema fechado que inclui a méquina
e o ambiente em que esta funciona, trocando energia) ird
sempre aumentar, sendo o seu aumento relacionado com a
eficiéncia da mdquina, ou seja, quanto da energia é efetiva-
mente convertida em trabalho. A entropia de Boltzmann e
de Clausius é discutida em muitos livros de fisica estatis-
tica, como [3].

Por fim, é importante chamar a atengéo para o facto de
que o conceito de entropia ndo é, nem nunca foi, sinénimo
de desordem. Apesar de esta utilizagdo ser muito comum
na linguagem corrente, ndo tem nenhum paralelo na sua
utilizagdo técnica.

E porqué toda esta discussdo? Ora, a segunda lei da ter-
modinamica estabelece uma seta do tempo. Difere o passado
do futuro. Ap6s cerca de 15 anos, estd na hora de apontar
para o futuro e seguir em frente. Este serd o meu dltimo
texto na coluna Na Linha de Frente da Gazeta. Mas estarei
por ai, em novos desafios. Um abrago a todos os leitores e
leitoras!
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1 A formulacdo mais usual é dizer que depende do estado, mas nao da
histéria do sistema; a histdria, no entanto, estd codificada no microestado.
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1. INTRODUCAO
A teoria da informacdo é a drea da matemadtica que estu-
da a quantifica¢do, o armazenamento e a comunicagdo da
informagdo digital. Na sua base estd a ideia de quantificar
a informagdo existente em eventos aleatdrios. Trata-se de
uma drea fundamentalmente estabelecida apés os traba-
lhos de H. Nyquist [4] e R. Hartley [1] na década de 1920,
mas principalmente por Claude E. Shannon na década de
1940, no seu impactante artigo "A Mathematical Theory
of Communication” [5] (razdo pela qual este matemdtico
é conhecido por pai da Teoria da Informagdo), situando-se
na intersecdo de varias disciplinas: Teoria das Probabi-
lidades, Estatistica, Ciéncias da Computagdo, Mecanica
Estatistica, Engenharia da Informacdo e Engenharia Ele-
trotécnica. Aplicagbes de t6picos fundamentais da teoria
da informacgdo incluem a codificagdo de fontes de infor-
magao, a compressdo de dados (e.g., para arquivos ZIP), a
codificac¢do de canais, bem como a detecdo e correcdo de
erros. O conceito chave na teoria da informagéo é a entro-
pia, a qual constitui uma métrica para o grau de casua-
lidade ou de incerteza que eventos aleatérios possuem.
Entropia e quantidade de informagdo relacionam-se do
seguinte modo: quanto maior a quantidade de informa-
¢do, maior serd a desordem e maior serd a entropia; quanto
menor a quantidade de informag&o, menor serd a escolha
e menor a entropia.

No presente artigo, recorrendo a um exemplo, apresen-
ta-se de um modo construtivo e intuitivo q.b. a nocédo de

entropia, a0 mesmo tempo que se explica em que sentido

esta serve como métrica para a quantidade de informagao
subjacente a certos fendmenos. Dentre as propriedades da
entropia, deduz-se a que diz respeito a entropia maxima.
A entropia de Shannon veio a ser adaptada a outras dreas
do conhecimento, sendo uma das ferramentas mais recor-
rentes na medigdo da diversidade biolégica (leia-se, e.g.,
[3], [6] e [2]), justificando-se assim a inclusdo de um exem-
plo da sua aplicagdo neste contexto. Por tltimo, a entropia
pode igualmente ser adaptada no sentido de quantificar
a diversidade de origens geograficas de populagdes que
migram, como, por exemplo, os estudantes universitarios.
Apresenta-se um exemplo original desta aplicagdo a um
universo restrito de estudantes da Universidade de Coim-
bra, o qual, se alargado a um universo mais amplo, pode
revelar-se importante como auxilio a caracterizagdo de
migragoes estudantis.

2. ENTROPIA DE SHANNON: CONSTRUGCAO
INTUITIVA, DEFINICAO E PROPRIEDADES

Para entender os conceitos de entropia e de quantidade de
informagédo, considere o seguinte exemplo. Suponha que
duas mdquinas, M; e M, geram sequéncias de letras a
partir de um alfabeto com apenas quatro letras, digamos
A, B, Ce D. M gera cada letra aleatoriamente, de tal modo
que cada uma ocorre em média 25% das vezes, enquanto
M), gera as letras de acordo com as seguintes probabilida-
des de ocorréncia:

p(A) = 50%, p(B) = p(C) = 12,5% e p(D) = 25%.

Qual das méquinas estd a produzir mais informacao?
Claude Shannon refez a questdo, colocando-a do seguin-
te modo: se tivesse de prever que letra deveria aparecer
a seguir na sequéncia produzida por cada médquina, qual
seria, em cada caso, o niimero minimo de questdes bind-
rias que teria de realizar? Por questdo bindria, entendemos
uma questdo que divida as possibilidades em duas (isto §,
questdes de “sim ou ndo”).’

Em relacdo a maquina Mj, a nossa primeira questdo
poderia ser: a préxima letra pertencerd ao conjunto { A, B}?
A probabilidade de pertencer ao conjunto destas duas le-
tras é de 50% e o mesmo sucede com a probabilidade de
pertencer a {C,D}. Apds obtermos a resposta (sim/néo
pertence), podemos eliminar metade das possibilidades e
ficaremos apenas com duas letras, ambas equiprovaveis.
Por exemplo, se a resposta fosse afirmativa, poderiamos

"Uma interessante simulagdo de ambas as situacdes pode ser consultada
em [7].
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eliminar {C, D} e colocar agora a questao: a letra seguin-
te é A? Apoés esta segunda questdo, teremos identificado
corretamente a préxima letra. Portanto, podemos dizer
que a incerteza da mdquina M; é igual a dois (duas ques-
tdes por cada letra a adivinhar), uma vez que, indepen-
dentemente do simbolo considerado, teremos de realizar
duas questdes se quisermos ter a certeza da préxima letra.
A seguinte arvore bindria, contendo as probabilidades as-
sociadas a cada questdo colocada, pretende ilustrar esta
situagao.

Figura 1. Arvore bindria relativa a M1.

Em relacdo a maquina M)y, a semelhanga de Mj, bastariam
duas questdes para adivinhar a préxima letra. No entanto,
o facto de as probabilidades de cada letra ndo serem todas
iguais leva-nos a colocar as questdes de maneira distinta.
No caso presente, A ocorre com probabilidade 50%, sendo
50% a soma das probabilidades de ocorréncia das restan-
tes. Podemos comegar por perguntar: serd um A? No caso
afirmativo, bastard uma pergunta. No caso negativo, fica-
mos com as restantes trés letras: D, B e C, sendo estas tlti-
mas equiprovdveis. Podemos fazer uma segunda pergun-
ta: serd um D? No caso afirmativo, bastaram-nos duas per-
guntas; no caso negativo, teremos de realizar uma terceira
pergunta para identificar qual das restantes duas letras é
a certa. Em média, quantas questdes teremos de efetuar
para identificar uma letra produzida pela maquina My?
A 4rvore bindria com as probabilidades associadas a cada
questdo colocada vai ajudar-nos a responder (figura 2).
Para calcular o nimero médio de questdes que nos le-
vam a cada uma das letras, tomaremos a média pondera-

da pelo niimero de questdes:
p(A) x1+p(D) x2+p(B) x3+p(C) x3=1,75.

Ou seja, no segundo caso, em média, 0 niimero expectdvel
de questdes bindrias necessdrias para atingir cada letra
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Figura 2. Arvore bindria relativa a M».

é de 1,75, o que compara com as duas questdes que, em
média, necessitamos no caso da maquina M;j. Quer isto
dizer que, se tivéssemos de adivinhar uma sequéncia de
100 simbolos gerados por cada uma das maquinas, seria
expectdvel necessitarmos de 200 questdes no primeiro
caso, e de 175 questdes no segundo caso. Isto significa que
M, estd a produzir menos informagdo do que M;, uma vez
que hd menos incerteza ou surpresa acerca da letra a gerar.
Claude Shannon chamou entropia a esta medida de incer-
teza média, tendo optado pela letra H para a representar.
O bit (de binary digit), a unidade de informagéo escolhi-
da por Shannon para H, baseia-se na incerteza inerente
ao lancamento de uma moeda equilibrada, e equivale ao
ntmero médio de questdes na analogia acima explanada.

Procuremos generalizar o conceito para o caso de n
simbolos possiveis. Ainda segundo a analogia anterior,
a entropia serd o somatoério, para cada simbolo, da sua pro-
babilidade de ocorréncia, p;, multiplicada por s;, ntimero
de questdes bindrias necessdrias para o alcangar:

n
H=) pixs. 1
i=1
A questdo imediata é a de saber como representar s; de
uma maneira mais geral. Como pudemos observar, o ni-
mero de questdes depende do nivel em que se encontra
cada letra isolada no diagrama de drvore que modeliza
cada maquina. Segundo esta analogia, cada simbolo iso-
lado num determinado nivel tem probabilidade ] relativa-
mente ao né que o originou. Assim, cada letra isolada no
nivel k tem probabilidade inicial p = zlk Neste contexto,
tem-se



e ontimero de questdes para atingir o i-ésimo simbolo serd

s; = log, (pl)’ i=1,...,n
1

Substituindo em (1) esta dltima expressdo, vem:

n n
H(p1,....pn) = }_ pilog, (l) =—) pilogypi. @
i=1 bi i=1
Esta é a chamada entropia de Shannon para um evento
aleatério com n estados possiveis, com probabilidades
pi,i=1,..,n,onde Y ; p; = 1. Sempre que ocorra p; = 0
paraalgumi € {1,...,n}, adotaremos a convencao

pilog, pi = 0. 3

Note que os célculos de H podem ser feitos diretamente a
partir dos dados das frequéncias absolutas de cada esta-
do. Sejam fi, ..., f, tais frequéncias e S o niimero total de
observacgées. Entdo:

1=
bl
Il
95}
[¢]
=
|
[=
Il
=
=

i=1
Deste modo,

H(f1,.--, fn)

R OIA()

i=1 i=1

Z
X% S [log, fi —log, S]
i=

n
log, S — % Zf, log, fi.
i=1

1

Admita que num dado evento aleatério existem 1 estados
(ou categorias) possiveis, com probabilidades p;,i = 1, ..., 1,
n > 1, tal que Y 4 p; = 1. Designando por Hy,sx a méxi-
ma entropia, vamos provar que

1 1
Hijax :H(Z""'Z) = log, n,

ouseja, que aquantidade deinformagao serd mdxima quan-

do todos os estados sdo equiprovaveis: p; = ... = p, = %
Para tal, vamos recorrer a certas propriedades de x log, x.

Consideremos a fungéo F tal que
0,sex=20 0,sex=0
F(x)= =
xlog, x, se x €]0,1] kxInx, se x €]0,1]

@)
onde k = ﬁ > 0. Ap6s levantamento da indetermina-
¢d0, mostra-se que

lim F(x) = lim kxInx =0,

x—0t x—0*
garantindo a continuidade de F em [0,1] (formalizando a
convengéo (3)). Note ainda que:

F(x)=klnx+k e F'(x)= ; > 0, para todo o x €]0,1][.

Assim sendo, F é convexa (e o seu minimo é —ke ™1, atin-
gido no ponto x = ¢~!). Recordemos agora um conhecido
resultado das fungdes regulares.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Médio) Seja fuma fungao
continua em [a,0] e diferencidvel em Ja,b[. Entdo existe al-
gum ¢ €la, b[ tal que:

—a

Para a demonstragdo que estamos a construir é importan-
te destacar o seguinte resultado:

Corolério 2.1 Seja f uma fungdo continua em [a,4] e dife-
rencidvel em Ja,b[. Admita que f” é crescente em [4,5]. Para
cadat €|a,b|, sep € [a,b], entdo f(p) > f(t) + f'(£)(p — #).

Note que a fungdo F definida em (4) satisfaz as condi-
¢oes do Teorema do Valor Médio, bem como do seu coro-
14rio, em[0,1]. Tomando t = %, o coroldrio permite concluir
que, para cada p; € [0,1}:

wr(E)or (2) (-4)

n
pilog, pi =) F(pi)
i=1

Assim,
n

i=1

V
1=
—
!l
/N
| =
N—
+
™
/N
= |-
N——
N
=
|
|-
N—
[—

Logo,
1 1 1
H(p1,...,pn):—' pilog, pi <log,n =H POV b

i=1 n

concluindo a prova.

Sempre que uma situagdo traduza um afastamento da
equiprobabilidade, ou caso se introduza algum grau de
previsibilidade, a entropia deverd diminuir. Além disso,
a entropia serd nula quando a totalidade das ocorréncias
pertencer a um tnico estado. Fica assim clara a ideia de
que, se a entropia de uma fonte de informacéao diminuir,
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podemos fazer, em média, menos questdes para adivi-
nhar o resultado gerado. O nimero de bits déd-nos entdo
uma medida quantitativa da informacéao, da surpresa ou
da incerteza associada a uma determinada distribuicdo
aleatéria.

Admita que X é uma varidvel aleatéria assumindo n
estados possiveis, x1, ..., X, e que p é a sua distribuicdo de
probabilidade. Considere que as probabilidades de ocor-
réncia de cada um dos n estados possiveis sdo dadas por
P1, P2,---,Pn (pi = p(X = x;)). De acordo com Shannon,
toda a fungéo de entropia H = H (py, . .
mir as seguintes propriedades:

., pn) deverd assu-

1. A entropia é continua enquanto funcdo de cada
pi,i=1,...,n

2.5ep; = %, entdo a entropia é uma funcdo monétona
crescente de n . Para eventos equiprovaveis, quan-
to maior for o niimero de acontecimentos possiveis,
maiores a incerteza e a possibilidade de escolha.

3.Se uma escolha for subdividida em duas escolhas su-
cessivas, a entropia original deverd ser a soma pon-
derada dos valores individuais de H.

A tltima propriedade pode ser interpretada do seguinte
modo: a entropia é funcdo da distribuicdo em si e ndo de-
pende da forma como sdo agrupados os eventos, isto é, a
entropia é uma fungdo de estado. Isto pode ser ilustrado
através do exemplo na seguinte figura:

Figura 3. Decomposi¢des de uma escolha com trés
possibilidades.

Na parte esquerda da figura 3 temos trés possibilida-
des com probabilidades p; = %, P2 = % eps = %. A di-
reita da mesma figura, primeiro escolhemos entre duas
possibilidades, cada uma com probabilidade % , € se a se-
gunda ocorrer, deve-se fazer outra escolha com probabili-
dades % e % Os resultados finais terdo de ser iguais, isto é,
uma fungdo de entropia deverd satisfazer

111 11 1 12
H(i'é'a)*H(E'E)WH(é'g)-
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Shannon provou que uma tal fungdo obedecendo as pro-
priedades 1., 2. e 3. deverd assumir a forma

n
H(py,...,pn) = —=K)_ pilog, pi,
i=1

onde K é uma constante positiva e arbitraria, estando
apenas associada a escolha de uma unidade de medida
(cf. [5], Theorem 2 e Appendix 2). A opg¢do mais usual con-
sidera K =1 e b =2, subentendendo que a unidade de
informagéo € o bit, obtendo-se nesse caso a expressao (2).

A titulo de exemplo, H (p, ), a entropia para o caso de
uma varidvel aleatéria com dois estados possiveis, p e g,
com g =1 — p, é dada por:

H(p,q) =H(p,1—p) = —plog p — (1 — p)log,(1 — p).

O seu gréfico surge representado na figura seguinte.

Figura 4. Entropia no caso de dois estados
com probabilidades p e 1—p.

Como expectavel, a entropia maximaresultadep = g = %,
valendo 1 bit.

3. ENTROPIA DE SHANNON E DIVERSIDADE BIO-
LOGICA

A quantificagdo da diversidade ecoldgica dos ecossis-
temas é a aplicagdo biolégica mais comum da teoria da
informacdo. Em geral, comunidades biol6gicas saudaveis
localizadas em habitats favordveis tendem a ser vistas
como sistemas altamente diversos. Uma diminui¢do da
diversidade biolégica poderd dever-se tanto a condigdes
ambientais como a situa¢des de stress na comunidade
biolégica. A teoria da informacdo permite quantificar as
diferengas entre ecossistemas, tanto as naturais como as



induzidas pelo stress (e.g., devidas a catdstrofes ambien-
tais, de origem humana ou néo), bem como estudar a
evolugdo da diversidade biolégica ao longo do tempo. Os
bidlogos designam a entropia por indice de Shannon ou
diversidade de primeira ordem, ndo sendo a tinica ferra-
menta existente com estes propésitos. Tal indice pode ser
calculado para todos os organismos presentes num am-
biente ou para tipos especificos de organismos (e.g., drvo-
res ou insetos). Hd ainda exemplos de utilizagdo do indice
de Shannon no campo da comunicagdo entre animais. Por
exemplo, em [6] o autor apresenta um interessante estudo
feito sobre formigas-de-fogo, no qual relaciona a quan-
tidade de informacéo direcional transmitida a formigas
obreiras por um tnico trilho de odor de formiga-de-fogo,
em fungdo da distancia entre o ninho e a fonte de alimen-
tagdo encontrada. Referéncias a outras aplicagdes podem
ser vistas em [2] .

O exemplo seguinte serve como simples ilustragdo da
utilizacdo desta ferramenta no campo da biologia. Os zo-
6logos MacArthur e MacArthur [3] propuseram-se estu-
dar as possiveis relacdes entre a diversidade de espécies
de aves (DEA) nidificantes e a diversidade de espécies de
plantas (DEP) onde a nidificagdo ocorre, bem como com
certas caracteristicas dessa vegetagdo. Fizeram-no em 11
locais de florestas caducifélias de Pennsylvania, Vermont
e Maryland. Em particular, além de estimativas para a
DEA e para a DEP, uma das caracteristicas testadas foi a
altura das folhagens das drvores, a qual se exprime atra-
vés do nimero de camadas de folhas entre o solo e o céu
em diferentes locais. Por forma a criar um indicador de
diversidade de altura da folhagem (DAF), esta caracteris-

tica foi dividida em trés zonas: de zero a dois pés acima
do solo, de dois a 25 pés e acima de 25 pés. Os autores ob-
tiveram estimativas para a DAF nos 11 locais e puderam
constatar que quando as quantidades de folhas acima do
solo nas trés zonas sdo sensivelmente iguais a DAF au-
menta, refletindo um ambiente fisico mais complexo. Es-
timados estes trés indicadores - DEA, DEP e DAF - nos 11
locais de estudo, os autores procuraram estabelecer cone-
x0es entre a atratibilidade de um habitat para a nidificacdo
e os referidos indicadores, tendo chegado a conclusdo de
que existe uma forte correlagdo entre a DEA e a DAF (ver
gréfico na figura 5).

O coeficiente de correlagdo de Pearson para os dados
de DAF e de DEA é:

COV(DAF,DEA)

o= ~ 0,95,
V(DAF)V(DEA)

(onde V e COV designam a varidncia e a covariancia, res-
petivamente) confirmando uma forte correlagdo positiva
entre DAF e DEA. Os dados aproximam-se bastante da
reta de regressdo linear:

DEA =2,02 x DAF +0,44.

Com base nesta relagdo, as aves parecem selecionar os
locais de nidificagdo com base na maior DAF. Por outro
lado, observa-se uma relagdo muito mais fraca entre os va-
lores de DEA e de DEP. A estrutura fisica de um bosque
em termos das folhagens presentes em diferentes zonas
de alturas parece importar mais as aves no momento de
nidificar do que propriamente as plantas que produzem
tais estruturas.

Figura 5. Valores de DAF, DEP e DEA e relacdo entre DEA e DAF.
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4. MIGRAGOES DE ESTUDANTES
A semelhanca de certas espécies animais, é possivel ob-
servar fenémenos de migracdo entre diversos tipos de
populagdes. Em particular, a populacdo estudantil do
Ensino Superior migra regularmente desde as respetivas
localidades de residéncia para os estabelecimentos de En-
sino Superior (doravante designados por escolas). Fatores
como a distancia residéncia-escola, o rendimento familiar
e a existéncia de transportes (publicos ou particulares)
influem na opgdo entre a migragdo pendular (deslocagdo
didria casa-escola) e a migracdo sazonal (a qual implica o
arrendamento/compra de uma residéncia no local de es-
tudo). Independentemente desta op¢do, pode ser relevan-
te determinar quéo diversificado é o conjunto de origens
geograficas dos alunos de uma escola, como forma de, por
exemplo, ajustar medidas pedagégicas ou politicas de fo-
mento da atratibilidade dos cursos. Ao incluir o local de
residéncia, o registo de matricula de cada aluno permite
atingir tal propésito com bastante fiabilidade.
Comecemos por agrupar os alunos de um dado uni-
verso (turma, disciplina, curso ou escola) em categorias
de acordo com o respetivo local de residéncia. Para tal,
considerdmos uma categoria por cada regido NUTS IIL
NUTS é o acrénimo de Nomenclatura das Unidades Terri-
toriais para Fins Estatisticos, sistema hierdrquico de divi-
sdo do territério em regides. A nomenclatura subdivide-se
em trés niveis (NUTS I, NUTS II e NUTS III), definidos
de acordo com critérios populacionais, administrativos e
geograficos. Assim, os 308 atuais municipios de Portugal
agrupam-se em 25 NUTS III (subdivisGes de sete NUTS II
e de trés NUTS I). Além disso, e porque é frequente haver
estudantes estrangeiros, consideramos trés categorias adi-
cionais: Brasil, PT e Europa, para estudantes provenien-
tes do Brasil, dos PALOPs/Timor-Leste e da Europa, res-
petivamente. No total, os alunos foram agrupados em 28
categorias. Evidentemente, categorias adicionais podem
sempre ser consideradas (agrupando, por exemplo, alunos
de outros continentes ou subdividindo as duas tltimas
categorias). A medida de diversidade aplicada no presen-
te contexto, constituindo uma métrica para a diversidade
de origens geograficas dos estudantes, resultard entdo do
célculo de

28
H(py,...,ps) = —Y_ pilog, pi,
i1

onde p; representa a proporcao de estudantes pertencen-
tes a i-ésima categoria (a ordem é irrelevante). De acordo
com a convengao (3), para cada regido j sem alunos, consi-
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derou-se p;log, p; = 0. A medida foi aplicada ao universo
de 280 inscritos em 2021/2022 na disciplina de Célculo I
da Licenciatura em Economia da U. de Coimbra. Os dados
obtidos e o valor de H (na célula a verde) surgem na tabela
que se segue.

Figura 6. Diversidade de origem geogriéfica de populagdo

estudantil.

A andlise da tabela na figura 6 permite observar uma ex-
pectédvel predominéncia de alunos provenientes da regido
de Coimbra, acompanhada de outras regides com alguma
relevancia relativa. Se em algumas tal é compreensivel
(caso das regides fronteiras a de Coimbra), noutras con-
tudo ocorre alguma surpresa (e.g., algumas regides inse-
ridas na NUTS II do Norte contribuem com proporg¢des
assinaldveis). Destaca-se igualmente o peso dos alunos
das categorias PT e Brasil. Observe-se que a diversidade
méxima seria de Hyx = log, 28 ~ 4,81, pelo que a di-
versidade de origem geogréfica se cifrou em cerca de 81%
do seu méximo. A recolha anual destes dados permite
acompanhar este indicador ao longo dos anos. Assim, por
exemplo, considerando os anos letivos 2009/2010 (o pri-
meiro para o qual a plataforma informdtica fornece os da-
dos necessdrios), 2020/2021 e 2021/2022, e para as mesmas
28 categorias (com, respetivamente, 420, 280 e 280 alunos),



observa-se um claro aumento da diversidade de origens
geograficas dos alunos no estrito universo considerado.

Sao diversas as possibilidades de aplicacdo deste indi-
cador, desde estudos comparativos entre cursos ou entre
faculdades (ou até mesmo entre universidades, confir-
mando ou refutando tendéncias de regionaliza¢do de uma
escola), passando pelo estabelecimento de séries tempo-
rais (por curso, por exemplo). Evidentemente, o que torna-
rd mais interessante a sua utilizacdo serd, como acima se
referiu, o modo como ele permitird eventualmente ajustar

medidas pedagdégicas ou politicas de atratibilidade.

O autor agradece a Cristina Martins (DMUC) a leitura
cuidadosa do texto e as sugestdes de redacdo de parte da
secgao 2.
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APANHADOS NA REDE

QUANDO E DIFICIL PROVAR O QUE E OBVIO

Qual é a maneira mais eficiente de empilhar esferas do mesmo tama-
nho? Qualquer merceeiro sabe a resposta, mas provar que é mesmo a

melhor solugdao é complicado.

Sir Walter Raleigh (c.1552-1618) foi das mais notdveis
personagens do tempo da rainha Isabel I do Reino
Unido. Estadista, soldado, escritor e explorador, foi um
dos favoritos da rainha. E tinha ao seu servico Thomas
Harriot (c.1560-1621), que, entre outras coisas, era mate-
matico. Sir Walter Raleigh fez-lhe uma pergunta natural
vinda de um soldado daquele tempo e dirigida a um ma-
temadtico: dada uma pilha de balas de canh&o, como cal-
cular quantas balas ai ha?"

Harriot resolveu o problema, mas ficou a pensar na
questdo de saber qual é a melhor maneira de empilhar
balas de canhdo, isto é, a maneira de as empilhar que faz
com que haja menos espago vazio, e como se correspon-
dia com Johannes Kepler (1571-1630), falou-lhe neste pro-
blema. Kepler publicou uma brochura sobre o problema,
chamada Strena seu de nive sexangula (em portugués: O flo-

Universidade
do Porto
jesantos@fe.up.pt

co de neve com seis dngulos),* que é o primeiro texto escrito
sobre a andlise e a formacdo de cristais. Af, ele afirma que
a solugédo para o problema de Harriot é aquela que qual-
quer merceeiro conhece e que também é a maneira como
as balas de canh&o estdo empilhadas em qualquer museu
militar: na base, as balas estdo dispostas como na figura 1;
cada bala da camada seguinte é colocada num dos espa-
¢os mais baixos deixados pela camada anterior, como na
figura 2, e assim sucessivamente.

Geralmente, chama-se “conjetura de Kepler” a afirma-
¢do segundo a qual a maneira atrds descrita é a mais eficien-
te de empilhar esferas, mas Kepler ndo exprimiu esta ideia
como uma conjetura. De facto, limitou-se a afirmar que as-
sim é. Por outro lado, ao colocar as esferas desta maneira,
aproximadamente 74% do espago é ocupado por elas; mais
precisamente, o valor em questdo é igual a 7/v18 ~ 0,74048.

Figura 1. Camada inferior.
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Figura 2. Duas primeiras camadas.
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Apbs o texto de Kepler ter aparecido, decorreram sé-
culos até alguém ter feito qualquer progresso no estudo
deste problema. Essa pessoa foi Gauss, que, em 1831, de-
monstrou a conjetura de Kepler no caso em que os centros
das esferas formam um reticulado. Isto significa que os
centros das esferas estdo regularmente distribuidos. Mais
formalmente: se fixarmos o centro C de uma das esferas,
entdo hd trés vetores linearmente independentes vy, v,
e v3 de R tais que os centros das esferas sdo os pontos
da forma C + av; + Bv, + yvs, onde &, B e ¥ sdo nlimeros
inteiros. Mais a frente, voltaremos a esta demonstracao.

Sobra entdo o caso em que os centros das esferas estdo
distribuidos de uma maneira irregular. Naturalmente,
isto torna o problema mais dificil.

Em 1900, David Hilbert proferiu a sua famosa palestra
sobre os problemas que seriam centrais para o desenvolvi-
mento da Matemadtica nas décadas seguintes (veja-se [1]).
O décimo oitavo problema consistia, de facto, em vérios
problemas relacionados entre si, um dos quais era preci-
samente o problema de demonstrar a conjetura de Kepler.

Foi somente em 1953 que o matemético hiingaro Ldsz-
16 Fejes T6th conseguiu fazer progressos quanto a resolu-
¢do deste problema: conseguiu provar que o problema de
determinar qual é a distribui¢do das esferas com densida-
de méxima podia ser reduzido a um niimero finito (mas
muito elevado) de cédlculos. Isto tornou razodvel encarar a
possibilidade de o problema poder vir a ser resolvido re-
correndo a computadores. Foi precisamente o que acabou
por acontecer alguns anos mais tarde com o problema das
quatro cores (veja-se [9]).

Em 1993, um matemadtico californiano, Wu-Yi Hsiang,
publicou um artigo ([7]) que pretendia conter uma de-
monstragdo da conjetura de Kepler. Essa suposta de-
monstragdo levantou muitas ddvidas a diversos mate-
madticos, entre os quais Gdbor Fejes Toth, filho de Laszlo
Fejes Toth, e Thomas C. Hales (veja-se [2]). Este ultimo ja
tinha sido exposto a conjetura em 1982, mas s6 comegou
a dedicar-se seriamente ao problema seis anos mais tarde
(veja-se [10, cap. 11]). E geralmente aceite hoje em dia que
a demonstragdo de Hsiang néo estd completa.

O préprio Thomas C. Hales anunciou em 1998 ter de-
monstrado a conjetura de Kepler.>No entanto, a demons-
tragdo s6 viria a ser publicada em 2005 (veja-se [4]). E ndo
é uma demonstragdo qualquer, pois ndo s6 o artigo em
questdo é anormalmente longo (tem mais de 100 paginas),
como foi acompanhada por trés gigabytes de programas
de computador e de dados. De facto, passaram-se vdrios
anos entre o momento em que o artigo foi submetido a

Figura 3. Thomas C. Hales.

prestigiada revista Annals of Mathematics e o momento da
publicagdo, pois foi necessdrio esse tempo para que uma
equipa de revisores cientificos lesse e verificasse a valida-
de da demonstragdo. Um destes revisores, Jeffrey C. Laga-
rias, afirmou (veja-se [8]):

“A natureza desta demonstracdo, que consiste em
parte num grande nimero de desigualdades com
pouca estrutura interna, bem como o facto de es-
tar estruturada de maneira complexa, faz com seja
dificilmente verificada com seguranca por seres
humanos. No decorrer do processo, a verificagdo
de muitas afirmagdes especificas permitiu consta-
tar que estavam essencialmente corretas em cada
caso. Isto resultou num processo de revisdo que
criou nos revisores um forte grau de convicgao de
que esta abordagem a demonstracdo estd essen-
cialmente correta [...]”

Néo é habitual encontrar-se a palavra “convic¢do” na des-
cri¢do de uma demonstragdo matemética. Fica claro do tex-
to que os autores da revisdo cientifica anterior ficaram com
alguma margem de duvida (claramente pequena) quanto
ao facto de a demonstragido estar inteiramente correta.

E claro que Thomas C. Hales poderia ter ficado satis-
feito com esta quase certeza. Mas néo ficou. Em vez disso,

ristin Leutwyler, Stack ‘em Tight, \https://www.scientificamerican.com/arti-
cle/stack-em-tight/

20 texto original, em latim, pode ser visto em http://www.thelatinlibrary.
com/kepler/strena.html
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Figura 4. Divisdo do plano em hexdgonos regulares.

empenhou-se em conseguir fazer com que a sua demons-
tragdo fosse analisada por software que estuda demonstra-
¢Oes, a fim de obter um grau de certeza superior. E conse-
guiu fazer isso! O resultado foi um artigo com 21 autores,
publicado em 2017; veja-se [6].

Convém deixar claro que este uso de computadores
ndo tem nada a ver com os usos de computadores aos
quais jé tinha sido feita referéncia nesta rubrica (em [9]).
Nesta demonstracdo formal, os computadores foram em-
pregues para verificar a prépria demonstragdo e ndo para
fazer célculos.

Regressando atrds no tempo, é interessante ver o que
Hales escreveu (em [5]) sobre o resultado de Gauss segun-
do o qual a conjetura de Kepler é vélida quando os centros
das esferas estdo distribuidos de uma maneira regular:

O nome “Gauss” confere um prestigio imerecido
a este resultado elementar. A demonstragdo ocupa
poucas linhas e ndo exige quaisquer calculos.

Esta demonstracdo faz de Thomas C. Hales um dos pou-
cos matemdticos que conseguiram resolver um proble-
ma com séculos. Acontece que foi a segunda vez na sua
carreira que ele fez isso. Em 2001, publicou (veja-se [3])
a demonstracdo da conjetura do favo de mel, que é a se-
guinte: se fixarmos uma drea, de todas as maneiras de
dividir o plano em regides com a drea dada, a divisdo em
hexdgonos regulares (como na figura 4) é aquela que tem
o menor perimetro. Ou seja, as abelhas tém um excelente
motivo para fazer os favos de mel com forma hexagonal:
poupar cera. Jd no século I a.C. Marcus Terentius Varro
tinha levantado o problema de saber porque é que as abe-
lhas fazem os favos desta maneira (ele conjeturou que es-
taria ligado ao facto de terem seis patas). E Ldszl6 Fejes
T6th demonstrou, em 1943, que, se se acrescentar a hip(’)—

AN

tese de que cada regido é um poligono convexo, entdo a
melhor opgéo é precisamente fazer aquilo que as abelhas
fazem. E, tal como viria a acontecer com a conjetura de
Kepler, Hales levou mais longe as ideias de Laszl6 Fejes
Té6th e conseguiu demonstrar a conjetura no caso geral.
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Neste artigo, apresenta-se, de forma resumida, um modelo matematico ba- math.uminho.pt
seado em campos dindmicos neuronais, que implementa mecanismos de
processamento neurologicamente plausiveis, auxiliando na aquisi¢ao efi-
ciente e na reprodugio flexivel de sequéncias com restrigdes de tempo.
Apresentam-se algumas experiéncias de robética em que o modelo foi
implementado, tais como a aprendizagem de uma sequéncia musical e a
aprendizagem de sequéncias num contexto de colaboragio humano-robé

numa tarefa de montagem de um objeto.

1. INTRODUCAO E MOTIVACAO
Muitas das nossas atividades didrias sdo sequenciais, em
que os eventos devem ser realizados numa determinada
ordem e num determinado tempo. A capacidade de ad-
quirir sensibilidade sobre regularidades ordinais e tempo-
rais é fundamental para uma interagdo humano-humano
ou humano-robd, que seja fluente e eficiente. Neste artigo,
apresentamos um modelo matemaético baseado em cam-
pos dindmicos neuronais que permite a aquisicdo e a re-
produgédo de uma sequéncia de eventos com restri¢des de
tempo. Os campos dindmicos neuronais (dynamic neural
fields) foram introduzidos na década de 1970 por Wilson e
Cowan [7] e Amari [1], como um modelo matemdtico da
formagdo de padrdes de atividade no tecido neuronal. Os
modelos baseados em campos dindmicos neuronais sdo
cada vez mais usados, uma vez que descrevem a ativida-
de de populagdes de neurdnios, tal como ela é observada
no cérebro e, simultaneamente, permitem um tratamento
matematico rigoroso da atividade neuronal [2].

A atividade neuronal é descrita pela seguinte equagdo

integro-diferencial ndo linear proposta por Amari [1]:

au(a?t) = —ulot) + /Q w(lx =y f (u(y, 1) dy +h+S(x,t).

(1.1)

T

Esta equacdo descreve a atividade neuronal numa tdnica
camada de neurdnios interconetados (campo neuronal)
ao longo de um dominio finito () unidimensional. A fun-
¢do u(x,t) representa a atividade no momento ¢ € ]RaL
do neurénio representado pela posicdo x € R. A fungdo
S(x,t) representa um estimulo externo, varidvel no tempo,
como, por exemplo, uma informagdo visual. A constante
h < 0 determina o nivel de repouso para o qual a ativida-
de neuronal converge, na auséncia de estimulagdo externa.
A constante T > 0 define a escala de tempo da dindmica
de campo. A fungdo f(u) representa a taxa de disparo ou
probabilidade de disparo em fungdo de u. No modelo de
Amari, assim como no modelo que serd apresentado neste
artigo, a fungdo f(u) é considerada como sendo a funcio
de Heaviside (também denominada fung¢do degrau unita-
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rio), e assim um neurdnio pode estar ativo ou inativo. Esta
fungao representa uma simplificagdo do disparo neuronal
real que normalmente mostra um aumento gradual da taxa
de disparo com o aumento de u. A fungdo w(|x — y|) define
a forca de conetividade entre quaisquer dois neurénios no
campo que se supde depender da distancia euclidiana.

A ideia central dos modelos baseados em campos di-
namicos neuronais é que as informagdes relevantes para
uma tarefa sdo expressas por saliéncias supralimiares de
populacdes neuronais, onde cada saliéncia representa
uma acdo ou subtarefa especifica. A entrada de estimu-
los externos, como, por exemplo, uma informagado visu-
al, causa a ativagao das populagdes correspondentes, que
poderdo permanecer ativas mesmo depois de o estimulo
externo ficar inativo, devido a intera¢des excitatérias e
inibitérias recorrentes nas populagdes. Dependendo das
fungdes de conetividade que controlam as interagdes entre
os neurénios, diferentes padrées de ativacdo podem ser
formados no campo neuronal em resposta aos estimulos
externos. Amari [1] estudou a existéncia e estabilidade de
uma regido localmente excitada (um pico) para a fun¢do
de conetividade do tipo inibigao lateral:

2

X

_ <723 )
Wiat(X) = Wexce exe ) — Wing,

(1.2)

Figura 1. Atividade u (linha a cheio azul) com h

onde Weyc € 0,y definem, respetivamente, a amplitude e o
desvio padrdo (em relacdo a x = 0), e w;,,;, define a inibi-
¢do, que se considera constante, para neurénios distantes.

Pensando na aprendizagem de sequéncias, em que os
estimulos externos pontuais, sdo apresentados de forma
sequencial, a fungdo (1.2) é adequada quando se pretende
que exista, no mdximo, um pico em cada momento. Pelo
contrdrio, caso se pretenda que sejam geradas mdltiplas
regides localmente excitadas (multipicos) em resposta a
estimulos sequenciais, a seguinte fun¢do de conetividade
serd a mais apropriada [4]:

Wose(x) = Ae Pl (bsen |ax| 4 cos(ax)), (1.3)

onde b > 0 determina a taxa segundo a qual as oscilagdes
de w decaem com a distancia, e A >0e 0 <a <1 con-
trolam a amplitude e a distdncia entre os zeros de wys,
respetivamente.

Consideremos, por exemplo, dois estimulos externos
representados por

(x—ci)z

Si(x) =14e

—-0.5

para i € {1,2}, com ¢; =45 e ¢, = 60. Consideremos
que S(x,t) = S1(x) para t € [0,t1], S(x,t) = Sa(x) para
t €]ty t3] e S(x) =0 para t €]ty, t2]U]ts, ts). Na figura 1,

= —4, em resposta a dois estimulos externos S(x)

(linha tracejada a verde) apresentados de forma sequencial, para a fun¢do de conetividade w defi-
nida por (1.2), com Weye = 3, Ooxc = 3 € Wiy, = 1n0s diagramas (A)-(D), e definida por (1.3), com
A=3,b=0.15e a= 0.3 nos diagramas (E)-(H).
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podemos ver os padrdes de ativagdo gerados num campo
neuronal unidimensional em resposta a estes dois estimu-
los, sendo a fungéo de conetividade w dada por (1.2) nos
diagramas (A)-(D), com weye =3, Oexe =3 € Wiy, =1, €
dada por (1.3) nos diagramas (E)-(H), com A = 3,b = 0.15
e o = 0.3. Para ambas as fungdes de conetividade, foi ge-
rado um pico estdvel em resposta ao primeiro estimulo,
tanto na presenga do estimulo (figura 1 (A) e (E)), como
depois de o estimulo ficar inativo (figura 1 (B) e (F)). Po-
demos observar que os padrdes gerados em resposta aos
dois estimulos externos sido diferentes. Para a funcdo w
dada por (1.2), o pico existente no momento t = #; foi ini-
bido na presenga do segundo estimulo externo (figura 1
(C)) e um novo pico foi gerado em correspondéncia do
segundo estimulo (figura 1 (D)). Para a fung¢do w dada por
(1.3), um segundo pico foi gerado sem que o pico ja exis-
tente fosse removido (figura 1 (G) e (H)).

Os estudos analiticos e numéricos sobre as condi¢des
necessdrias e suficientes para a existéncia e a estabilida-
de de diferentes tipos de padrdes em campos dindmicos
neuronais, nomeadamente a existéncia e a estabilidade de
um pico usando a fung¢do de conetividade (1.2) [1] e a exis-
téncia e a estabilidade de multipicos em termos da fun-
¢do de conetividade (1.3) [4] permitem perceber melhor
como se pode obter os padrdes desejados. Tendo como
base os estudos analiticos e numéricos sobre a existéncia
e a estabilidade, incluindo [1, 4], foi elaborado um novo
modelo de aprendizagem de sequéncias de eventos que é
brevemente apresentado na préxima sec¢do. O modelo foi
testado em diferentes experimentos de robética em tempo
real, incluindo a aprendizagem de uma sequéncia musi-
cal e a aprendizagem de uma sequéncia de montagem de
um objeto. Primeiro, o robd adquire conhecimento sobre
os aspetos ordinais e temporais de tarefas sequenciais por
observagdo de demonstracdes executadas por um huma-
no e, posteriormente, reproduz as informagdes retidas na
memoria. Na Seccdo 3 sdo apresentadas algumas aplica-
¢Oes robéticas em que o modelo foi implementado.

2. MODELO MATEMATICO
O modelo matemadtico desenvolvido para memorizar e
recuperar a ordem e o tempo relativo de um conjunto de
eventos consiste num sistema acoplado de cinco campos
dindmicos neuronais ilustrados na figura 2. Cada campo
neuronal tem uma funcionalidade especifica, sendo a sua
dinamica descrita através de uma equagéo do tipo (1.1).
Para melhor se entender o modelo, é ttil pensar num
exemplo concreto de robética. Consideremos a experién-

Figura 2. Esquema geral do modelo matemadtico baseado em
campos dindmicos neuronais, que implementa a aprendizagem
e reproducdo de sequéncias.

cia em que o robd aprende a tocar uma musica num te-
clado em que cada tecla estd representada por uma cor.
O estimulo visual é uma cor e cada cor estd associada a um
intervalo de valores de x. Em resposta ao estimulo visual
localizado, S(x), um pico estdvel no campo de perce¢ao up
é gerado. Através das conexdes excitatérias, um pico no
local correspondente do campo de memoria de sequéncia
upr é criado e o campo de traco da meméria uy, recebe
o padrdo de ativagdo de uy; como estimulo excitatério
durante as sucessivas demonstra¢des da sequéncia. A co-
nexdo inibitéria de uy; para up garante que, se uma cor
for usada como estimulo mais do que uma vez, as repre-
sentagdes locais (picos) dessa cor sejam representadas em
locais diferentes, dentro do intervalo de valores de x que
correspondem a essa cor. Dito de outro modo, permite a
representacdo de eventos repetidos.

No final do processo de aprendizagem da sequéncia,
a memoria da ordem e do tempo relativo entre os eventos
estd representada no campo u; como uma configuragdo
multi-picos, em que a forca de ativacdo é decrescente de
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Figura 3. Padrio de ativacdo estdvel correspondente a
memoria de uma sequéncia onde a ordem das cores estd
representada na amplitude dos picos (vermelho-vermelho-
-verde-rosa-azul).

pico para pico em funcdo do tempo decorrido desde o ini-
cio da sequéncia. Veja-se o exemplo, ilustrado na figura 3.

Para se obter em u; uma configuragdo multipicos com
amplitudes diferentes, representando a ordem e o tempo
relativo dos eventos, considerou-se que o nivel de repou-
so h, em vez de uma constante, é uma fungdo dependente
do tempo e do valor de x, digamos h(x, t), descrita pela
seguinte equacao diferencial parcial:

P — Bafluna(r 1)+

+ 1= flum(x, )] [=hm(x,t) + I, ),

(2.1)
onde f(u) é a funcdo Heaviside, h, < 0 define o nivel
de repouso para o qual hy; converge sem ativagdo acima
do nivel 0 na posicdo x (f(u(x,t)) = 0), e By > 0 define
a taxa de ativagdo nas posigdes x onde a atividade estd
acima de 0 (f(u(x,t)) =1).

No campo da decisdo up, o valor do nivel de repouso
hp depende também do tempo, sendo descrito por:

dhp(t) _
dt - :BD/

hp(to) = hp, <0, (2.2)

onde fp controla a taxa de crescimento de hp. O campo
da decisdo u, recebe como entrada abaixo do nivel 0 o pa-
drdo obtido no campo 1. Durante a execugdo da sequén-
cia, o nivel de repouso hp(t) no campo up aproxima cada
um dos picos representados em 1, do nivel 0 desencade-
ando a sua ativacdo de forma sequencial. As conexdes ini-
bitérias excitatérias entre populagdes associadas no cam-
po de decisdo up e o campo de memoria de trabalho uyy
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garantem que o pico que representa a tltima decisao seja
primeiro armazenado no campo upy; e posteriormente
suprimido. Tomando diferentes valores de Bp, é possivel
executar a sequéncia com diferentes velocidades de exe-
cugdo, mas preservando o tempo relativo entre os eventos.
Por exemplo, se aumentarmos o valor de Sp no exemplo
do piano, é possivel reproduzir a sequéncia musical mais
rapidamente, mas preservando o ritmo.

Para mais detalhes, consulte a referéncia [6]. Uma ex-
tensdo do modelo base aqui apresentado, em que, além
da ordem e do tempo entre os eventos, a duragdo total da
sequéncia e a duragdo de cada evento sdo codificados, é
estudada na referéncia [6].

3. APLICACOES REAIS

Para ilustrar o funcionamento do modelo aqui brevemen-
te apresentado em experiéncias robéticas em tempo real,
usamos dois robos: o rob6é humanoide ARoS, construido
no Laboratério de Robética Mével e Antropomérfica da
Universidade do Minho, e o rob6 Sawyer, projetado pela
empresa Rethink Robotics. O "corpo” do ARo0S consiste
numa estrutura metdlica de suporte, na qual dois bragos
robédticos com trés dedos e um sistema de camara esté-
reo com uma unidade pan-tilt estdo conectados. Sawyer
possui um brago robético de sete graus de liberdade com
alcance de 1,26 metros, e a sua "cabega" é um display LCD
que fica no topo. Sawyer exibe diferentes movimentos dos
olhos de uma forma familiar, 0 que contribui para o seu
design amigédvel. O Sawyer é equipado com duas cama-
ras, uma localizada na cabeca e outra no brago.

3.1. O rob6 ARoS aprende a tocar uma sequéncia mu-
sical

Nesta experiéncia, o ARoS aprende uma curta sequéncia
musical, a partir da observagdo de algumas demonstra-
¢des executadas por um humano e, posteriormente, repro-
duz, num teclado, a sequéncia aprendida, usando as suas
duas maos de trés dedos (ver figura 4). Usamos, para as
demonstracdes, um display com as notas codificadas por
cores. Sempre que o professor humano toca numa tecla,
além do som produzido é também ativado um quadrado
colorido que corresponde a nota tocada na tela do com-
putador (por exemplo, sempre que a nota D é tocada, o
quadrado com cor verde é ativado no display como re-
presentado na figura 4). Como exemplo de uma sequéncia
musical facilmente reconhecivel, selecionamos a primeira
parte da melodia de Parabéns a vocé (C-C-D-C-F-E-C-C-
-D-C-G-F). Na maioria das experiéncias, o rob6 foi capaz
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Figura 4. Configuracdo experimental: o rob® ARoS a aprender a tocar
uma melodia num teclado.

Figura 5. Na figura a esquerda, durante a aprendizagem, o robd
Sawyer observa o tutor humano a entregar uma série de tubos numa
ordem especifica ao parceiro humano. Na figura a direita, durante a
reproducdo da sequéncia, o robd Sawyer entrega o tubo correto no
momento certo ao parceiro humano.

de reproduzir a melodia apés quatro demonstragées, ape-
nas. Para mais detalhes, consultar a referéncia [5].

3.2. Montar uma estrutura com o rob6 Sawyer

Nesta experiéncia, o robd Sawyer aprende uma sequéncia
de objetos que deve passar ao parceiro humano num de-
terminado momento, na montagem de uma estrutura (ver
figura 5). A estrutura é composta por oito tubos, em que
quatro deles se encontram no espago de trabalho do rob6
no inicio da tarefa. Primeiro, um tutor humano demonstra
a sequéncia de entrega dos tubos, enquanto o Sawyer ob-
serva e memoriza. O estimulo externo é representado pela
cor do tubo, e é codificado pelo rob6 no momento da en-

trega (os dois humanos tocam simultaneamente no tubo).
Apbs a demonstragdo, o robd reproduz a sequéncia de
transferéncia de quatro objetos. De notar que, nesta tarefa,
a aprendizagem do tempo entre os momentos de passa-
gem permitiu que o rob0 e o parceiro humano executassem
a tarefa de forma sincronizada.

Além desta experiéncia, o0 modelo aqui apresentado
mostrou também bons resultados quando a tarefa consistiu
na aprendizagem da sequéncia completa de montagem da
estrutura identificando corretamente qual o tubo e quando
o inserir, para tutores humanos com preferéncias diferen-
tes, quer quanto a ordem sequencial quer quanto as escalas
de tempo comportamentais na realizagdo da tarefa [3].
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4. COMENTARIOS FINAIS

Neste artigo, apresentdmos de forma resumida um mo-
delo baseado em campos dindmicos neuronais, que per-
mite dotar um rob6 com a capacidade de aprender por
observagdo, de forma rdpida, as propriedades ordinais e
intervalares de sequéncias. Ter um rob6 capaz de apren-
der por observacdo é considerado altamente atraente,
pois permite, em principio, que um usudrio normal ensi-
ne novas tarefas a um robd de maneira intuitiva e simples.
Por outro lado, um robé colaborativo, com capacidade de
cognicdo temporal, tende a proporcionar uma interacdo
humano-rob6 mais suave e natural. Acreditamos que mo-
delos matemaéticos que se inspiram no mecanismo de pro-
cessamento neuronal em humanos ou em animais, como o
modelo aqui apresentado, oferecem principios de proces-
samento chave que podem orientar o desenvolvimento de
uma nova geragdo de robos cognitivos. A possibilidade de
analisar e compreender matematicamente o processo de
formagdo de padrées nos campos dindmicos neuronais é
um pré-requisito fundamental para a concegéo de arquite-
turas de controlo de robds complexos que funcionam em
aplicagdes no mundo real.

Parte das experiéncias robéticas aqui apresentadas,
assim como outras em que a matemadtica tem um papel
fundamental, podem ser visualizadas em https://youtu.be/
L6CiwilIQYbg.
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FALTA DE DINHEIRO E PERSEGUICAO
POLITICA: AS FRACAS RAZOES DO ATRASO

DA MATEMATICA PORTUGUESA

Falta de dinheiro e perseguicao politica: duas razdes habituais para jus-
tificar os fracassos da matematica portuguesa durante o século XX.
O que diziam, contudo, os matematicos portugueses durante a dita-
dura? E que influéncia tiveram as afiliagdes politicas na opiniao dos
mesmos? Como procurarei mostrar, nao sao apenas as externalidades
como a falta de financiamento ou a PIDE que justificam a subalterni-
dade cientifica portuguesa neste periodo, mas também a resisténcia a
mudanga por parte da propria corporagao universitaria.

uando olhamos para o passado cientifico portu-
qués, em particular para a matematica, a parte um
ou outro nome sonante, deparamos com a inexisténcia de
tradigdes de investigagdo cientifica duradouras. Ha duas
razdes para normalmente justificar este facto.

A primeira é a falta de dinheiro. Os sucessivos gover-
nos portugueses ndo investiam na ciéncia, na industria
ou nos laboratérios universitdrios. O mecenato cientifico
era praticamente inexistente. As instalagdes tornavam-se
obsoletas e nao se atualizavam. E verdade que a ciéncia
no nosso pais sofre de um subfinanciamento crénico, mas
houve quem argumentasse que se podia fazer mais com
o0 pouco que se tinha. Foquemo-nos no século xx, durante
o periodo de ditadura. Em 1930, num artigo de jornal, o
matematico e professor da Universidade de Coimbra José
Vicente Gongalves (1896-1985) escreveu:

Ndéo faltam explicagdes para a insuficiéncia da
nossa producdo cientifica: condi¢ées econémicas
dos professores, pobreza dos laboratérios, méd pre-
paracdo dos alunos dos liceus, etc. Fracas razdes.
Que produziram os professores de ensino durante
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o tempo em que se consideraram suficientemente
remunerados? Quais foram, nesse periodo, os fru-
tos da cultura universitdria portuguesa no domi-
nio das ciéncias puras ou aplicadas? E acaso ndo
temos alguns liceus modelares, com admirdvel
corpo docente?

[...] A grande massa é cética, ndo luta. Cumpre,
cumpre burocraticamente, quando de desejar se-
ria que servisse com dedica¢do. Um professor ndo
deve ser julgado apenas pelo que deixa de fazer.
Quando néo dé aos seus alunos bons exemplos de
civismo e de trabalho, e se limite, sem qualquer
originalidade ou relevo intelectual, a ensinar as
mesmas coisas durante 30 ou 40 anos — é um mau
professor, é um péssimo educador. E, infelizmente,
anda muito generalizada a ideia de que as univer-
sidades incumbe sobretudo a divulgagdo da cién-
cia feita (I4 fora, jd se vé...).

E preciso reformar esta mentalidade!

José Vicente Gongalves, "Males do Ensino Superior” O Primeiro de

Janeiro, 16 de abril de 1930.
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Vicente Gongalves focava-se, assim, numa questdo de
mentalidade, referindo-se as restantes explicagdes como
“fracas razdes”. Um outro conhecido matemético concor-
daria com ele. Trata-se de Aureliano de Mira Fernandes
(1884-1958), professor do Instituto Superior Técnico (IST)
e do Instituto Superior de Ciéncias Econémicas e Finan-
ceiras (ISCEF). Mira Fernandes correspondia com o mate-
maético Tullio Levi-Civita (1873-1941) e a data ja tinha pu-
blicagdes reconhecidas internacionalmente. Foi também
figura tutelar de Ruy Luis Gomes (1905-1984), professor
catedratico e matematico na Universidade do Porto e fu-
turo diretor do centro de estudos de matemadtica anexo a
essa universidade. Mira, em carta ao seu colega, mostrou-
-se agradado com a andlise, referindo que “desculpas sido
de mau pagador” e acrescentando:

A crise é, sobretudo, de pessoal. Oh! Se é! Nisto con-
corda a nossa devogdo, o nosso sacerddcio (e o nos-
so individualismo, bem entendido). Havia grande
conveniéncia, para comegar a reforma, em demitir

todo o professorado, sem exce¢do nenhuma.

Assim, matemadticos conceituados identificavam a menta-
lidade da prépria corporacio universitaria como uma das
causas da subalternidade cientifica do Pafs. Relevante sera
dizer que ambos foram homens politicamente neutros, ao
contrdrio de outros jovens investigadores envolvidos no
Movimento Matemdtico, que estava para despontar.’ No
entanto, a sua andlise era muito semelhante & dos mate-
maticos com simpatias mais a esquerda, o que sugere que
a critica podia transcender os espetros politicos.

Vejamos, por exemplo, o que o jovem Anténio Aniceto
Monteiro (1907-1980), doutorado em Paris sob a orienta-
¢do de Maurice Fréchet (1878-1973) e o grande impulsio-
nador do Movimento Matemadtico em Portugal, escreveu
nesta mesma revista, em 1942:

[...] ndo devemos ter ilusGes de espécie alguma so-
bre as dificuldades que nos esperam! Ha que con-
tar — isto é de todos os tempos! — com um recrudes-
cimento da hostilidade, da ignorancia e da mé-fé;
da hostilidade daqueles para quem a estagnagdo
ou a decadéncia da nossa cultura matemadtica é a
condi¢do necessdria para a realizagdo de objetivos
que nada tém que ver com as ciéncias matematicas,
daqueles que tremem perante a ideia da existéncia
de uma juventude estudiosa consagrando inteira-
mente a sua vida e o seu entusiasmo a uma causa
pela qual eles nunca lutaram [...]
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» Figura 1. Em 1942, o conceituado matemdtico fran-
cés Maurice Fréchet veio a Portugal realizar um con-
junto de conferéncias na Faculdade de Ciéncias de
Lisboa, a convite do seu discipulo Anténio Monteiro.
Segundo Monteiro, ndo "havia na assisténcia um unico
professor ou assistente de Matemdtica da Faculdade".
[11 Na foto, varios elementos do Movimento Matema-
tico na Escola Politécnica, a maioria bolseiros da JEN
(da esquerda para a direita): Hugo Ribeiro, Armando
Gibert, Anténio Aniceto Monteiro, Manuel Zaluar
Nunes, Bento de Jesus Caraca, Maurice Fréchet, José
Sebastido e Silva, Ruy Luis Gomes, José Ribeiro de
Albuquerque, Augusto Sd da Costa. Janeiro ou feve-
reiro de 1942. Agradecimentos a Jorge Rezende pela
disponibilizacdo da fotografia.

[1]: Carta de Anténio Monteiro a Abel Salazar, 1942,
Espdlio Abel Salazar, Casa-Museu Abel Salazar.

Monteiro, um homem de simpatias a esquerda, focava-se,
também, numa questdo de mentalidade. Importante sera
dizer que, a esta data, a investigagdo cientifica ganhava
fmpeto nos recentemente fundados centros de estudo
anexos as universidades, criados pela Junta de Educacgao
Nacional (JEN). A fundagéo desta primeira institui¢do de
politica de ciéncia, em 1929, é um marco da maior impor-
tancia na histéria da organizacdo cientifica portuguesa;
numa primeira aproximagdo, podemos considerd-la a
instituicdo-mae da atual Fundagéo para a Ciéncia e a Tec-
nologia (FCT). Quase todos os jovens matemadticos envol-
vidos no Movimento Matemdtico foram bolseiros desta
institui¢do. O aparecimento da JEN acabou por espoletar
tensdes entre a universidade enquanto espago de reprodu-
¢do de saberes e os centros enquanto espagos de criacdo de
conhecimento® — tensées que ainda hoje podemos, alids,
reconhecer nas unidades de investigagdo do Pais.

Note-se que Monteiro se referia a dificuldades “de
todos os tempos”, isto é, a resisténcia a mudanga intem-
poral que o conservadorismo de qualquer tipo imp6e por
necessidade. Por isso, a questdo é mais complexa do que
reduzir as suas palavras a uma critica ao fascismo ou a
ditadura, apesar de haver quem as interprete dessa ma-
neira. Chegamos pois a segunda razdo habitual para jus-
tificar os insucessos cientificos do nosso pais: a ditadura e
a perseguicao politica.

Embora se reconheca que o ideal seja fazer ciéncia em
tempos de liberdade democratica, a historiografia das ci-
éncias recente tem desmistificado a ideia de que as ditadu-
ras fascistas ou comunistas eram necessariamente incom-
pativeis com a ciéncia.” O fascismo espanhol, italiano ou



alem&o ndo impediu o surgimento de cientistas e escolas

de investigagdo importantes; a Rissia comunista gerou
provavelmente a melhor escola de matemdtica do século
XX. Mesmo em Portugal, foi jd no periodo de ditadura,
com Anténio de Oliveira Salazar (1889-1970) na pasta das
Finangas e Gustavo Cordeiro Ramos (1888-1974), germa-
noéfilo, na pasta da Educagdo, que foi criada a JEN, em
1929. Mais do que isso, tal como demonstrado pelo his-
toriador das ciéncias Quintino Lopes, nos seus primeiros
anos, a JEN teve em média uma percentagem da dotacao
orcamental ligeiramente superior a da sua congénere es-
panhola — a Junta para Ampliacién de Estudios e Investigacio-
nes Cientificas. Como Lopes escreve, este facto “complexi-
fica a realidade usualmente sugerida”.’

Quanto a represséo, hd que relembrar, com efeito, que
o Estado Novo levou a cabo vdrias purgas de professo-
res que considerou elementos subversivos, em particular
em 1935 e em 1947. Estes foram rudes golpes para os gru-
pos de investigacdo cientifica em ambiente universitdrio,
que se iam formando a essa data. No entanto, sabemos
hoje que as universidades tiveram um papel ativo e néo
apenas passivo no espoletar destas demissdes. Nos bas-

2 Carta de Aureliano de Mira Fernandes a José Vicente Gongalves, 31 de
maio de 1930, em Cecilia Costa, “Sobre a correspondéncia epistolar de
A. Mira Fernandes a matemdticos portugueses”, Boletim da Sociedade
Portuguesa de Matemdtica, n.o especial, Actas do Coldquio do cinquentend-
rio da morte de Aureliano de Mira Fernandes (2008): 89-124.

*Nao cabendo neste pequeno artigo referir toda a literatura existente
sobre o assunto, ver, por exemplo: llda Perez e J. M. Mascaranhas, eds.,
Movimento Matemdtico, 1937-1947 (Lisboa: C.M.L; Museu Republica e
Resisténcia; SPM, 1997); Jorge Rezende, Luiz Monteiro e Elza Amaral,
eds., Antdnio Aniceto Monteiro: Uma Fotobiografia a Vdrias Vozes (Lisboa:
Sociedade Portuguesa de Matemdtica, 2007); Lufs Saraiva,“A Década
Prodigiosa da Matemdtica Portuguesa: Os Comecos da Sociedade
Portuguesa de Matematica (1936-1945)", Revista Brasileira de Histdria da
Matemdtica | '|,n.0 23 (201 1):73-98.

o

4 Anténio Monteiro, “Movimento Matemadtico,” Gazeta de Matemdtica, n.
10 (1942): 26.

5Ver Angela Salgueiro, Ciéncia e Universidade na | Repdblica (Casal de
Cambra: Caleidoscépio, 2018), pt. II.

¢ Por exemplo, Jorge Rezende, “Sobre as perseguicSes a cientistas duran-
te o fascismo”, Vértice, I, n.o 166 (2013): 59-89.

"Ver, por exemplo, o volume 3 do Journal of History of Science and Tech-
nology (HoST), dedicado as relagdes entre fascismo e ciéncia: HoST, The
Fascistization of Science, 2009.

8 Quintino Lopes,"A Junta de Educagao Nacional (1929/36):Tracos de
Europeizacdo na Investigagao Cientifica em Portugal” (Tese de doutora-
mento, Universidade de Evora, 2017), 42.
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tidores, os académicos mais conservadores acusavam 0s
professores-investigadores mais criticos e ativos de terem
ideias subversivas, como forma de sabotarem os seus tra-
balhos. Entre o status quo abundavam professores de sabe-
res enciclopédicos, de conhecimentos ultrapassados e que
encaravam o doutorado ndo como um especialista mas
como um superlicenciado.

Quem sofreu particularmente com este ambiente de di-
famacdo e intriga, para o qual o Estado Novo naturalmente
contribuiu, foi 0 movimento matemdtico portugués. Ser-
vindo esta interpretagdo histdrica, estd uma entrevista que
o matemdtico Alfredo Pereira Gomes (1919-2006) deu de-
pois do 25 de Abril. Pereira Gomes envolveu-se com o mo-
vimento matematico a partir do Porto, por intermédio de
Luis Gomes e Ant6nio Monteiro. Comentando o trabalho
cientifico em equipa nos tempos do Estado Novo, disse:

“As dificuldades eram muitas, mas ndo era a PIDE.
A PIDE era perigosa, mas era para certas coisas.
[Pelo contrdrio], as dificuldades e as obstrugées
para uma atividade progressista neste sentido
eram os oficiais do mesmo oficio. Uns por inveja,
outros por inépcia [...] Havia por exemplo a difi-
culdade em encontrar uma sala na Faculdade de
Ciéncias do Porto ou no Instituto Superior Técni-
co. Os mand&es ndo davam sala para essa gente.
E surpreendente, ndo é? Havia salas as moscas!
Ndéo davam para se fazerem semindrios, para se fa-
zerem reunides. E foram esses mesmos que depois
denunciaram as pessoas ativas como tendo ideias
subversivas.”

Estas palavras mais convincentes se tornam se relembrar-
mos que este matemdtico foi militante comunista, irmao
de Soeiro Pereira Gomes (1909-1949), este tiltimo dirigente
do Partido Comunista Portugués (PCP) durante os anos
40. N4o tinha, portanto, qualquer afinidade pelo regime,
pelo contrédrio. Os “oficiais do mesmo oficio” e os “man-
ddes” a que Pereira Gomes se referia eram, pois, os profes-
sores mais conservadores. A cabeca, temos por exemplo
Victor Hugo Duarte de Lemos (1894-1959), professor de
Matematica e diretor da Faculdade de Ciéncias de Lisboa
(FCUL) entre 1932 e 1944. Apesar de Lemos se envolver
com o Movimento Matematico, Chegando inclusive a ser
vice-presidente da Sociedade Portuguesa de Matematica e
assinando até um documento que defendia a reintegragdo
de Monteiro quando lhe foi retirada a bolsa de que usu-
frufa, a verdade é que tanto Lemos como a FCUL eram
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considerados pelos jovens matemadticos — em particular
Monteiro e o seu discipulo Hugo Baptista Ribeiro (1910-
1988) — 0s “inimigos ndmero 1” da investigacdo e da mate-
matica." O matemético José Sebastido e Silva (1914-1972),
parte deste grupo de jovens matematicos e outro discipulo
de Monteiro, queixava-se, em particular, da “ma vontade
da mestranca.”"” As aparéncias, pois, iludem.

Contribuindo ainda para complexificar as relagoes
entre politica e ciéncia neste periodo, hd que dizer que o
papel do PCP nem sempre foi alinhado com o progresso
das ciéncias. Ressalve-se que a esquerda era, naturalmen-
te, o simbolo da mudanca e da renovagédo e que o PCP teve
um papel importante inegdvel enquanto forca agregadora
entre estes jovens matematicos. Relembre-se também que
os elementos do Movimento Matematico se reuniam com
Alvaro Cunhal (1913-2005) no jardim botanico da Escola
Politécnica de Lisboa e participaram nos passeios no Tejo
organizados por Anténio Alves Redol (1911-1969), impor-
tantes para a reorganizagdo do PCP na década de 40.

Contudo, as forgas oposicionistas tinham as suas
agendas. Entre a luta surda, o ambiente tornava-se hostil
ao trabalho continuado. Vejamos a entrevista que Maria
do Pilar Ribeiro (1911-2011), professora de Matematica
e esposa de Hugo Ribeiro, deu também depois do 25 de
Abril. Sobre a perspetiva, durante a década de 40, de ser
criado um instituto de matemaética (que nunca Chegou a
existir), comentou:

“Néo havia ambiente para trabalhar. O Instituto
para a Alta Cultura [institui¢do sucessora da JEN]
quis fazer um Instituto de Matemdtica. Depois,
havia oposi¢bes. Ndo sei se do Salazar também.
Mas havia gente nesse grupo que ia pertencer ao
Instituto de Matemadtica, mais ligada a esquerda,
que era contra o Salazar, gente ligada ao Partido
Comunista, o Manuel Valadares e o José Morgado
[...] Esses trouxeram a noticia de que o Partido Co-
munista se opunha [ao Instituto], porque achava
que isso era dar gléria ao Salazar. Portanto, ndo ha-
via nada a fazer. De maneira que havia oposicdo de
um lado e oposi¢do do outro.”

Neste contexto, merece, por exemplo, ser mais bem estu-
dado o papel de Bento de Jesus Caraca (1901-1948), que
fez parte do Movimento Matemadtico e cuja importancia
enquanto professor, divulgador e mentor é inegdvel. No
entanto, ndo era um investigador, como os préprios Mon-
teiro ou Ribeiro reconheciam, e o intensificar do seu en-
volvimento politico, em particular com o PCP, acabou, na



opinido dos mesmos, por ter uma “influéncia perniciosa
najuventude.”’* Relembremos que estas palavras eram es-
critas por dois jovens matemdticos que eram eles préprios
parceiros de Caraga e que foram contra a ditadura. A His-
téria ndo se pode reduzir, pois, a andlises a preto e branco.

Terd ficado claro que ndo devemos olhar apenas para
externalidades como a falta de dinheiro ou a perseguicdo
politica para justificar alguns dos atrasos cientificos por-
tugueses. Mais do que isso, ao avaliar as relagdes entre
politica e ciéncia, ndo devemos cair na tenta¢do de recor-
rer a dicotomias redutoras como “colaboracionistas versus
antissituacionistas”. Os atores histdricos, precisamente
por serem humanos, sdo complexos e cheios de contradi-
¢des. Por fim, conhecendo melhor a histéria da organiza-
¢do cientifica portuguesa, podemos aproveitar para nos
questionarmos: de quantas “fracas razdes” continuamos,
ainda hoje, a valer nas universidades, para justificar algu-
mas das nossas faltas de qualidade e produgao cientificas?
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Tendo como mote o trabalho [4], este
texto descreve o modelo epidemiol6gi-
co SIR (modificado) com a particularidade
de que o parametro que modela a taxa de
infegdo apresenta variagdes sazonais. Des-
creve-se, de uma forma acessivel, a dindmi-
ca do modelo e enuncia-se que, sob certas
condigdes, o fluxo associado pode exibir
caos. A existéncia de caos nestes modelos
tem consequéncias ligadas a impossibilida-
de de efetuar previsdes precisas do niimero
de infetados pela doenca (ao longo do tem-
po). Os resultados analiticos obtidos sdo
consistentes com a crenga empirica de que
sazonalidade intensa em modelos epide-
mioldgicos induz maior erro nas previsdoes.
No decorrer da exposigdo, explicitar-se-4 a
ideia geométrica da prova da existéncia de

caos na dindmica do modelo.

1. INTRODUCAO

A emergéncia de modelos matemadticos associados a epi-
demiologia trouxe uma importante contribuigdo para o
combate a uma vasta gama de doencas como a SIDA, a
tuberculose, a hepatite e, mais recentemente, a COVID-19
[5]. Vérios modelos tém sido generalizados de diversas
formas para decidir sobre medidas preventivas para con-
ter a proliferacdo de doencas infecciosas.

O modelo SIR [8] é um dos modelos compartimentais
mais simples e muitas equagdes diferenciais em contex-
to epidémico advém desta forma bdsica. Assenta na di-
visdo da populagdo em trés grupos de individuos (com-
partimentos): Suscetiveis (S), Infetados (I) e Recuperados (R),
sendo razoavelmente preditivo no dmbito de doengas
infecciosas transmitidas de humano para humano e em
que a recuperagao confere resisténcia como o sarampo, a
parotidite e a rubéola [11]. Sob condi¢bes genéricas, sabe-
-se que o fluxo associado ao modelo SIR cldssico possui
um atrator global [7].

Embora o impacto da sazonalidade para modelar a
evolugdo de algumas doengas especificas possa ser ne-

gligenciado, noutros casos esse impacto é extremamente
importante e deve ser tido em conta no modelo. O estado
atual da pesquisa indica evidéncias empiricas da presenga
das forgas sazonais em modelos epidemiolégicos, incluin-
do factores que influenciam a dindmica da transmissdo
da doenga ao longo do tempo, como o hordrio escolar ou
de trabalho das populagGes sobre as quais recai o estudo,
mudangas climaticas e ambientais, decisdes politicas, en-
tre outros [3]. A gripe sazonal é um exemplo paradigmati-
co em que a sazonalidade desempenha um papel crucial
na dindmica pois hd periodos do ano em que a incidéncia
dessa gripe tem maior prevaléncia’.

Em modelos matemaéticos que incluem sazonalidade,
os pardmetros sdo geralmente modulados através de fun-
¢Oes periddicas [6,7], que, naturalmente, adicionam maior
complexidade aos modelos cldssicos.

1.1.
Perturbados

Estado da Arte em Modelos Periodicamente

Em 2001, os autores de [7] analisaram um modelo SIR
sazonalmente forcado direcionado para a evolugdo do
sarampo e da rubéola e concluiram que a dindmica das
doencas em populagdes submetidas a sazonalidade é mais
complexa. Em [2, 6] estuda-se a dindmica de vdrios tipos
de modelos aplicados a epidemiologia em que a taxa de
transmissao de doencas é modulada através de uma fun-
¢do periddica. Em 2017, os autores de [1] procuraram com-
preender as consequéncias da sazonalidade em modelos
epidemioldégicos e mostraram, analiticamente, a existén-
cia de caos (ferraduras) sob a existéncia de sazonalidade
na transmissdo da doenga, baixas taxas de natalidade e
mortalidade, e elevadas taxas de recuperacéo.

1.2. Nimero Basico de Reproducio

O niimero bdsico de reprodugdo, denotado por R, pode ser
visto como um parametro destinado a quantificar a pro-
pagacdo da doenga, estimando o niimero médio de infe¢des
secunddrias numa populacdo completamente suscetivel.
A constante R tem sido amplamente utilizada como uma
medida para estimar a eficicia das medidas de controlo
sanitdrio e para conduzir a politica de gestdo de doengas.
Estatisticamente, admitindo que os parametros do mode-
lo sdo constantes, se Ry < 1 entdo a propagacdo da doen-
¢a diminui e é eliminada, enquanto que se Ry > 1 entdo

1 Sugere-se a consulta da figura 10 de https://www.insa.min-saude.pt/wp-
-content/uploads/2022/05/520_2022.pdf para andlise dos perfodos com
maior incidéncia de gripe sazonal (Fonte: Direccao.Geral ds Saude).
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a doenga persiste [9]. No entanto, em modelos em que os
parametros s&o varidveis, este juizo pode falhar: doencas
podem persistir com Ry < 1, como veremos ao longo do
presente texto.

O artigo [4] é uma investigacdo preliminar da intera-
¢do entre sazonalidade, dindmica deterministica e persis-
téncia de caos, fornecendo uma compreensdo matematica
da dindmica de certos modelos epidemiolégicos. Em [4]
exibe-se explicitamente um sistema dindmico multipara-
métrico inspirado no modelo SIR com R < 1 para o qual
a componente I ndo tende para 0. Prova-se analiticamente
que, sob perturbagdes periddicas com alta frequéncia na
taxa de infec¢do (< alta sazonalidade), caos aparece per-
sistentemente no seu fluxo. Embora o modelo em anélise
apresente limitagGes biolégicas, a prova da persisténcia da
dindmica cadtica é relevante porque se preconiza alguma
precaucdo em previsdes epidemioldgicas na presenca de
sazonalidade.

Nao ¢é objetivo do autor uma descri¢do exaustiva do
modelo nem a apresentacdo de defini¢des técnicas. Assu-
me-se que o leitor possui conhecimentos basicos de equa-
¢Oes diferenciais ordindrias. Para o leitor interessado nos
detalhes e provas, sugere-se a leitura de [4, 7], salientando-
-se a exposi¢do primorosa da segunda referéncia. A de-
finicdo de caos que serd usada ao longo do texto é a de
atrator estranho de [12, §2.3]: o fluxo apresenta um conjunto
invariante, fechado e limitado onde quase todas as orbitas apre-
sentam uma diregdo expansiva.

2. DINAMICA DO MODELO SIR MODIFICADO
Nesta seccao, apresenta-se o modelo em consideragéo e os
principais resultados.

2.1. Modelo

O modelo SIR cldssico assume a divisdo da populagéo (hu-
mana) em trés classes de individuos [8] face a uma doenca
infecciosa:

» Suscetiveis (S): individuos que atualmente nédo estdo
infetados mas que podem contrair a doenga;

» Infetados (I): individuos que estdo atualmente infe-
tados e que podem transmitir ativamente a doenca a um
individuo suscetivel, até a sua recuperagdo;

» Recuperados (R): individuos que atualmente nado po-
dem ser infetados nem podem infetar individuos susceti-
veis. Inclui individuos que tém imunidade definitiva por-
que recuperaram de uma infegéo recente.

As letras S, I e R denotam o nimero de individuos
de cada classe. Assume-se que os individuos suscetiveis
nunca estiveram em contacto com a doenga e que ficam
imunes a doenga quando recuperam. Inspirado em [8],
o sistema ndo linear de equagdes diferenciais ordindrias
(ODE) nas varidveis S, I e R que se vai considerar (depen-
dendo da varidvel tempo t) é dado pela seguinte familia
no parametro 7:

$=S(A—S)— B, (VIS
I':,BA,(t)ISf(ynLd)Ifar—_il @.1)
_orl
a1 Y
onde

X(t) = (S(t),1(t),R(t) € (Ry)?,

X o= GLR) = ($49),

By(t) = Bo(l+7rP(wt)).

O parametro v controla a deformagéo do gréfico f., relati-
vamente a fungdo constante igual a fo. A figura 1 ilustra a
interacdo entre as classes de individuos suscetiveis, infec-
ciosos e recuperados no modelo (2.1).

Figura 1. Diagrama esquemdtico do modelo (2.1). As caixas representam compartimentos
e as setas indicam o fluxo entre os compartimentos.
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2.2. Interpretacdo dos Pariametros
Os parametros de (2.1) sdo calculados estatisticamente e
podem ser interpretados da seguinte forma:

A: Limite de capacidade de Suscetiveis na auséncia
de doenga;

v: Amplitude da variagdo sazonal que oscila entre
Bo (1 + 7y mingc (o 7y q)(t)) > 0 (época baixa) e

Bo (1 + v maxe[o 7] q)(t)) (época alta), para al-
gum T > 0 — ver figura 2;

Bo: Média da taxa de transmissdo da doenga na
auséncia de sazonalidade?;

®(wt): Efeitos da sazonalidade peri6dica ao longo do
tempo com frequéncia w > 0;

u: Taxa de mortalidade natural de infetados e re-
cuperados;

d: Taxa de mortalidade de individuos infetados
pela doenga;

r: Taxa de cura;

a: "Mede" os efeitos de um atraso na resposta ao
tratamento que é proporcional a saturagdo dos
servigos de satde.

Figura 2. Representacdo grafica da taxa de infecdo
By(t) com y > 0 (a vermelho).

2.3. Motivacdo
O sistema (2.1) foi inspirado no modelo SIR cléssico [8],
com as seguintes adaptagdes:

(1) Na classe dos Suscetiveis considera-se o crescimento
logistico S(A — S) [10] ao invés de crescimento line-
ar ou exponencial;

(2) A taxa de transmissdo da doenga é dada por uma
funcdo peridédica ndo auténoma capaz de capturar

variagoes sazonais [7] em vez da fungdo constante
(modelo cléssico);

(3) A transicéo de Infectado para Recuperado é dada pela

rl
a+l’

clinicas que ndo crescem linearmente com o niimero

fungéo contemplando a limita¢do das condigdes
de infetados [14]. O termo consagra ainda os efeitos
de atrasos na resposta ao tratamento.

2.4. Hipoteses
Daqui em diante vai-se admitir as condi¢gdes que se se-
guem, habituais em contextos epidemioldgicos periodica-
mente for¢ados:

(1) Os parametros de (2.1) sdo ndo negativos;
() Paratodo ot € R], tem-se que S(t) < A;

(B)ParaT >0 ey > 0, a fungdo ® : R — R é C!, T-pe-
riédica, e tem (pelo menos) dois pontos criticos néo
degenerados.

O espago de fase associado a (2.1) é um subconjunto de
(R{)? munido da métrica euclidiana, e o conjunto de pa-
rametros é dado por:

A={(ArBoaud) e R}, v e and w e RY,

onde ¢ > 0 é arbitrariamente pequeno. As duas primeiras
equacdes de (2.1), Sel, sdo independentes de R, razéo pela
qual se pode reduzir (2.1) a:

S=S(A-S5)—B,(HIS

x=fy(x) &
rl
a+1’

2.2

[=B,(t)IS—(u+d)—

com x = (S, I). Denote-se por fy(x) o campo de vetores
associado a (2.2) que estd bem definido em (Rj )%

2.5. Resultados

Tal como ja foi referido na secgdo 1.2, o escalar R pode
ser visto como o nimero médio de contactos geradores de
infe¢do de um tnico individuo durante todo o periodo em
que permanece infectado. De acordo com [1, 9], para o mo-
delo (2.1), esse nimero pode ser calculado explicitamente
do seguinte modo:

2Em §2.4 serdo enunciadas as propriedades analiticas sobre esta
funcio.
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14+f -z

L >0, (3
]A + 2

RO T~>+oo T /
O resultado principal de [4] enuncia que existem parame-
tros em A tais que, se w for suficientemente grande, entdo
é "probabilisticamente facil" encontrar campos de vetores
da familia f, cuja dindmica exibe caos e onde é dificil efe-
tuar previsdes rigorosas acerca da evolugdo do niimero de
infetados. Este fenémeno pode ter consequéncias a nivel
pandémico. Mais formalmente, tem-se:

Teorema A. [4] Existe um conjunto aberto e ndo vazio
de A, e w* > 0, para os quais o modelo (2.2) apresenta
Ro < 1 e tal que, se w > w*, entdo a seguinte desigual-
dade é vdlida:

lim inf [{v €[0,¢] : f, exibe caos} |
e—0t £

>0, 2.4

onde| - | denota o comprimento usual.

As implicagdes dindmicas do teorema A sdo natural-
mente induzidas para o sistema (2.1). O resultado é consis-
tente com a crenga empirica de que a sazonalidade intensa
induz caos [1, 6, 7].

3 IDEIA GEOMETRICA DA PROVA E IMPLICAGCOES
BIOLOGICAS

Nesta seccdo descreve-se a ideia geométrica da prova e as
implicagdes epidemiolégicas do Teorema A.

3.1. Considerag¢des acerca da Prova
A demonstragéo do teorema A em [4] assenta nas seguintes
ideias:

» Para y = 0, existe um conjunto aberto e ndo vazio de
A para o qual Rg < 1e o sistema (2.2) exibem uma solugao
periddica atratora, como sugerido pela figura 3;

» Para v > 0 e w =~ 0, o sistema ndo auténomo (2.2) é
equivalente a um sistema auténomo tridimensional exibin-
do um toro bidimensional invariante e atrator;

» A medida que w vai crescendo, o toro vai sendo des-
truido e, para w suficientemente grande, emergem atrato-
res cadticos observédveis numericamente ('rank-one attrac-
tors" na terminologia de [13]).

O método para encontrar atratores estranhos ndo pode
ser usado diretamente no modelo SIR cléssico [8]; é necessa-
rio incluir o crescimento logistico em (2.1) para definir um

conjunto aberto de pardmetros no qual ocorre uma bifur-
cagdo de Hopf. Produzindo um toro invariante no sistema
auténomo associado, a teoria associada a "Quebra de toro”
[12] pode ser aplicada e a abundéancia de atratores estranhos
segue por [13]. A prova do teorema A é vilida para outros

Figura 3. Esquema do diagrama de fase da equagdo (2.2). Os
pontos representam equilibrios. A curva fechada a azul deno-
ta uma solugdo periddica atratora.

modelos com perturbagdes periédicas cujo fluxo exiba uma
solugdo periédica atratora.

3.2. Implicacdes Biolégicas

Em [4] procura-se entender as consequéncias da sazonali-
dade em modelos epidémiolégicos simples. Analisa-se um
sistema dindmico periodicamente forgado inspirado no
modelo SIR através da adi¢gdo de um termo ndo auténomo
da forma

By(t) =

O modelo de [4] contempla a capacidade-limite da popula-

Bo (1 +yD(wt)).

¢do [14] e uma taxa de tratamento saturada [9]. O termo ®
em f,(t) pode ser visto como uma fungdo periédica com
dois extremos globais (governando as estagbes definidas
pelas condigdes meteoroldgicas). O parametro w pode ser
interpretado como uma sazonalidade extra em relagdo a
fungdo & original. Este pardmetro w > 0 pode ser deter-
minado por motivos politicos, férias escolares e/ou confi-
namentos forcados.

Finaliza-se esta secgdo com uma breve consideragdo so-
bre o ntiimero Ry usado em modelos epidemiolégicos. O
modelo estudado em [4] apresenta caos e Rg < 1, eviden-
ciando que o niimero de infetados pode néo estar contro-
lado com Ry < 1. A definigdo de Ry ndo é uma grandeza
universal que se aplique a todas as configuragdes [9].

Se o escalar R for usado em trabalhos de investigacao,
ele deve ser acompanhado das premissas subjacentes ao
modelo e da evidéncia de que ele é realmente um critério
de controlo. Este facto deve servir de alerta para todos os
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que fazem célculos numéricos e que deduzem que a doencga
infecciosa desaparece meramente porque Rg < 1.

4. PROBLEMA EM ABERTO: A VACINAGCAO
A existéncia de caos (atratores estranhos) em modelos
epidemiolégicos pode ser vista como um fenémeno in-
desejavel associado a imprevisibilidade. Neste sentido, o
problema de converter caos em dindmica regular torna-se
particularmente relevante. No contexto do sistema (2.1),
evitar dindmicas cadticas pode ser operacionalizado pela
introdugdo de uma perturbacao periédica que modela uma
estratégia de vacinagio sazonal, v(t). Simula¢des numéricas
mostram que uma diferenga de fase entre as duas fungdes
periédicas (taxa de infecdo B(t) e taxa de vacinagéo v(t))
podem desempenhar um papel importante no controlo do
caos. Tal controlo pode contribuir para otimizar a politica
de vacinagédo, garantindo que a proporcdo de individuos
Suscetiveis permanece abaixo de um determinado limiar.
Em [4], conjetura-se que se a frequéncia de v(t) for su-
ficientemente préxima da frequéncia de g, (t) e separada
por uma constante de fase, entdo a emergéncia de caos
nao € possivel, estabilizando assim a dindmica do sistema.
A prova dessa conjetura é um trabalho em curso no tra-
balho de doutoramento de J. Carvalho (Universidade do
Porto).

O autor contou com o apoio do CMUP, Portugal (UIBD/
MAT/00144/2020), que é financiado pela Fundagdo para a Ci-
éncia e a Tecnologia (FCT) com fundos estruturais nacionais e
europeus através dos programas FEDER, no dmbito do PT2020.
Também teve apoio do projeto CEECIND/01075/2020 do Estimu-
lo do Emprego Cientifico (Apoio Individual) financiado pola FCT.
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DINIS PESTANA:
RELATOS DE UM PERCURSO

Professor catedratico aposentado do Departamento de Estatistica
e Investigagdo Operacional da Faculdade de Ciéncias da Univer-
sidade de Lisboa, Dinis Duarte Ferreira Pestana licenciou-se em
Matemdtica Pura pela Universidade de Lisboa em 1972, vindo a
doutorar-se em Sheffield, UK, em 1978, sob orientagao do Prof.
D. N. Shanbhag. Fez uma notabilissima carreira de probabilista e
de estatistico, contando com inimeros artigos antes e depois da
sua aposentagdao (em novembro de 2010), sendo ainda hoje inves-
tigador do Centro de Estatistica e Aplicagdes da Universidade de
Lisboa e do Instituto de Investigacdo Cientifica Bento da Rocha Ca-
bral. Tendo lecionado sobretudo Probabilidade, Estatistica, Bioes-
tatistica, Amostragem e Andlise Numérica, primeiro na Secgio de
Matemdtica Aplicada e, depois, no Departamento de Estatistica e
Investigagao Operacional, ficaram famosas as suas aulas (e os enun-
ciados dos seus exames...). Espelho da sua dedicagao a investigacao
e ao ensino siao os 2| doutorandos que orientou. Dinis Pestana é
um sedutor: pela elegancia e pela simpatia do acolhimento, pela sua
vasta erudi¢ido que ndo se cinge a sua area de atuagdo (rapidamente
passando da literatura a musica), mas também pelos inumeros epi-
sédios (por vezes hilariantes) com que vai salpicando a conversa.
N3ao se sente a passagem das horas e o que de seguida se regista é
uma restrita amostra da conversa tida em finais de junho. Amostra
enviesada, certamente (ha episédios ndo publicaveis...).

ANA MENDEs
Escola Superior de
Tecnologia e Gestio
do Politécnico de
Leiria

PAuULO SARAIVA
Faculdade de
Economia da
Universidade de
Coimbra, CMUC e
CeBER

Dinis Pestana recebe-nos em Cacilhas, nas instalagdes do Clube Naval de Almada, justamente ao

lado da doca seca onde repousa o antigo submarino Barracuda. Mal nos apresentdmos, e mesmo antes de

explicarmos o modus faciendi da entrevista, ja Dinis Pestana nos brinda com um exemplar da sua “dama

favorita”, a Estatistica.
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DINIS PESTANA Eu pertencia, em 2001, a uma subco-
missdo do Conselho Superior de Estatistica para prepa-
ragdo do censo. Os Censos sdo inquéritos que visam o
recenseamento geral da populagdo e também o da habi-
tagdo e podem conter algumas perguntas que parecem
abstrusas... Se me perguntarem qual o tipo de cobertura
do meu prédio, ndo fago a menor ideia. A subcomissao
recebeu mil e tal sugestées de alteracdo ao projeto de in-
quérito que tinha sido divulgado, que é a melhor maneira
de ndo se alterar nada... Porque, as tantas, aquilo cansa.
Por pressdo de certos grupos, pretendia-se que figurasse
uma pergunta sobre quantas lésbicas ou homossexuais
havia no agregado familiar. E eu disse que isso era a me-
lhor forma de ter uma subavalia¢do. Primeiro que nada,

Dinis Pestana, conversa em Cacilhas (junho de 2022)

porque o chefe de familia se calhar é o dltimo a saber
dessas coisas. Por outro lado, responder sinceramente a
uma pergunta destas é uma coisa que se sabe que pode
néo acontecer. E, além disso, é um risco para quem faz
as entrevistas, pois pode ser agredido por pessoas que
tenham ideias mais preconceituosas. Uma obra interes-
sante sobre amostragem é o famoso Relatério Kinsey so-
bre sexualidade’, onde ele refere precisamente a forma
de perguntar e diz que hd determinadas perguntas que
ndo se podem fazer diretamente, sendo melhor fazé-las
como se ja se soubesse a resposta e esta fosse a menos

'Kinsey AC, Pomeroy WR, Martin CE. Sexual behavior in the human male.
1948. Am | Public Health. 2003 Jun;93(6):894-8.
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pacifica, digamos. Por exemplo, numa situacdo destas
(uma parte do inquérito deles era exatamente sobre ex-
periéncia homossexual e tem muitos disparates), eles
nunca perguntavam diretamente se a pessoa jd tinha
tido alguma experiéncia homossexual, porque dizer sim
ou ndo era ficil. Perguntavam antes hd quanto tempo é
que teve a tltima experiéncia homossexual. O capitulo
2 do livro chama-se “Amostragem” e tem uma série de
consideragdes judiciosas e interessantes sobre o assunto.
Ainda a respeito da revisdo dos Censos, de todas as su-
gestdes a tinica que foi adotada por imposicado politica, e
que causou o protesto veemente de todo o Conselho, foi
a pergunta “Quantos deficientes existem nesta casa?”.
Foi uma pergunta totalmente esttipida, porque eu posso
considerar que sou deficiente por ser obeso, ou por usar
6culos ou por ouvir mal, mas a maior parte das pessoas
ndo considera estas caracteristicas uma deficiéncia, por-
tanto, é uma pergunta que nao estd determinada de tal
forma que tenha algum interesse.

GAZETA [DE MATEMATICA] Professor, iniciamos en-
tdo a entrevista com perguntas simples. Em que momen-

to da sua formacao se tornou claro que a Matemadtica iria
ser a sua disciplina de formagdo? Que pessoas tiveram

Dinis Pestana, conversa em Cacilhas (junho de 2022)
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influéncia nessa decisao? E porqué Matemdtica Pura?

DINIS PESTANA A decisdo teve um motivo muito sim-
ples: desde muito cedo ganhava o meu dinheiro dando
explicagdes, e todos os meus alunos estavam a optar pe-
las dreas de Ciéncias, Engenharia, Economia, pelo que,
para os manter, tinha de aprender mais Matematica,
Fisica e Quimica. Por isso (na altura, aluno do 1° ano
da licenciatura em Romanicas), decidi averiguar o que
era necessdrio para mudar para o curso de Matematica,
descobrindo que tinha de fazer os exames de Matemdti-
ca, Fisica e Quimica, e Desenho (Geometria Descritiva)
do entdo 7° ano. Comprei os livros e estudei-os (apenas
uma vez cada, foi em meados de maio e 0s exames eram
em junho, ndo deu para mais). Consegui assim mudar
de curso, e a escolha de Matemadtica Pura também foi
muito pragmadtica: nas disciplinas de Matemdtica nao
havia assinatura de folhas de presenga, e por isso con-
tinuava a ter muito tempo para dar explicages. Quase
tenho vergonha de o dizer, mas na altura em que eu es-
tava no 3.° ano da faculdade, acho que fui a duas aulas
durante o ano inteiro. Enquanto na altura um professor
catedrético ganhava & volta de dez contos [cerca de €50]
por més, eu ganhava 20 e tal contos a dar explicagdes.



Portanto, ndo me dava tempo para ir as aulas.

Claro que faltar as aulas tinha consequéncias, e devo
o meu curso ao melhor dos meus colegas, o Anténio
Monteiro (o melhor aluno do meu curso), que generosa-
mente me emprestava os seus excelentes apontamentos
algum tempo antes do exame.

GAZETA Que aspetos da sociedade portuguesa desse
tempo (finais dos anos ’60, inicios dos anos ‘70 do séc.
XX) foram marcantes nessa formagao?

DINIS PESTANA Eu acho que aquilo que me marcou
mais foi o facto de a minha mé&e achar que era muito mais
interessante investir na nossa instrugdo do que deixar-
-nos dinheiro [como heranga]. E dai a opgdo dos nossos
pais de nos porem, a minha irma e a mim, a estudar no
Liceu Francés, que era caro na altura, apesar de em certo
momento nos terem dado uma bolsa da Gulbenkian.

Nesse tempo dava muito pouca atengdo a Isto Tudo
que nos Rodeia (titulo emprestado do Jorge de Sena). Tive
uma adolescéncia protegida ou alienada, como preferi-
rem, vivia em Campolide e era aluno do Liceu Francés,
e tirando as férias (em familia) pouco me movia fora
daqueles polos. Como vos disse, aos 16 comecei a dar
explicagOes, e depois fui para a faculdade. Estava mais
interessado no trabalho que me dava o dinheiro para
comprar livros e nos livros que lia do que em qualquer
outra coisa. O facto de ter tido excecionais professores
no liceu, muitos dos quais ndo conseguiam trabalhar
noutro sitio devido as opgdes politicas, inclinou-me para
escolhas de esquerda, que continuam a pesar na minha
vida nos momentos de elei¢des, mas de resto o meu inte-
resse por politica é muito reduzido.

GAZETA Continuou a sua formag¢do em Sheffield. Qual a
razdo desta escolha e que recordagdes guarda da comu-
nidade matemdtica com quem partilhou esses tempos?

DINIS PESTANA A escolha de Sheffield foi uma indicacao
do Prof. Tiago de Oliveira, por achar que o Joe Gani estava
a dirigir um Departamento de Estatistica muito forte. Mas
de facto este tinha ido para a Austrdlia, deixando, porém,
como legado um corpo académico muito bom e o Applied
Probability Trust, que publica o Journal of Applied Probabili-
ty, o Advances in Applied Probability e o Teaching of Statistics.
O meu orientador foi o Dr. Damodar Shanbhag, excelen-
te probabilista, com uma obra publicada de qualidade e
consistente, apesar de muito variada. Alids, como ele me

avisou logo no inicio, teria de me despachar, pois ele mu-
dava de tema de interesse de dois em dois ou de trés em
trés anos. Na altura o interesse dele era divisibilidade in-
finita e unimodalidade, e foram esses os temas da minha
dissertacao.

Havia semindrio as quartas-feiras, mas a diversidade
do corpo docente levava a que os alunos de doutoramento
poucos interesses comuns tivessem, e de facto o contacto
com outros doutorandos fosse escasso, tirando obviamen-
te com a Ivette, a minha esposa (embora eu goste mais de
dizer que vivemos em pecado hd quase meio século, ndo
tivemos a béngédo de um padre...) e, a partir do 2.° ano, com
a Anténia Amaral, que também tinha ido para 14 fazer o
doutoramento. Ainda tentei pertencer a um grupo de tra-
balho sobre processos pontuais, mas a segunda sessdo foi
tdo lenta e gaguejante que acho que o grupo se dissolveu
por morte natural.

Eu gostei muito de estar em Sheffield. A estrutura in-
glesa é diferente da nossa. Os professores associados sdo
escolhidos com uma multiplicidade de critérios, muito
mais inglesa do que continental. Tinhamos dois professo-
res associados e um deles era a Hilda Davis que era re-
putada de conhecer todos os alunos, saber detetar todos
os seus problemas e resolvé-los. Portanto, era uma paci-
ficadora daquela gente que ainda tem as hormonas em
grande turbuléncia. Era uma pessoa encantadora e muito
especial.

Lembro-me também do professor Morris Walter, que
ndo era doutorado, mas era Full Professor, um dos nomes
grandes da Teoria de Séries Temporais, mas que era um
individuo muito estranho. N&o gostava de falar as pesso-
as. Quando ¢ que ele socializava? Sheffield estava ligado
a duas universidades de Manchester e em cada trimestre
fazia-se um semindrio comum e aquilo ficava a 45 milhas
de distancia. O departamento pagava a deslocagdo, mas
aconselhava a quem fosse de carro que levasse mais trés
pessoas, para ficar mais barato ao departamento. Nessa
altura o professor Walter procurava trés vitimas inocentes
e desconhecedoras para irem com ele. Porqué desconhece-
doras? Porque entre Sheffield e Manchester havia uma pe-
quena cidade chamada Glossop e quando o Walter chega-
va 14, estacionava o carro, porque ndo conseguia estacio-
nar em Manchester. Portanto, as pessoas [que o acompa-
nhavam]| ndo sabiam, mas quando chegavam ali, tinham
de ir [o resto da viagem] de comboio até Manchester!

GAZETA Mas foi ld que conheceu a sua esposa, a profes-
sora Ivette? Ou foi cd e convenceu-a a ir para 14?
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DINIS PESTANA Naio, nada disso! Vdo ver como estdo
enganados. A Ivette terminou o curso antes de mim, de-
vido ao tempo que passei na Faculdade de Letras. Por
isso, foi assistente das cadeiras de Teoria das Probabi-
lidades e Processos Estocdsticos, que eu tive no 4.° ano
da licenciatura. Acho que ndo fui a nenhuma das au-
las praticas de Processos Estocdsticos e a Prof.” Fatima
Fontes de Sousa queria dar-me 19, mas ela opos-se, e s6
tive 18, apesar do meu original trabalho sobre a musica
estocdstica do [lannis] Xendkis. Como castigo, na altura
em que em grupo, eu, a Ivette, a Anténia Amaral (Turk-
man) e a irm3, e a Helena Barroso (Morin), fomos passar
férias ao Algarve, quando fomos a uma boite, perguntei-
-lhe se queria casar comigo, e ela disse logo que sim. Em
setembro ela tinha de ir & Alemanha fazer um curso de
alemdo e resolvemos casar a 10 de outubro. Eu acho que
quando as coisas sdo para fazer, fazem-se! No dia em
que regressdmos das férias, acho que a Helena Barroso
disse a Ivette “Mas tu jd avisaste a tua mae?” A Ivete
disse “Nao” (a Ivette é muito distraida...). A Ivette 14
telefonou a mae, mas s6 disse que tinha uma surpresa...
Quando chegdmos, as tantas a senhora perguntou qual
era a surpresa, eu respondi que ia casar com a filha dela,
mas foi uma genuina situacdo de surdez psiquica, conti-
nuou a sorrir, e daf a um bocado perguntou de novo qual
era a surpresa, com o mesmo resultado. S6 a terceira vez
que perguntou, e a Helena Barroso lhe gritou “Ele vai
casar com a sua filha” é que ela fez um ar consternado.
[Gargalhadas]

GAZETA Foi entdo com a sua esposa para Inglaterra...

DINIS PESTANA Fomos os dois no ano seguinte. Foi um
periodo talvez um bocadinho dificil, tinhamos um mit-
do [Pedro Pestana] que tinha nascido em agosto e fomos
parald no fim de setembro. Ainda assim, tivemos os dois
bolsa da Gulbenkian.

GAZETA Regressado a Portugal, ingressa na Secgdo de
Matematica Aplicada da FCUL e, jd em 1983, no Depar-
tamento de Estatistica da FCUL. Como se chega t&o jo-
vem a coordenador do Centro de Estatistica e Aplicagdes
da Universidade de Lisboa?

DINIS PESTANA Acho que passei para a Sec¢do de Ma-
temdtica Aplicada ainda em 1975, antes de ir para She-
ffield, como assistente estagiario. No regresso, a Ivette e
eu fomos contemplados com o periodo de expansdo das
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universidades, comegado pelo Veiga Simdo (um homem
notdvel) e que frutificou com o Estatuto da Carreira Do-
cente Universitdria do tempo da Eng.” Maria de Lourdes
Pintasilgo. Assim, creio que em 1980 ja éramos professo-
res associados, e, como tivemos algum éxito em publica-
¢des, creio que obtivemos o titulo de Professor Agregado
em 1983. Por volta de 1986, como o estatuto obrigava a
por a concurso os lugares de dois em dois anos, concor-
remos ambos a professores catedraticos. Assim, foi um
misto de trabalho, sorte e oportunidades.

GAZETA Mudando de assunto, o professor tem fama de
brincalhdo, sobretudo com aqueles com quem mais se
sente a vontade. Que histérias nos pode contar sobre os
exemplos dados em aulas?

DINIS PESTANA As vezes nas aulas utilizava como ins-
piragdo dois primos da Ivette, os irméos Carlos e o Rui,
que eram gémeos. Contava a histéria de dois gémeos
que ainda estavam por nascer com temperamentos di-
ferentes. O Rui dizia ao Carlos que deveriam continuar
quentinhos dentro da mée pois os papds poderiam ser
pobres. Ja o Carlos, mais afoito, sugeria uma visita 14 fora
ansioso com a possibilidade dos brinquedos da Guerra
das Estrelas ou comboios elétricos. Um dia, o Carlos, mais
curioso, decidiu colocar a méao de fora para ver como era
o mundo exterior. Todo contente, abragou o seu irmé&o
Rui e, disse: “J4 podemos nascer! Os papds sdo ricos.
A mama até tem casaco de peles...” Este ¢ um bom exem-
plo para verem como a recolha de dados pode ser ex-
tremamente errada e que tal como nem tudo o que vem
a rede é peixe, também nem tudo o que vem a maéo é
casaco de chinchila. Houve exemplos como este que per-
correram toda a faculdade no mesmo dia.

GAZETA Este exemplo relembra-nos as provas com hu-
mor para maiores de 18 anos elaboradas pelo professor.
Quer contar-nos um pouco sobre essas provas?

DINIS PESTANA A aventura dos meus exames extrava-
gantes comega com um teste por alturas do Natal para
dispensarem de exame. Sempre fiz todos os possiveis
para que os alunos fossem aprovados e tivessem boas
notas. Na verdade, quando comecei a dar Bioestatistica
na Faculdade de Farmdcia a média das classificagbes su-
biu quatro valores, o que foi uma enorme alegria para
os diretores.

Um aluno que veio tirar ddvidas disse-me “Nao seja



mau para as criancinhas”, e eu agradeci porque isso me
lembrou a matanga ordenada pelo rei Herodes, o que me
inspirou a elaborar o enunciado do teste sobre a matan-
¢a dos santos inocentes.

Depois, foi um pouco ao sabor do acaso. Enquanto
nas cadeiras de Bioestatistica tentava usar questdes de
Biologia, nas cadeiras de Probabilidade dos cursos da
drea de Matemadtica inspirava-me em contos infantis, ou
em efemérides, como a noticia de a Lorena Bobbitt ter
cortado uma parte essencial do marido, John Bobbitt, e
té-la atirado para o jardim, sendo depois reconstituida
com tanto sucesso que ele veio a ter uma carreira no ci-
nema porno; ou o ando rezingao, que se achava preju-
dicado na reparticdo das noites que a Branca de Neve
concedia a cada ando...

Creio que a obra-prima dos meus exames é a que usa
personagens de contos infantis, mas a presidente do De-
partamento de Matemdtica da altura mandou a secre-
tdria do departamento interrogar os alunos para saber
se tinham ficado ofendidos (negaram), e isso levou-me
a perceber que nem sempre as minhas qualidades eram
apreciadas.

GAZETA Tem uma paixdo de longa data pela literatura.
Nas suas palavras, “a par da ciéncia, a literatura tem o
dom de ampliar aquilo que nos interessa e de criarmos

Dinis Pestana e Maria
Ivette Gomes em Du-
brovnik (VI International
Symposium on Comput-
ers at the University,
Dubrovnik, 1984)

um pouco mais de alma.” Como é que o seu interesse
pela literatura interseta os seus interesses cientificos?

DINIS PESTANA Sempre li muito. Tenho muito prazer
em reler. Na minha idade costumo revisitar aquilo de
que gostei, o que as vezes me desilude. Alguns livros
sdo quase uma metdfora da existéncia de universos pa-
ralelos, e proporcionam-nos emotiva e intelectualmen-
te uma experiéncia que na nossa vidinha rotineira néo
conseguiriamos ter. E a beleza encantatéria do encade-
amento de sons enche a razdo e o coracdo. O belo con-
to breve Homero, da Sophia, pode ser uma descrigdo de
como criava versos de um ritmo e de uma sonoridade
capazes de ressuscitar o radical Catilina, que, pela voz
da poetisa, diz: “sou a seta langada em pleno espago / e
tenho de cumprir o meu impulso”. No fundo, em poesia
um universo cabe num verso.

GAZETA E notével em diversos escritos e conferéncias
a sua apeténcia por questdes da filosofia da ciéncia, em
torno por exemplo da construcdo do conhecimento cien-
tifico. Cita frequentemente a resposta do fisico Linus
Pauling sobre o que estd na base do sucesso em cién-
cia, “ter muitas ideias, e a coragem de deitar quase todas
fora”, como paradigma do pensamento cientifico, com
0 seu paralelismo no trabalho do estatistico. Chegou a
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afirmar que a Estatistica converteu incerteza e acaso em
aliados, em vez de inimigos, na aventura da cria¢do do
conhecimento. Quais sdo as suas principais reflexdes em
torno desta drea?

DINIS PESTANA A metodologia da investigagao cientifi-
ca talvez tenha sido o assunto mais fascinante que apren-
di no liceu. Tive um excecional professor de Filosofia, o
Rui Grécio, que despertou o meu interesse pela Teoria do
Conhecimento e a Metodologia da Investigagdo Cientifi-
ca, temas do programa que ele tratou com muito detalhe.
Nas questées da filosofia da ciéncia, sou apenas um ama-
dor que acha que a amostragem nas urnas de Laplace nos
ensina alguma coisa sobre a construgdo do conhecimento
a partir da experiéncia, e que acha interessante que no
fim do século XIX, com instrumentos rdsticos para os
nossos tempos (como os atuais serdo em algumas déca-
das) Poincaré achasse que probabilidades superiores a
0.999 conduziam a uma “certeza moral”, e as inferiores
a 0.001 a uma “impossibilidade moral”. Alguns parado-
xo0s, por exemplo o de Sdo Petersburgo, que muitos tém
tentado contornar (o que levou em particular a criagdo da
teoria da utilidade), também me tém encantado e obriga-
do a refletir.

Mas tudo o que publiquei sobre o assunto é bastante
amador, apesar de continuar a achar interessante o que
escrevi em The Ways of Probable Truth®.
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Certo dia, um jornalista telefonou-me dizendo que
um colega de Coimbra lhe respondera que néo aposta-
va no Euromilhdes porque a probabilidade de ganhar o
jackpot era a mesma jogando ou nao jogando. Queria o
jornalista saber se compartilhava dessa opinido. Eu res-
pondi que ndo, que gostava de apostar, porque a proba-
bilidade de enriquecer a jogar ou a roubar era maior do
que a de enriquecer a trabalhar, e a minha opgéo era de
vez em quando jogar. A Santa Casa nunca teve a gentileza
de me recompensar por uma publicidade tdo genuina, e
continuo a jogar de vez em quando, o que me permitiu
comprar a minha casa dos Agores, onde passo sempre
que possivel uns dois meses por ano, e obrigou a minha
mulher a deixar de dizer quando me via comprar lotaria
que me “safa dinheiro do bolso”.

GAZETA Gosta muito dos Agores.

DINIS PESTANA Os Agores sdo muito bonitos. Orientei o
doutoramento de trés docentes da Universidade dos Ago-

res, criei amigos, tornou-se uma segunda naturalidade.

GAZETA O professor é um comunicador nato e aborda
diversos temas. Nos seus trabalhos e orientagbes gosta
também de percorrer muitos assuntos distintos e nado co-
nectados. Pensa que esta escolha possa ter sido um fator
de dispersdo na sua carreira ou enriqueceu-o?

Provas de agregacdo em 1983
(da esquerda para a direita) Tia-
go de Oliveira, Bento Murteira,
Fdtima Fontes de Sousa, vice-
reitor Gomes Ferreira, Dinis
Pestana, Rogério Nunes e Pedro
Braumann.



DINIS PESTANA Eu gosto de variedade e foi esta que
me permitiu ter um papel de auxilio a outras institui-
¢Oes de ensino. Essas institui¢cdes precisam de pessoas
com uma diversidade de cultura e de problemas que as
enriquecam. Nesse sentido, orientei de forma muito di-
ferente os meus estudantes. Sempre me esforcei por ndo
fazer repetigdes, e aprendi muito com eles e com os seus
temas.

No entanto, houve um fio consistente de trabalho em
temas de Probabilidade e Teoria das Distribui¢des, a par
da diversificacdo com os interesses ligados a orientagdo
de doutoramentos e colaboragdo com cientistas de ou-
tras dreas. Enfim, um equilibrio de unidade e diversida-
de, como creio que acontece com quem vive mais tempo.
A diversidade ocorre com o tempo, porque a vida é com-
plexa: tem uma parte real e uma parte imagindria.

Por exemplo, um dos meus excelentes alunos de dou-
toramento, o Rui Santos, fez um trabalho espetacular
sobre a tentativa de axiomatiza¢do da Probabilidade na
tese de Diogo Pacheco d’Amorim, de 1914, que transcen-
de largamente um estudo histérico. Corrige de forma
muito criativa conce¢des erradas, como o da construgdo
da probabilidade continua partindo e dobrando repe-
tidamente um segmento até ter uma curva continua, o
que leva Pacheco d’Amorim a afirmar que os dois ex-
tremos se tocam — de facto, na construgdo do Pacheco
d’Amorim o que acontece é que no limite todos os pon-
tos coincidem, o que nédo tem interesse nenhum para a
“probabilidade continua” que ele queria resolver — e que
de facto ja estava bem langada pelo Borel em 1909. O Rui
estabeleceu um resultado realmente interessante, usan-
do renormalizac¢do em cada passo da iteracdo, de forma
a, no limite, ndo ter um resultado degenerado.

GAZETA Pode referir alguns dos problemas que mais o
interessaram no decorrer da sua carreira de estatistico?
E qual é o problema que gostaria de resolver e ainda ndo
resolveu?

DINIS PESTANA Grande parte dos meus interesses de
investigacdo surgiram nos trés anos em que fabriquei o
meu doutoramento. Os temas centrais foram as leis limi-
tes de somas de varidveis aleatérias e a unimodalidade,
ficando com uma admiracdo deslumbrada pelo Paul Lévy
e o seu discipulo W. Doeblin (prematuramente morto na
guerra, mas que antes disso caracterizou os dominios de
atracdo das estdveis para somas), e pela caracterizagio de
Khinchine das autodecomponiveis para somas.

Depois descobri a teoria de representa¢ées usando
pontos extremos, com a andlise estocdstica de D. G. Ken-
dall e do seu discipulo Rollo Davidson (que morreu com
25 anos, se a memoria ndo me engana, com a mania das
escaladas, mas que antes disso fez um trabalho exce-
cional sobre semigrupos délficos). E nos estudos sobre
unimodalidade e caracterizagdo de Pdlya, lembrei-me
de, em trabalhos de Paul Lévy, ter encontrado deriva-
das e integrais de ordem ndo inteira, e felizmente na bi-
blioteca havia um livro de “célculo difero-integral”, que
foi um instrumento precioso para estender a classe das
transformadas de Laplace com transformadas Beta(1,q) e
unimodalidade generalizada.

Durante alguns anos foram estes os meus temas de
investigacdo e publicagdo, e creio que jd no ano final de
doutoramento comecei a olhar para as similitudes e di-
ferengas da teoria de valores extremos, talvez por oca-
sionalmente falar com a Ivette sobre essas questdes.

GAZETA Como lidam entre si dois estatisticos na mes-
ma casa?

DINIS PESTANA Olhe, esta arte de lidar com o outro no
casamento se calhar tem muito a ver com o ndo colidir-
mos muito um com o outro. A minha mulher gosta de
futebol, eu tenho astigmatismo e nio consigo ver onde
é que a bola anda no meio daquilo tudo e tenho pou-
co interesse. Eu gosto de 6pera e ainda por cima, como
ougo mal, ponho alto e ela ndo gosta de 6pera, acha que
aquilo é uma berraria, mas como temos uma casa muito
grande, isso ndo tem importancia. A Ivette tem um bom
feitio e, portanto, se eu tenho ou ndo bom feitio, isso néo
tem a menor importancia. Com certeza que eu néo te-
nho a mais minima ddvida de que ela é muito melhor
investigadora do que eu. Ela é de topo e eu sou apenas
mediano. Dei-lhe algumas ideias de vez em quando e
um principio que tomdmos desde base foi que trabalho
um com o outro ndo é a nossa ideia. Apenas assinei tra-
balhos com a Ivette em situagdes em que a minha contri-
buigdo tinha sido consideravel.

Por exemplo, quando trabalhdmos em meta-anilise,
drea onde, por exemplo, orientei a Fatima Brilhante, o
que acontece é que temos de conjugar p-values obtidos
de diversas experiéncias que as vezes sdo demasiado
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poucos para terem interesse. Pensei entdo, vamos am-
pliar os p-values a custa de teoremas de caracteriza-
¢do das varidveis uniformes, resultado que eu jd tinha.
Como a Ivette é muito melhor do que eu em estatistica
computacional, colaborou connosco. Digamos que a par-
te mais tedrica do trabalho é minha, mas ela teve a sua
parte. Este foi um dos trabalhos que com ela coassinei.
Outro, foi quando construf uma extensdo da familia das
betas e alterei a equacdo de Verhulst para obter cresci-
mentos populacionais Gompertz (portanto, tipo lei de
extremos Gumbel). Conseguimos com isto relacionar es-
tas leis com as leis de Gumbel, Fréchet e Weibull. Como
a Ivette é da drea de extremos, acabdmos por publicar
um ou outro trabalho sobre isto na utilizacdo de mode-
los demogréficos em que surgissem equilibrios diferen-
tes do cldssico equilibrio logfstico.

Outro trabalho que temos em conjunto é relacionado
com o estimador de Hill, um estimador ndo paramétri-
co que pega nas estatisticas ordinais de topo, passa ao
logaritmo e faz uma média geométrica, ou seja, média
de ordem p=0. Faldmos disso por acaso e numa conver-
sa acabei por lhe sugerir que utilizasse outra média que
ndo a geométrica. Considerdamos médias de ordem p.
A lvette tem publicado muitos trabalhos em que apa-
recem médias de ordem p. Em resumo, a interse¢do do
nosso trabalho teve sempre justificacdo. Nunca fizemos
uma carreira de competicdo, nem de paralelismo, nem

de colagem.
GAZETA Voltando aos trabalhos por concretizar...

DINIS PESTANA Os meus interesses alargaram-se, en-
tretanto, para outras questdes da teoria das distribui-
¢Oes estatisticas (benditos volumes de Johnson, Kotz e
Balakrishnan, que ddo acesso fértil a tantos resultados!),
com particular interesse na studentizagido em populacées
ndo-gaussianas — a simula dos resultados que desenvol-
vi com alguns alunos de doutoramento estd no curso de
Inferéncia Estatistica sobre a Localizagdo, que estd aces-
sivel na pdgina da Sociedade Portuguesa de Estatistica.

Ao discutir as provas de agregacdo do Egidio dos
Reis, descobri as expressdes recursivas de Panjer-Sun-
dt, e como na altura estava em contagens de bastardos
de passarinhas que devem ter aprendido a ser infiéis
na 6pera Cosi Fan Tutte, do Mozart, fiz trabalhos sobre
modelos fundamentais de contagem. Também fiz algum
trabalho sobre expansdes de Edgeworth e vérios tipos
de momentos, que me levou a uma demonstragdo quase
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elementar do teorema limite central (mas, claro, o que a
teoria dos cumulantes que estd por detrds implica ndo é
tédo elementar como eu gostaria).

Alguns dos novos temas (novos para mim, claro)
ganharam raizes, em particular a orienta¢do do douto-
ramento da Sandra Aleixo, em colaborag¢do com o José
Leonel Rocha, levou-me a ter resultados diversos em
fractais e caos, ligando em particular a densidades betas
e a uma extensdo (em duas etapas, primeiro a que cha-
mei de betinhas, e depois uma classe que continuo a es-
tudar, englobando as betas mas com quatro parametros,
que batizei com o nome BetaBoop), levando a equilibrios
populacionais que estendem de forma bem interessante
a logistica de Verhulst. Mas outros temas houve pelo ca-
minho, como desenvolvimentos da Teoria de Dorfman
sobre andlises clinicas conjuntas, e uma muito episédica
colaborag¢do com o meu filho, analisando numa perspe-
tiva de autossimilaridade as Fagades de Philip Glass. O
texto estd publicado, mas infelizmente um computador
“pifou” de forma irrecuperdvel, e perdi a comunicacdo
que apresentei num congresso sobre o caos em Atenas,
em que Fagades servia de fundo musical a uma colagem
de imagens e filmes de labirintos que me tinha levado
horas e horas a fazer. Por fim, existem, sim, alguns pro-
blemas que gostaria de resolver, mas néo sei se vale a

pena magar-vos com isso.

GAZETA O livro Introdugdo a Probabilidade e a Estatistica
— Volume I, do qual é coautor, é considerado por muito
estatisticos um importante manual em portugués para
uma sélida formacdo de um bom estatistico. Muitos es-
peram a sua continuagdo. Para quando o volume II?

DINIS PESTANA Esse manual estd esgotado hd uma
dezena de anos, e a Fundagdo Calouste Gulbenkian
aparentemente deixou de investir nos textos universi-
tarios. H4 dois anos ainda pensdmos pedir a Fundagdo
Gulbenkian para ceder os direitos (que contratualmente
tém para mais duas edi¢des) ao Centro de Estatistica e
Aplicacdes ou a qualquer outra institui¢do (Sociedade
Portuguesa de Estatistica, ou Sociedade Portuguesa de
Matemitica, por exemplo) que quisessem manter o livro
vivo, mas o isolamento decorrente da pandemia deixou
tudo isso no limbo. Tenho pena, porque considero que é
um livro muito bom e que o fundamental esta escrito de
uma forma agradavel. Quando estava no fim da licen-
ciatura em Matemadtica, o professor mais marcante que
tive, Anténio Simdes Neto, depois grande amigo, falou-



-me do livro do W. Feller, An Introduction to Probability
Theory and its Applications, que de facto mudou o meu
entendimento da Probabilidade. Foi, em certo sentido,
um modelo, ndo nas matérias abordadas, mas no intuito
de procurar uma apresentagdo inicial simples e apelati-
va, complementada por uma apresentagdo mais formal
e rigorosa. Tem caracteristicas diferentes de outros ex-
celentes livros de Probabilidade e Estatistica em portu-
gués, como o de Bento Murteira e Marilia Antunes e o
de Esmeralda Gongalves e Nazaré Mendes Lopes (penso
que o fim da Escolar Editora também vai tornar estes
ultimos inacessiveis, infelizmente).

Nao tenho um conhecimento panoramico de Estatis-
tica, creio que ndo me sentiria confiante na capacidade
de escrever um livro mais centrado em Estatistica que
tivesse as qualidades do volume I. Penso que a Anténia

Dinis Pestana, conversa em Cacilhas (junho de 2022)

Amaral Turkman é que poderia escrever um livro fas-
cinante mais focado em Estatistica. O volume II que eu
poderia escrever teria de ser mais centrado de novo em
Probabilidade, mas os conhecimentos de Probabilidade
mais avangados interessam a um ptiblico muito restrito,
que tem acesso a excelente documentacao em inglés, ndo
tendo interesse editorial em portugués. Assim, néo te-
nho grande incentivo para todo o investimento que teria
de fazer. E a pergunta que eu gostaria de fazer é uma va-
riante da vossa, “Para quando a reedi¢do do Volume I?”

GAZETA Voltando ao campo da filosofia da ciéncia, a
matemdtica tem, apesar de Godel (e os seus teoremas de
incompletude), um alto grau de coeréncia. E a ciéncia
onde é menos discutivel o que é verdadeiro e o que é fal-
so. Como estatistico, se calhar ndo concordard com esta
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frase. Mas o professor diz que a verdade pode ser vis-
ta como um labirinto de hipéteses e de possibilidades.
Que reflexdes lhe suscitam estes comentédrios?

DINIS PESTANA Como disse antes, quando eu estava
nas aulas de Filosofia do Rui Grécio, entre outras coisas,
ele apresentou os vdrios critérios de verdade. Logo no
inicio das Meditagoes Metafisicas, Descartes diz que os
dados da razdo pura nunca nos enganam, e sendo um
cientista ele decerto considerava a coeréncia um critério
de verdade, para além do seu critério de evidéncia (que
me parece mais discutivel, uma vez que ele o usou para
validar o argumento de Santo Anselmo sobre a existén-
cia de Deus, sem que isso convertesse 0s que gragas a
Deus sdo ateus).

A coeréncia é um critério de verdade facilmente acei-
te, mas o conhecimento que “garante” s6 é de facto ver-
dadeiro se os pontos de partida, axiomas e definigdes,
forem verdadeiros. Ora, a histéria da negacdo do 5.° pos-
tulado de Euclides, de que por um ponto exterior a uma
reta passa uma paralela e sé6 uma, mostra que a “verda-
de” afinal é uma entidade elusiva. Quase dd para acredi-
tar na afirmacéo de que a verdade é uma mulher nua no
fundo de um pogo, como defende uma personagem de
Os Velhos Marinheiros, de Jorge Amado.

Se afinal ndo houver nenhuma paralela, ou infinitas,
0 que parece contraintuitivo, as geometrias de Riemann,
Bolyai e Lobachevsky af estdo para mostrar que hd ou-
tras construgdes coerentes, que me dizem que, em con-
textos mais estranhos, — e haverd mais estranho do que
quarks? — parecem fazer sentido. Mas néo sei discutir o
assunto, e abandono. Quando tentamos aperceber-nos
do que é verdade, se tivermos um espirito aberto, des-
cobrimos que a verdade é um labirinto. Aquilo que ad-
quirimos num dia pode ser posto em causa em dias ou
horas que lhe sucedem.

GAZETA Que transformagdes registou na sua vida
ap0s a aposentagao?

DINIS PESTANA Mudou muita coisa. Gostava mais da
minha vida anterior, porque uma componente muito
importante da minha vida era dar aulas, ter contacto
com os alunos e com os alunos de investigagdo que eu
orientava.

Atualmente, uma das coisas que fago é ajudar anti-
gos alunos meus na sua colaboragdo com outras pesso-
as. Ainda na semana passada ajudei, a pedido do Fer-
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nando Sequeira, alguém do Banco de Portugal que estd
a tentar fazer um trabalho sobre as vulnerabilidades e
decorrente risco para os sistemas informaticos.

Se por um lado a minha vida néo tem tantos estimu-
lantes como no passado, por outro lado posso ser mais
agressivo nas minhas opg¢des e menos bem-educado
quando me apetece. [Risos]

GAZETA Um colega, o falecido professor Pedro Ramos,
publicou hd alguns anos um livro intitulado Torturem os
Niimeros que Eles Confessam — Sobre o Mau Uso e Abuso das
Estatisticas em Portugal, e Ndo S6. Numa época em que
somos bombardeados com todo o tipo de conclusdes ba-
seadas em estudos “mais ou menos” sérios, preocupa-o
0 mau uso e abuso das estatisticas ndo sé na Economia,
mas em todas as dreas da nossa vida?

DINIS PESTANA No século XIX, Thomas Carlyle, um
dos grandes constitucionalistas ingleses, escreveu um
livro chamado Chartism. No capitulo 3 explica que odeia
o nome Estatistica, mas reconhece que a mesma é a de-
fesa dos homens comuns contra as aldrabices que lhes
querem impingir. Infelizmente o papel que a Estatistica
tinha nesse século desapareceu e o abuso da Estatisti-
ca é preocupante. A patetice humana que substitui a
fé religiosa por fé em patacoadas de nutricionismo, de
todas as dreas de ciéncias humanas — enfim, o triunfo
do preconceito com o apoio de estatistica irracional - é
um fenémeno dos nossos tempos, que deve ser dificil
de erradicar, apesar dos esfor¢os do Pedro Ramos, do
Goldacre e de muitos outros.

Creio que foi em 2004 que a revista Statistical Scien-
ce publicou um conjunto de elogios ao How to Lie with
Statistics, do D. Huff, no cinquentendrio da sua publica-
¢do, em que é visivel que a literacia estatistica de muitos
cientistas é insuficiente. O Planeamento de Experién-
cias, que cresceu inicialmente no cérebro privilegiado
de Ronald Fisher, continua a ser ignorado, ou mal usa-
do, e o seu aforismo sobre “os que vdo consultar um
estatistico depois de recolher os dados em vez de um
diagnéstico s6 tém direito a uma autépsia” é em si mes-
mo um bom diagndstico da atual situagdo da Ciéncia,
com uma proliferacdo de publica¢des erradas mesmo
em boas revistas, mas sobretudo em revistas em que se
paga para publicar. Parece o reino da estupidez, para
ser agressivo como o Jorge de Sena gostava de ser.

Talvez o bom humor dos prémios IgNobel va fazen-
do alguma coisa por remediar a situagdo. Mas também



eles se enganam, como no caso do gozo com a 14 a levi-
tar do A. Geim, o qual além de um prémio IgNobel teve
o prémio Nobel da Fisica em 2010; ou no gozo ao traba-
lho de McManus, sobre a posi¢do errada dos testiculos
na estatudria cldssica, que estd na base do excecional
livro Right Hand, Left Hand. The Origins of Asymmetry in
Brains, Bodies, Atoms and Cultures, que é um dos livros
mais interessantes de divulgagdo de Ciéncia.

Ah, como eu adorava ter um prémio IgNobel, ainda
espero vir a ter estaleca para fazer um trabalho mere-
cedor!

GAZETA Assistimos a um periodo de pandemia, uma
guerra a decorrer com um grande impacto na Europa
e lidamos diariamente com nidmeros sobre as nefastas
consequéncias das alteragbes climdticas. Acha que é
possivel ser a Estatistica a “salvar o mundo”?

DINIS PESTANA Nio (e ndo hd nada que possa salvar
o mundo!). Concordo, obviamente, que as matemadticas
(hd outras além da desenvolvida no Ocidente) ajudaram
a domar o nosso mundo, tal como a inveng¢do da roda
mudou o mundo, a invengdo da “roda matemadtica” que
é 0 0 mudou o mundo, e continua a mudar.

A Estatistica, como qualquer criacdo intelectual, tem
um lado criativo, para o qual gostamos de olhar, e que
me levou em tempos a fazer uma conferéncia que intitu-
lei “Minha Querida Estatistica”. Mas, por outro lado, h4
o uso pérfido da Estatistica, que levou a monstruosida-
des como o eugenismo que Galton e Fisher apoiavam, e o
abuso da Estatistica que pode ser uma das componentes
mais nocivas da publicidade e da desinformacao.

Muito boa Estatistica tem sido obra de geneticistas
e matemdticos como o Karl Pearson e o Fisher, ou de
quimicos como o Student e o W. ]J. Youden, antes de se
tornarem estatisticos. Mas até o mais respeitado estatis-
tico profissional, Fisher, escreveu um artigo “provando”
que fumar ndo é prejudicial para a satide. Mas néo vou
alargar-me sobre o tema, porque creio que todos perce-
bem que tudo tem um direito e um avesso, como na bela
novela do Jodo Guimaraes Rosa®.

GAZETA Concorda que dados estatisticos bem tratados
e analisados sdo essenciais para combater, por exemplo,
os negacionistas das alteragdes climadticas.

DINIS PESTANA Evidentemente que é importante que
os cientistas dessas dreas tenham também a Estatistica
como confirmatéria de determinadas opinides e hipé-

teses. Mas nédo é bem o papel da Estatistica (apesar de
haver atualmente muita Estatistica espacial que se de-
dica também a questdes ambientais), mas eu acho que
o cerne da questdo ndo deve ser a Estatistica, mas tem
antes que ver com coisas que sdo muito mais terra-a-
-terra, como sejam os problemas quimicos envolvidos,
o problema da subida dos oceanos, que sdo coisas mais
de gestdo do ambiente. A Estatistica é mais um instru-
mento de trabalho.

GAZETA Por fim, como é que é viver sabendo que se é
mais inteligente do que a média?

DINIS PESTANA [Risos] Fico muito agradecido com a
opinido! Eu olho para trds na minha vida e digo: “O ho-
mem, foste tdo estdpido, e deves continuar a ser!” Tan-
ta parvoice que eu fiz na vida! Portanto, ndo tenho essa
opinido sobre mim. Mas tive a sorte de, de facto, a minha
mae investir muito na nossa educacgéo e isso tem impor-
tancia, e a sorte de ter lidado com muitas pessoas exce-
cionais, que também me ensinaram que justiga, sentido
do dever, caridade (no sentido cldssico de compaixdo e
solidariedade) sdo tdo importantes quanto a inteligén-
cia, e que apreciar tudo aquilo que nos rodeia, gozando
a parte divertida da vida para criar alento para os ine-
vitdveis revezes e maus momentos, ¢ uma sa sabedoria.

"“Agora € que vocé vem vindo, e eu jd vou-m'bora. A gente contraverte.
Direito e avesso... Ou fui eu que nasci de mais cedo, ou vocé nasceu
tarde demais. Deus pune sé por meio de pesadelo. Quem sabe foi
mesmo por um castigo?...” em A Estéria de Lélio e Lina.
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LITERATURA E ECOLOGIA

A literatura é um espelho dos seres humanos e o que escrevemos revela
0 que sentimos, 0 que pensamos e O que tememos.

Do grego oikos (casa) e logos (estudo), a ecologia tem-
-se afirmado como um importante campo do saber
e uma lente segundo a qual estudamos as relagdes com-
plexas entre os vdrios organismos vivos (incluindo a es-
pécie humana) e entre esses organismos e o meio que ha-
bitam. O termo que usamos para denominar este ramo
da biologia foi cunhado pelo cientista alem&o Ernst Ha-
eckel em 1866, mas as suas origens vém de muito longe,
pelo menos desde a Grécia Antiga, com as observagoes
do mundo natural feitas, por exemplo, por Aristételes e
Hipdcrates.

As muitas transformacgdes que o planeta sofreu ao
longo da Histéria e a crescente consciéncia do papel que
noés, seres humanos, temos em muitas dessas transfor-
magdes tém dado maior relevo a disciplina da ecologia
e aos seus estudos, modelos e previsdes, levando-os fre-
quentemente para os noticidrios e paginas de jornais. As
alteragdes climéticas sdo apenas o fenémeno mais recen-
te e mais medidtico, mas muitos outros o precederam,
tais como a sobre-exploracdo dos recursos naturais, a
contaminacgdo dos solos e das dguas ou os efeitos da Re-
volugdo Industrial.

Como acontece com todas as matérias relevantes
para a experiéncia humana, nédo faltam exemplos de

NuNo CAMARNEIRO

Universidade
de Aveiro

nfem@ua.pt

obras literdrias que abordam questdes ecolégicas, re-
fletindo as preocupagdes, as angtstias e os desejos pré-
prios de cada época. Podemos comecar pela Biblia que
logo no primeiro livro, o Génesis, descreve a criagdo do
céu, do mar e da terra, depois das ervas e das drvores
de fruto, dos peixes, das aves, dos animais terrestres e
finalmente do Homem, que haveria de reinar sobre os
demais seres vivos. Na narrativa biblica, o dildvio é o
primeiro desastre ecolégico provocado pela espécie hu-
mana e Noé o primeiro conservador.

Saltando muitos séculos, até 1851, ano da publicacdo
de Moby Dick, de Herman Melville, encontramos na obra
uma das mais bem conseguidas representacoes da rela-
¢do conturbada entre homem e Natureza, que pde em
confronto a admirag¢do que o Capitdo Ahab sente pela
baleia e a sua vontade de a dominar, de a subjugar e,
eventualmente, de a matar. A Revolugdo Industrial tinha
ja comegado e a Humanidade comecgava a aperceber-se
do seu imenso poder e da angtstia que o acompanha.

Um novo salto, desta feita até 1962, ano em que foi
publicado o romance de ficgdo cientifica Cataclismo Solar
(The Drowned World, no original), do autor inglés J. G.
Ballard. A obra descreve um mundo pés-apocaliptico
em que o aquecimento global provoca uma subida do
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nivel das dguas, tornando a maior parte do planeta ina-
bitével. E mais um exemplo da ficgdo a antecipar a rea-
lidade e marca o inicio de uma era de ecoansiedade que
tem alimentado o género do “romance ambiental”, do
qual também sdo exemplos A Estrada, de Cormac Mc-
Carthy, Orix e Crex, de Margaret Atwood, e Eu, Animal,
de Indra Sinha.

A ultima obra que gostaria de citar foi publicada em
2007 e tem por titulo O Mundo sem Nés. Nela, o jornalista
norte-americano Alan Weisman dd mais um passo na
problematizacdo da relacdo entre Homem e ambiente, ao
discorrer longamente e com abundéncia de pormenores
sobre a evolugdo de um mundo pés-humano, de como os
ecossistemas recuperariam o equilibrio e os vestigios da
nossa civilizagdo seriam progressivamente eliminados
por plantas, micro-organismos e animais.

A literatura é um espelho dos seres humanos e o que
escrevemos revela o que sentimos, o que pensamos e o
que tememos. Nao é diferente no que toca a ecologia e a
nossa relacdo com o planeta—se, por um lado, tendemos a
achar-nos mestres e senhores da Terra, também sabemos
que ndo podemos agredi-la para 14 de um certo ponto
(mas qual?). Somos cada vez mais assombrados por uma
perspetiva que para uns € terrivel e para outros esperan-
cada, a de que talvez o planeta possa sobreviver-nos e se-
guir a sua vida sem nés, até que nova espécie inteligente
desenterre o passado e escreva uma obra em vérios volu-
mes intitulada Ascensdo e Queda da Humanidade.
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COMITE EXECUTIVO DA SOCIEDADE EUROPEIA DE MATEMATICA REUNIU-SE

EM LISBOA

A SPM foi a anfitrid da reunido de trabalho do Comité
Executivo da Sociedade Europeia de Matemadtica
(EMS) que decorreu em Lisboa, nas instalagdes da
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa
(FCUL), nos dias 28 e 29 de outubro.

O Comité Executivo da EMS é composto por
dez elementos eleitos por quatro anos e retine
periodicamente para tratar de assuntos correntes da
vida da Sociedade, sendo estas reunides acolhidas
por sociedades de Matemdtica que sdo membros
de EMS. Foi a primeira vez que a SPM, que é sécia
fundadora da EMS, acolheu uma destas reunides.
Na reunido, que foi a tltima do mandato dos atuais
presidente, Volker Mehrmann, tesoureiro, Mats
Gyllenberg, e vice-presidente, Betul Tanbay, estiveram
também presentes, como convidados, os sucessores
dos dois primeiros, Jan Philip Solovej e Samuli
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Siltanen, respetivamente, a nova vogal, Victoria
Gould, além do responsdvel pela comunicagdo,
Richard Elwes, e do editor-chefe do EMS Magazine,
Fernando Pestana da Costa (atual vice-presidente da
SPM e presidente em 2012-14).

O vice-presidente da EMS, Jorge Buescu (atual
presidente da Assembleia-Geral da SPM e presidente
em 2014-16), que é docente da FCUL, fez as honras da
casa. A reunido, que teve o apoio de secretariado das
secretdrias Rita Ferrer (SPM) e Elvira Hyvonen (EMS),
foi iniciada no dia 28 com uma breve alocugao pelo
diretor da FCUL, prof. Luis Carrigo, e terminou no
dia 29 a noite com um concerto na Aula Magna pela
Orquestra Metropolitana de Lisboa. Foi a primeira
vez que uma destas reunides de trabalho terminou
com um evento cultural de tanto relevo.



PREMIO ALVARO BATISTA GONGCALVES PARA PROFESSORES DE MATEMATICA -

CANDIDATURAS ABERTAS

A Sociedade Portuguesa de Matemdtica (SPM) e a
Associagdo Alvaro Gongalves promovem a primeira
edi¢do do prémio anual Alvaro Batista Gongalves,
que visa reconhecer e motivar a exceléncia no ensino
da Matematica nos ensinos Bdsico e Secundario em
Portugal.

O prémio é de cinco mil euros e serd atribuido a um
professor que se distinga pelo seu esforco, pela sua
dedicagdo e pelo impacto nos alunos.

As candidaturas a primeira edigdo estdo abertas,
desde o dia 29 de setembro de 2022 e até ao dia 3
de fevereiro de 2023, a todos os professores de
Matemédtica do Pafs.

ENCONTRO CONJUNTO BRASIL-PORTUGAL EM MATEMATICA

O Encontro Conjunto Brasil-Portugal em Matematica
decorreu de 14 a 20 de agosto de 2022 na Universidade
Federal da Bahia, em Salvador — Bahia. Este encontro
marcou o Bicentendrio da Independéncia do Brasil

e ocorreu em Salvador, a primeira capital do Brasil

(1549-1763), celebrando a intensificagdo da cooperagdo
cientifica na 4rea e a efeméride da independéncia, com
o objetivo de langar as bases para um novo estdgio de
colaboracdo bilateral, ainda mais ambicioso, na drea de
Matematica.

NOTICIAS
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SETUBAL, UMA CIDADE DE DOIS PAISES

Com um ano de atraso, por causa das restricdes
implementadas durante a pandemia de COVID-19,
Settibal recebeu, no passado més de outubro, a 9.” edicdo
do Encontro Luso-Brasileiro de Histéria da Matematica
(ELBHM). Desde a primeira edigdo, em 1993, o ELBHM
tem-se afirmado como um dos principais motores da
cooperacdo entre investigadores brasileiros e portugueses,
fortalecendo a ligagdo entre os dois lados do Atlantico,
sem a qual seria mais dificil a afirmacdo internacional
de muitas das obras escritas em lingua portuguesa
ou longe dos principais centros politicos. Além das

OS MAIS NOVOSVAO A JOGO

sessdes plendrias e das conferéncias individuais,
o 9.° ELBHM contou com cinco simpdsios: Historia
do Ensino/Educacdo Matemdtica, Os Manuais de
Astronomia nas Instituicdes de Ensino Superior no
Mundo de Lingua Portuguesa (séculos XVII a XX),
Divulgacdo da Histéria da Matematica em Portugal e no
Brasil nos Séculos XIX e XX, Histéria da Matemaética em
Praticas Docentes Portuguesas e Brasileiras, e Episédios
Didéticos na Histéria da Matemadtica: da Babilénia a
Cardano. Respeitando a regra da alternancia que tem

marcado o evento, a préxima edigdo decorrerd no Brasil.

Os alunos do 3.° ao 6.° ano do Ensino Bésico jd se podem
inscrever na 5. edigdo do Campeonato Nacional Multipli
2023, organizado pelo Politécnico de Leiria em colaboracdo
com a Alfiii. O campeonato tem por base o jogo de cartas
Multipli e pretende ser uma forma de incorporar uma
componente lddica na aprendizagem da Matematica.
As provas serdo disputadas online, estando a grande final
agendada para o dia 5 de julho, depois de apurados os
alunos vencedores das semifinais regionais.
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PORTUGAL CONQUISTA DUAS MEDALHAS DE PRATA E UMA DE BRONZE NAS
OLIMPIADAS IBERO-AMERICANAS DE MATEMATICA

As 37.as Olimpiadas Ibero-Americanas de
Matemdtica (OIAM) que decorreram em Bogotd,
Colémbia, de 25 a 30 de setembro, acabaram
com um saldo de duas medalhas de prata e uma
de bronze para Portugal. Participaram mais de
70 jovens de 20 paises da América Latina e da
Peninsula Ibérica, ficando Portugal, por paises,
em 6.° lugar na competi¢do. Este ano, e pela
primeira vez na sua histéria, dois dos problemas
escolhidos para a prova foram propostos por
Portugal.

Tiago Mouréo (Esc. Sec. Santa Maria da Feira)
e Leonardo Tavares (Esc. Sec. ¢/ 3.° Ciclo D.

Filipa de Lencastre, Lisboa) arrecadaram ambos
medalhas de prata, terminando de forma notdvel
a sua carreira olimpica. Os restantes elementos
da delegacdo portuguesa, os mais jovens da
equipa, Apolo Gomes (Esc. Sec. de Santa Maria,
Sintra) e Tiago Sousa (Esc. Sec. de Sdo Jodo do
Estoril) conquistaram uma medalha de bronze e
uma mengcao honrosa, respetivamente.
Portugal, que ja organizou as OIAM duas vezes
(2007 e 2018), participou pela primeira vez
nesta competicdo em 1990 e, desde entdo, ja
conquistou dez medalhas de ouro, 26 medalhas
de prata e 42 de bronze.

Da esquerda para a direita: Nuno Arala (tutor), Leonardo Tavares, Tiago Mourao, Apolo Gomes, Tiago Sousa
e Joana Teles (chefe de delegagao).
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BOLSEIROS NA AREA DA
MATEMATICA DO PROGRAMA
NOVOS TALENTOS DA FUNDACAO
CALOUSTE GULBENKIAN

No ambito do programa Novos Talentos,
a Fundac¢do Calouste Gulbenkian atribuiu
um total de 70 bolsas nas areas de Biologia,
Fisica, Matemadtica, Quimica, Humanidades
e Ciéncias Sociais. Na drea da Matemadtica
foram apoiados dez candidatos: Nuno
Carneiro, Pedro Costa, Rui Wang e Pedro
Ronda (Instituto Superior Técnico), David
Moreno e Rodrigo Luis (Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa), Dantas
Serra e Filipe Gomes (Faculdade de Ciéncias
e Tecnologias da Universidade de Coimbra),
Bernardo Gomes (Universidade de Aveiro)
e Martim Paiva (Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto).

Osbolseiros recebem um apoio direto no valor
de €1000 (€4000 para candidatos em situagdes
sociais adversas) e um apoio de €1500 para
atividades de enriquecimento de talento
como, por exemplo, cursos de formagdo
avancada, participacdo em conferéncias e
escolas de verdo, estdgios, cursos de linguas,
aquisicdo de livros e material de laboratério,
entre outros. Mais informagdes em https://
qulbenkian.pt/bolsas-lista/novos-talentos
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LANCAMENTO DE LIVROS

A Epoca e a Obra de Monteiro da Rocha

José Monteiro da Rocha, matemético e astrénomo
de inegdvel talento, foi também uma figura crucial
na elaboragdo, no séc. XVIII, dos Estatutos da nova
Faculdade de Matemdtica da Universidade de
Coimbra, bem como do plano de estudos do Curso
Mathematico, que este ano cumpre 250 anos. Inserido nas
comemoragdes dessa efeméride foi lancado, no passado
dia 12 de outubro, no Departamento de Matematica
da FCTUC, o livro José Monteiro da Rocha — A Epoca ea
Obra, numa sessdo apresentada por Henrique Leitdo.
A publicagdo, coordenada por Anténio Leal Duarte,
Fernando B. Figueiredo e Jodo Filipe Queir6, retne
textos de diversos autores, cristalizando, numa centena
e meia de paginas, algumas das palestras apresentadas
durante o col6quio de 2019 que assinalou o bicentendrio
do falecimento de Monteiro da Rocha.



Matematica e a sua Historia
Numa edi¢do da Imprensa da Universidade de Lisboa,

foi recentemente lancada a tradugdo portuguesa
(a cargo de Jorge Nuno Silva) do livro Mathematics
and Its History, de John Stillwell. Em A Matemdtica
e a sua Histéria, o autor “apresenta uma visdo
unificada e concisa do desenvolvimento histérico
da matematica, desde Pitdgoras a Poincaré e Erdos.
A abordagem é essencialmente cronoldgica e inclui
as biografias dos mais importantes matemdticos no
final de cada capitulo. Numa linguagem simples
e acessivel ao ptblico menos familiarizado com
a disciplina, Stillwell descreve o nascimento dos
principais ramos da matemédtica moderna, tragando
o seu desenvolvimento ao longo dos séculos até ao
momento presente”.

Tratado de Pratica Darismética

Comemorou-se em 2019 o quingentésimo aniversario
da edicdo do primeiro livro de matemadtica impresso
em Portugal, Tratado de Prdtica Darismética, de Gaspar
Nicolas (cf. artigo publicado recentemente na Gazeta
n.° 190, pég. 23). O autor viveu num periodo de grande
atividade editorial no que diz respeito a livros de
aritmética comercial. Depois do seu livro, também Rui
Mendes publicou Prdtica Darismética, em 1540, e Bento
Fernandes publicou Tratado da Arte de Arismética, em1555.
O livro de Gaspar Nicolas conheceu mais nove edigdes,
impressas entre os séculos XVI e XVIII (1530, 1541, 1551,
1573, 1594, 1607, 1613, 1679 e 1716). O livro é este ano
reeditado pela Fundagdo Calouste Gulbenkian, numa
edigao coordenada por Jorge Nuno Silva e Pedro Jorge
Freitas.
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BARTOON

Luis AFoNso

A REVITALIZACAO DO PAROUE

E SE ENTRETANTO 0 “ALCORITMO"
0 PARQUE VOLTAR A ARDER? NAO PREVE 1550.

Publicado originalmente no jornal Piblico, em 26/08/2022. Imagem gentilmente cedida pelo autor.




UMA NOVA DIRECAO

CARTAS DA DIREGAO

Jost CARLOS SANTOS
PRESIDENTE DA SPM

jesantos@fc.up.pt

O fim das restrigdes impostas pela pandemia levou ao ressurgimento das

atividades presenciais. Iremos ver alguns exemplos.

titulo desta Cartas da Direc¢éo talvez leve o leitor
Oa pensar que a Sociedade Portuguesa de Matema-
tica vai mudar e dedicar-se a tarefas totalmente novas.
Mas néo se trata disso. O titulo refere-se somente ao facto
de esta ser a primeira carta que tem origem na diregdo
da SPM que tomou posse a 9 de setembro de 2022 e que
consiste em José Carlos Santos (presidente, Universidade
do Porto), Fernando Pestana da Costa (vice-presidente,
Universidade Aberta), Isabel Hormigo (vice-presidente,
Escola Secunddria D. Filipa de Lencastre), Joana Teles
(tesoureira, Universidade de Coimbra), Clementina Ti-
méteo (vogal, Escola Secunddria Padre Alberto Neto),
Frederico Valsassina (vogal, Colégio Valsassina), Luis
Rogadas (vogal, Universidade de Trds-os-Montes e Alto
Douro), Oscar Felgueiras (vogal, Universidade do Por-
to), Paulo Vasconcelos (vogal, Universidade do Porto),
Pedro Patricio (vogal, Universidade do Minho) e Pedro
Serranho (vogal, Universidade Aberta).
Mas hd uma mudanca que nos é imposta do exterior:
o fim da maior parte das restri¢des impostas pela pan-
demia. Isto leva a um regresso a normalidade das ativi-
dades desenvolvidas pela SPM. J4 teve lugar em Tomar,
no més de julho, um Encontro Nacional da SPM feito em
condi¢des normais (que ainda foi da responsabilidade da
diregdo anterior) e a SPM jd participou na nona edigdo
da Feira da Matemadtica, que teve lugar em outubro, no
Museu Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia.
As Olimpiadas de Matematica também retomaram o

seu funcionamento normal e as 37% Olimpiadas Ibero-
-Americanas de Matematica (OIAM), que decorreram
em Bogotd (Colémbia) de 25 a 30 de setembro, acabaram
com um resultado de duas medalhas de prata e uma de
bronze para Portugal, tendo a equipa portuguesa termi-
nado em sexto lugar dentro de um total de 20 paises.

A SPM ird dar seguimento as numerosas atividades
de divulgacdo que tem vindo a desenvolver. A divulga-
¢do permite alertar o grande ptiblico para a importancia
das ciéncias matematicas e despertar voca¢bes entre os
mais jovens, ajudando a compreender um pouco melhor
o mundo de hoje. As Tardes de Matemdtica contam com
um programa extremamente rico e acontecem um pou-
co por todo o Pafs. O seu funcionamento foi perturbado
pela pandemia e deverdo retomar a sua atividade nor-
mal. Por outro lado, as publicac¢des periddicas e ndo peri-
6dicas da Sociedade chegam a milhares de leitores, cons-
tituindo em certos casos verdadeiros éxitos de vendas a
nivel nacional. E nossa intencdo continuar a desenvolver
esta componente editorial da SPM, apoiando o Boletim,
e a Gazeta de Matemidtica e selecionando titulos de quali-
dade para as nossas cole¢des ndo periddicas.

Iremos também continuar a contribuir para o desen-
volvimento da investigacdo matemadtica em Portugal.
A revista Portugaline Mathematica, hoje em dia editada
pela European Mathematical Society, é exemplo disso
e tem crescido em reputacdo e disseminacdo na comu-
nidade matemdtica internacional. Iremos ainda apoiar
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a comunidade matemadtica nacional na organizagdo de
eventos cientificos de grande impacto, como tem acon-
tecido regularmente no passado (e.g., 0 AMS-EMS-SPM
Meeting, no Porto em 2015, e 0o ECMTB 2018, em Lisboa).

Ainda a respeito da European Mathematical Socie-
ty, convém referir que a dltima reunido da sua comissdo
executiva decorreu em Lisboa, em outubro, com o apoio
da SPM.

A SPM ird continuar a contribuir para um ensino de
Matemdtica de elevada qualidade. Manteremos a inter-
vengdo informada, rigorosa e construtiva sobre questdes
educativas, num momento em que a questdo do ensino
da Matematica em Portugal é mais importante do que
nunca. Os atualmente designados SPM@Testes, que ja
decorrem desde 2016, com o objetivo de proporcionar as
escolas um instrumento de avaliacdo externa que permi-
ta acompanhar o desempenho dos alunos, continuardo
a ter lugar, de preferéncia tentando alargar o nimero
de escolas que os aplicam. Além disso, continuaremos a
promover o Centro de Formacéao e o Centro de Avaliagdo
e Acreditacdo de Manuais Escolares. Daremos continui-
dade as atividades protocoladas com diversas institui-

¢oes e reforcaremos a formacgdo com acGes diversificadas
e pertinentes para os professores. Alids, uma das ativida-
des da SPM consiste em formular pareceres que nos se-
jam pedidos pelo Ministério da Educacéo relativamente
aos programas de Matemadtica. Os novos programas nao
foram excegdo: foi-nos pedido um parecer, o qual ja foi
entregue ao Ministério. A SPM também estd envolvida
no grupo de trabalho que estd a repensar a formacio de
professores, tarefa que é necessario levar a cabo por cau-
sa da grande falta da professores (de Matemadtica e ndo
s6) que ird fazer-se sentir nos préximos anos.

Apoiaremos, desenvolveremos e consolidaremos pro-
jetos, de ambito nacional, que permitam desenvolver as
capacidades dos alunos e incrementar o gosto pela Ma-
temadtica. Por exemplo, daremos continuidade ao projeto
Circulos Matematicos, atualmente a ser desenvolvido em
projeto-piloto em vérias escolas do pafs, em parceria com
a Fundacédo Calouste Gulbenkian.

Haverd, naturalmente, dificuldades, tanto de origem
interna como externa, que a SPM terd de superar. Encara-
mos essas dificuldades com naturalidade.
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgacdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢bes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicacio na Gazeta de Matematica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 pdginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matemadtica em geral, algum
aspecto curioso de matemadtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagdo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.
podem  ser
LaTeX ou em Word (com uma versdao em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

Os  textos submetidos em

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2023

Preco Assinatura
de Capa . Assinatura Assinatura
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A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antncios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt
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