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ARITMETICAS QUINHENTISTAS, TEOREMAS
CLASSICOS NA VIDA MODERNA, PERCURSOS
DE SUCESSO E OUTRAS ESTORIAS

SiLviA BARBEIRO
Universidade
de Coimbra

Tenho muito gosto em apresentar o nimero 190 da Gazeta de Matemdtica
bem recheado de artigos que informam, esclarecem, estimulam, desafiam e

até divertem.

uem abrir estas paginas vai encontrar fortes motivos
Qpara se deter nelas. Pode ler sobre o Tratado de Prdtica
Darismética de Gaspar Nicolds, o primeiro livro de mate-
matica impresso em Portugal, editado em 1519. Fica a co-
nhecer a relacdo entre o Teorema de Lagrange e o artigo
do Cédigo da Estrada que fixa os limites gerais de veloci-
dade nas vias ptblicas. E provével que se surpreenda com
a conclusdo, suportada por esse mesmo teorema, sobre
uma discussdo acerca de quem realmente detém o recorde
mundial de uma prova de atletismo. Vai inteirar-se sobre
o percurso profissional de dois especialistas notdveis em
Andlise Numérica, Claude Brezinski e Michela Redivo-
-Zaglia, que mantém uma colaborac¢do que dura hd mais
de trés décadas.

Foram destacadas boas razdes para saborear o miolo
desta revista, mas hd mais oportunidades que se recomen-
dam: uma visita a extraordindria carreira de Jodo Paulo
Carvalho Dias, que inclui narrativas dos seus encontros
com alguns dos maiores nomes da matemadtica da segunda
metade do século XX; a estéria de uma férmula que ga-
nhou nova vida apés a sua redescoberta por Terence Tao
e seus coautores, depois de ter sido deduzida vérias vezes
no passado e de ter sido esquecida outras tantas; uma in-
cursdo as viagens de fic¢do cientifica e consideracdes so-
bre as trajetérias eficientes para as conquistas espaciais no
futuro; uma abordagem geométrica do tema da regressao
linear, a pensar no seu ensino; a configuracao da torre de
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Hanéi na i-ésima jogada para a solucédo do jogo que utiliza
a menor quantidade de movimentos possivel; um modelo
matematico para otimizagao de tarifas dindmicas no mer-
cado retalhista de eletricidade. E ha problemas, noticias e
outros entreténs.

A Gazeta de Matemdtica publica artigos sobre matema-
tica, sobre matematicos, sobre a histéria e a cultura da ma-
temadtica, e sobre a sua interdisciplinaridade. Escritas num
estilo informal e envolvente, as nossas paginas pretendem
informar e entreter um amplo ptblico composto por quem
estuda, ensina, investiga, usa ou simplesmente se interessa
por estes temas. Tem sido uma preocupacido dos editores
publicar artigos que retratem a diversidade de comunida-
des matemadticas e pensamento matematico, novas ideias,
tendéncias e dreas emergentes. E temos exemplos deste es-
for¢o bem-sucedido nos trabalhos que publicamos, como
nos excelentes artigos deste ndmero que oferecem uma
grande variedade de assuntos e pontos de vista. Numa
perspetiva de fomentar a inovacdo e o enriquecimento,
queremos que a nossa comunidade alargada se sinta convi-
dada a contribuir, partilhando os seus interesses em forma
de artigo.

Este ndimero da Gazeta de Matemdtica conta com a equi-
pa editorial renovada. Gostaria de agradecer a todos os
participantes, aos membros cessantes e aos que iniciaram
o novo mandato o excelente trabalho, a forte dedicacdo
e 0 enorme entusiasmo.



ADIVINHACAO MATEMATICA

A Matemdtica Recreativa tem muita magia, no sentido em que muitas ati-
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vidades de entretenimento sdo simultaneamente madgicas e matemadticas.
Os autores mais consagrados da literatura, como Fibonacci (século XIlI) e
Pacioli (séculos XV-XVI), propuseram varios truques notéveis, alguns com
cartas, outros com dados, outros ainda puramente aritméticos. Hoje vamos
propor aos nossos leitores um truque de Luca Pacioli que surge no seu De

Viribus Quantitatis, do comego do século XVI.

e Viribus Quantitatis' é uma obra incontornavel, ain-

da hoje objeto de estudo, em parte por se tratar de
um livro exclusivamente de Matematica Recreativa escri-
to por um matematico muito relevante.

A situacdo é a seguinte. Um voluntdrio pensa num nd-
mero e soma-lhe a sua metade. Se a determinacdo da me-
tade originar um ntimero ndo inteiro, deve arredondar-se
por excesso. Ao nimero assim obtido aplica-se o mesmo
procedimento. Agora, comunica-se ao Magico a parte
inteira da divisdo do ntimero obtido por 9, assim como
as ocorréncias em que foi necessario proceder a arredon-
damento para permanecer nos inteiros. O Mdgico ouve
e adivinha o ndmero original.

Vejamos um exemplo. Eu penso no 10. 10 mais metade
de 10 é 15. 15 mais metade de 15 é 22.5, pelo que se passa a
23.Como 23 +9 =25.. ., eudigo ao Magico “deu 2 e tive
problemas na segunda operagdo”. Este ouve e responde
“10 era o teu nimero original”. Em notagdo ébvia, onde
uma seta simples significa auséncia de arredondamento
e a dupla indica que tal arredondamento foi necessario
(a ultima seta representa a divisdo por 9):

10 =+15=23 =2

Mais dois exemplos:

5=8—12—1 31=47 =71 -7
Em qualquer caso, o Méagico ouve o resultado final, bem
como o registo dos arredondamentos, e adivinha o ntime-
ro inicial. Como?

Sobre as questdes do ntimero anterior:

Invaridncia: Dado um tridngulo acutangulo ABC, bai-
xando uma altura, encontramos um ponto D na base do
triangulo. Por D tracemos perpendiculares sobre os ou-
tros dois lados, obtendo assim os pontos E e F. Mostre que
o comprimento do segmento EF independe do vértice a
partir do qual se tragou a altura.
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Facamos a construgdo a partir do vértice A. Como
/DFA e ZDE A sdo retos, a circunferéncia de didmetro AE
contém E e F (Tales). Aplicando a Lei dos Senos a AAFE,
obtemos

EF _ AE
A~ ZAFE

Como AE = AD/ADE e LAFE = ZADE (subentendem
0 mesmo arco), vem EF = ADA.

Como AD = ABB, tem-se EF = ABAB. E bem conhe-
cido que AB = 2RC, onde R é o raio da circunferéncia
circunscrita ao AABC. Portanto,

EF =2RABC
donde se conclui que chegariamos ao mesmo valor se
tivéssemos iniciado este processo noutro vértice, B ou C.

Danca das cadeiras: H4 1 cadeiras a volta de uma mesa
redonda. H4 n pessoas que vao chegar consecutivamente
e sentar-se. A primeira escolhe o seu lugar como quiser.
A partir daqui, paral < k <n—1, a (k+ 1)-ésima pessoa
senta-se k lugares a direita da k-ésima pessoa. Para que
valores de 1 é que este procedimento funciona sem cons-
trangimentos?

Ignorando, para j4, a circularidade, temos que a k-ési-
ma pessoa senta-se no lugar
k(k—1)

2
Como a mesa é circular, temos choque de vontades entre
apessoapeapessoaq(l <p<g<n)quando

1+ +k—1=

q(¢—=1) plp-1)

2 2

z

for mdaltiplo de n. Ou, o que é equivalente, quando
(g—p)(g+ p—1) for maltiplo de 2n.

Suponhamos que n ndo é uma poténcia de 2. En-
tdo 2n = 2% para algum r impar. Seja u = max{r,2°},

v = min{r, 2°}. Entdo

(u+o+1)

N —

1
p=pli-otl) e q=

satisfazem p <1, g <m,u = p+q—1, v=gq—p, portan-
to 2n = (g — p)(qg+ p — 1), o que equivale a conflito.

Se n for uma poténcia de 2, entdo, para que
(g—p)(g+ p—1) seja um madltiplo de 21, atendendo a
que se trata de um produto de dois fatores de paridades
distintas, um dos fatores deve ser mdltiplo de 21, o que é
impossivel, jaqueg—p <g<ne q+p—1<2q<2n.

Conclusdo: as pessoas sentam-se sossegadamente
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se 0 seu ndmero é uma poténcia de 2. (Agradecemos a
Omar, o nosso leitor Luis Madureira, a contribui¢do de
uma resolucdo deste problema).

Muitos restos: A Laura divide 365 sucessivamente por
1, 2, 3,..., 365 e soma todos os restos. O Manuel, por sua
vez, divide 366 por 1, 2, 3,..., 366 e soma todos os restos
obtidos. Quem conseguiu soma maior?

Quando a Laura divide 365 por # (1 < n < 365) obtém
um quociente g4 e um resto r:

365 =qn+r 0<r<n—1)
donde se obtém a divisdo de 366 por n,
366 =qn+r+1 0<r<n—-1)

exceto quando r + 1 = 1, caso em que o resto do Manuel
evanesce. Assim, para cada n < 365, se 1 divide 366, o res-
to da Laura excede o do Manuel em n — 1; se n ndo divide
366, o resto do Manuel excede o da Laura numa unidade.
Os divisores de 366 sdo 1, 2, 3, , 6, 61, 122, 183 e 366. Por-
tanto a Laura ganha 0+1+2+5+60+121+182, isto ¢, 371, en-
quanto o Manuel acumula 366 — 8 = 358. A Laura ganha
por 13. (Luis Madureira enviou uma resolugdo para este
problema, que agrademos).

Descobrir a combinagdo: Um aloquete de cédigo usa
uma combinagdo de trés digitos de 0 a 9. Sempre que,
quando se faz uma tentativa que tem, pelo menos, um di-
gito certo (no lugar certo), o aloquete, que fala, diz “Quen-
te!”. Se a tentativa ndo contiver nenhum digito correto (na
posicdo certa), o cadeado grita “Frio!”. Por exemplo, se a
combinagdo correta for 014, as tentativas 099 e 014 origi-
nam ambas a resposta “Quente!”, enquanto a tentativa
140 obtém um grito de “Frio!”.

De quantas tentativas se precisa para ter a certeza de
descobrir a combinagdo correta, qualquer que ela seja?

Vejamos uma estratégia que usa, no maximo, 13 ten-
tativas. Tentamos as dez combinag¢des 000,111, ...,999.
Neste processo, vamos ouvir “Quente!” uma, duas ou trés
vezes. Se for uma, entdo serd em resposta a uma tentati-
va que acertou na combinagdo. Se ouvirmos duas vezes,
por exemplo em resposta a aaa e bbb, entdo a combinacao
certa usa somente os digitos a e b. Tentando acc, cac e cca
(c # a, ¢ # b) esclarecemos as posigdes do a e deduzimos
a combinacdo correta em, no mdximo, 13 tentativas. Se

for trés, digamos em resposta a aaa, bbb e ccc, as tentativas

Ver Tiago Hirth, Luca Pacioli and his 1500 book De Viribus Quantitatis,
FCUL 2015



add e dad (d # a, d # b, d # ¢) esclarecem a posicdo do a.
Suponhamos que é a primeira posigdo. Tentando agora dbc
(d #a,d+#0, d+# c) esclarecemos se a combinagdo certa
é abc ou acb.

Seja n o nimero de combinagdes possiveis. Cada tenta-
tiva divide estas n combinag6es possiveis em dois conjun-
tos: o das combinagdes compativeis com “Quente!” e o das
compativeis com “Frio!”. Logo, no pior cendrio, ficamos
com, pelo menos, 11/2 combinag¢des vidveis. Assim, apds k
tentativas, temos ainda de enfrentar /2% possibilidades.
Em particular, se n > 2 entdo k tentativas ndo chegam
sempre para deduzir a combinagdo certa. Suponhamos
agora que, ap0s seis tentativas, s6 ouvimos “Frio!”. Eli-
mindmos, no méximo, seis digitos para cada posigdo. Res-

tam entdo, pelo menos, 4 x 4 x 4 = 64 possibilidades. Se
n > 64 = 2% anossa observagao anterior mostra que mais
seis tentativas podem nao bastar para determinar a com-
binagdo certa. Se n = 64, pensemos na proxima (sétima)
tentativa. Sem perda de generalidade, suponhamos que
as seis primeiras eliminaram os digitos 0, 1, 2, 3,4 e 5 de
todas as posi¢oes e a nova tentativa é 666. Se agora ouvir-
mos “Frio!”, ficamos com 3 x 3 x 3 = 27 possibilidades, o

17

que mostra que se ouvirmos “Quente!” esse ntimero é 37.
Como 37 > 25, pela nossa observacdo acima, 12 tentativas
podem néao bastar.

Concluimos assim que, para ter a certeza de deduzir a

combinagao certa, necessitamos de 13 tentativas.

i
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N este trabalho descrevemos a
configuracgdo da Torre
de Hanéi ap6s a i-ésima jogada.

1. INTRODUGCAO

A Torre de Hanéi foi popularizada pelo matematico fran-
cés Edouard Lucas no ano de 1892, [1]. O famoso quebra-
-cabegas é composto por uma base e trés pinos A, B e C;
no pino A estdo dispostos n discos de tamanhos distintos,
do maior para o menor. O objetivo do jogo é transferir os
discos de A para C de modo a que em cada movimento
apenas um disco seja movido e os discos maiores nunca
fiquem sobre os menores. Outras variagdes deste desafio
surgiram no inicio do século XX, sendo a mais famosa
a Torre de Handi com quatro pinos, citada em [2]. Mais
curiosidades sobre o jogo estdo em [3].

H4é uma solugéo para o jogo utilizando a menor quan-
tidade de movimentos possivel; para n discos sdo necessa-
rios 2" — 1 movimentos para concluir o jogo. Suponha que
esta solugdo ¢ interrompida na jogada i. Neste trabalho
descrevemos a configuracdo da torre nesse instante, isto é,
em que pino cada um dos discos estara.

Proposi¢ao 1. Considere uma torre com 7 discos e seja ay,
a quantidade minima de jogadas para vencer o jogo, entdo
a, =2" —1.

Demonstragdo. Para transferir o maior disco para o
pino final C, devemos primeiramente mover todos os
n — 1 discos para o pino intermedidrio B com a,,_1 movi-
mentos; uma vez que todos os 7 — 1 discos estdo no pino
B, o maior disco ficard livre para ser transferido para o
pino C com um movimento, totalizando a,_; + 1 movi-
mentos. Em seguida, transferimos todos os 17 — 1 discos

para o pino C com mais a,_; movimentos, totalizando
ay_1+1+a, 1=2-a,1+1=a, Em suma, acabdmos
de obter uma forma recursiva: a,, = 2a,,_1 + 1.

Usando a recursividade, queremos provar que
a, =2"—-1, Vn €N,
apenas um movimento, e a; =2' —1=1. Suponha

com n>0. Para n =1 temos

por indugdo que para algum n > 1, a, =2" —1. Como
ay, =2-a,_1-+1, entdo

[T 2- a, + 1
= 2-(2"-1)+1
2Tl+1 1.
Logo, a, =2" —1 é verdadeiro para todo o n natural
positivo. ]

2. DESCOBRINDO O DISCO MOVIDO NO I-ESIMO
MOVIMENTO

Imagine que estamos solucionando o quebra-cabegas, e
queremos saber que pega serd movida na jogada i. Para
responder a essa pergunta, estudaremos com que frequén-
cia cada disco é movido, ou ainda a ordem de movimen-
tagdo dos discos.

Proposi¢ao 2. Sejam uma torre com 7 discos e um certo
disco k, k < n. Entdo, o seu primeiro movimento durante
a solucdo do quebra-cabeca serd na jogada 2.
Demonstragdo. Seja uma torre com n discos. Para mover
o disco k pela primeira vez, é necessdrio mover os k —1
discos menores que estdo em cima dele. Pela proposigéo 1,
para mover k — 1discos de um pino para outro, sdo neces-
sérios 251 — 1 movimentos. Assim, o primeiro movimen-
to de k serd na jogada 21141 =21 L]

Uma observagdo importante é sobre a ordem dos mo-
vimentos do disco k nos pinos. Se o primeiro movimento
foi para o pino B, entdo os k — 1 discos menores mover-

Figura 1. Solucionando o jogo com n discos.
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Figura 2. Ordem

-se-d0 para B, o disco k + 1 se mover-se-d para C, os k — 1
menores para A, para que o disco k se mova para C. Se-
guindo esse raciocinio, o préximo movimento de k serd
para o pino A. Os seus movimentos sdo ciclicos na ordem
(B,C,A) ou (C,B, A), caso o seu primeiro movimento te-
nha sido para C. Note que se a ordem de k for (B,C, A),
entdo a ordem de k+1e de k—1serd (C,B, A). Como o
tnico movimento do disco n deve ser para o pino C, entdo
se n e k tiverem a mesma paridade, colocamos a ordem
(C,B, A) para k. Caso tenham paridades distintas, entdo
(B,C, A) serd a ordem de movimentos de k.

Proposicao 3. Considere uma Torre de Hanoi com 7 dis-
cos. Seja ok, 0 nimero da jogada em que o disco k serd
movido pela p-ésima vez. Fixado k < n, a sequéncia nu-
mérica (oy,) € uma progressao aritmética de razao 2k e
Ok1 = 2k-1,

Demonstragio. oy, = 251 pela proposigio 2. Sem perda
de generalidade, suponha que k e n tém a mesma parida-
de. A configuragdo do jogo apds o primeiro movimento do
disco k estd na terceira torre da figura 2. Continuando a so-
lugdo do quebra-cabegas, transferimos os k — 1 discos me-
nores que estdo em B para o pino C, colocando-os em cima
do disco k, usando 2¢~1 4 2k=1 — 1 = 2k — 1 movimentos.
Agora, o tinico movimento possivel do jogo serd mover o
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dos movimentos do disco k.

disco k + 1 para o pino intermedidrio com um movimen-
to, resultando em 2% — 1 4 1 = 2¥ movimentos. Por fim, os
k —1 discos devem ir para o pino inicial, pois o disco k
precisard de ir ao pino intermedidrio, com 2 4 2¢-1 —1
movimentos. Sendo assim, o disco k ficard livre para ir
para o pino intermedidrio com um movimento, gerando
um total de 2F+2F1—141=2F4 251 movimentos
(0 segundo movimento do disco k serd na jogada 2k + 2k-1
e a ultima torre da figura 2 representa o segundo movi-
mento do disco k). Logo, 01 = 2k=le 02 = 2k 4 2k=1,

O terceiro movimento do disco k ocorrerd apés trans-
ferirmos os k — 1 discos menores para cima do disco k, ou
seja, para o pino B, o disco k 4 2 para o C (Gnico movimen-
to possivel); para transferir os discos que estdo em B para
C, primeiro os k — 1 discos menores vdo para C e entdo o

Figura 3. Configuracao da Torre apds mover o disco k.



disco k serd movido para A, totalizando
2114 1 428114 1 = 2F movimentos;
~— ~—
disco k+2 disco k
logo, 03 = 0ko + 2k e 0k3 — Ok = 2k,

Sem perda de generalidade, suponha que, apds certo
movimento do disco k, este se encontra no pino A sobre
discos maiores que ele, como a sua ordem é (C, B, A) ele
veio do pino B e os k — 1 discos menores estdo em C sobre
um certo disco k + m, caso contrdrio seria impossivel mo-
ver o disco k de acordo com as regras do jogo. Vamos con-
tar quantos movimentos serdo necessdrios até ao préoximo
movimento do disco k. Os préximos e tinicos possiveis
passos sdo transferir os k — 1 menores discos do pino C
para cima do disco k, usando 21 — 1 movimentos. Apés
esses movimentos, s6 haverd um tinico movimento pos-
sivel no jogo usando os discos dos pinos B ou C; supo-
nha que é o disco k + p a ser movido para o pino C, onde
0<pt,m<n—kep <m.Odiscokveiodo pino B e estd
em A, logo o seu préximo movimento deve ser para o pino
C, pois os discos movem-se em ciclos, alternando entre os
pinos; para isso movemos novamente os k — 1 menores
discos para B, e o disco k para o pino C (inicos movimen-
tos possiveis também), totalizando

k=1 _ k-1 _ _ ok :
2 1+ 1 +2 1+ 1 = 2" movimentos.
disco k+p disco k D

Teorema 1. Considere uma torre com 7 discos. O disco
movido na /-ésima jogada serd o disco k obtido unicamen-
te ao reescrever 7 na forma (2p — 1) -2K~1, onde p serd o
ntimero de vezes que o disco k foi movido.

Demonstragdo. Segundo as proposi¢des 2 e 3, para k
fixado, com k <mn, (ok,p) é uma progressdo aritmética
de razdo 2 e termo geral Opp =01+ (p—1)- 2k, Logo,

oy = 2T+ (p—1)-2F
=0, = (2p—241)-281
=0, = (2p-1)-2¢1 (1)

[l

Agora, estamos interessados em saber que pega é movi-
da no i-ésimo movimento. Para isso, temos de resolver a
equagao

(2p—1)-2F1 =,
isto é, encontrar k e p que a satisfazem. Observamos que
2p — 1 é um ntimero impar, entdo basta fatorar i de modo
a que tenhamos um impar vezes uma poténcia de 2. Como

i é um ntimero natural, entdo o Teorema Fundamental da

Aritmética garante a unicidade de p e k.

Exemplo 1. Resolvendo as Torres de Handi com oito dis-
cos, que disco é movido na 100” jogada considerando a
quantidade minima de movimentos?

Solugdo: Pelo teorema 1, temos:
(2p —1) -2 =100.
Como p e k sdo ntimeros naturais, entdo podemos fatori-
zar 100 e retirar as poténcias de 2. Sendo assim, resolven-
do uma equacéo exponencial, obtemos
(2p—1)-2F1 2522,

Assim, 2p —1=25e 2k=1 = 22 ¢ entio p=13ek =3.

Logo, o disco movido na centésima jogada é o disco 3
e o mesmo foi movido 13 vezes.

3. CONFIGURACAO GERAL DA TORRE APOS
PARAR NA [-ESIMA JOGADA

Suponha que o quebra-cabecas com n discos estd a ser
resolvido e para numa certa jogada i. Qual a configuragao
da torre no exato momento de paragem? Para isso, temos
de descobrir quantos movimentos foram realizados com
cada disco até a jogada i.

Pelo teorema 1 encontramos o disco que foi movi-
do na jogada i e quantas vezes, resolvendo a expressao
i = (2p — 1) -2k"1. Descobertos os valores de k e p e sa-
bendo que o seu movimento é ciclico, do tipo (C, B, A)ou
(B,C, A), descobrimos em que pino o disco k se encontra
ao efetuarmos a divisdo por 3 e verificando o resto. Para a
sequeéncia (C, B, A), resto 0 significa pino A, resto 1 signi-
fica pino C e resto 2 significa pino B.

Agora, queremos saber onde estdo os outros n — 1 dis-
cos, por exemplo, o disco kg, quantas vezes ele se moveu
até a jogada i e em que pino se encontra.

Note que aoisolar pemi = (2p — 1) - 28~1 encontramos
i+2k1

2k 7
que é a quantidade de movimentos do disco k até a joga-

da i. Para kg no lugar de k, esse quociente ndo serd intei-
ro. Desejamos encontrar o maior j possivel, j < i, tal que
j=(2po—1)-2F~1 ou seja, po é a quantidade de vezes
que o disco ko se moveu até a jogada i:

» j+ 2kl
0= "Ff -
2ko
Observe que
]'+2k071 - i+2k071
2ko - 2ko
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ou seja, para | x| = max{m € Z | m < x} podemos tomar
i+ 2ko—1
P |

Exemplo 2. Certa pessoa a brincar com o jogo Torre de Ha-
noi com cinco discos, realizou alguns movimentos e parou
na 10”jogada. Qual a configuragao da Torre de Hanoi con-
siderando a quantidade minima de jogadas?

Solugdo.i =10e1 <k <5.
Para o disco 1, temos a sequéncia (C, B, A), (1, k impares):

10421
= |5
= 3-1+2
— pino B.

Para o disco 2, temos a sequéncia (B,C, A), (n impar,
k par):

1042271
= |5
= 3140
—  pino A.

Para o disco 3, temos a sequéncia (C,B, A), (n impar,

10 42371
= |— =1

1 = 3:0+1
—  pino C.

k impar):

Para o disco 4, temos a sequéncia (B, C, A), (n impar,

10 4241
= | =1

1 = 3:0+1
— pino B.

k par):

Para o disco 5, temos a sequéncia (C,B, A), (n impar,

10 + 2571
- [0

= 3-040
—  pino A.

k impar):

Assim, o pino A contém os discos 2 e 5, 0 pino B os discos
1e4, eopino C o disco 3.
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LAGRANGE, AS MULTAS
E OS RECORDES DE ATLETISMO

A velocidade média diz-nos alguma coisa sobre

instantinea? E sobre outras velocidades médias?

1. INTRODUCAO
O Artigo 27.° do Cédigo da Estrada [5] fixa os limites gerais
de velocidade nas vias ptblicas. Salvo casos especiais, 0s
condutores ndo podem exceder certas velocidades instan-
taneas, dependendo do tipo de vias.

Este Artigo 27.° remete implicitamente para duas ques-
tOes matemadticas importantes.

A primeira é o préprio conceito de velocidade instan-
tanea, ndo definido no Cédigo, e sobre o qual se diz ape-
nas que é medido "em quilémetros/hora". Na auséncia de
definicdo, é de presumir que o legislador estd a pensar no
nimero indicado por um velocimetro, seja este de que tipo
for. Descontemos a circularidade desta forma de pensar e
observemos que a velocidade instantdnea é um conceito
estritamente matemdtico: é a derivada em cada instante do
"espago percorrido” em fungdo do tempo. Este é um dos
primeiros exemplos vistos quando estudamos derivadas e
é uma das principais motivagoes iniciais para esse estudo.

A segunda questdo matemadtica importante do Cédigo
da Estrada é suscitada pela interrogagdo ébvia: indo além
da defini¢do, como é que as autorida-
des controlam na prética a velocidade
instantdnea dos automéveis nas estra-
das, para depois sancionarem quem ex-
ceda os limites legais?

O processo mais conhecido consiste
em usar um aparelho que se aponta ao

veiculo e que imediatamente fornece a
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a velocidade

velocidade instantanea, tipicamente emitindo um sinal de
radar ou laser e analisando a frequéncia do sinal reflectido
pelo objecto em movimento.

O presente artigo é motivado por um segundo proces-
so, que é referido no mesmo artigo do Cédigo da Estrada,
no seu nimero 4:

Para os efeitos do disposto nos niimeros anteriores,
considera-se que viola os limites mdximos de velocidade
instantdnea o condutor que percorrer uma determinada
distdncia a uma velocidade média incompativel com a
observincia daqueles limites (...).

Isto é operacionalizado identificando o veiculo num
ponto da estrada e voltando a identificd-lo depois de ele
percorrer determinada distancia. O tempo decorrido entre
as duas identificacdes permite calcular a velocidade média
do veiculo no trogo em causa.

O cédigo nada diz sobre o que é uma "velocidade mé-
dia incompativel" com a observancia dos limites legais.
O senso comum, que qualquer um entende, aponta para
algo muito simples: se a velocidade média exceder o limite
para a velocidade instantdnea no trogo, o condutor tera de

certeza excedido, em algum momento, esse mesmo limite.

2. O TEOREMA DE LAGRANGE
O facto matemadtico que aqui estd presente, e que subjaz ao
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tal "senso comum", é um dos teoremas mais fundamentais
do célculo diferencial elementar, o Teorema de Lagrange
ou do valor médio. Diz o teorema que, se uma fungao real
for continua num intervalo fechado e diferencidvel no seu
interior, entdo existe um ponto no interior onde a derivada
da fungdo coincide com o valor médio dela no intervalo.
Em simbolos: se f: [a,b] — R for continua em [a, b] e dife-
rencidvel em ]a, b], existe § €]a, b[ tal que

Sobre este teorema podemos fazer vérias observagoes:

1. A demonstracdo é simples e pode ver-se em qualquer
livro introdutério de Andlise. Reduzimo-nos primeiro
ao caso particular em que f(a) = f(b) (situagdo em que
ao resultado se chama por vezes Teorema de Rolle) e
usamos de forma decisiva a completude do conjunto
dos ndmeros reais. Esta propriedade basica de R pode
ser apresentada de vdrias maneiras quando se ensina
Andlise, sendo uma das mais habituais a seguinte: qual-
quer que seja a forma de escrever IR como uma reuniao
de dois subconjuntos A e B tais que qualquer elemento
de A é menor do que qualquer elemento de B, existe de
certeza c € Rtalque V,cq pep 4 <c < b.

Isto é parecido com a defini¢do de R pelos chamados
"cortes de Dedekind" mas ndo é a mesma coisa.

2. Curiosamente, ndo s6 o Teorema de Lagrange é conse-
quéncia da completude de R como lhe é mesmo equi-
valente [4].

3. O Teorema de Lagrange é, como muitos teoremas em
Matemadtica, uma afirmacdo apenas da existéncia de
algo. Nada no enunciado ou na demonstragao diz seja
o que for sobre o valor de 6. Os teoremas de existén-
cia "ndo construtivos", como este, sdo causa de alguma
confusdo para os ndo-matematicos: pois como se pode

afirmar e provar a existéncia de algo sem o exibir ou
construir explicitamente? Nao s6 se pode como a situa-
¢ao é muito frequente.’

O Teorema de Lagrange é exactamente o facto matema-
tico de que precisamos para justificar a prescricdo legal do
n.° 4 do artigo 27.° do Cédigo da Estrada. E este tipo de
questdo é normalmente uma das primeiras aplicagées do
teorema vistas no estudo do célculo diferencial.

3. PROBLEMAS POSSIVEIS

Mas hé problemas potenciais. Por exemplo: como a de-
monstragdo ndo é construtiva, as autoridades ndo podem
dizer quando é que o veiculo, no trogo em causa, excedeu o
limite legal para a velocidade instantanea. O legislador pro-
vavelmente pensou nisto e resolveu o problema escrevendo
que se entende que "a contraordenagédo é praticada no lo-
cal em que terminar o percurso controlado". Esta redaccdo
resolve um problema formal mas tem vulnerabilidades.
O condutor pode dizer - e se calhar até provar - que no
final do percurso controlado a sua velocidade era inferior
ao limite legal: "Eu nesse momento até ia a 10 km/h..."

Um problema de outro tipo pode surgir se o condutor
afirmar que a forma como percorreu a distdncia em cau-
sa ndo satisfaz as hipéteses do Teorema de Lagrange, mais
precisamente a da diferenciabilidade da funcido espaco
percorrido (a da continuidade seria mais dificil de contes-
tar). Isto é, 0 automobilista pode dizer que a sua técnica de
condugdo é tal que, por vezes, ndo ha diferenciabilidade da
funcdo. Aqui o condutor ndo terd sorte, porque hd versdes
do Teorema de Lagrange para o caso em que f pode nao ser
diferencidvel em todos os pontos de ]a, b[. Por exemplo [2],
se o conjunto D dos pontos em que fndo é diferencidvel for
finito (ou mesmo numeravel) entdo

O -F@ - o e
—a 0c]a,b[\D

e portanto a velocidade média continua a dar a informacgao

desejada.

Mesmo assim, seria interessante assistir a uma con-
testagdo judicial de um condutor a uma multa aplicada
ao abrigo do n.° 4 do Artigo 27.° do Cédigo da Estrada.
Poderia haver uma discussdo matemadtica em tribunal de
consequéncias imprevisiveis, com andlise das condigoes de
aplicagdo do Teorema de Lagrange e da sua conclusdo, di-
vergéncias sobre a natureza dos nimeros reais, interven¢do
de advogados da escola intuicionista, etc. Quem sabe se
ndo se acabaria num recurso para o Tribunal Constitucio-
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nal, com este a consultar pareceres da Sociedade Portugue-
sa de Matematica?

4. UM PARADOXO NO ATLETISMO

Uma pergunta natural, relacionada com o tema anterior, é
se a velocidade média numa certa distdncia nos diz alguma
coisa sobre a velocidade média em partes dessa distancia.
O problema colocou-se com alguma publicidade a propési-
to de uma prova de atletismo [1].

Em 2013, a atleta americana Molly Huddle estabele-
ceu uma nova melhor marca mundial para a distancia de
12 km. Alguém observou entdo que o recorde mundial da
meia-maratona (cerca de 21,1 km), da atleta queniana Mary
Jepkosgei Keitany, tinha uma média por km inferior a de
Huddle nos 12 km. Portanto, em algum trogo de 12 km da
sua meia-maratona, Keitany teria feito um tempo mais bai-
xo do que o de Huddle, ndo sendo justo atribuir a melhor
marca sobre essa distancia a esta atleta.

Esta conclusdo, curiosamente, ndo estd correcta, isto €,
ndo é obrigatério que exista um tal trogo de 12 km. Por outras
palavras, a corrida de Keitany podia ter sido conduzida de
tal forma que, em qualquer troco de 12 km da meia-marato-
na, o seu tempo fosse pior do que o tempo total de Huddle.

Por exemplo [1]: suponhamos que Keitany correu os
primeiros 9,1 km em 27 minutos, os 2,9 km seguintes em
11 minutos e 50 segundos e 0s 9,1 km finais de novo em 27
minutos, perfazendo os 65 minutos e 50 segundos do seu
recorde. Supde-se a velocidade constante em cada um dos
trés subintervalos.

Entdo o seu tempo em qualquer subtrogo de 12 km
seria 38 minutos e 50 segundos, acima dos 37 minutos e
49 segundos de Huddle.

Hé uma situagdo em que se pode garantir que existe
uma parte da distancia percorrida a mesma velocidade mé-
dia que a velocidade média da corrida completa: isso acon-

Minutos

tece se a distancia total for um multiplo inteiro do subtrogo
em causa.

Para o mostrar, suponhamos, sem perda de generalida-
de, que a distancia total é de n km, com n um ntimero na-
tural. Vamos provar que existe 1 km na corrida percorrido
exactamente a velocidade média da corrida total.

Seja t o tempo total da corrida. Existe de certeza um su-
bintervalo de tempo de duragdo ¢ /1 em que o corredor per-
correu pelo menos 1 km: se ndo, a distancia total percorrida
seria menos de n km. Analogamente, existe um subintervalo
de tempo de duragdo {/n em que o corredor percorreu no
maximo 1 km. Como o espaco percorrido num intervalo
é uma funcdo continua dos extremos do intervalo, tem de
existir, pelo Teorema de Bolzano, ou dos valores intermé-
dios (que é equivalente ao Teorema de Lagrange [4]), um
subintervalo de duracdo t/n em que o corredor percorreu
exactamente 1 km e em que, portanto, a sua velocidade
média foi n/t, igual a velocidade média na distancia total.

Em [1] mostra-se que, extraordinariamente, este € o tni-
co caso em que se pode dar uma tal garantia: se a distancia
parcial ndo for um submdltiplo inteiro da distancia total,
existe sempre uma forma de conduzir a corrida tal que em
qualquer trogo de comprimento igual a distancia parcial a
velocidade média é inferior a velocidade média na corrida
completa.
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! Para um exemplo muito simples e curioso veja-se [3, p. 94], onde se
prova em poucas linhas que em Madrid existem de certeza mais de
20 pessoas com o mesmo ndmero de cabelos.
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alguma criatividade, ir ao cinema seria tdo motivante quanto ver videos de
férias. Mas erros persistentes podem mostrar a falta de compreensiao de

alguns aspetos relevantes da ciéncia.

Ficgéo cientifica sempre me interessou. Gosto de ver a
visdo de futuro, seja a dos dias de hoje ou aquela do
nosso passado recente. E claro que dificilmente qualquer
guido seria aprovado se fosse uma tese de mestrado em
ciéncias. Mas a literatura tem outros objetivos que nao
ensinar as leis de Newton ou as teorias de Einstein.

No entanto, no tltimo filme desta categoria a que assis-
ti, Ad Astra, algo me chamou a aten¢do. Num certo sentido,
hd a mesma visdo ingénua de como sdo as viagens espa-
ciais que ja estava presente no primeiro exemplar do gé-
nero, a obra prima A Viagem a Lua, de 1902; veja a figura 1.

E dificil adaptar a nossa intuigdo a circunstancias
muito distintas do nosso dia a dia. Muitas das ddvidas
levantadas sobre se as viagens a Lua foram ou ndo reais
sdo baseadas nestes erros de compreensdo. Por exemplo,
a foto do céu escuro e sem estrelas a ladear os astronatas
sobre a superficie lunar tem sido fonte de muitas teorias
conspiratérias. No entanto, apesar do fundo preto, a foto
foi tirada durante o dia. O azul do nosso céu é decorrén-
cia da atmosfera.

Quando pensamos que Vasco da Gama demorou qua-
se um ano para ir de Lisboa a India, e que hoje essa via-
gem pode ser feita em menos de um dia, ndo é dificil con-
cluir que a tecnologia tem "encurtado distdncia" (apesar
de isto ser claramente uma figura de linguagem).

Devemos entdo imaginar que as viagens espaciais se-
rdo cada vez mais rdpidas: serd que um dia poderemos
passar o Natal em casa de um filho que mora em Marte e

Figura 1. De A Viagem a Lua, de Georges Mélies (1902), a Ad
Astra, de James Gray (2019), muito mudou: a narrativa, os efei-
tos especiais... Algo em comum permanece: a ambicdo humana
universal de sair de nosso planeta em direcdo ao espaco e o
medo do incerto. Fonte: Wikimedia Commons.

voltar para celebrar o Ano Novo com o resto da familia,
cd na Terra?

De facto, no Ad Astra, apenas trés semanas sao neces-
sdrias para se ir da Terra a Marte, enquanto menos de trés
meses sao suficientes para ir até Neptuno. Por compara-
¢do, a sonda InSight, lancada em 2018, demorou seis meses
para atingir a érbita de Marte, enquanto a Neptune Orbiter,
que ainda nao foi langada, deve demorar uma década para
atingir o seu destino. E notem que o langamento destas
sondas nao é feito num dia qualquer, mas em datas cui-
dadosamente escolhidas de forma a otimizar a viagem: as
"janelas de langamento".

Sistematicamente, as distancias na Terra estdo a ser

"encurtadas’, mas ndo podemos esperar que o mesmo
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ocorra para o Sistema Solar, pois a dindmica das viagens
espaciais é muito distinta. O que faz o foguete mover
é a inércia, e ndo os seus motores poderosos. Estes ser-
vem apenas para descolar, (por vezes) corrigir a Orbita e
na aproximacao ao destino. A verdadeira viagem ocorre
apenas por inércia, sem gasto algum de energia. A mesma
forca que mantém os planetas ao redor do Sol é o que leva
uma espagonave aos planetas mais distantes: a gravidade.

Assim, a trajetéria da sonda serd uma elipse com o Sol
num dos focos - tal como qualquer érbita planetdria, e nun-
ca uma linha reta (como aparece no inicio de A Viagem i Lua).

Mas qual 6rbita, exatamente?

Esta foi a questdo estudada pelo engenheiro alemao
Walter Hohmann, que em 1925 encontrou a trajetéria en-
tre dois planetas que requer o minimo de energia. Infeliz-
mente, os estudos de Hohmann foram interrompidos, ja
que preferiu abandonar a ciéncia espacial, com medo de
que os seus trabalhos fossem utilizados pelo Partido Nazi
no desenho de armas.

Vamos entdo considerar que tanto a Terra quanto
Marte tém Orbitas circulares (de facto, sdo elipses com
baixa excentricidade). Um foguetdo lancado da Terra, jd a
uma distancia da Terra de apenas dois milésimos da dis-
tancia Terra-Sol, experimenta uma maior gravidade solar
do que terrestre. Desta forma, a energia necessaria para o
fazer descolar é apenas para chegar a esta distancia, cor-
respondente aproximadamente a 50 vezes o raio da Terra.
A partir daf, mover-se-d em 6rbita eliptica. Cada possivel
orbita tem um nivel de energia associado. A pergunta que
tem de ser respondida é: qual a elipse que interseta tanto
a 6rbita da Terra quanto a 6rbita de Marte que tem a me-
nor energia?

As contas ndo sdo particularmente dificeis e a res-
posta é muito elegante: é a tinica elipse interior as érbitas
que tem o Sol num dos focos e que é tangente a ambas
as 6rbitas. Desta forma, supondo que o lancamento se da
no angulo § = 0, o contacto serd em 6 = 7 e o eixo maior
desta elipse terd comprimento igual ao da soma dos raios
orbitais dos dois planetas. O tempo necessdrio para per-
correr esta distancia é dado por

T_ T (rT+rM>3/2
VGM 2 ’

onde r1 e ryp sdo os raios orbitais da Terra e de Marte, M
é amassa do Sol e G a constante de gravitagdo universal.
Note que esta conta ¢ feita na hipétese de que as 6rbitas
estdo no mesmo plano, o que é uma aproximagao aceitével.

Temos entdo que o tempo necessario para completar a

Figura 2. A esquerda, érbita de Hohmann (ndmero 2, a amare-
lo) para transferir com a minima energia uma sonda da drbita |,
de raio R, para a érbita 3, de raio R', ambas supostas circulares.
A rbita 2 é uma elipse tangente s duas circunferéncias. A dire-
ita, uma juncdo de duas drbitas de Hohmann, indo inicialmente
ao ponto 2, mais distante do que o destino 3, pode ser mais efi-
ciente do que uma viagem direta. Fonte: Wikimedia commons.

jornada é de T ~ 250 dias. Neste momento, as mdquinas
sdo novamente ligadas para que seja feita a aproximacao
ao destino final.

E claro que, no dia do contacto, Marte deve estar no
ponto oposto ao do lancamento da sonda. Portanto, no mo-
mento do lancamento, Marte ndo pode estar em qualquer
lugar. E a isto que se refere o conceito de "janela de langa-
mento".

No caso de planetas mais distantes, mais precisa-
mente apds Saturno, hd uma trajetéria ainda mais efi-
ciente do que a drbita de Hohmann: a unido de duas elip-
ses. Inicialmente, a sonda viaja através de uma 6rbita de
Hohmann até a uma certa 6rbita ainda mais distante do
que o seu destino; neste ponto, os motores sdo novamente
ligados e toma uma nova trajetdria eliptica, iniciando um
percurso de retorno (ou seja, diminuindo a distancia ao
Sol) até chegar ao seu destino final. Apesar de ser neces-
sdrio ligar os motores trés vezes (na saida, na reorienta-
¢do e na chegada), em algumas circunstancias esta 6rbita
necessita de menos combustivel do que a de Hohmann.
O tempo necessdrio, no entanto, é substancialmente maior.

No caso da Lua, além do descrito acima, também é co-
mum optar por érbitas em forma de "8", por serem desta
forma as linhas da mesma energia que orbitam tanto a
Terra quanto a Lua. Assim, é possivel voltar em seguranga.

E dificil dizer que um dia poderemos ir a Marte em
menos de um més, mas, progndsticos sé depois do jogo.
O consumo energético seria tdo grande que dificilmen-
te esta forma de viajar seria vidvel — mas em muitas cir-
cunstancias, sobretudo com fins militares, o ser humano
demonstra poucas preocupagdes com o custo. Quem sabe
esta tecnologia venha um dia a estar disponivel?

S
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regressdo linear é um tema nor-

malmente explorado (nas esco-
las) com recurso a uma calculadora
cientifica gréfica ou a um software
da moda (GeoGebra, por exemplo),
ficando os estudantes com a tarefa
aborrecida de introduzir nameros
em listas e obter como recompen-
sa uma equagdo que utilizam para
fazer previsdes num dado contexto.
O que aqui se trata é de mostrar o
grande valor didético deste proble-
ma, mobilizando conhecimentos
que os alunos detém para aclarar,
do ponto de vista geométrico, o que
estd em causa em todo este proces-
so que decorre nos “bastidores” da

tecnologia.

1. A GEOMETRIA DO PROBLEMA

O problema que consiste na determinacdo da reta que
melhor se ajusta a uma dada nuvem de n pontos (x;,y;) é
tradicionalmente tratado como o problema de encontrar
os pardmetros a e b da equagdo y = ax + b que minimi-

n
S=Y &,
i=1

em que os d; sdo as diferengas entre os valores observa-

Zzam a soma

dos e os valores tedricos, isto é, d; = y; — ax; — b (veja-se
[3D).

Sejam (x1,y1), (x2,¥2), .-
vados (nuvem de pontos na figura 1). Para a determinagéo

,(Xn,yn) os dados obser-

do pardmetro a (declive da reta), seria “simpético” que a
nuvem tivesse o seu centro de massa na origem do refe-
rencial, isto é, no ponto de coordenadas (0, 0). Isto porque

y=ax+b

(z,y) ° 7= af

Figura 1. Translacdo da nuvem de pontos.

libertar-nos-famos do pardmetro b da equacdo da reta,
o que parece reduzir a dificuldade do problema, pois,
nesta condi¢es, o0 modelo associado a reta de regres-
sdo seria y = ax. Para fazer com que o centro de massa
da nuvem se desloque para a origem, é suficiente efe-
tuarmos uma translacdo de toda a nuvem de pontos
segundo o vetor (—X, —¥), ou seja, basta subtrairmos o
centro de gravidade (X,7) a todos os pontos da nuvem.
Obtém-se assim uma nova nuvem de pontos da forma
(x; —X,y; — ¥) cujo centro de gravidade é (0,0).

Fazendo x; — X = &; e y; —y = JJ;, a nuvem sobre a
qual o trabalho prossegue serd (%;,7;), comi=1,2,...,n,
cuja reta de regressdao tem o mesmo declive que a reta de
regressdo da nuvem original, em consequéncia da trans-
lacdo efetuada.

A nova nuvem é constituida por pontos da forma
(%;,7;) e os pontos da forma (¥;,a%;), i =1,2,...,n, sdo
os pontos sobre a reta §j = a¥, que coincidiriam com os
primeiros caso a correlagdo fosse perfeita. Os n vectores
il; = (%;,a%;) determinados por estes pontos sdo colinea-
res. Mas aqui, uma mudanga de dimensdo vai tornar o
trabalho mais simples: em vez de considerarmos estes n
vetores de dimenséao 2, utilizamos os dados organizados
em vetores de dimensao n:

| = (f1/f2/ e /fn)/
i = (a%y,a%y, ... ,a%,),
e

ﬂ: (glng/ e /]771)~

e
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1

Figura 2. Vetores num espaco de dimensdo n.

Os vetores i e j sdo colineares:

(ax aiz, ce. ,0%y)
a (% R )

-

ai. (1)

Além do mais, o escalar a em (1) é precisamente o declive
da reta procurada! Assim, determinar a serd equivalente
a determinar (algo sobre) j, agora num espago de di-
mensao 7.

Repare-se que if — ] = (i} — ¥, ... ,§in — ax,) ndo é
mais do que o vetor dos residuos, isto é, o vetor cujas
componentes sdo as diferencas entre os dados observa-
dos e os dados teéricos da nova nuvem. Ora, o que se
pretende é que a norma (ou distancia) ||if — j]| seja mi-
nima. Isto sé acontecerd se if —]_" for normal a i (como
sugere a figura 2). Para que tal aconteca, j tem de ser a
projecdo de i sobre i. Logo, o produto escalar de il —
com i tem de ser nulo, retirando-se desta condigdo o

valor do multiplicador a, declive da reta de regressao:

@(u—uz) i=0 (]_":az, de(l))
Si-i—ai-i=0
Sa= Q (7= ||7||2) . @)

Depois de se calcular a através de (2), a determinagéo do
parametro b é um simples exercicio: dado que (&, ) per-
tence a reta procurada, ele terd de satisfazer a condigao
y = ax + b. Daqui se retira que b = 7 — ax.

Apesar de querermos focar-nos nos aspetos marcada-
mente geométricos do problema, vale a pena notar aqui
que o resultado (2) pode ainda ser obtido pela combina-
¢do da geometria analitica com a aplicacdo das deriva-
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das a problemas de otimizac&o (assuntos tratados no 11.°
ano, antes da regressao linear): depois da translagdo dos
dados, o objetivo é o de minimizar a soma

¢, (e; = J; — a%;),

M-

Il
—

S =

como aparece no problema original. Assim,
ds de;

Z * de; da ; 1?;
= Zzei(—fi) = iz(?i —a%;)(—%;)
i ;

:—_z(ﬂ—f) 7

Segue-se (como sugerido geometricamente),
(ﬁ' - f) =0, 0quelevaa (2).

2. EXEMPLO DE APLICAGCAO
Vejamos a aplicagdo destes resultados a um exercicio
tipico de um manual escolar.

Existird alguma relagdo entre a temperatura e a quan-
tidade de chuva que cai em Amarante? Para responder
a esta pergunta vamos comparar num grdfico de corre-
lagdo as temperaturas médias (°C) dos vdrios meses do
ano com a pluviosidade média (mm).

Neste exemplo, a tabela da esquerda é dada e a da direita
foi calculada por nés. O centroide da nuvem de pontos é

Tabela 1. Tabela 2.
Temperatura | Pluviosidade

i
11.3 -5.3417 57.0833
12.0 108 -4.6417 43.0833
13.5 101 -3.1417 36.0833
15.2 54 -1.4417 -10.917
17.6 44 0.9583 -20.9167
20.0 22 3.3583 -42 9167
222 4 5.5583 -60.9167
22.5 6 5.8583 -58.9167
21.3 29 4.6583 -35.9167
18.3 80 1.6583 15.08333
14.2 102 -2.4417 37.08333
11.6 107 -5.0417 42.08333
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(%,7) = (16.6417,64.9167). Os vetores i e i sdo as colu-
nas da tabela da direita, depois de efetuada a translagdo
da nuvem original: sdo vetores num espago de dimen-
sao 12.

De acordo com as conclusdes da sec¢do anterior, os
parametros da equacdo da reta de regressdo y = ax +b
podem ser calculados do seguinte modo:

-
[

 —1895.4583

195.2692

=

~ —9.7069,

b=i—ax
~ 64.9167 +9.7069 x 16.6417
A 226.4557 .

100

50

25

-50

Figura 3. Translacdo da nuvem de pontos e centros de massa.

Assim, y ~ —9.7069x + 226.4557 serd a equagdo da reta
de regressdo e, com ela, podemos fazer estimativas no
contexto do problema.

3. COEFICIENTE DE CORRELAGCAO LINEAR

O coeficiente de correlagio é uma medida que pretende
determinar o grau de alinhamento dos dados. Sobre ele
costumam ser colocadas duas questdes:

» Por que razdo varia no intervalo [—1,1]?

» Por que razdo a correlagdo entre as varidveis é tan-
to mais forte quanto mais préximo de —1 ou de 1 se en-
contra o coeficiente? Nao seria razodvel pensarmos que
quanto mais préximo de zero, mais forte serd a correla-
¢do, uma vez que ele mede o grau de proximidade dos

dados em relagdo a reta?!

Repare-se que o coeficiente de correlagdo, sendo uma
medida do alinhamento dos dados, deve estar relaciona-
do com o “grau de colinearidade” entre os vetores ii e ?,
referentes aos dados transladados'. E uma forma natural
de medir este “grau de colinearidade” é estudando o an-
gulo 0 que if e i formam entre si (ver figura 2).? Assim,
0 poderia ser usado com legitimidade como medida do
grau de alinhamento dos dados, ou seja, como coeficien-
te de correlagdo. O diagrama da figura 4 resume a varia-
¢ao deste coeficiente de correlagao.

Nula
90°

Forte j - ’\Forte
180° 0°
Total Total

Figura 4. Coeficiente de correlacdo 0.

-

Visto que cosf = m , 0 pode ser obtido através de
ifl| ||i
0 = arccos (jll_,) 3)
i

No exemplo da secgdo anterior, o coeficiente de correla-

i
= arccos <q.,)
el ]2l

—1895.4583
143.7391 x 13.9739

= 160.68° (forte?).

No entanto, na literatura sobre o assunto, 6 é convenien-

¢do 0 é

— arccos <

temente substituido pelo seu cosseno (porqué?), e assim
se compreende a sua variagdo tal como encontramos nos
manuais:

1A correlagdo ndo depende da nuvem que se considera, uma vez que a
operacao de translagdo efetuada a nuvem inicial garante a manutengao
das rela¢Ges entre os dados observados e os tedricos.

2Em tudo o que se segue pode-se substituir a unidade grau por rad.

S
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S <1
G

Uma férmula que normalmente acompanha os manuais

=

0°<0<180° = —-1< cosf <1 —-1<

para determinar o valor do coeficiente de correlagdo, r, é

() (£m)
\/( i1 X

n
Sendo (4) equivalente a

- Yia(xi —%)(yi — 9) ,
VI (i — 22/ (v — )

n
i—1XilYi —

(X x)

2 2 ’
Y vi
Y (-

4)

r =

2 _
i

fica estabelecida a igualdade

-
—

u.
]l |

17, = cos@
H

4. CONCLUSAO

Ao longo dos anos, o tema da regressdo linear tem sido
tratado nas nossas escolas, quase exclusivamente, como
uma manipulacdo de férmulas, a qual a tecnologia veio
retirar algum desse desprazer salvando, por um lado,
os alunos dos célculos fastidiosos, mas atirando-os, por
outro, para uma cegueira determinada pela calculadora
grafica. O que aqui se quis mostrar foi que essas abor-
dagens tradicionais ao tema podem, com enormes van-
tagens, ser substituidas por uma abordagem geométrica
solida, coerente e palpavel, em que a tnica novidade
(mas ndo surpresa) reside na generalizagdo de conceitos

de geometria analitica a espagos de dimensdo superior
a trés. Além disso, abre também espago a compreensao
dos “bastidores” da calculadora gréfica, permitindo que
os alunos olhem para ela como uma biblioteca de algorit-
mos que podem compreender e até criar.
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APANHADOS NA REDE

UMA NOVA FORMULA DE ALGEBRA LINEAR? Jost CARLOS SANTOS

Universidade

Em meados de 2019, pareceu ter sido descoberto um novo enunciado do Porto

de Algebra Linear. Mas a histéria acabou por se revelar mais complica-

da do que poderia parecer a primeira vista.

UMA NOVA DESCOBERTA?

Terence Tao é talvez o mais famoso matemadtico vivo.
A sua fama atrai o mais diverso tipo de solicitagdes, o que
0 obriga a limitar seriamente as propostas de trabalho ou
colaboragdo que recebe regularmente. Alids, ele escreve,
na sua pagina sobre maneiras de ser contactado,’ que nado
aceita pedidos de resolucdo de problemas matematicos.

No entanto, em agosto de 2019 Tao abriu uma excegao
a esta regra. Ele recebeu via correio eletrénico uma men-
sagem de trés fisicos (Stephen Parke, Xining Zhang e Pe-
ter Denton) com uma férmula de Algebra Linear que eles
tinham descoberto mas cuja validade ndo conseguiam
demonstrar. Acontece que Tao publicara, juntamente com
Van Vu, um artigo (veja-se [3]) onde surgia uma férmula
semelhante e foi também por esse motivo que os fisicos
em questdo escreveram a Tao. Para surpresa deles, Tao res-
pondeu-lhes ao fim de somente duas horas, confirmando
que a férmula estava, de facto, correta e fornecendo-lhes
trés demonstragdes dela. Rapidamente, os quatro (isto é,
os trés fisicos e Tao) publicaram no arXiv uma curta pré-
-publicagdo (com somente trés pdginas) sobre este assunto,
no qual era mencionado um outro artigo (veja-se [1]), além
do de Vu e Tao, com uma férmula semelhante.?

Durante algum tempo, as coisas ficaram neste pon-
to. Tudo mudou quando, em novembro de 2019, a Quanta
Magazine, uma publicagdo online de divulgagdo cientifica,
publicou um artigo® sobre este assunto. Como Tao expli-
cou no seu blogue,*este artigo levou a uma vasta busca por
outros textos com a férmula em questdo ou outras relacio-

jesantos@fe.up.pt

nadas. E o resultado foi ter-se chegado a conclusio de que
a férmula j4 tinha sido descoberta diversas vezes no passa-
do. O artigo mais antigo detetado (até ver) com a férmula
data de 1966 ([4]) e, de facto, a formula é um caso-limite de
um enunciado que data de 1934 ([2]).

A FORMULA

Vejamos entdo qual é a férmula a qual nos referimos. E re-
lativa a matrizes hermitianas, ou seja, matrizes quadradas
com entradas complexas

ap aipp ... Adip

ayy dyp ... dyyu
H =

Ayl Ap2  --- Aun

para as quais se tem a;; = a;; sempre quei,j € {1,2,...,n}.
Embora as entradas destas matrizes sejam, em geral, ni-
meros complexos ndo necessariamente reais (exceto as
entradas da diagonal principal que, essas sim, tém de ser
reais), pode-se provar que tém sempre n valores préprios
reais (se os contarmos com as respetivas multiplicidades).

1 https:/Iwww.math.ucla.edu/~tao/tags.html
2 https://arxiv.orglabs/1908.03795v1
#Veja-se Neutrinos Lead to Unexpected Discovery in Basic Math, por Natalie

Wolchover; https://lwww.quantamagazine.org/neutrinos-lead-to-unexpected-
-discovery-in-basic-math-2019 1113/

*Veja-se Eigenvectors from Eigenvalues: a survey of a basic identity in linear
algebra: https://terrytao.wordpress.com/2019/ | 2/03/eigenvectors-from-eigen

values-a-survey-of-a-basic-identity-in-linear-algebra/
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Vamos representd-los por Ai(H),A2(H),..., Ax(H). Seja
vj um vetor préprio de norma 1 correspondente ao valor
préprio A;(H). Entdo v € da forma (01,92, -, Vjn)-

Agora consideremos, para cada je {1,2,...,n},
a matriz H; obtida removendo de H a linha j e a coluna
j- Naturalmente, cada matriz H; é também uma ma-
triz hermitiana com n — 1 linhas e n — 1 colunas. Sejam
A (Hj), A2(Hj), ..., Ap—1(Hj) os seus valores préprios; tal
como se fez com a matriz H, vai-se supor que

M(Hj) < A(Hj) < -+ < Ap-1(Hp):
S6 por curiosidade, note-se que se
M(H) < A2(H) < -+ < Ag(H)
e se, para cada je{1,2,...,n}, os valores pro6-
prios de H; forem ordenados de modo a ter-se
M(Hj) < A(Hj) < -+
desigualdades de entrelagamento de Cauchy:
M(H) < M(Hj) < A2(H) < -+ < A1 (Hj) < An(H).

Com estas notagdes, a férmula em questio é: se
i,j €{1,2,...,n} entdo

< Ay-1(Hj), entdo tém lugar as

0| 11 (Ai(H) = Ax(H)) =
ke{1,2,.n}\{i} k=1

Em particular, se H tiver n valores préprios distintos, entdo

n—1
TT(Ai(H) = Ae(H))
02 = k=1 1)
ij (Ai(H) = A(H))
ke{12,...nP\{i}

Esta férmula dd-nos assim (no caso em que os valores pré6-
prios de H sdo distintos) os valores absolutos das coorde-
nadas dos vetores préprios de H, recorrendo somente ao
conhecimento dos valores préprios de H bem como dos das
matrizes H;. Serd possivel obter ndo s6 os valores absolutos
das coordenadas mas as préprias coordenadas? Nao, pois
se (vjl, Uiy -y an) for um vetor préprio unitdrio de H e se
w € C tiver valor absoluto 1, entdo (wvjl,wvjz,...,wv]-n)
também é um vetor préprio unitdrio de H.

E um tanto espantoso que os valores absolutos das co-
ordenadas dos vetores préprios da matriz H possam ser
obtidos somente a partir do conhecimento dos valores pré-
prios de H, bem como dos das matrizes H j, masa igualda-
de (1) faz sentido. Por exemplo:

» Se se multiplicar H por um numero real ¢ # 0, a
nova matriz ainda é hermitiana, mas os valores préprios
de cH sado os de H multiplicados por c¢. O mesmo aconte-
ce com os valores préprios das matrizes H;. Mas entdo o
membro da direita de (1) ndo sofre qualquer alteragdo, o
que faz sentido, visto que os vetores préprios de cH sdo
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vetores préprios de H e vice-versa.

» Se se adicionar a H um multiplo cId, da matriz
identidade, entdo os valores préprios de H + cId,, sdo os
de H mais ¢, 0 mesmo acontecendo aos valores préprios
das matrizes H;. Logo, mais uma vez, o membro da direita
de (1) ndo muda. Mais uma vez, isto faz sentido, pois os
vetores préprios de H + c1d, sdo vetores préprios de H e
vice-versa.

PORQUE E QUE TEVE DE SER REDESCOBERTA?
Uma questdo interessante aqui € a de saber porque é que
esta férmula teve de ser redescoberta e isto mais do que
uma vez. Hé precedentes histéricos. Por exemplo, Pierre
Wantzel publicou, em 1843, uma demonstracdo da impos-
sibilidade de resolver algebricamente e usando somente
numeros reais todas as equagdes de terceiro grau com co-
eficientes reais. Este resultado ficou esquecido e foi rede-
monstrado por volta de 1880 por outros dois matemaéticos,
Vincenzo Mollame e Otto Holder, independentemente.

Tao e os seus coautores especularam quanto aos moti-
vos pelos quais esta férmula em particular ficou esqueci-
da. Entre outras hipéteses, conjeturaram que isto se pode
dever ao facto de ninguém ter dado um nome a férmula
(resolveram chamar-lhe identidade dos vetores préprios e dos
valores préprios) e de ter sempre surgido no passado, ndo
como um fim em si, mas como uma ferramenta para obter
outros resultados.

Isto é um exemplo de como o facto de uma descoberta
cientifica ser publicada a salva do desaparecimento, mas
ndo do esquecimento. E também é um exemplo de como
um texto de divulgagdo cientifica pode afetar a area cienti-
fica que estd a tentar divulgar.
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TRATADO DE PRATICA DARISMETICA

DE GASPAR NICOLAS

PeDRO J. FREITAS
Universidade

de Lisboa
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Em resposta a um gentil convite dos editores da Gazeta, damos ini-
cio aqui a coluna Histérias da Matematica. Nela, pretendemos trazer
noticias de desenvolvimentos recentes desta disciplina, escritos por
autores que tenham com eles um contacto mais préximo.

assunto que apresentamos hoje tem a ver com uma
Oefeméride: em 2019, passaram 500 anos sobre a edi-
¢do do primeiro livro de matemadtica impresso em Por-
tugal, o Tratado de Prdtica Darismética, de Gaspar Nicolds.
Sobre o autor, pouco se sabe, embora se pense que seja
oriundo do norte de Portugal e tenha, talvez, origem ju-

¢ Zratavopapatica Barifmetyca
ozenana per Bafpar nycolis
E empzemiva Lo preni=
\legio

Figura 1. Capa da edicdo de 1917.

daica. O seu livro surge num momento de grande cresci-
mento da atividade comercial na Europa, acompanhando
tanto os movimentos de expansdo como a passagem de
um sistema econémico feudal para outro, baseado nas
trocas comerciais. Esta preeminéncia do comércio e das
viagens suscitou a necessidade de um uso pragmatico e
fidvel da matemdtica que até entdo ndo se tinha sentido
com essa acuidade.

No que diz respeito a aritmética, depois de cerca de
40 manuais terem sido publicados na Europa entre 1472
e 1519, surgiram, no inicio do século XVI, trés tratados
impressos em portugués. O primeiro, Tratado de Prditica
Darismética, de Gaspar Nicolds, foi pela primeira vez edi-
tado em 1519'e teve mais 11 reedig¢ées até ao século XVIII,
sendo a dltima de 1716. Os dois outros foram a Prdtica Da-
rismética, de Rui Mendes, em 1540, e o Tratado da Arte de
Arismética, de Bento Fernandes, em 1555, também bastan-
te reeditados.

Todos os livros seguem uma estrutura similar de
apresentacdo organizada de procedimentos aritméticos,
quer apresentados abstratamente quer imediatamente
aplicados a casos préticos. E de notar que todos usam,
desde o inicio, os numerais indo-drabes (que corrente-
mente usamos hoje em dia), abandonando por completo

! Esta edicdo estd digitalizada e disponivel no Fundo Antigo da Universida-
de do Porto, em www.fc.up.pt/falindex.php?p=nav\&f=books.0223.0
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0s numerais romanos e as operagdes que com eles se fa-
ziam, como a chamada conta castelhana, ainda presente
em alguns manuais espanhéis desta época, e que curio-
samente viria a reaparecer num manual portugués muito
posterior, a Flor da Arismética Necessdria, de Afonso Guiral
e Pacheco, de 1624.

Depois da descricdo desta escrita numérica, o livro
apresenta as quatro operagdes e os algoritmos para as
efetuar, que sdo semelhantes aos que hoje utilizamos
(0 tnico algoritmo que é consideravelmente diferente é o
da divisdo: nestes livros, é usada a chamada divisdo em
galera).

Passa-se entdo a regras de cdlculo, como a regra de
trés, que ocupa vdrias secgdes, e que é apresentada com
vdrias variantes (que se podem considerar implementa-
¢des da regra de trés composta, hoje em dia abandona-
da por se poder reduzir a duas regras de trés simples).
O uso tdo alargado desta regra levou Anténio Pereira
(aritmético do século XVII) a compard-la com o alecrim:
tal como este tinha virtudes para muitas doengas, tam-
bém a regra de trés resolvia uma grande quantidade de
problemas. Outra regra usada sistematicamente é a da
dupla falsa posicdo, um método que se usava para resol-
ver equagdes lineares antes da divulgagdo dos métodos
algébricos que hoje se usam (mais abaixo mostraremos
um exemplo do seu uso). Hd também vdrias seccdes dedi-
cadas as fragdes, aqui chamadas quebrados, e a extensdo
destas regras de cdlculo aos casos em que os dados sdo
fraciondrios e ndo inteiros. A seguir, encontramos algu-
mas secgdes dedicadas a problemas praticos de impostos
ou baratos (trocas comerciais). H4 uma longa seccdo so-
bre geometria, e métodos para extrair raizes quadradas e
ctbicas. No final do livro, hé vdrios problemas com ligas
metdlicas.

Ao contrdrio do que se propde com a pedagogia atual,
a solugdo destes problemas é apresentada, na maior parte
das vezes, sem explicagdo — o autor comega a resolugdo
com a expressdo “Faz assim” e descreve o método para
resolver o problema (em vdrios casos, alids, ndo é imedia-
to compreender porque é que a resolu¢do dada resolve de
facto o problema). Claramente, a intengéo era mecanizar
estes métodos de resolugdo para que se pudessem por em
pratica de forma expedita nos problemas diarios do co-
mércio.

Paralelamente a estas consideragdes mais pragmaé-
ticas, encontramos uma longa colegdo de problemas, de
cariz recreativo, seguindo alids uma tradi¢do medieval.
Gaspar Nicolds refere explicitamente Luca Pacioli como

fonte para estes problemas, sendo que alguns provém de
tradigdes mais antigas. Alguns destes problemas podem
resolver-se usando os métodos apresentados no livro an-
teriormente, mas outros, como diz o autor, sO se resolvem
“por fantasia”, isto é, pensando numa resolucao especifica
para o problema dado.

Dos trés livros de aritmética que referimos, é Gaspar
Nicolds que dedica mais tempo a estes tépicos de mate-
madtica recreativa, cerca de um tergo do livro. O tratado
de Rui Mendes nédo tem referéncias significativas a pro-
blemas deste tipo, e o de Bento Fernandes dedica cerca
de um sexto do seu livro a estes problemas, retomando
muitos dos de Gaspar Nicolds.

Como exemplo de um destes problemas, e do uso
da regra da dupla falsa posicdo, apresentamos aqui um
enunciado.

Digo que um homem entrou em uma igreja e néo
sabemos quanto dinheiro levava. E disse ao pri-
meiro santo que lhe dobrasse o dinheiro que ele le-
vava e que lhe daria 12 reais, e o santo lho dobrou,
e deu-lhe 12 reais e ficou-lhe ainda dinheiro. E foi-
-se ao outro santo, que lhe dobrasse o dinheiro que
ficou, e que lhe daria 12, e o santo lhe dobrou e o
homem lhe deu 12 e ficou-lhe ainda dinheiro. E foi-
-se a outro santo, que lhe dobrasse o que lhe ficou
e que lhe daria 12, e o santo lho dobrou e 0 homem
lhe deu 12, e ndo lhe ficou nada. Ora, eu demando
quanto dinheiro levava este bom homem.

Talvez a primeira coisa a notar é que, tal como hoje acon-
tece com alguns problemas, o enunciado nao é razoavel:
0 homem entra na igreja com dinheiro, sdo-lhe concedi-
dos trés milagres e sai da igreja de bolsos vazios. O intui-
to aqui é exclusivamente recreativo e pedagégico.

O problema pode resolver-se usando uma equagao de
primeiro grau ou, mais eficazmente, fazendo a andlise re-
trégrada, isto é, tentando reconstituir o processo do fim
para o principio. O autor apresenta uma resolugdo por
falsa posicdo, um dos processos mais comuns, a época,
para resolver problemas de cariz linear: a partir de dois
palpites sobre o dinheiro que o homem levava (aqui, 11
e 10 reais), obtém-se dois resultados finais diferentes de
zero, e a partir destes encontra-se a solucao.

Diz que levaste 11 reais, e se os dobras sdo 22 re-
ais, quem gasta 12 ficam 10, dobra-os, sdo 20, quem
gasta 12 ficam 8, dobra-os, sdo 16, quem gasta 12
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ficam 4. Ora faz outra volta e diz que levaste 10,
e dobra-os, ficam 20, quem tira 12, ficam 8, dobra-
-0s, sdo 16, quem gasta 12 ficam 4, dobra-os, sdo 8,
e tu bem vés que para chegar a 12 lhe faltavam 4.
E pords por 10 menos 4. Ora faz o partidor,” que é
8, i.e, 4 que sobejaram e 4 que minguaram. Ora,
para saberes qual é a parti¢do,” multiplica em cruz,
ie, 4 vezes 10 sdo 40, e 4 vezes 11 sdo 44, ajunta-
-os com 40, e sdo 84, porque como jd te disse: me-
nos e sobejo sempre se ajuntam. Ora parte 84 por
8 e vem 10 e 1/2 e tanto dinheiro levava o homem
quando entrou na igreja a falar com os trés santos,
como podes provar.

Em primeiro lugar, gostarfamos de deixar claro que este
método ndo é por tentativa e erro. Aqui, resolve-se uma
equacdo do tipo f(x) = ¢, em que f é uma fungéo linear,
dando valores a varidvel x e registando os valores que se
obtém (s6 por sorte se obteria c). Suponhamos que, dando
o valor inicial x1, obtemos o valor ¢1, com erro e; = ¢ — ¢,
e para xp obtemos um valor ¢;, com erro e; = ¢ — ¢. Como
sabemos que o grafico da fungdo é uma reta (ver figura), o
declive tem de se manter:
e €

X, —Xx  Xp—Xx

Manipulando um pouco a expressio, obtemos
Lo e —xe
e — e

Esta é a férmula usada aqui, com alguns ajustes para que
nao aparegam nimeros negativos.*

O estilo misto destas aritméticas quinhentistas, con-
tendo tanto temas estritamente aritméticos como recre-
ativos, veio a manter-se em outros tratados mais tardios,

de tematica similar, como o Thesouro de Prudentes, de Gas-

€2

€1

/

Ty T €To

par Cardoso de Sequeira, publicado pela primeira vez em
1612 e igualmente reeditado vdrias vezes. Sendo este for-
mado por quatro livros, o terceiro é dedicado a aritmética
e tem uma sec¢do inteiramente sobre ilusionismo (com
nimeros e com cartas).

Estamos a preparar, em colaboragdo com Jorge Nuno
Silva, uma nova edigdo do livro de Gaspar Nicolds, pela
Fundagdo Calouste Gulbenkian. Esperamos que ela pos-
sa ser til aos leitores contemporaneos, permitindo uma
leitura em portugués atual, com algum enquadramento
tematico, possibilitando um contacto mais direto com a
aritmética e os problemas recreativos deste valioso tra-
tado do inicio do século XVI, que, além do seu contetido
pedagégico, nos deixa um retrato vivo da vida comercial
e mercantil da época e do seu espirito de rigor aritmético.

2 Divisor
* Dividendo
# Para mais informacdo, ver, por exemplo, Eugene C. Boman, “False Posi-

tion, Double False Position and Cramer’s Rule”, College Mathematics Jour-
nal, 2009 doi:10.4169/193113409X458732.
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Os modelos de otimizagdo em dois niveis: = permitem representar de-

cisdes sequenciais do tipo lider-seguidor, colocando importantes desafios
tedricos, metodoldgicos e computacionais; — sdo adequados para tratar
problemas de grande relevancia e complexidade em varios dominios de

aplicagdo, em particular no sector energético.

1. INTRODUCAO

A definigdo de precos diferenciados no tempo é uma estra-
tégia adotada em vérias industrias para induzir padroes
da procura que permitam uma melhor utiliza¢do dos
sistemas de abastecimento e da infraestrutura de distri-
buicdo disponivel. Esta estratégia possibilita aos fornece-
dores dos bens ou servigos adiar ou evitar investimentos
significativos para atender a situagdes de picos de procu-
ra, em geral de curta duracdo. A frequéncia e a magnitude
das variaces de precos podem ser elevadas e anunciadas
com uma antecedéncia reduzida, o que impde desafios,
quer aos fornecedores na definicdo dos esquemas tarifa-
rios mais convenientes (em geral, que maximizem os seus
lucros), quer aos consumidores que, em resposta aos pre-
¢os varidveis, podem tomar decisdes que minimizem os
seus custos e/ou o impacto associado a alteragdo de pa-
drdes de consumo.

Na evolugdo das redes de energia para as redes inteli-
gentes (smart grids), os contadores inteligentes (smart me-
ters) instalados nos pontos de consumo serdo uma compo-
nente importante para a melhoria da eficiéncia global do
sistema, permitindo a comunicagdo bidirecional entre os
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CeBER e Faculdade
de Economia,
Universidade
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fornecedores e os consumidores e facilitando a adocédo de
esquemas tarifdrios mais flexiveis com beneficios para os
multiplos atores. Este tipo de tarifas dindmicas pode tra-
zer beneficios para os operadores de rede (contribuindo
para aliviar situagdes de congestao nas redes de distribui-
¢do e melhorar a utilizagdo das fontes renovaveis de natu-
reza intermitente), comercializadores (permitindo gerir os
precos de compra de energia elétrica no mercado grossista
com a venda no mercado retalhista) e consumidores (ado-
tando ag¢des de resposta dindmica da procura para reduzir
a fatura sem prejudicar a qualidade dos servigos de ener-
gia, e.g. conforto térmico).

Assim, do ponto de vista do comercializador, o proble-
ma consiste em (dentro de um dado quadro regulatdrio)
definir precos varidveis no tempo num dado horizonte de
planeamento (por exemplo, um dia) que maximizem o seu
lucro. Face aos pregos anunciados pelo comercializador
(por exemplo, para o dia seguinte), o consumidor estabe-
lece os periodos de funcionamento dos seus aparelhos e a
parametrizagdo dos termoéstatos dos aparelhos de aqueci-
mento/arrefecimento de modo a minimizar o custo total

(que pode incluir a monetarizac¢do do desconforto associa-
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do a modificacdo de rotinas ou a violagdo de limiares de
temperaturas de conforto). Este problema, em que hd uma
relagdo hierdrquica entre dois decisores (o comercializa-
dor como lider e o consumidor como seguidor) com in-
teresses distintos, que controlam diferentes conjuntos de
varidveis e agem sequencialmente, pode ser representado
por um modelo de otimizacdo em dois niveis (bilevel). Este
tipo de modelos tem sido usado neste contexto da inte-
racgdo entre comercializadores e consumidores de energia
elétrica, bem como noutras dreas de aplicacdo para lidar
com problemas de defini¢do de pregos, problemas do tipo
defensor-atacante, problemas com um nivel de deciséo es-
tratégico e um nivel de decisdo operacional, etc.

2. PROBLEMAS DE OTIMIZAGCAO

EM DOIS NiVEIS

O problema de otimizagdo em dois niveis (bilevel optimiza-
tion, BLO) pode ser formulado da seguinte forma, onde x
representa o vetor das varidveis controladas pelo lider e y
o vetor das varidveis controladas pelo seguidor:

F 7
max  F(x, y)

sa G(x,y) <0

y € argmax{f(x, Y): g(x, y) <O0}.
yeY

X CR™ e Y C R" sdo conjuntos fechados estabelecen-
do restri¢des nas varidveis, incluindo limites inferiores e
superiores; 11 é o nimero de varidveis de nivel superior
(upper level, UL) e ny é o numero de varidveis de nivel infe-
rior (lower level, LL). F(x,y) e f(x, y) sdo as fung¢des objetivo
do lider e do seguidor, respetivamente.

O seguidor otimiza a sua fungao objetivo f(x, y) depois
de o lider estabelecer o valor das suas varidveis de decisdo
x € X. Aregido admissivel do seguidor para uma dada de-
cisdo x do lider é Y(x) = {y € Y : g(x, y) < 0} e o corres-
pondente conjunto de reagdo racional do seguidor é:

Y(x) = {y € R™ : y € argmax f(x,y)} .
yeY(x)

O conjunto admissivel do problema BLO, ge-
ralmente  designado por regido induzida, §é
IR={(x,y):x€X,G(x,y) <0,y ¥(x)}. A resolu-
¢do de um problema BLO ¢ dificil nas perspetivas tedri-
ca, metodolégica e computacional, dado que o problema
é intrinsecamente ndo convexo; mesmo quando ambas as
fungdes objetivo e todas as restri¢des sdo lineares, o pro-

blema é NP-dificil (Dempe, 2002).

vh
?}‘(1 )]
6 L
1751

Figura 1. Regido induzida e solucdo étima
para um problema BLO linear.

A figura 1 ilustra estes conceitos para um problema
BLO linear com duas varidveis de decisdo: x é controlada
pelo lider, y é controlada pelo seguidor e S é o conjunto
de todas as restri¢des (neste exemplo ndo existem restri-
¢des UL G(x,y) < 0 envolvendo as varidveis LL y). Num
problema BLO linear, quando o lider escolhe valores para
x, 0 termo correspondente em f(x,y) torna-se constante e
pode ser eliminado do problema; assim, a fungdo objeti-
vo do seguidor pode ser expressa apenas como f(y). Para
cada valor de x, o seguidor escolhe o valor de y que oti-
miza a sua fungdo objetivo f(y). Logo, a regido induzida,
constituida pelas solu¢des admissiveis para este problema
BLO, é RI = [AE] U [ED]. A solugdo 6tima para o proble-
ma BLO é o ponto D que maximiza F(x,y) em RI.

A solugdo 6tima de um problema BLO néo é, em ge-
ral, uma solucdo eficiente (6tima de Pareto) do problema
bi-objetivo resultante da consideragdo das fungdes objetivo
do lider e do seguidor no mesmo nivel (i.e., situagdo em
que existiria cooperagdo entre os dois decisores). Neste
exemplo, as solugdes eficientes para o problema bi-objetivo
com F(x,y) e f(y) a maximizar em S localizam-se na ares-
ta [AB]. Note-se que nesta regido é possivel ter melhores
valores para as fungdes objetivo de UL e de LL em relagdo
aos obtidos em D, i.e., a cooperagdo entre o lider e o segui-
dor seria vantajosa para ambos os decisores. No entanto,
o modelo BLO tem subjacente a ndo cooperacdo, uma vez
que hd muitas situa¢des préticas em que esta cooperagdo
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nao existe.

Dado que o problema LL é uma restri¢do do problema
BLO, apenas as solugdes 6timas do problema LL para cada
instanciacdo de x sdo solu¢bes admissiveis do problema
BLO. Contudo, se o problema LL for dificil de resolver,
devido a sua natureza combinatdria e/ou néo linear, bem
como a possivel existéncia de um tempo computacional
limitado, pode ndo ser possivel obter a respetiva solugao
6tima e, consequentemente, uma solugao admissivel para
o problema BLO.

Tém sido desenvolvidas abordagens cldssicas de pro-
gramacdo matemadtica e abordagens meta-heuristicas para
o problema BLO. Quando o problema LL é convexo, uma
das abordagens mais usadas consiste na respetiva subs-
tituigdo pelas suas condigdes de Karush-Kuhn-Tucker,
transformando o problema global num problema com um
unico nivel. No caso em que todas as funcdes (objetivo
e das restri¢des) do problema BLO sdo lineares, obtém-
-se um problema de programacao linear com restri¢des
de complementaridade, que pode ser linearizado através
de técnicas envolvendo varidveis bindrias auxiliares e
restri¢des adicionais, e depois resolvido por um solver de
programacao linear inteira-mista. Face as dificuldades de
resolucdo dos problemas BLO, que podem ainda ser agra-
vadas pela existéncia de funcdes objetivo/restrigdes ndo
lineares e/ou varidveis inteiras, t¢ém sido desenvolvidas
meta-heuristicas, em particular baseadas em populagdes
(algoritmos evoluciondrios, evolugdo diferencial, otimi-
zagdo por enxame de particulas). Existem ainda aborda-
gens hibridas, em que a pesquisa no problema de UL ¢,
em geral, controlada por uma meta-heuristica, enquanto
o problema de LL apés a instanciacdo das varidveis UL
é, se possivel, resolvido por um solver. Sinha et al. (2018)
apresentam uma revisdo de métodos cldssicos e evolucio-

ndrios para problemas BLO.

3. MODELACAO BLO PARA A INTERACAO
COMERCIALIZADOR-CONSUMIDOR

DE ENERGIA ELETRICA

A maioria dos estudos reportados na literatura modela o
problema do consumidor apenas considerando que deve
ser fornecida uma certa quantidade de energia para o fun-
cionamento das cargas (aparelhos) que prestam um deter-
minado servico, sem ter em conta os respetivos ciclos de
operagdo. Os modelos propostos em (Alves et al. 2016, Car-
rasqueira et al. 2017, Soares et al., 2020) incluem a caracte-
rizagdo fisica da operagdo e controlo das cargas mais co-
muns no setor residencial, permitindo uma representacdo

detalhada do problema de gestdo energética do consumi-
dor, traduzindo de forma fisicamente mais realista a reagio
do consumidor face aos pregos varidveis (problema LL no
modelo BLO). Nestes modelos, as cargas sdo classificadas
de acordo com o tipo de controlo que pode ser exercido:
» deslocéveis, cujo ciclo de operagao pode ser deslocado no
tempo mas ndo pode ser interrompido (mdquinas de lavar
louga, de lavar roupa e de secar roupa); » interrompiveis,
cujo abastecimento poder ser do tipo on/off desde que seja
fornecida uma certa quantidade de energia durante um
dado periodo de tempo (aquecedor elétrico de dgua, bate-
ria do veiculo elétrico); » termostéticas, cujo funcionamen-
to é regulado por um terméstato, dependente da tempera-
tura interior, e que é parametrizado pelo consumidor (ar
condicionado).

O comercializador (lider) pretende determinar os pre-
¢os de venda de eletricidade aos consumidores em cada
periodo temporal (periodos, em geral, predefinidos) de
modo a maximizar o lucro. O consumidor (seguidor)
responde a estes precos através das varidveis de controlo
(tempo de operagdo e temperatura) das cargas para mini-
mizar o custo. A fung¢do objetivo do consumidor inclui os
custos de energia associados ao funcionamento de cada
tipo de cargas, o custo associado a poténcia maxima toma-
da e um termo que resulta da monetarizacdo do descon-
forto associado a temperatura interior (desvio em relacdo
a uma temperatura de referéncia). A inclusdo da carga ter-
mostdtica no problema LL imp&e um esfor¢o computacio-
nal significativo, resultante da modelagdo da histerese do
terméstato. O modelo BLO, incluindo a modelagédo fisica
detalhada das cargas no problema LL, estd descrito em So-
ares et al. (2020), onde sdo também analisados resultados
ilustrativos.

A abordagem de resolugdo proposta é uma meta-
-heuristica hibrida em que, para cada instanciagdo dos
precos definidos pelo comercializador no problema UL
(solugdo de uma populagdo da meta-heuristica), é resol-
vido o problema LL de programagao inteira-mista (pro-
blema do consumidor). As varidveis UL sdo inferior e su-
periormente limitadas, existindo ainda uma restrigdo de
preco médio no periodo de planeamento, configurando
uma opgao tarifdria oferecida pelo comercializador que o
consumidor adota, tentando tirar o melhor partido da fle-
xibilidade de utilizagdo das cargas para minimizar o seu
custo. O consumidor otimiza o funcionamento dos seus
aparelhos, incluindo os trés tipos de cargas acima men-
cionadas, além de uma carga base ndo adequada para
controlo (que inclui, por exemplo, iluminagao, frigorifico,
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Figura 2. Controlo de cargas

deslocdveis, ndo interrompiveis:
[TV Tz/] define o intervalo de
conforto para o funcionamento
da carga j d; € a duracdo do ciclo

de operagao, e ry, ry,.., g s3ao os
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estddios em que este ciclo é di-
vidido, em cada um dos quais é
requerida uma dada poténcia p.
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i Figura 3. Controlo de cargas

interrompiveis: [Ty, T,] define
o intervalo de conforto para o
funcionamento da carga k, Ex € a

quantidade de energia que deve

ser fornecida e Qk é a poténcia
nominal de operagao.

Figura 4. Comportamento do ter-
mdstato (modo aquecimento) no
instante t do periodo de planea-
mento: a varidvel bindria s; = 1

s =1 1

indica o estado on/off, 6, € a tem-
peratura interior do espaco, 8™
é a temperatura a qual o aparelho

desliga, 07¢/ é a temperatura de

+ referéncia,
in
g!

i € a temperatura
minima admissivel e O é a tem-
peratura minima a que o aparelho
liga, a qual é uma varidvel de de-
cisdo cujo valor étimo terd em

conta os precos da energia em

cada instante.

televisdo, etc.) mas que influencia os custos de poténcia
e de energia. As figuras 2-4 ilustram as decisées do pro-
blema LL em relagdo ao controlo das cargas deslocaveis,
interrompiveis e termostdtica, respetivamente. Nas cargas
deslocdveis (ndo interrompiveis) deve ser determinado o
instante inicial de operagdo, nas cargas interrompiveis os
periodos em que hd abastecimento de energia elétrica, e
nas cargas termostdticas a temperatura minima interior
(em modo de aquecimento) para o sistema ligar. O pro-

blema LL inclui restri¢des sobre os periodos que o con-
sumidor considera desejdveis para o funcionamento das
cargas e equagdes do modelo térmico (ar condicionado)
que define a temperatura interior no instante ¢ como fun-
¢do da temperatura interior no instante t — 1, da tempera-
tura exterior e da operagdo do sistema de ar condicionado.

N

A complexidade computacional associada a modelacado
do comportamento do termostato resulta de se permitir

o estabelecimento da temperatura minima 6" em cada
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Figura 5. Solucdo final de um
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o problema BLO: precos estabe-
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—— Poténcia Total
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a operagdo das cargas do con-
sumidor durante o periodo de

planeamento.

instante t do periodo de planeamento de modo a tirar o
melhor partido dos pregos varidveis e da inércia térmica
do espago sob controlo (i.e., aquecer o espaco em periodos
de pregos baixos para ter o conforto desejado quando os
precos sdo mais elevados).

A figura 5 ilustra uma solugdo final de um modelo BLO
com estas caracteristicas: pregos estabelecidos pelo comer-
cializador e poténcia requerida a rede para a operagdo das
cargas do consumidor durante o periodo de planeamento.

4. CONCLUSAO

Os modelos BLO sdo adequados para representar proble-
mas caracterizados por decisdes sequenciais, em que o lider
e o seguidor controlam diferentes conjuntos de varidveis,
mas as respetivas decisdes influenciam a otimalidade e a
admissibilidade das escolhas do outro decisor. A litera-
tura cientifica tem revelado um crescente interesse pela
aplicagdo destes modelos, com especial relevancia no se-
tor energético. Contudo, a obteng¢do de solugdes 6timas §é,
na maioria dos casos, muito dificil dada a intrinseca nao
convexidade destes problemas. Os problemas tornam-se
ainda mais complicados se o problema LL for multiobje-
tivo, pela necessidade de identificar fronteiras eficientes
para cada instanciagdo das varidveis UL (Alves et al., 2019).
Neste contexto, a otimiza¢ao em dois niveis é uma drea de
investigacdo que comporta importantes desafios de natu-
reza tedrica, metodolégica e computacional, bem como de
aplicagdo a uma vasta gama de problemas reais.
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ESCRITA DE FICCAO

Os desafios de aceitar um novo desafio obrigam a um trabalho de pesquisa

e andlise. Afinal, o que é ficgao!?

pos alguns anos a rejeitar convites similares, acabei
por aceitar a responsabilidade de lecionar um curso
de escrita criativa na Escola das Artes da Universidade
Catolica Portuguesa. O titulo do curso é Escrita de Ficgdo
e os alunos vém de dreas muito diferentes: Ciéncia, ges-
tdo, economia, filosofia, artes e conservagao e restauro. A
primeira pergunta que me coloquei ao preparar o curso
foi: Que interesse tem um curso de escrita de ficcdo para
quem néo quer ser escritor? E logo outra, ainda mais difi-
cil: O que é, exatamente, a ficgao?
Decidi comecar pela segunda, esperando que ilumi-
nasse a primeira. Fui procurar no diciondrio e registei as
vdérias defini¢des:

Ficgdo (s.f) 1 Ato ou efeito de fingir. 2 Invencéo fa-
bulosa ou engenhosa. 3 Criagdo de cardcter artistico
baseada na imaginagao. 4 Fabula. 5 Interpretacdo ou
relato subjetivo de um facto ou de uma ideia. 6 Suposi-
¢do do orador para abrilhantar ou reforgar o discurso.

Da primeira podemos questionar o valor ético, mas ndo
a utilidade. Nao é s6 o poeta que é um fingidor, todos o
somos em alguns (muitos) momentos.

Quanto ao poder inventivo e a criagdo baseada na
imaginagdo, sdo ferramentas fundamentais em todas as
dreas, particularmente na ciéncia, que exige que esteja-

MATEMATICA E LITERATURA

<

a

Nuno Cal

MARNEIRO

Universidade

de Aveiro

nfem@ua.pt

mos preparados para imaginar o que ninguém ainda
imaginou. Sem esse poder e sem essa invengdo, ndo teria-
mos a relatividade ou a teoria da evolugao.

Da fdbula somos todos intimos, em criangas através
das histérias que nos contam, mais tarde das que conta-
mos a outros e a nés mesmos. A forma como nos vemos,
os modelos sociais e econémicos, a importancia que atri-
buimos ao que nos vai sucedendo sdo tudo fdbulas que se
aguentam enquanto acreditarmos nelas.

A interpretagdo é outra forma de ficcionar, de dar va-
lor e sentido ao que vemos e ouvimos. Deduzir o todo a
partir das partes, descobrir o passado e intuir o futuro,
também isso sdo ficgdes.

Finalmente a retdrica, alguém The estd imune? Nos re-
latérios que produzimos, nos projetos a que concorremos,
mesmo nos artigos, por mais cientificos que sejam, ndo
haverd sempre um esforgo para abrilhantar ou reforgar o
discurso? Quem nunca abrilhantou que atire o primeiro
superlativo.

Afinal a ficgdo ndo é apenas coisa de romancistas, e
mais me tranquiliza a minha deciséo. A fic¢do é do que
somos feitos e damos-lhe uso a todas as horas do dia.
E talvez um efeito secunddrio de sermos humanos, ou
serd exatamente ao contrdrio?
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laude Brezinski é professor emérito da

Universidade de Lille, Franca, na qual
dirigiu o Laboratério de Anédlise Numérica
e de Optimizagdo por quase trinta anos. E
membro da Real Academia de Ciéncias de
Saragoca, Espanha. A sua investigagdo in-
cide sobre Aceleracdo da Convergéncia por
Métodos de Extrapolagdo, Aproximacdo de
Padé, Fracbes Continuas, Polinémios Orto-
gonais, Algebra Linear Numérica e Histoéria
das Ciéncias. E autor de uma vasta biblio-
grafia nestes topicos. Pertenceu ao comité
editorial de vdrias prestigiadas revistas in-
ternacionais e, em 1991, fundou a Numerical
Algorithms, que atingiu o topo do ranking da
drea de Andlise Numérica, continuando a

ser o seu editor-chefe.

"Quando nos conhecemos, as nossas
competéncias eram complementares

e, com o tempo, cada um de nos

aprendeu com o outro."

ichela Redivo-Zaglia é professora asso-
M ciada, com agregacdo, do Departa-
mento de Matemadtica da Universidade de
P4dua, Italia, do qual foi vice-diretora. Du-
rante 14 anos dirigiu o Centro de Célculo do
Departamento de Electrénica e Ciéncia dos
Computadores daquela universidade. A sua
investigacdo incide principalmente sobre
Algebra Linear Numérica, Extrapolagdo e
Métodos de Aceleracdo da Convergéncia e
suas aplicagdes. E autora de uma vasta bi-
bliografia e de vdrios softwares de dominio
publico. Pertence ao comité editorial de trés
revistas de Andlise Numérica e é a editora
de software da Numerical Algorithms desde a
sua fundacao.

Claude Brezinski and Michela Redivo-Zaglia sao
colaboradores hd mais de 30 anos. O traba-
lho conjunto que desenvolveram constitui
uma contribui¢do muito significativa na drea
da Andlise Numérica.

Esta entrevista foi realizada durante a visita de Claude e Michela a Por-
tugal, em julho de 2019. As fotografias foram tiradas durante a visita &
Sala dos Capelos da Universidade de Coimbra.
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CLAUDE BREZINSKI

Quando e como comegou a interessar-se pela Analise
Numérica?

CB No final dos meus estudos de mestrado na Uni-
versidade de Paris, em junho de 1964, dei entra-
da no Centro de Estudos Nucleares, em Saclay, para
um estdgio de trés meses no Departamento de Fisica.
O chefe do meu grupo, Luis Marquez, imediatamente me
entregou um grosso volume, e ndo muito pedagdgico: o
manual de FORTRAN da IBM. E eu tive de aprender a
linguagem sozinho. Devido aos muitos erros que cometia,
aprendi depressa e levei uma semana para escrever um
programa decente, do meu ponto de vista. Foi o meu pri-
meiro contacto com computadores (um IBM 1620). Apds
esses meses, mudei-me para outro grupo, sob a lideranca
de Jean Julien, e foi nessa ocasido que comecgei a interes-
sar-me pela Andlise Numérica. Af permaneci mais nove
meses durante os quais desenvolvi um método de Monte
Carlo para determinar o nimero de graus de liberdade de
uma certa reagdo nuclear. Fiz cursos de Fisica Nuclear e de
Mecénica Quantica na universidade durante os meus estu-
dos. Este trabalho conduziu-me a defesa, em novembro de
1965, de um Diploma de Estudos Aprofundados de Fisica
sob a supervisdo da professora Pierrette Benoist-Gueutal
(uma ex-aluna de doutoramento do Prémio Nobel Iréne
Joliot-Curie) e a publicagdo do meu primeiro artigo con-
junto nos proceedings de uma conferéncia de Fisica Nuclear.

Como decorreu a sua carreira antes de iniciar a tese?
CB Por dever arranjar um emprego, fui recrutado, em
1965, como engenheiro pela Sociedade de Estudos e de
Realizacdo de Engenhos Balisticos, a sociedade que lan-
¢ou o Diamant, o primeiro satélite francés, em 1965. Fui
admitido no Departamento de Mecanica das Estruturas
sob a direcdo de Henri Cassagne. Era livre de fazer o que
eu queria. Aprendi sozinho Andlise Numérica e escrevi
uma pequena biblioteca de sub-rotinas de métodos numé-
ricos. Certa vez, precisei de escrever um programa para
resolver as equacdes com derivadas parciais relacionadas
com o lancamento de um foguete. Usei diferencas finitas
e um método de relaxamento. Outro trabalho que me foi
dado consistiu no desenvolvimento de um programa em
FORTRAN para calcular o produto formal de duas séries
de Fourier!

Depois de passar trés anos nesse departamento, em
1968, tive de fazer o servigo militar. Apds cinco semanas
num campo militar, entrei para um laboratério cientifico
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do Exército, o Laboratério Central do Armamento, onde
estive nos 14 meses restantes, num grupo liderado por
Pierre Hillion. Mais uma vez, eu fazia o que queria e passei
o tempo a estudar Andlise Numérica (no livro de Varga,
entre outros). Também trabalhei num método para a inver-
sdo numérica da transformada de Laplace com Francois
Perrin, um ex-aluno de doutoramento francés de Richard
Varga (Philippe Ciarlet era o seu outro aluno de doutora-
mento francés). Durante esse periodo, lecionei aulas pra-
ticas de Andlise Numérica para adultos no Conservatério
Nacional de Artes e Oficios, em Paris, seguindo as pales-
tras de Raymond Théodor, um excelente professor com
quem muito aprendi.

Quando é que decidiu que gostaria de fazer uma tese em
matematica e como encontrou o seu orientador?

CB Num prédio vizinho, o Exército tinha outro centro, o
Centro de Cdlculo Cientifico do Armamento (CCSA), onde um
grupo dirigido pelo doutor Francis Ceschino desenvolvia
investigagdo em Andlise Numérica e tinha de escrever
sub-rotinas FORTRAN de métodos numéricos de forma
a poderem ser usadas por todos os engenheiros que tra-
balhavam para o Exército. Ceschino escreveu um famoso
livro sobre integracdo numeérica de equagdes diferenciais
ordindrias com o professor Jean Kuntzmann. Dirigi-me a
Ceschino e perguntei-lhe se ele podia admitir-me no seu
grupo para que eu realizasse um doutoramento d’Etat ¢s
Sciences Mathématiques (o equivalente a uma tese de agre-
gacdo) sobre um tépico que lhe interessasse a ele e a um
professor universitdrio que seria o meu orientador de tese.
Ele concordou e propds que eu trabalhasse sobre métodos
de aceleragdo da convergéncia. Naquela época, em Fran-
ca, havia dois laboratérios universitarios principais de in-
vestigacdo em Andlise Numérica: Paris, com o grupo do
professor Jacques-Louis Lions, dedicado principalmente a
equagdes com derivadas parciais, e Grenoble, onde o pro-
fessor Noél Gastinel trabalhava em vérios topicos. Gastinel
concordou em orientar-me. Defendi a minha tese na Uni-
versidade de Grenoble, a 26 de abril de 1971 (o dia de uma
greve na universidade), com Jean Kuntzmann como pre-
sidente do jtiri e Francis Ceschino, Noél Gastinel e Pierre-
-Jean Laurent como seus membros.

Que lembrancas guarda de Noél Gastinel?

CB Gastinel foi um pioneiro em Algebra Linear Numéri-
ca. Ele tinha uma mente muito aberta e interessava-se por
todos os tépicos. De cada vez que nos encontravamos, dis-
cutiamos durante algumas horas (na realidade, tratava-se
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essencialmente de um mondlogo), e era sé quando eu me
preparava para sair que ele me perguntava sobre o anda-
mento da minha tese.

Ele encorajou-me sempre a publicar os meus resulta-
dos regularmente e a ndo inibir-me de escrever claramente
num artigo qual era a minha prépria contribuigdo e a usar
a primeira pessoa do singular na redagdo da minha tese.
Os meus anos com ele foram muito formativos e ele real-

mente foi 0 meu mestre.

Qual foi a influéncia de Peter Wynn no seu trabalho cienti-
fico? Que recordag¢ées tem dele?

CB Como o tema da minha tese versava sobre métodos de
aceleragao da convergéncia, depressa encontrei um artigo
de Peter Wynn. Logo depois descobri outro artigo dele, e
depois mais outro, e assim sucessivamente. Parecia ser in-
termindvel! Entdo eu decidi escrever-lhe e pedir-lhe a lista
completa das suas publica¢des. Apés algum tempo (ndo
havia e-mail naquela época), ndo sé recebi a lista pedida,
mas também preprints e sugestdes para o meu trabalho.
A nossa correspondéncia estendeu-se por muitos anos, e
eu estou realmente muito grato a Peter pelo seu inestima-
vel incentivo e a sua ajuda.

Em 1981, ele decidiu ir viver para o México. Queria
afastar-se durante mais ou menos um ano, como ele me
escreveu, das muitas futilidades da vida académica mo-
derna. Mas como conseguiu uma vida melhor nesse pais,
decidiu 14 ficar. Peter planeava escrever um ou dois livros,
e vir a Europa apresentar performances de circo.

Que outros matematicos desempenharam um papel impor-
tante no seu percurso?

CB Deixem-me citar apenas dois deles: John (Jack) Todd,
um pioneiro em Andlise Numérica, que me pediu para
escrever um livro sobre Aproximagdo de Padé, e Richard
Varga, que me convidou para as muitas conferéncias que
ele organizou. Consegui obter para Varga um doutora-
mento Honoris Causa pela Universidade de Lille.

Gostaria ainda de mencionar alguns bons amigos que
desempenharam um papel importante, como Philippe
Ciarlet. Também desejo citar Pascal Maroni, que conhego
desde 1970. Ambos nos interessémos por Polinémios Or-
togonais e escrevemos um artigo juntos. Ele vive perto de
mim em Paris e costumamos encontrar-nos para ir a restau-
rantes. Com Gérard Meurant, temos um interesse comum
em Algebra Linear Numérica e recentemente comegdmos a
escrever um livro sobre a histéria desse t6pico. Ele tem um
apartamento muito perto da minha casa na Normandia e

costumamos ir juntos a um bom restaurante que se situa
nas proximidades, compartilhamos muitos Spritz (com
Campari, ndo com Aperol, um aperitivo tipico de Pddua).

MICHELA REDIVO-ZAGLIA

Quando e como comecou a interessar-se pela Anilise
Numérica?

MRZ Obtive o mestrado em matematica na Universidade
de Pddua, em 1975. No ultimo ano de estudos, tive vdrias
disciplinas que tratavam do uso de computadores em ma-
temdtica, especialmente Programacdo em FORTRAN e
em outras linguagens. Apaixonei-me por esses tépicos e
foi por isso que, dois meses apds o termo do meu mestra-
do, regressei ao Centro de Cdlculo da universidade, para
beneficiar de uma bolsa de dois anos. Nessa altura, tive
oportunidade de emprego na Banca, mas preferi perma-
necer num ambiente cientifico. O Centro de Calculo era
0 tnico lugar na universidade onde havia um main frame
IBM. Nesse periodo, aprofundei o meu conhecimento das
linguagens computacionais, lecionei cursos de FORTRAN
e procedi a instalacdo de software.

Como decorreu a sua carreira antes de iniciar a tese?

MRZ Durante essa bolsa, fui selecionada num concurso
para trabalhar como Engenheira Informadtica, fui admitida
e permaneci no mesmo centro de cdlculo. Apés o que, em
1984, passei para o Departamento de Eletrénica e Informa-
tica, sempre na Universidade de Pddua, onde fui responsa-
vel por todos os servigos informadticos, bem como pela im-
plementagdo das primeiras salas de computadores para os
alunos. Era entdo o inicio da informadtica distribuida, com
as primeiras estagdes de trabalho pessoais. Nessa época,
pouquissimas pessoas tinham as competéncias necessarias
para realizar esse trabalho. Durante esses anos, adquiri
muita experiéncia com sistemas operativos e escrevi um
livro sobre UNIX.

Embora eu goste do trabalho de informatica, ele tor-
nou-se demasiado rotineiro para mim, pelo que comecei a
desejar envolver-me numa 4rea de investigacdo em Mate-
matica Aplicada e ensinar. Por esse motivo, em 1987, entrei
em contacto com a professora Maria Morandi Cecchi, do
Departamento de Matemadtica. Ela concordou que eu tra-
balhasse com ela e colabordmos em diferentes projetos, em
particular, num problema relacionado com as operagdes de
unido, intersegdo e complementaridade entre superficies,
conhecendo apenas os seus contornos. Em 1989, fomos
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juntas a um NATO Advanced Study Institute on Computa-

tion of Curves and Surfaces, organizado em Tenerife pelo
Professor Mariano Gasca, da Universidade de Saragoca.
Foi nessa ocasido que conheci Claude Brezinski. Conheci
também Hassane Sadok, colega e colaborador dele, actual-
mente Presidente da Universidade do Litoral Céte d'Opale,
em Franca. Discutimos sobre 0s nossos temas de trabalho.
A sua drea de investigagdo interessou-me e, da parte dele,
Claude apercebeu-se que as minhas competéncias infor-
maticas e numéricas podiam ser de grande utilidade para
ele. Para que eu pudesse investir no dominio de trabalho
dele, ele convidou-me a participar num congresso que es-
tava a organizar e que teria lugar no CIRM, em Luminy,
perto de Marselha, em Setembro de 1989, sobre o tema Ex-
trapolagdo e Aproximagdo Racional. Foi assim que teve inicio
a nossa colaboragao cientifica.

Quando é que decidiu que gostaria de fazer uma tese em
matematica e como encontrou o seu orientador?

MRZ Na época do meu mestrado, em Itdlia, ndo existiam
teses de doutoramento. Em 1980, elas foram instauradas
pelo ministério, mas ndo me era possivel defender uma
tese a0 mesmo tempo que trabalhava, porque ndo con-
seguia cumprir certas obrigagdes que eram exigidas. Por
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outro lado, podia defender uma tese em Franca sem con-
digdes adicionais. Foi assim que, depois de ter trabalhado
e publicado com Claude, ele me propds defender uma tese
sob a sua dire¢do. A 29 de maio de 1992, na Universidade
de Lille, obtive assim um doutoramento em Matemaética
(European Label) com a mencgdo Trés Honorable avec les Fé-
licitations du Juri, jari esse presidido por Jean Della-Dora,
professor na Universidade de Grenoble.

Que outros matematicos desempenharam um papel impor-
tante no seu percurso?

MRZ Vidrias sdo as pessoas que me orientaram e me acom-
panharam na minha formagéo cientifica e a quem eu de-
sejo agradecer. A primeira delas é Arturo N. Natali, res-
ponséavel pelo Grupo Cientifico do Centro de Cdlculo da Uni-
versidade de Pddua, que, com uma enorme competéncia e
também muita paciéncia, me treinou no comego da minha
carreira. A segunda é, naturalmente, Maria Morandi Cec-
chi, que me iniciou na via da investigacdo e me motivou
a novos tépicos de pesquisa. Uma mencao particular aos
meus colegas e amigos Claude Brezinski e Hassane Sadok.
A propésito, desejo contar uma anedota sobre a nossa cola-
boragao. Juntos resolvemos, com o auxilio dos polinémios

ortogonais formais, o importante problema do breakdown
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(divisdo por zero) nos algoritmos do tipo Lanczos para a
resolugdo de sistemas de equagdes lineares. O nosso prin-
cipal algoritmo apresenta saltos recursivos para a frente e
é por essa razdo que os meus coautores o apelidaram de
Method of Recursive Zoom, abreviado para MRZ (as iniciais
do meu nome), e essa explicagdo foi mesmo dada no ar-
tigo publicado numa célebre revista cientifica internacio-
nal! Publicdmos juntos muitos outros artigos de Algebra
Linear Numérica. O desenvolvimento de boa investigacdo
em matemadtica, como em qualquer outro dominio, ndo nos
impede nem de nos divertirmos nem, sobretudo, de ser-
mos amigos. O mais importante é gostarmos do trabalho
que realizamos.

Gostaria ainda de referir Sebastiano Seatzu, da Univer-
sidade de Cagliari, que infelizmente morreu em 2018. Foi
gragas a ele que fui integrada no grupo de investigagdo ita-
liano de Algebra Linear. Tive o privilégio de colaborar com
ele. Gostei muito do seu lado humano, além das suas qua-
lidades cientificas. Desejo também agradecer a Francesco
Costabile, da Universidade da Calabria, que, pelo seu ca-
loroso acolhimento, muito facilitou a minha integragdo na-
quela universidade, quando obtive o titulo de professora
associada. Sdo muitos os colegas de vdrias outras univer-
sidades por todo o mundo com os quais tive o prazer de
colaborar e que aqui deveria mencionar. Recebi muito de
cada um eles e todos contribufram para aumentar o meu
entusiasmo pela investigagdo. Um grande obrigada a to-
dos eles.

AUDE BREZINSKI

O que sdo métodos de extrapolagio?

CB Em Andlise Numérica e em Matematica Aplicada sdo
usados muitos métodos iterativos. Esses métodos sao inti-
teis se a convergéncia da sucessao for demasiado lenta. Em
alguns casos, o procedimento iterativo pode ser modifica-
do, mas noutros casos ndo temos acesso a ele: é uma caixa
negra (a black box). Uma forma possivel de ultrapassar essa
desvantagem é transformar a sequéncia definida pelo mé-
todo iterativo noutra que, sob certas hipéteses, convirja
mais rapidamente para o mesmo limite (ou antilimite se
a sequéncia ndo convergir). Entre essas transformagdes de
sequéncias, que constituem os métodos de extrapolacao,
uma das mais conhecidas e til é devida a Daniel Shanks.
E definida por uma razdo de dois determinantes e pode
ser implementada recursivamente pelo epsilon-algoritmo

escalar de Peter Wynn.

No seu trabalho, colocou em evidéncia as relacdes existen-
tes entre varios topicos. Poderia explicar essas conexdes
em algumas palavras?

CB Um aproximante de Padé é uma fungéo racional cujos
numerador e denominador sdo escolhidos de tal maneira
que a sua expansdo em poténcias crescentes da varidvel
coincide com uma dada série de poténcias formal tao longe
quanto possivel, isto é, até ao termo de grau igual a soma
dos graus do numerador e do denominador do aproxi-
mante inclusive. Quando aplicada as somas parciais da-
quela série de poténcias, a transformacdo de Shanks, isto
é, o epsilon-algoritmo, é idéntica ao aproximante de Padé
da série.

De facto, existem estreitas relagdes entre os t6picos
sobre os quais eu trabalhei. Os aproximantes de Padé, e
por consequéncia a transformagédo de Shanks e o epsilon-
-algoritmo, estdo relacionados com os polinémios ortogo-
nais formais, ou seja, polinémios ortogonais com respeito
a uma forma linear. Estes polinémios ortogonais formais
constituem a base para o estudo de alguns métodos de
subespagos de Krylov para resolver sistemas de equacdes
lineares. Em particular, a transformagado de Shanks estd re-
lacionada com o método de Lanczos. Trata-se de métodos
de projecdo sobre os quais eu também trabalhei. Existem
muitas relacdes entre os Aproximadores de Padé e as Frac-
¢Oes Continuas, e é por essa razdo que me interessei por

este altimo tépico.

Publicou sobre a vida e obra de varios matematicos, nome-
adamente Henri Padé, André Louis Cholesky e Peter Wynn,
entre outros. Em geral, que procedimentos emprega para
fazer este tipo de investigacdes biograficas?

CB Depende muito de quando essas biografias foram escri-
tas. Quando a internet ndo existia, s6 tinha acesso as fontes
existentes em bibliotecas ou arquivos. Assim, as pesquisas
sobre Histéria da Matematica implicavam um enorme in-
vestimento de tempo. Agora é muito mais fécil. E possivel
encontrar muitos documentos na internet. Artigos antigos
foram digitalizados por vérios editores ou por universida-
des e estdo acessiveis na internet. E possivel trabalhar no
gabinete com o computador.

Henri Padé foi um matemdtico francés (1863-1953).
Asua tese foi orientada por Charles Hermite e versou sobre
Fracgbes Continuas e Aproximantes Racionais, que viriam
mais tarde a ser apelidados com o seu nome, embora ele
ndo os tenha inventado. Quando decidi publicar as obras
completas de Padé, em 1984, quis escrever a sua biogra-
fia. Padé nasceu em Abbeville, no norte de Paris. Consultei
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as Pdginas Amarelas e escrevi a todas as pessoas com o

mesmo apelido em Abbeville, mas nenhuma delas era da
familia dele. No certificado de 6bito de Padé, havia o nome
e o endereco da pessoa que declarou a morte as autorida-
des. Escrevi a essa pessoa, que ainda morava no mesmo
enderego 30 anos depois. Tratava-se de um primo de Padé.
Foi assim que estabeleci contacto com a familia e conheci
varios dos seus membros na casa desse primo, na Norman-
dia. Mostrei-lhes sete ou oito livros com o nome Padé nos
respetivos titulos. Eles ndo tinham ideia de que o avd era
tao famoso. Ofereceram-me fotografias de Padé e de toda a
familia. Depois viajei para Arles, no sul da Franga, para co-
nhecer a dltima filha viva de Padé. As obras completas do
seu pai foram publicadas alguns meses antes da sua morte.

Quando escrevi a biografia de Charles Hermite, em
1990, conheci o neto de Emile Picard, genro de Hermite,
e ele confiou-me uma série de fotografias de Hermite e da
familia.

Eu e a Michela publicimos este ano um artigo exten-
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so, de umas 100 pdginas, sobre a histéria do processo de
Aitken e da transformagado de Shanks, que sdo dois mé-
todos para acelerar a convergéncia de sequéncias. Nesse
artigo, reproduzimos os testemunhos que nos enviaram
vdrios investigadores que trabalharam nesses tépicos,
mostrando o lado humano da pesquisa.

Neste momento, eu e a Michela estamos a terminar um
livro sobre Extrapolacdo e Aproximacdo Racional, onde
sdo analisados todos os trabalhos de Peter Wynn, que mor-
reu hé dois anos, e que teve muita influéncia nesses domi-
nios. Para este livro, também solicitamos os testemunhos
de outros matemadticos cujos trabalhos estdo relacionados
com os de Wynn, ou extensoes deles.

A vida de Cholesky era praticamente desconhecida an-
tes dos seus artigos e do seu livro sobre ele? Como é que
desenvolveu essa investigagao?
CB A génese do meu livro sobre Cholesky é bastante in-
teressante. E verdade que, ha alguns anos, quase nada era
conhecido sobre a sua vida e vdrias perguntas eram feitas
regularmente sobre ele no NA-Digest. Sabia-se que tinha
sido oficial do Exército francés. Em Franga, os arquivos
pessoais sdo abertos 120 anos ap6s o nascimento. Dirigi-
-me a esses arquivos no dia seguinte a esse aniversdrio, e
pude consultar os ficheiros sobre Cholesky. Apds a publi-
cacdo do meu primeiro artigo biogréfico sobre ele, um co-
lega da Universidade de Reunido, Yves Dumont, construiu
um website sobre Cholesky e foi contactado por Michel
Gross, neto de Cholesky, a quem facultou o meu endereco.
Michel Gross escreveu-me, informando-me que a fa-
milia de Cholesky ia entregar todos os documentos que
possuia sobre ele a Ecole Polytechnique, onde o avé tinha
estudado, e perguntou-me se eu poderia ajudé-los a classi-
ficar a documentagéo. Aceitei e descobrimos rapidamente,
com alguma emogdo, o manuscrito original de Cholesky,
onde ele descrevia o seu método para a resolugéo de siste-
mas de equacdes lineares, sendo a matriz positiva definida
e simétrica. Esse método era conhecido apenas através de
um artigo que um militar, Ernest Benoit, publicou seis anos
ap6s a morte de Cholesky.

Escreveu um livro intitulado History of Continued Fractions
and Padé Approximants e também varios outros trabalhos
sobre a histéria de temas matematicos. Onde e como
aprendeu o oficio de historiador? Em geral, que proce-
dimentos emprega para fazer investigacées de indole
histérica?

CB Em primeiro lugar, eu ndo sou um historiador profis-
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sional. Esses historiadores analisam a literatura antiga em
profundidade. Também nao tive formagdo académica so-
bre a Histdria das Ciéncias. Como estudante universitario,
nunca me disseram quem era, por exemplo, Euler: se era
um matematico grego antigo ou contemporaneo! E por essa
razdo que, nas minhas palestras, eu forneco sempre alguma
informacéo histérica sobre cada matemadtico que cito.

Levei dez anos para escrever o meu livro sobre a histé-
ria das fragdes continuas. Naquela época, ndo havia inter-
net. Visitei muitas bibliotecas, consultando livros e revistas
antigas. De cada vez que viajava para uma nova universi-
dade, passava horas a fio na biblioteca.

De assinalar que eu sempre gostei de Histéria, com um
interesse particular por biografias.

Em 1984, editou as obras completas de Henri Padé e, em
2013, os Selected Works of Walter Gautschi. Poderia compa-
rar os procedimentos empregues nesses dois casos?

CB Para os trabalhos de Padé, bastou fotocopiar todos os
seus artigos. No caso de Gautschi, tivemos de pedir a to-
dos os editores que nos enviassem o pdf das publicacdes e
nos cedessem os respetivos copyrights, o que representou
um trabalho enorme.

Foi o fundador e editor-chefe da Annals of Numerical Mathe-
matics, editor-chefe do Journal of Applied Mathematics. Foi,
e ainda é, membro do conselho editorial de muitas revistas
internacionais de prestigio, como a Numerische Mathema-
tik. Que razdes o levaram a fundar, em 1990, a Numerical
Algorithms?

CB O meu desejo era criar uma revista genérica de Andlise
Numérica, que ndo fosse orientada para um tépico espe-
cifico, porque muitos periédicos eram e sdo orientados.
Além disso, eu queria uma revista em que o software cor-
respondente a um dado artigo pudesse ser publicado apds
o processo de revisdo. Certos algoritmos nédo sdo fdceis de
programar. Se um autor pretende que o seu método possa
ser largamente utilizado por outros, é necessdrio publicar
o software, que deve estar bem redigido e, sobretudo, bem
documentado.

Publicou 245 artigos e 20 livros. Poderia citar as publicages
que melhor representam a sua carreira cientifica?

CB F impossivel responder a essa pergunta. Permitam-me
mencionar os aproximadores do tipo Padé, os polinémios
ortogonais formais, o E-algoritmo, os epsilon-algoritmos
topoldgicos e as suas versdes simplificadas, a solugdo dos
breakdown e near-breakdown nos algoritmos do tipo Lanczos,

a regularizacdo, estimativas do erro para sistemas lineares,
tratamento do fendmeno de Gibbs, PageRank, polinémios
quasi-ortogonais, ...

Na sua opinido, quais sdo os ingredientes de um bom artigo?
CB Novidade, novas ideias, sélida fundamentagao tedri-
ca do método apresentado, bons resultados numéricos em
comparagdo com os fornecidos por outros métodos, expli-
cagdes claras e boa apresentagdo.

Teve mais de 60 alunos de doutoramento e de agregacio.
Para si, em que consiste o trabalho de um orientador?

CB Quando um aluno pede um tema para a sua tese, o
orientador propde uma ideia, que geralmente decorre dos
seus ultimos resultados de investigacdo. Entdo, o aluno
comega a trabalhar e, de tempos em tempos, vem apre-
sentar os resultados obtidos e perguntar como prosseguir.
E importante que o aluno aprenda a trabalhar sozinho.
Considero que dar ideias é o trabalho normal de um orien-
tador de tese, e que essa ndo é uma razao suficiente para
assinar os trabalhos escritos pelo aluno. Eu s6 aceitei colo-
car o meu nome como coautor de um aluno, quando efe-
tivamente colaborei matematicamente com ele. E por essa
razdo que possuo poucos artigos com os meus alunos de
doutoramento. Depois de eles terem obtido uma posicdo
académica, frequentemente colaborei com eles e assinei os
trabalhos que desenvolvemos juntos.

MICHELA REDIVO-ZAGLIA

Poderia citar as publicagées que melhor representam a sua
carreira cientifica?

MRZ Gosto de todos os meus artigos, caso contrdrio ndo
os teria publicado! Brincadeiras a parte, eu prefiro artigos
que contenham teoria, algoritmos, soffware e aplicagdes
numéricas. Gosto, em particular, dos trabalhos sobre o
tratamento do breakdown nos algoritmos de tipo Lanczos
e aqueles sobre a simplificacdo extremamente significativa
do epsilon-algoritmo topolégico, um algoritmo que permi-
te acelerar, sob certas condigdes, sequéncias de vetores, de
matrizes, ou mesmo de tensores.

Na sua opinido, quais sdo os ingredientes de um bom arti-
go? E de um bom software?

CB Um artigo bem redigido deve poder ser entendido
mesmo por investigadores que ndo trabalham nesse assun-
to. Esta é uma caracteristica importante quando se orienta
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um jovem estudante a fazer investigacao.

Se se deseja que um novo método numérico possa ser
atil a outros investigadores e usado, é absolutamente ne-
cessdrio disponibilizar o software correspondente. Um sof-
tware de dominio publico deve estar bem documentado e
otimizado, ser facil de usar e com exemplos que o utiliza-
dor possa reproduzir facilmente.

Como costuma orientar os seus alunos de doutoramento?
MRZ Comecgamos por sugerir ao estudante um tema de in-
vestigagdo e deixamo-lo livre para seguir o seu caminho,
mesmo se durante o percurso ele se reorientar por outra
via. O mais importante para que o aluno realize uma boa
tese é que ele aprecie o que estd a fazer.

Em que consiste o projeto T4L (Teaching4Learning) do qual
é membro fundador na Universidade de Padua?

MRZ Este projeto comegou em 2016 por iniciativa do reitor
da Escola de Engenharia e neste momento envolve toda a
Universidade de Pddua. E um plano de desenvolvimen-
to de ensino e de e-learning para professores universita-
rios. No final dos cursos propostos, os professores devem
ser capazes de se apoiar mutuamente nas suas prdticas
em sala de aula, de experimentar novos métodos de es-
timulo para os estudantes participarem ativamente no
processo de aprendizagem e de encorajar outros colegas
a juntarem-se ao grupo. Os professores envolvidos neste
projeto sdo voluntdrios, pelo que estdo altamente motiva-
dos e predispostos a partilhar as suas experiéncias com
os outros colegas. Trata-se de um projeto internacional na
drea do Ensino Superior. Nalgumas universidades estran-
geiras, 0s novos professores recrutados devem frequentar
os cursos do T4L antes de comecarem a ensinar. Tem sido
uma experiéncia frutuosa e estimulante, que muito tem
influenciado a minha forma de ensinar, apés mais de 30
anos de prética de ensino.

No SC2011 - International Conference on Scientific Com-
puting, que decorreu em ltalia, organizou uma sessdao
especial sobre a Histéria da Matematica Computacional.
Poderia comentar sobre o papel do Calculo Cientifico na
Matematica Aplicada?

MRZ Nao pode existir Matemadtica Aplicada sem Célculo
Cientifico, sobretudo no trabalho dos investigadores que
melhoram ou produzem novos algoritmos.

CLAUDE BREZINSKI & MICHELA REDIVO ZAGLIA

E justo afirmar-se que constituem uma dupla de sucesso,
tendo em conta o enorme trabalho conjunto que desenvol-
veram. De que forma as vossas competéncias se complemen-
tam?

CB A Michela retine os conhecimentos de um analista nu-
mérico e de um qualificado cientista computacional. Embo-
ra eu tivesse programado muito em FORTRAN no passado,
ndo estava atualizado com os novos desenvolvimentos da
programacdo estruturada. Em 1989, tive a ideia de escrever
um livro sobre métodos de extrapolacdo contendo sub-roti-
nas correspondentes aos algoritmos apresentados. Pergun-
tei a Michela se ela estaria disposta a colaborar comigo nesse
projeto, que terminou com a publicagdo em coautoria, em
1991, do volume Extrapolation Methods. Theory and Practice,
North-Holland. A listagem do FORTRAN que esse livro con-
tém é de umas 300 pdginas. Também lhe propus ser a edito-
ra de software da revista Numerical Algorithms, que eu fundei
nessa época. Depois, continudmos a colaborar e a escrever
sucessivamente artigos e livros, a organizar congressos, a
editar proceedings, etc.

Devo esclarecer que a nossa colaboracdo sempre ocorreu
numa base de igualdade. Cada um de nés contribuiu com
uma parte significativa e indistinguivel em todos os nossos
trabalhos. Desejo declarar, com a médxima énfase, que a nos-
sa colaboracdo foi e é baseada num envolvimento equitativo
na descoberta e no desenvolvimento dos resultados apre-
sentados, e que esses trabalhos ndo teriam sido escritos sem
a sua completa e decisiva participagao.

MRZ Quando nos conhecemos, as nossas competéncias
eram complementares e, com o tempo, cada um de nds
aprendeu com o outro, 0 que nos permitiu avancar mais
rapidamente no nosso trabalho. Nalguns 6rgdos universi-
tarios, fui criticada por ter publicado praticamente apenas
com o Claude. Nao percebo como isso possa ser negativo.
A nossa colaboragao foi sempre perfeitamente equilibrada
e cada um de nés ndo teria publicado esses trabalhos sem
a contribui¢do do outro. Ainda mais inacreditdvel: ousaram
dizer que todas as ideias dos nossos livros e artigos comuns
eram da autoria do Claude, porque o nome dele aparece
sempre antes do meu! Seria necessdrio acreditar que a or-
dem alfabética dos autores, que é usual nos artigos de mate-
matica, é desconhecida de algumas pessoas! Enfim, este epi-
sédio faz-me lembrar a peca de teatro de Moliere intitulada
Les femmes savantes, na qual se declama a seguinte citacao:
quand on veut noyer son chien, on dit qu'il a la rage.
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CLAUDE BREZINSKI

Quando e como teve inicio a sua colaboracio cientifica com

Portugal?

CB Em 1982, em Braunlage, na Alemanha, durante o NATO
Advanced Study Institute on Computational Aspects of Com-
plex Analysis, travei conhecimento com Manuel Rogério de
Jesus da Silva, professor catedrético do entdo Departamen-
to de Matematica Aplicada da Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto, que morreu em 2018. Em abril de
1983, ele convidou-me para proferir quatro palestras so-
bre Aproximacdo de Padé, seguidas de quatro outras sobre
Métodos de Aceleracdo da Convergéncia. Passados dois
anos, enviou-me uma sua assistente, Ana Cristina Matos,
para que eu a orientasse no mestrado e no doutoramento.
E, em 1989, enviou-me outra, Zélia da Rocha, para o mes-
mo efeito. Mdrio Graga, do Instituto Superior Técnico, foi o
meu terceiro aluno de doutoramento portugués. Em suma,
foi com muito gosto que, nos tltimos 37 anos, me deslo-
quei regularmente a Portugal a convite de Manuel Rogério
e dos meus ex-alunos, para realizar trabalho cientifico con-

junto, proferir palestras no Porto, em Coimbra, Braganca,
Lisboa e Vila Real, e ser arguente em jtris de doutoramen-
to de alunos deles.

E nos agradecemos o seu contributo para o desenvolvimen-
to da matematica em Portugal.
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GONCALO MORAIS CONVERSA COM

JOAO PAULO CARVALHO DIAS

GoNcALO MORAIS
Instituto Superior de
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt

O professor Joao Paulo Carvalho Dias (JPCD) é o decano da Sec-
¢ao Matemaitica da Classe de Ciéncias da Academia das Ciéncias
de Lisboa. Professor catedritico jubilado da Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Lisboa, fez o doutoramento sob orientagiao do
professor Jacques-Louis Lions, pela Universidade Paris VI, tendo
convivido com alguns dos maiores nomes da Matematica da segun-
da metade do século XX. Aqui fica o resumo da agradabilissima

conversa que tivemos.

GONCALO Comegando pelo inicio, quando surgiu o seu
interesse pela matematica?

JPCD O meu interesse pela matemadtica foi despertado
muito cedo, com grande influéncia de um professor do
Liceu Camdes, que era fisico. Tendo eu interesse pela in-
vestigacdo no geral e ndo tendo ainda uma ideia precisa
do que queria fazer, estando muito em voga a Fisica e a
Fisica Nuclear, ele aconselhou-me a fazer primeiro o cur-
so de matematica para ter uma base e depois logo se via.

Por outro lado, o meu avd materno, que era militar,
que tinha sido formado aqui na Escola Politécnica e que
esteve na guerra de 14-18 como capitdo, de quem guardo
a pulseira que ele usou no conflito e que servia para o
identificar, era uma pessoa muito inteligente e com uma
grande preparacdo em matemdtica. Durante as férias de
verdo costumava passar um més na Guarda e via com
ele, informalmente, a matéria do ano seguinte. Assim, de
uma maneira muito leve e de uma forma muito inteligen-
te, ele deu-me uma série de ideias que aproveitei sempre.

De resto, eu tive sempre excelentes professores. Do
antigo terceiro ao sétimo ano, eu tive o professor Alberto
Beirdo, que, ndo sendo muito simpdtico, era um excelente
professor, que tinha técnicas de ensino muito interessan-
tes. De uma maneira interativa, uma pessoa era chamada
a dar a matéria com ele. Além disso, pedia aleatoriamen-
te a um de nés para discutir a matéria dos dias anterio-
res. Ndo sendo muito simpdtico, era muito competente,
as aulas eram impecdveis e aprendi muito com ele.

Depois na faculdade tive também excelentes profes-
sores, como o professor Vicente Gongalves, que era uma
pessoa um bocado especial, muito exigente. No ano em
que eu fiz a cadeira dele, no fim do ano estavam meia
dizia de gatos pingados, pois apesar de ele preparar bem
as aulas, eram muito dificeis de seguir. Havia uma ou-
tra versdo da mesma cadeira, Matematicas Gerais, dadas
pelo professor Dionisio, muito competente também, mas
que eram muito mais acessiveis.

O professor Vicente Gongalves tinha uma ideia, mui-
to avangada para a altura, de dar hipétese, aos alunos
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mais interessados, de fazerem um trabalho e fazerem a

apresentacdo oral do mesmo.

GONCALO Fala-se muito também do professor Sebas-
tido e Silva...

JPCD O professor Sebastido e Silva estava na altura a fa-
zer a reforma dos programas curriculares e por isso ndo
foi ele que me deu a Anidlise Superior mas o professor
Guerreiro, também excelente professor. Tive também o
professor Dias Agudo em Célculo Infinitesimal... Enfim,
tive uma série de excelentes professores.

GONCALO O curso na altura era bastante diferente do
que ¢ hoje, pois estudava-se uma série de outras disci-
plinas...

JPCD Sim, tive Fisica, Quimica, Astronomia, Mecanica
Racional, com o professor Veiga de Oliveira que era mui-
to interessante, Mecanica Celeste, uma cadeira de Fisica-
-Matemdtica, enfim, era um curso muito abrangente. No
final do curso, pedi uma bolsa a Fundagdo Gulbenkian,
uma das primeiras bolsas atribuidas cd, sob direcdo do
professor Sebastido e Silva, que apesar de ndo dar aulas
continuava a fazer investigagdo, alids, dos melhores, se-

ndo o melhor investigador de matemadtica em Portugal no

século XX. Ele deu-me umas indicagdes para ler coisas
ligadas aos trabalhos dele...

GONCALO Sobre Distribuigges...

JPCD Sim, Teoria das Distribui¢des, Ultradistribuigoes.
Havia um rapaz que tinha morrido no Ultramar, o Anté-
nio Menezes, que tinha feito um trabalho sob orientacdo
dele e que era um tipo muito forte. Ele deixou uma série
de pistas que eu fui discutindo com o professor Sebastido
e Silva. Nesse mesmo ano, complementei os meus conhe-
cimentos em assuntos que ndo tinham sido discutidos no
curso, nas areas de Andlise e de Andlise Funcional. Na
Anilise Funcional, no curso, acabdvamos nos espacos de
Hilbert e nos espagos de Banach, ndo se falava de coisas
mais recentes, coisas que eu depois usei quando fui estu-
dar para fora, coisas como espagos de Sobolev ou distri-
buigdes. Ou seja, nesse ano arranjei uma certa bagagem
que ndo adquiri nos quatro anos da licenciatura.

GONCALO N6s hoje queremos estudar um determinado
assunto, vamos a net e conseguimos descobrir o que se
estd a fazer e por quem. Nessa altura, estando em Por-
tugal e querendo saber o que o resto do mundo estava
a fazer...
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JPCD Tinha de se falar com os professores que estavam
ao corrente do que se passava ld fora, com o professor
Sebastido e Silva, com o professor Dias Agudo ou com o
professor Guerreiro, que conhecia profundamente Ané-
lise Funcional. Eram eles que poderiam aconselhar-nos
acerca dos livros que deverfamos ler e consultar.

GONCALO Esses professores tinham muito contacto in-
ternacional?

JPCD A pessoa que tinha mais contado internacional se-
ria o professor Sebastido e Silva, que tinha sido formado
em Itdlia. O professor Dias Agudo também esteve nos
Estados Unidos da América e fez 14 um trabalho muito
interessante com um especialista em Equagées Diferen-
ciais Ordindrias. Seriam eles as pessoas com mais con-
tacto internacional.

GONCALO Estamos a falar num periodo alguns anos
depois dos saneamentos nas universidades portuguesas
por razdes politicas.

JPCD Sim, sim. Em particular, o professor Pereira Gomes
foi uma das vitimas disso.

GONCALO Como era o ambiente que se vivia numa uni-
versidade nessa altura?

JPCD Havia a ditadura... Uma pessoa sentia a opressdo,
mas se ndo tivesse uma atitude politica agressiva...

GONCALO Militante...

JPCD Sim, militante, digamos assim, relativamente a po-
litica, em principio ndo era fortemente incomodado, ou
melhor, era incomodado porque via o que se passava
mas ndo era preso, ndo passava por essa experiéncia hor-
rivel. Eu nunca fui preso.

GONCALO Entretanto, foi para Franga...

JPCD Nesse ano, depois de terminar o meu curso, falava
muitas vezes com o professor Sebastido e Silva e ele acon-
selhou-me a ir para Franca. Tinha estado cd o professor
Jacques-Louis Lions, um discipulo do professor Laurent
Schwartz, num congresso realizado em Portugal com o
proéprio Laurent Schwartz, sobre Teoria das Distribui-
¢Oes e Aplicagdes, que eu, lamentavelmente, ndo assisti
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porque estava no terceiro ano do meu curso. O professor
Sebastido e Silva disse-me para ir trabalhar com ele por-
que era de facto um excelente investigador, e uma exce-
lente pessoa, alids. Pedi entdo uma bolsa a Gulbenkian
para ir para Franga preparar o meu doutoramento com
o professor Lions.

GONCALO Ir para o estrangeiro fazer o doutoramento
ndo era muito habitual nessa altura...

JPCD Habitual nédo direi, mas jd comegava a ser relati-
vamente frequente. Por exemplo, o professor Armando
Machado, que foi meu companheiro de luta durante os
quatro anos da licenciatura, foi logo a seguir a terminar
o curso estudar Geometria Diferencial para Paris com o
professor Ehresmann. Em Itélia estava o professor Bei-
rdo da Veiga a trabalhar com o professor Stampacchia.
Estabeleceram-se assim uma série de contactos, visto
que havia uma certa abertura para enviar pessoas para
fora para fazer doutoramento.

GONCALO Esteve em Paris num periodo bastante interes-

sante...

JPCD Estive em Paris desde setembro de 1967 a setembro
de 1971. Passei o Maio de 68... Nessa altura estava na re-
sidéncia dos portugueses, a residéncia André Gouveia.
Um periodo interessante.

GONCALO E a chegada a Paris imagino que tenha tido
um grande impacto...

JPCD Quando cheguei a Paris, fui falar com o professor
Lions, que tinha um gabinete no Instituto Henri Poinca-
ré. Nessa altura ainda ndo havia a Universidade Paris VL.
Disse-lhe o que é que eu tinha estado a fazer, que tinha
estado a estudar Andlise Funcional e distribui¢des. Ele
disse-me claramente que les distributions c'est finni! Main-
tenam sont les Equatons aux Dérivées Partielles!

GONCALO [Risos]

JPCD Foi a frase lapidar dele. Nesse momento ja estava
em desenvolvimento a teoria das Equagdes com Deriva-
das Parcias (EDPs) ndo lineares em que ele tabalhava.
Alids, ha um livro importante dele, de 69 se ndo me en-
gano, sobre este assunto.

Ele era uma pessoa muito ocupada e hiperorganiza-
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da. No inicio, o que ele me disse foi para eu frequentar
os cursos de DEA (Dipléme d’Etudes Approfondies), que sdo
os cursos de mestrado, em que eu aproveitei para estu-
dar certo tipo de aplica¢des da Andlise Funcional como
os espagos de Sobolev. A partir do segundo ano, come-
cei a pegar nos assuntos por mim e a certa altura dei ao
professor Lions uns apontamentos de uns resultados que
tinha obtido, que eram muito incipientes ainda, mas ele
gostou. Como ele tinha muita gente, ele devia estar a es-
pera de que se fizesse alguma coisa para entdo se interes-
sar mais pela pessoa.

Depois do Maio de 68, foi feita a reorganizagédo das fa-
culdades e foi criado o laboratério, que hoje tem o nome
dele, d’Analyse Numérique, na Universidade Paris VI. Na
sequéncia das notas que eu lhe enviei, ele respondeu-me
também por escrito, dizendo-me que aquilo estava bem
e que on peut se tutoyer, podiamos tratar-nos por tu. Con-
tinuei naquela direcdo e acabei por escrever umas notas
que foram publicadas nos Comptes rendus de I"Académie
des Sciences de Paris.

Redigi a tese e falei com ele para a formacao do jtri,
que para 14 dos professores Priouret e Raviart, eu achei
que seria interessante convidar o professor Schwartz,
que era, alids, muito amigo do professor Sebastido e Sil-
va. Eu fui falar com o professor Schwartz, uma pessoa
agradabilissima. Ele aceitou e presidiu naturalmente ao
juri. Em Franca habitualmente, além da tese, havia uma
tese complementar, uma tese oral cujo tema era dado por
um dos elementos do juri e que ndo tinha ligagdes com
o tema da tese principal, que no meu caso foi escolhi-
do pelo professor Priouret e que era sobre Cadeias de
Markov. Esta parte ja ndo era obrigatéria, mas o profes-
sor Lions disse-me “Tu dois faire comme tous les frangais”.
Preparei-me entdo durante dois meses para fazer uma

exposic¢ao de 20 minutos.
GONCALO E a vida em Paris?

JPCD Naturalmente era uma liberdade completamen-
te diferente, onde se tinha acesso a uma quantidade de
coisas que ndo existiam aqui, contacto com pessoas das
mais variadas origens. Na Cidade Universitdria havia
uma série de gente que estava exilada, que tinha tido
problemas em Portugal. A Gulbenkian trabalhava muito
seriamente, pois ndo cortava os apoios mesmo a quem
ndo podia voltar. Lembro-me, por exemplo, de estar na
tese de doutoramento do professor Brotas, de Fisica,
que tinha tido problemas politicos, cujo orientador era

o Louis de Broglie, que foi Prémio Nobel. Na assisténcia

estavam uma série de exilados, entre eles o Anténio José
Saraiva, que era amigo dele. Estabeleci muitas amizades,
ndo s6 com portugueses mas também com franceses.
Depois de 69 e da reorganizacdo das universidades em
Franga, foi criada a Unversidade Paris VI, onde passei a
ter um gabinete. Mas muitas vezes ia estudar para a Casa
de Portugal, para a sala de conjunto, porque gosto de tra-
balhar em ambiente de café, alids, como fazia ja aqui nos
tempos da licenciatura, com o professor Machado.

GONCALO Entretanto voltou a Portugal...

JPCD Acabei a tese em margo de 71 e voltei a Portugal em
outubro desse ano. Nesse entretanto, escrevi ao profes-
sor Sebastido e Silva, que jd estava gravemente doente...

GONCALO Ele morreu em 1972...

JPCD Exatamente. Quando lhe escrevi, ele estava a fazer
um tratamento em Itdlia. Estava na altura em formacao
o Instituto de Fisica-Matemdtica (IFM), da iniciativa do
professor Silveira, do Instituto Superior Técnico, que ti-
nha sido o presidente do Instituto de Alta Cultura, com o
apoio do professor Sebastido e Silva. Era uma instituicao
independente da universidade, algo que gerou uma po-
lémica entre o professor Sebastido e Silva e o professor
Tiago de Oliveira.

O professor Tiago de Oliveira era contra a criagdo de
um instituto como o IFM porque, segundo ele, isso afas-
taria as melhores pessoas das unversidades. A posigdo
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do professor Sebastido e Silva era a de que uma pessoa
que fosse para a universidade ia dar uma série de horas
de aulas, o Gongalo sabe bem isso porque estd no ISEL.
Ora isso impossibilitaria desenvolver uma actividade de
investigador. O professor Schwartz costumava dizer que
se ndo tivesse umas trés ou quatro tardes completamente
livres, ndo conseguia fazer investigagao.

GONCALO O professor Schwartz era uma pessoa de um
enorme nivel, mesmo para 14 da matematica...

JPCD Ele tinha coisas surpreendentes que mostram o
nivel dele, quer do ponto de vista matematico quer do
ponto de vista pessoal. Interessava-se por muitas coisas,
pela politica, em que estava ligado aos trotskistas, o que
lhe criou muitos problemas durante a guerra na Argé-
lia, chegando a ser afastado da FEcole Polytechnique na
altura.

GONCALO No momento em que a dire¢do pensou ex-
pulsar os elementos que estavam por detrds do Maio de
68 da unversidade, ele encabecou um movimento entre
o0s professores no sentido contrario...

JPCD Eu ndo tinha uma interagdo muito forte com ele a
esse nivel, mas sim, ele tinha uma posigéo politica mui-
to forte. Ao mesmo tempo, era elitista, sendo contra coi-
sas como aquelas que se passaram aqui depois do 25 de
Abril, com avaliagdes em conjunto e coisas assim. Ele era
muito exigente, ndo sendo nada contraditério, a meu ver,
com a sua formagdo politica. Por exemplo, as pessoas
acham que a Ecole Normale Supérieure é muito elitista,
e de facto é, mas durante um certo periodo eram atri-
buidas bolsas a alunos de origens bastante humildes. Eu
conheco vérios casos. Com este modelo, a verdade é que
eles tém bastante sucesso, com vdarias Medalhas Fields,
por exemplo. Ou seja, o elitismo ndo é incompativel com
a democracia. Nao é possivel exigir as pessoas para fa-
zerem investigagdo onde, como no ISEL, tém nove horas
por semana de aulas...

GONCALO Doze!

JPCD Doze... O critério de seis a nove ja é demasiado la-
xista nesse aspeto porque, na minha opinido, deveriam
ser no maximo seis, permitindo as pessoas que durante
um periodo da sua vida se dedicassem inteiramente a
investigacdo. Em Franca existe o Institut Universitaire,
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que paga a unversidade para libertar um professor. Eu
nunca tive mais de sete horas, sendo nao teria consegui-
do fazer investigacao.

GONCALO Retomando a sua vinda para Portugal...

JPCD Vim para o IFM, que na altura era presidido, se
ndo me engano, pela professora Maria de Lourdes Bel-
chior, uma pessoa muito evoluida. Era possivel para as
pessoas arranjarem bolsas e fazerem investigagdo. Este
foi o conselho do professor Sebastido e Silva, por causa
do nimero de horas de aulas que de outro modo teria
tido se tivesse ido para a universidade. Depois disso,
passei a ter uma posi¢do de investigador, com um orde-
nado equivalente ao de um professor extraordindrio.

GONCALO O que era um professor extraordindrio?

JPCD Era quase o equivalente ao professor associa-
do hoje. Um bocadinho mais do que isso porque ao se
concorrer e se ser aprovado, ficava-se com a agregacao.
No final de 75 concorri para professor extraordindario. No
ano seguinte, jd dei umas aulas na Faculdade de Cién-
cias (FCUL), precisamente sobre EDPs. Havia na altura
o problema de eu ainda pertencer ao IFM, mas tudo se
resolveu gragas ao professor Guerreiro, que era uma pes-
soa muito inteligente e que percebia o que é que tinha
de se fazer. S6 a partir de junho de 76 é que passei a ser
professor extraordindrio, passando em 79 a professor
catedrético, aproveitando o regulamento do estatuto da
carreira docente. No gozo, chamavam-nos os professores
decretinhos, porque tinhamos sido nomeados por decre-
to. [Risos]

GONCALO Olhando para a FCUL de 79 e para a de hoje,
o que une ou distingue a mesma instituigdo nos dois mo-

mentos?

JPCD Houve uma evolugdo enorme. Vamos colocar
as coisas deste modo: olhando para os curricula das
pessoas que hoje concorrem, com o curriculum que eu
tinha quando concorri a professor extraordindrio, teria
hoje dificuldade em encontrar um lugar de professor
associado. Estou a falar do caso que eu conhego melhor,
que é aqui em Lisboa. Isto também é um problema, por-
que existem pessoas muito boas que ndo conseguem en-
contrar trabalho em Portugal.

Outra coisa que eu acho que foi importante, para a
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interacdo entre as vdrias escolas, foi a reformulacido da
Sociedade Portuguesa de Matemidtica (SPM).

GONCALO Que tinha um papel juridico muito duibio
antes do 25 de Abril...

JPCD Exatamente. Depois a sua existéncia foi confirmada
e julgo que quem ficou como presidente foi o professor
Guerreiro. Depois disso, o professor Aniceto Monteiro
veio a Portugal durante dois anos. O professor Tiago de
Oliveira teve um papel essencial nisso pois, enquanto
secretdrio de Estado, assinou o despacho nesse sentido.
O professor Aniceto Monteiro tinha tido imensos proble-
mas cd, porque ndo queria assinar aquele papel horrivel
que nos obrigavam a assinar, e que eu também assinei
quando vim para Portugal, porque sendo eu nunca teria
tido a bolsa cd. Para a bolsa da Gulbenkian néo era preci-
so assinar nada, mas como estava ligado ao Instituto de
Alta Cultura tive de assinar o papel que afirmava “claro
que estou integrado na ordem estabelecida pela Consti-
tuicdo de 1933, com ativo reptdio do comunismo e de to-
das as ideias subversivas”, que basicamente consistia no
repudio de todas as ideias. O professor Aniceto Monteiro
ndo quis de modo nenhum assinar aquilo. Era uma pes-
soa extremamente coerente e acabou por ir para o Brasil
e depois para a Argentina. Ora a Portugaliae Mathemati-
ca, o seu depdsito legal estava em nome dele. Também
por essa altura estava em Portugal o professor Pereira
Gomes, que tinha sido corrido durante a ditadura e que
de alguma maneira era discipulo do professor Aniceto
Monteiro, que foi falar com ele e disse-lhe que agora ha-
via a SPM e se calhar o melhor eu passar a revista para
esta instituicdo, com o qual ele concordou. Foi nomeado
um Conselho Editorial, tendo o Professor Pereira Gomes
ficado como Diretor. Eu fiquei como editor, juntamente
com o Professor Graciano de Oliveira, com a Professo-
ra Maria Lufsa Galvdo, sendo progressivamente aberto
a outras pessoas. No inicio, a revista estava num estado
lastimoso. Depois da saida do professor Aniceto Montei-
ro, o professor Zaluar Nunes que estava no estrangeiro
mas vinha regularmente a Portugal, tratava de arranjar
referees para a revista. Mas as coisas forem piorando e
quando nés pegdmos naquilo, na Tipografia Matematica,
na Rua do Didrio de Noticias onde era a grafica, havia
400 artigos para publicagdo, na maior parte dos casos
sem revisdo. Depois da morte do professor Zaluar Nu-
nes aquilo tinha ficado a deriva. Continuava a sair, a ser
permutada, mas a qualidade decrescera fortemente. De-

pois de um processo de revisdo, dos 400 artigos iniciais
restaram 40. Ao mesmo tempo que tomdvamos conta do
processo, ja estava impresso um fasciculo que tinha em
particular o artigo de um paquistanés que era sobre o
Teorema de Fermat. Como ndo podiamos impedir que
aquilo saifsse, escrevemos uma declaragdo a dizer que a
comissdo editorial ndo se responsabilizava pelo contet-
do desse fasciculo. Neste momento, apesar de continuar
a pertencer a SPM, é distribuida pela Sociedade Europeia
de Matemitica, sendo hoje uma revista muito respeité-
vel. Além disso, a revista foi essencial para criar uma li-
gacdo entre as vdrias faculdades.

GONCALO O que é que significa hoje, para si, pertencer
a Academia das Ciéncias de Lisboa (ACL)?

JPCD Essa é uma pergunta complicada. Em termos inter-
nacionais, ndo se pode comparar com a importancia da
Academia das Ciéncias de Paris, por exemplo, que tem
meios completamente incomparéveis. A ACL poderia ser
mais uma entidade a dinamizar a investigagdo e a inte-
racgdo entre as varias disciplinas, pois as sessdes da clas-
se de ciéncias sdo interdisciplinares. Mas para ter maior
repercussao, precisava de ter muitos mais meios do que
os que na realidade tem. Em tempos, havia o prémio An-
ténio Malheiros, mas hoje ndo hé capacidade financeira
para o atribuir. Vou dar-lhe um exemplo: ndo hé dinheiro
para pagar a deslocacdo aos membros da ACL que vivem
fora de Lisboa de modo a estes assistirem as sessdes.

Poder-se-ia, através da ACL, caso houvesse meios,
convidar pessoas de grande valor para lecionarem um
curso, por exemplo. Acho que poderia ter mais influéncia
do que aquilo que tem.

Apesar de tudo, temos uma equipa diretiva excelen-
te e as coisas tém melhorado. O presidente é o professor
Carlos Salema, uma pessoa extremamente dindmica e a
secretdria-geral a professora Salomé Pais, uma pessoa
que faz milagres com as restrigdes financeiras que tem.
Por outro lado, hoje os tempos sdo diferentes. Nos meus
tempos de faculdade, era natural que os meus professo-
res fossem a quinta-feira para a ACL pois era o local onde
se discutia a investigacdo que se fazia, porque néo ha-
via centros nem outros locais onde as pessoas das varias
universidades pudessem encontrar-se. Hoje os tempos
sdo diferentes.

GONCALO Professor, muito obrigado...
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PROXIMO SEMINARIO NACIONAL DE HISTORIA DA MATEMATICA DECORRE EM LEIRIA

O 33° Encontro do Semindrio Nacional de Histéria
da Matemadtica decorrerd no Museu de Leiria nos
dias 29 e 30 de maio de 2020. Este ano organizado
com a colaboragdo do Politécnico de Leiria, da Cadma-
ra Municipal de Leiria e do Centro Internacional de
Matemdtica, o evento contard com 0s conferencistas
convidados Ugo Baldini, da Universita degli Studi
di Padova, e José Chabas, da Universidade Pompeu
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Fabra, de Barcelona. Como novidade desta edigdo, o
Encontro serd submetido a acreditagdo pelo Conse-
lho Cientifico-Pedagégico da Formagdo Continua de
Professores. As inscri¢bes terdo um valor reduzido
até 14 de maio. Mais informagdes podem ser con-

sultadas no site do Encontro em https://sites.ipleiria.
pt/snhm33.

29 E 30 MAIO . LEIRIA . 2020

NOTICIAS
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TARDES DE MATEMATICA NA REGIAO CENTRO

O ciclo de palestras Tardes de Matemadtica no Museu, em
Coimbra, organizado pela Delegacdo da SPM Centro, de-
corre uma vez por més, ao sabado. O ciclo de 2020 teve
o seu inicio em fevereiro, com a palestra Matematica e
Medicina: Receitas para uma Relacdo Sauddvel, apresen-
tada por Humberto Rocha, da Faculdade de Economia da
Universidade de Coimbra (FEUC). As celebragdes do Dia
Internacional da Matemdtica na Universidade de Coim-
bra, previstas para o dia 14 de margo, foram adiadas para
uma data a definir posteriormente. Entre esses eventos,
estd uma sessdo das Tardes de Matemadtica que conta
com a presenca de Anténio Bento da Universidade da
Beira Interior com a palestra “A Vida de Pi”. Para cele-
brar este dia, a SPM Centro organiza ainda dois ateliers
dirigidos aos mais jovens e dinamizados por docentes
do Departamento de Matematica da Faculdade de Cién-
cias e Tecnologia da Universidade de Coimbra (DMUC),
Planeta Matemaético, orientado por Gongalo Pena, Marta
Pascoal e Raquel Caseiro, e Histérias com Tangram, da
responsabilidade de Gongalo Gutierres e Sandra Pin-
to. Integrada nestas comemoragdes estard também dis-
ponivel uma exposi¢cdo do Atractor sobre o ntiimero Pi.

E
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A SPM Centro participa ainda nas primeiras celebracdes
do Dia Internacional da Matemdtica na Universidade
de Coimbra, organizadas em conjunto com o DMUC e
o Centro de Matemadtica da Universidade de Coimbra.
O programa é da responsabilidade de docentes do
Departamento de Matemdtica e consta de duas pa-
lestras, A Matemdtica na Busca de Novos Mun-
dos: Os Exoplanetas, por Jodo Manuel Fernandes, e
O Papel da Matemadtica no Desenvolvimento da Socieda-
de Contemporanea, por Jaime Carvalho e Silva, bem como
de uma sessdo especial sobre matemadtica e poesia dina-
mizada por Carlota Simdes e José Paulo Almeida, Terttlia
Matematica. Estd previsto que As Tardes voltem em abril,
com José Augusto Ferreira (DMUC) que ird falar de “A
matemadtica na procura de respostas no dmbito da cardio-
logia”, no dia 18. Segue-se, a 23 de maio, “O Universo
enquanto laboratério matemdtico”, com Jodo Manuel Fer-
nandes. Esta iniciativa termina a 20 de junho com a palestra
“A matemdtica dos empréstimos e dos depdsitos a pra-
z0”, apresentada por Paulo Saraiva (FEUC). Mais infor-
magdes em hitp:/[www.museudaciencia.org e https:/lagenda.
uc.ptfeventos/dia-internacional-da-matematica.

TARDES DE

MATEMATICA

SABADOS AS 15 HORAS
MUSEU DA CIENCIA
COIMBRA

MUSEUDACIENCIA
......................
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ATLETAS DAS CONTAS

50 DESAFIOS MATEMATICOS DESPORTIVOS
A7

HELDER PINTO - CEsSTau S1ua

ATLETAS DAS CONTAS -

50 DESAFIOS MATEMATICOS
DESPORTIVOS

Dos autores de Contas de Cabeca — 50 Desafios
Matematicos de Futebol, Hélder Pinto e Cristina
Silva, chega agora as livrarias Atletas das Contas
— 50 Desafios Matemadticos Desportivos. Este
novo livro oferece 50 enigmas matematicos
relacionados com vdrios desportos. Com
dezenas de imagens e exemplos desportivos,
os enunciados dos desafios sdo divertidos e
acessiveis a quase todos os leitores. Pretende-
se, assim, através do desporto, um tema tdo
empolgante como universal, captar ointeresse dos
estudantes pela matemadtica usando problemas
diferentes dos que se praticam usualmente nas
escolas, mas tendo em conta a matéria curricular.
O livro jd esta disponivel na Loja SPM.

PREMIO PEDRO DE MATOS 2020

Nesta 12° edi¢do do Prémio Pedro Matos, o tema é
Matemadtica e o Meio Ambiente. Pretende-se desafiar
estudantes e professores a refletir sobre a tomada
de decisdes que contribuam para a preservagdo do
meio ambiente, considerando que a matemdtica tem
um papel significativo nesse processo e se encontra
aplicada, por exemplo, nas dreas da biodiversidade e
dos recursos ambientais, da meteorologia e dos sistemas
de informagdo geogrdfica, do aquecimento global e
dos ecossistemas naturais, do consumo energético
e das energias renovaveis. O Prémio Pedro Matos é
promovido pelo Instituto Politécnico de Leiria e destina-
se a estudantes do Ensino Secunddrio e do 3° ciclo do
Ensino Bdsico. Todos os interessados deverdo fazer a
pré-inscri¢do até 8 de maio e efetuar a candidatura e a
entrega do trabalho até 5 de junho. Os trabalhos serdo
expostos no Mat-Oeste 2020.

NOTICIAS
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ENCONTRO NACIONAL DA SPM 2020 EM TOMAR

O Encontro Nacional da Sociedade Portuguesa de Matematica 2020
(ENSPM) vai decorrer de 13 a 15 de julho, no Instituto Politécnico de
Tomar. O ENSPM 2020 é um evento destinado aos matematicos e a todos
0s que se interessam pela matemdtica. Com a realizacdo do ENSPM
2020, a Sociedade Portuguesa de Matematica e o Instituto Politécnico
de Tomar pretendem promover a partilha de conhecimento, de ideias
e de experiéncias entre os participantes, nas sessdes plendrias, nas
mesas-redondas e nas sessdes temadticas que integram o programa do
Encontro.Decorre em paralelo a realizagdo do ENSPM20 uma agdo de

formacédo acreditada para professores de matemadtica, com 25 horas de
duracdo (1 crédito). A submissdo de sessées temadticas decorre até ao dia
30 de margo e as inscrigdes no Encontro beneficiam de prego reduzido
até 19 de junho. Veja todas as informagdes em hitp:/[www.enspm20.ipt.pt
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IMM 8 ACONTECE
EM SEVILHA

A 8% edicdo do Iberian Mathema-
tical Meeting serd realizada de 7
a 9 de outubro de 2020, no Ins-
tituto de Matemadtica da Univer-
sidade de Sevilha, em Espanha.
O encontro, que teve a primeira
edicdo em Lisboa, em 2007, é um
evento conjunto da Real Socie-
dad Matemadtica Espafiola e da
Sociedade Portuguesa de Mate-
madtica que tem como objetivo
reunir matemdticos espanhdis e
portugueses para desenvolver
pesquisas matemdticas no futu-
ro. Seguindo a tradicdo de en-
contros anteriores, o evento esta
estruturado em trés dreas cien-
tificas principais. Nesta edigdo,
as dreas cientificas sdo: A Mate-
mética da Informagdo, Célculo
de Variagdes e Algebra Compu-
tacional e Aplicacdes. Além das
conferéncias plendrias, serdo re-
alizadas sessoes especificas para
essas trés dreas com oradores
convidados e outras possiveis
palestras. Todas as informacdes
sobre o congresso estdo dispo-
niveis aqui: http:/[congreso.us.es/
sevilla8imm



3* EDIGAO DO CAMPEONATO NACIONAL MULTIPLI

A 3 Edigdo do Campeonato Nacional Multipli tem uma novidade: é compos-
ta por trés tipos de provas: rondas, semifinais e final. As inscricdes para as rondas e semi-
finais jd se encontram abertas para a prova final em Leiria, a inscrigdo é de 1 a 30 de abril de 2020.
A competigdo é dirigida a alunos dos 3°, 4°, 5° e 6° anos do Ensino Bdsico, sendo que o vencedor de cada
ano ganhard uma viagem a Disneyland Paris. O Politécnico de Leiria, em parceria com a Alfiii e com o
apoio da Sociedade Portuguesa de Matemadtica, da Associacdo de Professores de Matematica e da Asso-
ciagdo Ludus, promove anualmente, desde 2018, o Campeonato Multipli, cujos objetivos sdo potenciar o
desenvolvimento do pensamento 16gico e dos conhecimentos relativos a tabuada e fomentar o interesse

dos alunos pela matematica. Inscrigdes e regulamento em https://campeonato.multipli.pt.

COVID-19 FAZ ADIAR DIVERSOS
EVENTOS

A Final Nacional das XXXVIII as Olimpiadas
de Matematica, que iria decorrer nas Caldas da
Rainha, de 26 a 29 de margo, e o Campeonato
Nacional de Jogos Matematicos, previsto para o
dia 20 de marco em Aveiro, foram adiados como
medida de prevengdo numa altura em que a Or-
ganizacao Mundial de Satde decretou o surto de
Covid-19 como pandemia. Todas as inscrigdes
mantém-se vélidas e as novas datas serdo anun-
ciadas oportunamente. Também devido ao surto
de coronavirus todas as celebra¢ées do primeiro
Dia Internacional da Matemadtica, no dia 14 de
marco, foram suspensas. Portugal é o pais com o
maior nimero de eventos escolares a nivel mun-
dial planeados para este dia (ver https:/[www.
idm314.org/).

BOLETIM ESPECIAL EDITADO EM ABRIL

Em 2019, a Sociedade Portuguesa de Matematica anunciou
que o seu Boletim passaria a ser editado apenas em formato
digital, com excecio de ndmeros especiais que também
teriam uma versdo em papel. No préximo més de abril
serd editado um ndimero especial do Boletim dedicado as
contribui¢des das conferéncias “Matemadticos Portugueses
pelo Mundo”, que decorreram na Universidade de Lisboa
em 2017 e a na Universidade do Porto em 2019.

ACADEMIA DAS CIENCIAS NOMEIA CINCO
MATEMATICOS

No passado dia 30 de janeiro, a Academia das Ciéncias
nomeou cinco novos correspondentes nacionais na area
da Matemadtica: Ana Bela Cruzeiro (Instituto Superior
Técnico), Gongalo Tabuada (Instituto de Tecnologia de
Massachusetts), Mdrio Figueiredo (Instituto Superior Téc-
nico), José Miguel Urbano (Universidade de Coimbra), e
Jorge Milhazes de Freitas (Universidade do Porto).
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UM DIA PARA A MATEMATICA

FABlO CHALUB
UNIVERSIDADE
Nova DE Lissoa

chalub@fct.unl.pt

No dia 26 de novembro de 2019, a Organizagao das Nagdes Unidas para
a Educacio, a Ciéncia e a Cultura (UNESCO) declarou que, todos os anos,
o dia 14 de marc¢o seria o Dia Internacional da Matemdtica (DIM).

ma velha e desgastada piada diz que existem dias
internacionais para que nos outros 364 dias do ano
possamos, sem culpa, ignorar o assunto em causa.

Nao é bem assim. Os dias internacionais existem para
permitir uma maior reflexdo e, através de uma acédo con-
certada, chamar a atencdo de todos para a relevancia de
determinados assuntos. Com o DIM teremos um momento
privilegiado de contactos entre a comunidade matemati-
ca, os estudantes e o ptblico para discutir a sua relevancia
no nosso dia a dia. Assim como o oxigénio, é fécil passar
0 ano sem lhe dedicar o pensamento. Mas ela est4 14!

Agora cabe a nés fazer um dia em que até os mais
desatentos ouvirdo falar da matematica.

O dia 14 de mar¢o (3/14, na notagdo anglo-saxénica)
jé desfrutava de uma longa tradi¢do na comunidade ma-
tematica. E conhecido como o “Dia do Pi”, pois é a tnica
data que pode ser obtida a partir dos trés primeiros di-
gitos da expansdo decimal desta importante constante
universal. Como em muitas efemérides (sendo o Natal
o principal exemplo), colocar no calenddrio oficial uma
celebracdo jd existente faz mais sentido do que criar outra
de raiz.

Assim, ap6s consulta aos seus membros (em Portugal,
a Comissdo Nacional de Matemadtica, mas com forte em-
penho da SPM), e elaborada uma proposta que justificava
a existéncia do DIM dentro dos propésitos da UNESCO, a
Unido Internacional de Matemdtica comegou contactos para
que algum Estado-membro a apresentasse oficialmente.

A Comissado Nacional da UNESCO, érgao do Ministé-
rio dos Negdcios Estrangeiros, foi das primeiras a aceitar
o desafio, tendo sido Portugal um dos proponentes ofi-
ciais do DIM. Vale a pena ler o documento [1], com a fun-
damentagdo apresentada.

Com o apoio da Imaginary [2] e da Klaus Tschira Stif-
tung [3], duas organizagbes alemds sem fins lucrativos
devotadas, pelo menos em parte, a disseminagdo do co-
nhecimento matemadtico, foi possivel criar materiais em
diversas linguas (inclusive portugués) e promover um
belissimo website, hittps:/[www.idm314.0rg/.

A participagdo da comunidade portuguesa foi feno-
menal. Alunos, professores, museus, publico em geral,
todos mostraram enorme interesse em promover diver-
sas atividades. Portugal é o pafs, a nivel mundial, com o
maior ntiimero de eventos na agenda.

E importante ndo perder este momentum e continuar a
planear mais e melhores eventos. Na sua fungdo de sem-
pre servir a comunidade matemadtica nacional e também
aos amantes do conhecimento, a SPM estard sempre a dis-
posicao!

Bom “Dia do Pi” para todos!
[1] https:/[unesdoc.unesco.org/ark:/48223/pf0000265647 _eng

[2] https://imaginary.org
[3] https:/[www.klaus-tschira-stiftung.de
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica com a comunidade matematica portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢bes
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptblico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagao para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem  ser
LaTeX ou em Word (com uma versdao em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

submetidos em

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2020

Preco Assinatura
de Capa L Assinatura Assinatura
(avulso) + Gun?e-Bls'sau' Resto do para socios deiA\ ou'o
portes de Portugal Europa S.To!ne e Principe Mundo SPM pol

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemdticos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

E O DA GAZETA DE MATEMATICA

Sociedade Portuguesa de Matematica © Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa ® Telf.:21 793 97 85 o Email: spm@spm.pt
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