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UM CONVITE A DIVULGAGCAO DA CIENCIA

SiLviA BARBEIRO
Universidade
de Coimbra

A presente edigdo da Gazeta de Matematica,o numero 181, da continuida-
de ao projeto com uma nova equipa editorial. Iniciamos a nossa missdo
langando um renovado convite a todos os apaixonados pela ciéncia e,
em particular, pela matemdtica. Habitem a Gazeta com croénicas, ideias e

reflexdes e levem-na a novas paragens.

Ecom grande prazer que vos escrevo, pela primeira
vez, como diretora desta elucidativa e inspiradora
revista. A todos os protagonistas do seu sucesso, os que
contribuem com a submissdo de textos, colaboram na
revisdo e na redagdo dos artigos, asseguram as colunas
habituais, sdo editores e participam no Conselho
Editorial, agradego com alegria.

O numero que agora vos chega estd recheado de
motivos de interesse. Em democracia, ganha que tem mais
votos numa eleigdo, certo? Ha resposta no artigo de Fabio
Chalub. Até que ponto se pode confiar nas demonstragdes feitas
com auxilio de computadores? £ um tépico foco de polémicas
abordado por José Carlos Santos. Além do mapa, Mercator
deixou-nos também um problema: que método usou para o
desenhar? A solugdo, apresentada por Pedro J. Freitas e
Manuel Silva, baseia-se num trabalho de Joaquim Alves
Gaspar e Henrique Leitdo. E o mesmo Henrique Leitdo é
o ilustrissimo convidado que Gongalo Morais entrevista.
métodos

Encontramos notdveis de construgdo de

GAZETA DE MATEMATICA -

poligonos no artigo Mandorla e Vesica Pisces, sementes dos
poligonos, num texto de Filipe Alberto da Silva, e figuras
muito belas em Dindmica de uma familia de exponenciais,
trazidas a nés pelo Atractor. O leitor que percorra esta
revista vai descobrir muito mais.

A Gazeta de Matemdtica tem contado desde a sua
fundacdo com talentosissimos autores e o conjunto das
suas edig¢bes constitui um patriménio muito importante.
Numa perspetiva de constante renovagdo gostaria de
langar um desafio aos jovens estudantes, convidando-os
a juntarem o seu talento a este valioso legado.

O préximo ndmero da Gazeta serd marcado por
uma homenagem ao prestigiado académico, professor
universitdrio de Matemdtica e Engenharia Geogréfica
e historiador dos descobrimentos portugueses Luis
Albuquerque, por ocasido do centendrio do seu

nascimento. Serd com certeza um niimero ao nao perder.



DINAMICA DE UMA FAMILIA DE EXPONENCIAIS

No artigo De formulis exponentialibus replicatis', Euler considera um problema
- c
proposto por Condorcet sobre a sucessio ¢, c¢, ¢

C
CC

ATRACTOR

www.atractor.pt

atractor@atractor.pt

,...,sendo ¢ > 0,

convencendo-se, a partir de varios exemplos e alguns calculos, de que esta

< . e 1 .
sucessio converge se e so se ¢ € [e7%, e |. O que é que se passa quando

¢ > 0 esta fora deste intervalo? E se ¢ for complexo!?

Por razdes que o leitor entenderd em breve, a questdo
sobre o comportamento assimptético destas sucessoes
de exponenciais estd relacionada com outra mais sim-
ples: Para que valores reais de a,b > 0 se tem a’ = b™?
A igualdade é 6bvia quando a = b. Para valores distin-
tos de a e b, podemos listar alguns exemplos simples,
como 3'>13,3>23% 325<25, 3%>4%3>5,
36> 63, 2% > (1/3)%, 21 > 12, 2% < 32, 24 = 42, 25 > 52,
260> 62, (vV2)/5> (1/5)V2, (V2)1 >1V2, (2)2 <2V2,
(V2)3 < 3v2, (v/2)° > 9V2, mas ndo se reconhece aqui
um padrédo geral. Se, porém, reescrevermos a equagao
Va _ /o

a’ = b" como a e esbogarmos o grafico da fungdo

x >0 f(x) = x"/*, teremos uma ideia aproximada dos
valores da imagem de f que sdo obtidos mais do que uma
vez (figura 1).

Esta fungio tem um maximo global e”¢, atingido
apenas em x =e¢, e é estritamente crescente em |0, ¢]
e estritamente decrescente em Je,+oo[. Além disso,
lim, o+ f(x) =0" e limy_ 4o f(x) =17. Logo, cada
reta horizontal y = ¢ com 1 < ¢ < "¢
lores de c¢) interseta o grafico de f em dois pontos cujas

(e s6 para estes va-

abcissas determinam dois reais positivos distintos a e

1 Acta Academiae Scientarum Imperialis Petropolitinae | (1778) 38--60

Figura 1. Gréfico da funcéo f.
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Figura 2. Trago da curva o e o conjunto A.

Figura 3. Orbitas de 1 por H..

04 GAZETA DE MATEMATICA - 18|



b tais que a’* = pYt ou seja, aP = b, Para descrever o

lugar geométrico de tais pares (a,b), usemos o feixe de
retas y = tx com declive t € Rt \ {1} como um radar
para os detetar no 1° quadrante de R?. Para cada t, de-
terminamos a intersecdo das condigdes y = tx e x¥ = y*
resolvendo em conjunto as equagdes v/x = t e x/* = y; as
solugdes descrevem a curva a em (R*)? representada na
figura 2 e parametrizada por

teRT\ {1} — (tﬁ,tﬁ),

O trago de a é simétrico relativamente a bissetriz do 1.°
quadrante, uma vez que, se fixarmos t > 0 e o par corres-
pondente (a,b) = (t/1,1/"1) de &, entdo 1/; determina
o ponto (b,a) da mesma curva. Além disso, a(t) converge
para (e,e) quando t tende para 1. Note-se ainda que as
coordenadas dos pontos desta curva sdo ambas estrita-
mente maiores do que 1, propriedade que resulta de s6
surgirem tais pares com abcissas no subconjunto ]1, 4-oco[
do dominio da funcéo f. Se ao traco de a juntarmos a se-
mireta {(a,a) : a € RT}, obtemos o conjunto A de todos
os pares (a,b) € (R")? tais que a’ = b".

Os dois ramos de A intersetam-se precisamente em
(e,e) e dividem (RT)? em quatro regides, em cada uma
das quais o sinal da diferenca a” — b? se mantém cons-
tante. Em particular, como a reta vertical x = e s6 inter-
seta as regides em que este sinal é positivo, concluimos
que, para todo o 0 < x # ¢, se tem e* > x¢ (de que a desi-
gualdade e > 7° é talvez o caso mais famoso).

A abcissa de cada ponto (a,b) do trago de « satis-
fazendo e < b é a imagem de f(b) pela inversa da res-
trigdo da fungéo f ao intervalo ]0,e[. Mais precisamen-
te, dado ¢ € |1,e"¢[, existe um e um s6 b > e tal que
f(b) = b"" = ¢; se agora resolvermos a equagio a"/* = ¢
com a incégnita a € ]1,e[, determinamos o outro valor
do dominio de f, 1 < a <, tal que f(a) = f(b) =c. E é
precisamente este valor tnico 4 de |1, e[ que nos leva de
volta a questdo inicial de Condorcet. De facto, se a suces-
sdo ¢, ¢, . convergir paraumreal a = a(c) € ]1,¢],
entdo, por continuidade da func¢do exponencial, tem-se
¢ =a. Isto é, ¢ = a”/". E, portanto, se g: |1, [—=]1,¢|
é a fungdo que a cada c associa o limite da sucessdo c¢,
«, .., tem-se <¢(f(a)) =a para todo o a € ]l ¢ e
f(g(c)) = cparatodoo ¢ € ]1,¢”¢[. Resta-nos confirmar
que, para estes valores de c, a sucessao c¢, ¢, cCCC,..., con-
verge e o limite estd em |1, ¢[.

Analisemos na figura 3 o comportamento da su-
cessdo ¢, ¢, cccc,..., para ¢ > 0. Esta sucessdo é a 6r-
bita de 1 pelo sistema dindmico gerado pela funcéo Figura 4. Gréfico de G e atractores de H,.
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He: R = R, He(x) = c¥ isto € a sucessdo (H{(1)), N,
sendo H} = H.o H.o...0 H,; a composi¢do de H, consi-
go mesma n vezes, se n € N, e H? = fungdo identidade
de R. Os iterados da fungdo H, sugerem (e o leitor pode
ler uma demonstrag¢do em [1]) que, no que respeita ao
comportamento assimptético da érbita de 1, o dominio
R dos valores de ¢ se divide em trés regides
1 1 1 1
C = }0, —{, C = {—, eE} e (o= ]eE, +oo[
e¢ e¢
tais que, se ¢ € Cw, entdo o limite de (H{ (1)), ¢, € +00;
se ¢ € Cy, entdo a sucessdo (H{(1)), ¢, converge e o li-

Figura 5. Dy, alguns periodos e a érbita de 1 para He;
parai=1234

mite é um ponto fixo de H,, que pertence a |1, ¢[ quando
¢ € |1, ¢¢[;se ¢ € Cy, entdo a sucessdo (H (1)), e, tem
dois pontos de acumulagéo, ¢1 = ¢1(c) e ¢, = £>(c), que
formam uma érbita periédica de H, com periodo 2 (isto
é, He(#) = £y e He(¢p) = ¢1). Em particular, concluimos
que a abcissa do ponto (4, b) do trago da curva « tal que
b > e satisfaz a equagdo

-
=

A figura 4 mostra o gréfico da funcdo inversa da restri-
cdo de f a [I/e,¢] ou seja, de G : [I/er,e"c] — [1/e,e] tal
que G(c) = limite da sucessdo c-, e, (e que coin-
cide com g em ]1,¢¢[). Como vimos, este gréfico tam-
bém descreve a variagdo do ponto fixo de H. que estd
no intervalo [1/¢, e}, para valores de ¢ em [1/ef,el/ ‘] Jun-
tdmos a esta imagem uma outra com o trago da curva
c €10, /e[ (£1(c), ¢2(c)) que descreve a variagdo
com ¢ dos pontos periédicos de periodo 2 da fungdo H,
que atraem a 6rbita de 1.

A pergunta sobre a convergéncia da sucessdo c¢,
<, <. pode colocar-se também para valores com-
plexos de ¢ # 0. Ultrapassada a dificuldade inicial de
escolher um ramo do logaritmo, podemos analisar
como anteriormente a 6rbita de 1 pela fungdo comple-
xa He: z — € log(¢), Nas figuras 5 e 6, obtidas com um
modulo interativo que o Atractor disponibiliza em [1],
podem ver-se imagens aproximadas do conjunto M dos
nimeros complexos ¢ # 0 tais que a 6rbita de 1 por H.
é limitada. Estas imagens sugerem vdrias propriedades
de M, algumas ainda por demonstrar. Por exemplo, des-

Figura 6. A esquerda: detalhe do retingulo direito da figura 5. A direita: Ampliacdo do retingulo na figura ao lado.

GAZETA DE MATEMATICA - I8|



Figura 7. Detalhe da figura 5.

tacam-se nele componentes (Dy)c tais que Dy agrupa
os valores de ¢ para os quais a sucessdo c¢, ¢, CCEC,... tem
exatamente k pontos de acumulagdo, que formam uma
orbita periédica de periodo k por H.. Nao se sabe se a
unido g e N Dy € densa no plano.

Figura 8. Ampliagdo do retangulo da figura 7.

REFERENCIAS
[1] http:/fwww.atractor.pt/mat/dinamica_exponenciais

ATRACTOR * Dinamica de uma Familia de Exponenciais
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GARIMPEIRO MATEMATICO

JorGE NuNO Siva
Universidade
de Lisboa

DataGenetics é uma empresa dedicada a andlise de grande quantidades de
dados. Fundada por Nick Berry, o seu site na web reflete o caracter do seu
presidente, possuidor de uma curiosidade bastante eclética.

O problema de pesagens que apresentamos hoje vem do blog da DataGe-
netics e pede para identificar niao um, mas dois objetos.

odos sabem que as pepitas de ouro tém aspeto tipica-
mente disforme e variado.

Dadas duas pepitas, ndo hd maneira de decidir sobre
qual é a mais pesada a ndo ser por pesagem.

Suponhamos que temos 16 pepitas, todas com o mes-
mo peso, exceto uma que é mais pesada do que as outras.
Queremos determinar qual é a mais valiosa usando uma
balanga de pratos. Qual é o menor nimero de pesagens
que devemos efetuar?

Uma solugdo em trés passos comeca com a pesagem
de cinco pepitas em cada prato da balanga. Esta primeira
operacgdo permite-nos concluir que a pepita desejada estd
nas seis que ficaram de fora ou nas cinco do prato que
baixou. Mais duas pesagens garantem a identificagdo da
pepita mais rica.

O problema que propomos aos leitores é diferente: su-
ponham que as pepitas tém todas pesos diferentes e que
queremos determinar as duas mais pesadas! Em quantas
pesagens se pode determinar as duas pepitas mais valiosas?

GAZETA DE MATEMATICA -

Relembremos a questdo do ntimero anterior.

r € r
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Hd trés jogadores, o Andrey, o Boris e o Sergey. As cartas
sdo distribuidas da seguinte forma: trés para o Andrey, trés para
0 Boris e uma para o Sergey. Nenhum deles sabe nada sobre a
distribuigdo das cartas, além das que tem na mdo. Serd possivel
o Andrey e o Boris terem uma conversa, em voz alta, i frente
do Sergey, de forma a que fiqguem a conhecer a distribuicdo das
cartas e o Sergey continue a saber somente qual é a sua carta?

No lugar da soma modular poderd usar-se soma-
-Nim? Relembremos que para efetuar uma destas so-
mas se escreve os niimeros em bindrio e se usa a tabua-
da 0060=191=0, 160=041=1. No exemplo
acima, o Andrey calcularia 1®2®3 =0 e diria: “0”.
O Boris faria a conta 4©5®6 =7 e, sabendo que
1020304P506D7 =0, diria: “A carta do Sergey é o
7% (ja que7 ®7 = 0).

O que é que h4 de errado com este processo?



Ilustremos com um exemplo. Suponhamos que Sergey
tem o 3% e que Andrey diz “1”. Sergey sabe que as tinicas
combinagdes de trés cartas com soma-Nim 1 sdo {2é, 4éb,
7}, {2, S, 6}, {3k, 4, 6}, € {3, S, 7). Portanto,
tendo o terno na mdo, Sergey conclui que Andrey tem o
dugque. Por outro lado, Andrey nao pode ter o As, porque
aequagdo 1 =16 x @y é impossivel se x # y. Logo, Ser-
gey sabe que Boris tem esta carta na mdo. Somente quan-

do a soma-Nim é nula (sete casos) a ambiguidade permi-
te manter Sergey sem certezas. Em todos os outros casos
(28), se ele tiver uma carta diferente da soma de Andrey,
pode deduzir uma carta em cada um dos parceiros.

Pode néo servir para responder ao problema, mas dd
origem a um belo truque de cartas. A divisdo 3-3 néo é es-
sencial. Basta dar uma carta ao Sergey e dividir as restan-
tes seis pelo Andrey e pelo Boris em qualquer proporgao.

RECREIO ¢ Garimpeiro Matematico
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MANDORLA E VESICA PISCES
- SEMENTES DOS POLIGONOS

FiLipE ALBERTO DA SILVA

FacuLbapE DE CiENclAs Soclals E HUMANAS - UNIVERSIDADE NOVA DE LisBOA

filipealbertodasilva@outlook.com
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E ste trabalho tem por objetivo
apresentar métodos de construgao
de poligonos, segundo a figura

da Mandorla e da Vesica Pisces,
evidenciando a sua simplicidade

de execu¢do no &mbito do desenho
geométrico com régua e compasso.
Uma breve introducdo ao simbolismo
das figuras da Mandorla e da Vesica
Pisces serd apresentada, evidenciando
o principio gerador feminino que

estas traduzem.

Palavras-chave: Mandorla, Vesica Pisces, Geometria
Sagrada, pentdgono, heptdgono.

MANDORLA

VESICA PISCES.

Figura 1. A Mandorla e a Vesica Pisces.

Sejam B e D dois pontos dados. Com centro em B, abri-
mos o compasso até D e tracamos uma circunferéncia.
Com centro em D, abrimos até B, tragamos uma circun-
feréncia. Obtemos duas circunferéncias idénticas, cada
uma atravessando o centro da outra. Chamamos Vesica
Pisces a unido das duas circunferéncias. Chamemos C,
E aos pontos de interse¢do das circunferéncias. Os eixos
definidos pelos segmentos BD e CE sdo perpendiculares
e cruzam-se em A, ponto médio de BD. Chama-se Man-
dorla a unido dos arcos de circunferéncias CBE e EDC.
(Fig. 1)

Daqui em diante, referimo-nos a uma Mandorla ou
a uma Vesica por especificacdo dos seus pontos BCDE.

1. BREVE INTRODUGAO SOBRE O SIGNIFICADO
DAS FIGURAS DA MANDORLA E DA VESICA
PISCES

A palavra Mandorla provém do italiano e significa
“améndoa”. Na arte ocidental cristd da Idade Média, a
forma em améndoa era utilizada para envolver a figura
de Cristo na Ascensdo. Na sua origem, a Mandorla repre-
sentava a nuvem sobre a qual Cristo ascendia, mas com o
tempo foi sendo usada como uma espécie de “gléria” ou
auréola, a luz que emana de um ser divino. Por esse mo-
tivo, era usada para representar Cristo na Transfiguragao
ou em majestade [1].

A palavra Mandorla, ou améndoa, designa também
a semente da amendoeira', e é esse caricter seminal
que nos interessa aqui. Como afirma o mitégrafo Robert
Lawlor, “este desenho de crescimento sugere a drvore.
A Vesica representa a semente[2]”. Na figura 2 (pédgina
seguinte) expde-se a Mandorla com a Vesica Pisces para
ilustrar o surgimento das figuras de trés até 12 lados
iguais, como enunciado por Lawlor.

Relativamente a expressdo Vesica Pisces, esta vem
do latim e significa literalmente “bexiga do peixe”. Jorge
Morales de Castro? refere a utilizacdo da palavra grega
Ichthus (IXOYZX), termo que significa “peixe”, como ana-
grama de “Jesus Cristo, Filho de Deus, Salvador” (Iesous

Paulo Pereira refere o cardcter gerador da Mandorla, reportando-a ao
nascimento do deus frigio Atis que nasceu a partir de uma améndoa
madgica. Pereira, Paulo; Lugares mdgicos de Portugal — Arquitecturas Sagradas,
Circulo de Leitores e Temas e Debates, Rio de Mouro, 2009, p. 201.

2 |Investigador do Centro de Ciéncias Humanas y Sociales de Madrid,
(CCHS). Castro, Jorge Morales de; Religiones del Mundo. Cultos y Creencias
del Hombre,(2002), trad. Maria da Fonseca, Religides do Mundo — cultos e
crengas, Editorial Estampa, Lisboa, 2004, p. 124

MANDORLA E VESICA PISCES - SEMENTES DOS POLIGONOS -
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Christos Theou Uios Soter). Sabe-se, pelo mesmo autor, que
a imagem que simbolizava o Ichthus consistia em dois ar-
cos desenhados na areia, em todo semelhante aquilo a que
chamamos “Mandorla” neste trabalho, figura que, relem-
bramos, deriva da Vesica Pisces. A Mandorla, estes dois
arcos que os primeiros cristdos desenhavam na areia, “era
usada pelos crentes, nos primeiros tempos de persegui-
¢do, como sinal secreto da sua fé partilhada. A pessoa de-
senhava um arco na areia e a outra completava o simbolo,
para mostrar a sua fraternidade em Cristo®”.

O termo Vesica Pisces continuou a ser usado durante
a Idade Média nas lojas dos construtores para represen-
tar o desenho de dois arcos fechados entre si [3]. Albrecht

Figura 2. Vesica Pisces como matriz geradora. Fonte: Critchlow,
Keith; Order in Space a design source book, Thames & Hudson,
London, 1969, p. 33. (Esta figura de K. Critchlow é idéntica a
de Robert Lawlor no seu livro Sacred Geometry Philosophy &
Practice, p. 34. Escolheu-se a imagem de Critchlow pela maior
clareza do desenho).

Diirer utilizou o termo germanico Fischblasen, literalmente
“bexiga do peixe”, para o mesmo significado no seu trata-
do geométrico Instrugdo para medicdes i régua e ao compasso*.

2. IMPORTANCIA DESTE METODO DE
CONSTRUCAO.

Nao serdo aqui expostos os métodos de construcéo de to-
dos os poligonos possiveis de construir a partir da Man-
dorla e da Vesica Pisces, pois tal extravasaria o propésito
deste artigo®. Tomaremos como exemplos as figuras do
pentdgono regular e do heptdgono. Note-se que ndo apli-
cdmos a denominagdo “regular” ao heptdgono, ao passo
que o fizemos para o pentdgono, pois a construgdo do hep-
tdgono com todos os lados iguais é impossivel utilizando
apenas régua e compasso, tal como comprovado em 1837
pelo matemdtico Pierre Wantzel, no seu artigo Recherches
sur les moyens de reconnaitre si un probleme de Géométrie peut
se résoudre avec la regle et le compas [4].

Comecemos pelo pentdgono tal como era transmitido
entre os artesdos e arquitetos medievais [5]. Devemos ter
em ateng¢do que aos métodos medievais de construgéo se
aplica o axioma: “o método mais simples deve ser sempre
preferido ao método mais complexo quando se trata da
Idade Média” [6], ressalvando assim a sua facil memoriza-
¢do pela sua simplicidade® como assegura o autor Shelby.

2.1 Uma variante do desenho do pentagono regular
dado o lado pelo método da Vesica Pisces
Considere-se a Vesica Pisces BCDE (ver figura 3)

1) Centro em E até B, tracar arco de circunferéncia. En-
contrados os pontos F e G na Vesica Pisces e o ponto C1 no
eixo vertical CE.

2) Tragar retas de G e F para C1. Encontrados os pontos
H e I por intersecdo das retas GC1 e FC1 (respetivamente)
com 0s arcos exteriores da Vesica.

3 Ibidem.

4Do titulo original: Underweysung der Messung, mit dem Zirckel und Richts-
cheyt, FI. 59.

SPara aprofundar este tema, ver a tese do autor: Silva da, Filipe. As figuras
da Mandorla e da Vesica Pisces, suas possibilidades de construcdo. Disserta-
¢do de Mestrado em Desenho. FBAUL, Lisboa, 2013

¢No Perfodo da Idade Média a transmissao do conhecimento era essen-
cialmente efetuada pela observagao direta do mestre. Aprendia-se, vendo
e fazendo. Shelby, Lon R,; Gothic Design Techniques The Fifteenth-Century
Design Booklets of Mathes Roriczer and Hanns Schmuttermayer, Southern
lllinois University Press, US.A, 1977, p. 53.
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Figura 3. Construcdo do pentdgono regular pelo método medie-
val. Fonte: Shelby, Lon R.; Gothic Design Techniques The Fifteenth-
-Century Design Booklets of Mathes Roriczer and Hanns Schmut-
termayer, Southern lllinois University Press, US.A., 1977, p. I17.

3) Centro em H até B, tracar arco. Repetir a mesma
operacdo com centro em I. Encontrado o ponto ] no eixo
vertical CE.

4) Completar o pentdgono regular JIDBH.

2.2 Desenho do heptagono pelo método da Vesica
Pisces
Passemos agora para o heptdgono, figura de sete lados.
Tradicionalmente, no terceiro ciclo do ensino basico, é
ensinado o método da divisdo da circunferéncia em sete
partes iguais como meio de construir um heptédgono [7]
inscrito numa circunferéncia. Esta constru¢gdo mais com-
plexa fomenta uma menor precisdo e uma maior margem
para a ocorréncia de erros. Pelo método da Vesica Pisces,
que se inicia por um lado, ganha-se tanto em simplicidade
COmMOo em precisao.

Dado um segmento BD, considere-se a Vesica Pisces
BCDE de centros B e D. (ver figura 4)

Figura 4. Construcdo do heptdgono. Fonte: Sutton, Andrew; Ru-
ler & Compass practical geometric constructions, VWooden Books,
England, 2009, p. 41.

1) Centro em C até B, tracar arco (medida da Vesica).
Encontrados os pontos F e G na Vesica.

2) Tragar os segmentos de reta BG e DF. Intersetam-se
no ponto H no eixo vertical CE.

3) Tomar por medida FH, centro em B e D, tragar os
arcos respetivos. Encontrado o ponto I no eixo vertical CE.

4) Com a mesma medida da etapa anterior, centro em
I, tragar circunferéncia. Encontrados os pontos F1 e G1 na
Vesica e a localizagdo do ponto C1 no eixo vertical CE.

5) Retomar por medida a Vesica, centro em C1, mar-
car os pontos J e K.
6) Completar o heptdgono C1KG1DBF1].

Além deste papel gerador de poligonos, a Vesica pres-
ta-se a outras construgdes geométricas que ndo podemos
aqui abordar por economia de espago, nomeadamente, a

S

MANDORLA E VESICA PISCES - SEMENTES DOS POLIGONOS -



construgdo da Seccdo de Ouro e da raiz quadrada de 2, 3
e 5 que ilustramos a seguir (figuras 5 e 6).

Figura 5. A Sec¢do de Ouro na Vesica Pisces. Fonte: Sutton, An-
drew; Ruler & Compass practical geometric constructions, VWWoo-
den Books, England, 2009, p. 32.

Figura 6. As raizes quadradas da Vesica Pisces. Fonte: Lawlor,
Robert; Sacred Geometry Philosophy & Practice, Thames & Hud-
son, London, 2007, p. 37.

3. O PAPEL FEMININO E SAGRADO DA MAN-
DORLA E DA VESICA PISCES

O autor Alick Bartholomew associa as figuras deste tra-
balho a “Ma&e” ou ao “principio feminino da geragéo da
qual brotam todas as outras formas geométricas, tridn-
gulos, quadrados, poligonos, (...)”[8] Contudo, este ca-
racter feminino ndo é exclusivo do mundo ocidental.
A Mandorla relembra a forma de peixe e por isso foi ba-
tizada de Vesica Pisces no ocidente, mas tem por nome
“Yoni” na India [9]. “Yoni” vem do sanscrito e tem varios
significados [10]. Sdo estes: “passagem divina”, “lugar
de nascimento”, “fonte de vida”, “templo sagrado” e
“6rgdo sexual feminino”. Atendendo ao manual de ar-
quitetura hindu do séc. VI Manasira Shilpa Shdstra, a fi-
gura da Yoni era usada para projetar os lugares sagrados.

AN
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Tracar a Yoni no solo significa encontrar os eixos norte-
-sul e oeste-este, as dire¢bes do futuro templo [11].

Segundo o historiador Titus Burckhardt, tal figura
era fundamental para criar na Terra a ordem celeste. “O
esquema fundamental do templo resulta do processo de
orientagdo que é um ritual, pois reconcilia a forma do
santudrio e do Universo, que é aqui a expressdo da nor-
ma Divina[12]”.

Embora néo haja certezas sobre a figura que era de-
senhada no solo no ocidente para elevar um edificio sa-
grado, sabe-se pelos textos herméticos que no Egito a or-
dem na terra era a projegdo da ordem no céu. “Ignoras, 6
Asclépio, que o Egito é aimagem do céu, ou melhor, que
é a projecdo aqui em baixo de toda a ordem das coisas
celestiais? [13]”

Assim, o cardcter gerador e ordenador das figuras
deste trabalho ndo consistia em meros artificios ou exer-
cicios geométricos para os nossos antepassados, mas sim
em auténticas ferramentas para a criagdo da ordem celes-
te na Terra. Segundo a cosmologia de Platdo, que muito
influenciou a Idade Média, um criador benigno concebeu
o Universo através da aplicagdo de leis matemadticas que
resultaram em harmonia [14]. O cardcter sagrado dado a
Geometria na Idade Média explica-se por esta associar
Deus ao supremo geémetra, em referéncia ao Antigo Tes-
tamento: “dispusestes tudo com medida, quantidade e
peso” [15], e a sustentagdo deste pensamento por Platéo.

Figura 7. Mandorla hindu. Fonte: Burckhardt, Titus; Principes et
méthodes de l'art sacré, Editions Dervy, Paris, 2011, p. 31.
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ARQUIMEDES, UMA MENTE BRILHANTE

Caro leitor, vamos ver como alguns modelos e principios devidos a
Arquimedes estdo na base da teoria matematica que se conhece hoje como

Cilculo Integral.

matemadtica pode ser vista como uma ciéncia utilita-

ria; para tal basta analisar os programas de estudo
dos cursos de qualquer Faculdade de Ciéncias, que in-
cluem disciplinas de Célculo, Algebra, Estatistica ou Ma-
temadticas Gerais. De uma forma geral estas disciplinas tra-
tam temas de matemadtica de maneira cldssica sem rela¢do
com o curso a que estdo destinadas, o que pode constituir
um problema. Acresce ainda que, para os alunos de uma
licenciatura em Matemadtica, é importante ver como se in-
tuem férmulas de Fisica sem ter o porto seguro de axiomas,
defini¢des e rigor.

A motivagdo ao escrever este texto é dupla: por um
lado pretendemos levar os alunos a contemplar alguns te-
mas de divulgacdo que dentro de algum tempo formarao
parte dos seus estudos universitdrios e, por outro, quere-
mos ajudar a dificil tarefa de incluir, nos estudos de mate-
madtica, temas de Fisica, despertando no aluno o gosto pela
andlise abstrata destes temas. Isto pode contribuir para o
desenvolvimento nos estudantes de capacidades deduti-
vas e de uma postura de investigador fundamental ao seu
processo de crescimento. Devemos lembrar-nos de que foi
pela admiragdo que o Homem comecou a filosofar.

UM POUCO DE HISTORIA. Pode dizer-se que, de entre
as descobertas que Arquimedes fez, a de que mais se or-

CANTO DELFICO
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BRANQUINHO
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gulhava era do célculo do volume de uma esfera. Demos-
trou, de uma forma bastante original, que

o volume de uma esfera é igual a dois tergos do volume
do cilindro que a circunscreve.

Ficou de tal forma maravilhado com esta descoberta que,
como recordagdo da melhor das suas ideias, mandou gra-
var na sua pedra tumular a figura 1. Quando Cicero foi
nomeado questor na Sicilia (75 a.C.), descobriu o ttimulo
de Arquimedes, gracas a inscri¢do que este tinha manda-
do gravar no seu tamulo e que os seus conterraneos de

Figura 1. Simbolo de Arquimedes.

Siracusa tinham perdido de vista. Cicero restaurou-a, para
mais tarde voltar a perder-se. Recentemente encontraram-
-se dois timulos que disputam a autenticidade...

CANTO DELFICO * Arquimedes, uma Mente Brilhante

ajplb@mat.uc.pt
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IDEIA DA DEMONSTRACAO. Arquimedes imaginou
uma semiesfera e junto dela um cilindro circular reto e um
cone circular reto, ambos de base igual a do circulo maximo
da semiesfera, mais ou menos como indicado na figura 2.
Arquimedes cortou as trés figuras por um plano paralelo
a base do cilindro e do cone, perguntando-se como seriam
as secgdes determinadas por este plano no cilindro, na se-
miesfera e no cone. Determinemos a drea das regides indi-

cadas na figura 2.

Figura 2. Método de Arquimedes.

No cilindro, é evidente, pois trata-se de um circulo de
raio R. Na esfera, também se tem um circulo, mas o seu
raio depende da altura do corte, d. Olhando melhor para
a figura 2 e tendo em conta o teorema de Pitdgoras, fa-
cilmente se pode escrever, considerando o raio da secgdo
igual a , que 2+ d?> = R% J4 no cone, a seccdo também
serd um circulo e agora o raio é ainda mais facil de deter-
minar; como a sua abertura é de 45°, ¥ = d, i.e., a sec¢do do
cilindro coincide com a sec¢do da semiesfera adicionada
da sec¢do do cone, pelo que o volume do cilindro é igual
a soma dos volumes da semiesfera e do cone (cf. figura 3).

o
N
— E}::‘-:’/'/f
~
b\ e
-
Figura 3. Sec¢des cilindricas.
Assim,

7R?® = Volume da semiesfera + 7R3 / 3,

pois Arquimedes sabia que os volumes do cilindro e do
cone sdo, respetivamente, 71 R e 1R / 3; logo, obtemos
que o volume da semiesfera é 271 R%/3, c.q.d.

Esta demonstragdo pode ser encontrada em textos de
matemdtica elementar, como o de Miguel de Guzman,
"Experimentos de Geometria".

Com este resultado, Arquimedes avangou para a de-
terminacéo da drea da superficie de uma esfera de raio R. Con-

siderou a esfera composta por muitas pirdmides de vértice
no centro da esfera e base de drea muito pequena, S, sobre
a esfera. Para ter uma ideia do que pode valer a drea de
superficie esférica, considerou que o volume da esfera é,
como acabdmos de ver, 471R3 / 3 e que o volume de cada
piramide é R S /3 (pois a altura de cada pirdmide é R). So-
mando o volume de todas as pirdmides e colocando em
evidéncia R /3, obtemos:

o volume da esfera é igual i drea de superficie da esfera
multiplicada por R /3.

Logo, a drea de superficie da esfera de raio R é igual a
47R2

EXPERIENCIA. Propomo-nos comprovar por experi-
mentagdo o principio de Arquimedes, ao mesmo tempo
que mostramos uma relagdo entre integrais de volume e de
superficie. Vamos utilizar uma bola de borracha, um copo
de dgua, uma régua, um cordel, uma caneta de feltro, uma
balanga e um nénio (cf. "Célculo Diferencial e Integral”, de
Fernando Chamizo).

Coloquemos a bola numa tina com dgua e marquemos
a linha de flutuagdo com a caneta de feltro (para efetuar
esta operacdo convém segurar a bola com a mdo sem a
afundar e marcar somente alguns pontos por forma a
completar a linha com a bola fora da dgua e munidos de
um canudo de papel).

No paralelo determinado pela linha de flutuagdo
(que € a circunferéncia tracada), marquemos dois pontos
diametralmente opostos. Para tal, podemos simplesmente
estender o cordel sobre a circunferéncia, desenrolé-lo,
marcar o ponto médio e voltar a enrolar a volta da bola
como mostra a figura 4. Entre estes dois pontos, estique-

Figura 4. Descricdo da experiéncia.

mos o cordel de forma a descrever um arco de meridiano
para que possamos medi-lo. A partir do comprimento do
meridiano, determinamos o raio da bola (recorde-se que,
em radianos, o dngulo ao centro é dado pelo quociente
entre o comprimento do arco e o raio da circunferéncia).
Com o nénio é trivial este calculo!
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Escolhendo uma bola de borracha um pouco mais pe-
quena do que uma bola de ténis, os valores encontrados
para o comprimento do arco, ¢, e do raio da bola, R, foram
de /=89 cm e R = 2.8 cm. Aplicando a férmula

7R3 3

- (2-3cos (£/(2R)) +cos® (¢/(2R))), ()
com £ e R em centimetros (com os dados citados anterior-
mente, obtemos 47.25), podemos verificar que este resulta-
do estd muito préximo do peso real da bola (considerado
em gramas). Basta para tal usar uma balanga de cozinha
(no nosso caso, a bola pesa aproximadamente 45 gr).
Assim, a partir da observacdo de como uma bola flutua
podemos saber quanto é que ela pesa.

EXPLICAGAO. O que estd na base da experiéncia ante-
rior é o principio de Arquimedes:

todo o corpo mergulhado num liquido estd sujeito a uma
forga de diregdo vertical, de sentido de baixo para cima,
e cuja grandeza é igual ao peso do volume de liquido
deslocado.

Como o impulso deve compensar o peso da bola e o Ii-
quido deslocado, que neste caso é a dgua, cuja massa e 0O
volume coincidem, basta verificar que a férmula (1) dd o
volume da parte submersa da bola (cf. figura 5). Para de-
terminar a massa da bola, integramos a fungdo indicatriz
da regido correspondente, T, que em coordenadas esféricas
X(¢,0,p) = (p cos¢ senf, p sen¢ senf, p cos ) se des-
creve (considerando a origem do referencial no centro da
bola) como

(¢,0,0) € [0,27] x [7t — 6, ] X [Ro, R],

com Ry = —Rcosfy/cosf ey ={/(2R), i.e.

1= [T ™ a0 [~ iyd
f1=] v/ . /RU|1x|P/

onde |Jx| = pz sen 6, que coincide com (1).

Figura 5. Leitura em coordenadas esféricas.

Acabamos de ver como o principio de Arquimedes
permite calcular a massa por meio de um integral de vo-
lume. Agora, usando a nogdo de pressdo, veremos como
determinar a massa da bola mediante um integral de su-
perficie.

Chegados aqui, podemos perguntar-nos se existe uma
relagdo geral entre estes dois integrais? A resposta afirma-
tiva é dada pelo teorema de Gauss ou da divergéncia.

O que faremos € utilizar as ideias bésicas previamente
apresentadas, concetualmente mas nao historicamente, no
principio de Arquimedes, que nos levardo a expressar o
impulso como um integral de superficie.

Imaginemos um quadradinho infinitesimal de drea A
paralelo a superficie da dgua e situado a uma profundi-
dade h. O peso da dgua por cima desse quadradinho serd
mg = Ahg (considerando a densidade unitdria, temos
que a massa coincide com o volume que, por isso, vale
Ah). Se pudéssemos retirar repentinamente essa coluna
de dgua, por acdo e reagdo, a d4gua que estd por baixo sal-
taria para cima com uma forga Ah g. Assim, a uma pro-
fundidade & hd uma forga por unidade de superficie dada
por P =(0,0,kg).

Normalmente, esta for¢a é compensada pelo peso da
dgua que estd por cima, que na nossa experiéncia é o peso
dabola. Vale a pena notar que P atua sobre uma superficie
curva onde a profundidade e a diregdo onde se aplica a
forca vai mudando de ponto para ponto. Por isso, a forca
total é dada pelo integral de P na superficie submersa, S,
fronteira de T, e deve estar compensada pelo peso m g
da bola. Em conclusao, considerada a superficie, S, com a

orientac¢do usual temos
mg + / P =0. ()
S

Para calcular o integral, convém parametrizar a superfi-
cie, S, usando coordenadas esféricas, i.e. S é descrita por
0<¢p <2, m—0y <0 <me p=R. Pode ver-se que o
vetor normal, N, a S é dado por N = R sen0X(¢,6,R) e
que a profundidade do ponto (x, y, z) sobre a superficie
esféricaé h = —z— R cosfy = —R (cosG + cos 90) (como
mostra a figura 5).
Assim, (2) leva-nos ao integral

27 T
m:R3/ d(p/ (cos 8 + cos )
0 71—90

x sen 6 cos 6 do
que coincide uma vez mais com (1).

CANTO DELFICO -



O conjunto dos niimeros
reais é conexo, uma

propriedade topoldgica

que formaliza o conceito de

ser formado por “uma sé

peca”. Apresentamos uma
demonstracao deste facto
usando uma construcao de
Bolzano-Weierstrass, que apela
a intui¢do geométrica, e que nos
é familiar das demonstracoes

de R ser compacto.

UMA DEMONSTRACAO DO TIPO BOLZANO-
WEIERSTRASS DE QUE QUALQUER INTERVALO
EMR E CONEXO

SAGAR PRATAPSI

FacuLDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA, UNIVERSIDADE DE COIMBRA
sagar.dipak@gmail.com
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A nocéo de conjunto conexo é da maior importancia em

Matematica, ocupando um lugar central, por exemplo,
em muitas questdes da Andlise, incluindo Andlise Com-
plexa. Esta nogdo pretende formalizar a intuicdo de um
conjunto ser formado por uma sé “pega”, por oposigdo
a duas ou mais pegas separadas, como ilustram os exem-
plos da Figura 1.

A definigdo aparece habitualmente quando se estuda
Topologia, porque se consegue apresentar usando o con-
ceito primitivo de conjunto aberto. Depois de apresenta-
da a defini¢do exata, surge naturalmente o problema de
determinar quais sdo os conjuntos conexos em IR, o mais
importante e bésico dos espagos topolégicos, com os con-
juntos abertos habituais (cuja defini¢do recordamos a se-
guir). A intui¢do diz-nos que deverdo ser os intervalos, os
subconjuntos dos reais que ndo tém “buracos”. Mas em
Matemdtica, e em especial neste tipo de questdes funda-
mentais, a intuigdo ndo chega, sendo necessdrio definir os
conceitos e provar as afirmagdes com todo o rigor.

O propésito desta nota é precisamente apresentar uma
nova demonstragdo para esse resultado cldssico, que em
R os conjuntos conexos sdo os intervalos.

Para tal, vamos utilizar uma construcao do tipo Bolza-
no-Weierstrass, ou bissecgdo de intervalos, que é a técnica
habitualmente usada para mostrar que, em R, os conjun-
tos compactos sdo os fechados e limitados. A construgédo
consiste em dividir o conjunto de interesse em metades
sucessivas, mantendo aquelas que tém a propriedade de-
sejada, até se atingir um ponto limite. Neste limite, chega-
-se a uma contradigdo e prova-se o pretendido.Esta cons-
trugdo parece ter sido usada originalmente por Bolzano
para provar o Teorema do Valor Intermédio [1]. A prova
original encontra-se traduzida em inglés em [2].

Comecamos por definir os intervalos em R.

Defini¢ao. Um conjunto I C R é um intervalo se, quais-
quer que sejam x,y € I, se z € R for tal que x <z <y,
entdo z € I.

Assim, como € habitual, os intervalos sdo os conjuntos
da forma [a,b], Ja,b], [a,b] e ]a,b] e também os conjuntos que
se estendem indefinidamente como | —oo,a], | — 0,4,
[a,400], |a, +-o0[ € 0 préprio R.

Como ja referimos, sendo a conectividade um conceito

topolégico, é necessario definir os conjuntos abertos de IR.

Defini¢ao. Um conjunto A C R diz-se aberto se, para todo
ox € A, existirum € > 0 tal que o intervalo |x — €, x + €]
estd contido em A.

A B

Figura |. Exemplo de um conjunto conexo (A) e de um conjunto

desconexo (B) em R?,

Definimos agora a conectividade em RR.

Defini¢ado. Dado X C IR, dois conjuntos abertos A,B C R
dizem-se uma desconexdo de X se:

1. XN A e X N B forem disjuntos e ndo-vazios;
2.XCAUB.

Defini¢ao. Um conjunto X C R é conexo se ndo existir
nenhuma desconexdo de X. Caso contrdrio, diz-se que é
desconexo.

Vamos entdo mostrar que os intervalos em IR sdo co-
nexos. A implicagdo reciproca, que os conjuntos conexos
sdo intervalos, é um resultado de demonstra¢io muito
simples.

Teorema. Os intervalos em R sdo conexos.

Demonstragdo. Vamos demonstrar o resultado por re-
dugéo ao absurdo. Suponhamos que I € R é um intervalo
e que I é desconexo, sendo A, B uma desconexdo de I. Para
simplificar a notagdo, definimos A’ =1NA e B'=INB.
Como estes conjuntos séo ndo-vazios, escolhemos dois ele-
mentos ayg € A’ eby € B'. Assumimos, sem perda de gene-
ralidade, que ay < by (caso contrdrio, alteramos os nomes
de A e B). Consideremos agora o intervalo Iy = [ag, bo] e
tomemos o seu ponto médio xy = (ag + bg) /2. Sendo I um
intervalo, temos xp € I = A’ UB/, pelo que xo deve per-
tencer a A’ ou a B/, mas néo a ambos, porque estes conjun-
tos sdo disjuntos.

Definimos agora o intervalo I; da seguinte maneira:

[a0, x0], sexg € B

I =[a,b1] =
1= la b [x0,bo], sexpe A

Por construcdo, a1 € A’ e by € B'. Além disso, I; C Iy e
lay — by| = 1/2|ag — by
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Construimos sucessivamente uma familia de interva-
los de forma andloga, fazendo x, = (a, + by,) /2 e definin-
do os intervalos

se x, € B/
sexy, €A’

[ui’l/ xn}/

n € IN.
[xnr bn]/

L1 = [ap11,byi1] = {
Tal como anteriormente, os conjuntos I, intersectam A’
e B’. Temos também a cadeia de inclusdes Iy DI} D ---
D) In BDEEE
Como R é completo, esta sequéncia converge para um con-
junto {c}, ou seja,

o
JeeR: () I={c}
n=0

e sabemos que |a, —by| = (1/2)" |ag — bo|

Como ¢ € I, ¢ deve pertencer ou a A’ ou a B'. Suponha-
mos que ¢ € A’ (o raciocino é andlogo se ¢ € B'). Como
A é um conjunto aberto e c € A, existe um € > 0 tal que
Jce—€,c+ €[ C A. Também existe um intervalo I, total-
mente contido em Jc—¢,c+ €[ (0 n tem de ser tal que
|an — bn\ < €, 0 que é sempre possivel encontrar). Entéo, I,
estd totalmente contido em A’ = I N A. Mas isto é absurdo,
porque I, também contém by, que estd em B’ e ndo em A’.
Logo, a nossa suposi¢do inicial era falsa, e I é conexo. O

Apesar de ndo ser relevante na demonstragéo, é inte-
ressante notar que os conjuntos A e B seriam uma desco-
nexdo de todos os I, € ndo s6 de I (basta mostrar que A
e B obedecem aos critérios da defini¢do de desconexdo).
Neste sentido, os conjuntos I, “herdam” de I a proprieda-
de de serem desconexos. Este facto estd em analogia direta
com as provas de compacidade. Nestas, assumimos que
o conjunto original X ndo é compacto e construimos uma
sucessdo de intervalos que partilham essa propriedade.

A demonstragdo habitual de que R (ou um interva-
lo de RR) é conexo ndo utiliza a bissec¢do de intervalos.
A construgdo, nesse caso, utiliza o supremo do conjunto
[20, bo] N A. A existéncia deste supremo, tal como a exis-
téncia do conjunto-limite {c} desta prova, é uma conse-
quéncia de R ser completo, pelo que parece ser este o fac-
to crucial, independentemente da forma de completude
que usamos.

De facto, de acordo com [3], é conhecida a equivalén-
cia entre

» conectividade;

» existéncia de supremos para intervalos limitados su-
periormente;

» convergéncia de sequéncias de intervalos (cada um
contido no anterior).
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(Em rigor, para ter equivaléncia, é preciso juntar a pro-
priedade arquimediana a esta dltima).

Esta pequena nota foi escrita com a convicgdo de, ape-
sar de se conhecer a equivaléncia, ndo se ter ainda escrito
a demonstracgdo explicitamente. A ideia surgiu enquanto
frequentava a disciplina de Topologia e Anélise Linear do
Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Coimbra.
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O POVO E QUEM MAIS ORDENA?

NA LINHA DE FRENTE
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Em democracia, ganha que tem mais votos numa elei¢do, certo? Nem sem-
pre. Como mostrou a eleicdo de Donald Trump para Presidente dos EUA
— ingeréncias estrangeiras a parte —, o resultado de uma eleigdo é tdo de-
terminado pelas regras eleitorais quanto pelos votos.Vamos neste artigo
analisar o funcionamento do sistema eleitoral americano de um ponto de

vista estritamente matematico.

Colégio Eleitoral é parte central do mecanismo
utilizado nos Estados Unidos para escolher o seu
Presidente. Genericamente considerado um anacronis-
mo, foi desenhado no século XVIII. Quando pensamos
nele, a primeira ideia que vem na mente é o conceito de
que o vencedor em cada Estado leva todos os votos do
mesmo, distorcendo a proporcionalidade entre causa
(o voto popular) e efeito (0 comportamento dos "eleito-
res’, ou seja, as pessoas encarregadas em cada Estado
de indicar o préximo Presidente). Isto explica em parte
a possibilidade de alguém ser eleito sem ter o maior nu-
mero de votos da populacédo, — o que ocorreu agora, mas
ndo pela primeira vez; foi também o caso em 1824, 1876,
1888 e 2000. E possivel ganhar por grande diferenca em
diversos Estados e perder por pouco em outros tantos.
Se estes tiverem maior representacdo no colégio eleitoral
do que aqueles, entdo a derrota é certa.
No entanto, esta caracteristica que salta aos olhos
e parece ser a maior fonte de injustica do sistema ndo
estd na lei federal (nacional). De facto, o Nebraska e o
Maine nédo seguem esta regra, fazendo uma divisao dos
votos que dd maior proporcionalidade entre a opinido
da populagéo e os votos finais do Estado. O que vamos
discutir neste artigo é o porqué da regral de "o vencedor
leva tudo", vantagens e desvantagens deste método e o
que estd a ser feito para o alterar, sempre de um ponto de

vista estritamente matemdtico. Muita informacdo sobre

o funcionamento deste sistema pode ser obtida em [1].
Vamos inicialmente perceber que hd que pensar de

forma separada trés caracteristicas do sistema americano:

1) A existéncia do colégio eleitoral: ou seja, a ideia de
que o presidente € eleito por um niimero diminuto
de de representantes — os "eleitores" — de cada jus-
risdi¢do — 50 Estados e o Distrito de Coltiimbia (DC)
— e néo pela populagéo;

2) O numero de representantes que cada jurisdigdo é
autorizada a ter;

3) Como cada jurisdigdo escolhe seus representantes.

O terceiro ponto serd o mais interessante para a ana-
lise matemadtica; falemos, inicialmente, no entanto, dos
outros dois. Para simplificar a vida, usaremos "Estado" a
partir de agora, supondo o DC af incluido.

Na esséncia, o que estd por trds do primeiro ponto
é o "federalismo". Os EUA foram fundados mais como
um conjunto de colénias que se uniram do que como
uma entidade tinica. De facto, o préprio nome represen-
ta esta ideia. Assim, o facto de que o Presidente resulta
de um acordo, de uma forma ou de outra, entre Esta-
dos ndo é assim tdo estranho. Poderia ser eleito numa
assembleia conjunta de deputados e senadores, mas duas
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ideias limitaram esta abordagem. Em primeiro lugar, os
EUA deviam ser um compromisso entre uma reunido
de Estados e uma democracia popular, ambos muito
receosos da concentragdo de poder no governo federal.
A outra ideia, mais negativa, é a de que os anos e anos de
convivéncia entre os parlamentares poderiam ser cam-
po fértil para interesses escusos. Assim, um conjunto
de pessoas diretamente e especialmente indicadas pelos
Estados estaria em melhores condi¢des para tomar tdo
critica decisdo. A Constitui¢do norte-americana explici-
tamente proibe deputados e senadores de acumularem
esta fungao.

E quantas pessoas seriam? Ora, se o colégio eleito-
ral substitui o parlamento, nada mais natural do que o
nimero de eleitores de cada Estado igualar a soma de
deputados e senadores. Para a capital - que ndo possui
representacdo parlamentar - o ndmero de eleitores é
estabelecido como se esta fosse um Estado. O niimero de
eleitores serd uma fungédo crescente da populacdo mais
2. Note que o que interessa nesta férmula é a popula-
¢do, que ndo se altera com maior ou menor participagdo
eleitoral.

A férmula acima sobredimensiona a importancia
dos pequenos Estados, normalmente republicanos. Ape-
sar de Clinton ter ganhado no voto popular, conta do
site [3] indica que, mesmo se cada Estado dividisse os
seus eleitores proporcionalmente ao nimero de votos,
Donald Trump teria mais representantes no Colégio
Eleitoral. Veja a figura 1 para uma comparacédo do efeito
dos diversos métodos de votos no resultado eleitoral.

Agora vem a questdo central: como devem os Estados
escolher estes eleitores? Para comecar, a Constituigio é
omissa neste ponto, de forma a afastar qualquer suspei-
ta de que o governo central poderia querer comandar,
a distancia, este processo. Os deputados sdo escolhidos
a partir do fracionamento de cada Estado em distritos:
cada uma destas partes elege os seus representantes na

camara baixa a partir da maioria simples. No entanto, na

Figura 1. Comparacdo do resultado eleitoral de 2012 (vencido
por Barack Obama) Estado a Estado. Na figura de cima, segui-
mos a legislagdo corrente e o Estado é todo de uma sé cor (com
duas excecdes), dependendo do seu vencedor. Na figura do
e 2, respetivamente) indica um dos eleitores; quem tem meio, todos os Estados adotam a divisdo de votos seguida pelo
a maioria no estado indica os dois restantes. Isto pode Nebraska e pelo Maine, como discutido no texto. Em baixo,
uma distribuicdo proporcional dos votos, com retirada final de
50 votos de Obama. A intensidade das cores indica o resultado
do Estado. Em 2016, todos estes métodos dariam mais eleitores
a Donald Trump, sendo que em alguns casos nenhum candidato
dois Estados seja disperso em varios candidatos. obteria a maioria absoluta do colégio eleitoral. Fonte: http://

De facto, qualquer forma eleitoral que nio seja do mo- www.270towin.com.
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camara alta, os eleitos resultam da maioria dos votos do
Estado inteiro. O Nebraska e o Maine reproduzem este

sistema: quem tem a maioria em cada um dos distritos (3

levar a situacées peculiares, pois quem vence no Estado
inteiro pode n&o ter vencido em nenhum dos distritos,
fazendo com que o comportamento dos eleitores destes




delo o vencedor leva tudo pode — e provavelmente vai—levar
a dispersdo dos votos. A questdo é que isto faz com que o
interesse dos candidatos em vencer naquele Estado dimi-
nua — e juntamente diminuam as promessas que interes-
sam aos eleitores locais. Vamos exemplificar: imagine um
Estado com dez votos no colégio eleitoral cujas sondagens
indiquem um quase empate entre os dois principais can-
didatos. Numa distribui¢do proporcional, cada um terd
cinco votos. Com um grande esforgo talvez algum can-
didato amealhe seis ou sete eleitores. Agora imagine um
outro Estado, muito menor, com apenas cinco votos, mas
que atribua todos ao vencedor. As sondagens também
indicam uma disputa renhida. Onde colocaria o leitor o
seu esforgo: tempo, dinheiro? A que Estado seriam feitas
maiores promessas: mais investimento federal, uma nova
infraestrutura, ou o que seja capaz de cativar o publico
local (poder ir as aulas carregando armas, por exemplo)?
Parece natural que o menor Estado soube tornar-se mais
apetecivel aos candidatos, e hé de colher os louros.

Desta forma, o que cada um destes faz é aumentar a
sua relevancia ao colocar todos os seus votos em disputa
— e ndo apenas os eleitores na proporg¢do do que conhece-
mos como "ndo sabe/ndo responde”. Na verdade, o que
cada uma das entidades estd a fazer é atuar racionalmente,
ou seja, maximizando seu préprio interesse. Curiosamen-
te, os Estados que oscilam entre partidos elei¢do a eleigdo
recebem em média mais 7% de investimento federal per
capita do que os que sdo considerados seguros para um
partido, independentemente de sua cor. Veja a figura 2
para uma ilustragdo da atencdo dedicada pelos principais
partidos a cada Estado.

Olhando para o sistema que cada Estado utiliza na se-
lecdo dos seus eleitores vemos que, na verdade, estes ndo
sdo agentes racionais, mas atuam de acordo com o que é
conhecido como "dindmica de imitacdo": a cada eleicao, os
intervenientes analisam tudo o que aconteceu, veem os
bem-sucedidos e imitam a sua estratégia. Assim, de dois
Estados com distribui¢do at large (o vencedor leva tudo)
contra dois com distribui¢do de acordo com os distritos
em 1789 (outros Estados escolhiam os seus eleitores por
iniciativa legislativa), temos oito at large contra seis dis-
tritais em 1820, para todos menos um colocando todos os
votos em disputa no ano de 1832, uma situagdo que per-
manece similar até hoje.

No entanto, a dindmica de imitagdo (assim como mui-
tas outras dindmicas) leva ao equilibrio de Nash, aquele
que seria obtido por agentes racionais.

Termos os vdrios agentes atuando de acordo com os

seus interesses imediatos pode levar a uma situagdo que
todos concordam que é ruim. Em teoria de jogos, isto é
conhecido como "o dilema do prisioneiro".

O dilema do prisioneiro foi criado como uma critica
ao tipico raciocinio da teoria de jogos. Ou seja, mostra-
va como o exercicio do autointeresse poderia levar a um
resultado consensualmente mau. No entanto, é isto que
acontece em diversas situagdes: quando enfrentamos um
engarrafamento de 30 minutos ao sol para uma leve es-
preitadela a um acidente ocorrido na outra faixa! Cada um
concordaria que seria melhor manter os olhos voltados
para a frente e ndo termos de torrar lentamente; mas nao é
isto que ocorre. Apds o engarrafamento é que somos corn-
vidados a olhar ou ndo. A decisdo individual de um breve
desviar de rosto é que causa o inconveniente geral.

Figura 2. Grafico que mostra a aten¢do dispensada pelos dois
principais candidatos e seus vice-presidentes nas elei¢cdes pre-
sidenciais de 2004 nas cinco Ultimas semanas de campanha.
Acima: o nimero de visitas dos candidatos a Presidente e vice-
-presidentes. Cada mdo indica uma visita. Abaixo: o investimen-
to financeiro em propaganda televisiva. Cada $ indica um milhdo
de ddlares investidos. Mesmo Estados com muitos votos, como
a Califérnia, sdo ignorados pelos candidatos na reta final. Fonte:
Wikimedia Commons.

S

NA LINHA DE FRENTE -

25



Qualquer um que esteja insatisfeito com a derrota do
mais votado tem de lidar com uma das duas possiveis
solucdes: ou uma alteragdo das regras do jogo, vinda de
cima para baixo, ou entdo um acordo entre as entidades
relevantes, ou seja, os Estados.

Na primeira solucéo, ja foi aprovada na cdmara baixa
em 1969 a emenda Bayh—Celler [2], que propde nomear
vitorioso quem tiver mais votos populares. A house re-
presenta o povo; o senado representa os Estados. Sem
surpresa, a emenda parou por ai. De qualquer forma, te-
ria de ser posteriormente ratificada por 38 Estados.

O segundo caso envolve uma coordenacdo entre os
Estados que pode ignorar as subtilezas do colégio eleito-
ral, sem, no entanto, o alterar. Estados representando 165
votos eleitorais jd assinaram e ratificaram em suas casas
legislativas a iniciativa National Popular Vote [4], que ga-
rante que o colégio eleitoral deste Estado serd atribuido
a quem tiver ganhado o voto popular em todo o terri-
tério norte-americano, independentemente de quem ti-
ver ganhado naquele Estado. No entanto, s6 entrard em
vigor quando os integrantes deste tratado garantirem a
maioria do colégio eleitoral, o que ainda nédo ocorreu.

Toda a andlise acima reproduz num exemplo espe-
cial e muito importante uma drea cldssica da matema-
tica: a teoria dos jogos, com os seus estudos sobre coo-
peragdo entre agentes racionais, e também a formulagdo
dindmica. Fazer agentes egoistas cooperarem é um dos
grandes assuntos de investigacdo corrente, seja em eco-
nomia, em biologia, e, como vemos, em politica.

REFERENCIAS
[1] https:/fwww.archives.gov/federal-register/electoral-college/
faq.html

[2] https:/[en.wikipedia.org/wiki/Electoral_College_(United_
States)

[3] http:/fwww.270towin.com/

[4] http:/fwww.nationalpopularvote.com/
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MATEMATICA INDUSTRIAL EM REDE

Estreamos, neste nimero da Gazeta de Matemdtica, uma rubrica que sera
dedicada a PT-MATHS-IN, a Rede Portuguesa de Matemdtica para a Indus-

tria e Inovagao. Assim sendo, nas proximas edigdes, este espago sera pre-
enchido com noticias relacionadas, direta ou indiretamente, com a ativida-
de desta organizagao, formalmente constituida como uma nova sec¢iao da
SPM, dedicada ao desenvolvimento e a promogao da Matematica Industrial.

omo primeiro artigo desta secgéo, achdmos conve-
Cniente contextualizar a criagdo desta organizagdo
em Portugal, falar da sua inser¢do na Rede Europeia de
Matematica para a Industria (EU-MATHS-IN), mostrar al-
gumas atividades da rede espanhola e abrir uma cortina
para a nossa proxima iniciativa.

A PT-MATHS-IN ¢, desde dezembro de 2015, o nticleo
portugués da European Service Network of Mathematics for
Industry and Innovation a EU-MATHS-IN. O propésito da
PT-MATHS-IN é mais bem compreendido a luz da organi-
zagdo que lhe estd na génese e que representa, no contexto
europeu, o dinamizador da Matematica Industrial.

A REDE DAS REDES NA EUROPA: A EU-MATHS-IN
A EU-MATHS-IN foi criada em Amesterddo a 27 de
novembro de 2013 com o apoio da EMS (European Mathe-
matical Society) e do ECMI (European Consortium for Mathe-
matics in Industry). Estruturada como uma rede europeia
de redes nacionais, de seis paises fundadores passou, em
menos de trés anos, a 14, prevendo-se que continue a cres-
cer a curto prazo. Cada uma destas organizag¢bes agrega,
por seu turno um conjunto de centros nacionais de 1&D,
na sua maior parte associados a instituicdes de ensino
superior e com méritos comprovados no que respeita a
qualidade da investigagdo cientifica produzida. E preci-
samente esta topologia, de “rede de redes”, que confere a
EU-MATHS-IN um poder de agdo dindmico e abrangente
mas também robusto, com uma capacidade de interven-
¢do a escala europeia, por isso, superior ao conjunto das
partes que congrega.

A EU-MATHS-IN, mais do que uma nova institui¢ao
para o desenvolvimento da matematica, representa um
propésito de dinamizagdo de um potencial cientifico ja
existente, permitindo a consolidagdo da transferéncia de
tecnologia em torno de um projeto comum, a Matematica
Industrial. Se analisarmos o primeiro ano de atividade da
EU-MATHS-IN, deparamo-nos com uma série de iniciati-
vas fundamentais para o desenvolvimento da Matematica
Industrial, como sejam: o langamento de um portal europeu
de emprego cientifico na academia e na inddstria; o desen-
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volvimento de contactos com outras organizacdes cientifi-

cas, como a SIAM e a ENBIS (European Network for Business
and Industrial Statistics) com vista ao estabelecimento de
parcerias; a submissdo, com sucesso, de um projeto COST
(Modeling, Simulation, Optimization and Control of Large In-
frastructure Networks). No entanto, o que nos parece merecer
maior destaque sdo os esforgos para reforgar a consciencia-
lizagdo dos grupos de decisores, com maior intervengdo ao
nivel do financiamento de projetos europeus, para a impor-
tancia da Matemdtica Industrial como uma mais-valia na
vitaliza¢do do setor industrial. Nesse sentido, merece realce
o desenvolvimento de uma campanha proativa, em conjun-
to com a ECMI e a EMS, para estabelecer a Modelagao, a
Simulagdo e a Optimizagdo Matemadtica (MSO) como uma
FET (Future Emerging Technology) no contexto do programa
Horizonte 2020. Motivadas por esta campanha seguiram-se
reunides com a Dire¢do Geral da Comissdo Europeia para
a Investigacdo e o Desenvolvimento (DGI&D) para discutir
o papel da matemdtica no programa de trabalho do Hori-
zonte 2020. Como resultado destas reunides, a DG Connect
(Diregéo Geral para as Redes de Comunicagédo, Contetidos e
Tecnologias) langou uma consulta online sobre “Matemadtica
e Ciéncia Digital” e promoveu um encontro sobre o mesmo
tema, com posterior impacto na redagdo do programa de
trabalho do Horizonte 2020.

Analisando o trabalho da EU-MATHS-IN ao nivel de
paises, a rede espanhola — math-in.net — é uma boa refe-
réncia para Portugal, quer pela proximidade geografica
quer pelas colaboragdes ji estabelecidas.
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O EXEMPLO DA REDE ESPANHOLA - MATH-IN.
NET
O trabalho da math-in.net é uma fonte de inspiragio para
a rede portuguesa. Criada em 2011, agrega hoje cerca de
30 grupos de 1&D, com um total de 400 investigadores
cobrindo diversas dreas da matemdtica. Com uma d4rea
de intervencao diversificada, passando, por exemplo, por
consultoria, formacado, colaboragdo em projetos, desen-
volvimento de aplicagbes informaticas e organizagdo de
encontros, reporta hoje uma atividade que é dificil de re-
sumir num artigo, mas sobre a qual os ndmeros falam por
si: 225 clientes de corporag¢des nacionais e multinacionais
e PMEs que utilizaram a rede para servigos de consultoria
e que conduziram ao estabelecimento de cerca de 420 con-
tratos; 170 cursos cujos contetidos foram delineados em
resposta a pedidos especificos de empresas; mais de 50
parcerias na forma de projetos, cujo objetivo foi o desen-
volvimento de novas metodologias de interesse para as
empresas e que permitiram abrir caminho para processos
inovadores; 75 encontros de cariz cientifico, desde encon-
tros com empresas, a convengdes e workshops, que envol-
veram mais de 40 empresas e 15 grupos de investigacéo;
um portefélio de mais de 400 empresas com as quais foi
estabelecido algum tipo de colaboragdo, como as acima
especificadas.

Numa escala diferente, a PT-MATHS-IN pode projetar
a sua actividade futura utilizando os padrées da sua con-
génere espanhola, com a qual, alids, tem vindo a colaborar,
por exemplo, na organizagdo das Iberian Modelling Week.
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INDUSTRIA 4.0

Espera-se que a era digital venha estabelecer um novo
paradigma, a 4. revolucgdo industrial, que compreende
uma transformagdo social com impacto na sociedade civil,
nas estruturas de governagdo, na vida dos cidaddos, na
dindmica das cidades, nos media, nos servigos, na econo-
mia e também, obviamente nos processos de produgdo, a
“Industria 4.0”. Embora este termo esteja originalmente
ligado a um projeto na Alemanha, relacionado com a au-
tomagdo / computorizagio dos processos de fabrico, o sim-
bolo “4.0” tem vindo a ser associado as mudancas globais,
ligadas a desenvolvimentos tecnol6gicos subjacentes a era
digital.

Como primeira iniciativa ptblica, a PT-MATHS-IN
vai organizar no Porto, a 2 de junho, o encontro Big Data
— Mathematics in Industry 4.0: challenges and opportunities.
A escolha deste tema prende-se com o entendimento de
que, nesta era digital, a andlise da informacao que é pro-
duzida massivamente e a uma escala cada vez maior em
varios setores de atividade representa um dos maiores de-
safios que se colocam hoje a muitas empresas. O contribu-
to que a comunidade matemdtica pode ter nesta matéria é

assinaldvel, e a forma como a mesma ira reagir a este de-
safio pode moldar, decisivamente, as relagées entre a ma-
temadtica e a industria. Foi precisamente este pensamento
que esteve subjacente a escolha do tema deste encontro.

Terminamos com um convite para a participagdo neste
encontro e para que se mantenha a par das atividades da
PT-MATHS-IN a partir da nossa pégina - http:/[www.spm.
pt/PT-MATHS- IN/index.

PT-MATHS-IN

29



APAN

HADOS NA REDE

DEMONSTRACOES COM USO
DE COMPUTADORES

Jost CARLOS SANTOS

Universidade
do Porto
jesantos@fe.up.pt

Até que ponto se pode confiar nas demonstragdes feitas com auxilio de

computadores? E um tépico bastante polémico.

erd possivel fazer demonstragdes usando computado-
Sres? E até que ponto sdo fidveis? Sdo questdes comple-
xas que jd provocaram muita polémica.

Para comegar, vejamos um caso bastante pacifico.
Conforme jd foi abordado em [3], Euler conjeturou no
séc. XVIII a seguinte generalizagio do Ultimo Teorema
de Fermat: uma poténcia de grau n s6 pode escrever-se
como soma de k poténcias de grau n (com k > 1) quando
k > n. Por outras palavras, quando um cubo pode escre-
ver-se como soma de varios cubos, sdo necessarios pelo
menos trés cubos, quando uma quarta poténcia pode
escrever-se como soma de vdrias quartas poténcias, sdo
necessdrias pelo menos quatro quartas poténcias, e assim
sucessivamente. Acontece que Euler estava enganado.
O primeiro contra-exemplo a conjetura de Euler surgiu
em 1966. Foi nesse ano que T. R. Parkin e J. Selfridge ob-
servaram que 144% = 275 + 845 4 110° + 133 (veja-se [2]).
O artigo em questdo é dos artigos de matemdtica mais
curtos jamais publicados. Contém unicamente duas fra-
ses e uma referéncia bibliogréfica. Quanto ao método
adotado, consistiu numa “busca direta no CDC 6600”. Isto

A medida que os célculos ficam mais complexos, a
questdo da fiabilidade dos computadores comeca a ga-
nhar importancia. De facto, ndo é tanto a fiabilidade dos
computadores que costuma estar em causa (embora por
vezes esteja, como sabem as pessoas que se recordam do
bug do processador Pentium FDIV'), mas a de quem os
programou. Um exemplo de um erro desta natureza pode
ser observado quando se calcula o seguinte integral:

/On/z \/sen4(t)+sen2(t)cosz(t) dt.

Pode ter um aspeto assustador, mas é muito simples de
calcular. Basta ver que aquilo que surge sob o sinal de
raiz quadrada é simplesmente sen?(t). Como se estd no
intervalo [0, 7/2], a raiz quadrada disto é sen(t), pelo que

refere-se aquele que é geralmente considerado o primei-
ro supercomputador bem-sucedido da histéria, fabricado
pela Control DataCorporation. Parte de um tal computador
pode ser vista na figura 1.

Este tipo de uso de computadores em demonstragdes
é pacifico, pois é facil confirmar a mao a posteriori que os
célculos estdo corretos.
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Figura 1. Monitor e teclado de um CDC 6600.




o integral é igual a 1. Simples, ndo?! No entanto, se se pe-
dir ao software Maxima para calcular aquele integral (em
algumas versodes, entre as quais as versdes 5.30 e 5.38),
o resultado obtido é —1.

Mas este tipo de uso de computadores na investigagdo
matemadtica é, de um modo geral, pacifico. S6 quando se
comega a usar computadores para demonstrar teoremas, e
ndo apenas para procurar contra-exemplos, é que surgem
polémicas.

O exemplo mais famoso de uso de computadores na
demonstragdo de um teorema ocorreu na resolugdo do
problema das quatro cores. Este, que é bastante conhe-
cido?, consiste em determinar se é ou ndo verdade que
qualquer mapa pode ser colorido com somente quatro co-
res. Isto com as seguintes restrigoes:

> regides com uma fronteira comum tém de ter cores
distintas;

> ndo se estd a ter em conta a possibilidade de uma
mesma regido estar dividida em véarios bocados separa-
dos (basta pensar no caso de Angola e do enclave de Ca-
binda).

Um exemplo de como colorir o mapa dos distritos de
Portugal continental usando somente quatro cores pode
ser visto na figura 2.

Figura 2. Distritos de Portugal continental.

No fim do séc. XIX julgou-se que o problema estava
resolvido e que a resposta era afirmativa, pois foi publi-
cada uma demonstragdo desse facto em 1879, por Alfred
Kempe. Mas o problema foi reaberto 11 anos mais tarde,
quando foi descoberto, por P. ]. Heawood, que havia um
erro na demonstracdo. Foi apenas em 1976 que surgiu
aquela que é geralmente descrita como a primeira de-
monstragdo correta de que, de facto, bastam quatro cores.
A demonstracdo, da autoria de Kenneth Appel e de Wolf-
gang Haken, recorreu ao uso de computadores.

Convém agora explicar o que é que se entende, nes-
te contexto, por “uso de computadores”. Imaginemos o
problema de saber se um dado niimero natural # é primo
ou composto. Poder-se-ia pensar que é um problema fa-
cil para um computador. Afinal, basta ver se é multiplo
de 2, caso ndo seja, se é multiplo de 3, e por af adiante.
E realmente é uma tarefa simples para um computador.
Mas ndo é uma tarefa que possa ser levada a cabo em
tempo ttil caso o niimero seja mesmo muito grande (cuja
representagdo decimal tenha, digamos, 200 algarismos).
Consegue-se determinar se certos nlimeros muito gran-
des sdo ou ndo primos recorrendo a métodos muito mais
sofisticados do que o simples emprego da forca bruta.

No caso do problema das quatro cores, foi exatamen-
te isso o que aconteceu. Obviamente, Appel e Haken nao
mandaram um computador colorir com somente quatro
cores todos os mapas possiveis. Nem poderiam, pois hd
uma infinidade de mapas e os computadores sé fazem um
numero finito (mesmo que potencialmente muito grande)
de calculos. O que eles fizeram foi provar que havia um
conjunto finito de mapas (cerca de 1500 mapas) com a
seguinte propriedade: se todos os mapas desse conjunto
pudessem ser coloridos usando somente quatro cores, en-
tdo isso seria verdade para qualquer mapa. Em seguida,
recorreram ao uso de computadores para verificar que, de
facto, todos os mapas do conjunto em questdo podem ser
coloridos usando meramente quatro cores.

Isto levou a uma polémica que nédo se extinguiu até
hoje. Aquela que é talvez a critica mais bem fundamen-
tada a esta demonstragdo foi formulada pelo filésofo
Thomas Tymoczko, em [5]. A sua principal objecdo foi a
de que a demonstragdo é demasiado longa para que um
ser humano possa segui-la passo a passo e confirmar que

htep:/ lwwwitrnicely.net/pentbug/pentbug html

2A histéria deste problema pode ser vista em http://www-history.mcs.st-and.
ac.uk/HistTopics/The_four_colour_theorem.html.
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estd correta. Além disso, o software utilizado (que ndo era
genérico, ou seja, foi criado especificamente para lidar
com este problema) podia conter erros. Em [4] podem ser
vistas criticas as obje¢des de Tymoczko.

Pode-se dizer que o uso que Appel e Haken deram
ao computador consistiu em fazer uma verificagao pura-
mente mecanica (mas muito longa); a parte da demonstra-
¢do que consistiu numa argumentacdo foi feita por eles.
No entanto, jd hd algum tempo que se desenvolve software
para verificar demonstragdes, tal como o Coq* ou o Isa-
belle*. De facto, uma nova demonstragdo de que qualquer
mapa pode ser colorido usando apenas quatro cores foi
feita recorrendo ao Cog; veja-se [1].

Embora o uso de computadores para fazer demons-
tragdes ainda ndo esteja muito divulgado junto do grande
publico, é um facto que se tém feito grandes progressos
nesse sentido. H4 mesmo um campeonato do mundo de
demonstra¢des automadticas de teoremas.®

Chegard o dia em que bastard introduzir num com-
putador um enunciado matematico e esperar que ele nos
diga se é ou ndo verdadeiro?
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INTRODUGCAO

Designa-se por representagio hibrida de ndameros reais
qualquer representagdo de ntimeros reais numa dada base
b, na forma ) nabl,comn€ZeméeZoum=—co,
sendo os termos a; elementos do alfabeto da base b afe-
tados pelos sinais ‘+ ou ‘~, ditos digitos, no caso geral,
ou, especificamente e por simplicidade, digitos positivos ou
digitos negativos, conforme a afetacdo de sinal.

Como exemplo sugestivo duma representagdo hibri-
da de um ndmero real, consideremos o niimero decimal
15=1x1004+5x10"L Verifica-se imediatamente a
igualdade 1.5 = 2 x 10 + (—5) x 107}, que induz a re-
presentagdo 2.-5 para o nimero 1.5, na qual o operador ‘~
que afeta o digito 5 é undrio. Para tornar mais simples a
leitura de representagbes hibridas, usaremos a notagdo de
Colson [3] que consiste em denotar cada digito negativo
pelo correspondente digito positivo encimado por uma
barra. Assim, em vez de 2.-5 escrevemos 2.5. Existem vé-
rias representacdes hibridas para o ndmero 1.5, como se-
jam

etc.

Veremos adiante que a denotagdo do nidmero 1.5 segundo
a representagdo holista é 2.5.

As aplicagdes de representacdes numéricas hibridas de
ndmeros inteiros incluem dreas como a arimética compu-
tacional, a criptografia e o processamento digital de sinal
[4]. Na aritmética computacional, este tipo de representa-

Opropésito deste artigo é a
definicdo e a caracterizacao de
uma certa representacgdo hibrida de
numeros reais, aqui designada por
representagio holista, salientando-se

um conjunto de propriedades que
a tornam interessante na classe das

representacdes hibridas equiponderadas

apresentada no texto.

¢do numérica torna possivel implementar somadores que
limitam o comprimento das cadeias de propagagcio de trans-
porte (carry propagation chains, na terminologia inglesa),
0 que permite que o tempo gasto na adigdo de dois nime-
ros seja independente do nidmero de digitos envolvidos
[5]. Isto é conseguido fazendo com que o valor de qual-
quer digito s; que ocorre na soma de dois niimeros po-
sitivos com n + 1 digitos, (x, - - - x2x1x0) + (Yn - - - Y2¥1¥0),
dependa apenas dos digitos x;, x;_1 € y;, yi_1.

Apresentamos no esquema seguinte a soma de
dois ntimeros de quatro digitos, x = x3xpx1x9 = 2345 e
Y = Y3Y2y1Yo = 7818, usando um algoritmo de adigédo que
evita a propagacdo de digitos de transporte [5].

€3C2C1Co

2345
+ 7818
11010 — digitos de transporte
1957 — somas de digitos por coluna
10967 — resultado

Na linha digitos de transporte estd colocado, por coluna c;,
o digito de transporte ¢; da coluna anterior, sendo t; = 1 se
Xi—1+Yi-1>9et; =0sex;_1 +y;_1 < 9.Tomando como
exemplo a coluna cp, temos que o digito de transporte a
colocar na coluna cz ét3 = 1, porque xp +y, = 3+ 8 = 11.
Na linha somas de digitos por coluna esta colocado, por co-
luna ¢;, o simétrico do complemento para 10 do digito me-
nos significativo da soma x; + y;, se x; +y; > 9, ou o digito
correspondente a soma no caso de ser x; +y; < 9. Toman-
do como exemplo a coluna c3, temos x3 +y3 =3 +8 =11,
pelo que o digito a colocar é —(10 — 1) = 1. Na linha re-
sultado, estd colocada a soma dos nimeros nas linhas di-
gitos de transporte e somas de digitos por coluna, sendo que
uma soma de digitos do tipo a + b deve ser interpretada
como a —b,sea > b,oub—a,seb > a.No resultado final,
10967, os digitos com barra revertem para os correspon-
dentes valores positivos, 9 — 1e7 — 3, obtendo-se 10163.

O leitor pode apreciar este esquema e verificar que
para conhecer o resultado em cada coluna sdo necessa-
rios apenas os digitos de cada operando nessa coluna e
na coluna anterior. Esta virtude permite calcular em para-
lelo os digitos do resultado, tornando o tempo de calculo
independente do ndmero de digitos dos operandos e do
ndmero de transportes verificados.

No restante deste artigo apresentamos a representagéo
holista de ntimeros reais. Designamos por forma holista de
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um ndmero real r a sua denotagdo segundo a representa-
cdo holista, que abreviaremos por h, ou k(r), conforme a
conveniéncia. Representa-se pelo simbolo H o conjunto
das formas holistas obtidas para todos os nimeros reais.
A representacdo holista tem as propriedades seguintes:
(i) estabelece uma relagdo biunivoca entre o conjunto dos
numeros reais R e o conjunto das formas holistas H; (ii)
é uma representacio equiponderada (ver defini¢do 2); (iii)
de entre todas as representagdes hibridas equiponderadas
de ndmeros reais positivos (respetivamente negativos),
nenhuma utiliza mais digitos negativos (respetivamente
positivos) do que a representagao holista; (iv) ndo existem
zeros entre quaisquer dois digitos ndo nulos da forma ho-
lista h, de um ntimero real r.

A representagdo holista e as suas propriedades vdo ser
definidas para ntimeros na base 10, por comodidade, mas
sdo estendiveis a qualquer outra base inteira de numeragao.

REPRESENTACAO HOLISTA

Vamos definir representacéo holista. Comecemos com um
exemplo prévio. Seja o ntimero real r = 19.945. A forma
holista deste ndmero constrdi-se nos passos seguintes:

1. Adicionar 1 ao digito mais significativo. Obtém-se
29.945;

2. Substituir o nimero formado pelos restantes digitos,
9.945, pelo seu complemento para 10, 0.055, afetando
pelo sinal ‘~ cada digito ndo nulo deste complemen-
to. Obtém-se 20.055. Designamos esta forma por 1/;

3. Eliminar os zeros de !, substituindo o par 05 por 15,
do que resulta a sequéncia de simbolos 20.155, e de-
pois o par 01 por 19, obtendo-se 21.955. A forma obti-
da h, = 21.955 é a forma holista de . Note-se que ndo
existem zeros entre cada dois digitos ndo nulos de h;,.

Defini¢do 1. (Representagdo Holista). Seja r um niimero
real, sinal(r)osinalderer = sinal (r)ryty_1- - ro.r_17—p - -+
a representagdo decimal mais curta possivel de /, com
rn # 0. Diz-se representagio holista de r a forma decimal
hy =apay,_1---ag.a_1a_p---, com a, # 0, calculada do
modo que se segue.

1. Se r é um inteiro ndo negativo, 0 <r <9, entdo h, = r;
2.Ser>0er¢{1,2,---,9}, entdo:
a. Fazer
B = (rp+1)x 10"+ (10" — 11+ - - r0.r 172+ + )¢
sendo (10" —r,_1---ro.r_17_2--+ ). a sequéncia
de simbolos que se obtém afetando com o opera-
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dor undrio ‘~’ todos os digitos ndo nulos do com-
plemento para 10 do ndmero ry,_1 - - - ro.r_17—2 - -

b. Fazer substituicdes de Colson [3] que consistem em
substituir em h’r, sucessivamente, todos os pares
de digitos consecutivos do tipo 0d, d >0, por 1d’,
com d' =10 —d, até se obter uma representagdo
sem pares do tipo 0d. Seja ', a sequéncia de sfm-
bolos resultante;

c. Se os dois digitos mais significativos de k', forem
11, entdo substitui-los pelo digito 9. O niimero re-
sultante é a representacdo holista h, de r.

3. Se r < 0, entdo tomamos —7 e procedemos como nos
itens 1, 2 anteriores, sendo &, a representagdo que se
obtém trocando o sinal de cada digito da sequéncia
final obtida.

Exemplo 1. Consideremos alguns exemplos. Seja
r =9.91. Calcula-se I, a partir de b\ = (9 +1) x 10° —
(10° —0.91) = 10.09 nos seguintes passos: substitui-se o
par de digitos 09 por 11, obtendo-se 10.11; substitui-se em
10.11 o par de digitos 01 por 19, obtendo-se K, = 11.91;
finalmente substitui-se em 11.91 o par de digitos 11 por 9,
“encurtando” a parte inteira de k'), obtendo-se h, = 9.91.
Assim, obtemos sucessivamente

r=991, h.=10.09, K.=1191, h, =991
De modo andlogo temos,
r =900, h,=1100, HK'|=1100, h, =900;
r=—1991, h,=20.09K,=2191, h, =2191.

Uma das consequéncias do Teorema 1 apresentado adian-
te é que no processo referido no item 2b. da defini¢do an-
terior a ordem pela qual sdo eliminados os pares 0d nao
altera a forma h'} obtida.

PROPRIEDADES DA REPRESENTACAO HOLISTA
A proposi¢do seguinte é uma caracterizagdo da forma ho-
lista dos niimeros reais.

Proposi¢io 1. A forma holista hy = aua, 1 ---ag.a_1a_p - -
de um niimero real r ndo negativo tem as seguintes pro-
priedades:

1. hy ndo tem dois digitos positivos consecutivos did;
comdy #9;

2. h, ndo tem dois simbolos consecutivos do tipo did,
comdy #1;



3. As sequéncias de digitos consecutivos situados entre
dois quaisquer digitos ndo nulos de #,, ndo contém
nenhum digito nulo.

Se h, é um ntimero negativo, entdo estas propriedades sdo
verificadas por —h,, que se obtém trocando o sinal a cada
digito de h,.

Prova.
1. Os digitos do nimero
B,= (ry+1) x 10"+ (10" —ryy_1 - -1or_17_2- -+ )c

(ver item 2a. da definigdo 1) sdo, a excegdo do digi-
to mais significativo, negativos ou nulos. Os digitos
positivos do ntimero }, correspondente, para além do
digito mais significativo, sdo produzidos pelas substi-
tuicdes de Colson indicadas no item 2b. da definicdo
1, as quais trocam cada par consecutivo de digitos do
tipo 0d, d > 0, por um par de digitos na forma 1d’,
d'=10—d > 0. Por aplicacdo de substituigdes de
Colson, as tnicas formas de obter um digito positi-
vo a esquerda de d’ > 0 sdo: (i) existir um zero a es-
querda de 1d’, sendo a sequéncia 01d’ substituida por
19d’; (ii) o digito mais significativo do ntimero 4} ser 1
e estar & esquerda do par 14/, caso em que a sequéncia
11d’ é substituida por 94’ (cf. item 2c. da definigdo 1).
Este argumento prova o item 1 da proposicao.

2. Como se referiu no item anterior, os digitos positivos
de h, a direita do seu digito mais significativo sdo pro-
duzidos pelas substitui¢des de Colson, que ndo geram
pares de digitos consecutivos do tipo dqdy, dq1,dr >0,
com dj # 1. Este argumento prova o ponto 2 da pro-
posicao.

3. Qualquer digito nulo situado entre dois quaisquer
digitos ndo nulos de h;,, teria de ‘sobreviver’ a trans-
formacdo de r em h, descrita no item 2b. da definicéo 1.
Mas qualquer sequéncia de zeros situada entre dois
digitos ndo nulos de £, tem um digito negativo a sua
direita, o que permite a aplicacdo de uma substitui¢do
de Colson, eliminando um zero da sequéncia. Qual-
quer sequéncia de zeros remanescente mantém ainda
um digito negativo a sua direita, o que permite aplicar
nova substituigdo de Colson. Por consequéncia, ndo
pode existir nenhuma posigdo k € Z tal que ax # 0 e
exista algum digito nulo na subsequéncia de digitos
ay - - - ai de h;. Este argumento prova o item 3 da pro-
posicao. O

No que se segue, mostraremos que a cada niimero real
r corresponde uma, e uma s6, forma holista, sendo esta
uma propriedade distintiva desta representagéo hibrida.

Definigao 2. (Representacdo equiponderada). Dizemos que
uma representacdo hibrida de nimeros reais é equipondera-
da se, e somente se, cada ntimero real r e a correspondente
forma hibrida +,, tém: (a) os digitos mais e menos signifi-
cativos nas mesmas posi¢des em relacdo ao ponto decimal,
no caso de r ter dizima finita; (b) os digitos mais significati-
vos nas mesmas posicdes em relagdo ao ponto decimal, e as
dizimas infinitas, no caso de r ter dizima infinita.

Proposigdo 2. A representacdo holista é equiponderada.

Prova. Seja r um ntimero real. Se a dizima de r for finita,
a defini¢do 1 diz-nos que o digito menos significativo de
k'] tem 0 mesmo peso que os digitos menos significativos
de r e de h,. No item 2a. da definigdo 1, verifica-se que se
houver transporte na soma (rn + 1), entdo os dois digitos
mais significativos de /) sdo 10, depois transformados em
11 em k'/, no item 2b., e finalmente transformados em 9
no item 2c. Portanto, havendo ou ndo transporte, os di-
gitos mas significativos de /1, e de r t¢ém o mesmo peso.
Se a dizima de r for infinita, entdo a dizima de h, também
é infinita, pela definigdo 1. O

Proposi¢io 3. Sejam u = (apa,_1---) x 107 e v =
(buby—1---) x 109, com g,n € Z, duas representagdes
equiponderadas o mais curtas possivel (cf. nota de rodapé
1) de um mesmo ndamero real r, com digitos diferentes em,
pelo menos, uma posigdo p < n. Para qualquer k inteiro,
k <n, verifica-se |anay,_1-+-ax —buyby_1---bx| =0 ou
|anay—1 - ag —buby_1---b| =1

Prova. Dado ser |0.ax_qax_p---—0.bg_1bx_o---| <2,
uma vez que nenhuma destas dizimas pode ser dos tipos
0.99---0u 0.99--- (cf. nota de rodapé 1), entdo também
deve ser |aya,_1---ax —bpby_1---b| =0 ou |aya,_1---
ay — buyby_1 - - bg| = 1, uma vez que se o médulo nestas
igualdades for diferente de 0 ou de 1, deverd ser maior ou
igual a 2, ndo podendo nesse caso ser compensado pelo
valor de |0.ax_1a5_p -+ —0.bx_1bx_o - - -|, de modo a ter-
mos U = 0. O

Por representagdo decimal mais curta possivel, quer dizer-se que em
vez das representacdes terminadas por uma sequéncia infinita de
Os,+ Inlp-1 99 - - - com "k F Q‘escreveremos =RII  GR /:
com rp = r + 1. No que se segue, supde-se cada nimero real r repre-

sentado sempre na forma decimal mais curta possivel.
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O resultado seguinte garante que a cada ntiimero real cor-
responde uma, e uma s, forma holista, mostrando que
a Defini¢do 1 estabelece uma relagdo biunivova entre o
conjunto R dos ndmeros reais e o conjunto IH das formas
holistas.

Teorema 1. A representacdo holista define uma relagdo
funcional bijetiva h : R — TH.

Prova. A série que representa a forma holista,
hy =¥ f__ ook X 10X, na qual os digitos da forma a; = d
sdo substituidos por —d, é uma série absolutamente con-
vergente. Daqui resulta que a cada forma holista corres-
ponde um s6 nimero real, que é a soma da série. Mos-
tremos agora, por redugdo ao absurdo, que, no sentido
inverso, a cada ndmero real r corresponde uma sé forma
holista h,. Sejam h* = aua,_1--- e ™ =byb,_1--- duas
representagdes holistas do mesmo numero real r (para
efeito desta demonstragdo, ndo consideramos os eventu-
ais pontos decimais). Suponhamos entdo, por hipétese,
que h* e h** sdo diferentes em algum digito. Seja p o maior
inteiro para o qual se verifica a, # b,. Sem perda de gene-
ralidade, suponhamos que a, > by. Fazendo

n .
Y 410" +a,107 +
i=p+1

h* =

= i b;10° + b, 107 + h3*
i=p+1
em que h) e h}* representam os restos das respetivas sé-
ries, obtemos
r=h"=h"enr - =0
& (ap —bp)10P +hy —hy* =0
& (ap — by)10P = hy* —hy,

Verifica-se ~ imediatamente que 4, e b, de-
vem ter o mesmo sinal porque, de contrdrio, se-
ria  |away_1---ay —byby,_1---by| >1, dado  que,
p+1<i<n Isto

impede a igualdade h* =h**, de acordo com a Pro-

por hipétese, a;=0b, para
posicdo 3. Segundo esta proposicdo, devemos ter
|anun,1 sy —bpby_q-- ~bp‘ = 1. Como estamos a supor
ap > by, entdo deve ser anyay 1---ay —bpby 1---bp =1,
diferenga esta que sé permite h* = h** se for h; <0 e
hg* > 0. Isto implica ser a, 1 <0 e b,_1 > 0. Mas esta
conclusdo levanta uma contradigao: se for b, > 0, entdo
deve ser b, = 9 pelo item 1 da Proposigéo 1, o que con-
traria a hipétese de ser a, > by, uma vez que ay, e b, tém
0 mesmo sinal; se for b, < 0, entdo deve ser by, = —1 pelo
item 2 da proposicdo 1, o que contraria a hipétese de ser
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ap > by, uma vez que ay, e by tém o mesmo sinal. Como
consequéncia, ndo existe nenhum inteiro p para o qual seja
ap # by, pelo que as representagdes holistas 1* e h™* sdo,
digito a digito, iguais. O

Proposicio 4. Seja hy = a,a,_1 - - - a forma holista de um
numero real r positivo, e v, = byb,_1 - -- uma forma hi-
brida equiponderada qualquer de r (ignorando eventuais
pontos decimais). Se existe uma posicdo k tal queby < 0 e
ax > 0, entdo:

1. Ou A1 = -1 eka = 0,'

2.0u
Ay plksp—1 - Og10k = 199 .- -9ay, aque corresponde

entdo existe em h, uma sequéncia

em 7y a sequéncia by ybyp 1+ bgp1by = 00 - - Oby.

Prova. Seja entdo h, = aya,_1--+ Yr = buby_1 - -+, com
by < 0 e g > 0. Vale o seguinte argumento.

1. Se aryq >0, entdo a5, =9, pelo item 1 da pro-

posicdio 1. Analogamente, se a;,, >0, entdo
deve ser gz, =9. Como v, =h, e aay_q--- >
bybg_1--+ para alguma posi¢io k+p deve ser
agyp <0. Pelo item 2 da proposicio 1,
deve sef Afyp = —1, e portanto Ay plktp—1° "
A1 =199 ---9a;. Se ax4q <0, entdo apq = —1,
pelo item 2 da proposigdo 1. Mostramos assim que os
tipos de sequéncias de digitos a esquerda de a; na for-
ma h,, sdo conforme enunciado na proposigdo. Vamos
agora verificar o que af é dito a respeito das sequén-

cias de digitos a esquerda de by na forma ;.

2. Consideremos o caso em que
ar — by =10+d > 10, com 0 < d < 9. Temos (a me-

nos da ponderacdo devida a eventuais pontos deci-

A1 =—1 e

mais nas representagdes),
he —yr = (an -~ agp1 — b by) X 10541+
+ (@ — be) x 105 + 1y — 7}
= (an -+ Ageq — by beyq) x 10574
+ 108 4 d x 10K + b — o

sendo &, y; os restos das séries respetivas. Nesta tilti-

ma igualdade deve ser a,, - - - ag, 1 — by - - - b1 = —1,
para compensar a parcela 10Kl Dado ser
Agp1 = —1 e an - ap1— by by = (an- - ago —
by - bryo) X 10+ (ag 1 — bryq), entdo deve ser
A gy — by by =0ebpyq =00

3. Seja agora o caso a4y, = —1 e ay — by =d < 10, com

2 <d < 9. Temos



hy —r = (an -+ A1 — by bk+1) X 10k+1+
+ (= be) x 105+ 1y — 7
= (an- g1 —bn- - bryr) ¥ 10814
+d x 10"+ 1 —F

séries

sendo K,y os restos das

Se for 2 < d <8, entdo h, # vy, ja que o valor de d

respetivas.

ndo pode ser compensado pelo valor da expressdo
hy — «;. Entdo deve ser d = 9, o que implica ser tam-
bém a; ---ay 1 — by - - - by = —1, de modo a obter-
mos (ay-- g1 — by bryr) x104+d = -1, com-
pensavel por hf — v;. Da mesma forma que no item
anterior, isto implica by, = 0.

4. Resta mostrar que se for Oy plksp—1 - Okr10k =
199---9a;, entdo temos brypbgip1---briaby =
00--- Obk 199. . -9llk = 1llk,
ser by 1 =0, pelo que foi estabelecido nos itens

Como entdo deve
anteriores. Por outro lado, se para alguma po-
sicgdo k+2<i<k+p for bj=a#0,
D = agy pagip-1 - k1 — ey pbkp-1- - bry1, € por
ser |agypagip—1-akp1| =1 e |bgyppberp1- - by
> 10|a|, temos |D| > 2, pelo que D nédo pode ser com-

fazendo

pensado por ay -+ dgypi1 — by brypy1, € por isso
hy # 7. Nao pode pois ser o caso de, para alguma
posicdo k+1 <i <k+ p,seterb; #0.

O teorema seguinte exibe uma propriedade que distingue
a representagdo holista entre todas as representagdes hi-
bridas equiponderadas de ntimeros reais.

Teorema 2. De entre todas as formas produzidas por re-
presentagdes hibridas equiponderadas de um niimero real
positivo (respetivamente negativo) r, nenhuma tem mais
digitos negativos (respetivamente positivos) do que a for-
ma holista h,.

Prova. Esta demonstracdo é imediata, uma vez que a
Proposicdo 4 afirma que, dada a representagdo holista
hy = ay - - - ag - - - e uma outra representacdo hibrida equi-
ponderada 7, =by---by--- de um nimero real r >0,
se para alguma posi¢do k < n se tem a; > 0 e by < 0, en-
tao existe uma sequéncia de digitos Agyp Ay €M h,,
com p > 1, contendo um digito negativo, ao passo que a
sequéncia homoéloga biyp - b1, €m 7y, ndo contém digi-
tos negativos. Logo 7r ndo pode ter mais digitos negativos
do que h,. Disto resulta que se for r < 0, entdo —7r nédo
pode ter mais digitos negativos do que —h,, pelo que v,
ndo pode ter mais digitos positivos do que h, (notar que

0 simétrico duma forma se obtém trocando os sinais dos

digitos da mesma). a

REPRESENTAGCOES HiBRIDAS USUAIS
Existem na literatura véarias propostas para representar
nimeros reais usando digitos com sinal positivo ou ne-
gativo. Uma delas é devida a John Colson [3], quinto pro-
fessor lucasiano na Universidade de Cambridge. Colson
propde que cada um dos digitos d € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
da representacdo decimal usual de nitimeros reais possa
ser substituido pela sequéncia 1d = 1 x 10 — (10 — d), de
uma forma ndo determinista. Substitui¢des deste tipo,
que atrds designdmos por substituicdes de Colson, produ-
zem formas multiplas para cada nidmero real. Por exem-
plo, 121 = 281 = 1921. De todas as denotacdes possiveis
resultantes para cada ntimero real, Colson usa, no entan-
to, a que resulta de uma transformacdo por ele designa-
da Redugdo aos Menores Digitos (Reduction to Small Figures,
no original), em que se transforma cada ntimero decimal
positivo fazendo substitui¢cdes de Colson apenas nos di-
gitos ‘grandes’ {6,7,8,9}. Por exemplo, de 98736 obtém-se
sucessivamente, do digito menos significativo para o mais
significativo, 98744, 99344, 101344, sendo esta tltima a re-
duzida aos menores digitos do nimero 98736. Usando os nu-
meros nesta notagdo, as operagdes aritméticas de adicdo
e multiplicagdo, por envolverem apenas nimeros forma-
dos com os digitos mais pequenos, e com ambos os sinais,
{0,£1, 42, £3, +4, +5}, promovem uma menor quantida-
de de operagdes de transporte, efetuando-se por isso de
forma mais expedita. Propostas semelhantes foram apre-
sentadas por A. Cauchy [2], E. Selling e W. Ford [1].
Outras propostas podem ser mencionadas, como a re-
presentacdo na Forma Ndo Adjacente’, que utiliza a base 2
e digitos com os valores {-1, 0, 1}, produzindo ndmeros
que exibem, pelo menos, um zero entre cada dois digitos
néo nulos. Outro tipo de representagdo com digitos positi-
vos e negativos é a notagdo na forma balanceada’ que, para
cada base b, representa os ntimeros usando o alfabeto
{—k,---,(b—1) —k} sendo geralmente k = |b/2]. Nesta
dltima familia de representagdes, tem especial interesse a
representacdo balanceada terndria, que usa o alfabeto {-1, 0,
1}, adotada como representagdo numérica interna da clas-

Deve ser também d = 0 ou d = 1, de modo a que o valor de d possa
ser compensado pelo valor da expressdo hy — y;, para se obter h, = y;.

Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Non-adjacent\_form.

Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Signed-digit\_representation.
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se de computadores russos Setun, desenvolvidos nos anos
50 e 60 do séc. XX.

UM PROBLEMA PARA O LEITOR

Existe uma representagdo hibrida equiponderada, desig-
nemo-la por w, interessante pela propriedade seguinte.
Sejam r um ndmero real qualquer, w, a forma de r nesta
representacdo, e w, ,a}j’ os médulos dos valores das par-
tes negativa e positiva de w, (e.g. se for w, = 1.29, entdo
w; = 0.2,w;” = 1.09). Para toda a forma hibrida equipon-
derada v, de r, verifica-se:

Wy 2y
wf >

Deixamos ao leitor o desafio de definir esta representagéo.
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CIENCIA E FICCAO

Andara a ficcdo cientifica atras da ciéncia ou a ciéncia atras da ficcio?

MATEMATICA E LITERATURA

NuNo CAMARNEIRO

Universidade
de Aveiro

nfem@ua.pt

Quanta ciéncia teria Julio Verne?! E quantos cientistas o terao lido?

m 1865 é publicado o romance de Julio Verne “Da

Terra a Lua”, que descreve como uma organizagdo
norte-americana, a Gun Club, decide enviar uma tripu-
lagdo a Lua usando um grande canhéo situado na Fléri-
da. Como sabemos, a primeira missédo tripulada a Lua,
a Apolo 11, foi realizada em 1969 com uma tecnologia
muito diferente, usando um foguete em vez de um ca-
nhéo, mas Julio Verne teve algumas intuigdes acertadas:
o local de langamento foi, de facto, a Flérida; a tripula-
¢do era composta por trés astronautas; o retorno foi feito
através de uma amaragem no oceano Pacifico.

Julio Verne foi um visiondrio tecnolégico em muitos
outros aspetos, refere, por exemplo, a utilizagdo de velas
solares (ainda no “Da Terra a Lua”), o que viria a aconte-
cer em 2010 com o langamento da sonda japonesa Ikaros,
e antecipa em quase um século o submarino elétrico no
romance “20.000 Léguas Submarinas”.

H4 outros casos notédveis de autores de fic¢do cien-
tifica que anteciparam ideias ou inveng¢bes em muitas
décadas, por exemplo, o autor britdnico H.G Wells, que
no seu romance distépico de 1899 “When The Sleeper
Wakes”, refere a existéncia de portas automaticas; o es-
critor norte-americano Edward Bellamy, que no roman-

ce “Looking Backwards”, publicado em 1888, prevé a
utilizagdo de cartdes de crédito; ou Aldous Huxley, que
no conhecido romance “Admirédvel Mundo Novo” (pu-
blicado em 1931), idealiza uma sociedade futura onde se
banaliza o uso de drogas antidepressivas e da engenha-
ria genética.

E verdade que uma coisa é imaginar um conceito,
uma inovagdo ou mesmo uma tecnologia futura, e outra,
bem diferente e muito mais trabalhosa é desenvolvé-lo,
com todo o labor cientifico, técnico e econémico que isso
envolve. Ainda assim, acredito que os criadores artisti-
cos, sejam artistas pldsticos, escritores, cineastas ou au-
tores de jogos de computador, desempenham um papel
importante na idealiza¢do do futuro e até na escolha
das dreas cientificas em que haverd maior investimento.
Quantos cientistas e engenheiros terdo sonhado com o
submarino de Julio Verne? Que impacto terdo causado
os “tablets” do “2001 Odisseia no Espa¢o” no adolescen-
te Steve Jobs?

S6 posso concluir que os cientistas que leem e veem
bons filmes estardo sempre em vantagem, alguns talvez
cheguem a transformar a “ficgdo cientifica” em ciéncia,
ndo serdo 0s primeiros.

MATEMATICA E LITERATURA + Ciéncia e Ficcdo
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HENRIQUE LEITAO

GoNcALO MORAIS
Instituto Superior
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt

Henrique Leitao fez todo o seu percurso em Fisica. Depois de se
ter doutorado nesta drea, onde desenvolveu investigagio em Fisica
Estatistica, direccionou a sua atencio para a Histéria da Ciéncia. Dos
inimeros trabalhos, destacamos a coordenag¢io da publicagao con-
junta da Academia de Ciéncias e da Fundagdo Calouste Gulbenkian
da obra de Pedro Nunes e mais recentemente da tradugao a partir
do original do Siderius Nuncius de Galileu. Em 2014 foi distinguido
com o Prémio Pessoa e é actualmente Presidente do Departamento
de Historia e Filosofia da Ciéncia da Faculdade de Ciéncias da Uni-
versidade de Lisboa. A longa conversa que tivemos oportunidade de ter

encontra-se aqui resumida.

HENRIQUE Como é que queres fazer as coisas?

GONCALO Da forma mais simples... Mantemos uma con-
versa sem planos. Parece-me o melhor. O que achas?

HENRIQUE Parece-me bem!

GONCALO Vamos comegar pela Fisica... A motivacdo que
sentias prendia-se com o qué?

HENRIQUE Eu sempre gostei de Fisica. Fiz o curso de Fisi-
ca e, se hoje tivesse 18 anos, acho que voltaria a fazé-lo. Fiz
a licenciatura, o mestrado e o doutoramento em Fisica nas
partes mais teéricas. Ndo tenho muito jeito para a parte
experimental. As memdrias que tenho desses tempos sdo
6timas. E note-se que nunca fiz nenhum plano para mu-
dar de carreira. As coisas foram progressivamente aconte-
cendo, as vezes até com surpresa minha.

Mas também sempre reconheci que, embora tivesse

um enorme gosto em estudar Fisica, gostava imenso das
chamadas Humanidades. Nao necessariamente de Hist6-
ria, pelo menos a principio, mas sempre gostei de questdes
filosdficas, de linguas e, é certo, de perceber um ou outro
contexto histérico. Quando estava a fazer o mestrado e o
doutoramento, comecei a interessar-me de forma mais de-
cisiva por estes temas e, mais por descanso mental, come-
cei a estudar outras coisas. Neste momento ja estudava so-
bretudo Histéria. O momento decisivo foi quando li pela
primeira vez alguns textos do Pedro Nunes.

GONCALO E isso surgiu como?

HENRIQUE As pessoas todas diziam que em Portugal ti-
nha existido um bom matemadtico, mas eu ndo percebia
por que razdo ele tinha sido assim tdo bom.. Davam-me
sempre o exemplo do nénio. O nénio é uma escala e nin-
guém ficava famoso por ter feito uma escala. Achava que a
histéria tinha de ter algo mais e entdo li um texto dele, que
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por acaso estava em portugués, e fiquei deslumbrado. Re-
conheci nesse texto aquilo que reconhecemos quando le-
mos um texto de um grande cientista. Aliada a essa gran-
deza de estarmos perante um grande cientista, a surpresa
de ele ter vivido hd 500 anos. A partir dai, fiquei curiosis-
simo e, num processo lentissimo, comecei a transitar da
Fisica para a Histéria. O processo deu-se de forma muito
gradual. Comecei a publicar umas coisinhas em Historia...

GONCALO Ao mesmo tempo que ainda trabalhavas em
Fisica?

HENRIQUE A decisdo mais importante que tive de tomar
foi a de aprender linguas antigas. Aprendi latim. Encara-
va isto como um hobby. Passados uns tempos, isso deu-
-me uma vantagem enorme, que era a de estudar textos
matemdticos diretamente em latim. Por volta do ano
2001, a Academia das Ciéncias e a Fundacdo Gulbenkian
quiseram fazer a edi¢do das obras de Pedro Nunes e
contactaram-me para que eu ficasse responsavel por esse
projeto. Ficou para mim claro que ndo podia conciliar isto
com qualquer outra atividade. Tinha de tomar uma deci-
sdo e decidi mudar definitivamente para Histéria. Ou seja,
nunca tive um plano para mudar, mas em 2001 deu-se a
transicdo de fase. Apds esta transicdo, as coisas funciona-

ram muito bem. A razdo principal tem a ver com o facto de

haver tanta documentagdo portuguesa por estudar, que
eu percebi que estava literalmente numa mina...

GONCALO Existia uma tradi¢do na Histdria das Ciéncias
em Portugal?

HENRIQUE Sim, mas muito focada em coisas sobretudo
dos descobrimentos, da navegagédo e da néutica. Esta cor-
rente tem uma tradi¢do muito antiga em Portugal. Depois,
também havia algumas coisas de Histéria da Matematica,
mas ndo havia muitas coisas de Histéria da Matematica
técnica. O que faltava muitas vezes era olhar para muitos
textos com um entendimento técnico. Uma das primeiras
coisas para as quais eu comecei a olhar foi para textos de
Astronomia técnica dos séculos XVI e XVII. Devido ao es-
polio imenso que existia, as coisas comegaram a aparecer
umas a seguir as outras. De uma forma ou de outra, estava
muito centrado ainda no Pedro Nunes.

GONCALO Para quem j4 tentou ler textos antigos, ou pelo
menos ndo contemporaneos de Matematica, uma das coi-
sas com que nos deparamos é com o facto de a cultura
da pessoa que escreveu esse texto ser muito diferente da
nossa. A linguagem é diferente. Tudo é diferente.

S
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HENRIQUE Completamente diferente. Ndo é sé a lingua
que é diferente. Os préprios conceitos sdo completamente
diferentes. Até a prépria maneira de pensar tem muitas
diferencas.

GONCALO E como ¢ que se entra nisso? Como é que co-
mecamos a descascar a cebola?

HENRIQUE A tnica resposta que posso dar-te é com
tempo. Porque o que € preciso fazer é um género de uma
translagdo mental. Uma pessoa tem de comegar a habitar
o modo mental que ndo é o nosso mas, e este é o ponto
de que as pessoas possivelmente ndo se apercebem, que
é igualmente fascinante. Quando consegui perceber, em
primeiro lugar, que os instrumentos mentais que eles es-
tdo a usar sdo muito diferentes dos nossos mas que, em
segundo lugar, tém um método de aplicacdo de uma co-
eréncia sofisticadissima, foi para mim um momento apai-
xonante.

GONCALO Mas quando tentamos ler hoje os artigos origi-
nais do Poincaré, por exemplo, que estdo na base da Teoria
dos Sistemas Dinadmicos, jd conseguimos aperceber-nos
de um afastamento cultural significativo. Entdo quando
estudamos um texto matemadtico com 500 anos...

HENRIQUE Nao podemos estar sempre a tentar traduzir
os textos antigos para conceitos modernos. Isso é um erro.
O meu conselho é sempre habitar aquela época mental,
perceber o tema a partir da sua légica interna. E isto preci-
sa de tempo. Por exemplo, uma das coisas que é dificil per-
ceber hoje é a importancia e a relevancia dos problemas
na altura, porque esta percegdo perde-se com a passagem
do tempo. Quando estudamos um assunto durante muito
tempo, percebemos que o problema candente na altura era
este ou aquele. Existem muitos textos que quando comeca-
mos a ler ndo percebemos por que razéo eles se interessam
por isso ou o que € que eles estdo ali a fazer. Quando, por
fim, percebemos o contexto histérico, percebemos entéo a
importancia daquele documento.

GONCALO Como hoje, um dos aspetos interessantes da
vida cientifica da época era o périplo dos cientistas pelas
vdrias academias...

HENRIQUE Em qualquer época, para l4 das viagens, existe
sempre uma enorme comunicagdo entre os cientistas. Esta
foi outra das surpresas interessantes do século XVI. Quase
todos os grandes cientistas deste século estdo em comuni-

AN

44

cagdo uns com outros.

GONCALO Um dos aspetos interessantes do nosso estu-
do da Histéria é que tendemos a associar a Idade Média
a época das trevas. Quando lemos acerca deste periodo,
apercebemo-nos de que ndo poderiamos estar mais longe
da verdade. Foi nesta época, por exemplo, que se deu a
fundagédo das primeiras universidades...

HENRIQUE Absolutamente...

GONCALO E precisamente na época que tendemos a crer
que se trata do perfodo dureo da nossa Histéria, a época
dos descobrimentos, que nos apercebemos de que foi in-
troduzida a Inquisigdo...

HENRIQUE Tem a ver um bocadinho com a Histéria por-
tuguesa e com o facto de termos ficado muito focados nes-
te periodo. Aquilo que os historiadores trabalham tende
a criar uma certa imagem da época. Uma das coisas que
me interessaram foi estudar autores que néo tivessem tra-
balhado sobre ndutica. No caso do Pedro Nunes, para ld
dos textos de ndutica, sempre me interessaram todos os
outros. Ele tem muitos textos, que por nédo estarem ligados
a ndutica, tinham ficado de fora de qualquer estudo. Além
do Pedro Nunes, havia muitos autores portugueses que
tinham ficado de fora. Este trabalho de tentar reconstituir
o que era o nivel intelectual alto eu achei, e ainda hoje
acho, fascinante. E temos vindo a descobrir cada vez mais
e é muito interessante.

GONCALO E como é que podemos colocar o Pedro Nunes
em termos internacionais na época?

HENRIQUE Nao hd duvida nenhuma de que na segunda
metade do século XVI foi um dos grandes matematicos
europeus. Se tivéssemos de escolher os dez ou os 15 me-
lhores matemadticos da época, ele estaria certamente in-
cluido neste grupo. Agora, como qualquer matemadtico
sabe, a fama é bastante efémera pela velocidade com que
a ciéncia evolui. Os contributos dos matemaéticos numa
época estdo perfeitamente integrados e diluidos na gera-
cdo seguinte. E por esta razao que é muito importante ndo
perder a memdria destes cientistas. Isto é muito diferente
do mundo da arte, por exemplo. Um pintor que pinta um
quadro numa determinada época verd o seu nome sempre
associado a esse quadro. Por esta razdo, a sua fama per-
manece intocada. Nos cientistas isto nao acontece. E por
esta razdo que todos os paises relembram os seus cientis-

GAZETA DE MATEMATICA -



tas. Relembram Galileu, relembram Newton, relembram
Descartes... Se assim ndo fosse, ja hd muito teriam sido es-
quecidos. A Fisica jd ndo é Newtoniana, jd ninguém liga a
Cosmologia de Descartes, a Geometria Analitica ja é feita
de outras maneiras, tudo passou. Mas mostrar que naque-
le momento, naquele periodo histérico, fizeram contribu-

tos notéveis é uma tarefa importante.

GONCALO Um outro aspeto interessante desta época
prende-se com o papel dos jesuitas. Tendo sido criados
com o propésito de educar as elites, veem-se a certa al-
tura no centro da discussdo que perspassava a sociedade
da altura devido a revolugéo cientifica que entdo ocorria...
Mais tarde, teremos o Padre Anténio Vieira a ser persegui-
do... Ou seja, a0 mesmo tempo que parece que existia uma
enorme discussdo, parece haver um espartilhar dessa pré6-
pria discussdo...

HENRIQUE Do ponto de vista da Histéria da Ciéncia, o
que os jesuitas trouxeram de novo a Portugal foi uma
base institucional estdvel ao sistema de ensino que nunca
tinha existido antes. E importante perceber que a partir
dos séculos XVI e XVII, as ciéncias exatas, matemaética e
astronomia, adquirem uma sofisticacdo técnica tal que se
tornam indissocidveis dos sistemas de ensino. Ndo é mais

possivel uma pessoa praticar ciéncia ao mais alto nivel se
ndo tiver atravessado um sistema de ensino importante.
Isto vai diferenciar imenso os paises. Os paises que irdo
conseguir manter sistemas de ensino estdveis, duradou-
ros e de qualidade e os paises que ndo vao consegui-lo. Em
Portugal, a Companbhia de Jesus fundou escolas onde isto
foi possivel. Com muitas limitagdes, mas muito melhor re-
lativamente ao que havia antes. Portugal debateu-se em
todas as épocas histéricas com esta dificuldade de estabe-
lecer sistemas de ensino estdveis e de grande qualidade.
Isto tem repercussdes tremendas na prética cientifica. A
escassez da atividade cientifica em Portugal estd sempre
ligada a debilidade dos sistemas educativos. Isto ainda é
mais evidente na matemadtica, onde o sistema de ensino é
absolutamente critico.

GONCALO A Companhia de Jesus viu-se no meio de um
furacdo porque todo aquele edificio doutrindrio comegou
af a desabar porque a Revolugdo Cientifica veio por em
causa muitas das coisas que lidas nas Escrituras...

HENRIQUE Sim! Os jesuitas estdo numa grande tensdo

interna...

GONCALO Sendo eles préprios a alimentar essa
discusséo...

HENRIQUE Existe nesta altura uma grande divisdo interna
na Companhia de Jesus, por exemplo, entre os matemati-
cos e os filésofos. Os matemdticos, muito rapidamente,
déo-se conta das enormes alteragdes que é preciso fazer e
na maioria dos casos fazem-nas. Os fil6sofos vdo demorar
muitissimo mais tempo a perceber o alcance disto. Dou
um exemplo simples. Quando se percebe que Vénus tem
fases, mostra-se que o sistema de Ptolomeu estd errado. Em
Portugal, imediatamente, todos os matematicos abandona-
ram o sistema de Ptolomeu. N&o aceitaram de imediato o
sistema de Copérnico mas passaram para uma solugdo in-
termédia que é o sistema de Tycho Brahe. Os filésofos véo
precisar de décadas e talvez séculos para perceber isto.

Com a saida dos jesuitas, com o Marqués de Pombal,
tudo isto vai sofrer um abalo profundo. H4 uma queda
brutal de todo o sistema de ensino. Mas sublinho que o
sistema de ensino jesuita tinha deficiéncias quando com-
parado com sistemas de ensino jesuitas de outros paises.
Mais no ensino cientifico do que no ensino da filosofia.
Mas mesmo assim era incomparavelmente melhor do que
0 que havia antes em Portugal.

CONVERSA COM... HENRIQUE LEITAO -
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GONCALO Temos de falar de uma coisita que ninguém
me perdoaria se eu nao falasse, que é sobre os prémios.
Neste momento, toda a gente parece querer saber se o
Dylan vai receber o prémio ou néo.

HENRIQUE Exato [risos].

GONCALO Tu recebeste o Prémio Pessoa... O que é se faz
com isso?

HENRIQUE Para mim, foi uma completa surpresa. Antes
temos de perceber uma coisa. Este prémio quer premiar
uma carreira ja feita mas também potenciar novas coisas
para essa pessoa. E um tipo de prémio de meio de carrei-
ra. E um prémio simpético porque vemos o nosso traba-
lho reconhecido, e no caso da Histéria da Ciéncia isto foi
um aspeto muito importante para a disciplina como um
todo. Por outro lado, acarreta uma enorme responsabili-
dade porque se dd um destaque momentaneo para que a
carreira de uma pessoa possa dar um salto a partir daf.
A parte do reconhecimento, fiquei obviamente contente
pela disciplina, pelo meu grupo, pelas pessoas com quem
colaborei, pelos alunos fantdsticos que eu tive, pelos cola-
boradores que tenho, que sdo de reputacdo internacional.
De certa maneira, o prémio é de todos. Alguém tem de ter
14 a cara e tocou-me a mim, mas sempre o encarei como
sendo um prémio de uma disciplina, quando se percebeu
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que aqui havia um imenso interesse para a Histéria portu-

guesa. Mas também tem este aspeto de futuro, porque ndo
permite que agora uma pessoa arraste a carreira. Sempre
estive muito ciente desta responsabilidade.

GONCALO E, para terminar, precisamos ainda de tocar
ao de leve no Siderius Nuncius do Galileu. Qual é o impacto
deste livro hoje? Eu tentei ler o livro do Copérnico e nédo
consegui...

HENRIQUE O livro do Copérnico é dificilimo. J4 no sécu-
lo XVI era para pouquissimos... O Mensageiro das Estrelas,
aquele livro em concreto, o que tem de interessante e o
que é rarissimo, é que é um livro que vai lancar a Euro-
pa em debates sem fim e é acessivel a toda a gente. Isto
quase nunca acontece em ciéncia, em que uma obra que
vai incendiar tudo é acessivel a qualquer pessoa. Por esta
razdo dava-me imensa pena esta obra néo estar disponivel
em portugués porque qualquer pessoa pode ler o livro.
E é um livro pequenino porque Galileu o escreveu com
este propdsito: que pessoas cultas mas ndo especialistas
pudessem perceber o que estava a acontecer. Hoje o livro
continua a ter este efeito surpreendente.

GONCALO Henrique, muito obrigado pelo teu tempo...

HENRIQUE Foi um prazer...

GAZETA DE MATEMATICA -



NOVIDADES MATEMATICAS

AN

47

COMO MERCATOR FEZ O SEU MAPA

Gerardus Mercator conseguiu uma proeza notavel em 1569: dese-
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nhar um mapa em que as linhas de rumo se representavam por linhas
retas. Deixou-nos, porém, um problema para resolver, pela auséncia
de anotagdes sobre o seu trabalho: que método usou para o fazer!

problema que trazemos hoje ndo é estritamente
O matematico, por lidar com um objeto fisico: um fa-
moso mapa. Falamos do mapa de Gerardus Mercator, de
1569, no qual, pela primeira vez, as linhas de rumo estu-
dadas por Pedro Nunes eram representadas por linhas
retas (ver figura 1).

Além do mapa, Mercator deixou-nos também um
problema: que método usou para o desenhar? N&o se
tendo encontrado anota¢des sobre o assunto, desde os
finais do século XIX que hd artigos com contribuigdes
para o resolver. Recentemente, no artigo [2], é descrita

Figura 1. Mapa de Gerardus Mercator
(1569).

uma solugdo que parece coerente e completa, solugdo
essa que aqui expomos.

As linhas de rumo, hoje também chamadas curvas lo-
xodrémicas (ou simplesmente loxodrémicas) sdo curvas
sobre a esfera com a seguinte propriedade: o dangulo que
fazem com cada meridiano é constante. A figura 2, da au-
toria de Carlos Albuquerque, apresenta uma loxodrémica
correspondente ao dngulo de 80° com os meridianos.

A curva loxodrémica foi apresentada e estudada ma-
tematicamente por Pedro Nunes em 1537, em [3], e 0 seu
estudo foi revisto e aprofundado nas Obras completas,
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Figura 2. Loxodrdémica correspondente a 80°.

[4], em 1566, escritas em latim e publicadas em Basileia.
Uma das inovag¢des na segunda obra foi a demonstracao
de que a curva ndo entrava no polo, isto é, tratava-se de
uma curva infinita na esfera, algo completamente novo
na geometria do século XV.

Esta curva tinha importancia no tempo das navega-
¢Oes porque, para manter a rota de um navio sobre esta
linha, bastava manter o 4ngulo de navegacao fixo com
o norte, o que se conseguia simplesmente usando uma
btssola. Era muito mais fécil do que navegar sobre um
circulo méximo, por exemplo. Pedro Nunes, em [3], re-
fere que no seu tempo havia a crenga de que ao navegar
mantendo fixo o d&ngulo com o norte, o navio percorre-
ria um circulo maximo. Esclarece, porém, que isso ndo
acontece, e dd um método, baseado em trigonometria es-
férica, para conseguir aproximar o circulo méaximo atra-
vés de arcos de loxodrémicas, propondo a sua utilizagdo
a bordo (algo que parece que nunca chegou a acontecer).

Assim, a loxodrémica apareceu inicialmente como
uma curva auxiliar na descri¢do do rumo de um navio,
que se pretendia que decorresse sobre um circulo méxi-
mo (para minimizar a distancia navegada). No entanto,
a expressdo usada por Pedro Nunes para a designar, “li-
nha de rumo” mostra jd o desejo de que esta seja a curva
a considerar para o rumo de um navio sobre a esfera ter-
restre, por ser muito mais simples navegar segundo esta
do que sobre um circulo méximo. A prépria expressdo

pode referir-se ao “rumo” isto é, ao angulo que se man-
tém constante com os meridianos. E o préprio Pedro Nu-
nes que afirma, em [3], que seria bom que houvesse um
mapa em que as linhas de rumo fossem representadas
por linhas retas, para facilitar a navegagéo.

Esse problema seria resolvido em 1569 por Gerardus
Mercator, famoso cartégrafo flamengo, que desenvolveu
a projecdo que tem o seu nome, usada ainda hoje em car-
tas nduticas. A propriedade destas cartas é, entdo, que as
loxodrémicas se representam como linhas retas. Repre-
sentando meridianos e paralelos como linhas perpendi-
culares no mapa, isto equivale a dizer que a propor¢do
entre comprimentos de arcos de meridianos e de para-
lelos é a mesma no mapa e no globo terrestre. Isto faz
desta projegdo uma projegdo conforme, isto é, ndo distorce
os angulos ao passar do globo para o mapa. Gera, no
entanto, uma distor¢do de 4reas, devido ao maior espa-
camento dos paralelos ao aumentar a latitude: o fator de
dilatacdo é dado pela secante da latitude, que tende para
infinito quando a latitude tende para 90 graus.

No mapa podem ver-se vdrios pontos donde ema-
nam linhas retas, correspondentes aos varios rumos:
habitualmente, cada 4ngulo de 90 graus era dividido em
oito angulos de 11,25 e as linhas retas que os dividiam
eram chamadas rumos, numerados de 1 a 7. Por exem-
plo, o segundo rumo correspondia ao angulo de 22,5°.

Mercator ndo deixou nenhuma referéncia ao método
usado para desenhar este mapa. Assim, desde ha cerca
de 125 anos que vdrias propostas tém sido feitas no sen-
tido de esclarecer qual teria sido esse método. A solugdo
agora encontrada, e descrita em [2], baseia-se no método
usado no século XVI para descrever uma loxodrémica:
a tabela de rumos. Esta tabela consistia simplesmente
numa lista de longitudes e respetivas latitudes, calcu-
ladas ao longo da curva. O préprio Pedro Nunes apre-
senta, em [4], um método para construir uma tabela de
rumos, embora deixe a tabela em branco, ficando o tra-
balho para os “mogos aplicados”.

Hoje em dia, esta descri¢do pode ser dada pela funcao

T
p=—5 + 2arctan ¢’ cotan

em que ¢ é a latitude, calculada em fungdo da longitude
A e do rumo (dngulo) a. Para uma deducéo desta for-
mula, veja-se, por exemplo, o artigo [5], noutro nimero
desta mesma revista.

O artigo [2] (de onde tiramos a explicagdo seguin-
te) propde que o mapa tenha sido construido a partir
de uma destas tabelas de rumos, usando como método
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exatamente a sua propriedade definidora: que a linha de
rumo seja uma reta. O método, simplificadamente, é o
seguinte. Traga-se inicialmente um equador graduado,
definindo assim longitudes (e, portanto, meridianos).
Desenha-se entdo uma reta, fazendo um angulo dado
com o equador, e marcam-se sobre ela as latitudes dadas
pela tabela de rumos para esse dngulo, respeitantes as
longitudes ja marcadas. Fica assim o reticulado de me-
ridianos e paralelos definido sobre o mapa, que permite
depois o desenho. E um método simultaneamente enge-
nhoso e simples.

O modo de fundamentar a tese de que este tinha sido
o método usado foi o de comparar os erros do mapa com
os erros de tabelas de rumos disponiveis na altura. No
entanto, foi necessario separar os erros originados pelo
método, jd presentes na tabela, dos erros acumulados ao
longo do tempo pela distorgdo fisica do mapa (note-se
que este foi o primeiro artigo a fazer esta distingdo). Isto
foi conseguido gracas a uma pequena figura no canto
inferior direito do mapa, chamado Organum directorium
(figura 3), onde se representam os sete rumos, com gra-
duacgdo. Aqui, a distorgédo fisica fica visivel, pois é pos-
sivel comparar os graus representados no mapa com os
graus medidos efetivamente. Ou seja, podemos compa-

Figura 3. Organum directorium do mapa de Mercator.
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rar a ordenada Y, dada teoricamente pelo dngulo « com
a que se mede efetivamente no mapa.

Faltava entdo encontrar a tabela com os erros corri-
gidos agora encontrados. Depois de se testarem vdrias
tabelas disponiveis em 1569, foi encontrada uma em que
havia uma notdvel coincidéncia de erros para as latitu-
des descritas no segundo rumo, 22,5°. Esta tabela usava
intervalos de um grau para as longitudes e as diferen-
cas de erro entre a tabela e 0 mapa sdo de menos de um
quinto de grau. Em comparacdo com outros métodos
apresentados, este é aquele que mais se aproxima das
ordenadas do mapa original de Mercator.

Como dissemos no inicio, este ndo é um problema
estritamente matemadtico, envolvendo até questdes de
distor¢do fisica de mapas. No entanto, esta proximida-
de muito grande dos erros leva-nos a acreditar que estd
aqui finalmente a resolu¢do de um importante e antigo
problema de cartografia.

Pode ler-se mais sobre este assunto (nomeadamente,
a sua relacdo com os trabalhos de Pedro Nunes) no arti-
go [1], no qual este texto se baseia.
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FALECIMENTO DO PROFESSOR AMILCAR SERNADAS

Amflcar Sernadas, professor catedrédtico do Instituto Supe-
rior Técnico (IST) e membro do Centro de Matemética, Apli-
cagdes Fundamentais e Investigacdo Operacional (CMAF-
-CIO), faleceu no passado dia 7 de fevereiro. Licenciou-se em
Engenharia Eletrotécnica em 1975, no IST, e doutorou-se em
Ciéncia da Computagdo em 1980, na Universidade de Lon-
dres. Apés o seu doutoramento, regressou a Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa como professor auxi-
liar. Em 1987, tornou-se professor associado no IST, onde foi
professor catedrético desde 1990. Liderou varios projetos de
investigacdo e orientou vérios alunos de doutoramento e post-
-doc. Trés dos doutoramentos conduziram a prémios IBM e
outro a um prémio Anastécio da Cunha. Trabalhava em com-
binagdes de l6gicas e em légicas para a mecanica quantica.
As suas contribui¢des cientificas mais importantes, que lhe
granjearam reconhecimento mundial, centraram-se na espe-
cificacdo temporal de sistemas, na especificagdo algébrica de
objetos, na combinagdo de 16gicas e, mais recentemente, em
légicas probabilisticas e quanticas. Era editor associado da
revista Formal Aspects of Computing.

CARTAO DIGITAL DE SOCIO SPM

A partir de agora, todos os sécios da SPM podem
descarregar o seu cartdo digital de sécio através
da sua drea pessoal. Basta aceder ao campo car-
tdo de sécio, descarregar o pdf e imprimir. Deste
modo, terdo sempre disponiveis os seus cartdes
atualizados. Todos os sécios SPM recebem gra-
tuitamente a Gazeta de Matemdtica (quadrimestral)
e o Boletim da Sociedade Portuguesa de Matemdtica
(semestral). Tém ainda desconto na Loja (10% ou
mais), nos eventos e a¢des do Centro de Formagao
SPM, no Pavilhdo do Conhecimento (50%), nos Li-
vros IST Press e na Livraria Piaget (30%).
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FINAL DAS 35.45 OLIMPiADAS PORTUGUESAS
DE MATEMATICA EM VISEU

De 5 a 8 de abril, a Escola Secundéaria de Emidio Na-
varro, em Viseu, vai receber a final nacional das 35.*
Olimpiadas Portuguesas de Matematica. As provas de-
correrdo durante as manhas dos dias 6 e 7 e depois do
almogo os estudantes terdo a oportunidade de passear
na cidade de Viriato. Sdbado ¢é dia de conhecer os ven-
cedores, 36 no total: 12 na categoria Jtnior (6.° e 7° anos),
12 na categoria A (8.° e 9° anos) e 12 na categoria B (10.°,
11° e 122 anos) — que receberdo as merecidas medalhas
de ouro, prata e bronze. Os vencedores das categorias
A e B poderdo ainda vir a integrar as delegagbes que
representardo Portugal nas competicdes internacionais
depois de frequentarem um estdgio no projeto Delfos,
em Coimbra. As Olimpiadas Internacionais de Matema-
tica terdo lugar no Brasil, no més de julho, e as Olimpia-
das Ibero-Americanas de Matemdtica realizar-se-do no
més de setembro na Argentina.

WORKSHOP MATEMATICA E ARTE EM
EVORA

Ir4 decorrer em Evora, no Colégio Lufs Anténio
Verney, o Workshop Matemdtica e Arte, nos dias
17 e 18 de julho, com o objetivo de dar a conhecer
o que se faz em Portugal no dmbito das intera-
¢des da matemdtica com os diferentes tipos de
expressdo artistica. O workshop estd em proces-
so de acreditacdo como agdo de formagdo, com
0,5 créditos, mediante processo de validacdo de
assiduidade e avaliagdo, destinada a todos os
professores de matemadtica dos ensinos bésico e
secunddrio (grupos de recrutamento: 110, 230 e
500). Consulte todas as informagdes em hitp://

www.spmsul.uevora.pt/workshop
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TARDES DE MATEMATICA NA
ALMEDINA

A Livraria Almedina do Atrium Sal-
danha, em Lisboa, continua em 2017 a
ser palco de mais um ciclo de palestras
“Tardes de Matemadtica”. Na dultima
quarta-feira de cada més, pelas 18h30,
matemdticos falam sobre assuntos va-
riados, numa linguagem acessivel a um
publico amplo. Ndo perca, no préximo
dia 22 de marg¢o, “A matemadtica na con-
servagdo da biodiversidade”, por Jorge
Orestes Cerdeira (FCT-UNL & CMA);
no dia 26 de abril, “Como modelar o
sobe e desce dos mercados bolsistas”,
por Cldudia Nunes (IST); e no dia 24
de maio, “Um atudrio é.... um matema-
tico?”, por Gracinda Guerreiro (FCT-
-UNL). Confira todos os resumos em
www.spm.pt.

PORTO RECEBE AS 7.AS OLIMPIADAS DE MATEMATICA DA COMUNIDADE DOS PAISES DE
LINGUA PORTUGUESA

Depois de conquistar a melhor classificagdo de acolhe o evento, a primeira foi em 2011, na sua
sempre nas Olimpiadas de Matemética da Comu- primeira edigéo.
nidade dos Paises de Lingua Portuguesa (OMC-

PLP) no Brasil, em 2016, Portugal recebe este ano

a sétima edicdo das OMCPLP. A competigdo ird

decorrer de 23 a 30 de julho, na Faculdade de Ci-

éncias da Universidade do Porto, e envolve oito

paises. Cada equipa serd constituida por quatro

jovens estudantes apoiados por dois profissio-

nais de matemadtica. As provas terdo lugar nos

dias 26 e 27 de julho. No dia 24, os participantes

frequentardo um curso intensivo de matematica

lecionado por professores das Universidades do

Porto e de Coimbra. A organizagdo destas Olim-

pifadas de Matematica da CPLP serd da respon-

sabilidade da Sociedade Portuguesa de Matema-

tica e da Faculdade de Ciéncias da Universida-

de do Porto. Esta é a segunda vez que Portugal
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PLATAFORMA KHAN ACADEMY EM
PORTUGUES DE PORTUGAL

Com mais de 48,5 milhdes de utilizado-
res, 992 milhdes de visualizagdes e 6,5 mil
milhdes de exercicios realizados a nivel
mundial, a plataforma interativa Khan
Academy estd agora disponivel em portu-
gués de Portugal. Em parceria com a SPM
e apoiada pela Fundagdo PT, a Khan Aca-
demy disponibiliza milhares de exercicios
interativos e centenas de videos gratuitos
para toda a comunidade educativa. Ten-
do a matemdtica como principal foco, a
plataforma Khan Academy em portugués
de Portugal integra caracterfsticas intera-
tivas, apresentando sempre novos conte-
udos — videos explicativos e milhares de
exercicios praticos interativos de matemd-
tica, sugestdes de resolugao e relatérios de
progresso —, permitindo uma monitoriza-
¢do permanente da performance e da evo-
lugdo na aprendizagem e no dominio da
disciplina. Todas as funcionalidades estdo
descritas em guides de facil utilizagdo.

ESCOLA DE VERAO DA SPM & MAT-OESTE EM LEIRIA

Ir4 decorrer de 13 a 15 de julho a Escola de Verdo da Socieda-
de Portuguesa de Matemdtica (EVSPM) na Escola Superior de
Tecnologia e Gestdo do Instituto Politécnico de Leiria. Este ano
a EVSPM acontecerd em simultdneo com a 10.? edi¢do do Mat-
-Oeste, que se comemora no dia 13 de julho sob o tema “Mate-
matica do Mar”. A Escola de Verdo da SPM é um evento que tem
por objetivo divulgar novos meios de descoberta da cultura e do
conhecimento matemdticos, assim como dar formagao especifica
em certas dreas da matematica. A EVSPM destina-se a professo-
res de matemdtica de todos os ciclos de ensino, professores uni-
versitdrios, estudantes e a todos os que gostam de matemadtica.
Este evento estd organizado em conferéncias plendrias, cursos
de formacdo, minicursos, mesas redondas, oficinas e exposi¢oes
de livros. As conferéncias sdo de ambito geral, promovendo a
divulgagdo do conhecimento matemadtico, estando previstas al-
gumas associadas a varios cursos de formacgdo, acreditados pelo
Conselho Cientifico-Pedagégico da Formagdo Continua. Veja
mais em: http://evspm2017.ipleiria.pt
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ENEMATH II DE 8 A || DE ABRIL

A segunda edi¢do do Encontro Nacional de Estudantes de
Matemética (ENEMath) decorrerd de 8 a 11 de abril de 2017,
em Coimbra. O departamento de Matemdtica da Faculdade
de Ciéncia e Tecnologia da Universidade de Coimbra serd o
anfitrido do evento organizado pelo Nticleo de Estudantes de
Matematica da Associagdo Académica de Coimbra. Organi-
zado por e para estudantes, este evento tem como objetivos
aproximar os alunos do mercado de trabalho, com a divul-
gacdo de empresas e sessdes de recrutamento, desmistificar
a investigacdo cientifica, bem como proporcionar uma via de
interacdo na comunidade estudantil de matematica, possibi-
litando troca de ideias e aprendizagens e estimulando futu-
ros projetos.

ALL KINDS OF MATHEMATICS REMIND ME OF
YOU

Para homenagear o 70.° aniversério de Peter J.
Cameron decorrerd, na Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Lisboa, uma conferéncia
intitulada “All Kinds of Mathematics Remind Me
of You”, de 24 a 27 de julho de 2017. Este evento
é uma organizagdo conjunta da Universidade
Aberta e das Universidades de Aveiro, Coim-
bra e Lisboa. As inscri¢des a prego reduzido ter-
minam no dia 31 de marco. Haverd ainda um
workshop satélite da conferéncia no dia 28 de
julho, “Symmetry in Finite and Infinite Structu-
res”. Todas as informagées em: http://cameronl?.
campus.ciencias.ulisboa.pt
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PRESIDENTES DAS SOCIEDADES

DE MATEMATICA EUROPEIAS EM
PORTUGAL DIAS | E 2 DE ABRIL

Este ano Portugal serd o pais anfitrido do Encon-
tro dos Presidentes da European Mathematical
Society (EMS). Nos dias 1 e 2 de abril estardo
reunidos na Fundacdo Calouste Gulbenkian cer-
ca de 60 presidentes de sociedades europeias,
com o objetivo de partilhar ideias e discutir os
principais desenvolvimentos da disciplina. Este
evento anual vai na sua décima edigao.


http://cameron17.campus.ciencias.ulisboa.pt/
http://cameron17.campus.ciencias.ulisboa.pt/

DOIS EVENTOS A NAO PERDER

CARTAS DA DIREGAO

ADERITO ARAUJO
Vice-Presidente SPM
alma@mat.uc.pt

Nio faltam motivos de interesse para quem pretende acompanhar as ati-
vidades da Sociedade Portuguesa de Matemdtica no ano de 2017. Destaco,
em particular, dois eventos que espelham bem a diversidade e a riqueza

temdtica das iniciativas promovidas pela SPM.

Escola de Verdo da SPM é um evento bienal que tem

por objetivo divulgar novos meios de descoberta
da cultura e do conhecimento matemadticos, assim como
dar formacgéo especifica em certas dreas da matematica.
Destina-se a professores do 1.° ciclo do ensino bdsico, a
professores de matemadtica do 2.° e 3.° ciclos do ensino
bésico e do secunddrio, professores universitdrios, estu-
dantes e a todos os que gostam de matemadtica e com ela
trabalham.

A edicdo deste ano é organizada em parceria com o
Departamento de Matemadtica (DMAT) da Escola Superior
de Tecnologia e Gestdo (ESTG) do Instituto Politécnico de
Leiria (IPLeiria) e decorre, de 13 a 15 de julho de 2017, nas
instalagdes da ESTG-IPLeiria, em simultdneo com a déci-
ma edicdo do Mat-Oeste. De referir que o Mat-Oeste é um
evento anual promovido pelo DMAT da ESTG-IPLeiria
com o apoio da SPM, muito consolidado junto dos profes-
sores da regido oeste, que tem como objetivo a divulgacéo,
a discussdo e a partilha de experiéncias e competéncias,
nas mais diferentes vertentes da matematica. Nesta sua
décima edigdo, o evento elegeu como tema a “Matematica
do Mar”, tema esse que também ird dar o mote a toda a
Escola de Verdo da SPM.

A semelhancga dos anos anteriores, a Escola de Verao
da SPM & Mat-Oeste 2017 estd organizada em conferén-

cias plendrias, cursos de formagdo, minicursos, mesas
redondas, oficinas e exposi¢bes de livros. As conferén-
cias sdo de ambito geral, promovendo a divulgagdo do
conhecimento matemdtico, estando previstas algumas
associadas a vdrios cursos de formagéo, creditados pelo
Conselho Cientifico-Pedagégico da Formagao Continua.
Na pégina do evento, http:/levspm2017.ipleiria.pt, podem
ser encontradas mais informagdes sobre esta iniciativa a
nao perder.

De ambito muito distinto é o segundo evento que ago-
ra destaco e que é promovido pela Rede Portuguesa de
Matemdtica para a Inddstria e Inovagao (PT-MATHS-IN),
sec¢do da SPM que tem como objetivo fomentar a trans-
feréncia de tecnologia matemadtica para o contexto em-
presarial e industrial. O encontro “Big Data — Mathematics
in Industry 4.0: challenges and opportunities”, a realizar no
Porto, a 2 de junho de 2017, é o primeiro encontro entre
matematica e inddstria sob a égide PT-MATHS-IN e, por
isso mesmo, constitui uma excelente oportunidade para
esta nova sec¢do da SPM se dar a conhecer.

Tendo como tema a matemadtica industrial e os desa-
fios gerados pela chamada quarta revolugdo industrial
(Industry 4.0), o encontro tem como objetivo aproximar
a industria e a comunidade matematica. O Big Data foi
escolhido para tema central deste primeiro encontro
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porque designa um dos principais desafios que se
apresentam a sociedade, e em particular as empresas,
na atual era digital e uma oportunidade para reforcar
o imprescindivel contributo que a matematica pode
ter neste dominio. A era digital permite acumular um
volume de informacdo que excede largamente a ca-
pacidade de interpretagdo direta do decisor. Tomar
decisdes corretas neste cendrio, e muitas vezes em
tempo real, é crucial e a matematica pode, neste con-
texto, desenvolver ferramentas imprescindiveis para
as empresas. Com este encontro pretende-se langar
as bases para o desenvolvimento de sinergias entre
a inddstria nacional e a PT-MATHS-IN. Os oradores
plendrios foram escolhidos tendo por base a sua es-
pecializacao, estando ja confirmadas as presengas de:
Filipa Calvdo (Universidade Catdlica Portuguesa),
com a comunicacdo “Challenges Concerning the Reform
of Data Protection Rules in the ELI”, Gabriel Bernardino
(presidente da European Insurance and Occupational

www.evspm?2017.ipleiria.pt

Pensions Authority), com a comunicagdo “Future Chal-
lenges for Big Data in Insurance” e Wil Schilders (presi-
dente da EU-MATHS-IN), com a comunicagdo “Big Data
— Challenges and Opportunities from EU-MATHS-IN Point
of View”.

Dada a transversalidade do tema escolhido, é expec-
tdvel a presenca de empresas de vdrios setores. Além
das sessdes plendrias, o programa inclui um conjunto de
comunicagdes curtas, apresentacgdo de startups e sessdes
de posters. De destacar que ndo se trata de um evento
cientifico, mas sim de uma iniciativa voltada para as
empresas e as suas reais necessidades. Nesse sentido,
os temas a discutir serdo de banda larga e a linguagem,
acessivel e muito pouco técnica. Para mais informagdes
e atualizagbes consulte o site do encontro em http://
bd2017.spm-pt.org.

Fica o convite a participagdo de todos os associados.
O sucesso deste e de outros eventos promovidos pela
SPM depende muito da participacdo de todos.

http://bd2017.spm-pt.org/
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgacdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgdes
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2017

Preco Assinatura
de Capa L Assinatura Assinatura
(avulso) + Guu?e-Bls?al{ Resto do para sécios de;\ oLfo
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM poi

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemdticos. As pessoas interessadas em incluir antncios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt
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