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A MATEMATICA NA INDUSTRIA

ADERITO ARAUJO
Universidade
de Coimbra

Os desafios que se colocam no desenvolvimento industrial e social
apresentam uma complexidade crescente e ciclos de inovagao cada vez
mais frequentes. Neste contexto,a matematica tem um papel relevante a

desempenhar.

discussdo sobre a situagdo da matemaética industrial

em Portugal ndo é nova. Desde, pelo menos, a
dltima década do século XX que instituicbes como o
Centro Internacional de Matemadtica (CIM) e a Sociedade
Portuguesa de Matemdtica (SPM) tém vindo a promover
féruns de discussdo com o objetivo de analisar a
relagdo entre a matemdtica e a industria (interpretada
como qualquer atividade de valor econémico ou social,
independentemente de pertencer ao setor publico
ou privado), incluindo a identificagdo de tendéncias
significativas na investigacdo matemadtica e nos desafios
industriais com potencial para criar oportunidades de
interagdo e parceria entre as duas comunidades. Sdo
disso exemplo, os debates promovidos pelo CIM sobre
a investigacdo matemadtica em Portugal (1997 e 2000), o
debate sobre matemadtica industrial promovido pela SPM
(em 2004) ou, mais recentemente (em 2010), a iniciativa
da Comissdo Nacional de Matemadtica e apoiada pela
CIM de organizar em Portugal o semindrio Educational
Interfaces between Mathematics in Industry, promovido pelo
International Commission on Mathematical Instruction
(ICMI) e pelo International Council for Industrial and
Applied Mathematics (ICIAM).

Apesar de todo esse esforco, segundo a opinido de
Jorge Buescu (no seu ensaio “Matemadtica em Portugal:
uma questdo de educacdo”, publicado pela Fundagdo
Francisco Manuel dos Santos em 2012): “A parte casos
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muito excecionais e meritérios, a matemadtica ainda nao
conseguiu estabelecer liga¢bes efetivas com impacto na
inovacdo e no desenvolvimento econémico”. “A industria
continua, com pontuais excegdes, a desconhecer o
potencial que aexisténcia de uma comunidade matematica
significativa pode representar para a inovagdo: os
matemdticos, por outro lado, raramente fazem o esfor¢o
de tentar estabelecer contactos com a industria.”

Nesta edi¢do da Gazeta damos conta de uma iniciativa
que tem vindo a ocorrer, desde 2007, um pouco por todo
o Pafs, que pretende fomentar a cooperagdo entre a
matemadtica e a indudstria. Os grupos de estudo descritos
no artigo “Dez anos de encontros entre a matemaética
e a indudstria” sdo eventos de uma semana nos quais
as empresas sdo convidadas a apresentar desafios que
possam ser tratados pelos matematicos presentes. Esta
iniciativa tem-se revelado particularmente proficua, ndo
s6 por permitir identificar pontos de interesse comum
entre o meio académico e o setor produtivo, mas também
por se constituir como uma rede de contactos entre os
matemadticos industriais portugueses.

A recente criagdo da Rede Portuguesa de Matematica
para a Industria e Inovacdo (PT-MATHS-IN) no seio
da SPM, tendo como membros fundadores a maioria
dos principais centros de investigacdo em matemaética
do Pafs, vem ao encontro de uma aspiragdo antiga da
comunidade matemadtica: a criagdo de uma estrutura



de ambito nacional com o objetivo de fomentar a
transferéncia de tecnologia matematica para o contexto
empresarial. Cabe agora aos matemdticos, as empresas
e aos responsaveis pela gestdo cientifica em Portugal
acarinhar esta estrutura, criando condi¢des para que
possa crescer e cumprir o seu designio de proporcionar
o aumento de competitividade tanto dos grupos de
investigacdo envolvidos como da inddstria nacional.
Com este niumero da Gazeta de Matemdtica, a atual
direcdo termina o seu mandato. Foi com enorme orgulho
que, durante trés anos, assumimos a responsabilidade
de gerir os destinos desta prestigiada publicacao.

Queremos deixar o nosso agradecimento muito especial
a todos os leitores, autores, membros da redagdo,
revisores e membros do Conselho Editorial, por nos
terem feito perceber que valeu a pena percorrer este
caminho.

A partir do préximo nimero, a diregdo da revista
ficard a cargo de Silvia Barbeiro, da Universidade de
Coimbra, coadjuvada por Daniel Pinto, também da
Universidade de Coimbra, e Ana Cristina Freitas, da
Universidade do Porto. A nossa Gazeta ndo poderia ficar
em melhores méos.

EDITORIAL -
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ADIVINHAS COM NUMEROS

Como se constréi uma adivinha?

Comecemos por recordar uma adivinha com nime-
ros, utilizada frequentemente: o "adivinho" pede a
alguém para pensar num nimero natural até 63, mostra
seis cartdes com ntmeros até 63 (ver figura 1) e pergunta
a pessoa em quais dos cartdes encontra o niimero em que
pensou. De posse desta informagédo, imediatamente "adi-
vinha" qual o nimero pensado.

A partida, o leitor poderd estar numa das seguintes si-
tuagdes: 1) conhecendo ou nédo a adivinha, ndo faz ideia de
como foi possivel descobrir o nimero'; 2) conhece uma re-
gra que permite descobrir o niimero, mas nio sabe por que

www.atractor.pt

atractor@atractor.pt

razdo funciona nem saberia como arranjar um conjunto
maior de cartbes, cada um eventualmente com mais niime-
ros, de modo a alargar o leque dos niimeros a adivinhar.

Se o leitor ndo estd em nenhuma destas duas categorias
e sabe como e por que razdo funciona a adivinha, sugeri-
mos que procure criar uma adivinha andloga que permita
adivinhar um leque mais alargado de ndmeros com menos
cartoes.

! Estamos a supor que o leitor ndo acredita em poderes sobrenaturais
do adivinho.

Figura 1

GAZETA DE MATEMATICA + 180



Entretanto, comecamos por nos dirigir aos leitores na
situagdo 1. Notemos primeiro que, para ser possivel dedu-
zir qual o niimero pensado, é necessario que nao haja dois
nimeros distintos que estejam exatamente nos mesmos
cartdes: se se escolher um ntimero qualquer e se se procu-
rar os cartdes em que ele se encontra (por exemplo, 53 nos
cartdes 1, 3, 5, 6) ndo hd nenhum outro niimero que esteja
nesses cartdes e s6 nesses. Procure agora encontrar uma re-
lagdo entre um nimero pensado (por exemplo, 34) e os nu-
meros mais pequenos de cada um dos cartdes em que ele
se encontra. Se conseguir, veja se ela ainda se aplica quan-
do pensa noutros niimeros. Terd porventura encontrado a
regra utilizada pelo adivinho e estard entdo em condigdes
de testar a adivinha com outras pessoas.

Antes de procurarmos a razdo pela qual o processo
funciona, tentemos usar trés novos cartdes, agora com nu-
meros escritos em duas cores (ver figura 2). Pensemos num
ntmero de 1 a 26, por exemplo, 19, e, para cada um dos
cartdes em que ele se encontra — naquele exemplo do 19,
no primeiro cartdo em preto e no terceiro em verde - to-
memos nota do menor niimero no cartdo que tem a mes-
ma cor do pensado. Que relagédo hd entre esses diversos
nimeros mais pequenos e o pensado inicialmente? Faca-
mos agora 0 mesmo para os trés cartdes de 1 a 63 represen-

tados na figura 3, mas agora com ntimeros em trés cores

diferentes. Por exemplo, o nimero 56 estd nos cartdes 2
e 3, respetivamente com cores verde e azul. E, nesses car-
tées, os menores ndimeros das mesmas cores sao 8 e 48.
Ora, 56 = 8 + 48. Como ¢ que foram escolhidos os cartdes
de modo que esta regra tdo simples para adivinhar o nu-
mero funcione? Antes de responder a esta pergunta, veja-
mos um outro caso que sé ndo constitui uma boa adivinha
porque toda a gente percebe logo o raciocinio que estd a ser
feito. Suponhamos que queremos "adivinhar" um nimero
entre 0 e 99. Claro que nos basta conhecer o algarismo das
dezenas e o das unidades para conhecer o numero! E se
dispusermos de nove cores, podemos fazer corresponder
uma cor diferente a cada um dos algarismos ndo nulos.
Entdo, construimos um cartdo que nos permita descobrir o
algarismo das unidades e outro que nos permita descobrir
o das dezenas. Por exemplo, nos dois cartdes da figura 4, o
que é que hd em comum a todos os niimeros representados
a lilds no primeiro cartdo? E terem o algarismo das unida-
desigual a 7. E todos os nimeros representados a castanho
no segundo cartdo tém o algarismo das dezenas igual a 9.
Portanto, quando uma pessoa diz que pensou num ntime-
ro que estd no primeiro cartdo com a cor lilds e no outro
cartdo a castanho, estd a revelar que pensou no nimero
com o algarismo 7 das unidades e o algarismo 9 das de-
zenas, ou seja, no nimero 7 + 9 x 10 = 97 (note-se que 7 é

Figura 2

Figura 3

ATRACTOR -
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o menor nimero do primeiro cartdo com a mesma cor de
97, e 90 é o menor nimero do outro cartdo com a mesma
cor de 97). Ndo estar num cartdo significa que o algaris-
mo correspondente (das unidades ou das dezenas) é nulo
e neste caso nada hd a somar (respetivamente ao nivel das
unidades ou das dezenas). Por exemplo, o tinico nimero
que s6 estd no segundo cartdo e nesse estd representado
a castanho é o0 90. Na situagdo que acabamos de descre-
ver com ntimeros de 0 a 99 e dois cartdes com nove cores,
o efeito da adivinha como tal é nulo, porque ninguém se
espantard que, fornecendo-se informagdo sobre os dois al-
garismos de um nimero até 99, se saiba qual é o ndmero!
E ndo é dificil imaginar como construir trés cartdes andlo-
gos com ntimeros de 0 a 999.

Se este exemplo foi referido, foi porque ele é represen-

tativo do que se passa em todos os outros casos vistos antes
e permite compreender melhor a razdo do funcionamento
da regra ja verificada para eles. Consideremos o caso da
figura 3, em que havia trés cores. Para trés cores darem in-
formacdo sobre os algarismos ndo nulos, devemos tomar
4 como base. Entdo, escrevamos em base 4 0os nimeros
dos trés cartes de trés cores representados na figura 3.
Obtemos os cartdes representados na figura 5 e podemos
observar que no primeiro cartdo estdo os nimeros com
algarismos das unidades 1, 2 e 3, respetivamente a preto,
verde e azul. No segundo estdo aqueles cujos algarismos
das “dezenas” sdo 1, 2 e 3, nas cores correspondentes, e
analogamente para o terceiro cartdo e os algarismos das
“centenas”. Entdo, no exemplo atrds indicado em que dis-
punhamos da informacio de que o nimero estava nos car-

Figura 4

Figura 5

Figura 6
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toes 2 e 3, respetivamente com as cores verde e azul, isso
diz-nos que o algarismo das “dezenas” é 2 e o das “cen-
tenas” é 3, significando o facto de o ndmero ndo estar no
primeiro cartdo que o algarismo das unidades é 0. Ou seja,
trata-se do ntimero 3204 que se escreve como 56 na base 10
(= 3 x 42 +2 x 4! 4+ 0). Analogamente, para obter os car-
tdes da figura 2, com apenas duas cores, usdmos a descri-
¢do em base 3 (na qual o nimero de algarismos nédo nulos
é igual ao ntmero — 2 — de cores disponiveis). Na figura 6
estdo representados cartdes com os mesmos nimeros que
na figura 2, mas agora escritos na base 3.

Ao dizer-se que o niimero aparece no primeiro cartdo
a preto e no terceiro a verde, estd a dar-se a informacdo de
que o algarismo das unidades é 1 e o das “centenas” é 2,
sendo o das “dezenas” 0 por o niimero ndo aparecer no se-
gundo cartdo. Ou seja, o ntimero é 2013 (em base decimal
19 = 2 x 32 +1). Analogamente para a adivinha tradicio-
nal, com os cartdes da figura 1, em que s6 hd algarismos
de uma cor: dizer se estd ou ndo num cartdo é dizer se
em base 2 o algarismo de ordem correspondente é 1 ou 0.
O leitor pode observar a figura 7 com os cartdes analogos aos
da figura 1, mas com os niimeros agora escritos em base 2.

No primeiro cartdo estdo os ntimeros cujo algarismo
das unidades em base 2 é 1, no segundo, aqueles cujo alga-
rismo das “dezenas” é 1, etc. Por exemplo, o nimero que
estd s6 no segundo e no ultimo cartdo serd 100010, (em
base decimal 25 + 21 = 34).

O leitor que desejar ver outros cartdes com diversos
ntmeros de algarismos e de cores, escritos em base 10 ou
na base adequada ao ntimero de cores desejado, pode con-
sultar [1]. Af encontrard também vérios PDFs com algumas
colegdes de cartdes prontos a ser impressos em formato A4,
inclusive um deles algo diferente dos restantes, por usar
uma forma pouco usual de representar os niimeros, no
chamado sistema terndrio equilibrado. Em [2] o leitor po-
derd consultar outros Truques e Magias relacionados com
adivinhas com nimeros.

REFERENCIAS
[1] www.atractor.pt/mat/adivinhascomnumeros

[2] Estefani M. Moreira e Jorge Picado, "Truques e Magia
com c6digos algébricos”, Gazeta de Matemitica, n.° 175.

Figura 7

ATRACTOR -
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COMUNICACAO INVISIVEL

JorGe NuNO Siva
Universidade
de Lisboa

Um problema saido nas Olimpiadas de Matemética de Moscovo (OMM) em
2000 deu origem a algumas solu¢des matematicamente muito interessan-
tes. Uma delas surpreendeu o juri pela simplicidade, mas teve de ser aceite.
Acrescentamos mais uma, que também serviu de inspiragdo para criarmos

mais um truque de cartas matematico!

Oproblema da OMM: H4 trés jogadores, o Andrey; o
Boris e o Sergey. As cartas sdo distribuidas da se-
guinte forma: trés para o Andrey, trés para o Boris e uma
para o Sergey. Nenhum deles sabe nada sobre a distribui-
cdo das cartas, além das que tem na mdo. Serd possivel
o Andrey e o Boris terem uma conversa, em voz alta, a
frente do Sergey, de forma a que fiquem a conhecer a dis-
tribuicdo das cartas e o Sergey continue a saber somente
qual é a sua carta?

A organizagdo esperava uma resolugdo baseada em
aritmética modular. Para facilitar, e sem perda de genera-
lidade, vamos supor que o Andrey tem as cartas Ad, 2,
3%, 0 Boris tem 4, 5&, 6% e 0 Sergey tem o 7. Identifi-
cando cada carta com o nimero de pintas que apresenta,
o Andrey soma médulo 7 as suas cartas e diz: “6”. O Boris
soma 6 aos valores das suas cartas, obtendo 0. Como sabe
que s6 falta somar a carta do Sergey para obter a soma
1+4---47 =0 (mod. 7), conclui que este esconde a carta
7%. Em conformidade, o Boris anuncia: “A carta do Sergey
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é 0 78", Agora é evidente que o Andrey e o Boris conhe-
cem completamente a distribuigdo, mas o Sergey sé co-
nhece a sua prépria carta.

Mesmo que Sergey conhega o processo envolvido, ndo
consegue obter nenhuma informagao. Isto deve-se ao fac-
to de haver mais do que uma combinagéo possivel para
cada soma parcial médulo 7: 0 = 7+2+5 = 7+3+4 = 1+2+4,
1 =74+3+5 = 14245 = 1+3+4, 2 = 7+4+5 = 1+3+5 = 2+3+4,
3=7+14+2 =1+4+5=2+3+5,4 =7+1+3 =2+4+5,5=7+1+4
=74243 =3+4+5, 6 = 7+1+5 = 74+2+4 = 1+2+3.

No lugar da soma modular pode usar-se soma-
-Nim. Relembremos que para efetuar uma destas somas
se escrevem os numeros em bindrio e se usa a tabua-
da 0060=1®1=0, 180=0@1=1. No exemplo
acima, o Andrey calcularia 1®©2@®3 =0 e diria: “0”.
O Boris faria a conta 4&5®6 =7 e, sabendo que
1020304050637 =0, diria: “A carta do Sergey é
078" (jAque7 &7 =0).

O que héd de errado com este processo?



A resposta que surpreendeu os organizadores foi a
seguinte. Suponhamos ainda a distribuigdo acima. O An-
drey diz ao Boris: “As minhas trés cartas sdo Ad, 2d, 3
ou as tuas trés cartas sio A, 2, 3&. Claro que o Boris
fica logo a saber tudo e responde: “A carta do Sergey é o
74" . Este processo levanta problemas, ja que o Andrey s6
pode ter a certeza da veracidade da disjungdo que anuncia
se tiver na mao as cartas A, 2 3 .

Uma outra solugdo, proposta por Ruaan Kellerman, é
baseada nas propriedades do plano de Fano. O Andrey
constréi uma destas configuragdes em que as suas cartas
sejam colineares e diz: “As minhas cartas correspondem a
uma linha reta neste plano”.

O Boris conclui imediatamente quais sdo essas cartas
e, com as suas, compreende a distribui¢do totalmente.
As trés cartas do Boris pertencem a seis das sete retas do
plano de Fano! Isto permite-lhe deduzir a distribuigéo.
Note-se que a informagdo que o Andrey da ao Sergey é
minima, as suas cartas podem ser, em principio, um dos
sete conjuntos lineares da configuragéo.

Como poderemos inventar um truque de cartas mate-
matico, de facil execugdo, a partir deste problema olimpico?

Relembremos a questdo do ntimero anterior.

1. Neste problema, cuja autoria David atribui a Nob
Yoshigahara, cada letra A, B, C, D, E, E, G, H, I repre-
senta um digito positivo diferente. Que valores tem
cada uma delas de forma a valer a seguinte igualdade?

BC EF HI
(BC, EE, HI sao nameros que se escrevem com dois di-
gitos).
Solucio:

AN

34 68 12

2. O inspetor Lestrade entra na sala de jantar. O corpo jaz
no chdo. Quatro pessoas manifestam-se.

Agata: Eu sei quem a matou.

Bravo: Eu matei-a.

Carla: O Bravo matou-a.

Dério: Nao foi o Bravo nem a Carla.

H4é que determinar quem é responséavel pelo crime em
duas hipéteses diferentes: a) Todos mentem; b) S6 uma
pessoa mente.

Solugdo: a) A Carla; b) O Bravo (o Dério é o mentiroso).
3. E f4cil fazer um quadrado com quatro fésforos.
Também néo é dificil fazer dois quadrados com sete
fosforos. E fazer dois quadrados com seis f6sforos? (Os
quadrados devem ter o mesmo tamanho, os fésforos,

que ndo dobram nem partem, também néo se cruzam.)

Solugdo de Tiago Robalo:

RECREIO * Comunicacdo Invisivel
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rocessos aparentemente tao distintos
Pcomo 0s que envolvem sapatos,

vinho, eletricidade, hotéis e ordens

de fabrico estao, afinal, relacionados:
todos eles podem ser tornados mais
eficientes através da utilizacdo de técnicas
matematicas! Estes assuntos foram o mote
para o centésimo décimo nono European
Study Group with Industry — ESGI 119,

que decorreu na Porto Design Factory,
entre os dias 27 de junho e 1 de julho

de 2016. Este evento, organizado pela
Escola Superior de Tecnologias e

Gestdo de Felgueiras (ESTGF) e pela

Escola Superior de Estudos Industriais

1. EUROPEAN STUDY GROUPS
WITH INDUSTRY: O QUE SAO

E COMO FUNCIONAM

Os European Study Groups with Industry
(ESGI) tiveram origem no Reino Unido,
em 1968, na Universidade de Oxford,
sob o nome de Oxford Study Groups
with Industry. Desde entdo, o conceito
foi adotado por vdrios paises, tendo-
-se revelado particularmente eficaz na
criacdo de ligagdes entre os matemd-
ticos e a inddstria um pouco por toda
a Europa [10, 11]. Desde 1987, a coor-
denacgdo dos ESGI tem sido feita pelo
European Consortium for Mathematics in
Industry (ECMI), um consércio de insti-
tui¢des académicas e de empresas que,
operando a escala europeia, pretende
promover o uso de matemdtica no tecido
empresarial e, simultaneamente, fomen-
tar a formagdo de jovens matemadticos

e de Gestao (ESEIG), do Politécnico

do Porto, reuniu académicos das mais
diversas dreas da matemdtica com
experiéncia na resolugao de problemas
industriais, para transferéncia de 1&D.
Sugerindo metodologias da sua drea

de especializagdo, os participantes
trabalharam em colaboragdo durante
uma semana, para dar resposta aos
desafios colocados pelas empresas.

Esta foi a décima edi¢do em Portugal de
uma série de eventos que tem juntado
anualmente empresas e matemadticos na
resolucdo de problemas reais com os quais

as empresas se deparam diariamente.

industriais [1]. Paises como Portugal, Bulgdria, Dinamar- Figura 1. Grupo de trabalho do desafio proposto pela Active

Space Technology no ESGI 92, que decorreu em Coimbra,
em 2013.

ca, Espanha, Holanda, Inglaterra e Irlanda, entre outros,
tém-se revelado particularmente ativos na promogdo

DEZ ANOS DE ENCONTROS ENTRE A MAT. E A INDUSTRIA EM PORTUGAL -
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Figura 2. Grupo de trabalho do desafio proposto pela Aveleda
S.A. no ESGI 119, que decorreu no Porto, em 2016.

regular destes eventos. A experiéncia europeia foi adotada
um pouco por todo o mundo, sendo possivel, hoje em dia,
encontrar eventos semelhantes organizados na Austrélia,
na China, nos EUA, no Canada e na Africa do Sul.

Os ESGI tém atraido empresas de todos os setores
econdémicos e de todos os tamanhos, incluindo nomes
como Philips, Unilever, IBM e Jaguar — Land Rover.
Os mais de 500 relatérios técnicos disponiveis [em 5]
atestam bem a diversidade e o niimero de problemas
abordados. Nesse repositério é possivel encontrar pro-
blemas tdo diversos como a otimizagdo do tracado de
parques de estacionamento, a redugdo de vibragdes nos
trens de aterragem de avides e a melhoria do processo de
detecdo de fraudes.

Os ESGI consistem num férum para empresas e
matemadticos trabalharem lado a lado em problemas
concretos de importancia para a indtstria e os ser-
vigos. Participam nestes eventos professores, inves-
tigadores e estudantes, com competéncias nas mais
diversas dreas da matemdtica, desde a investiga-
¢do operacional, a otimizacdo, a estatistica, a andli-
se numérica, as ciéncias da computacdo, entre outras.

Com ligeiras adaptagdes em cada pais, estes eventos
tém lugar em quatro ou cinco dias consecutivos, inician-
do-se com a apresentacgdo dos desafios propostos por um
representante de cada uma das empresas participantes e
terminando com uma breve apresentacdo dos resultados
obtidos até entdo por parte dos matematicos envolvidos.
Tipicamente, em cada ESGI sdo apresentados pelas em-
presas trés a seis desafios. No decorrer dos vdrios dias
da semana, desde a manha até ao fim do dia (e mesmo
ao jantar!), os matemadticos formam grupos em que de-
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batem ideias, experimentam diferentes modelagoes, efe-
tuam diversas simulagdes e, claro, usam um largo leque
de técnicas matematicas. O desafio intelectual que cada
um dos problemas proporciona, bem como o espirito de
equipa que se cria entre os participantes sdo, sem divida,
caracteristicas que tornam tinicos estes encontros.

Os ESGI sdo encontros de curta duracdo e, dada a
complexidade dos problemas propostos, é pouco prova-
vel que, numa semana, se consiga o desenvolvimento de
uma solucdo acabada e pronta a usar. Apesar de tal po-
der acontecer em casos pontuais, o principal objetivo e a
grande mais-valia destes grupos de estudo é a apresen-
tagdo de novas formas de inovacdo e desenvolvimento,
representadas pelos modelos matemdticos construidos a
medida do problema. Estes modelos, ao serem alimen-
tados com os dados fornecidos pelas empresas, condu-
zem as primeiras simulagdes, essenciais para avaliar a
abordagem proposta. O relatério que cada grupo de tra-
balho envia posteriormente as empresas tem informagéo
suficiente para permitir aos responsdveis decidirem se
continuam o trabalho internamente ou se é vantajoso es-
tabelecer uma colaborac¢do mais duradoura com um ou
varios matemdticos para a prossecucdo de um objetivo
especifico.

De realcar a importancia que os ESGI podem ter para
as pequenas e médias empresas. De facto, ndo tendo os
meios nem a necessidade de manter recursos humanos
para resolver problemas especificos que podem surgir no
decorrer das suas atividades empresariais, as pequenas
e médias empresas podem encarar os ESGI como uma
oportunidade tnica para aceder, com custos reduzidos,
aos conhecimentos técnicos especializados mais atuais da
comunidade cientifica.

2. OS ESGI EM PORTUGAL
Em Portugal, os ESGI tém-se realizado anualmente, um
pouco por todo o Pais, desde 2007 (figura 3a). Tém sido
vdrias as institui¢des e os investigadores envolvidos, tanto
na organizag¢do local como na participagdo dos ESGI em
Portugal. A organizacdo nacional tem estado a cargo de
uma comissdo coordenadora constituida por matemadticos
oriundos de diversos centros de investigagdo partilhada,
em cada ano, com uma comissdo organizadora local que
varia consoante a institui¢do de acolhimento do evento.
Em [7] e na Tabela 1, é disponibilizado um resumo de to-
dos os ESGI realizados em Portugal.

Desde 2007, participaram nas ediges portuguesas dos
ESGIs empresas dos mais diversos tamanhos, regides (fi-



gura 3b) e setores. Areas tdo diversas como transportes,
hotelaria e turismo, retalho e distribuicdo, calcado, téxtil,
tecnologias da informagdo e informatica, distribuicdo de
dgua, servicos financeiros, energia, farmacéutica, consulto-
ria informadtica, materiais de constru¢do, moldes, papel e
cortica, aerondutica ou satide (ver tabela 1) refletem bem a
transversalidade da matematica.

Também na resolucdo dos desafios colocados pelas
empresas é usada uma grande diversidade de técnicas e
metodologias matemadticas. Além dos conhecimentos ine-
rentes a dreas especificas como otimiza¢do combinatoria,
equagdes diferenciais, estatistica e simulagdo estocdstica,
uma das principais mais-valias para industriais e académi-
cos presentes nestas edigdes prende-se com a utilizagdo das
técnicas de modelagdo matemadtica como meio de formali-
zagdo do problema proposto.

Na primeira edigdo portuguesa dos ESGCI (a sexagési-
ma na série europeia) foram apresentados dois problemas
e participaram cerca de 30 investigadores, enquanto nas
edicdes subsequentes este ndmero variou entre quatro e
seis problemas e estiveram presentes entre 40 e 60 parti-
cipantes. Além dos participantes portugueses, oriundos
das mais diversas institui¢des (figura 3¢), estes eventos tém
acolhido matematicos de diferentes paises, incluindo alu-
nos de mestrado e doutoramento.

O ESGI 60, realizado no Instituto Superior de Enge-
nharia de Lisboa, foi o primeiro ESGI portugués. Neste

(a) Local

(b) Empresas

foram propostos dois problemas, pela BRISA e pela Fun
Zone Villages. No ano seguinte, em 2008, a Universidade
do Porto organizou o ESGI 65, no qual as empresas Grohe,
Biosafe e Forever propuseram um total de quatro desafios.
Em 2009, a AdP - Aguas de Portugal, a Critical Software,
a SIBS, a REN e a Sonae Distribui¢do propuseram cinco
desafios para o ESGI 69, na Universidade de Coimbra.
A Universidade de Aveiro organizou o ESGI 74, no ano se-
guinte, tendo sido propostos seis desafios pelas empresas
BA Vidro, Bluepharma, Extruverde, Food Bank of Lisbon,
Globalvia e Sonae Distribuicdo. O ESGI 81 teve lugar no
Instituto Superior de Economia e Gestdo, da Universidade
Técnica de Lisboa, em 2011, e contou com quatro desafios
colocados pelas empresas Iberomoldes, Critical Software
e TAP Maintenance and Engineering. Em 2012, o ESGI 86
teve lugar no Instituto Superior de Engenharia do Por-
to. Neste evento participaram as empresas Neoturf, TAP
Maintenance and Engineering, Sonae Inddstria — Produ-
¢do e Comercializa¢do de Derivados de Madeira, S.A., Eu-
roresinas — Industrias Quimicas, S.A. e INESC. O Instituto
Superior de Engenharia de Coimbra organizou no ano se-

vFigura 3. Os ESGI tém-se realizado um pouco por todo o
Pais com especial incidéncia no litoral. Além dos participantes
portugueses, oriundos de todo o Pais, hd também a registar
investigadores de outros paises como Reino Unido, Poldnia,
Maldsia e Cabo Verde.

(c) Participantes
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Tabela 1. Dez anos de ESGI em Portugal. (Mais informagdes em http://www.spm.pt/pt-maths-in/esgi-portugal).

2007 - ESGI 60

Time travel for a single origin-destination

2012 - ESGI 86

Service scheduling in garden maintenance

Inverse kinematics for Stewart platform
2008 — ESGI 65

Warehouse storing and collecting of parts

Optimal scheduling of the engine repair process

Modelling fiber flow in fiberboard manufacturing

Electrostatic separation of rubber and textiles

(Euroresinas)

Modelling drying process in paper manufacturing

Cooling of a rotor

Optimization of task assignment in a factory
2009 - ESGI 69

Estimating the price elasticity of water

Modelling power networks

2013 - ESGI 92

Modelling percolation and fractal structure in
aerogels

Model to Estimate and Monitor the progress of
System Testing Phase

Fraud detection in plastic card operations

Customer’s expected energy consumption

Optimizing a complex hydroelectric cascade in
electricity market

Reliability of a customer relationship manegement

Management of stock surplus
2010 - ESGI 74

Lotsizing and Scheduling in BA Vidro

Picking optimization

2014 - ESGI 101

AMT (airline maintenance technicians) timetabling
optimization

|dentification of energy supply units

Optimizing crew operations in railways and subways

BLUEPHARMA

How far can we go in aluminum extrusion

Food distribution by a food bank among local social
solidarity institutions

Packing and shipping cardboard tubes effciently
2015 — ESGI 109

Modelling and optimization of production scheduling

Evaluation of taxi services provision on airport termi-
nals curbside for picking up passengers

Physical model of MDF boards

Setting the Reserve Fleet

Checkout area design

2011 - ESGI 81

Multiplier effect of the Engineering & Tooling sector
in Portugal

Surgical cases packages

Prediction model to textile parameters

Innovation effect on the Engineering & Tooling sector

Balanced Scorecard, objectives and its relationships

Stock and production planning
2016 — ESGI 119

Time Reduction of the Packaging Process

Aircraft Components Maintenance Shop Production
Planning: Random events prioritization

Revenue Management Pricing in Douro
Hotels

Pattern simulation

Improving the grape reception process - Harvest

Optimization of Production Planning
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guinte o ESGI 92, tendo sido abordados os problemas pro-
postos pelas empresas Active Space Technologies, Critical
Software, Tula e Sonae MC. O ESGI 101 teve lugar na Uni-
versidade Nova de Lisboa, em 2014. Neste evento parti-
ciparam as empresas TAP Maintenance and Engineering,
EDP, SISCOG e Spiralpack, tendo cada uma apresentado
um desafio. Em 2015, a Universidade do Minho organizou
0 ESGI 109, que contou com os seis desafios colocados pe-
las empresas Estamparia Téxtil Adalberto Pinto da Silva
S.A., Transportes Urbanos de Braga, Continental e duas
empresas que preferiram manter o anonimato, sendo uma
da drea do mobilidrio e outra da drea do calgado.

O décimo ESGI realizado em Portugal, ESGI 119, foi
fruto de uma organizagdo conjunta da ESTGF e da ESEIG,
do Politécnico do Porto. Realizado de 27 de junho a 1 de
julho de 2016, este evento contou com a presenga de cinco
empresas que apresentaram outros tantos problemas, cuja
descrigdo sucinta se apresenta nas linhas seguintes.

Figura 4. Reunides de atualizagdo de trabalho durante os ESGI
101 e 109.

A Savana Shoes, empresa do setor do calgado, com
mais de 27 anos de existéncia e especializada em calga-
do infantil, propds o estudo do seu processo de embala-
gem, a fim de reduzir a variedade de tamanhos de caixa
e o desperdicio de espago vazio no interior das caixas e
para eliminar a necessidade de realizar o procedimento
experimental até agora sempre utilizado, reduzindo as-
sim o tempo da embalagem e o aumento da eficiéncia do
processo. O grupo de unidades hoteleiras de luxo Dou-
ro Palace Hotel Resort & Spa e Douro Royal Valley Ho-
tel & Spa pretendeu estudar a melhor politica de pregos,
encontrando um algoritmo que pudesse gerir o prego ide-
al com respeito a algumas caracteristicas que a empresa
considera importantes. O terceiro problema foi apresenta-
do pela Aveleda S.A., empresa lider mundial na producao
de vinho verde, exportando anualmente mais de metade
da sua producdo para mais de 70 paises em todo o mun-
do. Esta empresa mostrou a sua preocupacdo com o facto
de a capacidade de processamento das remessas de uva
estar longe da sua capacidade méxima, devido a irregula-
ridade do fluxo de uva ao longo do dia, sendo importante
melhorar o processo existente. A empresa Primavera BSS
solicitou um algoritmo eficaz para agendamento de tare-
fas de produgdo que pudesse adicionar novos recursos ao
seu software de gestdo, com um bom desempenho, e que
pudesse ser suficientemente genérico e adaptdvel para ser
usado por diferentes industrias (metal, méveis, madeira,
téxtil e industria de alimentos). Participou ainda no ESGI
119 a EDP (Energias de Portugal), empresa que estd entre
os grandes operadores europeus do setor da energia, sen-
do um dos maiores operadores energéticos da Peninsula
Ibérica e o maior grupo industrial portugués. O proble-
ma apresentado pela EDP consistia em simular precos de
eletricidade, ndo s6 para fins de cédlculo de medidas de
risco, mas também para andlise de cendrios em termos de
pregos e estratégia.

Em 2017, caberd a Universidade de Aveiro organizar o
préximo European Study Group with Industry em Portugal.

De referir que os ESGI em Portugal tém sido financia-
dos, além das empresas participantes, pelos centros de
investigagdo mais diretamente envolvidos na organizagéo.
Este ano, o ESGI 119 contou com o financiamento da A¢ao
COST TD1409, Mathematics for Industry Network (MI-NET)
[6]. O programa COST - European Cooperation in Science
and Technology — é um dos mais antigos instrumentos a
nivel europeu para a cooperagdo entre investigadores, en-
genheiros e académicos de toda a Europa.
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3. ALGUNS CASOS DE SUCESSO

Sdo vdrios os casos de sucesso de participagdes de em-
presas que podem ser reportados. Este sucesso pode ser
medido pelas participacdes consecutivas de empresas nas
diversas edi¢Ges, como é o caso da TAP, da Sonae ou da
EDP, bem como pelos testemunhos recolhidos no final das
edicdes ou ainda pelo desenvolvimento de software especi-
fico, conforme explicitado nos pardgrafos seguintes.

Um dos problemas abordados no ESGI 86, no Porto,
foi colocado pela Sonae Indtstria — Produgdo e Comercia-
lizagdo de Derivados de Madeira, S. A., e consistia em mo-
delar o fluxo de fibra de madeira e resina no processo de
produgédo de aglomerados de madeira MDEFE. No final do
evento, Telmo Rodrigues, da Sonae Inddstria, disse: “Esta
participacgdo foi muito importante, pois permitiu-nos per-
ceber alguns fendmenos que ocorrem nos NOssos proces-
s0s que ndo estavam perfeitamente caracterizados”[9].

Foi ainda trabalhado neste ESGI 86 um problema de
agendamento de manuten¢do de jardins e roteamento
de veiculos da empresa Neoturf. O CEO desta empresa,
Paulo Palha, afirmou: “Este workshop excedeu certamente
as nossas melhores expectativas, porque o problema que
colocdmos jd tinha sido identificado hd mais de dez anos,
mas continuava sem solucéo. Ja tinhamos consultado va-
rias empresas de software e experimentado algumas das
suas propostas de solugdo, mas nenhuma chegou perto
dos resultados conseguidos no grupo de estudo do ESGIL.”
Acrescentou ainda: “Penso que seria muito importante
disseminar extensivamente este evento, pois muitas das
PME né&o tém conhecimento do enorme arsenal de técni-
cas e recursos que os matemédticos possuem para resolver
os problemas das empresas”[9].

O trabalho desenvolvido durante o ESGI 101 em Lis-
boa pelo grupo que abordou o problema proposto pela
empresa Spiralpack — Manipulados de Papel, S.A., um
dos principais produtores ibéricos de tubos de cartao,
deu posteriormente origem ao desenvolvimento de um
software a medida para resolver o seu problema de empa-
cotamento e transporte de tubos (figura 5).

A empresa de calcado Savana ficou também muito
satisfeita com a solucdo conseguida pelo grupo de traba-
lho do ESGI 119 (figura 6). O representante desta empresa,
Jorge Fernandes, afirmou: “Achamos que o grupo que es-
teve envolvido nestes processos apresentou solugdes que
realmente podem fazer a diferenca num futuro préximo.
Estamos certos de que o ESGI é um impulsor de resolugido
de problemas, usando a matematica aplicada a inddstria.
Esperamos que este tipo de eventos mostre, ndo s6 as em-
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Figura 5. Investigadores no ESGI 101 a discutir solu¢des para o
desafio proposto pela Spiralpack.

Figura 6. Representantes da empresa Savana reunidos com os
investigadores durante o ESGI 119.

presas mas ao publico em geral, que a ciéncia do racioci-
nio l6gico e abstrato ndo é uma ciéncia que fica reservada
as escolas, mas uma ciéncia que é muito ttil na vida das

pessoas e das empresas.”

4. OPTIMIZAGCAO DA RECOLHA DE PRODUTOS
NO SUPERMERCADO

Um problema proposto no ESGI92 consistiu em tornar
mais eficiente o processo de recolha de produtos nas pra-
teleiras dos supermercados da SonaeMC para responder
as encomendas de clientes online. Este processo, designa-
do por picking, pode ser responsével por 50 a 80% dos cus-
tos de operacdo em armazém [14], pelo que é crucial para
uma empresa que esteja otimizado, em termos de rapidez



e de custos. O processo de picking pode ser otimizado em
quatro dreas principais: a localizagdo dos artigos nas pra-
teleiras, o zoneamento (zonas de trabalho a que os pickers
estdo confinados), a consolidagdo de encomendas, e o ro-
teamento (defini¢do dos percursos de recolha dos produ-
tos) [12]. A abordagem escolhida pelo grupo de trabalho
no ESGI92 foi a optimizagdo dos percursos de recolha dos
produtos, de forma a diminuir as distancias percorridas
pelo funciondrio.

O problema consiste num problema de roteamento
de veiculos com capacidades (CVRP) [13], com restri¢des
adicionais que dizem respeito a organizagéo dos produtos
no carrinho de recolha. Os produtos de diferentes clientes
devem ser colocados no carrinho em caixas distintas, que
estdo sujeitas a um limite de peso e capacidade.

Para tal, foi desenvolvido um modelo de programacao
linear inteira e uma heuristica [8].

Dado um conjunto de encomendas de diferentes clien-
tes, o modelo de programacao inteira tem como fungdo
objetivo minimizar a distancia percorrida para recolher
todos os produtos, satisfazendo as restricdes de peso e
capacidade do carrinho e impondo que cada caixa contém
itens de um tnico cliente.

Seja I o conjunto de itens encomendados pelo cliente
c € Cel=U.cl: oconjunto de itens a recolher.

Um item i é subentendido como a quantidade de um
produto especifico encomendado por um cliente ¢;, i.e., no
modelo, se 0 mesmo produto for encomendado por dife-
rentes clientes é representado por diferentes itens.

O digrafo G = (V1, A,p) associado (figura 7) con-

Figura 7. Um exemplo do digrafo G que representa
parte da loja, com o armazém d, e os corredores
VIN, V1S, VN, V2,5, V3N € V3 5. Osrétulos dos arcos sdo as
distancias entre os centros dos corredores (ou armazém).
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tém um vértice d que representa o armazém e vértices
v; € V que representam o centro de cada corredor no
supermercado.

Note-se que, enquanto V consiste em todos os corredo-
res do supermercado (e 0 armazém), V; contém apenas os
corredores onde estdo os itens a ser recolhidos e 0 armazém.

Para definir o conjunto de arcos A, considerou-
-se uma ordenagdo total do conjunto de corredo-
res, sem o armazém, Vi\{d} tal que u <v se e sé
se Uy < Uy V(Uy = vx Ay > vy), (tx,uy) e
(vx,vy) sdo as coordenadas do centro dos corredo-

onde

res u,v € Vi\{d}. Assim, os arcos A do grafo sdo
A={(u,0)e (V\\{d})?|u<o}U{(u,0)eV} | u=dVvo=d}.
O peso de cada arco (u,v) € A foi definido através de
uma fungdo p: A — R que calcula a distdncia minima
que o funciondrio precisa de percorrer ao longo dos
corredores do supermercado para ir desde o vértice u,
localizado no centro desse corredor, até ao vértice v, no
centro de outro corredor (ndo é, portanto, a distancia
euclidiana usual).

As varidveis de decisdo do modelo sdo varidveis
bindrias x}, =1 se o arco (u,v) € A é selecionado na
rotar, comr=1,...,R ey’ =1seoitemi € I é reco-
lhido na rota r e colocado na caixa b, com r =1,...,R, e
b=1,...,B, sendo R o mdximo nlimero de rotas permiti-
do e B o nuiimero de caixas por carrinho.

A fungdo objetivo (1) pretende minimizar a distancia
total percorrida:

Min Y Y puwXis. (1)

1<r<R (u,v)€eA
Para garantir que hd no maximo um arco a sair de cada
corredor v, e no mdximo um arco a entrar, em cada rota
7, para todos os vértices de Vi\{d}, usam-se as restrigdes

(2)e (3).

Y X, <1vr=1,...,R, Vo e V\{d}, ©)
(vu)eA

Y o, <1Vr=1,...,R, Yo € V,\{d}. 3)
(u,v)eA

As equagles (4) garantem que, para cada rota, o ndmero
de arcos de entrada em cada corredor é igual ao ntimero
de arcos de saida.
Yo xy= Y x,vr=1,... ,RVoeV\{d}. 4
(vu)eA (uv)eA
As restrigdes (5) e (6) garantem que cada corredor € visita-
do pelo menos uma vez no total das rotas.

Y. x> 1Woe Vi\{d}, ®)
r=1,..,R (v,u)€A
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X > 1Yo € Vi\{d}. (6)
r=1,..R (u,v)€A

Hé restri¢des (7) e (8) semelhantes para que cada rota
passe pelo armazém d apenas uma vez:.

Y o, =1vr=1,... R )
(du)eA

Y xy=1vr=1,...,R. 8)
(u,d)eA

As restrigdes seguintes dizem respeito a que durante a
recolha os itens sejam logo colocados separadamente em
caixas de acordo com os clientes.

Y yt=1viel, ©)
r=1,...,R b=1,...,.B

Y Xy, Vr=1,..,RViel (10)
(u,0;)€A

Em (9) forga-se que cada item seja colocado em uma e
uma s6 caixa, durante uma e uma sé rota. Se um item é
recolhido numa dada rota, o seu corredor tem de ter sido
visitado nessa rota (10). As desigualdades (11), definidas
Vie LVje N\, Vr=1,...,R,Vb=1,...,B, garantem que,
numa dada rota, cada caixa ndo pode conter itens de clien-
tes diferentes.

v+t <1 (11)

Por fim, adicionam-se restri¢des para que o peso (12) e
volume (13) totais dos itens recolhidos numa rota néao
exceda a capacidade do veiculo e das caixas.

Ywy? <Wvr=1,...,R, ¥b=1,...,B, (12)
i€l
Y syt <Svr=1,...,R Vb=1,...,B.  (13)
i€l
Este modelo foi implementado em AMPL e testado num
conjunto de dados reais respeitantes a encomendas de
uma dada semana para um dos maiores supermercados
da cadeia SonaeMC. Como a complexidade deste tipo de
modelos é ndo polinomial, usou-se uma heuristica para
reduzir a dimensdo do problema. A heuristica agrupa
os clientes consoante a semelhanca entre os produtos
encomendados, de forma a que o modelo de programa-
¢do inteira seja capaz de resolver o problema em tempo
razoavel.

Os resultados obtidos com este modelo foram compa-
rados com uma simulagdo do procedimento corrente na
empresa e concluiu-se que permitia melhorar a taxa de
picking em 24% e reduzir a distancia percorrida em 39%,



um resultado claramente acima das metas indicadas pela
empresa no Study-Group.

5. UMA NOVA INTERFACE NACIONAL ENTRE
MATEMATICA E INDUSTRIA

A partir de 2016, os ESGI em Portugal passaram a ser
organizados pela recém-criada Rede Portuguesa para
a Industria e Inovagdo (PT-MATHS-IN) [7], que é o nu-
cleo portugués da European Service Network of Mathematics
for Industry and Innovation (EU-MATHS-IN) [2], e que foi
formalmente instituida como membro pleno desta rede
internacional em dezembro de 2015.

Constituida como uma sec¢do da Sociedade Portu-
guesa de Matematica e tendo como membros fundadores
13 dos principais centros de investigacdo em matema-
tica do Pais, a PT-MATHS-IN foi fruto de um crescente
dinamismo de um grupo de investigadores na 4rea da
Matematica Industrial, que sob a égide da EU-MATHS-
-IN tem vindo a desenvolver, nos tltimos anos, diversas
iniciativas em colaboragdo com empresas portuguesas no
setor industrial e de servigos.

Esta organizagdo pretende, a médio prazo, consolidar-
-se como um ponto de referéncia da Matemadtica Indus-
trial em Portugal, assumindo uma funcdo de suporte ao
desenvolvimento de sinergias entre a academia e a indus-
tria, prestando assim um servigo de relevo néo sé a estas
duas comunidades, como também indiretamente a toda a
Sociedade.

A exemplo das suas congéneres europeias, a
PT-MATHS-IN pretende ser um interlocutor entre a ma-
temadtica desenvolvida nas universidades, nos institutos,
nos centros de investigagdo e a industria com os seus cons-
tantes desafios e potenciadora de campos inovadores de
investigacdo. O seu modelo de ac¢do assenta na criagdo de
sinergias Matemdtica-Inddstria, sob a forma de parcerias,
desenvolvimento de aplica¢bes cientificas, candidaturas
a projetos, dinamizagdo de grupos de investigagdo multi-
disciplinares, formacao e divulgagdo, entre outros.

A PT-MATHS-IN pretende também difundir o mun-
do da matematica industrial pelos jovens matemaéticos
portugueses. Exemplo disso é a realizagdo das semanas ibé-
ricas de modelagdo (Iberian Modelling Weeks) em conjunto
com a Rede Espafiola Matemadtica-Industria (math-in) [4].
Enquanto os ESGI, dada a complexidade dos problemas e
ritmos de trabalho, sdo dirigidos a investigadores sénio-
res, as modelling weeks assentam em desafios também reais,
mas mais indicados para o principal ptblico alvo, ou seja,
os estudantes de 2.° e 3.° ciclo do ensino superior. Estes

eventos pretendem dotar aqueles jovens matemaéticos
de competéncias adicionais a nivel da modelagdo mate-
madtica, com aplicagdes diretas em problemas industriais,
promovendo simultaneamente a sua integracdo junto da
comunidade ibérica de Matematica Industrial com vanta-
gens por demais evidentes. A primeira edigdo da Iberian
Modelling Week decorreu em Coimbra, em 2014, seguin-
do-se a segunda em Santiago de Compostela, em 2015.
A edi¢do de 2016, que decorreu em abril no Porto, suce-
derd a edigdo de 2017 que decorrerd em Espanha, com
organizacao local a cargo de um dos membros da math-in.
O histérico das vérias edigdes pode ser visto em [3].
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MATERIA ATRAI MATERIA... E A ANTIMATERIA?

NA LINHA DE FRENTE
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A Lei da Gravidade de Newton afirma que duas particulas se atraem,
sobre a linha que as une,com uma for¢a proporcional ao produto das mas-
sas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia. Mas o que é
que aconteceria se tivéssemos particulas de massa negativa! Sera possivel
que tenhamos por ai particulas que se repelem? Sera a antimatéria uma
candidata a sentir a forga antigravitacionall Uma nova pesquisa langa luz

nestes antigos mistérios.

M atéria atrai matéria. E por isso que a Terra gira em
torno do Sol. Na verdade, é por isso que a prépria
Terra existe: sem esta propriedade universal, o uni-
verso ndo passaria de um conjunto de grdos de poeira
distribuido de forma aproximadamente uniforme. Foi
Newton quem primeiro colocou a atracdo entre dois
objetos em bases matematicas sélidas: duas particulas
atraem-se com uma forca proporcional ao produto das
suas massas e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia entre elas. Veja a figura 1. E interessante
notar que a constante de proporcionalidade, chamada
constante de Gravitagdo Universal, G, é independente
dos objetos envolvidos. Ou seja, a for¢a com que duas
bolas de 1 kg de ouro se atraem é a mesma de duas esfe-
ras de igual massa, mas feitas de madeira, ou mesmo se
fosse uma de madeira e outra de ouro.

Isto, no entanto, é parte da histéria. Por um lado, a for-
¢a gravitacional é proporcional a massa; por outro lado,
o seu efeito, a alteracdo do estado de movimento a que
chamamos aceleragio, é inversamente proporcional & mas-
sa. Esta é a segunda lei de Newton ("forga é igual a massa
vezes acelera¢do"). Estes dois fenémenos cancelam-se, e a
massa de um objeto é afinal irrelevante para entender o
seu movimento sob efeito tinico da gravidade.

E isto o que havia percebido Galileu alguns anos
antes, ao notar que objetos de diferentes massas cafam

Figura 1. A Lei da Gravitagdo de Newton: duas particulas de
massas my e m, positivas atraem-se de acordo com a expressao
da figura. Fonte: Wikimedia commons.

livremente a partir do repouso sempre com a mesma
velocidade. Ndo sé objetos feitos do mesmo material
mas com massas distintas empatavam a corrida graviti-
ca, como também objetos de materiais distintos corriam
emparelhados. Este fenémeno intrigou cientistas ao lon-
go dos séculos, sendo Newton provavelmente o primei-
ro a perceber que a massa ndo mede apenas o quanto
um objeto resiste a ter seu estado de movimento altera-
do (a chamada inércia) mas também mede a capacidade
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de um corpo atrair tudo o que estd em seu redor.

Para entender melhor esta questdo, vamos supor
que a massa que entra na formula¢do da segunda lei de
Newton, m, ndo é a mesma que aparece da Lei da Gra-
vitagdo Universal, a que chamaremos de massa graviti-
ca mg. Assim, para calcular a aceleracdo a de um objeto
com massas inercial e gravitica m e Mg, respetivamente,
em queda livre, a distdncia r de uma particula fixa de
massa gravitacional mg, temos de resolver

Mom
G% =ma,
’
e portanto

My m

g8

a=G—>—2

2 m

Desta forma podemos testar experimentalmente se as
massas inerciais e gravitacionais sdo idénticas medin-
do as suas acelera¢des em queda livre. Supondo todos
0s objetos no mesmo sitio (ou seja, 0 mesmo valor de 7),
aidentidade mg = mleva a aceleragdes que ndo dependem
do objeto. Isto sabemos ser verdade (pelo menos aproxi-
madamente) desde, pelo menos, Galileu. Muitos outros
experimentos foram feitos com resultados semelhantes.

No entanto, ndo é dificil ver que esta ideia ndo esta
devidamente entranhada na mente das pessoas, mesmo
de cientistas profissionais. Pense num hipotético objeto
de massa negativa e largue-o no ar. Ele sobe ou desce?
A maioria das pessoas, pela minha experiéncia, diz que
"sobe". Falso: se, neste caso, a forga da gravidade aponta
para cima, também a aceleracdo deve ser na dire¢do opos-
ta daforga, resultando num movimento tal e qual o da ma-
téria "normal”. De alguma forma, ao dizer que o corpo de
massa negativa deve subir sob acdo da gravidade, a nossa
intuicdo diz-nos que apenas um dos termos da equacdo
acima mudou de sinal. Por outras palavras, terfamos mas-
sa gravitacional negativa com massa inercial positiva (ou
o contrdrio), o que mostra o qudo pouco intuitiva é a ideia
de que estas sdo duas faces da mesma moeda.

Fica ainda a questdo fundamental sobre o que acon-
teceria com um objeto de massa zero, como a luz. Por
um lado, ao ndo ter massa, ndo deve interagir gravitacio-
nalmente; por outro, seria uma estranha excegéo, ja que
mesmo objetos de massa muito ténue (positiva ou nega-
tiva!) sdo atraidos da mesma forma. De facto, a primeira
vez que se vislumbrou o conceito de buraco negro, um
objeto tdo massivo que nem a luz lhe escapa, foi em 1783,
por obra de John Mitchel. A ideia néo foi genericamente
aceite, pois, como sabem os mais jovens estudantes, ndo
podemos cortar zeros de ambos os lados da equacéo.

A situacdo muda, e muito, com o advento da ja cen-
tendria Teoria Geral da Relatividade, de Albert Einstein.
Esta mostra que a identidade entre os dois tipos de mas-
sas ndo é uma simples coincidéncia do nosso universo,
mas uma propriedade central de tudo aquilo que co-
nhecemos. Para Einstein, ndo héd observadores privile-
giados, ndo hd referenciais melhores do que outros. De-
vemos todos descrever as mesmas leis da fisica. Assim,
um astronauta que flutua no espaco sideral e outro em
queda livre sob a¢do da gravidade devem ter descri¢bes
consistentes das suas realidades. Se as massas inerciais e
gravitacionais fossem distintas, enquanto o primeiro ex-
perimentador veria todos os objetos a acompanha-lo no
seu movimento em linha reta com velocidade constan-
te cosmos afora, o segundo veria movimentos relativos,
com alguns objetos caindo mais rapidamente e outros
mais lentamente. Desta forma, estes dois referenciais
nao seriam equivalentes, e as leis da fisica dependeriam
do referencial. A equivaléncia entre todos os referenciais
é conhecida como principio de equivaléncia.

Em fisica, o drbitro tltimo é a experiéncia. Portanto,
devemos sempre continuar a verificar as previsdes ex-
perimentais no laboratério. A Teoria Geral da Relativi-
dade é extremamente bem estabelecida no seu dominio
proprio, dos objetos com muita massa. Mas tem pouco
a dizer quando estamos no dominio da fisica de altas
energias (particulas) em que a Mecanica Quantica dd as
cartas. Desta forma, a investigagdo em [1] analisou a ra-
za0 entre as massas inerciais e gravitacionais tanto para
a matéria quanto para a anti matéria. Apesar de sermos
capazes de isolar muitas particulas elementares, o cam-
po gravitacional por estas gerado é tdo fraco que nunca
fora possivel mostrar se a antimatéria é atraida ou repe-
lida pela matéria. Até entdo, tudo o que sabfamos era que
—65 < mg/m < 110, ndo permitindo eliminar o estranho
efeito conhecido como "antigravidade".

Com as novas técnicas introduzidas pelo jovem fisi-
co russo Tigran Kalaydzhyan, nascido em 1987 na Unido
Soviética, foi possivel melhorar tanto as estimativas para
o elétrdo como para o positrdo para 0.96 < mg/m < 1.04
usando dados do Large Electron—Positron Collider (LEP),
um famoso acelerador de particulas do Centro Euro-
peu de Investigagdo Nuclear. Veja a figura 2. Consi-
derando as corre¢bes devido ao campo gravitacional
gerado pelo super aglomerado local de galdxias, uma
imensa estrutura de aproximadamente 500 milhdes
de anos luz de didmetro, a estimativa obtida foi de
1-4x1077 < mg/m < 1+2x 1077, tanto para o elétrdo
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Figura 2. Grande colisor de eletrdes e positrdes,
na fronteira franco-suica. Numa direcdo, atiram-
-se eletrdes a velocidades altissimas; na direcdo
contrdria, voam suas antiparticulas, os positrdes.
Do resultado das suas colisGes, estudam-se as
suas propriedades — e também as propriedades
de outros constituintes da matéria. Fonte: http://
scienceblogs.com/startswithabang/files/2011/05/lep-
-birdsview.gif

como para sua antiparticula, o positrdo. Desta forma, a
identidade verificada por Galileu, que intrigou Newton
e inspirou Einstein, foi demonstrada em dominios que
estes nem suspeitavam existir (figura 3).
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Figura 3. Galileu Galilei (1564-1642), Isaac Newton (1643-1727)
e Albert Einstein (1879-1955): trés das mentes mais brilhantes
da humanidade que se sentiram intrigadas e atraidas pela estra-
nha identidade entre a massa inercial e a gravitacional. Retratos
em dominio publico.
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O PROBLEMA DE MONTY HALL

Um concurso televisivo iniciado nos anos 60 inspirou um problema que

OscAR FELGUEIRAS
Universidade
do Porto

olfelgue@fc.up.pt

ficou conhecido pelo nome do seu apresentador, Monty Hall. Mais do que
a profundidade da questao matematica em si, este problema é revelador da
dificuldade que o ser humano tem em ajuizar de forma correta uma situa-

¢io envolvendo probabilidades.

oi nos anos 90 que o problema de Monty Hall
F ganhou notoriedade ao aparecer na Parade, a revista
de maior circulag¢do nos EUA, com mais de 35 milhdes
de exemplares semanais. Numa coluna de perguntas e
respostas, Marilyn vos Savant, famosa por ter surgido
no Guinness Book, em 1985, como detentora do titulo
de pessoa com o maior QI obtido num teste de inteligén-
cia, escrevia sobre vdrios assuntos. Um titulo algo con-
troverso e que perdurou até 1989, altura em que deixou
de ser atribuido, devido a sua elevada subjetividade.
No entanto, Marilyn vos Savant soube aproveitar a pu-
blicidade gerada e gracas a isso foi convidada pela Para-
de. Em 1990, houve um leitor que lhe propds o seguinte
problema:

Suponha que num concurso televisivo é dada ao
concorrente a escolha de uma de trés portas. Atrds
de uma porta estd um carro, atrds das outras, cabras.
O concorrente escolhe uma porta, digamos a nimero
1, e o apresentador, que sabe o que estd por detrds das
portas, abre uma outra porta, digamos a ntimero 3, que
tem uma cabra. Ele pergunta ao concorrente se prefere
escolher a porta ndmero 2. Serd que o concorrente tem
alguma vantagem em alterar a sua escolha de portas?

Marilyn vos Savant respondeu a esta questado de for-
ma bastante concisa dizendo que, de facto, valia a pena
alterar a escolha de portas. A porta 1 tem uma probabili-
dade de 1/3 de ter o carro ao passo que a porta 2 tem uma
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probabilidade de 2/3. Como forma de visualizar melhor
a situagdo, acrescentou que se existisse um milhdo de
portas, o concorrente escolhesse a porta 1 e o apresen-
tador abrisse todas as outras portas menos a porta nu-
mero 777777, entdo provavelmente a escolha seria facil.
De facto, a probabilidade de a porta 1 ser a correta se-
ria de 1/1000000 a0 passo que a da porta 777777 seria de
999999/1000000.

No entanto, apés a publicagdo da sua resposta ao
problema, Marilyn vos Savant recebeu milhares de car-
tas de leitores, a grande maioria dos quais (cerca de 90%)
a discordarem do seu raciocinio. Muitas destas cartas
eram provenientes de doutorados de vdrias dreas, no-
meadamente matemadticos. A reagdo mais comum dos
leitores que lhe escreveram era acharem que a probabi-
lidade de ganhar o carro era de 1/2 em ambas as portas.
Certamente que se alguém entrasse no concurso apenas
no momento de decidir a troca de portas sem conhecer
o processo que levou a eliminacdo de uma das portas,
entdo haveria igual probabilidade de ambas as portas
esconderem o carro. Contudo, a informacdo adicional
sobre a forma como foi eliminada a porta pelo apresen-
tador é essencial, dado que ndo é feita aleatoriamente.
Uma forma simples de analisar a questdo é verificar o
que acontece quando o concorrente escolhe a porta 1,
nos trés casos possiveis para a localizacdo do carro, de
acordo com a seguinte tabela:
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porta porta

Carro Cabra Cabra Cabra Carro
Cabra Carro Cabra Carro Cabra
Cabra Cabra Carro Carro Cabra

Daqui decorre que o concorrente, ao mudar de porta,
s6 perdera caso a porta escolhida inicialmente seja aquela
onde estd o carro, isto é, apenas numa das trés possibi-
lidades. A pédgina de Marilyn vos Savant' contém mais
detalhes sobre a polémica, nomeadamente alguns exem-
plos de cartas por ela recebidas. Existem varias pdginas
na Internet onde se encontram simulagdes do problema
em questdo, tais como nas abaixo indicadas®3.

Nao deixa de ser curioso que o problema de Monty
Hall tenha sido originalmente colocado por Steve Selvin
em 1975¢, acompanhado por uma solugéo correta. J4 na
altura ele recebeu vdrias reagdes negativas a sua solugéo,
pelo que voltou a abordar o assunto no ndmero seguintes,
apresentando uma resolugdo envolvendo probabilidades
condicionadas. Eventualmente devido ao caracter cienti-
fico da revista onde foi publicado, este problema nao ob-
teve logo uma atengdo comparavel a dada a Marilyn vos
Savant. Ainda assim, o préprio Monty Hall escreveu a
Steve Selvin, em resposta a uma carta deste, esclarecendo
que as regras do seu concurso ndo eram bem as do proble-
ma. Além disso, concordava que se o concorrente pudesse
mudar, entdo a probabilidade de a porta escolhida conter
o prémio seria a mesma que no inicio. A carta de Monty
Hall pode ser encontrada na pagina oficial do concurso
por ele apresentado, Let’s Make A Dealé, o qual continua
hoje em dia a ser exibido, apesar de iniciado em 1963 e
com algumas interrupg¢des ao longo do tempo.

Buscando a origem do que é essencial no problema de
Monty Hall, é justo referir que, em 1959, Martin Gardner’
publicou um problema que lhe é equivalente, tendo tam-
bém recebido uma enchente de cartas de leitores a favor e
contra a sua resposta. O problema era o seguinte:

Trés condenados, A, B e C, estdo presos em celas
separadas e um deles, escolhido de forma aleatéria, vai
ser amnistiado. O guarda da cadeia sabe qual o prisio-
neiro que vai ser amnistiado mas nédo pode revela-lo. O
prisioneiro A, sabendo disto, pede ao guarda que lhe diga
qual serd um dos outros a ndo ser amnistiado. No caso de
os outros dois serem condenados, o guarda deve atirar
uma moeda ao ar de modo a escolher o nome de um deles.
Para manter o procedimento em sigilo, o guarda sé dira

o nome do prisioneiro ndo amnistiado no dia seguinte.
O guarda vai para casa, pensa no assunto e, como lhe
parece que ndo estard a alterar as hipéteses de absolvigdo
de A, decide revelar que B ndo foi amnistiado. O prisionei-
ro A fica todo contente por achar que a sua probabilidade
de sair da cadeia aumentou de 1/3 para 1/2. Além disso,
A consegue comunicar com C, o qual também fica con-
vencido de que a sua probabilidade de sair da cadeia
aumentou de 1/3 para 1/2. Serd que os prisioneiros estdo
corretos?

Martin Gardner mostrou que os prisioneiros estdo en-
ganados e que a probabilidade de A ser amnistiado é de
1/3 ao passo que a de C é de 2/3. Talvez esta resposta agora
nédo surpreenda o leitor.

O problema de Monty Hall ja foi tema do programa
televisivo Isto é Matemdtica, apresentado por Rogério Mar-
tins?®, no qual é exposta a situagdo de uma forma bem-hu-
morada. E um problema que, apesar de aparentemente
simples, engana muita gente. O conceituado matematico
Paul Erdds, por exemplo, teve conhecimento dele em 1995
e, apesar de lhe ter sido mostrada a prova de que havia
vantagem em mudar, teve grande relutancia em ficar con-
vencido. A sua primeira reagdo foi: “Ndo, isso é impos-
sivel, ndo devia fazer nenhuma diferenca (escolher uma

779

porta ou outra)”’.

1http:/Imarilynvossavant.com/game-show-problem/
2 http:/ Iwww.shodor.orglinteractivate/activities/SimpleMontyHall/
3 http://math.ucsd.edu/~crypto/Monty/monty.html

4 Selvin, S."A problem in probability (letter to the editor)”, Am. Statist.
29 67, 1975, disponivel em wwwjstor.org/stable/2683689

5 Selvin, S.""On the Monty Hall problem (letter to the editor)”, Am. Statist.
29 134, 1975

¢ http:/lwww.letsmakeadeal.com/problem.htm

7 Gardner, M."Mathematical Games: Problems involving questions of
probability and ambiguity”, Scientific American, 201 (4), 174-182, 1959

8 http:/ www.youtube.com/watchv=K0zrUomGGHY&t=409s

? Vazsonyi, A.“Which Door Has the Cadillac?”, Decision Line, December/
January 1999 17-19.
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INTRODUCAO

A técnica que iremos tratar consiste num método geomé-
trico de determinacdo das solugdes de equagdes algébri-
cas a uma incégnita, usado por Lill na sua publicacdo de
Nouvelles Annales de Mathematiques, Série 2, Vol. 6, 1867,
pég. 359, particularizado para equagdes quadraticas a
uma incégnita.

Para aplicar este método necessitamos apenas de usar
papel milimétrico, um esquadro e um compasso ou um
qualquer programa informadtico de geometria dindmica.

Ao que se conhece, foram poucos os autores a des-
crever esta técnica, o que é surpreendente, dada a sua
aparente simplicidade, tendo sido inicialmente descrita
para equagdes quadraticas com solugdes reais.

Existem rumores de que o método era conhecido em
certas regides de Franga e de que alguns professores de
matematica elementar e do ensino secundério o deram a
conhecer aos seus alunos.

Pretende-se que com este método o leitor tenha ao
seu dispor uma técnica de visualizagdo das solugdes de
qualquer equagdo quadratica em fung¢do da variagdo dos
coeficientes da respetiva equacdo algébrica.

SOLUCOES GEOMETRICAS

DE EQUAGCOES QUADRATICAS

Considere-se a familia de equagdes algébricas do segun-

do grau a uma incégnita, na sua forma candnica,
ax>2+bx+c=0

com 4, b e ¢ coeficientes reais, sendo ndo nulo.

Este artigo tem como objetivo
apresentar um caso particular

do método de Lill que determina as
solugdes geométricas de uma equagao
algébrica, nomeadamente para
determinar as solu¢des geométricas
de uma equagdo quadrética, usando

um esquadro € um compasso.

Como se sabe, as solucdes deste tipo de equagdes sdo

dadas algebricamente por
 —bt Vb2 —dac

X=
Comece-se por expressar os coeficientes a, b e c através
de segmentos de reta, formando uma linha poligonal
aberta em que segmentos de reta consecutivos sdo per-
pendiculares entre si. [1] Designemos esta linha poligo-
nal por caminho.

Construa-se o caminho da seguinte forma:

De um ponto O, tomado arbitrariamente, constréi-se
um segmento de reta OA com comprimento igual a |a| e
considera-se este segmento de reta como a unidade de
comprimento.

Perpendicularmente a AO, desenha-se um segmento
de reta AB com comprimento igual a |b|, ficando B a es-
querda de A, se b for positivo, e B a direita de A, caso b
tenha sinal contrdrio.

Por fim, perpendicularmente ao segmento de reta AB,
desenha-se um segmento de reta BC com comprimento
igual a |c|, ficando C abaixo de B, se ¢ for positivo, e C
acima de B, se ¢ for negativo.

O caminho construido tem extremidades em O e C,
os segmentos de reta consecutivos que o constituem for-
mam entre si dngulos retos e sdo em ndmero igual ao
nimero de termos que tem uma equagdo quadrética.

De seguida, construam-se, se possivel, outros ca-
minhos que liguem O a C, mas agora com menos um
segmento de reta do que o caminho inicial e designem-se
estes por caminhos reduzidos. Os segmentos de reta que
os constituem devem ser perpendiculares.

Se existirem tais caminhos reduzidos, estes existem
no méximo em ndmero igual ao grau da equagéo, ou seja
2, cuja demonstracdo deixamos a cargo do leitor.

Assim, se pudermos ir do ponto O ao ponto C,
fazendo um ou dois outros caminhos OA’C e OA”C, com
menos um segmento de reta do que o caminho inicial, em
que A’ e A” pertencem a AB do caminho inicial (ou a uma
reta que contém AB), entdo o comprimento de AA’e AA”
sdo os valores absolutos das raizes (ou solug¢des) reais da
equagdo ax? +bx +c = 0.

Repare-se que, construindo um caminho inicial
OABC conforme descrito anteriormente e considerando
o segmento de reta’ que une os pontos O e C, é possivel
construir uma circunferéncia de didmetro com compri-

Tal segmento de reta existe sempre, uma vez que a # 0
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mento igual a OC e centro no ponto médio do segmento
de reta OC.

Considere-se a reta r perpendicular ao segmento de
reta OA que passa no ponto A.

Entdo, a circunferéncia ou néo interseta a reta r ou
interseta-a em um ou dois pontos.

Se a circunferéncia ndo interseta a reta r, entdo néo é
possivel construir um caminho reduzido e, portanto, a
equacdo ndo tem raizes reais.

Se a circunferéncia interseta a reta r em um ou dois
pontos, entdo é possivel construir um ou dois caminhos,
respetivamente, fazendo uso de conhecimentos bdsicos
de geometria euclidiana no plano.

Vejamos o que acontece quando a circunferéncia in-
terseta a reta em apenas um ponto (figura 1). Seja A’ esse
ponto.

Como a circunferéncia tem didmetro OC e A" é o pon-
to de tangéncia da circunferéncia com a reta r, entdo ou
A’ coincide com A, ou A’ é distinto de A.

Se A’ coincide com A, entdo AA’ =0 e, portanto, zero
é o valor absoluto da raiz real de uma equagdo do 2.°
grau do tipo ax? + bx + ¢ = 0, uma vez que quando A’
coincide com A, necessariamente b = ¢ = 0 e, consequen-
temente, a equagdo tem apenas uma raiz real, sendo esta
igual a zero.

Se A’ é distinto de A, entdo considera-se o caminho
reduzido OA'C".

Note-se que neste caso, ou os pontos O e C estdo abai-
x0 da reta r, ou estdo ambos acima desta.

Considere-se que os pontos O e C estdo abaixo da

Figura 1.
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reta r. Entdo, a,c € RT.

Tome-se, sem perda de generalidade, b € R™.

Como a reta r é tangente a circunferéncia no ponto
A’ e o seu didmetro é OC, o ponto A’ estd entre os pontos
AeB.

Considerando, no caminho inicial, o comprimen-
to OA = |a| = a como unidade de comprimento (u.c.),
AB=|b|-OA =ba e BC=|c|-OA =ca, isto é, AB=1
(u.c.) e BC = ¢ (u.c.).

Suponha-se que o comprimento AA’ é x unidades de

comprimento e x< b.

Como xa é o comprimento do segmento de reta AA’,
necessariamente xa € R™.

Sejax = —xjcomx; € R™.

Entdo, podemos afirmar que AA’ = xja e que

A'B=AB— AA’ = AB — (—x1a) = ba + x;a.

Seja 6 a amplitude do angulo ZAOA'.

Entdo, a amplitude do angulo ZCA'B é 6.

Considerando o tridangulo retangulo [OAA’], pode-

mos afirmar que

tanf = —le = —Xx1. (1)

Por outro lado, considerando o tridngulo retangulo
[A’BC], tem-se

ca c
tan 0 =

ba+x1a:b+x1' @

Logo, pelas equagdes (1) e (2) vem

c

ey = ——
! b+ xq
Sx = —
! b+ x
& bxy + x5 = —c
2

Concluindo-se que x; € R™ é uma raiz real de uma equa-
¢do do 2.° grau, sendo |x1| o comprimento do segmen-
to de reta AA” tomando como unidade de comprimento
OA = |a|.

De modo andlogo, demonstra-se que quando os pon-
tos O e C estdo acima da reta r,4,c € RT é uma raiz real
de uma equacdo do 2.° grau, sendo |x;| o comprimento do
segmento de reta AA’ tomando como unidade de compri-
mento OA = |a|.

Quando a circunferéncia interseta a reta r em dois
pontos A’ e A”, estes ddo origem a dois caminhos reduzi-
dos, OA’'C e OA”C e aplicando um procedimento idénti-
co ao efetuado anteriormente, verifica-se que os compri-
mentos de AA” e AA” sdo os valores absolutos das raizes



reais da equacao ax? + bx + ¢ = 0, tomando como unida-
de de comprimento o segmento de reta AO.

Atendendo ao que foi referido anteriormente, pode-
mos afirmar, quanto ao sinal das raizes da equacdo, que
estas sdo positivas se os pontos A" e A” estdo a direita de
OA (variando de O a A), e sdo negativas se estes pontos
se encontram a esquerda de OA.

Vejamos um exemplo para clarificar o que se acabou
de afirmar.

Considere-se a equagdo x> —5x +6 = 0 cujos coefi-
cientessdo a=1,b=—-5e c=6.

Entéo, construindo os caminhos conforme o procedi-
mento anterior, vem a ﬁgura 2.

Pelo que as solugdes reais da equagdo x> — 5x +6 = 0
sdox =2oux = 3.

Vejamos outro exemplo, confrontando com a repre-
sentacdo gréfica da fungdo respetiva.

Considere-se a equacéo 2 4+3x4+2=0 cujos coefi-
cientes sdo ntimeros positivos.

O caminho inicial encontra-se representado a negrito
na figura 3.

Atendendo a que, de modo geral, qualquer equagdo
algébrica pode ser dividida pelo seu coeficiente do termo
de maior grau, em particular, numa equacdo quadréatica
do tipo ax? + bx + ¢ = 0, se dividirmos ambos 0s mem-
bros pelo coeficiente do termo de maior grau, vem, sem
perda de generalidade, que

L
a a

Figura 2.

Figura 3.

Figura 4.

Assim, convencionando que o segmento de reta respei-
tante ao coeficiente do termo de maior grau, OA, é dese-
nhado verticalmente, no sentido de baixo para cima, com
comprimento 1 e em que A coincide com a origem do
eixo horizontal onde se encontram as solu¢des da equa-
¢d0 e que a partir desta origem se desenha o segmento de
reta, AB, horizontalmente, com comprimento igual a |0/al,

OA'C é um caminho reduzido tendo em conta que os pontos O,A" e C
formam um tridngulo retangulo em A’,dado que estd inscrito numa circun-
feréncia de didmetro OC e A’é um ponto da circunferéncia.
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no sentido da direita para a esquerda quando b/s é positi-
vo e no sentido contrdrio no caso de b/s ser negativo e por
fim, desenha-se, a partir B, o segmento de reta vertical,
BC, no sentido de cima para baixo, quando ¢/ é positivo
e no sentido contrdrio quando ¢/ é negativo, com com-
primento igual a |¢/a| .

Note-se que se apenas o coeficiente ¢ for negativo ou
os coeficientes b e c forem ambos negativos, entdo o cami-
nho reduzido ndo ird intersetar diretamente o segmento
de reta AB, mas sim a reta que o contém.

Desenhando todos os caminhos reduzidos que interse-
tam o segmento de reta AB ou a reta que o contém, obtém-
-se as vdrias solugdes reais da equagéo.

Vejamos um exemplo em que apenas ¢ é negativo.

Considere-se a equagdo

X%+ 4x — ? =0
4
e a sua representacdo geométrica (figura 4). Como A’ estd
aesquerdade OAe AA’ = 9/2, entdo uma das raizes reais
da equagdo x? +4x — 9/4 =0 é —9/2.

Como A” estd a direita de OA e AA” =1/2, entdo a
outra raiz real da equagdo X2 4+4x —9/4=061/2.

Efetivamente, numa equagdo quadrdtica a uma incég-
nita facilmente se determinam os caminhos reduzidos e,
consequentemente, as suas soluc¢des reais, caso existam,
bastando para tal desenhar uma circunferéncia com cen-
tro no ponto médio do segmento de reta OC e considerar
os caminhos reduzidos formados pelos catetos dos tri-
angulos retangulos com vértices nos pontos O e C e nos

pontos de interse¢do da circunferéncia com o segmento
de reta AB ou a reta que o contém, sendo esses pontos de
intersecdo as solugdes reais da equagdo quadratica.

Para ilustrar o que se acabou de referir, observe a
figura 5.

Para facilitar a interpretacdo, considere-se AB con-
tido no eixo das abcissas e OA contido no eixo das or-
denadas.

Se a circunferéncia ndo intersetar o segmento AB
nem a reta que o contém, entdo a equacgdo quadratica
ndo tem solugdes reais.

Vejamos como se deve proceder para determinar-
mos as solugdes imagindrias.

Constroéi-se um caminho inicial de modo anélogo ao
referido anteriormente.

De seguida, translada-se o segmento de reta OA
para o ponto B (ponto de interse¢do de BC com AB) de
modo a ndo o sobrepor com o segmento de reta BC e
designe-se por O’C o segmento de reta resultante, com
comprimento (c + a), e desenha-se a circunferéncia com
centro no ponto médio do segmento de reta O'C e que
passa nos pontos O” e C.

Considera-se o segmento de reta formado pelos pon-
tos de intersecdo da circunferéncia com o segmento de
reta AB ou a reta que o contém.

De seguida, constréi-se uma nova circunferéncia
com centro no ponto médio deste segmento de reta e
didmetro igual ao mesmo.

Esta tltima circunferéncia interseta o segmento de

Figura 5.
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Figura 6.

reta BC num ponto e uma reta 7, perpendicular ao seg-
mento de reta AB e que interseta AB no seu ponto mé-
dio M, em dois pontos. Sejam estes pontos P e P’.

O valor da parte imagindria da solugdo para a equa-
¢do é entdo dado pela distancia vertical, ao longo da reta
1, entre AB e os pontos P e P’.

Quanto a parte real das solugdes da equagdo, estas
tém parte real com valor absoluto igual ao comprimento
de AM e o sinal negativo, se M estd a esquerda de OA, e
positivo, se M estd a direita de OA.

Para terminar, ilustre-se o0 método de determinacdo
das solugdes imagindrias através da figura 6.

Um olhar répido pela figura acima permite-nos ainda
afirmar que a parte imagindria da solugdo complexa é
igual a raiz quadrada da distancia vertical entre o ponto
minimo da curva e o eixo dos xx, o que é uma outra for-
ma de visualizar a solucdo complexa da equagéio.

As demonstragoes de que as construgdes realizadas
sdo vélidas sdo efetuadas com base na aplicacdo de teo-

remas simples de geometria plana que deixamos a cargo
do leitor.

REFERENCIAS
[1] Lill, E., Nouvelles Annales de Mathematiques, Série 2,
Vol. 6, 1867, pag. 359

Fatima Vinagre é é professora de Matemitica na Escola Secun-
déria da Azambuja, licenciada em Matemitica - Ramo Educacional, pela
FCT-UNL, e mestre em Matematica — Grupos Cristalogréficos Tridi-
mensionais, pela Universidade de Aveiro. Exerceu fungGes de profes-
sora auxiliar de Algebra Linear e Geometria Analitica e Andlise Mate-
miatica | na FCT-UNL, foi responsavel pela coordenagio de Cursos de
Especializagdo Tecnoldgica, presidente de um Conselho Técnico-Peda-
gobgico, orientadora de estagios — profissionalizagao em servigo, avalia-
dora de pessoal docente e ndo docente, subdiretora e vice-presidente
da Escola Secundaria de Montejunto, entre outras fungoes.

SOLUGCOES GEOMETRICAS DE EQUACOES QUADRATICAS -

31


http://www.concentric.net/%7Epvb/ALG/MELill.pdf
http://www.concentric.net/%7Epvb/ALG/MELill.pdf

PERGUNTAS SIMPLES, RESPOSTAS SURPREENDENTES

PRIMOS QUE EVITAM DIGITOS

O matematico inglés James Maynard mostrou recentemente que
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existem infinitos nimeros primos que na sua expansiao decimal evi-
tam um digito a escolha. Existem, por exemplo, infinitos primos que

evitam o digito 7!

1. INTRODUCAO

Os ntimeros primos sdo os inteiros positivos que tém
exatamente dois divisores. Sabemos da importancia do
estudo dos primos, a qual resulta em parte do facto de
todo o nimero natural poder ser escrito, de modo tinico,
como produto de fatores primos. Euclides demonstrou
que os nimeros primos nunca se esgotam, existem pri-
mos tdo grandes como se queira, ou seja, o conjunto dos
nimeros primos é infinito. A no¢do de niimero primo
é tao natural que deve sido descoberta ainda antes do

periodo cldssico grego.

Até ao século XVII pouco ou nada se acrescentou ao
estudo dos ntimeros primos. Pierre de Fermat, Carl Frie-
drich Gauss, Pafnuty Chebyshev e Bernhard Riemann
fizeram do estudo dos nitimeros primos um problema
central da matematica. Em particular, a distribuicdo dos
niimeros primos estd relacionada com uma famosa con-

jetura de Riemann sobre a localizagdo dos zeros de uma

certa fungdo zeta.

Nos tltimos anos tém surgido diversos resultados
novos sobre a estrutura dos niimeros primos. Podemos
afirmar que esta é uma época durea para os nimeros pri-
mos! Claro que temos de comegar por formular as ques-
tdes mais simples e avangar passo a passo. A maioria dos
problemas permanece naturalmente ainda sem resposta,
o comportamento selvagem dos nliimeros primos resiste

teimosamente as nossas tentativas de domesticagao.

AN

2. PRIMOS COM PROPRIEDADES ESTRANHAS
Recordemos que uma capicua, ou niimero palindromo, é
um ndmero inteiro que coincide com o seu reverso, i.e.,
pode ser lido da mesma forma da esquerda para a direita
ou da direita para a esquerda. A nogdo de palindromo de-
pende naturalmente da base em que escrevemos o niime-
ro, para simplificar a discussdo vamos considerar quase
sempre a base 10. Haverd alguma relagdo entre capicuas
e nimeros primos? A maioria dos niimeros primos néo é
certamente uma capicua, do mesmo modo que, a maioria
das capicuas nao é namero primo. Podemos mesmo afir-
mar que todas as capicuas com um ndmero par de digitos
sdo mdltiplos de 11. A procura restringe-se as capicuas
com um numero impar de digitos. Ser um ntimero primo
e ser uma capicua sdo dois conceitos completamente dis-
tintos e sem qualquer relagdo aparente.

Se eu decidir gostar muito de ndmeros primos e de
capicuas, entdo gostaria certamente de encontrar capicu-
as que fossem também ndmeros primos. A lista dos ni-
meros primos que sdo simultaneamente capicuas comeca
assim:

2,3,5,7 11,101, 131, 151, 181, 191, 313, 353,
373, 383, 727, 757, 787, 797, 919, 929...
Serd que existem infinitos niimeros primos palindromos
na base 10? E na base 2? O nosso conhecimento atual ndo
nos permite ainda responder a estas questdes. Podemos
duvidar do interesse em saber se existem nimeros pri-
mos que satisfazem estas, ou outras, estranhas proprie-

32 GAZETA DE MATEMATICA -«


mailto:pjfreitas@fc.ul.pt

dades. O objetivo central é sempre perceber um pouco
mais da subtil estrutura subjacente aos ntimeros primos,
da qual sabemos ainda tdo pouco. Para saber é preciso fa-
zer perguntas, por mais intteis que estas possam parecer
inicialmente.

Existem ntimeros primos com outras proprieda-
des igualmente estranhas. Por exemplo, existem pri-
mos cuja expansdo decimal contém apenas uns 11 e
1111111111111111111 (19 digitos) sdo exemplos de nimeros
primos contendo apenas o digito 1. Para produzir um
nimero primo deste tipo, devemos usar o digito 1 exata-
mente: 2, 19, 23, 317, 1031, 49081, 86453, 109297 ou 270343
vezes (https:/foeis.org/A004023). Esta lista estd certamen-
te incompleta e ninguém sabe se a sequéncia é infinita.
Sabemos apenas que o nimero de digitos tem de ser ele
préprio um ntmero primo. Caso contrdrio, encontramos
facilmente pelo menos, um fator préprio, por exemplo:
111111111 = 1001001 x 111. Mais uma vez, ndo parecem
existir ferramentas adequadas para abordar este tipo de
problema, que também pode ser formulado numa base
qualquer diferente da base 10.

Em vez de repetir sempre o mesmo digito, talvez seja
possivel, em alternativa, excluir um determinado digito
na expansdo decimal dos niimeros primos. O matema-
tico inglés James Maynard mostrou recentemente que
existem infinitos ndmeros primos que na sua expansdo
decimal evitam um digito a escolha. Existem, por exem-
plo, infinitos primos que evitam o digito 7! Um resultado
fantdstico para quem nao gosta do digito 7 e adora nu-
meros primos. James Maynard tem apenas 29 anos e tem
colecionado prémios nos tdltimos anos: SASTRA Rama-
nujan (2014), Whitehead (2015) e European Mathematical
Society (2016).

O resultado anterior aparece num preprint intitulado
Primes with restricted digits que apareceu em abril deste
ano e que tem a extensdo de 44 paginas. A descricdo de
como podem tantos primos evitar um certo digito envol-
ve diversas ferramentas, é uma combinagdo do método
do circulo de Hardy-Littlewoood, do crivo de Harman
(variante moderna do crivo de Eratdstenes), resultados
de Geometria dos Ntumeros, técnicas de Andlise de Fou-
rier e ainda a comparagdo com um processo de Markov!
O equivalente a uma verdadeira prova de decatlo mate-
maético, com a dificuldade extra de todas estas técnicas
terem de se ajustar entre si.

O teorema demonstrado por Maynard é bastante mais
geral do que o enunciado anteriormente. Na verdade, o
resultado é valido para outras bases diferentes da base 10.

Podemos também excluir dois ou mais digitos, em vez de
apenas um, desde que a base considerada seja suficiente-
mente grande. Do ponto de vista matemdtico, ndo existe
nada de especialmente interessante na base 10. Fica certa-
mente mais divertido enunciar o resultado para a repre-
sentagdo decimal que usamos habitualmente.

Existem outros exemplos de problemas famosos
em Teoria dos Nimeros nos quais se pretende mostrar
a existéncia de um ndmero infinito de primos em con-
juntos pouco densos. Aqui é importante saber que exis-
tem conjuntos infinitos mais gordos e mais magros. Por
exemplo, os seguintes quatro conjuntos sdo progressi-
vamente mais densos: as poténcias de 2, os quadrados
perfeitos, os nimeros primos e o conjunto dos mdltiplos
de 13. Isto quer dizer que num dado intervalo [1,n], a
partir de certo valor de n existem, por exemplo, mais
primos do que quadrados perfeitos. A probabilidade de
encontrar um ndmero primo é (muito) maior do que a
de encontrar um quadrado perfeito. Podemos dizer que
os nimeros primos constituem um conjunto mais denso
do que os quadrados perfeitos. De modo mais preciso,

existem assintoticamente
n

In(n)
primos entre os primeiros n naturais e apenas \/n qua-
drados perfeitos.

Johann Dirichlet demonstrou em 1837 que existiam
infinitos ndmeros primos em qualquer progressdo arit-
mética infinita: {an 4+ b :n € N}, com a e b primos entre
si. Habitualmente, nos resultados onde se demonstra a
existéncia de um ndmero infinito de primos em conjuntos
fixados, esses conjuntos sdo densos ou possuem algum
tipo de estrutura aditiva ou multiplicativa. As progres-
sOes aritméticas possuem estrutura aditiva e os niimeros
primos possuem estrutura multiplicativa. O conjunto dos
nimeros inteiros que evitam algum digito é um exemplo
de um conjunto esparso (pouco denso) e sem nenhum dos
dois tipos de estrutura aritmética referida. A importancia
do resultado mais recente de Maynard reside em ter sido
obtido neste contexto adverso e novo. Certamente outros
resultados acerca da estrutura dos nimeros primos irdo
seguir-se a este num futuro préximo.

Mas serd que existem assim tdo poucos niimeros que
evitam o digito 7? Se escolhermos um ndmero natural ao
acaso, digamos com 100 digitos, ele ird com forte probabi-
lidade conter o digito 7 na sua expansdo decimal, certo?
Nao é, por isso, dificil provar que o conjunto dos niimeros
que contém algum 7 é muito mais denso do que o con-

S
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junto dos inteiros que evitam o digito 7. O resultado de
Maynard € interessante porque mostra a existéncia de in-
finitos primos num conjunto pouco denso.

A estrutura subjacente aos niimeros primos, embora
sejam um conjunto muito fécil de definir, permanece em
grande medida misteriosa. O estudo dos ntimeros primos
tem importancia simultaneamente teoria e pratica. Sabe-
mos que os métodos de encriptagdo normalmente usados
na Internet dependem da dificuldade em encontrar os
fatores primos de um nimero (grande) dado. A utilida-
de dos nimeros primos ficaria comprometida se alguém
descobrisse um método simples para fatorizar um niime-
ro natural.

Por vezes parece que os niimeros primos se compor-
tam de um modo aleatério ou imprevisivel. Se observar-
mos os restos da divisdo por 3 dos nlimeros na sequéncia
de primos:

5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41,

iremos obter dois valores possiveis, 1 ou 2, sendo que
estes valores parecem ter sido obtidos através do lan-
camento de uma moeda ao ar. Esta imprevisibilidade
dos nimeros primos estd certamente relacionada com o
seu poder de encriptacdo. Um outro problema famoso
de um conjunto de inteiros com eventualmente infini-
tos niimeros primos é o conjunto A = {#n?>+1:n € N}.
O conjunto dos quadrados perfeitos ndo pode obvia-
mente conter nenhum ntmero primo. Mas o que é que
acontece se considerarmos o conjunto dos inteiros obti-
dos, a partir dos quadrados perfeitos, por translagdo de
uma unidade? N&o parece neste caso existir nenhuma
obstrugdo para que alguns dos elementos do conjunto
A possam ser ntimeros primos. Se acreditarmos que os
primos se comportam de modo aleatério, devemos talvez
apostar na existéncia de infinitos niimeros primos da for-
ma 12 4 1. Serd necessdrio conhecer um pouco mais da
estrutura dos ntimeros primos para atacar este e outros
problemas do mesmo tipo.

REFERENCIAS
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ais vezes do que o

desejavel ocorre um erro:
(x +y)? = x* + y*. Mas serd sempre
um erro? Veremos que nao!
Mas, no rigor da matematica,
hd que saber o contexto em que se
trabalha... Nomeadamente na Algebra
Tropical, drea com aplicagdes na

Criptografia, é uma identidade!

1. UM CONVITE TROPICAL
A surpresa do titulo culmina numa identidade que con-
traria, no contexto dos nimeros reais, um conhecido caso
notével. O despoletar dessa surpresa é assegurado pelo ad-
jetivo tropical — alusdo a uma homenagem de mateméticos
franceses, fruto da sua visdo do Brasil, ao colega brasileiro
Imre Simon. Este foi pioneiro na aplicacdo do semianel tro-
pical (R U {co}, ®, ®), estrutura algébrica também conheci-
da pela designagdo min-mais, a Teoria da Otimizagéo, [5, 9].

Tal surpresa, que poderia ser considerada uma provo-
cagdo, é bem conseguida pela associagdo do simbolo + a
adicdo usual de ntimeros reais e, por conseguinte, da ex-
pressdo (x+¥)* a0 chamado quadrado da soma dado por
(x +y)? = x% + 2xy + y? Por este motivo, é habitual utili-
zar outro simbolo, como &, para a adi¢do no semianel ©
R U {0} Considerando a referida notagdo, a identidade
tropical que contribui para o titulo escrever-se-ia assim na
forma (x ® y)? = 2 @y~

O semianel tropical também marca presenca na Cién-
cia da Computacido Tedrica, destacando-se em aplicacdes
a problemas de tipo Burnside em Teoria de Grupos e de
Semigrupos, bem como a problemas de decidibilidade em
Teoria de Linguagem Formal, [6]. Salientamos ainda a apli-
cagdo do mencionado semianel a Criptografia, a qual explo-
ramos na sec¢do 2. Em particular, destacamos as vantagens
da utilizagdo da Algebra Tropical, com & e ®, como suporte
de esquemas criptograficos designados por tropicais.

Tépicos ndo diretamente criptogréficos encontram-se
em [9], introdug&o elementar que aborda aritmética, poling-
mios, curvas, filogenética e espagos lineares. Um maior grau
de profundidade é alcangado em [5], que inclui as demons-
tragdes do Teorema Fundamental da Geometria Algébrica

Tropical e do Teorema de Estrutura para variedades tropi-
cais. Na sec¢do 3 focamo-nos numa vertente da Aritmética
Tropical que se prende com o erro (x + 1) = x2 + y? desig-
nado por freshman'’s dream para x,y € R, [4].

Outras designagdes associadas a este erro, na Diddtica
da Matemética, sdo linear misconception e illusion of linearity,
[1, 2]. O mesmo pode surgir por raciocinio indutivo, numa
tentativa de estender a linearidade presente em certas si-
tuagdes a outras que dela carecem. Apesar de o raciocinio
indutivo ser usado pelos matematicos, uma conjetura tem
de ser testada e demonstrada se for verdadeira. Mas, con-
trariamente aos matemadticos, a monitorizacdo meta-dis-

cursiva ndo € uma prética generalizada entre alunos, [1].

2. CRIPTOGRAFIA TROPICAL

O semianel min-mais (RU {0}, ®,®) é por ve-
zes denotado, seguindo a referida designagdo, por
(RU {oo}, min, +). Salienta-se assim que as operagdes de
adigdo tropical e de multiplicagdo tropical sdo definidas,
essencialmente e respetivamente, como o minimo e a
adic¢do usual de nimeros reais:

min{x,y}, sex,y € R
By x sex€Rey=oc
y= y sex=ocey R
) sex=y =00
[ x+y sex,yeR
x@y.—{oo sex=o0ouy =00

Por exemplo, tem-se 3®05=3, 305=8 3@oo=3 e
00(®5 =00,

No que se segue, tentamos perceber a utilidade de ® e
©na Criptografia, por esta razdo dita tropical. De um modo
geral, a Criptografia trata de encontrar técnicas que permi-
tam a transmissao de informacao através de um canal, usu-
almente a Internet, preservando a sua integridade e a sua
confidencialidade. Quanto ao ntimero de chaves, ha trés
tipos de Criptografia: simétrica ou de chave privada (uma
chave); assimétrica ou de chave publica (duas chaves); fun-
¢des de Hash (num certo sentido, nenhuma chave).

No tipo de Criptografia adjetivada de assimétrica, os
protocolos utilizados estdo baseados no uso de duas cha-
ves: uma ptiblica e uma privada. A chave publica é utiliza-
da pelo emissor para cifrar (ou encriptar) a mensagem que
se pretende transmitir, é difundida pelo recetor e pode ser
conhecida por qualquer pessoa. Contrariamente, a chave
privada é apenas conhecida pelo recetor e serd utilizada por
este para decifrar (ou desencriptar) a mensagem recebida.
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Os protocolos de Criptografia assimétrica, como o de
Stickel em [10], podem ser utilizados para partilhar uma
informagéo secreta, como, por exemplo, uma chave priva-
da. O mencionado esquema criptogréfico foi adaptado em
[3] para proteger, recorrendo as operagdes tropicais ¢ e ©,
o processo perante ataques de tipo algébrico. Com efeito,
como detalhamos subsequentemente, os protocolos mos-
traram-se vulnerdveis a ataques no dominio da Algebra
Linear com a adi¢do e a multiplicagdo usuais de ndmeros
reais, [3].

Suponhamos que os interlocutores A e B querem par-
tilhar uma chave privada. Para isso, comegam por esco-
lher duas matrizes invertiveis com entradas em R, pu-
blicas, a e b tais que ab # ba. Posteriormente, o interlocu-
tor A gera aleatoriamente dois nimeros naturais n e m e
envia a B a palavra u = a"b™. De forma similar, B gera r
es € N e envia a A a palavra v = a"b®. Neste ponto, A sé
deve calcular K4 = a"vb™ = a""b"+5 enquanto B calcula
Kp = a"ub® = a"T"b"** para os dois terem a mesma chave
K =Ky = Ks.

Infelizmente, se um adversdrio que conhece a palavra u
quer recuperar a chave K, entdo ndo precisa de encontrar os
expoentes 1, m, r e s. De facto, basta encontrar duas matri-
zes x e Y tais que xa = ax, yb = by e xu = y, [3]. Estas con-
digdes traduzem-se num sistema linear com 3k? equagoes
e 2k? incégnitas, onde k denota a ordem das matrizes a e b,
que neste caso pode ser resolvido de forma eficiente com
um computador. A vulnerabilidade a este tipo de ataques
algébricos pode evitar-se com modificagdes, como em [3].

A adaptacdo mais relevante consiste em substituir
as matrizes a e b por dois elementos da dlgebra tropical
das matrizes k X k sobre Z, em geral ndo invertiveis, tais
que a®b # b®a, onde ® denota a multiplicacio usual
de matrizes com a multiplicacdo e adigdo usuais de reais
substituidas pelas respetivas versdes tropicais. No contexto
tropical, a equagdo xy = u com u conhecido e x, y desco-
nhecidos, ndo se traduz num sistema de equagdes lineares
devido a ndo invertibilidade das matrizes. Além disso,
xa = ax e yb = by determinam um sistema de equages
lineares cuja resolugdo envolve uma maior complexidade
computacional, possivelmente ndo polinomial.

Em suma, os esquemas criptograficos tropicais em [3]
apresentam duas grandes vantagens:

» menor vulnerabilidade dos esquemas a ataques por,
em geral, a resolu¢do de sistemas de equacdes lineares ser
computacionalmente impraticavel;

» maior eficiéncia dos esquemas por ndo se fazerem
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multiplicacbes de ntimeros, uma vez que a multiplicacdo
tropical é a adi¢do usual.

3. A VERSAO TROPICAL DO CLASSICO
Como conjunto, o semianel tropical (R U {co}, @, ®) é ape-
nas o conjunto dos niimeros reais reunido com o conjunto
formado pelo elemento co que representa o infinito, no qual
foram redefinidas as operagGes aritméticas bdsicas de adi-
¢do e de multiplicacdo de niimeros reais. Muitas proprie-
dades familiares da Aritmética permanecem vdlidas em
contexto tropical. Por exemplo, a multiplicacdo tropical é
comutativa.

Note-se ainda que a estrutura algébrica de semianel de
R U {co}, munido das operagdes internas @ e ©, é conferida
pelas propriedades:

» comutatividade de ®
para quaisquer x,y € RU {oo}, x®y =y D x;

» associatividade de ®
para quaisquer x,y,z € RU {oo},
(xoy)@z=x®(yD2);

» associatividade de ©®
para quaisquer x,y,z € RU {oo},
(xOy)0z=x0(yoz)

» distributividade de ® em relagdo a ®
para quaisquer x,y,z € RU {oo},
xO(Yy®z)=x0ydxrxOze
(x®Yy)Oz=x0z0dYy0Oz;

» existéncia de elemento neutro de &,
existe u € R U {oo} tal que, para qualquer
xeRU{cobudbx=x=xdu.

Por outras palavras, trata-se de uma estrutura algébrica si-
milar a de anel mas sem a exigéncia de cada elemento ter
um oposto aditivo. Relativamente a tltima propriedade, co
é o0 elemento neutro da adigdo tropical. No que se refere a
distributividade, note-se a dispensa habitual de paréntesis
a direita desde que se respeite a ordem de prioridade usual
das operacdes, ou seja, as multiplicagdes tropicais devem
ser efetuadas antes das adig¢des tropicais.

No que se segue, apresentamos a versdo tropical do
classico quadrado da soma. Concretamente, demonstra-
mos dois resultados relativos ao freshman’s dream, o qual é
tropicalmente estabelecido no Teorema 3.1. No Teorema 3.3
mostramos que uma extensdo do freshman'’s dream se torna
realidade em contexto tropical. O caso particular n = 2 per-
mite obter o Teorema 3.1 como corolario do Teorema 3.3.
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Teorema 3.1. Para quaisquerx,y € R, (x ® y)? = x> @ y2.

Demonstragdo. Sejam x,y € R, quaisquer. Tem-se

(xoy)? =@Eoy)oxay)
=XQXxOxQYOYyOxd YLy
=x0xBXQYPXxQY)BYOyY
=xX0XPXOYOYOY

= min{2x, x +y,2y}

= min{2x,2y}

=xQxQYyOyY

2oy,

onde a antepentltima igualdade é consequéncia de, para
quaisquer x,y € R,
x>2yVy>xsx+y>2yVx+y>2x. O

Lema 3.2. Para quaisquern € Nex,y € R,
nmin{x,y} = min{nx, ny}.

Demonstragdo. Sejamn € N e x,y € R, quaisquer. Entdo

x =youx < youx > y. No primeiro caso, a igualdade no
enunciado é claramente vdlida. Se x < y entdo nx < ny,
pelo que nmin{x,y} = nx e min{nx, ny} = nx. Quanto ao
terceiro caso, o raciocinio é analogo ao do caso precedente.
]

Teorema 3.3. Para quaisquern € Nex,y € R,
(x@y)" =x"0y"

Demonstragio. Sejam n € N e x,y € R, quaisquer.
O resultado é 6bvio para n = 1. Suponha-se assim que
n > 2. Nomeadamente tendo em conta o lema precedente,
tem-se
xoy)" =(x0y)0...0(xdyY)
(xOy)+...+(xDdYy)
n(x ®y)
= nmin{x,y}

= min{nx, ny}

nx @ ny
x+...+x)DY+...+v)
=Xx0...0x0Yy0...0Y

=x"ey" O
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Matematico francés, doutorado pela Ecole Normale Supérieure de
Paris, sob orientagao de Pierre Louis Lions, tem contribui¢cdes fun-
damentais em diversas dreas da Matematica das quais podemos des-
tacar a Teoria Cinética dos Gases, Problema do Transporte Optimo
e a Geometria Riemanniana métrica. O seu trabalho foi agraciado
com diversas distingdes das quais destacamos naturalmente a Meda-
Iha Fields em 2010. E actualmente diretor do Instituto Henri Poincaré
e tem uma intensa actividade de divulgador. Nesta conversa, para la
dos temas matematicos, ainda tivemos tempo de nos debrugarmos
no seu empenho no fortalecimento da construgdo europeia.

GONCALO Em primeiro lugar, gostava de agradecer a
sua disponibilidade para me conceder esta entrevista.
Foi, de facto, dificil encontrarmos um buraco no seu ho-
rério apertado...

VILLANI E sempre um prazer falar sobre matemética.

GONCALO Podemos talvez comegar pelo inicio... Desco-
briu a matematica na sua infAncia ou mais tarde?

VILLANI Toda a gente me pergunta o que me terd levado
a ser matemadtico. Para ser franco, eu nunca decidi ver-
dadeiramente ser matemaético. Na escola, desde pequeno
que gostava de matemadtica e fui seguindo, fui seguindo,
até chegar ao fim.

GONCALO Foi o caminho 16gico a seguir. E se ndo fosse
matemadtico, consegue imaginar-se a fazer outra coisa
qualquer?

VILLANI Quando era muito pequeno desejava ser pale-
ontologista, descobrir fésseis de dinossauro e todas as
coisas daf decorrentes. Nao me arrependo de néo ter se-
guido esse caminho. Ser paleontologista é algo muito di-
ficil, ¢ um trabalho muito duro. Ser matematico, de certa
forma, é mais fécil.

GONCALO Talvez os paleontologistas ndo pensem exa-
tamente da mesma maneira...

VILLANI Possivelmente...

GONCALO Quando preparava esta entrevista, li algu-
mas das coisas que escreveu, percebi que existe na for-
ma como escreve um esforgo para contextualizar histo-
ricamente uma descoberta. Esse é um aspeto ndo muito
comum nos livros de matemadtica.
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VILLANI Pela minha experiéncia, existem apenas duas

coisas de que as pessoas de todas as idades gostam real-
mente: histérias e jogos. Assim, o essencial da comuni-
cagdo para pessoas que ndo sdo especialistas num deter-
minado assunto sdo histérias e jogos. E natural que me
centre em narrar a histéria dos matematicos, a histérias
das ideias, dos projetos ambiciosos e por af fora.

GONCALO Como é que descreve o seu trabalho dentro
do mundo matemadtico?

VILLANI Eu considero-me essencialmente um analista,
0 que ndo deixa de ser um pouco irénico, visto que aos
15 anos eu estava maravilhado pela Geometria. Depois
pelos 18, 19, 20 anos Algebra seria 0 meu ponto mais
forte. Aos 21 comecei a fazer o0 meu doutoramento em
Andlise, mais precisamente em Fisica-Matemdtica. Des-
te modo, até relativamente tarde foi impossivel prever o
que seria a minha carreira em matematica. Estas coisas
sdo imprevisiveis. Temos de deixar as coisas acontecer.

Tudo depende do sitio onde estamos e das pessoas que
encontramos, do que ouvimos e do que queremos fazer,
depende de imensos fatores.

GONCALO Provém de uma linhagem distinta de mate-
maticos...

VILLANI Eu tenho quatro referéncias essenciais enquan-
to matemadtico. Pierre-Louis Lion que foi o meu orienta-
dor da tese de doutoramento, especialista em Equagdes
as Derivadas Parciais (EDPs) e Andlise Matemaética.
A minha segunda referéncia foi Yann Brenier, 0 meu tu-
tor na Ecole Normale Supérieure, também especialista
em EDPs e Anaélise Matemadtica, mas com um estilo dis-
tinto do estilo de Lions. A terceira é um probabilista, Mi-
chel Ledoux. A quarta referéncia é o Eric Carlen, que estd
agora em Rutgers mas que na altura estava em Atlanta.
Os diferentes estilos de cada um destes matematicos acho
que podem ser reconhecidos no meu trabalho.
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GONCALO E enquadra esse estilo na tradi¢do da escola
matemdtica francesa ou acha que pode ser enquadrado
num ambito mais internacional?

VILLANI O assunto ao qual eu me dedico preferencial-
mente, a Teoria Cinética dos Gases, é um tema em que, a
par com os italianos, os franceses sdo muito fortes. Hou-
ve um tempo em que também nos Estados Unidos havia
uma escola muito forte neste assunto, mas isso de algu-
ma forma esmoreceu. Mas fiz toda a minha formagao
em Franga, pelo que inevitavelmente faco parte dessa
cultura e sou de alguma forma seguidor dessa tradicao.
Eu fui aluno na Ecole Normale Supérieure de Paris, que
juntamente com a Universidade de Princeton, é o local
do mundo com mais ex-alunos premiados com a Meda-
lha Fields. Sem duvida que terd de se notar o peso da tra-
di¢do num sistema tdo forte. Uma das razdes pelas quais
nunca tive de escolher ser matemdtico prende-se com o
facto de ser aluno desse sistema, sistema esse que esta
desenhado para que os melhores alunos de matemaética
sejam conduzidos ao longo do percurso.

GONCALO Temos de falar de Boltzmann, uma das suas
referéncias fundamentais, alvo de muita incompreensao
pelas suas ideias no século XIX...

VILLANI Bem, na verdade, julga-se hoje que a falta de
aceitacdo das suas ideias e a sua tragédia pessoal foi de
alguma maneira exagerada. Temos, em primeiro lugar,

de referir que ele teria sido uma personagem com uma
personalidade complicada. Ele desistiu de posi¢des im-
portantes sem explicagdo aparente, viveu bastante ator-
mentado os tltimos tempos da sua vida e o préprio sui-
cidio é algo que carece ainda hoje de explicagdo. Tinha
uma personalidade intensa. Existe uma histéria de um
debate entre Boltzmann e um outro matemadtico que eu
ndo consigo precisar, mas julgo que foi o Ostwald, em
que o seu oponente, para recuperar do mesmo, teve de
passar vdrios dias de cama. Isto mostra claramente que
Boltzmann era forte e acérrimo defensor das suas ideias.
Segundo Sommerfeld, que na altura era um jovem cien-
tista, Boltzmann ganhou a contenda. Estes aspetos da
personalidade de Boltzmann sdo, de alguma maneira,
ignorados. O seu trabalho influenciou Einstein e outros
grandes cientistas e ele gozava certamente do apoio das
geracOes mais novas. Parece-me natural concluir que a
sua influéncia foi mais notéria do que é habitualmente
considerado.

GONCALO Hoje Boltzmann aparece por todo o lado.
Umas das coisas mais interessantes que tive oportuni-
dade de ler nos seus escritos é a referéncia a Kantoro-
vich. Acha que é possivel desenvolver uma espécie de
Fisica-Estatistica em Economia?

VILLANI E possivel! A prova estd 14. Na verdade um dos
conceitos fundamentais por detrds do meu trabalho é o
conceito de entropia. Ja existia o conceito antes de Bolt-
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zmann mas era uma ferramenta essencialmente pratica
em Termodindmica quando querfamos construir motores
e coisas parecidas. Boltzmann atribui a entropia um sig-
nificado matematico. Desde entdo, a entropia passou a ser
uma ferramenta essencial em matemadtica, em Teoria da
Comunicacdo de Shannon, na teoria das EDPs, etc.

No meu trabalho, a entropia acabou por ocupar um
papel central de tal modo que posso dizer que, nos pri-
meiros dez anos em que fiz investigagdo em matemadtica,
o conceito de entropia era o que havia de comum em
todos os meus artigos. Depois desse periodo isso deixou
de ser verdade. Uma das contribui¢Ges fundamentais
do meu trabalho, em conjunto com outras pessoas, foi
a conjugacdo da entropia de Boltzmann, do seu signifi-
cado matemadtico, com a teoria do Transporte Otimo de
Kantorovich. Isso permitiu reinterpretar alguns resul-
tados em Geometria ndo-Euclidiana. Estes resultados
mudaram a perspetiva que tinhamos acerca do assunto.
Este é um dos aspetos mais interessantes da matematica:
o facto de uma determinada ferramente aparecer num
determinado contexto e mais tarde ser reutilizada num
outro contexto. Por outro lado, o trabalho de Kantorovich
tinha como aplicagéo a resolucgdo de problemas em Eco-
nomia, pelo que posso responder afirmativamente a sua
questdo. Existem todo o tipo de implicac¢ées entre Fisica-
-Estistica, Geometria e Economia.

GONCALO Um outro artigo seu que li falava da impor-
tancia do conceito da curvatura de Ricci. Podia falar-nos
um pouco da forma como chegou a esse assunto e por
que razdo este conceito ocupa hoje um lugar central no
desenvolvimento da matemética?

VILLANI O conceito da curvatura de Ricci foi criado no
inicio do século XX e mede o afastamento do nosso mo-
delo, o quéo diferente a geometria em que estamos a tra-
balhar é do mundo euclidiano. A forma mais simples de
caracterizar a curvatura de Ricci talvez seja a seguinte:
quando a curvatura de Ricci é positiva e olhamos para
uma fonte de luz, sobrestimamos a superficie dessa fon-
te de luz. Tornou-se um conceito famoso devido a duas
aplicagdes importantes. Em primeiro lugar é o tipo de
curvatura usado por Einstein e Grossmann na Teoria da
Relatividade Geral e trata-se da forma de exprimir a dis-
torcdo do Espago-Tempo em fungdo da distribuicdo da
massa. Num universo sem massa, a curvatura de Ricci
é nula.

Outra aplicacdo fundamental é através do chama-

do fluxo de Ricci, usado por Gregory Pearlman para
demonstrar a entdo chamada conjetura de Poincaré. Se
tivermos uma determinada geometria e uma determi-
nada curvatura, existe um processo de deformagdo da
métrica riemanianna até esta ficar uniforme ao longo do
espago. A forma correta de expressar isto é através de
uma equagdo de Difusdo. Podemos entdo pensar sobre a
forma como poderemos usar os conceitos de entropia e
de transporte 6timo para redefinir o conceito de fluxo de
Ricci. Imaginemos que temos um processo que nos da
a distribuicdo de matéria desde uma configuragdo ini-
cial até uma configuragdo final de forma a consumir o
minimo de energia cinética. Eu chamo-lhe o problema do
gds mandrido. Ao longo do processo, vamos observando a
evolugdo da entropia. Quando o gds estd muito concen-
trado, a entropia é baixa, quando estd muito disperso,
a entropia é alta. A concavidade da curva que nos da
a evolucdo da entropia garante-nos que a curvatura de
Ricci é ndo-negativa. Podemos entdo observar os limites
para a curvatura de Ricci olhando para a variagdo da
entropia nestes processos de energia minima. Isto levou
a que fosse possivel resolver problemas importantes em
Geometria e em Transporte Otimo.

Ouvi pela primeira vez falar de curvatura de Ric-
ci em 1998, quando estava a defender a minha tese de
doutoramento e um dos elementos do juri, porque tinha
estado a trabalhar em coisas relacionadas com entropia
e equacdo de Boltzmann, disse-me que devia olhar para
problemas de difusdo relacionados com a curvatura de
Ricci e falou-me de um teorema demonstrado em Teoria
das Probabilidades, em que se mostra que se a probabi-
lidade estiver entre certos limites, entdo sdo verificadas
uma série de desigualdades. Naquela altura ndo tive a
coragem de admitir que ndo fazia a minima ideia do que
era a curvatura de Ricci. Passados uns seis anos, estava
entre aqueles que propunham uma nova caracterizagdo
da curvatura de Ricci. Esta é uma das histérias em que
se demonstra de que forma somos moldados pelo am-
biente que nos rodeia.

GONCALO E depois aconteceu a Medalha Fields. Li a
propésito disso um pequeno texto seu em que coloca em
perspetiva os vencedores deste prémio perante a comu-
nidade. Neste, refere numa certa passagem as caras de
terror dos premiados quando se encontram face a face
com a restante comunidade. Um texto de uma beleza ex-
traordindria. E de facto aterrador ser famoso e aplaudi-
do pelas multiddes?

CONVERSA COM... CEDRIC VILLANI -«
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VILLANI H4 coisas piores certamente. Mas temos, de fac-
to, de enfrentar as pessoas e assumir que sim, ganhdmos
este prémio. Mas existe em nés um sentimento contra-
ditério. Por um lado, sentimo-nos orgulhosos, mas no
fundo sentimos que ndo merecemos tal disting¢do. Sabe,
existem pessoas que estdo de facto no topo das coisas,
sdo pessoas especiais. Essas pessoas sdo muito raras.

GONCALO Esta a pensar em...

VILLANI Terry Tao, por exemplo. Toda a gente sabia
que ele ia ganhar a Medalha Fields. Artur Avila é outro
exemplo. N6s, os que restamos, somos um pouco fruto
do acaso e resultado de algum tipo de competi¢do que
existe entre nos.

GONCALO Mas foi verdadeiramente uma surpresa para
si ganhar a Medalha Fields?

VILLANI Atribufa a mim préprio a volta de quarenta por
cento de hipétese de ganhar. Tinha boas hip6teses, mas
s isso. O trabalho que poderia contribuir de forma mais
determinante para a minha vitéria tinha sido publicado
apenas um ano antes do Congresso. E também isso foi
de alguma forma resultado da sorte e da persisténcia,
pois estive muitas vezes quase a desistir do problema
em questdo. Mas, na verdade, havia sempre qualquer
coisa que me fazia voltar ao trabalho.

GONCALO E quando trabalhava na solugdo desses pro-
blemas, conseguia imaginar que entre as consequéncias

possiveis podia estar um prémio como este?

VILLANI Em certos momentos, sim. Mas, por outro lado,
a verdade é que a tinica forma de podermos resolver um
problema deste tipo é focarmo-nos unicamente nesse
objetivo. Existem entdo alturas em que estamos a pensar
no mesmo problema durante doze horas por dia e ele
torna-se verdadeiramente uma parte de nés proéprios.
Esta capacidade de nos tornarmos obcessivos relativa-
mente a um problema julgo que é a caracteristica princi-
pal que nos permite fazer investigacdo em matemaética e

em ciéncia no geral.
GONCALO E o que é que mudou depois disso?

VILLANI Penso que mudou tudo. O meu horério tornou-
-se infernal, lecionei uma quantidade impressionante
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de cursos, semindrios e conferéncias, consegui angariar
mais de vinte cinco milhdes de euros para o meu ins-
tituto, para fazer investigacdo, comecei a participar em
programas europeus de investigacdo, fundei um museu
de ciéncia, escrevi vdrios livros, um dos quais teve re-
centemente uma edigdo portuguesa. Esse livro vendeu
mais de cem mil cépias e foi traduzido em doze linguas.

Participei em ddzias de programas televisivos...
GONCALO E dorme?

VILLANI Durmo de tempos a tempos. As vezes estou tdo
exausto que penso que vou morrer. Paralelamente, fago
parte de um grupo politico que defende o federalismo
europeu...

GONCALO Europa Nova...
VILLANI Precisamente...

GONCALO Podia descrever-nos qual a sua participagdo
nesse movimento?

VILLANI Direi qual a minha participagdo mas primeiro,
e mais importante para que fique muito claro, noventa
e cinco por cento de todas estas atividades ndo foram
algo que eu tivesse decidido fazer mas sim algo que eu
aceitei fazer. Muitas pessoas vieram ao meu encontro
propondo-me ser diretor disto, membro daquilo... Nao
aceito tudo se néo ja estaria morto neste momento! Esta
foi a visibilidade que eu recebi fruto da Medalha Fields e
eu aceito todas estas atividades porque aceito a respon-
sabilidade perante a comunidade de ter sido agraciado
com tal prémio.

Acerca da Europa. O que eu acho mais importante
na construgdo politica europeia é que a Europa consi-
ga ser uma construgdo politica forte e que, desta forma,
consiga resistir as pressdes que vém de fora e que levem
a destruigdo do nosso nivel de vida e que faga com que
a Europa possa ter uma palavra a dizer em relagdo as
grandes questdes internacionais. Nenhum pais europeu
isoladamente consegue fazer frente aos Estados Unidos
ou a China.

GONCALO E por que razdo pensa que o federalismo é a
resposta para essas questdes?

GAZETA DE MATEMATICA -



VILLANI Porque na unido econémica ndo existe esta for-
ca. Foi feito j& um caminho, mas ndo o caminho sufi-
ciente. Neste momento estamos a viver a desagregagao
da Europa com o aparecimento dos movimentos nacio-
nalistas.

GONCALO Nos textos da Europa Nova defende-se que
o federalismo é o caminho para que haja uma Europa
mais democratica.

VILLANI Uma das coisas que defendemos é a eleigdo de
um presidente europeu. Poucos séo os cidaddos que con-
seguem nomear um presidente de algum dos Orgaos eu-
ropeus. Uma das razdes é porque existe um presidente do
conselho e um presidente da comissdo. O presidente da
comissao resulta da nomeagédo por parte dos partidos que
obtiveram a maioria. Mas o mais importante é que essa
eleicdo e a posterior nomeagéo ndo resultam de qualquer
debate ptblico. As eleicdes em democracia ndo servem
apenas para eleger mas também para debater. Por esta ra-
z30, grande parte das pessoas ndo votam porque ndo se
sentem envolvidas nas questdes europeias. O resultado
de tudo isto é o desastre que estamos a viver. Acho que to-
dos temos a responsabilidade de fazer algo que mude isto
e na Europa Nova temos a convicgdo de que existe uma
cultura, uma perspetiva de vida que nos une enquanto
europeus muito para ld do nivel econémico.

GONCALO Duas questdes antes de terminarmos. Em
primeiro lugar, gostaria de o ouvir acerca da convicgdo
que Hayek tinha na defesa do federalismo, em que, por
um lado, possibilitava a participagdo de todos mas que,
por outro lado, impossibilitava que o sistema mudasse
de uma forma dréstica.

VILLANI Julgo que existem muitas formas diferentes de
federalismo. O federalismo dos Estados Unidos é facil-
mente reconhecido, mas ndo estamos habituados a olhar
para o Brasil e para a China como sistemas federais, pois
vémo-los como sistemas perfeitamente integrados. O fe-
deralismo também depende do orcamento comum. Por
exemplo, o orgamento federal americano é muito mais
forte do que o europeu. A palavra-chave por detrds do

federalismo é a coordenacéo, que é algo muito diferente
do conceito de unificagdo. Isto significa que se preserva
aidentidade das partes, reforcando o comum através do
compromisso. Isso, de alguma maneira, vai de encon-
tro ao que estava a referir, visto que é muito mais fécil
acordarmos em relagdo ao que ndo queremos do que em
relagdo ao que desejamos em conjunto. Dessa forma, as
mudangas radicais sdo de alguma maneira impossibili-
tadas.

GONCALO A dltima questdo relacionada com mate-
matica prende-se com a dura critica feita por Vladimir
Arnold ao movimento de Bourbaki e, de certa forma, a
escola francesa. Qual é a sua reagdo a essa critica?

VILLANI Também aqui eu penso que um debate ptblico
sobre a forma como se faz matematica é salutar. E es-
timulante e cria momentos engragados quando discuti-
mos assuntos que de alguma forma ndo sdo tdo sérios.
E bom que haja essas opinides fortes acerca da matemé-
tica. Neste caso em particular, julgo que Arnold estava
ao mesmo tempo certo e errado. Estava certo quando de-
fendia que ndo h4 apenas uma forma de fazer matemé-
tica e que o sonho de Bourbaki de unificar a matematica
tornou-se com o tempo uma ideia algo desatualizada,
levando a que muitas outras coisas interessantes que
se fizeram em matemdtica ndo tivessem o destaque que
mereciam.

Estava errado quando nédo reconhecia que Bourbaki
foi importante na histéria da matemadtica, marcando
importantes avangos em certos campos e convengdes,
sendo importante para o estruturalismo nesses tempos.
Por outro lado, Bourbaki ndo impediu que os livros de
Arnold tivessem uma influéncia fundamental em mui-
tas geracOes de matemdticos franceses. A diferenca de
estilos e o debate que isso acarreta ndo constituem cer-
tamente um problema, antes pelo contrario, sdo algo
fundamental.

GONCALO Resta-me apenas agradecer-lhe por este tem-
po dentro do seu escasso tempo...

VILLANI Hum, hum...

CONVERSA COM... CEDRIC VILLANI -«
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AS DUAS CULTURAS

Um homem de Cultura deveria ter tantos conhecimentos de Ciéncia como

os que tem de Literatura?

xiste um texto famoso de C.P. Snow, cientista e ro-

mancista inglés, que fala das “Duas Culturas”, sendo
estas a cultura humanistica e a cientifica, que, em 1059,
quando o texto foi apresentado, comecavam a definir-se
como culturas distintas e até antagénicas.

Nesse texto clarividente e premonitério, C.P. Snow afir-
mava que, em sociedade, era perfeitamente aceitdvel que
alguém ndo conhecesse a segunda lei da termodindmica,
mas que o mesmo individuo seria ostracizado se ousasse
dizer que nunca tinha lido uma obra de Shakespeare.

Ora, na opinido do autor, as duas deveriam integrar
a bagagem minima de um Homem de cultura, e ndo ha-
veria por que privilegiar uma em detrimento da outra.

Tenho amigos cientistas e amigos escritores, e néo
me atrevo a fazer o mesmo exercicio. Ndo sei quantos
romancistas entendem verdadeiramente o conceito de
entropia (tantas vezes mal aplicado) ou quantos cientis-
tas terdo lido Shakespeare, ou Proust, ou Tolstoi. Mas
conheco muitos homens da ciéncia que sdo grandes lei-
tores e alguns homens de letras que se interessam pela
ciéncia.

Na minha opinido existe uma assimetria que dificul-
ta o exercicio, afinal todos os cientistas falam a lingua

NuNo CAMARNEIRO

Universidade
de Aveiro

nfem@ua.pt

dos romances (na pior das hipéteses através de tradu-
¢des), mas poucos escritores terdo a matemdtica ou a fi-
sica necessdria para apreciarem a teoria da relatividade
ou a mecanica quantica.

Nas melhores universidades americanas ou inglesas
exige-se aos alunos que conhegam a Odisseia e o Merca-
dor de Veneza, mas também os trabalhos de Darwin, Karl
Marx ou Freud. Ninguém fica a perder, independente-
mente de as suas ambigdes serem politicas, cientificas ou
artisticas. O mundo estd cada vez mais complexo e ndo
ganhamos nada em arrumé-lo em gavetas.

A laia de conclusio, vem-me 3 meméria uma frase
de Isaac Asimov, escritor e professor de bioquimica:
“O aspeto mais triste da vida atual é que a ciéncia adqui-
re conhecimento de forma mais rdpida do que a socieda-
de adquire sabedoria.”

E esse o grande desafio que temos pela frente, o de
chegarmos a uma sociedade que possa integrar e discu-
tir os avangos tecnolégicos sem esquecer a Histéria e a
cultura de que somos feitos.
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ESTREOU NOVA TEMPORADA

DO “ISTO E MATEMATICA!”

O programa “Isto é Matemadtica” iniciou no passa-
do més de novembro a emissdo da 117 temporada.
A forma simples, divertida e cativante de apresentar a ma-
temadtica ao publico tem contribuido decisivamente para
a desmistificacdo da disciplina. O “Isto é Matemdtica” é
promovido pela Sociedade Portuguesa de Matematica,
com o apoio da Fundagdo Vodafone Portugal, e transmiti-
do na SIC Noticias aos sdbados pelas 7h50, com repeti¢do
ao domingo as 11h45 e segunda-feira as 9h45. Apresen-
tado pelo matemadtico Rogério Martins, o “Isto é Mate-
madtica” tem sido usado nas salas de aula como material
didatico. Visite o canal do “Isto é Matematica”no Youtube.

CICLO DE CONFERENCIAS “ALMADA
NEGREIROS E A MATEMATICA”

A Biblioteca da FCT-Nova iniciou no dia 29 de
outubro um ciclo de seis palestras intitulado
“Almada Negreiros e a Matemadtica”. Muitos
dos trabalhos de Almada Negreiros contém re-
sultados de estudos geométricos e algébricos
que ocuparam uma parte substancial da sua
vida e que sem uma explicagdo aprofundada
poderdo parecer inacessiveis. Comecando com
um enquadramento da obra de Almada Ne-
greiros no Modernismo Portugués, neste ciclo
analisar-se-4 a génese deste caminho para a
abstracdo que passa pela idealizagdo de cons-
trugdes geométricas inéditas, pela tapegaria
O Niimero e que culmina com o painel Comegar,
exposto no atrio da Fundacdo Calouste Gul-
benkian. Toda a informagdo e detalhes deste ciclo
de palestras poderdo ser consultados em: http://
eventos.fct.unl.ptfalmadanegreiros-matematica.
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SPM ATRIBUI BOLSA DE INVESTIGACAO NO AMBITO DO PROJETO “MEMORIA DA SPM”

A documentacdo inédita gerada nos
primeiros anos de atividade da So-
ciedade Portuguesa de Matematica
(1940-1948) serd agora estudada atra-
vés do projeto “Memoéria da SPM”.
Este projeto, financiado pela Fun-
dacdo Calouste Gulbenkian e com
orientacdo cientifica de Jaime Carva-
lho e Silva (FCTUC) e Anabela Tei-
xeira (MUHNAC-UL), arrancou no
passado dia 1 de dezembro. A SPM,
mediante concurso com a referéncia
SPM-MUHNAC/BI/FCG143170/2016,
atribuiu uma bolsa de investigacdo
a Tiago Robalo. Durante os préximos
meses, ele terd a cargo a descricdo e
a digitalizagdo da documentagéo,
pesquisa histdrica, participacdo na
elaboragdo de textos cientificos, orga-
nizacdo de uma exposicdo e de um ca-
tdlogo e produgédo de contetidos para
um portal dedicado na web.

OPORTUNIDADES DE CARREIRA

A Sociedade Portuguesa de Matemdtica tem agora no seu site uma area
dedicada a Oportunidades de Carreira. Aqui estardo divulgadas bol-
sas, vagas para professor e ofertas de trabalho de empresas privadas,
sempre que estiverem relacionadas com matematica. Caso deseje divul-
gar alguma iniciativa da sua universidade ou empresa que possa enqua-
drar-se em Oportunidades de Carreira, escreva para imprensa@spm.pt.

GAZETA DE MATEMATICA -

PAGAMENTO POR
REFERENCIA MULTIBANCO
DA QUOTA ANUAL DA SPM
A partir de 2017, a Sociedade
Portuguesa de Matemadtica dis-
ponibiliza aos sécios uma nova
forma de pagamento da quota
anual através de referéncia mul-
tibanco. Cada sécio terd disponi-
vel uma referéncia de pagamen-
to na sua drea reservada.



PORTUGAL VOLTOU A CONQUISTAR OURO NAS
OLIMPIADAS DE MATEMATICA DA CPLP

Portugal teve a melhor classificacdo de sempre e posicionou-se no
primeiro lugar da tabela nas VI Olimpiadas de Matematica da Co-
munidade de Paises de Lingua Portuguesa (OMCPLP), com 121
pontos, ultrapassando o Brasil em casa, com uma medalha de ouro
e trés de prata. A competi¢do, que chegou ao fim no dia 10 de outu-
bro, aconteceu na cidade de Maracanat, muito perto de Fortaleza.
Kevin Pucci, da Escola de Dr. Julio Martins, em Chaves con-
quistou a Medalha de Ouro. Jodo Morais (Escola Secundéria c/
3.°Ciclo do Ensino Bésico de Mirandela), Jodo Camarneiro (Colé-
gio D. José I) e Maria Madrugo (Escola Secunddria ¢/ 3.° Ciclo do
Ensino Bésico do Restelo) sdo os responsaveis pelas trés medalhas
de prata. A sétima edi¢do das OMCPLP vai ter lugar em Portugal,
sendo a segunda vez que 0 nosso pais acolhe o evento. A parti-
cipacdo portuguesa nas olimpiadas é organizada pela Sociedade
Portuguesa de Matematica e a selecdo e a preparacao dos alunos
estd a cargo do Projeto Delfos, do Departamento de Matematica
da Universidade de Coimbra. O Ministério da Educagdo, o Novo
Banco, a Ciéncia Viva, a Fundacgdo Calouste Gulbenkian e a Pathe-
na apoiam esta iniciativa.

PROJETO DELFOS
FAZ 15 ANOS

Foi no dia 5 de dezembro de 2001
que os professores Alexander
Kovadec, Amilcar Branquinho e
Eduardo Marques de S4, do Depar-
tamento de Matemadtica da Univer-
sidade de Coimbra, decidiram criar
o Projeto Delfos. Passaram-se 15
anos e o Projeto Delfos estd de para-
béns. O Delfos nasceu com a missdo
de preparar as equipas portuguesas
para as competicOes internacionais
de matemdtica, é por isso uma es-
cola de matemdtica para estudantes
do ensino ndo superior com ex-
cecional talento para a disciplina.
Uma escola que funciona de modo
informal, movida pelo gosto na re-
solucdo de problemas. O Projeto
Delfos procura estudantes dos 10
aos 18 anos de idade. Para ingressar
no Delfos, um estudante do 9.° ao
12.°. ano de escolaridade deve en-
viar uma candidatura para delfos@
mat.uc.pt e passar por um proces-
so de selecdo. Para os mais novos,
do 5.° ao 8.° ano, existem épocas
especificas de candidatura. Apro-
ximadamente uma vez por msés,
o Delfos organiza um estdgio du-
rante um fim de semana, onde os
estudantes assistem a aulas, par-
ticipam em sessdes de problemas,
integram uma equipa numa com-
peticio de matematica e realizam

um teste de avaliagdo.
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O CONCURSO “UM CONTO QUE CONTAS” DE REGRESSO

Estdo abertas, até ao dia 10 de fevereiro de 2017, as inscri¢des para o con-
curso “Um conto que contas”, que consiste na escrita e na ilustragdo de
um conto que envolva contetidos matemaéticos. A competicdo tem como
principais objetivos fomentar hdbitos de leitura e de escrita nos alunos, as-
sim como promover a articulagdo entre diversas dreas do saber, desenvol-
ver as capacidades de expressdo e comunicacao e estimular a imaginagéao.
A participagdo é aberta a todos os jovens que frequentem escolas ptblicas
e privadas, desde o 1.° ao 12.° ano de escolaridade. Ver mais informagdes
em http:/[www.spmsul.uevora.pt/concurso.htm Este concurso é da responsa-
bilidade de uma comissdo organizadora em colaboracdo com a Delegagdo
Regional do Sul e Tlhas da Sociedade Portuguesa de Matemdtica, com o
apoio da Universidade de Evora, do Centro de Investigagdo em Matemati-
ca e Aplicagdes, da Associagdo de Matematica Interactiva e Ladica - AMIL
e da Delta Cafés.

GAZETA DE MATEMATICA -

SPM COMEMORA 76 ANOS

DIA 12 DE DEZEMBRO

A Sociedade Portuguesa de Matemd-
tica celebra o seu 76.° aniversdrio no
dia 12 de dezembro, segunda-feira, e
convida todos os sécios a participar
no almogo comemorativo que estd a
organizar. Este encontro realizar-se-
-4 em Lisboa, no Restaurante Avenida
Café (na Avenida da Republica, n.° 51
C, muito perto da sede), as 13 horas, e
terd um custo de 15 euros.

ABERTAS AS INSCRICOES
PARA AS MINI-OLIMPIADAS
Estdo abertas até ao dia 18 de ja-

neiro as inscri¢des para as Mini-
-Olimpfadas, a categoria das
Olimpiadas Portuguesas de Mate-
madtica dedicada aos alunos mais
jovens, dos 3.° e 4.° anos do ensino
basico. Os problemas propostos
fazem, sobretudo, apelo a capaci-
dade de raciocinio e a imaginagao
do aluno. A prova tnica desta ca-
tegoria realizar-se-4 no dia 25 de
janeiro. Todas as escolas interessa-
das deverdo fazer a sua inscri¢do
em http://mopm.mat.uc.pt/ MOPM.
O concurso consiste numa tnica
prova que se realizard em cada
escola participante, no dia 25 de
janeiro de 2017.



CARTAS DA DIREGAO

JorGE Buescu
Presidente da SPM
jsbuescu@fc.ul.pt

SINAIS PREOCUPANTES NA EDUCACAO

A Sociedade Portuguesa de Matematica tem como missdo o desenvolvi-
mento da matematica em Portugal. Dentro das trés vertentes principais da
sua atividade — Investigac¢ao, Ensino e Divulgacao —a Educagao assume, quer
pela sua importancia intrinseca quer pelo seu impacto social, um papel de

especial relevancia.

7
, pois, com elevado sentido de responsabilidade que

a SPM tem vindo, ano apés ano, a estabelecer proto-
colos de colaboracgdo com o Ministério da Educagédo e a
manifestar a sua total disponibilidade para alargar a co-
operacgdo a outras dreas identificadas como necessarias
para a melhoria do ensino da matemdtica. A SPM tem
tido uma relagdo de grande lealdade e colaboragdo com
o Ministério, quer identificando problemas prioritdrios
para a melhoria do ensino quer em tarefas concretas
tdo importantes como a auditoria aos exames nacionais
de matemdtica, a certificagdo de manuais escolares e a
participagdo ativa em questdes de defini¢do ou gestdo
curricular.

O exemplo mais recente desta colaboracdo partiu de
um convite, em margo de 2016, do atual Ministério da
Educacdo (ME), e mais concretamente do Secretdrio de
Estado da Educagéo (SEE), Prof. Jodo Costa. Assumindo a
necessidade de proceder a uma “flexibilizacdo curricular
sem alterar programas e metas” (sic), convidou a SPM a
integrar dois grupos de trabalho sobre os programas de
matemadtica dos ensinos Bdsico e Secunddrio, os quais in-
tegravam também elementos da APM, do ME, e profes-
sores convidados pelo ME e nao filiados em qualquer das
organizagoes. O objetivo seria o de responder as duvidas
e aos problemas reportados por professores ao ME e fazer
propostas de gestdo e flexibilizagdo curricular que, “sem
alterar os programas nem as metas curriculares” — pois,
segundo o préprio SEE, ndo faria sequer sentido fazé-lo

antes de os mesmos completarem um ciclo de funciona-
mento e consequente avaliagdo —, facilitassem a sua imple-
mentacdo nesta fase de transigdo.

O resultado do intenso trabalho desenvolvido por
estes grupos entre abril e final de julho de 2016 foi di-
vulgado publicamente pelo ME a 24 de agosto e estd
disponivel em http://www.dge.mec.pt/noticias/metas-curri-
culares/matematica-e-matematica-orientacoes-de-gestao-cur-
ricular-para-o-programa. Foi o que se poderia esperar de
uma discussdo intelectualmente honesta, balizada por
pressupostos claros: os atuais programas e metas foram
mantidos sem alteragGes significativas, mas foram feitas
muitas sugestdes prdticas que permitiram dar resposta
as naturais dificuldades sentidas por alguns professores
nesta fase de implementacao.

Na sequéncia do sucesso deste grupo de trabalho,
foi a SPM convidada em setembro, de novo pelo SEE, a
integrar novos grupos de trabalho andlogos para o ano
letivo 2016/17, com representantes da APM e da DGE.
A SPM, naturalmente, aceitou o convite, indicando os
nomes dos seus representantes.

No entanto, este grupo de trabalho nunca chegou a
reunir-se. Foi com a maior estupefagdo que a SPM foi
surpreendida através da comunicagdo social, no inicio
do més de outubro, com a noticia de que “O Ministério
da Educagédo pretende aplicar, ja a partir do préximo ano
letivo, “curriculos essenciais” das diferentes disciplinas
nos 1.° 5.° e 7.° anos de escolaridade” e de que o Sr. Se-
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cretdrio de Estado “confirmou ainda ter pedido as asso-
ciagdes de vdrias dreas disciplinares, com as quais esteve
ontem reunido, que apresentem a tutela “um desenho”
daquele que consideram o curriculo essencial de cada
uma das suas dreas. As primeiras propostas deverdo
chegar ao Ministério jd no inicio de 2017” (DN, htip://
www.dn.pt/portugalfinterior/curriculos-do-10-50-e-70-ano-
-resumidos-ao-essencial-ja-em-2017-5436771.html).

Numa primeira fase, acreditimos constituir um lapso,
em face do convite anterior ja efetuado, a ndo convocacao
das sociedades cientificas para a discussdo desta reestru-
turacdo dos curricula escolares. A SPM contactou formal-
mente o SEE, a 12 de outubro, solicitando uma audiéncia
com cardcter de urgéncia para esclarecer a situagéo.

A resposta do SEE, datada de 20 de outubro, foi mui-
to clara: a exclusdo das sociedades cientificas desta dis-
cussao foi deliberada. Passando a citar:

“O trabalho em curso é um trabalho integrado, rela-
cionando todas as disciplinas. Exactamente por ser
um trabalho centrado na gestdo curricular, foi minha
opgao convocar as associagdes profissionais e ndo as
sociedades cientificas. As associagdes serdo instadas
a fazer as parcerias e auscultagdes que forem consi-
deradas relevantes no decorrer deste trabalho.”

Neste esfor¢o de “gestdo curricular” promovido
pelo ME, o SEE decidiu, pois, ndo convocar as socieda-
des cientificas mas apenas as associagdes de professores.
A justificacdo foi a de que ndo se trataria de alterar pro-
gramas e metas mas “apenas” geri-los. Contudo, o SEE
afirmou que o trabalho tem como objetivo “emagrecer”
os curricula num resultado, o que poderd significar um
corte, ou facultatividade, de até 25% da matéria lecio-
nada, e que o seu resultado comegara a ser aplicado em

o

2017/18 nos anos iniciais do Ensino Bésico (1.°, 5.° e
7.°). Ora, uma alteracdo desta dimensdo nos contetidos
a ensinar é uma efetiva revisdo curricular, que s6 para
efeitos de retdrica oficial poderia considerar-se mera
“gestdo”. Pela calendarizagdo conhecida, as primeiras
versdes desta revisdo sdo esperadas ainda durante o
més de novembro, o processo deverd estar concluido em

janeiro de 2017.

A exclusdo da SPM deste didlogo é extremamente
perigosa. Ndo é concebivel uma reflexdo séria sobre o
ensino de uma ciéncia afastando deliberadamente os
seus profissionais, aqueles que simultaneamente a en-
sinam, a investigam, a aplicam profissionalmente e tém
dela uma visdo de conjunto. O argumento é caricato no
caso da matemadtica, em que praticamente 100% dos s6-
cios da SPM séao, de facto, professores da disciplina nos
vérios niveis de ensino.

A 11 de novembro, as sociedades cientificas (SPM,
SPQ, SPF e SPFil) contactaram formalmente o Ministro
da Educacéo e o Presidente da Comissdo de Educacéo e
Ciéncia da AR, expondo o assunto e solicitando reunido
urgente. De nenhum houve resposta. Curiosamente, no
mesmo dia de rececdo desta carta, a DGE convocou para
os grupos de trabalho a SPF e a SPQ... mas ndo a SPM,
numa atitude incompreensivel.

Paralelamente a todo este processo, o Ministério da
Educagdo decidiu ndo proceder este ano a certificagdo
de manuais escolares de matemadtica. A SPM estd ex-
tremamente preocupada com esta situagdo. O eventual
langamento para o mercado de manuais escolares ndo
certificados constituir, além de incumprimento da le-
gislagdo em vigor, um grave retrocesso de mais de uma
década na politica de promogdo da qualidade dos recur-
sos educativos. No caso da matemadtica seria particular-
mente nocivo, uma vez que no presente ano estdo a ser
preparados, para entrarem em funcionamento no ano
de 2017/18, manuais relativos aos novos programas de
6.° ano e de 12.° ano. Este tltimo é critico para o futuro
de muitas dezenas de milhares de estudantes, pois de-
termina o acesso ao Ensino Superior.

Curricula escolares revistos com grande precipitagdo
e sem discussdo cientifica. Manuais escolares sem con-
trolo de qualidade através de certificagdo. Duas razdes
para a SPM encarar com grande apreensdo o futuro pré-
ximo do ensino da matematica em Portugal: ndo s6 fica
instalado o caos no sistema a curto prazo como estas me-
didas podem assinalar, a médio prazo, o inicio de uma
perigosa deriva facilitista na Educagao.
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