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A MATEMATICA E AS SUAS APLICACOES

ADERITO ARAUJO
Universidade
de Coimbra

A matemadtica mantém, desde sempre, uma relagao simbiética com outras
ciéncias. Neste nimero da Gazeta de Matematica damos conta de algumas

particularidades desse fascinante relacionamento.

Séo muitos os resultados matemadticos que foram
obtidos apenas pela sua elegdncia e beleza, ou
motivados pela abstracdo, que evidenciaram, mais
tarde, ser a ferramenta ideal para descrever situacoes
reais. Podem ser encontrados exemplos na aplicagdo das
curvas elipticas a criptografia, no uso da geometria na
fisica tedrica, ou na relevincia da andlise harmoénica
no processamento de imagem, dos grupos finitos na
construgédo de cédigos para a correcdo de erros, da andlise
estocdstica na modelacgdo de sistemas financeiros, etc.

O artigo de Fatima Vinagre, que faz capa desta edigéo
da Gazeta de Matemdtica, mostra como um conceito
distante de

aplicabilidade prdtica pode ser ttil na explicacdo da

matemdtico aparentemente qualquer
existéncia de certas simetrias de rotagdo consideradas,
até hd poucos anos, impossiveis em cristalografia.
A autora comecga por descrever as propriedades mais
relevantes dos chamados numeros metdlicos para,
posteriormente, nos dar a conhecer a sua relagdo com
0s quase-cristais, cuja descoberta valeu a atribuigdo do
Prémio Nobel da Quimica, de 2011, e o Prémio Wolf da
Fisica, em 1999, ao israelita Dan Shechtman, do Instituto
Technion, em Haifa.

A conversa que Gongalo Morais manteve com
Jodo Pedro Nunes, professor no ISCTE - Instituto
Universitdrio de Lisboa, mostra-nos, por outro lado,

N

como motivagdes enddégenas a matemadtica podem

GAZETA DE MATEMATICA -

conduzir a novos e importantes desafios para a
disciplina. A atual crise financeira contribuiu para que
matemadticos e economistas estreitassem colaborag¢des
no sentido de encontrar novas teorias que permitam
descrever a complexa dindmica da economia. Na
entrevista que publicamos neste niimero da revista, os
intervenientes conduzem-nos numa viagem ao universo
da matemdtica financeira, revelando a economia como
terreno fértil para o florescimento de sofisticados
modelos matemadticos, adaptados a necessidade de lidar
com grandes quantidades de dados e diversas fontes de
informacao.

Damos também destaque ao artigo “Antiderivacgao:
Uma Ponte Entre a Matemética e a Economia”, onde se
relata um projeto desenvolvido com alunos do ensino
secunddrio no 4mbito da iniciativa Academia Junior de
Ciéncias, promovida pela Universidade da Beira Interior.
Os seus autores apresentam-nos uma interessante
experiéncia pedagégica onde o enfoque, mais uma vez,
reside na intima rela¢do entre a matemadtica e as suas
aplicagdes.

Citando John von Neumann, “o facto mais
caracteristico acerca da matemdtica é a sua relagdo
peculiar com as ciéncias que interpretam as experiéncias
a um nivel superior ao meramente descritivo”. Este
ndmero da Gazeta corrobora esta afirmacao.



RECICLANDO O ERRO

Se cancelarmos o algarismo 6 que é comum ao numerador e ao denomi-

www.atractor. ‘[)J‘

atractor@atractor.pt

nador da fragio 64/16, obtemos ;ﬁ = #,e de facto 64/16 = 4. Analogamente,
% =2e g—; = 3.Contudo, em geral, este € um procedimento incorreto. Para

que fragdes é valido?

Comecemos pelas fragdes com dois algarismos

no numerador e no denominador. Evitando
casos triviais (como %g) e juntando depois as fragdes
reciprocas, bastard dar atencdo as fragdes fﬁ em que
a, b e c sdo distintos dois a dois e a,b,c € {1,...,9}.
A igualdade

8 fa  a

b b

é equivalente a 10 bc = (9b + c)a e daqui concluimos que,
além de casos triviais, as fragdes na base 10 deste tipo que
permitem o cancelamento sdo 95/19, 98/49, 64/16 e 65/26, e
as correspondentes reciprocas 19/95, 49/98, 16/64 € 26/65.

Este problema pode colocar-se em qualquer outra base
B > 2 que ndo a decimal, sendo agora os algarismos 4, b, ¢
de {1,...,8 —1}. O Atractor programou uma rotina para
determinar as fracdes canceldveis néo triviais para bases
entre 2 e 100. Da andlise da lista de fragdes assim obtida
pudemos conjeturar alguns resultados gerais sobre estas
fragées. Em [1] pode ler-se uma versdo mais completa
deste texto em que se demonstram as propriedades que
enunciaremos de seguida.

Suponhamos que a base f é um nuimero primo.
O cancelamento na fragdo {ﬂé véilido se e s6 se
B(c—a)b =a(c—b). Como c=aseesbésea=b=c,
e, sendo ¢ # a, o primo B ndo divide nem a nem c —b,
concluimos que, quando a base é um primo, ndo ha fragdes
canceldveis ndo triviais nessa base. Pelo contrdrio, quando
B é um natural composto hd sempre fra¢des canceldveis

B |B-1| 4 F(& Reciprocas
Z 13
4 3 13 32
54 53 Z5 15
6 5 |2.3 25" 15 54" 53
76 74 37 17
8 7 (2.4 377 17 76" 74
B6 43 728 14
9 8 3 28" 14 86" 43
58 95 &4 65 45 18 16 26
wf s |2.5 45" 19" 16’ 26 98" 95" €4 " &5
11 10 11 9 5 11 3 11
12| 11 2,3 511 73 11 11 10711 5
4,6 118 11 & 211 111
211°1 11 118711 6
13 1z 13 7 ® 13 1 13
4 e —
1413 |2,7 6§13 "1 13 13 12713 7
14 12 14 10 7 6 | 4 14 =2 14 2 7
414 " 214 27 |1412"14 1077 6
4
150114 3.5, ¢ 1200 128 |17 312 212
77 312 "212 |75"1210"12 9

Figura 1. Tabela.

néo triviais, e o seu niimero depende essencialmente da
quantidade de divisores préprios de § e do factode f—1
ser ou ndo primo. Sdo vdrios os processos que permitem
criar fragdes canceldveis ndo triviais, mas temos também
um algoritmo, que descreveremos, para obter todas elas
em qualquer base. A tabela da figura 1 mostra alguns
exemplos, designando-se por F(B) o conjunto de todas
as fragdes canceldveis ndo triviais na base p sem contar
com as reciprocas.

Fixemos um natural composto f. Para cada divisor
1<d< B de B, é imediato verificar que é cancelavel
e ndo trivial a fragdo ¢a/bc com a =B —d, b=F/d—1e

ATRACTOR
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¢ = — 1. Por exemplo, se B = 4, entdo d = 2, criando-se
com este processo a fragdo 32/13. Se =9, entdo d =3,
e obtemos a fragdo canceldvel 86/28. Quando B =16, o
divisor d pode ser 2, 4 ou 8, e encontramos

1514 1512 158

7 153 151 15

Podemos acrescentar que, se f é composto e f—1 é

da
b
dos divisores préprios de B sao as tinicas canceldveis

primo, as fragbes canceldveis {7 assim criadas a partir

ndo triviais nessa base (além das suas reciprocas).

Figura 2. Fragcdes canceldveis ndo triviais na base 24.

E, portanto, para estes valores de 3, sabemos exatamente
quantas fragdes canceldveis existem nessa base, e quais
sdo. O grafo da figura 2 mostra todas essas fragdes para
a base 24.

Consideremos agora uma base B que seja um natural
composto tal que § — 1 também é composto. Neste caso,
hd outras frages canceldveis além das obtidas pelo
processo descrito anteriormente, como indica o grafico de
barras da figura 3, que retine, para alguns valores de f,
o ndmero total N (B) de fra¢des nido triviais canceldveis
na base e as suas reciprocas. Repare-se, por exemplo,
que B =21 tem apenas dois divisores préprios mas
N (21) =20; e que B =49 s6 tem um divisor préprio e
também se tem N (49) = 20.

Efetivamente, se e B —1 sdo compostos, para que
uma fragdo ,iﬂ seja canceldvel ndo trivial tém de existir
um primo p, divisor comum de § —1 e de ¢, e naturais

1§m§ﬁ—;1e 1< ¢ < c tais que a_i'zwéumnﬁmero

natural, e
ca

meczpm

Esta escrita de g, b, ¢ a partir dos dados p,m, ¢ ndo é, em

a=c—4{,b=

geral, inica (por exemplo, se § = 15, entdo o divisor primo

p=7del4, m=2e (=2 constroem a fragdo canceldvel

1412
4147

14, m =7 e £ = 2). E, sempre que o quociente ﬁ é um

que também é obtida com o divisor primo p =2 de

natural, este algoritmo produz uma fragdo canceldvel ndo

Figura 3. N'(B) para as bases B = 2,3, .. ., 50.

GAZETA DE MATEMATICA -



trivial na base f. As figuras 4, 5, 6 e 7 indicam todas as
fragbes canceldveis ndo triviais nas bases g =9, 15, 16
e 25. Foram obtidas com o algoritmo anterior e de cada
figura constam também os respetivos valores de p, m e £.

A figura 8 representa numa escala logaritmica, no
sentido do movimento dos ponteiros de um relégio
e a partir do raio horizontal da esquerda, as fracdes
canceldveis nao triviais (amarelo), as canceldveis triviais
(laranja), as suscetiveis de cancelamento mas ndo
canceldveis, e as ndo suscetiveis de cancelamento (azul)'.
Os dados estdo indicados para bases de 2 a 50, por ordem
crescente do raio.

Terminado o estudo de fragdes com dois algarismos,
podemos explorar as fragdes com trés algarismos de uma
base 8 fixada e suscetiveis de cancelamento. Hd agora
mais possibilidades a considerar, seja no ntimero de

2 g6

3]—®

26 28

B& 2B
p=2 E i 3_6
w
=2
._'_I
Ii\;r:!
r}h_E

=33] [a

14 43

EX 12
96
T18 15 14
1514] |T15 ™7 | 58 39
" = _made| T
315] f51z T3y 132 |es
N ER ST S
1512 |315 J ':’ 108 210
g L =2 i
115*153,.. \s 210 |wos
58| |115 miet
=T\
54 15
15 54

Figura 6. FragSes canceldveis ndo triviais na base 6.

algarismos a cancelar, seja na posi¢do deles no numerador
e no denominador da fragdo. Para simplificar a abordagem
e excluir os casos triviais, restringimo-nos a fragdes %,
%Z(, f;% e f%f Da lista de fragdes ndo triviais canceldveis nas
bases p =2,3,...,12 que o Atractor construiu (e a que
pode aceder em [1]), pudemos conjeturar, e depois provar,
algumas propriedades sobre estas fragdes em qualquer
base, de que a lista seguinte é uma amostra.

H4 apenas uma fragdo canceldvel ndo trivial em base
B = 2, nomeadamente ?{—;’. Ao contrario do que acontece
com fragdes de dois algarismos (em que, se uma fragdo
ndo trivial é canceldvel numa base, entdo ndo o é noutra

base), existe uma fragdo nao trivial com trés algarismos

! Dizemos de uma fragdo que € suscetivel de cancelamento se tiver (pelo
menos) um algarismo comum ao numerador e ao denominador:

129 212
212 129
Pz
m
a31a| faz 163
. . " a2 i210] P2
1412 414 2 - -
. 7 %1142 hz 1o
- I=2
@B~ .
/ TP 7] [Z7
z1a| fF10] &7 et 7L N7
- V=1 ~ TE
1410] [214 p=7 = .
s
1=2,
Tz 17
17 T5

e 1
I -
B 16

P
% 10 s Tz [272
pe2 I=1 pa2 =
1 16 [*mep metL212] [1210
o e a2 PE

Figura 7.Fragdes canceldveis ndo triviais na base 25.

ATRACTOR +* Reciclando o Erro
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que é canceldvel em todas as bases B > 3: %. Para
qualquer base f >4, sdo canceldveis as fragdes

330/132,330/231 €
3p~1Tp-2
18-1 ﬁ//f ’
e, se B > 4 é par, é sempre cancelavel a fracdo
112
br1r 8+

[kt ~

Para todo o natural fmpar B > 5, a fragdo ;

230
TS
172 B2

é canceldvel na base B. Para todo o > n, sdo canceldveis
na base f§ as fragdes

n—1ITn—-10 n—=1Tn-10
ln—=tTn-2" 2n—=tTn-3"

n—1Tn-10 n—Tn-10

3u—1Tn—-4" """ n-2n—11 i - e
igura 8. Percentagem de fraces canceldveis ndo triviais.

Se 8 é primo, ndo existem fragoes % nabase 8 que sejam
ndo triviais e cancelaveis.
O leitor é convidado a explorar todo o material REFERENCIAS
interativo que o Atractor produziu a propédsito deste tema [1] http:/fwww.atractor.pt/mat/reciclandoerro
e a considerar o desafio de obter uma descrigdo completa
das fragdes canceldveis ndo triviais com trés algarismos.

LOJA
spm
[

Consulte o catalogo e facga a sua
encomenda online em www.spm.pt




RECREIO

METAGROBOLOGIST EXTRAORDINAIRE JorGe NUNO Siva

Universidade
de Lisboa

David Singmaster acaba de publicar um livro de problemas! O titulo, bem jnsiva@cal.berkeley.edu
apropriado, é Problems for Metagrobologists (World Scientific 2016). Quem

segue o mundo da matemdtica recreativa nao se admirard com o termo

escolhido, os outros teriao de ler a introdugdo deste belo livro. Singmaster

presenteia-nos com uma cole¢io de problemas diversos, que cobrem areas

da Aritmética a Astronomia, passando pela Combinatoéria.

eleciondmos algumas questdes propostas por David -
Singmaster para os nossos leitores.

1. Neste problema, cuja autoria Davis atribui a Nob
Yoshigahara, cada letra A, B, C, D, E, F, G, H, I re-
presenta um digito positivo diferente. Que valores

tem cada uma delas de forma a valer a seguinte s
igualdade? =
A D G 1 )
BC + EE + HI 3. E facil fazer um quadrado com quatro fésforos.

(BC, EF, HI sdo ntimeros que se escrevem com dois
digitos).

2. O inspetor Lestrade entra na sala de jantar. O corpo
jaz no chdo. Quatro pessoas manifestam-se.

Agata: Eu sei quem a matou.

Bravo: Eu matei-a.

Carla: O Bravo matou-a.

Dério: Néo foi o Bravo nem a Carla.

Hé que determinar quem é responsdvel pelo crime
em duas hipéteses diferentes: a) Todos mentem; b)
56 uma pessoa mente.

Também nao é dificil fazer dois quadrados com
sete fosforos. E fazer dois quadrados com seis fés-
foros? (Os quadrados devem ter o mesmo tamanho,
os fésforos, que ndo dobram nem partem, também
néo se cruzam.)

Relembremos a questdo do ntimero anterior.

Num segmento de reta marcam-se, igualmente
espacgados, os pontos 0, 1, ..., n. A extremidade esquerda
corresponde o 0, a direita corresponde o n.

Um gafanhoto, colocado na origem, d4 saltos suces-
sivos de comprimentos 1, 2, ..., n. Pode fazé-lo para a
esquerda ou para a direita, sem sair do segmento.

RECREIO + Metagrobologist Extraordinaire 07



Se ao n-ésimo salto alcangar a extremidade direita,
o segmento de comprimento n diz-se vitorioso.

Para n =1 a questao é trivial.

A figura ao lado mostra como o segmento de com-
primento 4 se mostra vitorioso (o primeiro, o segundo
e o quarto saltos sdo para a direita, o terceiro é para a
esquerda). Para que valores de n é o segmento corres-
pondente vitorioso?

Os primeiros valores de nsdo 1, 4, 9, 13, 16, 20, 21, 24,
25, 28, 29, 32, 33, 36.

Estes sdo os primeiros termos da sucessdao A141000 da
On-line Encyclopedia of Integer Sequences (https:/foeis.org/).
Moscovich contou com a colaboragdo de Dick Hess para

~ g
-

(-1
=

A

3

determinar a expressao geral dos comprimentos vitoriosos.
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CANTO DELFICO

-

JorGE NEVES
Universidade de
Coimbra
neves@mat.uc.pt

CANTO DE ANIVERSARIO

"Gostas de pensar? Interessas-te pela matematica? Queremos convidar-te
a enriquecer os teus conhecimentos em temas de matematica elementar.’

— primeira carta aos estudantes, Projeto Delfos.

iz a lenda que AeAgoi, situado numa encosta do

monte Parnaso, é o umbigo da deusa grega da cria-
¢do. Af se encontram as ruinas de um fabuloso santudrio
dedicado a Apolo, que remonta ao séc. VI a.C. Sdo desse
tempo os Jogos Piticos, que decorriam de quatro em qua-
tro anos no estadio e no teatro ao cimo do santudrio, com
as suas competi¢des de poesia, musica, teatro e danga,
e cuja importancia s6 era superada pelos Olimpicos. No
interior do templo, ao centro do santudrio, divinava o
ordculo mais famoso e influente do mundo helénico. No
sétimo dia de cada um dos nove meses de residéncia de
Apolo, a sacerdotisa Pitia respondia as stplicas dos visi-
tantes. Em redor do templo de Apolo, ergueram-se deze-
nas de edificios dotados de estdtuas em marmore e bron-
ze. O atual complexo arqueoldgico testemunha a enorme
influéncia politica e religiosa do santudrio nas sociedades
da antiguidade cléssica. E, no entanto, para um grupo de

jovens portugueses, Delfos nado significa nada disto.

Em 2001, Alexander Kovadec, Amilcar Branquinho e
Eduardo Marques de S4, professores do Departamento de
Matemaética da Universidade de Coimbra, decidem dar
corpo ao projeto Delfos, uma escola de matematica para
jovens. Na mira tinham a elevacdo do desempenho das
equipas portuguesas nas competi¢des internacionais de
matemaética. No dia 5 de dezembro de 2016, o Delfos faz
15 anos.

Nos primeiros trés anos de vida, as atividades do
projeto Delfos acompanharam de perto o calendério das
olimpiadas de matemadtica. Os encontros na Universidade
de Coimbra visaram um pequeno nticleo de meia ddzia
de estudantes indicados pela Sociedade Portuguesa de
Matemadtica para formar as equipas olimpicas. Todavia, a
convicgdo de que o treino para as olimpiadas ndo pode-
ria cingir-se apenas aos meses de abril a julho levou os
membros do projeto a estender as atividades a totalidade
do ano letivo. Aparecem assim em 2004, mensalmente e
durante todo ano letivo, os Estdgios Delfos. Nos anos se-
guintes, o elenco das atividades dos estdgios diversificou-
-se, refletindo uma opg¢do também pela formagdo mate-
matica geral dos estudantes. Além das aulas e sessdes de
problemas, iniciam-se palestras de divulgacdo, as Li¢oes e
os Ordculos, e inicia-se a Liga, a competicdo matematica
em equipa do Delfos. Criou-se também o Férum, pioneiro
entre os féruns de matematica elementar da Internet lusé-
fona, que é hoje um local de convivio e discussdo matema-
tica com mais de 600 utilizadores.

CANTO DELFICO -
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elfos

Avinda a Universidade de Coimbra é para os estudan-
tes um momento de grande frui¢do. Eles vém ao encontro
de jovens apaixonados pela matemdtica. A forma como
vivem essa paixdo durante os estdgios é isenta de precon-
ceitos, ndo é anormal nem é exdtica. O Love Delfos, atual
logétipo do projeto criado por Eduardo Marques de 5S4 em
2012, sintetiza esta ideia.

Nestes 15 anos, o conjunto de alunos que frequentam
ou frequentaram o Delfos ganhou personalidade. Uma
das primeiras manifesta¢des da identidade do grupo dé-
-se em 2006. Foi na final das Olimpiadas Portuguesas de
Matematica desse ano que se ouviu pela primeira vez:
"0 Delfos é Fixe!”. Os estudantes tinham-se apropriado do
slogan para cativar outros jovens. O grupo ganhou consci-
éncia prépria.

Ser délfico é fazer parte de um grupo de jovens de todo
o Pafs que se apoiam uns aos outros, fortalecendo liga¢des
e evoluindo em conjunto. No férum e nos estdgios correm
aliangas; estudantes que partilham o que sabem e, juntos,
aprendem mais matemadtica. Os délficos tém a sua memo-
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ria e a sua histéria, conhecem os seus antepassados. A atu-
al geracao é guardia de um saber coletivo que tem o dever
de emular e ampliar. Os délficos sdo a alma do Delfos.

Os frutos do trabalho iniciado em 2001 s6 surgiram al-
guns anos mais tarde. No ambito da melhoria do desem-
penho das equipas olimpicas, o gréfico acima, que ilustra
a evolugdo das classificagdes obtidas por estudantes por-
tugueses nas Olimpiadas Internacionas de Matemadtica,
fala por si.

Em 2001 era facil pensar que um projeto com a natu-
reza do Delfos levado a cabo por trés professores univer-
sitdrios teria os seus dias contados. Quinze anos depois,
o Delfos cresceu e amadureceu. Hoje, ele envolve muitos
docentes do Departamento de Matematica da Universida-
de de Coimbra, investigadores visitantes e, numa tendén-
cia crescente, ex-délficos, que vém colaborar na docéncia
e partilhar a grande experiéncia que adquiriram. O futuro
do projeto Delfos, no ano em que faz 15 anos, deseja-se
brilhante.
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OS QUANTA DE WALLIS
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A constante matemdtica mais conhecida é r,a razio entre o comprimen-
to de uma circunferéncia e o seu didmetro, em qualquer circulo. Muitos
esforgos foram feitos na Histéria humana para encontrar o seu valor, ou,
pelo menos, uma boa aproximagdao. Mesmo hoje em dia, ha competi¢des
para ver quem o calcula com mais precisio em menos tempo. Hd quem
goste de exibir a sua meméria, dizendo de cor mais e mais de seus digi-
tos. Uma antiga forma de o calcular, obtida pela primeira vez no séc. XVII,
foi recentemente redescoberta nos confins do infinitamente pequeno: no

mundo quantico.

primeira constante matemadtica a que ndés somos

apresentados é 7~ 3,1415926536... (diz-se "pi").
Lembro-me até de uma pequena frase que me foi en-
sinada, de forma a melhor memorizar a sua expanséo
decimal: nés e todo o mundo decoramos pi usando letra por
niimero. Ao substituir cada palavra pelo seu nimero de
letras, encontramos a expansdo decimal do nobre nime-
ro. T é a razdo entre a circunferéncia e o didmetro de
qualquer circulo. Durante anos, a sua prépria existéncia
intrigava-me. Afinal, porque é que este resultado ndo
depende do circulo em questdo? Nada melhor do que
fazer uma experiéncia, prépria para salas de aulas com
criangas a serem apresentadas ao conceito pela primeira
vez. Com um compasso desenha-se uma circunferéncia;
um pedaco de corda serve para a medir. Com uma ré-
gua, temos o didmetro. Dividimos uma pela outra e... da
tudo errado! Encontrdvamos desde 2 e pouquinho até 4
e qualquer coisa. Dificilmente alguém se convencia de
que este namero fazia sentido. Ao fazer a média sobre
vérias experiéncias realizados na sala de aula, a resposta
estranhamente aproximava-se do valor esperado, mas isto
é assunto para outra crénica...

A ideia de que a razdo circunferéncia/didmetro ndo
depende do raio do circulo em questdo é, como diria
Fernando Pessoa, algo que "primeiro estranha-se, de-
pois entranha-se". E isto necessariamente ocorre, pois
7t é tdo presente na Natureza que questiond-lo implica
por em duvidas quase todo o conhecimento cientifico.
Em problemas onde mesmo o olho mais bem treinado
ndo vé uma circunferéncia, encontramos o omnipresente
3,14159...

O francés George Buffon foi, aparentemente, uma das
primeiras pessoas a conceber uma experiéncia de con-
tagem simples capaz de expressar uma aproximagao de
7t. Nesta experiéncia atiram-se agulhas de tamanho fixo
sobre um piso de riscas paralelas, cujo espagamento é
constante e igual ao do comprimento das agulhas. Con-
ta-se a quantidade de agulhas que caem sobre duas ris-
cas distintas, e, ao dividir pela quantidade total de agu-
lhas, encontramos 2/7. Uma grande vantagem sobre o
método direto anterior é que este ndo envolve medicdes,
sempre imprecisas, mas contagens, muito mais faceis de
fazer. Veja a figura 1.

Cem anos antes, no entanto, um outro matematico,
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Jonh Wallis, criptégrafo real inglés, também se ocupava
de formas mais préticas de calcular 7, jd ciente da di-
ficuldade de medir linhas curvas. Encontrou uma ex-
pressdo para 7 que pode ser calculda por aproximagoes

sucessivas:
n—ZXExgxéxéxéx
a 1335757 """
« 2n » 2n ><211—1—2 2n—|—2><
2n—1 2n+1 2n+1 2n+43

A demonstragio apresentada por Wallis era baseada nas
recém descobertas técnicas de cdlculo integral; um leitor
moderno pode refazé- la usando sucessivas integragoes
por partes da fungéo I(n f sen” xdx. Veja a figura 2.
E esta a férmula encontrada numa recente investiga-
¢do, feita pelos fisicos americanos Tamar Friedman e C.
R. Hagen [1]. Ao estudar o espectro do dtomo de hidré-
genio, o objeto de estudo central da fisica atémica, en-

contraram a curiosa expressdo do inglés, aumentando

Figura 1. O centro de uma agulha de tamanho 2( caiu no solo a
uma distancia x € [0, [] da risca mais préxima, num piso com ris-
cas paralelas espacadas de 2(. O angulo da agulha com a direcdo
das listas é dado por 0 € [—7/2, 7/2]. A agulha serd contabili-
zada na experiéncia de Buffon se 6 [farc cos § arc cos ﬂ

ainda mais a omnipresenca do 77 em todos os ramos do
conhecimento. Apesar de haver muitas demonstragées
da férmula de Wallis, esta é a primeira baseada em fisica
quantica e atémica.

que corresponde a regido escura. Portanto, uma agulha que
caiu no ponto x tem probabilidade @ de ser contabilizada.
Considerando todos os valores de x e que f01 arccos xdx = 1,
encontramos o resultado desejado.

A equacdo bésica da mecéancia quantica é a equacéo
de Schrédinger, uma equacdo das derivadas parciais
envolvendo o tempo e as varidveis espaciais. O conjunto
dos valores préprios da parte espacial da equagdo é o

:u.an\': .'.a\_La
1 1
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Figura 2. Imagem do livro Arithmetica Infinitorum por John Wallis
(Oxford, 1655). No texto a esquerda, o simbolo o refere-se
a 4/x. Fonte: http://lwww.eurekalert.orgimultimedia/pub/102980.
php, digitalizado pela Google.
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que um matematico chama de espectro. Um fisico prefere
pensar nos mesmos nimeros como os diferentes niveis
de energia permitidos aos eletrdes em 6rbita do ntcleo.

A equacdo de Schrodinger do dtomo de hidrogénio
pode ser resolvida de forma exata, utilizando os cha-
mados polindmios de Laguerre. No entanto, a ideia que
surgiu da unido de um fisico de particulas com uma fi-
sica de altas energias foi diferente. Em vez de utilizar a
solugdo exata, optaram por aproximar o polinémio de
Laguerre pelo seu termo dominante. Acontece que esta
aproximagédo serd tdo melhor quanto maior for o mo-
mento angular ¢ do dtomo de hidrogénio. Isto decorre
do facto de que para momentos angulares altos, as érbi-
tas do eletrao ao redor do nticleo sdo aproximadamente
circulares. Veja a figura 3.

Desta forma, a razdo entre o valor aproximado ob-
tido nesta nova investigagdo e o valor exato hd muito

Figura3. Modelo semi-cldssico do d&tomo
de Hidrogénio, conhecido como "modelo
de Bohr-Sommerfeld". Dado um mesmo
valor de energia (indicado pelo nimero
quantico principal, no caso n = 5), quan-
to maior o valor do momento angular,
medido por ¢, mais aproximadamente
circular é a drbita. Fonte: Wikimedia
Commons,  https:/len.wikipedia.org/wiki/
Bohr\_model.

conhecido aproxima-se de 1 quando ¢ tende a infinito.
Dai se segue que
(6+1)2 |T(L+1)
im
e (37 [T+ )

Na equacéo acima, foi utilizada a fungéo T (diz-se

2

"gama'), uma generalizagdo dos fatoriais para ndmeros
ndo naturais. Utilizando as propriedades desta funcao,
encontramos a relagdo de Wallis. Nada mal para um in-
glés que presenciou o nascimento da fisica cldssica po-
der ver o seu nome associado a mecéanica quantica!
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Os quase-cristais apresentam
simetrias de rotacdo impossiveis
em cristalografia que estdo associadas
aos nimeros metdlicos. Os seus d&tomos
distam uns dos outros de modo
diferente, embora permitam gerar
padrdes regulares ndo repetitivos.

Com vista a apresentacgdo de algumas
aplicagdes dos ntimeros metdlicos

em estruturas dos quase-cristais,
evidenciam-se previamente alguns
resultados inerentes aos niimeros
metélicos e estabelece-se sinteticamente
uma classificacdo dos grupos
cristalograficos tridimensionais,
seguida de uma caracterizagdo das

estruturas dos quase-cristais.

INTRODUGAO

A familia de ntimeros metalicos é formada pelas raizes po-
sitivas de equagdes quadraticas da forma x? — px — 1 =0,
onde p, g € IN.Um dos seus elementos mais importantes é
o ntdmero de ouro, ¢, mas contém outros seus parentes de
reconhecido valor, como é o caso dos niimeros de prata,
bronze, cobre, niquel e platina, entre outros. Podendo ser
escritos através de fragdes continuas e estreitamente re-
lacionados com as sucessoes generalizadas de Fibonacci,
estdo na base dos quase-cristais.

Os quase-cristais apresentam a existéncia de simetrias
de rotagdo de ordem 5, 8, 10 ou 12, que estdo associadas
aos numeros metdlicos, consideradas, até as dltimas trés
décadas, impossiveis em cristalografia, porque conduzem
a distancias desiguais entre os dtomos, apesar de gerarem
um padréo regular, ndo repetitivo, violando o que estava
estabelecido nos padrdes cristalinos que se repetem até ao
infinito iguais a si préprios.

NUMEROS METALICOS

Em 1995, a argentina Vera W. Spinadel (nascida em 1929)
definiu os niimeros metdlicos como sendo o conjunto dos
nimeros que resultam das raizes positivas de equagdes da
forma x> — px —1 =0, onde p,q € N.

Como, paratodoop,q € N, p? +4q > 0 aequagdo tem
sempre duas raizes reais x = (p£v/p*+49)/2. Além disso,
como p,q € N, p? + 4q > p?, tem-se que x = (p—/P*+49)/2
é a raiz negativa da equagdo e x = (p+V/P*+44)/2 a raiz
positiva. Assim, podemos afirmar que para qualquer
p,g €N,x> —px —q=0 tem uma tnica raiz positi-
va, ou seja, dd origem a um tnico nimero metdlico
x = (p+y/P+49)/2. Represente-se esse ndmero metdlico
por o4 € o conjunto formado por todos esses nlimeros
metdlicos por M, isto §,

+Vp* +4
ARVLERT] vgu,qu}.

M= {(TM FO0pg =
Alguns dos elementos de M tém nomes de metais, entre os
quais se encontram o mais famoso de todos eles, o ntimero
de ouro, ¢, que é obtido quando p =1e g =1, ou seja,

¢=011= 1+2‘/5, e os outros seus parentes, também co-
nhecidos, como é o caso dos nimeros de prata, de bronze,
de cobre, de niquel e de platina, sendo estes obtidos quan-
do se concretizam e da seguinte forma, respetivamente:
p=2eq=1,p=8eqg=1,p=1eq=2,p=1eg=3 e p=2 e q=2.
Os seus valores exatos e aproximados a 8 c.d. podem ser

vistos na Tabela 1.

Tabela I.
Valor
> Nome
Simbolo Nimero Valor exato | aproximado
(com 8 c.d.)
NG
11 =y Nmeo 145 a9
de ouro 2
NG
2 1 Uag=021 tmero 142 241421356
de prata
NG
31 op=oy Mo 3HVIS oo
de bronze 2
1 2 Ocu=01p Numero 2 5
de cobre
NG
13 oni=a Nmeo VIS
de niquel 2
NG
2 2 om=022 O 143 273205081
de platina
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Analisando mais atentamente a tabela anterior, pode
observar-se que existem niimeros metélicos que sdo nu-
meros naturais. Vejamos de seguida quando tal acontece.

Decorre da definigdo de niimero metélico que 0y, 4 é na-
tural, se p? + 4q for um quadrado perfeito e p + \/p? + 4q
for um multiplo de 2. Fixando o valor de p e variando
o valor de g na expressdo p+ +/p*>+4q, determina-se
para cada valor fixo de p, o termo geral, g, com n € N
da sequéncia dos valores de g para os quais p? +4q é
um quadrado perfeito e p + \/p? + 49 um multiplo de 2.
Terd de ser

_ PP H4qn _ p+/(p+2n)?
Up/qn— 2 = 2 7

ou seja, 4, = n(n+ p). Podemos, entdo, afirmar que todo
o ndmero metdlico natural é superior a 1 e pode ser escrito
na forma 0y, (1) = p +1,comn, p € N.

Note-se que (ver Tabela 2), para cada nimero metd-
lico natural m existem m — 1 niimeros metélicos naturais
iguais a m sendo estes 071 ,(u—1) O2m(m—2) O3,m(m—3)
04 m(m—4y - Tm—1,m- Se para todo o niimero metdlico na-
tural m retirarmos os m — 1 nimeros metdlicos naturais
iguais a si préprio, é possivel formar um subconjunto de
M, com os nimeros metdlicos naturais distintos, sendo
este o conjunto

{U n(ntp) P Opn(ntp) =P+ 1,pe ]N} .

Verifique-se de seguida se existem nimeros metdli-
€os 0p,4 que sejam racionais ndo naturais. Note-se que se
p? + 4q nao for um quadrado perfeito, a sua raiz quadrada
é um numero irracional (deixa-se a prova a cuidado do
leitor) e, como tal, 0y, também é. No caso de p? +4q ser
um quadrado perfeito, o ndmero metdlico sé poderia ser
racional ndo natural caso p + \/p? + 44, fosse impar. Mas
tal situagdo nunca ocorre, pois, para que isso acontecesse,
a paridade de p e \/p? + 44 teria de ser distinta. De facto,

Tabela 2.

se p for impar, p* + 4q também é fmpar, 0 mesmo aconte-
cendo com a sua raiz quadrada. Pode entdo concluir-se
que todo o ndmero metdlico é um ndmero irracional ou
um natural superior a 1.

Vejamos agora a relagdo entre ntimeros metdlicos e
fragdes continuas periédicas. E conhecido que todo o
numero real pode ser representado por uma fragdo con-
tinua. De facto, considerando [x] como sendo o tinico in-
teiro tal que [x] < x < [x] + 1 e definindo recursivamente,
ag=2x, ay = [an] € se ay ¢ Z, a1 = ﬁ, para todo
n € N, tem-se que x pode ser representado do seguinte
modo: se, para algum n, &, = a,, entdo

1
X =y =ag+ 1 =: [ag;a1,0a2, -+, an],
ay+ ——
1 ar+
1
+7
an
caso contrario,
1
X =09 =ay+ 1 =:lag;a1,a2,- -+ ,an,...]
ay+ —

ar+

Quando para n€N e ke \N{0}, a, .y =, a
fragdo continua diz-se periédica e representa-se por

[ag;a1,a2,+++ ,8y—1,8n, -+, 851 k_1)- Repare-se que
1 & +
Qpy1 = = ay .
Xy — n Xp+1
Considere-se x = [ag; a1, a7 - - - ] um nimero metdlico e P

qn’
compy € Z, qgn € N\{0}, primos entre si, a n-ésima redu-

zida ou convergente da fragdo continua de x, isto §,

Pn

- = [ao;allaZ' o /an}l n 2 0.

qn

1 2,6,12,20, 30, -

2 3,8,15,24, -

3 4,10,18, -

k k+1,4+2k9+3k 16 + 4k, -

{12, 016, 1,12, O120, T120, - } =1{2,3,4,5,6,---}

{023, 028, 0215, 0204, -+ - } ={3,4,5,6,--- }

{034, 0310, 0318, -} ={4,5,6, --- }

{Ok k11, Tkatokr Ok 943k Okto4aks - ) = k+1, k+2,k+3,k+4,---}
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Em [5] demonstra-se ainda que x é o limite das conver-

Pn

gentes { n
A titulo de exemplo, vejamos como se representam os
nimeros de ouro e de niquel segundo fragdes continuas
periédicas e, de seguida, vejamos como é que estes se
relacionam com as sucessdes generalizadas de Fibonacci
secunddrias (adiante designadas apenas por sucessoes ge-

neralizadas de Fibonacci).

1++/5 1 1
L T
+1+\/3
2
1 _
Sl == L] = 1]
1
+1 1
+1+ﬁ
2
1413 1+134+3-3 V13 -3
INi = T = 3 =2+T
1 1
=2+ =24 —
2 2(3++/13
75 (%f)
1 1 1
_2+3+\/ﬁ_2+3+\/ﬁ+3—3_2 V133
2 2 3+
3+ \/%%

E sobejamente conhecido que o ntimero de ouro estd
intimamente relacionado com a sucessdo de Fibonacci (se-
cunddria), mas Vera Spinadel provou (em [1], [6] e [7]) que
todos os niimeros metdlicos sdo limites de sucessées forma-
das pelos quocientes de termos consecutivos de sucessdes
generalizadas de Fibonacci', isto é, sdo limites de sucessdes
tais que cada termo é igual a uma combinagio linear de es-
calares naturais dos dois tltimos termos que o antecedem,
sendo os dois primeiros iguais a a e b, respetivamente, ou
seja, sucessdes (Gu)yeN que satisfazem Gy =a, Go =b
e para todo n € IN,G,y2 = pGyy1 +qGp, com p,q € IN.
Mais concretamente, demonstrou que para todo

ne€N,opq= lim
! n—+o0o

Cutl com p,q € IN.
Gn
Quando tomamos a=b=p=g=1 a sucessio de-
signa-se, usualmente, por sucessdo de Fibonacci. Se
a=>b=gq=1ep =2designamo-la por sucessio de Pell.
Repare-se que todos os termos de uma sucessdo gene-

ralizada de Fibonacci satisfazem para p, g € IN,

Gui2 q
f— Ij + .
Gnv1

n+1
Gn

Gui2 = pGpi1 +qGy &

Pelo que, se considerarmos uma nova sucessdo formada
pelos quocientes de termos consecutivos da sucessdo de
Fibonacdi, 1,4, 3,3,
ouro, uma vez que é formada por quocientes de ntimeros

.-, esta converge para o ntimero de

primos entre si que satisfazem,

Gn+2 — Gn+1+Gn -1+ Gy
Gn+1 Gn+1 Gn+1
P BT ST
%:1 GW‘E(zn—l 14+ Gé;l
1
1+ G
Gu1

Gn+2
Gui1
aplicando limites em ambos os membros da equacédo, vem

e, como limy— 0o existe e é igual a um ndmero real x,

lim Grta =[1] & lim Gni2 =¢

n—+oo Gyqq n—+0 Gy q

De modo semelhante, se considerarmos a sucessdo dos
quocientes dos termos consecutivos da sucessdo de Pell,
esta converge para o niimero de prata.

A convergéncia para outros ntimeros metdlicos acon-
tece quando consideramos sucessdes de quocientes dos
termos consecutivos de outras sucessoes generalizadas de
Fibonacci.

Curiosamente, as sucessdes generalizadas de Fibonac-
ci que estdo baseadas nos elementos desta familia satisfa-
zem propriedades aditivas e sdo progressdes geométricas.

Efetivamente, se construirmos progressdes geométri-
cas de razdo igual a um niimero metélico ¢} 4 da forma

1 1
S —— 1, Oy, 02, O
r 2 7 7 p.ar rq’ rYq’ 7
Ipq ra

estas progressdes também sdo sucessdes genera-
lizadas de Fibonacci que satisfazem para todo o
n €N, G2 = pGur1 +qGy.

Considere-se, por exemplo, a progressdo geométrica

(Gn)nelN (73

]_’ o'p,q, (7;27 Y e

47

"Quando cada termo é uma combinacao linear dos trés Ultimos termos
que o antecedem, designa-se sucessao generalizada de Fibonacci terndria.
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Verifica-se, para todoo n € IN,

n
Ipaq
Op.g

/

pGui1+qGy = po’l’;’q + qa;’/gl — pU;’/q +q

I
S

/

n i — n—1
P.q (P + qu) Op,q (P‘Tp,q +9)

n—1_2 n—1
1o Opq = Gy12-

= (. p,q:

Iz

Esta caracteristica faz com que os nimeros metdlicos
estejam diretamente relacionados com varios sistemas de
propor¢des utilizados em desenho e construcdes que vdo
desde a civilizacdo romana até a atualidade ([3], [4] e [7]).

QUASE-CRISTAIS

A existéncia de quase-cristais apenas foi aceite convin-
centemente pela comunidade cientifica em 2011, com a
atribuicdo do Prémio Nobel da Quimica ao israelita Da-
niel Shechtman, do Instituto Technion, em Haifa, Israel,
cuja descoberta foi de tal modo importante que implicou
a reformulacdo do conceito de cristal.

Os quase-cristais apresentam a existéncia de sime-
trias de rotagdo de ordem 5, 8, 10 ou 12, consideradas,
até entdo, impossiveis em cristalografia, porque condu-
ziriam a distancias desiguais entre os dtomos, gerando
um padrédo regular, mas ndo repetitivo, violando o que
estava estabelecido, que padrées cristalinos se repetem
até ao infinito iguais a si préprios.

Tais simetrias encontram-se associadas aos ntimeros
metélicos ([1] e [5]).

A designacdo de quase-cristais deve-se ao facto de ser
um sélido com um espectro de difracdo essencialmente dis-
creto, como os cristais, mas com uma estrutura aperiédica.

De todas as substancias naturais no estado sélido, a
matéria cristalina é a mais comum. Esta substancia refle-
te a existéncia de uma estrutura reticular, onde um dado
ponto ou né tem os seus homdlogos distribuidos por
meio de translagdes formando os vértices de um polie-
dro que se repete infinitamente nas trés dire¢des do espa-
¢o euclidiano, de modo a preencher o espago cristalino,
constituindo uma rede tridimensional ([8]).

Em meados do século XIX, A. Bravais estudou as di-
ferentes maneiras de se arranjar pontos geométricos de
forma periédica no espago tridimensional, dando origem
ao que hoje se conhece como redes de Bravais. Estas con-
sistem num conjunto infinito de pontos com arranjo e
orientagdo que parecem exatamente os mesmos quando
vistos de qualquer ponto da rede, ou seja, todos os pon-
tos cujas posi¢des R tém a forma R = 1101 + npvp + n3v3,
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onde e vy, vy e v3 sdo vetores’ndo complanares e 1y, 1
e 13 sdo inteiros.

Como consequéncia desta definigdo, diz-se que cada
vetor da rede, R, estd associado a uma simetria de trans-
lagdo, 7r que transforma a rede nela mesma.

Contudo, as redes de Bravais podem ter outras si-
metrias, mais concretamente, simetrias pontuais, isto é,
simetrias que deixam, pelo menos, um ponto da rede
invariante.

Em [3], prova-se que toda e qualquer simetria que
transforma a rede nela mesma e deixa fixo apenas um
ponto do espaco euclidiano apenas pode ser resultante
de rotagdes’ com eixos que passam por esse ponto ou re-
flexdes rotatdrias’ em que o eixo de rotagdo e o plano de
reflexdo passam ambos pelo ponto.

Os cristais, do ponto de vista matemadtico, encontram-
-se classificados em classes de cristais ou holoédricas® que
assentam em redes de Bravais. Estas classes sdo grupos
que se caracterizam pelo facto de existir em cada um de-
les, pelo menos, um cristal cujo holoédro® estd nesse gru-
po, sendo conhecidas por classes triciclica, monociclica,
ortorrdmbica, tetragonal, hexagonal, trigonal (ou rombo-
édrica) e cibica, devendo-se os seus nomes as designa-
¢Oes usuais dos cristais.

Em termos fisicos, os cristais sdo conjuntos de dtomos
que formam sélidos ordenados, nos quais as unidades
de repetigdo estdo arranjadas de forma periédica numa
rede de Bravais subjacente. Quanto a estrutura cristalina,
esta é definida por uma rede de Bravais e um conjunto
de posic¢des de um ou mais tipos de dtomos, pelo que nos
permite ter mais informagéo do que apenas aquela que a
rede de Bravais nos dd, uma vez que acresce a informacao
sobre as posi¢des ocupadas por cada dtomo.

Cada uma das sete classes de cristais é formada pe-
los cristais mais simples’ que se designam por cristais
primitivos, os quais tém como relacdes para os compri-
mentos dos seus geradores e para as amplitudes dos an-
gulos entre os seus geradores aqueles que se encontram
na Tabela 3 ([3]).

Existem ainda mais sete cristais ndo primitivos que
tém por base trés relagdes baseadas nos geradores dos
cristais primitivos, isto é, que tém por base trés relacdes
entre os geradores dos reticulados primitivos.

Assim, considerando e 71, T2, e T3 os geradores de um
cristal e que cada célula primitiva® é uma célula unitaria
obtém-se mais sete novos cristais ndo primitivos, desig-
nados de:

(1) Corpo-centrado se, nas classes ortorrémbica, tetrago-



Tabela 3.

Classes > Relagbes para os
de cristais HIGIGECES comprimentos de geradores

triciclica C1UCly a, b, ¢ distintos

monociclica Co UCyly a, b, c distintos

ortorrdmbica D, U Dl a, b, c distintos
tetragonal Dy UDyly a=b#c
hexagonal Dy U Dgly a=b#c
trigonal D3 U D3ly a=b=c
cibica OuUOl, a=b=c

RelagGes para os angulos

entre geradores

%, B, distintos
a=p=90°#7
o :’B:'y:QOO

a=p=7y=90°
a =B =90°v=120°
90° #a =p =1y <120°
a=p=7y=90°

nal e ctbica, o cristal é gerado pelos vetores associa-
dos as translagdes: 71, Tz e %(7’1’7’27'3)

(2) Face-centrado se, nas classes ctibica e ortorrdmbica,
o cristal é gerado pelos vetores associados as transla-

sdes: 3(T2T5), 3(TsTh) e 5(TiTa).

(3) Base-centrado se, nas classes monociclica e ortorrém-
bica, o cristal é gerado pelos vetores associados as
translagdes: 7>, T3 e %(7’175)

Tais cristais, que se ilustram na figura 1, na pdgina se-
guinte, sdo conhecidos por reticulados de Bravais.

A partir das sete classes de cristais, estabelece-se uma
classificagdo dos reticulados tridimensionais de forma a
determinar-se o maior subgrupo de isometrias de R3 mu-
nido com a operagdo de composicdo que deixa invariante
um reticulado que tem um ponto fixo.

Tal classificagdo conduz-nos a existéncia de 32 grupos,
0s quais sdo designados por grupos cristalograficos pon-
tuais, que nos permitem, entdo, classificar os grupos de
reticulados tridimensionais.

Os grupos cristalogréficos pontuais sdo gerados por
rotagGes de ordem 2, 3, 4 e 6 e simetrias de reflexdo rota-
téria em que a parte rotacional tem ordem 1, 2, 3, 4 ou 6
(encontra-se demonstrado em [3]).

Quando se entra em linha de conta com as translacdes,
estes grupos cristalograficos pontuais ddo origem a 230
grupos cristalograficos tridimensionais (ou 219 grupos
caso se considere apenas o grupo de isometrias que preser-
vam a orienta¢do), nos quais se enquadra qualquer cristal.

Na realidade, nem todos os sélidos apresentam a pe-
riodicidade patente nas redes de Bravais. Uma consequén-
cia desta periodicidade é a propriedade de ordem de lon-

go alcance, isto é, conhecendo-se a posi¢do de um dtomo
da rede, podemos determinar com exatiddo a posicdo de
um outro dtomo qualquer, mesmo que este esteja bastan-
te distante do primeiro. Alguns sélidos ndo possuem esta
propriedade e, portanto, sdo designados de desordenados.
H4 ainda materiais que exibem um certo tipo de ordem de
longo alcance, mas nao sdo periédicos, os quais designa-
mos de quase-cristais.

Acabamos de ver que nos cristais quer as rotagdes quer
as partes rotacionais das reflexdes rotatérias tém ordem 1,
2, 3, 4 ou 6, pelo que os angulos de rotacdo tém amplitude

360°
W ,comn=1,2,3 40ub.

Simetrias de rotagdo segundo angulos, como por
exemplo, de 72° sdo, entdo, incompativeis com a periodi-
cidade cristalina, uma vez que ndo é possivel preencher
0 espago euclidiano com os sélidos platénicos dodecaé-

2Designados de vetores primitivos da rede.
3 Isometrias que preservam a orientacdo, isto €, isometrias diretas.

4Uma reflexdo rotatdria é uma isometria indireta (isto é, que ndo preser-
va a orientacao) que consiste no produto de uma rotagdo em torno de
uma reta (eixo de rotacdo) por uma reflexdao num plano perpendicular a
essa reta. Um caso particular de uma reflexao rotatdria € uma inversao
num ponto.

* Designadas em cristalografia por sistemas cristalinos.

¢ Define-se holoédro de um reticulado como um subconjunto de isome-
trias do espaco euclidiano que torna invariante o reticulado.

" Correspondem aos sete reticulados primitivos.

8Uma célula primitiva de grupo reticular tridimensional é um poliedro
com grupo de isometrias no grupo holoedral.

? As arestas do poliedro tém comprimento |.
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Reticulado triciclico em que:

V3

atBFyelwll# vl # [l

Reticulados monociclicos em que:
a=y="90°B>90°e|ln[l + [l

v2

Primitivo

# [lvsll

V3

vz

Base-centrado

Primitivo

Reticulados ortorrémbicos em que: o = By = 90° e ||vi|| # [|w2|| # [|w3]|

v
_lCl
V2 v2
Base-centrado Corpo-centrado

Face-centrado

Reticulados tetragonais em que:
a=PBy=90e|lv|| = [lval| # ||vs]l

Reticulado trigonal/hexagonal
em que: 0 = B = 90°y = 120°

Reticulado romboedral em que:

a=B=90°y = 120°

20

el = [lvall # [lwsll el = llvall # [[wsl|
V3 V3 V}L[ v ,
\ //1\\
o
p T B B
Y| V2 Y v2 vl / Ve AVAZ
v Wi Vi vi
Primitivo Corpo-centrado Primitivo
Reticulado cubico em que: v va Vi
a = By =90° N . ';'
e |wll = [jvll = [l = s
[y gy o ¥
Y vz 1 vz :- N -7 vz
w v v
Primitivo Corpo-centrado Face-centrado

Figura 1". Os 14 reticulados de Bravais.
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Figura2.'"” Padrao'® de difragdo do eletrdo que mostra
a simetria de ordem 5 obtida a partir do sélido quase-
cristal Al-Cu-Fe.

P F F'
. ﬁ*tt'pfﬂ@ﬁ;

Figura 4."* Seccdo do quase-cristal formado
pela liga Al-Ni-Co.

dricos ou icosaédricos, pois estes apresentam simetrias de
rotagdo de 72° ou seja, simetrias de rotacdo de ordem 5.

A descoberta de Schechtman, Blech, Gratias e Cahn
(em [10] e [11]), em 1984, surpreendeu toda a comunida-
de quando demonstraram, por difragdo de eletrdes, que
certas ligas de aluminio (Al) e manganés (Mn), quando
rapidamente resfriadas a partir do estado liquido, for-
mavam sé6lidos que combinavam simetrias de rotagdo de
ordem 5 no espectro de difragdo com a ordem orientacio-
nal de longo alcance, significando que as diversas unida-
des que compdem o sélido estavam todas orientadas da
mesma forma.

Schechtman e os seus colaboradores tinham acabado
de demonstrar a existéncia de simetrias de ordem 5 em
materiais que aparentemente tinham algumas proprie-
dades do sistema cristalino, como a ordem orientacional
de longo alcance, mas que ndo tinham outras, tais como a
periodicidade.

Observe-se a figura 2 que exemplifica o tipo de pa-
drdo de difragdo encontrado por Schechtman e os seus
colaboradores.

Seria de esperar que pudesse estar envolvido o ntime-
ro de ouro, jd que este estd intimamente ligado a geome-
tria pentagonal e, de facto, os esquemas de difracdo que
foram efetuados por Schechtman continham representa-
¢des de planos que formavam angulos com a horizontal
igual ao niimero de ouro, ¢.

Desde entdo, tém vindo a ser descobertos outros ma-
teriais, com base em outros ntimeros metdlicos, que con-
tém outras simetrias proibidas em cristalografia, como
sdo exemplos os niimeros de prata Tag € de Sutil, <p3,
que estdo relacionados com as simetrias octogonais, de
ordem 8, e com as simetrias dodecagonais, de ordem 12,
respetivamente.

Os quase-cristais sdo substancias que se configuram
com esquemas de difragdo que evidenciam simetrias de
rotacdo de ordem 5, 8, 10 ou 12.

'%||v4|| representa o comprimento do vetor vicom i = 1,2 e 3.
' Referenciada em [3]

'2 htp:/Iwww.scienceinschool.org/pt/20 | 2/issue24/crystals (Consultado em
20/05/2016)

'3 Este padrdo convenceu os cientistas da existéncia de quase-cristais.
'* https://pt.wikipedia.org/wiki/Quase-cristal (Consultado em 20/05/2016)

15 http://quimicaeshow2.blogspot.pt/20 | | /1 O/quasicristais-premio-nobel-de-
-quimica.html (Consultado em 20/5/2016)
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NUMEROS METALICOS NOS QUASE-CRISTAIS
Algumas versdes unidimensionais dos quase-cristais,
embora ndo apresentem simetrias de rotacdo, ilustram a
possibilidade de um sistema ter um certo tipo de ordem,
apesar de ser aperiédico.

Vérios protétipos unidimensionais de quase-cristais
sdo modelados através de sucessdes definidas por recor-
réncia, em que cada um dos seus termos sdo cadeias for-
madas pelos simbolos'® ou dtomos A e B e cuja justaposi-
¢do destes segue a seguinte recorréncia:

S1 =B, S, = A e para todo natural
n>28,11=5,7S,.19, comp,geNe

em que S, F representa p repetigbes adjacentesa S, e S,,_1 7
representa g repeti¢des adjacentes a S;,_.

Observe-se que a sucessdo (S,)nen ndo é periddica,
uma vez que ndo existe uma ordem k, para todo n > 1,
que satisfaga S, = Sy. No entanto, existe uma certa or-
dem na forma como estéo justapostos os A’s e os B’s, uma
vez que decorrem da aplicacdo da expressdo do termo ge-
ral da sucesséo.

Pensando no comprimento de cada cadeia S;, com
i € N, que consiste no ntmero natural que designa a
quantidade de simbolos que a compdem e representan-
do-o por |S;|, constréi-se uma nova sucessio (Fy)qen de
comprimentos das cadeias S; da seguinte forma:

F =S| =1, F, =|S3| =1 e para todo natural n > 2,
Fui1 = [Spi1| = |SnPSu-11)

com p e g naturais e em que S, ¥ representa p repeti¢des
adjacentes a S, e S5,,_1 7 representa g repeti¢bes adjacentes
a Snfl.

Repare-se que (F;)nen € uma sucessdo generalizada
de Fibonacci, em que os dois primeiros termos sdo 1 e para
todo n > 2 satisfaz

Fup1 =[S0 PSp-1 7] =[S P| +[Sn-11|

= p[Sul +q|Su-1] = pFu + qFs-1.

Portanto, tendo em conta que todos os nimeros meté-
licos sdo limites de sucessdes formadas pelos quocientes
de termos consecutivos de sucessdes generalizadas de Fi-
bonacci (conforme foi visto na sec¢do 2) estdo reunidas as
condigbes para podermos afirmar que a sucessdo dos quo-
cientes de termos consecutivos de (F,),eN converge para
o ntimero metdlico ¢y, com p,q € IN ou seja, que os quo-
cientes de comprimentos consecutivos das cadeias geradas
por dois dtomos num destes protétipos de quase-cristal
unidimensional tendem para o nimero metalico oy 4.

Figura 5.'* A telha de Penrose.

A nivel bidimensional, existem vdrios exemplos de
quase-cristais.

A existéncia destes na arquitetura isldmica é frequente
e alguns deles remontam ao séc. XV, mas somente a partir
de 1974, com o matemidtico e fisico inglés Roger Penrose é
que se comegou a ter consciéncia da sua existéncia através
do estudo por ele efetuado aos arranjos geométricos de
quase-cristais e a forma de pavimentar o plano com estru-
turas quase-periédicas, utilizando, por exemplo, a telha'’
representada na figura 5 para ilustrar a sua teoria.

A telha de Penrose permite, a partir de um conjunto
limitado de figuras geométricas de base, designadas de
ladrilhos", gerar padrdes ndo repetitivos que permitem
cobrir com pentdgonos, decdgonos, etc., e sem distorgao,
superficies tdo extensas quanto se deseje?. A telha de Pen-
rose apresenta um padrdo que além de aparecer em algu-
mas decoragdes de edificios islamicos, permite estabelecer
uma relagdo com as telhas de girih, nome em drabe dado
aos padrdes dos ladrilhos formados por figuras geométri-
cas que misturam pentdgonos, decdgonos e outras e que
cobrem os muros das mesquitas e dos paldcios medievais
do mundo islamico.

Peter Lu e Paul Steinhardt, em [9], ilustram outros pa-
drdes encontrados na arquitetura islamica e exemplificam
como o processo de Penrose pode ser utilizado na cons-
trugdo de outro ladrilho, ver figura 6, ou até mesmo, como
poderia, por exemplo, ter sido usado nas telhas girih do
santudrio Darb-i Imam em Isfahan, no Irdo, cuja constru-
¢do data do séc. XV, ver figura 7.

Vejamos de seguida o processo de construgdo de uma
telha de Penrose e a sua relagdo com as telhas girih.

Na figura 6, os poligonos A e B (que se encontram a
esquerda nas figuras 6A e 6B) formam os ladrilhos iniciais
de Penrose. Estes sdo decorados com linhas vermelhas
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Figura 6. ' Processo de constru¢do de uma telha de Penrose

e azuis, de modo a que quando se procede a unido dos
ladrilhos pelas suas arestas, estas linhas continuem sem
interrupg¢des, formando uma telha de Penrose, isto é, dis-
pdem-se de maneira a existirem simetrias pentagonais e
em que os ladrilhos A e B se repetem com frequéncias cuja
razao entre elas é o nimero de ouro.

O processo de construgdo usado foi o seguinte:

Dado um conjunto finito de telhas, cada telha pode ser
subdividida de acordo com as “regras de inflagdo” (isto é,
através da sucessdo [Sy],enn definida anteriormente), em
ladrilhos A e B de menores dimensdes (indicados a direita
das setas nas figuras 6A e 6B), que se juntam para formar
uma telha com mais ladrilhos.

Com vista a estabelecer uma relagio entre as telhas de
girih e as de Penrose, nomeadamente, de se poder pavi-
mentar as telhas de girih a custa das telhas de Penrose,
constroem-se as telhas ilustradas nas figuras 6C, 6D e 6E,
que formam telhas com os ladrilhos iniciais de Penrose.

Por fim, confrontando as figuras 6F e 7, observa-se que

e s 8
L7
N S

-

Figura 7. ' Relagdo entre as telhas girih e as de Penrose.

!¢ Representacdes graficas, indivisiveis, utilizadas na construgdo de cadeias.

7 Define-se como telha o conjunto de ladrilhos unidos entre si que for-
mam a cobertura da superficie.

"8http://coachcaldeira.blogspot.pt/201 | /1 0/uma-analogia-superficial.html
(Consultado em 20/05/2016)

' Um ladrilho consiste numa das formas possiveis de formar uma telha
numa pavimentagao.

29Se S € o conjunto de telhas numa pavimentacdo, um conjunto R de
formas € designado por um conjunto de ladrilhos se nenhuma de duas
formas que pertencem a R s3o congruentes entre si e toda a telha em S
é congruente para uma das formas em R. E possivel escolher muitos con-
juntos distintos de ladrilhos para uma telha, pois transladando ou rodando
qualquer um dos ladrilhos, produz-se um outro conjunto vdlido de ladri-
lhos. Contudo, todo o conjunto de ladrilhos tem a mesma cardinalidade,
pelo que o nimero de ladrilhos estd bem definido.

2! Referenciada em [9].
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é possivel pavimentar a regido da telha de girih, do san-
tudrio de Darb-i Imam, que se encontra delimitada pelo
retdngulo (a preto) na figura 7, com os ladrilhos perfeitos
de Penrose.

Mais, esta subdivisdo de autossemelhanga de ladrilhos
grandes em pequenos ladrilhos pode ser expressa em ter-
mos de uma matriz de transformagdo em que os valores
proprios positivos sdo os niimeros metdlicos. Basta termos
em conta que a familia dos ndmeros metdlicos pode ser
definida como o conjunto de valores préprios positivos de
uma equagdo matricial

Gz | _ | P q || Guna
Goin 10| G |”

uma vez que se considerarmos a transformacdo linear
Y = AX, em que as matrizes

_| P 1 _ | Gns2 _ | Guna
a=[ 1 g]r=[gn]ex=[% ]

e X # 0, um vetor é um vetor préprio da matriz A, se
AX =AX & (A—AIX =0 e os valores préprios da ma-
triz A sdo as raizes do seu polindmio caracteristico, ou seja,
os valores préprios da matriz de transformagdo A sdo os
ntmeros metdlicos o 4 € 0s seus conjugados 0,; porque

det(A—AI):O(:»‘ "’;" N ’zO@Az—pA—qzo

=

Ao PV PP
2 2

SA=0pqgVA=0pg.

Observe-se que para quaisquer p,q €N, op,q >0 e
op,q <0.
Quanto aos vetores proprios de A, estes sdo

[ 0p,qGn+1 ]e[ 0p,qGn+1 ]
0p,4Gn 0p,qGn

e como resultam de dois valores préprios distintos, eles
sdo linearmente independentes e, portanto, formam uma
base no espago vetorial bidimensional.

Pelo processo de construgdo exposto, fica claro que a
metodologia utilizada por Penrose permite pavimentar o
plano, usando ladrilhos em que os seus motivos sdo cons-
truidos através de regras préprias e por subdivisées au-
tossemelhantes.

Mas as telhas de Penrose permitem ainda inferir que
numa estrutura quase-periddica é possivel preencher o
espago, em casos onde o eixo de simetria tenha multipli-
cidade 5 (ou 7), usando para tal estruturas icosaédricas.

Figura 8: llustracdo de um quase-cristal com es-
trutura iscosaédrica. Contém 12 vértices, 20 faces
e 30 arestas. Os eixos de multiplicidade 5 passam
pelos Vértices, os eixos de multiplicidade 3 passam
nos centros das faces e os eixos de multiplicidade 2
passam pelos pontos médios das arestas.

L] L] L]
Prp bl Py iy,
@ s @ da a

Figura 9:%* (A) Amostra original contendo Khatyrkite.
A parte escura contém principalmente Khatyrkite
(CuAly) e cupalites (CuAl) e também estruturas
granulares como a mostrada na parte (B) com com-
posicao Alg3CuygFe|3. Os padrdes de difracdo
foram obtidos da regido destacada pelo circulo
vermelho. (C) Imagem do padrdo no espaco real
mostrando a ordem quase-periddica com simetrias
de ordem 5 obtida por Microscopia Eletrénica de
transmissdo de alta resolugdo (HRTEM).
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Padrées de

Figura 10.

difracdo de raios X com
simetria de ordem 2 (C), 3
B)e5 (A).

Shechtman e os seus colaboradores foram os primeiros
a estudar um quase-cristal tridimensional. Eles verificaram
que quando se inclinava o sélido em angulos apropriados,
este apresentava simetria icosaédrica (ver figura 8).

No entanto, tais simetrias ndo foram f4ceis de encon-
trar em sélidos existentes na natureza. S6 em 2009 é que
foram encontrados pela primeira vez, por Luca Bindi e
seus colaboradores ([12]), quase-cristais tridimensionais
na natureza, os minerais de Khatyrkite, provenientes das
montanhas de Koryak, no nordeste da peninsula Kamcha-
tka, na Rassia, e que se encontravam para estudo no Mu-
seo di Storia Naturale da Universita degli Studi di Firenze,
datando do periodo tridssico (200 milhdes de anos atrés).

Ap6s um estudo exaustivo, descobriram que os mi-
nerais de Khatyrkite apresentam simetrias rotacionais de
ordem 2, 3 e 5, conforme pode observar-se nas figuras 9 e
10, e portanto, sdo quase-cristais.

Tendo em conta as simetrias de ordem 5 e tudo o que
ja foi visto neste artigo, os ntimeros metdlicos estdo aqui,
novamente, subjacentes a esta estrutura.
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Quem criou o conceito de espago-tempo? Ao contrario fcsantos@fe.up pt

do que normalmente se julga, nao foi Einstein.

INTRODUCAO

H4 100 anos, em 1916, Einstein publicou o seu artigo de E mesmo uma ideia que se encontra muito espalhada.
sintese relativo a Relatividade Geral, Bases de uma Teoria Por exemplo, em http:/fwww.space.com/17661-theory-ge-
da Relatividade Generalizada, alguns meses apds ter chega- neral-relativity.html é afirmado que Einstein «descobriu
do as respetivas equagdes de campo. que o espago e o tempo estdo entrelagcados numa tnica

entidade chamada espago-tempo». Em http://mundoes-
tranho.abril.com.br/materiajo-que-e-a-teoria-da-relatividade
pode ler-se que “Em 1905, o genial fisico alemdo Albert
Einstein afirmou que tempo e espaco sdo relativos e es-
tdo profundamente entrelacados”. Existe mesmo um
livro (veja-se [1]) sobre Relatividade que tem por titulo
Einstein’s Space Time.

I. HERMANN MINKOWSKI

Figura I: Albert Einstein (c.1905).

Quem fala em Relatividade fala em espaco-tempo e
quem ja esteve exposto a Teoria da Relatividade ja ouviu
dizer que, no &mbito dessa teoria, ndo se podem separar
0 espago e o tempo e que cada evento deve ser descrito
recorrendo a quatro coordenadas: trés coordenadas es-

paciais e uma temporal. Sendo assim, é natural que se
pense que o conceito de espago-tempo se deve a Einstein. Figura 2: Hermann Minkowski.
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No entanto, o criador da ideia de que o espago e o tempo
ndo devem ser vistos separadamente mas, pelo contrario,
sdo duas componentes insepardveis de uma tnica enti-
dade chamada espago-tempo néo foi Einstein, mas sim
Hermann Minkowski (1864-1909). A énfase que ele colo-
cou na importéancia desta fusdo é visivel nas palavras que
proferiu, em 1908, no inicio de uma palestra feita na 80."
Assembleia Alema de Cientistas e Médicos:

“ Cavalheiros! Os conceitos de espago e tempo que
gostaria de desenvolver perante vés erguem-se do
solo da Fisica experimental. Af reside a sua forca. As
suas tendéncias sdo radicais. Doravante, o espaco s6
por si e o tempo s6 por si irdo mergulhar totalmente
na sombra e somente uma espécie de unido entre os
dois continuard a ser real. ”

Vejamos quem foi Hermann Minkowski e que relagdo
ha entre ele e Einstein; para mais detalhes, veja -se [2].

Tanto Minkowski como Einstein eram judeus alemaes
e filhos de homens de negécios, embora Minkowski tenha
nascido em Kaunas (na altura, chamava-se Alexotas e fa-
zia parte de Império Russo), mas no seio de uma familia
alema. Foi colega de Hilbert enquanto se licenciava em
Matemética na Universidade de Konigsberg (a atual Kali-
ninegrado, que era entdo uma cidade alema) e foi profes-
sor de Matemadtica no Instituto Politécnico de Zurique de
1896 a 1902, tendo tido ai Einstein como aluno em nove
cadeiras.

E que impressdo é que Einstein provocou em
Minkowski? O minimo que se pode dizer é que néo foi
boa. Einstein gostava das aulas de Minkowski, mas ndo
as frequentava, em grande parte por preferir passar o seu
tempo a fazer experiéncias de Fisica e também por ter a
possibilidade de estudar a matéria a partir dos excelentes
apontamentos do seu colega e amigo Marcel Grossmann.
Naturalmente, isto ndo era o tipo de coisas que provo-
cassem boa impressdo em Minkowski, o qual descreveu
mais tarde Einstein como um “cdo preguigoso”.

2. O NASCIMENTO DA RELATIVIDADE

Einstein formulou a Teoria da Relatividade Restrita em
1905. O artigo original de Einstein ndo tem qualquer ideia
geométrica e ndo faz qualquer referéncia explicita a ne-
cessidade de se juntarem o tempo e o espaco numa sé en-
tidade. Quando Minkowski ouviu falar destes trabalhos
de Einstein, ficou muito surpreendido por se tratar do
mesmo Einstein que fora seu aluno poucos anos antes. No
entanto, escreveu-lhe uma carta, em 1907, na qual dizia:

“ Estive recentemente em Zurique e tive o prazer de
ouvir falar em diversos locais do grande interesse
despertado pelos seus sucessos cientificos. “

A partir dessa altura, Minkowski dedicou-se a Teoria
da Relatividade, mas abordando-a de um ponto de vista
matematicamente sofisticado, o que néo foi do agrado de
Einstein e que o levou a publicar dois artigos, juntamen-
te com Jakob Laub (outro antigo aluno de Minkowski), a
expor como era possivel explicar os resultados de Min-
kowski com matemadtica cldssica. Por esta altura Einstein
afirmou: “Agora que os matematicos se ocupam da Teoria
da Relatividade, nem eu a percebo.”

O ponto de vista de Minkowski néo sé era sofisticado
como também era geométrico. Com efeito, ndo sé6 Min-
kowski recorreu a geometria ndo-euclidiana para estudar
a Relatividade, como introduziu os chamados diagramas
de Minkowski, como o da figura 3, para a explicar melhor.
E embora estes diagramas se tenham tornado uma ferra-
menta pedagdgica central no ensino da Relatividade, no
livro [3], inteiramente dedicado a divulgacdo da Relativi-
dade baseada na geometria, o nome de Minkowski nem
sequer surge!’

tl

Figura 3: Diagrama de Minkowski.

Pela mesma altura, Minkowski passou a ter como as-
sistente Max Born, que se tornaria amigo pessoal de Eins-
tein e que viria a receber o Prémio Nobel da Fisica em
1954. Born também estava muito interessado na Teoria da
Relatividade (foi, alids, por isso mesmo que Minkowski
quis té-lo como assistente), o que foi importante para a
divulgacdo das ideias de Minkowski. Com efeito, Min-
kowski morreu inesperadamente em 1909, com apenas 44
anos, e, no ano seguinte, Born publicou um artigo com as
altimas ideias que Minkowski estava a desenvolver.

1Pode ser vista em https://www.khanacademy.org/science/physics/special-
-relativit\#minkowski-spacetime-2016-01-18722:56:14.718Z uma série de
videos didéticos sobre o espaco-tempo e os diagramas de Minkowski.
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3. APOS MINKOWSKI
Lentamente, Einstein foi-se apercebendo de que a abor-
dagem de Minkowski, contrariamente a sua impressdo
inicial de que consistia unicamente numa “erudicéo su-
pérflua”, era fundamental para poder incorporar a Gra-
vidade na Teoria da Relatividade. Por exemplo, em 1912
escreveu que supor que o espago é plano “contém hipéte-
ses fisicas que poderdo acabar por se revelar incorretas”.
Com efeito, a medida que se ia aproximando da Teoria
Geral da Relatividade, Einstein foi tomando consciéncia
de que quer a abordagem geométrica da Relatividade
quer a fusdo do espago com o tempo eram fundamentais.
No seu artigo de 1916 mencionado no inicio deste tex-
to, Einstein escreveu que “a generalizacdo da Teoria da
Relatividade foi consideravelmente facilitada por Min-
kowski, um matemético que foi o primeiro a aperceber-se
da equivaléncia formal entre as coordenadas espaciais e
a coordenada temporal e que empregou isto na constru-
¢do da teoria” e viria a escrever mais tarde que, sem ela,
“a Teoria Geral da Relatividade [...] talvez ndo tivesse
passado da infancia”.

Einstein ndo foi o tinico fisico de renome a aperceber-
-se da importancia da contribui¢do de Minkowski. Em
1955, no decorrer de uma conferéncia comemorativa dos
50 anos da Teoria da Relatividade, Max Born afirmou:

“ [A] Teoria da Relatividade restrita ndo foi, afinal,
uma descoberta de um s6 homem. A contribui¢do de
Einstein foi a pedra angular de um arco que Lorentz,
Poincaré e outros construiram e que viria a suportar a
estrutura erigida por Minkowski. “
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OS COMPUTADORES APRENDEM A JOGAR GO

MANUEL Sitva

Estardo os computadores a um passo de se tornarem semelhantes aos hu-

manos, ja que sao melhores em célculos complexos, e se estd a conseguir

comegar a programar algo como a “intui¢ao”?

m maio de 1997, a mdquina Deep Blue ganhou um

match de xadrez contra o campedo em titulo, Garry
Kasparov. Foi a primeira vez na histéria que uma m4-
quina conseguiu ganhar ao melhor humano neste jogo.
O esforgo de por maquinas a jogar xadrez j4 tinha quase
um século, mas até entdo havia a crenga de que o xadrez
teria algo de intrinsecamente humano, que nédo poderia
ser replicdvel por uma mdquina. A verdade é que o Deep
Blue tinha na sua memoéria uma notével biblioteca de
partidas jogadas por humanos, tendo portanto, benefi-
ciado dessa experiéncia.

Desde entdo, a histéria das mdquinas que jogam xa-
drez tem sido muito bem-sucedida — mais médquinas e
mais software foram desenvolvidos, mantendo-se sem-
pre ao nivel dos melhores jogadores humanos. O éxito
do Deep Blue ndo foi apenas uma situagdo esporadica.

Ha outro jogo de estratégia, mais complicado até do
que o xadrez, que é menos conhecido no ocidente, mas
muito popular no oriente. Trata-se do go. Este jogo tem
um tabuleiro com 19 linhas horizontais e outras tantas
verticais, e joga-se com pedras achatadas, pretas para
um jogador e brancas para o outro. Uma jogada consiste
simplesmente em colocar uma pedra numa das interse-
¢bes do tabuleiro, por forma a isolar grupos de pedras
do adversario. Estas pedras, uma vez colocadas, néo se
movimentam, mas podem ser capturadas pelo jogador
adversdrio. Veja-se o tabuleiro na figura 1.

Tal como o xadrez, este jogo possui um sistema

Figural. Tabuleiro de Go (Wikipedia).

ranking de jogadores, aqui semelhante aos das artes mar-
ciais: os jogadores nado profissionais sdo ordenados do
30.° kyu (principiante) ao 1.° kyu, depois do 1.° ao 7.° dan
amador, e finalmente os profissionais vao do 1.° ao 9.° dan
profissional.

Ao contrério do que tinha acontecido com o xadrez,
parecia muito dificil um computador ganhar ao cam-
pedo do mundo em titulo no jogo do go. Em 1997, chegou
a dizer-se que demoraria mais de 100 anos. Isto geral-
mente é atribuido a conjugacdo de alguns fatores, que
aqui enumeramos.
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Primeiramente, o tamanho do tabuleiro leva a que
a andlise de casos seja muito mais dificil do que no xa-
drez. Por exemplo, no go hd 19 x 19 = 361 possibilidades
para a primeira jogada, e 360 para a segunda, enquan-
to no xadrez hd apenas 20 possibilidades quer para a
primeira quer para a segunda jogada (dois movimentos
para cada um dos oito pedes mais dois movimentos para
cada cavalo). Alids, estima-se que o nimero de jogos de
go exceda o nimero de dtomos no universo.

O Deep Blue usava um algoritmo de forca bruta para
determinar a melhor jogada, isto é, conseguia analisar
todos os jogos possiveis até 12 jogadas mais a frente,
algo impossivel para um humano. Dada a dimensédo do
tabuleiro e a variedade possivel de jogadas, uma andli-
se semelhante para o go é impossivel mesmo para um
computador.

Em segundo lugar, para ir “podando” esta drvore de
possibilidades, é necessaria uma funcado que avalie a po-
sicdo obtida. No xadrez, consegue-se uma primeira ava-
liagdo fazendo, por exemplo, contagem de pegas. No go,
isto é muito mais dificil, o jogo é muito dramético e uma
posicdo vantajosa para um jogador pode converter-se fa-
cilmente noutra, que é vantajosa para o outro.

Como dissemos, durante muitos anos, as mdquinas
ndo conseguiam passar do nivel amador no jogo do go.
Foi apenas em 2009 que uma mdaquina conseguiu ga-
nhar a um profissional do go, embora com nove pedras
de handicap (0 que consiste em comegar com nove pedras
de avango, o maior handicap que habitualmente se dd no
jogo do go). Diga-se, porém, que ao desenvolver a mate-
maética necessdria para programar um computador para
jogar go, varios conceitos interessantes foram desenvol-
vidos. Talvez o mais famoso destes seja o dos nimeros
surreais, inventados por John Conway e batizados por
Donald Knuth, que escreveu um livro sobre o assunto
com este mesmo titulo, Niimeros Surreais, editado entre
nds pela Gradiva. Este conjunto de ndmeros contém os
nimeros reais, e é obtido generalizando a construgdo
por cortes de Dedekind.

Em todo o caso, aquilo que parecia diferente no go
era uma nogdo de intuigdo humana. Os jogadores pro-
fissionais falavam de tabuleiros com “bom aspeto”, sem
que se conseguisse definir de uma forma explicita o que
isto queria dizer. O que o programa AlphaGo, da com-
panhia DeepMind (da Google), tentou fazer foi... dotar
os computadores de uma intuigdo semelhante.

Como foi isto feito? Usando um algoritmo de Monte-
-Carlo para pesquisa em drvores (entendendo-se cada
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ramo da drvore como uma sucessdo de jogadas), que si-
mula, a partir de uma posigdo, varios desenvolvimentos
possiveis, classificando depois cada jogada de acordo
com o resultado final dos jogos simulados. A inovagao
na implementacdo deste algoritmo consistiu no uso de
duas redes neuronais, a policy network, encarregue de su-
gerir jogadas, e a value network, encarregue de as avaliar.

Tal como no xadrez, a policy network analisou cerca
30 milhdes de movimentos de 150 000 jogos entre bons
jogadores humanos, mas desta vez tentando encontrar
padrdes e perceber como jogava um humano perante de-
terminada situacdo. Apés uma primeira aproximacao, a
rede passou entdo a jogar contra si mesma, ou antes, con-
tra a sua versdo anterior, melhorando ainda mais a sua
capacidade de prever uma boa jogada. Isto resultou num
programa que, mesmo sem uma avaliacdo de posigdes,
conseguia ja derrotar varios programas que jogavam go.

Entra entdo aqui a value network, que permite avaliar
se uma dada posigdo é boa ou ndo. Esta rede foi mais
uma vez treinada através de repetidos jogos entre as
redes, armazenando a informagdo sobre se uma dada
posicdo é ou ndo vantajosa. A diferenga em relagdo ao
xadrez é substancial: foi através de um treino com parti-
das repetidas que este conhecimento foi adquirido.

Finalmente, ao jogar um jogo com um adversdrio hu-
mano, o AlphaGo tenta reproduzir os desenvolvimentos
possiveis do tabuleiro, usando as duas redes para esco-
lher jogadas e analisar as posi¢des resultantes destas jo-
gadas. O algoritmo é descrito no artigo [1].

A eficdcia deste algoritmo foi notdvel. Em novembro
de 2015, o AlphaGo ganhou a Fan Hui (figura 2), francés,
nascido na China, campe&o europeu de go, de 2.° dan pro-
fissional, num match de cinco jogos, por um decisivo 5-0.

Figura2. Fan Hui
(foto: Google).
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Figura 3. Lee Sedol iniciando o jogo 3 (foto: Google).

Pouco tempo depois, em margo de 2016, o AlphaGo
desafiou o campedo coreano Lee Sedol (figura 3), de 9°
dan profissional, considerado o melhor jogador do mundo
no inicio do século XXI. Apesar de todas as expectativas
apontarem para uma vitéria humana, Lee Sedol perdeu
num match de cinco jogos por 4-1, tendo ganho o0 4.° jogo.

Anotamos alguns comentdrios sobre o sucedido. Ao
fim do 3° jogo, que deu a vitéria ao AlphaGo, Demis
Hassabis, o chefe da DeepMind, publicou um tweet di-
zendo “AlphaGo WINS!!!! We landed it on the moon”. Lee
Sedol considerou a sua vitéria no 4.° jogo como algo “tdo
valioso que ndo o trocaria por nada neste mundo”, en-
quanto Fan Hui descreveu uma jogada do AlphaGo no
2°jogo do seguinte modo: “N&o é uma jogada humana.
Nunca vi um humano jogar assim. Tao belo. Tdo belo”.

O que nos leva a questdo mais profunda: estardo os
computadores a um passo de se tornarem semelhantes
aos humanos, ja que sdo melhores em calculos comple-
x0s, e se estd a conseguir comegar a programar algo
como a “intuigdo”? Acrescente-se que, apesar da palavra
“intuigdo” poder referir-se a vdrias coisas, 0 mesmo tipo
de algoritmo de aprendizagem ja foi aplicado a ques-
toes artisticas, ensinando um computador a reproduzir
a imagem de uma dada fotografia no estilo de um pin-
tor conhecido, como por exemplo Van Gogh ou Picasso.
O programa chama-se Deep Style, e podem ver-se al-
guns exemplos na pagina [4].

Asseguramos que os autores desta coluna sdo ambos
humanos. Chegard, porém, brevemente o tempo em que
teremos programas de computador a contribuir com ar-
tigos para a Gazeta de Matematica?
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Adata de 10/12/2014 assinalou a
abertura da Academia Janior de
Ciéncias da Universidade da Beira
Interior aos melhores alunos de
ciéncias das escolas secunddrias da
regido. De entre as sessOes integrantes
do ano letivo 2014/2015, norteadas pela
fisica, pela matemadtica e pela quimica,
uma foi dedicada a antiderivacao.
Apresentamos os materiais nesta
utilizados, porventura tteis para a
implementa¢do do novo programa de
matemdtica para o ensino secunddrio, e

consideragoes associadas.

Na Academia Junior de Ciéncias (AJC) da Universidade
da Beira Interior (UBI), o fio condutor da sessdo intitulada
“Antiderivando” foi dado pela interligacio matematica
de dois conceitos econdémicos: custo total e custo marginal.
O titulo poderia ter sido “Primitivando”, mas adotdmos a
terminologia de algumas referéncias, nomeadamente [8],
num claro apelo conjunto a ja conhecida nocao de deriva-
da e a um caminho contrario ao da derivagao.

No que se segue, comegamos por passar em revista os
referidos conceitos econémicos, sem esquecer, como nao
poderia deixar de ser, as suas conexdes com a matema-
tica. Como a sessao foi dinamizada de uma forma proéxi-
ma a aprendizagem pelos pares, dedicamos uma secgdo
a este método de ensino-aprendizagem. Terminamos com
um relato comentado da sessdo em que se destacam os
materiais que edificaram a ponte entre a matematica e a
economia.

1. CUSTO TOTAL E CUSTO MARGINAL

Uma organizagdo que produz bens/produtos ou servigos
com o propdsito de os vender é designada por empresa,
[4]. Esta, para o concretizar, tem de transformar fatores de

produgéo (inputs, tais como matéria-prima, equipamento,
capital, horas de trabalho, etc.) num produto (output)'. Em
microeconomia, a relagdo entre as quantidades de inputs
e de output exprime-se através da chamada funcdo de
produgdo dessa empresa. Subjacentes a esta funcdo en-
contram-se as curvas de custos, que sdo as representagdes
gréficas de fungdes de custo.

Conbhecida a fung¢éo de produgdo de uma empresa, no
sentido da maximizac¢do dos lucros desta, esse conheci-
mento pode ser convertido em informacao sobre a relagdo
entre a quantidade de output e o custo. Para isso é necessa-
rio saber quanto é que a empresa paga pelos seus fatores
de producao, custo que pode ser fixo, ndo dependendo da
quantidade de output produzido, ou variavel, dependen-
do da quantidade de output produzido.

No contexto da produgdo de um bem por uma empre-
sa, a soma das duas expressées analiticas que traduzem
o custo fixo (CF) e o custo varidvel (CV), respetivamente,
define a funcéo custo total (CT):

CT =CF+CV.
Denotando o nimero de unidades do produto por g, CT(g)
representa o custo total de produzir g unidades do produ-
tocom CT(q) = CF + CV(qg).

No segundo membro da igualdade destacada, a pri-
meira parcela é, por vezes, em contexto empresarial, de-
nominada por custo geral. Em detrimento desta, as desig-
nagdes mais utilizadas sdo a jd mencionada de custo fixo
ou a de custo de estrutura, esta por traduzir o custo de ter
toda a estrutura produtiva da empresa montada, indepen-
dentemente de haver ou ndo producéo.

Duas medidas tteis de custo de producdo que podem
obter-se a partir do custo total sdo designadas por custo
marginal e por custo médio. Elas servem, por um lado,
para a empresa decidir quanto vai produzir para maximi-
zar lucros e, por outro lado, para estudar a curva da oferta
de mercado. No que se segue, limitamo-nos a considerar
o custo marginal, mas mais detalhes sobre a aplicagéo da
andlise marginal podem ser consultados em [4].

Para os economistas, o custo marginal (C Mg) associado
a produgdo de um bem é a mudanca no custo total gerada
pela producdo de mais uma unidade do bem. Esta defini-
¢do traduz o facto de a fungdo custo marginal ser a deri-

Daqui em diante e por uma questdo de simplificacao, assumimos apenas
empresas de tipo industrial, isto €, em que os outputs sao produtos aca-
bados, deixando-se de fora os servicos, dada a maior complexidade de
conceitos potencialmente envolvidos e que ndo seriam aqui relevantes
No mesmo sentido, pensamos no output como sendo um sé produto

ANTIDERIVAGAO: UMA PONTE ENTRE A MATEMATICA E A ECONOMIA -

33



34

vada da funcéo custo total s6 de uma forma aproximada.
Concretamente, a mesma indica que se olhe para a razdo

CMg = ATCqT quando Ag =1,

embora na defini¢do formal de custo marginal, como se

refere em [7], se tenha
. ACT
lim ——.
Ag—0 Ag
Matematicamente, CMg(q + 1), o custo marginal que re-
presenta o custo exato de produzir a (g + 1)-ésima unida-

de do produto, pode ser aproximado por CT’(g). De facto,

1y 1. CT(q+Aq9) —CT(q)
o=

CT(q+Aq) —CT(q)
Aq !
pelo que CT'(q) ~ CT(q+1) — CT(q) se Aq = 1, ou seja,
CT'(q) ~ CMg(q +1).
Como se refere em [4], o cdlculo do custo marginal é

CT'(q) ~

mais simples se os dados relativos ao custo total estiverem
disponiveis em incrementos de uma unidade de output.
E claro que, neste caso, se estd a pensar na definicao dos
economistas, que pode ser expressa por ACT . Formalmen-
te, a fungdo custo marginal pode obter-se derivando a fun-
¢do custo total e, sabendo o custo fixo, a fungdo custo total
pode obter-se primitivando a fungdo custo marginal.

Assim, formalmente, na perspetiva da andlise margi-
nal, é habitual escrever CT' em vez de CMg.

2. APRENDIZAGEM PELOS PARES

No final da década de 1970, uma série de conversas man-
tidas entre David Hestenes (fisico da Universidade do Ari-
zona) e um dos seus colegas que lecionava Introdugdo a
Fisica despoletou, anos mais tarde, a criagdo de um método
de ensino-aprendizagem. Este, aqui designado por apren-
dizagem pelos pares, foi chamado de Peer Instruction por
Eric Mazur (fisico da Universidade de Harvard), [3].

O colega de Hestenes queixava-se da baixa média das
classificagdes dos seus alunos, o que sucedia ano apés ano.
A partir das referidas conversas, Hestenes conjeturou que
tal se devia ao tipo de questbes que avaliavam os alunos,
as quais ndo se reduziam a mero célculo e careciam da
compreensdo dos conceitos envolvidos. Por outras pala-
vras, eram questdes conceptuais.

Para testar a sua conjetura, em conjunto com o seu alu-
no de pés-graduagdo Ibrahim Halloun, Hestenes criou um
teste de questdes conceptuais de fisica, designado por For-
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ce Concept Inventory (FCI), e realizou varios estudos. Des-
tes extraiu a conclusdo, no minimo surpreendente, que os
alunos ndo aprendem nada, ou quase nada, nas aulas (tra-
dicionais) de unidades curriculares de introdugdo a fisica
para cursos que ndo sdo de fisica.

Mazur leu os estudos e achou que a conclusédo nédo se
aplicaria ao seu contexto. Além de se considerar um bom
professor, os seus alunos tinham boas classificagdes em tes-
tes mais complicados do que o FCI. Ainda assim, imple-
mentou-o e ficou chocado, ndo s6 com os resultados mas
também com as perguntas dos alunos, estas sobre se deve-
riam responder de acordo com o que ele tinha ensinado ou
com o que eles pensavam sobre o assunto.

Os alunos também ficaram chocados com os resultados
obtidos no FCI e, para passarem em revista todas as ques-
toes, pediram uma sessdo de contacto extra a Mazur. Como
Mazur conta em [6], uma das questdes analisadas era a de
saber se, numa colisdo de um camido pesado com um carro
ligeiro, a intensidade da forga exercida pelo camido sobre
0 carro era maior, menor ou igual a intensidade da forga
exercida pelo carro sobre o camido.

Quanto a citada questdo, Mazur justificou a igualdade
invocando a 3. Lei de Newton ou Lei da A¢do-Reagdo. Mas
houve alunos que nem compreendiam nem conseguiam
articular as suas ddvidas, mesmo depois de mais uma ex-
plicagdo. Tendo em conta que cerca de metade dos alunos
tinha respondido corretamente a questdo no FCI, Mazur
disse-lhes para discutirem o assunto entre eles. Gerou-se o
caos, mas a discussio resultou!

Aresposta para o sucesso é simples: muitas vezes os alu-
nos entendem-se melhor falando entre eles do que ouvindo
o professor. De facto, os alunos que aprenderam recente-
mente um conceito ainda se lembram das dificuldades, mas
o professor aprendeu-o hd tanto tempo, sendo para ele téo
6bvio, que jd ndo compreende como é que alguém ndo o
entende. Nas palavras do psicélogo Steven Pinker, citado
por Mazur em [6], é a “maldi¢do do conhecimento”.

Mazur, que tinha questionado a prépria prética e a
forma como chegava aos alunos, encontrou a solucio de
uma forma absolutamente inesperada. Na década de 1990
criou a aprendizagem pelos pares. Este método de ensino-
-aprendizagem é centrado no aluno, visando desenvolver
a sua autonomia. Pretende ainda a substitui¢do da mera
transferéncia do conhecimento pela assimilacio do mesmo
e, indissociavelmente, a aprendizagem conceptual ativa.

Previamente a uma aula com aprendizagem pelos pa-
res, os alunos devem estudar um tépico, indicado pelo
professor, e resolver um trabalho de casa associado. Este,



a entregar antes dessa aula, é formado por trés questdes:
as duas primeiras abordam aspetos, preferencialmente
dificeis, do estudo; a terceira visa a escrita das duvidas e
dificuldades emergentes do estudo, obtendo-se pistas para
a planificagéo.

Na aula, tipicamente, hd eventos de votagdo. Cada even-
to comega com a proposta de uma questdo conceptual de
escolha multipla. Os alunos dispdem de cerca de dois mi-
nutos para a lerem, pensarem e decidirem individualmente
qual a opgao correta. Depois votam, por exemplo com car-
tées coloridos ou com um sistema eletrénico de resposta
pessoal, e o professor decide o préximo passo com base na
percentagem (c) ndo divulgada de respostas corretas.

Quando 35% < ¢ < 70%, os alunos dispdem de entre
dois a quatro minutos para discutirem as suas respostas
com 0s seus pares, ou seja, os outros alunos. Entretanto,
o professor circula pela sala de aula, ouvindo e promoven-
do discussdes frutiferas como agente mediador. Seguem-
-se uma segunda votacdo, em que ¢ geralmente aumenta,
e, por fim, a explicacdo da opgao correta ou pelo professor
ou por um aluno voluntdrio.

Destaque-se que o objetivo do debate é os alunos
discutirem entre si as possiveis respostas corretas. Geral-
mente, é mais facil um aluno que saiba a resposta correta
convencer outro que néo saiba do que ao contrdrio. Além
disso, segundo Maher em [5], “quando os alunos tentam
convencer os outros de que as suas respostas estdo corre-
tas, eles podem reorganizar e reformular as suas represen-
tagdes de modo a tornar os argumentos convincentes.”

Se ¢ > 70%, entdo passa-se diretamente para a explica-
¢do da opgdo correta, uma vez que a discussdo nao seria
frutifera, por grande parte dos alunos ter respondido cor-
retamente. Se ¢ < 35%, entdo revisita-se o conceito, pois
tal pode indicar que apenas alguns alunos o compreen-
dem. Mais detalhes podem ser consultados em [1] e refe-
réncias af citadas.

3. ANTIDERIVANDO NA AJC

Comecdmos a sessdo “Antiderivando” com uma intro-
dugdo aos custos de produgdo, nomeadamente com a no-
¢do de custo total e suas componentes (custo fixo e custo
varidvel). Utilizdmos uma situagdo modelada simples,
que consistiu na produgdo de mesas em que, assim que
se iniciasse a produgdo, os custos fixo e varidvel unitario
(por cada mesa) eram, respetivamente, 100 e 10 unida-
des monetdrias (u.m.). Salientamos que supusemos que
CT(0) = 0, pois assumimos que seria uma nova linha de
produgdo de uma empresa, pelo que nédo existiria qual-

quer custo fixo associado antes de se iniciar a produgéo.
Com a participagdo dos alunos, construimos uma ta-
bela, correspondente as seis primeiras linhas e as quatro
primeiras colunas da Tabela 1, até chegarmos ao modelo
matematico do custo total dado pela funcao definida por
0, =0
CT(q) = { 100 + 10q, Z >0

onde g4 é o ntmero de unidades do produto e

7

CV(q) = CV, x g, em que CV, denota o custo varidvel
unitdrio.

Procurdmos que os alunos compreendessem que o
custo marginal, seguindo a definicdo dos economistas,
consistia no incremento provocado no custo total com a
producdo de mais uma mesa. Novamente com a parti-
cipagdo dos alunos, acrescentdmos a quinta coluna na
Tabela 1, onde

CMy(g) = CT(q) ~ CT(g 1)

representa o custo marginal de produzir a g-ésima unida-
de do produto (mesa).

Por forma a salientar que o custo marginal nem sem-
pre é igual ao custo varidvel unitdrio, supusemos que,
para produzir uma sexta unidade, teria de se adquirir
uma nova mdaquina e contratar mais um funciondrio. As-
sumimos ainda que tal se traduziria num aumento dos
custos fixos para 200 u.m., tendo os alunos concluido que
a producdo da sexta unidade teria um custo marginal de
110 u.m. como surge na Tabela 1.

1 100 10 100+1x10 =110  110-000=110
2 100 10 100+2x10 = 120 120-110=10
3 100 10 100+3x10 = 130 130-120=10
4 100 10 100+4x10 = 140 140-130=10
5 100 10 100+5x10 = 150 150-145=10
6 200 10 260 110
7 200 10 270 10
8 200 10 280 10
9 200 10 290 10
10 200 10 300 10

Tabela 1. Custo total e custo marginal em funcio de q.

Como usualmente, a letra grega mailscula delta (A) significa “variagao/
mudanca em”.
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Para finalizar a introdugdo aos custos de produgdo,
foram colocadas as seguintes perguntas aos alunos.

Se, no mercado, conseguir comprar este mesmo
produto por 75 u.m.:
Se ndo estiver a produzir, deverei iniciar a pro-
dugdo por uma unidade?
E se ja estiver a produzir duas unidades, deve-
rei produzir uma 3.” unidade?
E se ja estiver a produzir quatro unidades, de-
verei produzir uma 5. unidade?
Estando jd a produzir cinco unidades, se num
determinado momento tiver uma encomenda
de mais uma unidade, entdo como devo satis-
fazé-la?

E se forem mais duas unidades? Como deverei
satisfazer esta encomenda adicional de mais duas
unidades?

A resposta a primeira foi unanimemente negativa,
dado que no mercado conseguirfamos comprar essa uni-
dade mais barata (75 u.m.) do que nos custaria produzi-la
(CT(1) = 110 u.m.). Quanto as segunda e terceira pergun-
tas, as respostas foram unanimemente afirmativas apds
algumas discussdes, pois, apesar de CT(3) = 130 um. e
CT(5) = 150 u.m., estando jd a produzir, CM,(3) e CM,(5)
seriam inferiores ao custo de mercado de cada uma dessas
unidades.

Relativamente a quarta questdo, os alunos con-
clufram que a empresa deveria adquirir a sexta uni-
dade no mercado. De facto, nas u.m. adequadas,
225 =CT(5)+75 < CT(6) =260. Na quinta questdo,
agora com a encomenda de duas unidades adicionais, a
conclusdo dos presentes foi no sentido de a empresa au-
mentar a sua capacidade produtiva de modo a poder sa-
tisfazer internamente a totalidade da encomenda. De fac-
to, CT(7) =270 < 300 = CT(5) + 2 x 75.

Em face das respostas dadas pelos alunos, verificimos
que os mesmos compreenderam plenamente o conceito de
custo marginal e a sua aplicabilidade na vida empresarial.

A 10% 25%
B 90% 75%

De seguida, no sentido descrito na Secgdo 1, sa-
lientdmos as duas definicdes de custo marginal. No
que se refere a defini¢do formal, deduzimos a ligagdo
CM¢(q+ 1) = CT’(q) e resumimo-la esquematicamente

CcT
antiderivagao e custo fixo ( ) derivacao.

Notdmos que, na situagdo modelada, a ligacdo s6 faz sen-
tido para q > 0. De facto, CT ndo é diferencidvel em g = 0
por CT néo ser continua em g = 0.

Com base em [7], avangdmos com a proposta de en-
contrar a expressdo analitica de uma fungéo de custo total,
sabendo a expressdo analitica da func¢do de custo marginal
e o custo fixo.

A funcdo que permite calcular o custo marginal de
determinado produto é dada por

CT'(q) = 3¢% — 30q + 120.

Se a empresa tiver um custo fixo de 100 u.m. para
este produto, qual a funcdo de custo total do
produto?

Como os alunos estavam a frequentar o 12.° ano com
o Programa de Matematica A anterior a [2], ndo conhe-
ciam o conceito de antiderivada nem o termo frequente
de primitiva. Sendo o mesmo necessdrio para conseguir-
mos andar ao contrdrio da operagdo de derivacdo, daf
o prefixo anti como referimos aos alunos na primeira
designacdo, propusemos algumas tarefas preparatérias.
Estas foram guiadas pelos principios da aprendizagem
pelos pares.

A primeira proposta consistiu na questdo concep-
tual 1 (QC1) subsequente, adaptada de uma chamada
good question em [9]. Os resultados da primeira votagdo
constam da Tabela 2, ndo tendo havido segunda votagdo
pelos mesmos. Nesta tabela apresentamos ainda os re-
sultados em duas unidades curriculares de dois cursos
(CI e CII), com turnos TP1 e TP2, lecionadas por Beites e
Serddio na UBI em 2014 /2015.

4% 4% 0%
96% 96% 100%

Tabela 2. Dados da primeira votagio relativos a QCI.
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QC1 - Verdadeiro ou falso?
Se fe g sdo duas fungoes reais de varidvel real tais

que f/(x) = g'(x), entdo f(x) = g(x).
(A)Verdadeiro
(B) Falso

Ap6s mencionarmos a opgdo correta, um aluno vo-
luntdrio explicou porqué. Especificamente, disse que as
fungbes r e s, reais de varidvel real dadas pelas expressdes
analiticas r(x) = x2+5 e s(x) = x2 + /2, ttm a mesma
derivada definida por 2x, mas r(x) # s(x). A fundamen-
tagdo dos restantes alunos que votaram na opgédo B foi, a
menos de funcdes escolhidas, essencialmente a mesma.

Passdmos para a proposta de leitura individual da de-
fini¢do de antiderivada, acompanhada da questéo associa-
da subsequente. Esta variagdo na aprendizagem pelos pa-
res, estudo na sessdo “Antiderivando” em vez de ser pré-
vio como trabalho de casa, prendeu-se com o facto de ndo
termos uma sessdo antecessora. Observdmos que todos
os alunos escreveram exemplos, mas alguns escreveram
ainda x? + K, com K constante, e (x% + K) =2x+0=2x,
como verificagao.

Sejam f e F duas fungdes reais de varidvel real de-
finidas num intervalo I (f,F : [ — R). Diz-se que F
é uma antiderivada (ou primitiva) de f no interva-
lo I se, para qualquer x € I, 4E(x) = f(x), isto ¢,
P(x) = f(x).

Elabore uma lista de antiderivadas da fungéo real
de varidvel real definida por 2x.

Por uma questdo de completude, apresentamos a ver-
sdo integral do trabalho de casa implementado por Beites,
na UBI, em 2014/2015.

TPC 13/10/2014: estudo da pédgina 353 da referéncia
“Calculo” de Stewart e respostas, escritas a mao, as
trés questdes subsequentes.

Entrega do TPC 13/10/2014: no inicio da préxima
aula.

1. O que é uma antiderivada de uma funcio real de
varidvel real?

2. Elabore uma lista de antiderivadas da func&o real
de varidvel real definida por 2x.

3. O que achou dificil ou confuso na leitura? Se nada
foi dificil ou confuso, entdo diga o que lhe pareceu
mais interessante. Por favor, seja o mais especifico
possivel.

De modo a deduzir algumas regras de primitivagdo
imediata, propusemos a tarefa seguinte, que foi resolvida
a pares.

Preencha a tabela subsequente onde f e g sdo fun-
¢Oes reais de varidvel real (f.r.v.r.) primitivéveis,
num intervalo [, e k € R.

x" com n € Ny
kf(x)
f(x) +8(x)

A partir de alguns casos particulares de poténcias de
x, para os quais fomos pedindo as verificagdes correspon-
dentes, os alunos conjeturaram que a familia de antide-
rivadas de x", com n € Ny, seria (*"*)/(n+1) + C com C
constante. Para esta conjetura foi pedida uma demonstra-
¢d0, 0 que poucos alunos ja tinham feito antes desta soli-
citagdo:

!

xtl Pan N , (n+1)x" "
<n+1+c) = (n—l—l) =T e

Aproveitdmos para introduzir a notagdo de Leibniz
para antiderivada com
P
x" dx = +C,
/ n+1

mas alertando que se trata da escrita simplificada do con-

junto de todas as primitivas de x” com n € Ny, ou seja, de

" xn+1
/x dx:{n+1+C.CER}.

A dedugdo da linearidade da primitivagdo gerou mais

dificuldades, talvez pela falta de exemplos que poderiam,
como anteriormente, conduzir a uma conjetura. Apds a
sugestdo de denotar por F(x) e por G(x), respetivamente,
antiderivadas de f e de g, muitos dos alunos escreveram
kF(x)+ C e F(x) + G(x) + K. Neste ultimo caso, alguns
escreveram Kj + K em vez de K, mas rapidamente se de-
ram conta de que podiam escrever uma sé constante.
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Custo Marginal

Figura 1. Representa¢do grafica da fungdo
de custo marginal dada.

Discutimos depois os motivos, salientando que néo se
tratava de mostrar igualdades entre fungdes, mas antes
igualdades entre familias de fung¢Ges. De facto,

[ ) +g(x) ax

é a familia de funcdes dadas por expressdes da forma
H(x) 4+ C, com C constante e H primitivade f + g, e

[ £ dx+ [ gx) dx

é a familia de fung¢Ges definidas por expressdes da forma
F(x) + G(x) + K, com K constante e F, G primitivas, respe-
tivamente, de f, .

Como H e F + G sdo fungdes diferencidveis num in-
tervalo com H' = f+ ¢g=F +G' = (F+G)’, entdo H e
F + G diferem por uma constante. Portanto,

[F0)+5@ dx = [ ) dv+ [ g(x) dx.

Consideracdes andlogas conduziram a kF’ = (kF)’, onde
k € R, pelo que

/ kF(x) dx = k / F(x) dx.

De seguida, voltdmos a proposta de encontrar a fun-
¢do de custo total pretendida. Todos os alunos, a pares,
chegaram a expressdo analitica da familia de antideriva-
das, ¢ — 1542 + 120g + C, mas s6 dois escreveram a reso-
lugéo formal

/3q2—30q+120dq=3/q2dq—30/qdq+120/1dq

7 7
=3Xx = —30x - +120g + C.
3 2
Os outros trataram a tarefa com tentativas e depois veri-
ficaram com a derivada. Alguns tiveram dividas quanto
a constante, mas, quando lhes perguntdmos sobre o que

dizia o enunciado, recordaram o significado de custo

Cuslo Total

Figura 2. Representacdo gréfica da funcdo

de custo total determinada.

N

fixo e chegaram a resposta % —154% 4 1209 + 100 com
CT(0) = 100.

Depois exibimos o gréfico da fungdo CT’ dada e pedi-
mos o ponto 6timo de produgdo, isto é, o ponto em que a
producéo desta empresa apresenta o menor custo margi-
nal. Por observagdo grafica, os alunos indicaram(5, 45) e
discutimos a interpretagdo destas coordenadas. Referimos
que, analiticamente, 0 mesmo pode ser obtido resolvendo
um problema de otimizacdo livre de C T em que 5 e 45 sdo,
respetivamente, minimizante e minimo absoluto de CT'.

A representacdo gréfica da funcdo CT determinada
permitiu visualizar a coincidéncia da abcissa do ponto de
inflexdo desta com a abcissa do ponto 6timo de produgéo,
este identificado com o gréfico de CT'. Aproveitdmos ain-
da CT para chamar a atengdo dos alunos para a eventual
diferenca entre o dominio de uma fungédo real de varidvel
real e o subconjunto deste com os elementos apropriados
a um certo contexto.

Uma sugestdo que nos parece interessante, e que certa-
mente colocaremos em prética na préxima edigdo da AJC,
consiste em pedir aos alunos que determinem o custo
exato da quinta unidade do produto. Pela definicdo dos
economistas, tem-se

CM,(5) = CT(5; - ;ZT(4)

_ CT(4+1)—-CT(4) _
= G+1)—4 =46 u.m.

e, pela definicdo formal, vem

CM,(5) ~ CT'(4) = AI;E‘O CT(4+ AZ; ~ CT(4)

=3 x 42 —30 x 4+ 120 = 48.

GAZETA DE MATEMATICA « 79



Como ndo houve tempo para colocar a questdo con-
ceptual 2 (QC2) subsequente, adaptada de uma good ques-
tion em [9], bem como realizar o(s) evento(s) de votagdo
correspondente(s), propusemos aos alunos que enviassem
as suas respostas acompanhadas de resolugdo fundamen-
tada por correio eletrénico. Nas duas respostas recebidas,
os alunos indicaram, fundamentadamente, a opgéo correta
(A) e mostraram a compreensdo da nogio de antiderivada.

QC2 - Verdadeiro ou falso?
Se f e g sdo duas fungdes reais de varidvel real tais

que [ f(x)dx = [g(x) dx, entdo f(x) = g(x).
(A) Verdadeiro
(B) Falso

Como seriam as respostas dos seus alunos em cada
questdo conceptual QCi? E qual seria a percentagem de
respostas corretas cgcj na primeira votagdo dos seus alu-
nos na QCi? Se decidir implementa-las com aprendizagem
pelos pares, entdo ficaremos a torcer para que a condi¢do
35% < cqci < 70% seja satisfeita. Neste caso, fazemos vo-
tos de uma boa discusséao!
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Sobre a importancia da obra de Tales de Mileto, gostarfa-
mos de referir o livro [3], onde o autor afirma: “O traba-
lho de sistematizagdo em geometria iniciado por Tales é
continuado nos séculos posteriores, nomeadamente pelos
pitagoricos”.

O novo Programa e Metas Curriculares de Matematica
do Ensino Bésico, introduzido em 2013, confere ao Teorema
de Tales um papel fundamental do curriculo, promovendo
estrutura e coesao.

Neste texto consideraremos o enunciado do Teorema de
Tales incluido, por exemplo, no livro [4].

TEOREMA DE TALES

Se cortamos os lados dum adngulo (ou os seus prolonga-
mentos) por um feixe de paralelas, os tridngulos formados
terdo os lados proporcionais.

AD _ AB_ DB
AE ~ AC  EC

Este teorema assume um papel central no estudo da
Matematica no 3.° ciclo. De facto, de acordo com o docu-
mento Programa e Metas Curriculares — Matematica, En-

Enquanto docentes que olham

para a geometria com um especial
carinho, pretendemos, neste artigo,
abordar algumas das aplicagbes
de um teorema, batizado com o nome
de um dos pais da geometria,
na Antiga Grécia: o Teorema de Tales.

sino Bésico [1], “o Teorema de Pitdgoras (...) é visto, nesta
abordagem, como consequéncia do Teorema de Tales” e
este “...permite ainda tratar com rigor os critérios de se-
melhanca de tridngulos, que estdo na base de numerosas
demonstragdes geométricas propostas” [1].

O Teorema de Tales vai ser, ainda, importante ao nivel
do Ensino Secunddrio, em numerosas situagées. A titulo
de exemplo, o Programa e Metas Curriculares — Matemd-
tica A, cuja implementa¢do comegou em 2015, defende
a importancia de se “reconhecer, utilizando argumentos
geométricos baseados no Teorema de Tales (...) as coor-
denadas do ponto médio do segmento de reta [AB]” [2].
Verifica-se também que o seu “coroldrio”, o Teorema de
Pitdgoras, é essencial para o estudo da distancia entre dois
pontos e, consequentemente, para a introducdo da Geo-
metria Analitica.

Além de medir a altura de pirdmides, o Teorema de Ta-
les pode também servir para fazer cdlculos. Nesta pequena
nota apresentamos uma “calculadora de Tales”, que opera
valores numéricos que sao entendidos como a medida de
comprimento de segmentos de reta. Assim, fixando uma
unidade do plano e partindo de segmentos de reta de me-
didas de comprimento respetivamente iguais a a e b, vamos
apresentar, recorrendo ao Teorema de Tales, a construgdo
de segmentos de reta com medida de comprimento igual
ao produto de a por b, ao quociente entre 2 e b, ao quadrado
de a e araiz quadrada de a. Ndo apresentaremos a constru-
¢do da soma e da diferenga de a e b por as considerarmos
6bvias e, como tal, pouco interessantes.

Em tudo o que segue, dados 4,b > 0, supomos que se
encontra fixado um plano e uma respetiva unidade, assim
como segmentos de reta de medidas de comprimento res-
petivamente iguaisaa e a b.

PRODUTO

De seguida, mostraremos uma construcdo geométrica que
permite obter um segmento de reta com medida de com-
primento igual ao produto de a por b. A ideia subjacente
assenta na utiliza¢do do Teorema de Tales.

Comecamos por
construir um segmen-
to [AC] com medida
de comprimento igual
a a+1 Seguidamente, b
constréi-se um segmen- x
to de reta [AD], com
comprimento b. Sendo B
o ponto de [AC], tal que
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[AB] tem uma unidade de comprimento, traga-se a reta BD
e a reta r que lhe é paralela e que passa por C. Finalmente,
seja E a intersecdo de r com AD.
Sendo x a medida de comprimento do segmento de reta
[DE], entdo é possivel afirmar que
x = ab.
De facto, pelo Teorema de Tales:
x+b a+1
b1
e portanto ab + b = x + b, ou seja, x é igual ao produto de
apor b.
Obviamente, para construir um segmento de reta com
comprimento igual ao quadrado de a basta, na construcdo
anterior, fazer b igual a a.

QUOCIENTE

De maneira semelhante, é possivel utilizar o Teorema de
Tales para construir um segmento de reta com medida de
comprimento igual ao quociente de a por b. Seja [AC] um

b . segmento, com medida
A D

de comprimento igual a

1 soma de a com b. Segui-

B N damente, constréi-se um

E segmento de reta [AB],

com uma unidade de comprimento. Sendo D o ponto do

segmento de reta [AC], tal que [AD] tem medida de compri-

mento b, traca-se a reta BD e a reta r que lhe é paralela e que

passa por C. Finalmente, seja E a intersecdo das retas r e AB.

Entdo, sendo x o comprimento do segmento de reta

[BE], e tendo em conta que as retas BD e CE sdo paralelas,
podemos concluir que

x+1 a+b

T b

Logo, x é igual ao quociente de a e b:
a
x—g.

RAIZ QUADRADA
Antes de apresentar a constru¢do de um segmento de reta
com medida de comprimento igual a raiz quadrada de g,
gostariamos de chamar a atencdo para um conhecido resul-
tado matemdtico que deriva da semelhanga de tridngulos.
Este resultado é frequentemente referido como teorema
da altura.

Seja [ACD] um triangulo retangulo em D e /1 o compri-
mento da respetiva altura, cujo pé é o ponto B.

Se p e g sdo os comprimentos, respetivamente dos seg-
mentos [AB] e [BC], entdo

W= rq.

GAZETA DE MATEMATICA -

D Nas
formulado

condi¢ées do
teorema

da altura, é um facto
h bem conhecido que
os tridngulos retangu-
los [ABD] e [BCD] séo
semelhantes. Logo, é

possivel estabelecer a seguinte relagdo entre os cumprimen-
tos dos seus catetos:

donde resulta a igualdade desejada.

A construgdo que de seguida serd descrita também as-
senta noutro conhecido resultado geométrico. Se o segmen-
to [AC] é o didmetro de uma circunferéncia, entdo qualquer
triangulo inscrito na semicircunferéncia AC é rectangulo.

Para construirmos um segmento 5
de reta com medida de comprimento
igual a raiz quadrada de a, comega-
mos por construir um segmento de 5
reta [AC], com medida de compri- A 81 ¢
mento igual a a + 1. Seguidamente, constréi-se uma semi-
circunferéncia com didmetro [AC]. Sendo B o ponto do seg-
mento de reta [AC], tal que a seja a medida do comprimento
de [AB], traga-se a reta r, perpendicular a AC e que passa
por B. Finalmente, o ponto D resulta da intersegdo da reta r
com a semicircunferéncia.

Sendo x a medida de comprimento do segmento de reta
[BD], x = +/a.

O tridngulo [ACD] é retangulo, logo a afirmagdo é uma
consequéncia do teorema da altura.

Gostarfamos ainda de assinalar que esta constru-
¢do pode ser realizada com recurso a régua e compasso.
O préprio Descartes a inclui no seu livro [6], onde também
inclui a construcdo de segmentos de reta com medida de
comprimento igual ao produto de a por b e ao quociente e
entre a e b. Também pensamos ser necessdrio frisar que as
ideias acima referidas surgem como propostas no Progra-
ma e Metas Curriculares de Matemaética do Ensino Bésico,
para a demonstragdo do Teorema de Pitdgoras [1].

RAIZES DE UMA EQUAGCAO DO SEGUNDO GRAU
Sem perda de generalidade, iremos considerar as equagdes
de segundo grau com a forma:

x*> —ax +b=0,com (a® > 4b). 1)
E bem conhecido o facto de que esta equacéo tem solugdes
reais se e s6 se a2 — 4b > 0. Nesse caso, as soluces de (1)
podem ser obtidas com recurso as operacdes de calculo do



produto, do quociente e da raiz quadrada.

Isto é, utilizando as ideias acima descritas, podemos
construir com régua e compasso segmentos cujas medidas
coincidem com o valor numérico das solugdes da equagio
(1). N&o obstante, gostariamos de apresentar outra constru-
¢do legada pelos gregos que também permite determinar
geometricamente as raizes de uma equagdo do segundo
grau acima referida.

Para simplificar a exposi¢do, vamos considerar o pla-
no munido de um referencial cartesiano e comegamos por
construir a circunferéncia de didmetro AB, tal que

A=(0,1)eB=(a,D).

O préximo passo serd mostrar que, se P e Q sdo os pon-
tos interse¢do (quando existem) da circunferéncia com o
eixo das abcissas, entdo as abcissas desses pontos sdo as
raizes da equagdo (1).

P o *

Sendo C o centro da circunferéncia de didmetro AB
é possivel afirmar que as coordenadas cartesianas do

a b+1
C(E'T )

e o raio da circunferéncia coincide com a metade do com-

ponto C sdo:

primento do segmento [AB], ou seja

rz,é (b—1)?
T4 4

Assim, a equagdo que define a circunferéncia serd

a\2 b+1\* a®  (b—1)?
(v-3) +(y_T> =3t

Obviamente, para que a circunferéncia intersete o eixo
das abcissas, o seu raio ndo pode ser inferior a ordenada
de C:

b+1
> —.
"=
Logo,
2 _1)2 2
£+(b 1) >(b+1)
4 4 — 4

e, ap6s algumas simplificagdes, podemos concluir que a cir-
cunferéncia corta o eixo das abcissas se e s6 se a®> > 4b.

Finalmente podemos obter uma condic¢do para as abcis-
sas dos pontos P e Q, quando a? > 4b. Fazendo y = 0 na
equacdo da circunferéncia:

(-8 () =5
2 2 4 4

Esta tiltima igualdade, ap6s simplificacdes, é equivalen-
te & equagdo (1).

Ainda gostarfamos de frisar que foi considerado o caso
em que a e b sdo positivos, os outros casos, com as devidas
adaptagdes, levam a uma construgdo geométrica, obtida a
partir da analisada, por reflexdo nos eixos coordenados.
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CONVERSA COM...

GONCALO MORAIS CONVERSA COM

JOAO PEDRO NUNES

Jo3o Pedro Nunes é sinébnimo de exceléncia. Entre os seus alunos,
grupo no qual tenho o privilégio de me encontrar, as suas aulas siao
momentos de culto, em que somos levados de uma forma quase
inconsciente através do seu tema predileto: Célculo Estocastico e
aplicagdes ao pricing e ao hedging de derivados financeiros, quer no
Doutoramento em Finangas no ISCTE, quer no Mestrado de Mate-
matica Financeira, programa conjunto entre o ISCTE e a Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa (FCUL)". Tendo estes intrumen-
tos financeiros estado no centro da grande crise dos ultimos anos,
o estudo dos mercados financeiros, de alguma forma desprezado
pelas correntes mais ortodoxas da economia antes da crise, tornou-
-se parte integrante de todos os textos econdmicos. Por todas estas
razbes, tornou-se premente dar voz a uma das figuras centrais em
Portugal no estudo destes temas.

GoNcALO MOoRAIS
Instituto Superior
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt
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GONCALO Bem, vamos 14 comecar...

JOAO NUNES Isto vai ser complicado, porque ndo sei
que tipo de perguntas vai fazer...

GONCALO Bem, para ser franco, eu também néo sei...
Vamos ter uma conversa sem plano. Acho que sdo as
melhores...

JOAO NUNES OK! Vamos 14 ento...

GONCALO Dado o tema atual dos seus trabalhos nio dei-
xa de ser algo surpreendente que a sua licenciatura seja
em Gestdo. Como é que isso aparece? Porque para uma

pessoa de matematica, gestdo ndo é bem uma ciéncia...

JOAO NUNES E verdade e eu agora, por maioria de ra-

z&0, posso corroborar isso. Aquilo acaba por ter pouco
contetido epistemolégico, acabando por ser mercearia
exposta em linguagem erudita. A questdo é: por que raio
fui eu tirar uma licenciatura de cinco anos em Gestao?
A verdade é que a decisdo foi muito pouco consciente.
Eu sempre gostei muito de matemadtica mas néo tinha a
minima ideia do que iria escolher. Fiz uns testes psico-
técnicos e apontaram para economia ou gestdo. Hoje, se
eu pudesse voltar atrds, provavelmente escolheria eco-
nomia, porque tem um contetido epistemolégico mais
sustentado e dd melhores bases tedricas. Gestdo é um
assunto que um tipo faz um MBA e aprende aquilo tudo
num ano. Houve também um fator mercantilista na mi-
nha decisdo. Na altura, pensei sobre qual a forma mais
expedita e honesta de ganhar dinheiro. Economia ou
gestdo apareceram naturalmente no topo das escolhas.
A minha ideia era acabar a licenciatura e ir trabalhar
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para uma grande empresa e ganhar dinheiro e gastar di-

nheiro. Depois de comecar a fazer a licenciatura, come-
cei a perceber que aquilo de que eu gostava mesmo era
das cadeiras de Matemadtica. Quando terminei a licencia-
tura, fui convidado para ficar no ISCTE como assistente,
ao mesmo tempo que comecei a trabalhar num broker.
Ao inicio, o meu trabalho no broker foi muito engragado,
mas, com o tempo, aquilo comegou a tornar-se repetiti-
vo. Percebi que o que eu gostava mesmo de seguir era
uma carreira académica e, como estava nesta drea, de-
cidi ir para o ISEG estudar Economia. Fiz o mestrado
em Economia Monetdria e Financeira, mas percebi que
ainda ndo era bem disso que eu gostava. Decidi entdo ir
para Finangas, que era, dentro destas dreas, o que tinha
maior conteido matemaético.

Dentro de Finangas, aquilo que eu estava mesmo
motivado para estudar eram os derivados financeiros,

1]

pois para se perceber a montagem, o pricing e o hedging,
era necessdrio perceber Célculo Estocdstico, assunto do
qual eu percebia praticamente zero.

GONCALO Estamos a falar de que ano?

JOAO NUNES Estamos a falar de 1994 ou coisa parecida.
Acho que é importante dizer uma coisa. A tinica pessoa
que me deu um sentido de orienta¢do na minha carreira
nestes tempos foi o Anténio Gomes Mota. Tive a sorte
de o ter como professor aqui na disciplina de Gestdo
Financeira, tive a sorte de ele estar a frente do Depar-

1 Ao longo desta entrevista irdo aparecer muitos termos em inglés. Ainda
que existam traducdes literais dos mesmos, estas nunca sao usadas no
quotidiano. Para nos mantermos o mais fiéis possivel a realidade, deci-
dimos manter os termos na forma em que sao habitualmente utilizados.

S
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tamento de Finangas e foi ele que me convenceu a que
prosseguisse a carreira académica. Tinha naturalmente
de fazer o doutoramento e, perante todas as escolhas,
parecia-me natural fazé-lo em Financas. Fui entdo para
Inglaterra, para Warwick, estudar Finangas. Hoje, se
voltasse atrds, teria preferido ir para os Estados Unidos
(EUA). No meu caso, as coisas correram bem, mas o pro-
grama era um pouco desajustado aos meus interesses,
pois a parte letiva do programa era comum a todas as
dreas da Business School. Ou seja quem fosse para Ges-
tdo, Marketing, Recursos Humanos, Economia ou Fi-
nangas tinha a mesma parte letiva, o que significava que
esta ndo interessava a ninguém. No meu caso, as coisas
correram bem porque o meu orientador vinha da Fisica
e estruturdmos, em conjunto, uma parte letiva que fez
com que eu, durante dois anos, apenas tivesse discipli-
nas de Matematica e de Fisica. Acabei por passar assim
dois anos muito giros em que finalmente estudei coisas
que realmente me interessavam.

GONCALO Esses tempos terdo sido os melhores anos
para estudar Derivados Financeiros...

JOAO NUNES Sim, na altura ndo havia o estigma que
existe hoje. Os mercados financeiros, nesses tempos, até
eram um bocadinho endeusados. Por outro lado, no caso
especifico de Warwick, havia dois aspetos interessantes.
Em primeiro lugar, jd tinha um mestrado em Matem4d-
tica Financeira. Em segundo lugar, tinha um centro de
investigacdo chamado Financial Options Research Cen-
ter, que permitia fazer alguma investigagdo aplicada.
O centro era financiado por bancos da City e muitos dos
estudantes de doutoramento neste centro entravam logo
alocados a um determinado projeto. Ou seja, o produ-
to final era essencialmente um trabalho de consultoria,
mas permitia que o trabalho desenvolvido pelos alunos
também tivesse uma componente relevante de investi-
gacdo. Entdo eu acabei por ter sorte em ir para Warwick.
Mas se o orientador que nés tinhamos néo fosse respon-
savel, as coisas podiam correr de uma forma tragica. A
perspetiva dominante era a de que um aluno de doutora-
mento chegava, tinha uma folha em branco e comegava
a escrever a Tese de Doutoramento. Se o orientador nao
fosse disciplinado e bom, as coisas podiam descambar
na tal forma trdgica que referi. Depois voltei, publiquei
os meus trabalhos e terminei o doutoramento.

A partir daf, todos os meus esforgos foram para fazer
investigacdo na drea de Matemdtica Financeira, ou seja,
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a aplicacdo de Andlise Estocdstica a Option Pricing, ou a
Modelizagdo Temporal de Taxa de Juro e, mais recente-
mente, ao Risco de Crédito.

GONCALO E na base de tudo estd a Anélise Estocastica...

JOAO NUNES Sim, na base de tudo estd o chamado Mo-
del Risk, que representa a dindmica do prego dos ativos.
Muitas vezes a realidade estd afastada deste modelo...

GONCALO Era precisamente isso que eu queria discutir...

JOAO NUNES Nés precisamos sempre de um padrdo
que nos ajude a perceber a realidade de forma a saber-
mos minimamente onde é que estamos e para onde é
que vamos. Muitas vezes, o processo que usamos nao
nos indica o melhor caminho. No fundo, existe sempre
uma dialética, um conflito permanente, pois, por um
lado, quero um modelo o mais geral possivel, com pres-
supostos o mais realistas possiveis, e, por outro, que do
ponto de vista analitico seja minimamente tratdvel. Dito
de outra forma, quero um modelo realista mas que me
permita estudar vdrios instrumentos financeiros. Vou
dar um exemplo. Um banco de investimento tem no seu
portfolio uma grande variedade de activos: tem agdes,
ativos que dependem da evolugdo das taxas de juro e
outros ativos que dependem do risco de crédito. Atual-
mente existem instrumentos financeiros que essencial-
mente transferem riscos associados ao crédito, como é
o caso dos Credit Default Swaps (CDS’s). Ainda hd pouco
tempo, as pessoas que faziam a monitorizacgdo das equi-
ties, ou seja, das agdes, estavam desligadas das pessoas
que avaliavam e monitorizavam os derivados do risco
de crédito. Neste momento, ja hd modelos que fazem a
integracdo das duas coisas, e isto faz sentido.

GONCALO Mas fica um problema muito mais dificil de
tratar...

JOAO NUNES Fica mais dificil, mas a aprendizagem em-
pirica mostra que o que acontece no mercado dos CDS’s
tem repercurssdes no mercado das opgdes sobre equities.
Hé uma coisa simples. Se nés pensarmos numa put, ou
seja, uma opgdo de venda sobre uma agdo, e numa put
com um prego exercido e com um strike muito baixos, ba-
sicamente isto é um seguro de crédito, porque a put s6 me
déd um payoff se o spot descer abaixo do strike. Isto significa
que eu pago o prémio de uma put e fico seguro caso o
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valor da agdo caia por af abaixo. Aquando da faléncia da
Lehman Brothers, havia no mercado uma série de put’s
com o valor de dois délares e meio?, ou seja, havia a ex-
pectativa de que a cotagdo fosse cair abaixo desse valor.

GONCALO Hoje os mercados sdo uma coisa malvista,
mas, quando estudamos a histéria dos mercados finan-
ceiros, o aparecimento do mercado de futuros no Japao,
em 1673, pretendia basicamente regular e assegurar o
fornecimento de arroz. Ou seja, havia uma racionalida-
de por detrds disto. Hoje, a questdo que muitas vezes
se coloca é se terd sido a eficiéncia dos mercados finan-
ceiros que levou a crise que atualmente vivemos ou se
terdo sido fatores externos que terdo levado a crise nos
mercados financeiros? Porque, quando estabelecemos
o paralelo natural entre a atual crise e a crise de 1929,
vemos que a crise financeira de entdo foi o culminar de
uma série de crises na agricultura, na indtstria, no mer-
cado imobilidrio e, finalmente, nos mercados financeiros

em todo o mundo.

JOAO NUNES A crise atual é diferente, visto que a crise
teve origem nos mercados financeiros. O problema nao
passa pela sofisticacdo dos instrumentos financeiros
nem pela titularizacdo de uma série de riscos. O proble-
ma, na minha opinido, foi a desregulamentagdo exces-
siva. Houve uma série de produtos financeiros criados
sobre hipotecas feitas por bancos regionais. Estes bancos
ndo se preocupavam minimamente com o risco de crédi-
to dos seus clientes porque, na semana seguinte, empa-
cotavam uma série de hipotecas e vendiam-nas a outro
banco através dos chamados Mortgage Backed Securities
ou MBS’s. Este banco, por sua vez, ndo se preocupava
muito com o produto que estava a comprar porque na,
semana seguinte, empacotava esse produto financeiro
com outros produtos financeiros que também tinha num
novo instrumento financeiro chamado Collateralized
Debt Obligation, ou CDO, e vendia-o a outro banco. Ora,
o subjacente era sempre o mesmo: empréstimos mal con-
cedidos. Estdvamos, no fundo, a construir um castelo de
cartas. O problema era a completa falta de transparéncia
do processo essencialmente a dois niveis.

Em primeiro lugar, estamos a falar de produtos fi-
nanceiros com fichas técnicas de 70 pdginas completa-
mente indecifrdveis de legislagdo. Ou seja, lendo as fi-
chas técnicas, era impossivel compreender o funciona-
mento dos produtos. Em segundo lugar, e diretamente
ligado a desregulamentagdo, a transagdo e a detengdo
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em carteira destes produtos nao eram convenientemen-

te reflectidas pelos bancos nas suas demonstragdes fi-
nanceiras. Quando se analisava o balan¢o de um banco,
ndo se obtinha uma imagem correta da qualidade dos
activos que o banco tinha em carteira nem do risco fi-
nanceiro associado a esse mesmo banco. Quando a crise
rebentou, criou-se uma desconfianca total no mercado
interbancdrio, o que fez com que os mercados monetd-
rios parassem.

Pode haver sofistica¢do financeira mas tem de haver
regulamentacédo. Este problema néo teria existido se es-
ses instrumentos financeiros tivessem de ser obrigato-
riamente transacionados numa bolsa organizada...

GONCALO Porque af teriam de ser standardizados...

2 Note-se que no infcio de setembro de 2008, a cotacdo das acbes da
Lehman Brothers estava ligeiramente acima dos dez ddlares. No dia 15 de

setembro de 2008, esta instituicdo abriu faléncia.
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JOAO NUNES Precisamente, pois ninguém vai comprar
alguma coisa sem perceber o que é que estd a comprar,
a ndo ser que tenha a garantia de que, no dia seguin-
te, consegue vendé-la mais cara. Era isso que acontecia.
Além disso, se isto for transacionado no mercado orga-
nizado, conseguimos saber exatamente quem comprou
0 qué e quem é que detém os produtos em carteira. Isto
tornaria muito mais facil perceber qual a exposigdo ao
risco de cada entidade.

GONCALO E hoje isso estd corrigido?

JOAO NUNES Eu acho que ndo. H4 algumas melhorias.
Por exemplo, a partir do inicio de 2017, todos os produtos
financeiros complexos, normalmente denominados pro-
dutos estruturados, transacionados no mercado portu-
gués, tém de ser acompanhados com uma ficha técnica
normalizada. No entanto, continua a existir uma série
de produtos estruturados que sdo transacionados fora
de bolsa, pelo que ndo é de admirar que, daqui a uns
anos, haja outra bolha especulativa. Além disso, existe
outro problema que ndo foi resolvido, o problema das
agéncias de rating, porque, tal como os mercados finan-
ceiros, elas sdo essenciais. Funcionam mal, mas s&o es-
senciais. Seria humanamente impossivel ter uma estra-
tégia de investimento com todos os titulos existentes se
estes ndo tivessem uma notagdo de risco. O problema é
quando essa notacédo é mal feita, que foi precisamente o
que aconteceu na crise do subprime.

GONCALO Falando agora mais sobre a Matematica Fi-
nanceira e sobre o mestrado de que é responséavel, podia
contar-nos como € que isso apareceu?

JOAO NUNES Eu néo estive na génese do mestrado que
foi uma pés-graduagdo no CMAF e que surgiu de uma
colaboragdo, pelo menos, entre a FCT/UNL e a FCUL.
Esse programa existiu durante um ano e depois termi-
nou. Passados uns tempos, um colega aqui do ISCTE
p6s-me em contacto com o Miguel Ramos, que na altu-
ra era presidente do Departamento de Matematica da
FCUL, e com a Isabel Siméo, que também trabalhava na
drea de Matemdtica Financeira, e surgiu a ideia de langar
o mestrado. Esta decisdo baseou-se na experiéncia bem-
-sucedida que eles tiveram com aquela pés-graduagéo,
tendo comprovado que existia ndo sé interesse como
mercado, e no facto de todos nds gostarmos imenso de
trabalhar naquela 4rea, pelo que o melhor de dois mun-
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dos era ensinar nesse tipo de temas e porque consta-
tdmos que havia algum deficit de formagdo nessa drea,
quer na drea do pricing de derivados financeiros quer na
drea da avaliacdo de riscos.

GONCALO E é uma formagao que os diferencia no mer-
cado de trabalho...

JOAO NUNES Nabo s6 os diferencia no mercado de traba-
1ho como se mostra que é um assunto no qual os alunos
provenientes de Matematica e de Fisica tém uma enor-
me vantagem comparativa relativamente aos alunos que
vém de Economia.

GONCALO Quando se encontra um preco para um ins-
trumento financeiro, encontra-se aquele que é o preco
para o qual nédo existem oportunidades de arbitragem.
Isto bate diretamente com o pressuposto de que os mer-
cados sdo completos...

JOAO NUNES Exatamente, porque caso contrrio o pre-
¢o ndo é tnico...

GONCALO A pergunta natural é saber se os mercados
sdo completos...

JOAO NUNES Humm...

GONCALO Empiricamente, visto que teoricamente po-

dem ser o que nds quisermos...

JOAO NUNES Empiricamente, eu ndo sei testar a hips-
tese dos mercados serem ou ndo completos. Consegui-
mos verificar empiricamente se sdo eficientes ou ndo,
nas suas multiplas alternativas (forma fraca, semi-fraca
ou forte). O facto de os mercados ndo terem hipéteses
de arbitragem ¢é fdcil de aceitar mas é discutivel. Isto &,
pode haver uma hipétese de arbitragem mas ela é rapi-
damente explorada e deixa de existir. Ou seja, é bastante
razodvel pressupor a hip6tese de ndo-arbitragem. Acei-
tando isto, podemos garantir o que costuma designar-
-se por Risk Neutral Measure. A inclusdo da hipétese de
que os mercados sdo completos permite-nos mostrar que
esta medida é tinica e, portanto, o preco de ndo-arbitra-
gem é tnico. Ndo sendo completos, ao invés de ter um
preco dnico, eu terei um intervalo de pregos possiveis.
Do ponto de vista matemaético, o que se perde é elegan-
cia, pois tendo em conta os custos de transagdo se o in-
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tervalo de pregos for suficientemente pequeno é como
se estivéssemos numa situagdo sem arbitragem. O mais
fécil é ser agnostico!

GONCALO [Risos] Isto leva-nos a outro tema que apare-
ce ligado a este. Quando comecei a estudar estes temas,
foi-me sugerido pelo Professor Dias Curto que lesse o
artigo do Eugene Fama, de 1965, entretanto Prémio No-
bel da Economia, que por sua vez ja se baseava num tra-
balho anterior do Mandelbrot, em que se mostra que a
volatilidade dos pregos poderia, por vezes, seguir um
processo ndo baseado na distribui¢do normal mas em
distribui¢des com caudas mais pesadas. Este facto, em-
piricamente, leva-nos a que, na pratica, a volatilidade
de certos ativos em certos momentos seja virtualmente
infinita. Contudo, para calcular o pricing de um ativo, a
volatilidade é essencial...

JOAO NUNES Sim, existem mesmo derivados sobre isso.
Eu posso comprar ou vender volatilidade...

GONCALO Assim, isto ndo nos leva a conclusio de que
a tentativa de encontrar o preco de um ativo ndo é uma
tarefa a partida perdida?

JOAO NUNES Boa pergunta... Se pensarmos numa op-
¢do financeira, o pardmetro determinante para saber-
mos o preco é de facto a volatilidade, ou seja, o desvio
padréo da taxa de rentabilidade. Se eu estiver a analisar
uma opgdo em que a maturidade ocorre daqui a trés me-
ses, aquilo que eu estou a analisar é de facto a volatili-
dade para os préximos trés meses. Para fazermos isto
ou arranjamos uma série histérica de pregos, calculamos
a taxa de rentabilidade do passado e assumimos que o
futuro é uma continuidade histérica do passado e temos
o risco de isso ndo acontecer, ou tentamos arranjar uma
medida que seja forward-looking. Isto significa, basica-
mente, irmos buscar uma op¢do com a mesma maturida-
de sobre o mesmo ativo e, baseado no preco dessa opcao,
sabermos qual o valor da volatilidade de que precisamos
de forma a que o valor encontrado por um modelo, por
exemplo Black-Sholes, nos permita calcular esse prego.
Isto é aquilo a que se chama volatilidade implicita. Basi-
camente, eu estou a dizer que vou com a manada. Pode-
mos fazer algo mais se usarmos, por exemplo, o modelo
de Heston e assumirmos que a volatilidade segue, ela
prépria, um modelo estocastico. E vocé pode dizer-me
que vou ter o mesmo problema de especificar mal o meu

modelo. Aqui, voltamos ao inicio da nossa conversa em
que discutimos o Model Risk. Isto é interessante porque
no modelo mais célebre de op¢des, que valeu um Prémio
Nobel, que é o modelo de Black-Scholes, de 1973, a vola-
tilidade é constante, a taxa de juro é constante e a taxa
de rentabilidade do ativo subjacente ndo tem caudas pe-
sadas, mas sim uma distribui¢do normal. No entanto, eu
continuo a esfor¢ar-me para obter modelos alternativos
para avaliar os mesmos contratos, ou seja, modelos com
pressupostos mais realistas. Mas isto é uma luta inces-
sante. Além disso, quando olhamos para os modelos so-
bre a estrutura temporal de taxas de juro, por exemplo,
o modelo de Vasicek, que se baseava num processo de
Ornstein-Uhlenbeck, foi muito atacado porque previa
taxas de juro negativas. Hoje vamos ao mercado e o que
é que encontramos? Taxas de juro negativas!

GONCALO Uma tltima pergunta. E os mercados séo efi-
cientes ou ndo? Ou seja, o prego de um ativo financeiro
contém toda informacao desse produto?

JOAO NUNES A pergunta ¢ dificil e pergunto: qual mer-
cado? Se estivermos a falar de um mercado com muita li-
quidez, com uma quantidade enorme de players, com um
volume de negdcio gigantesco, por exemplo, o mercado
cambial, eu direi que sim. Se estivermos num mercado
com pouca liquidez, com baixo volume de negécios, serd
que este mercado segue um processo de Markov? Neste
caso, direi que ndo. Ou seja, eu ndo posso responder a
uma pergunta geral sobre se os mercados séo eficientes
ou ndo. Esta terd sempre de ser contextualizada para um
caso bem determinado.

CONVERSA COM...JOAO PEDRO NUNES -+
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QUE ANO E HOJE?

No passado dia 23 de abril celebrou-se o Dia Mundial do Livro, uma data

NuNo CAMARNEIRO

Universidade
de Aveiro

nfem@ua.pt

escolhida para homenagear Cervantes e Shakespeare, que morreram ha

400 anos “mais ou menos” nesse dia.

elebram-se este ano os 400 anos da morte de William

Shakespeare e também de Miguel de Cervantes, dois
dos escritores mais importantes da Histdria da Literatura
e considerados os maiores dos respetivos paises.

E muitas vezes referida a coincidéncia de terem mor-
rido em dias sucessivos, Cervantes a 22 de abril de 1616 e
Shakespeare a 23 de abril. Na verdade, néo foi exatamente
assim, ja que nesse periodo Inglaterra se regia ainda pelo
antigo calenddrio Juliano (implantado por Julio César em
46 a.C.) enquanto em Espanha vigorava jd o calenddrio
Gregoriano, implantado pelo Papa Gregoério XIII em 1582,
através da bula Inter gravissimas. A diferenca entre os dois
calenddrios é de dez dias, pelo que a data de morte de
Shakespeare seria 3 de maio no nosso calenddrio, 11 dias
depois da do seu camarada de letras.

Estamos tdo habituados a utilizagdo de um calendério
universal que pode parecer-nos bizarro que as datas va-
riem de pais para pais, mas o calenddrio atual (o referido
calenddrio Gregoriano) foi adotado inicialmente apenas
por alguns paises (entre os quais, Portugal e Espanha), a
Gré-Bretanha s6 o adotou em 1752, o Japdo em 1873, a Chi-
na em 1912 e a Grécia em 1923.

Este calenddrio apresenta algumas vantagens em re-
lagdo aos precedentes, ja que se aproxima bastante do ano
solar (existe uma pequena diferenca de 27 segundos por

ano) e regulariza os anos bissextos, uma questao que néo
tinha sido completamente resolvida. O calenddrio Julia-
no é ainda utilizado por muitas igrejas ortodoxas, embora
os pafses onde estas estdo sediadas utilizem o calendario
Gregoriano. Como curiosidade, a transicdo entre calenda-
rios obrigou a um salto de 4 para 15 de outubro de 1582,
ndo sei se com a respetiva diminui¢do nos saldrios.

Mesmo no nosso mundo globalizado subsistem al-
guns calenddrios alternativos, por exemplo, o norte-
-coreano, ou calenddrio Juche, segundo o qual o pri-
meiro ano coincide com o nascimento de Kim-Il-Sung,
em 1912, o que faz com que estejam atualmente no ano
105; também o calenddrio arménio, que se iniciou no
nosso ano de 552 d.C., ano em que a Igreja Arménia se
separou da Igreja Catdlica; ou ainda o “Era Unix” ou
“Unix time”, usado pelo sistema operativo homénimo e
que conta os segundos transcorridos desde as 00:00:00 de
1 de janeiro de 1970.

Mas voltando a Cervantes e a Shakespeare, a verdade é
que o dia 23 de abril foi escolhido para o Dia Internacional
do Livro em homenagem a ambos os escritores, pode néo
ser exato, mas é mais do que merecido, as suas obras estdo
vivas e bem vivas, independentemente do calendario pelo
qual nos regemos.
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EQUIPA PORTUGUESA EM HONG KONG
PARA OLIMPIADAS INTERNACIONAIS
Ja arrancou em Hong Kong a 57.  edicdo das Olim-

piadas Internacionais de Matemética (OIM), uma das
maiores competi¢des cientificas do mundo, em que
competem centenas de participantes de mais de 100
paises. A equipa que representa Portugal nas OIM ru-
mou ao continente asidtico no passado dia 5 de julho,
e é composta por Alberto Pacheco, Bruno Carvalho,
David Correia, Duarte Nascimento, Henrique Navas
e Pedro Fernandes. Da comitiva fazem ainda parte
Joana Teles (SPM/UC) e Anténio Salgueiro (UC). As
OIM decorrem até ao dia 16 de julho, altura em que
serdo conhecidos os resultados conquistados pelos
olimpicos nacionais. Portugal participou pela primei-
ra vez nas OIM em 1989 e, desde entdo, j& conquistou
trés medalhas de ouro (em 2011, 2012 e 2013), quatro
de prata, 26 de bronze e 23 mengdes honrosas. Em se-
tembro outro grupo de jovens portugueses partird,
desta vez, para o Chile, para participar na 31" edigdo
das Olimpiadas Ibero-Americanas de Matematica,
que se realizam entre 23 de setembro e 1 de outubro.
A participagdo de Portugal nestas competi¢des é or-
ganizada pela Sociedade Portuguesa de Matematica,
e a selecdo e a preparacdo dos alunos estd a cargo do
Projeto Delfos, do Departamento de Matemaética da
Universidade de Coimbra. O Ministério da Educagéo,
a Ciéncia Viva, o Novo Banco, a Fundagio Calous-
te Gulbenkian e a Pathena apoiam a realizagdo das
Olimpiadas.

PT-MATHS-IN SERA PONTO DE ENCONTRO ENTRE
A MATEMATICA E A INDUSTRIA NACIONAL

O passado dia 20 de maio ficou marcado pela primeira
assembleia geral da Rede Portuguesa de Matematica para
a Industria e Inovagdo (PT-MATHS-IN), o nicleo portu-
gués da European Service Network of Mathematics for
Industry and Innovation, que tem como objetivo criar si-
nergias entre a matematica e o setor industrial. Formada
pelos principais centros de investigacdo em matemadtica do
Pafs, a P-MATHS-IN procurard fomentar a transferéncia
de tecnologia matemadtica para os contextos empresarial e
industrial, com vista a0 aumento da competitividade tanto
dos grupos de investigacdo envolvidos como da indtstria
nacional. O seu modelo de agdo vai materializar-se sob a
forma de parcerias, desenvolvimento de aplicacdes cienti-
ficas, candidaturas a projetos, dinamizagdo de grupos de
investigagdo transversais, formacdo e divulgagdo, entre
outras iniciativas. A pdgina oficial da PT-MATHS-IN, cons-
tituida como uma seccdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica, pode ser consultada em spm.pt/pt-maths-in.

LISBOA RECEBERA ‘
CONFERENCIA EUROPEIA n n F
DE BIOMATEMATICA EM 2018

A comunidade biomatemaética nacio- =

nal e internacional estard reunida em

Lisboa no verdo de 2018 para a 11° h m F
edi¢do da European Conference on

Mathematical and Theoretical Bio-

logy (ECMTB), um importante evento sobre os mais recentes
desenvolvimentos da investigagdo nos campos da matematica
e das ciéncias da vida e suas interse¢des. A conferéncia, orga-
nizada pela Sociedade Portuguesa de Matematica e pela Eu-
ropean Society of Mathematics and Theoretical Biology, terd
lugar na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa.
A edigdo que a antecede decorre entre 11 e 15 de julho de 2016,
em Nottingham, Reino Unido.
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LOCAL DO PROXIMO
EUROPEAN CONGRESS OF
MATHEMATICS DECIDIDO EM
JULHO

Em vésperas do 7° European Con-
gress of Mathematics (ECM), que se
realiza em Berlim entre 18 e 22 de
julho, decorrerd também na capital
alema, nos dias 16 e 17, o European
Mathematical Society Council Mee-
ting. Neste encontro, que ocorre de
dois em dois anos, ficard decidido
o local do préximo ECM, com data
marcada para 2020. O EMS Coun-
cil Meeting reunird associados da
European Mathematical Society e
representantes de sociedades mate-
madticas e de institui¢des cientificas
de toda a Europa, sendo que a SPM
estard representada por Fernando
P. Costa (presidente) e por Jorge
Buescu (vice-presidente).

FEIRA DA MATEMATICA REGRESSA

NO PROXIMO ANO LETIVO

VI ENCONTRO IBERICO DE MATEMATICA

RSME-SPM REALIZA-SE EM OUTUBRO

Entre 6 e 8 de outubro, a Universidade de Santiago de Compostela acolherd o
VI Encontro Ibérico de Matematica, organizado em conjunto pela Sociedade
Portuguesa de Matematica e pela Real Sociedad Matematica Espafiola. As ins-
crigdes estdo abertas em http:/fwww.usc.es/congresos/iberomat/. Seguindo a tradi-
¢do das anteriores edi¢des, o encontro serd estruturado em torno de trés dreas:
Algebra e Combinatéria, Equagdes Diferenciais Parciais Aplicadas a Fluidos e
Materiais, e Informdtica Teérica/Ciéncia Computacional.

) -

O Museu Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia da
Universidade de Lisboa (MUHNAC) voltard a receber a
Feira da Matematica, que conta ja trés edi¢des. Os dias 21 e
22 de outubro oferecerdo, a semelhanga dos anos anterio-
res, um sem-ntimero de atividades matemadticas que agra-
dardo a middos e a graddos, como jogos, oficinas, pales-
tras, demonstragGes, visitas orientadas e sessGes do Circo
Matemitico, entre outras. Como € habitual, o primeiro dia
da feira serd dedicado as escolas, que poderdo efetuar as
suas inscrigdes no inicio de setembro. No segundo dia,
o publico terd entrada livre no museu, onde podera par-
ticipar neste grande evento matemadtico, dinamizado por
investigadores, professores e colaboradores de vdrias ins-
tituigdes do Pais. A Feira da Matemadtica realizou-se pela
primeira vez em 2014, com o objetivo de promover e divul-
gar as ciéncias matemadticas junto da sociedade. A terceira
edicado é organizada conjuntamente pelo MUHNAC, pela
Sociedade Portuguesa de Matemadtica, pela Associacdo de
Professores de Matematica, pela Associagdo Ludus e pela
Matematica do Planeta Terra.
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FALECEU ANTONIO

ST. AUBYN, ANTIGO
PRESIDENTE DA SPM

Anténio St. Aubyn, presidente
da SPM entre 1992 e 1994, faleceu
no passado més de abril. Profes-

sor Emérito do Instituto Superior
de Agronomia (Universidade de
Lisboa), e Professor Catedrati-
co desde 1979, St. Aubyn nasceu
em S3o Nicolau, Cabo Verde, a 10
de margo de 1937. Formou-se em
Coimbra, tendo estado associado
a criagdo dos Centros de Célculo
da antiga Universidade Técnica
de Lisboa, no final dos anos 1970,
e a fundagdo do Centro Interna-
cional de Matemiética (CIM), em
1990. Representou a Sociedade
Portuguesa de Matematica na
fundagdo da Sociedade Europeia
de Matematica e na sua primei-
ra dire¢do, tendo sido também
representante de Portugal na
Unido Matemadtica Internacional.
Anténio St. Aubyn tinha 79 anos
e deixa um registo de uma inten-
sa atividade académica e cientifi-
ca nas dreas da matemdtica e da
estatistica.

KHAN ACADEMY PORTUGAL: MAIS DE 1000 VIDEOS

DE MATEMATICA DISPONIVEIS ONLINE

Ja sdo mais de 1300 os videos que a Khan Academy Portugal dispo-
nibiliza gratuitamente com contetidos programaéticos de matematica,
fisica, quimica e biologia em http:/[www.fundacao.telecom.pt/Home/Kha-
nAcademy.aspx. Os contetidos de matematica sdo certificados pela So-
ciedade Portuguesa de Matemitica (SPM), que se associou a este proje-
to em 2013, tendo ja revisto e validado mais de 1000 videos. A missdo
da Khan Academy € a de contribuir para uma educagio de qualidade
acessivel a qualquer pessoa, em qualquer lugar e de forma gratuita,
através de uma biblioteca online de videos com exemplos e solugdes
sobre as mais diversas disciplinas. Em Portugal, a Fundagado Portugal
Telecom abragou esta iniciativa, apoiando a adaptacado para portugués
dos videos, originalmente em inglés, de acordo com o curriculo escolar
nacional, contando com a colaboragdo da SPM, da Sociedade Portugue-
sa de Fisica, da Sociedade Portuguesa de Quimica e da INOVEDUC
para a certificacdo dos contetidos. Estes estdo acessiveis numa légica
de multiplataforma através de computador, telemével e tablet, e dis-
poniveis nas paginas da Fundacido PT e da Khan Academy, bem como
através do SAPO Videos, do MEO Kids, da Rede de Bibliotecas Escola-
res e do Youtube.

AMERICAN MATHEMATICAL
SOCIETY APOIA
OFICIALMENTE REPOSITORIO
ARXIV

A American Mathematical So-

DEZ ANOS DE LUDUS

A Associagdo Ludus comemo-
rou o seu décimo aniversario
no dia 25 de junho, com um
dia de atividades no Museu
ciety (AMS) tornou-se a primei- Nacional de Histdria Natural e
ra sociedade/editora a apoiar da Ciéncia da Universidade de
financeiramente o arXiv, um re- Lisboa. Jogos, puzzles, origami,
positério online de livre acesso, danga, circo e outras atividades
que permite a consulta e a pu- serviram para assinalar uma
blicagdo de artigos cientificos. década de histéria de promogao

Neste momento, em http://arxiv.

e de divulgacdo da matematica.

org/ é possivel consultar mais de
um milh&o de artigos cientificos
sobre fisica, matemética, ciéncias
da computagdo, biologia quan-
titativa, finangas e estatistica.
Com este compromisso a AMS
vem reconhecer a importancia
deste férum para investigado-
res e autores de todo o mundo,
juntando-se assim a um conjunto
de bibliotecas e de centros de in-
vestigacdo que apoiam o arXiv a
nivel global.
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QUATRO ESTUDANTES .... SAGRARAM-SE CAMPEOES
PORTUGUESES. .. MUNDIALS EM CALCULO MENTAL.

MAS, COMO SAO BONS A FAZER

: COVTAS DE CABEGA, TALVEZ
ACREDITAR Ko Futuko Do FAlSH QUEIRAH PIRAR-SE DAGUL

TER MILIDOS DESTES FAZ-HOS

Publicado originalmente no jornal Publico, em 17/05/2016. Imagem gentilmente cedida pelo autor.




EM JEITO DE BALANCO

FernaNDO P Costa
Presidente da SPM
Fernando.Costa@uab.pt

O balango pessoal de um sécio que teve a honra de ser o presidente.

uando esta “Carta” for lida pelos sécios seus desti-
Qnatérios, ja devera ter sido eleita uma nova diregdo
da SPM e eu estarei na posicdo algo ambigua de presidente
cessante, encabecando uma espécie de “governo de ges-
tdo” enquanto aguardo pacientemente a chegada do més
de setembro e a tomada de posse do nosso novo presiden-
te. Nessa altura regressarei finalmente a condicdo de sim-
ples sécio anénimo, que foi a minha entre 1986 e 2012, ano
em que fui desassossegado pelo Miguel Abreu para ser um
dos seus vice-presidentes na diregdo de 2012/14 e, depois,
por muitos colegas bem-intencionados que me convence-
ram de que poderia ser benéfico para a SPM ter-me como
presidente em 2014/16.

Nao é, naturalmente, possivel ajuizar se essas convic-
¢Oes estavam corretas, nem mesmo recorrendo a duvido-
sos exercicios de histéria contrafactual. Mas é possivel, e
até desejdvel, fazer um balango pessoal do que foram estes
dois dltimos anos a frente da SPM.

Antes de mais, foi uma enorme honra e uma ainda
maior responsabilidade. Quando presidimos a uma insti-
tui¢do com a histéria, o prestigio e a visibilidade ptiblica
da SPM, ficamos imediatamente conscientes das nossas li-
mitagdes e, por isso mesmo, do peso da nossa responsabili-
dade, pois a partir dessa altura tudo aquilo que dissermos
ou escrevermos passard a ser visto como tendo sido dito ou
escrito “pela SPM”! Depois, e ainda a nivel da responsabi-
lidade, vem sempre a delicada questdo financeira: a SPM
movimenta anualmente algumas centenas de milhares de
euros (em 2015 foram quase quatro centenas de milhares)
e, nos tempos que correm, é sempre um exercicio de ris-

co equilibrar as contas de modo a que o balanco nao seja
negativo.

Mas estes dois “pesos” da presidéncia foram mais do
que compensados por variadissimos outros aspetos: antes
de mais, por ter tido a sorte de trabalhar com uma equipa
da dire¢do e com um secretariado verdadeiramente “cinco
estrelas”, por ter conhecido imensos colegas e estudan-
tes no Pais, fruto das vdrias atividades para as quais um
presidente é sempre solicitado, pelos contactos na Europa
providenciados pela participacdo da SPM na European
Mathematical Society e, naturalmente, pelo gratificante
desafio que é a possibilidade de promovermos ou de cola-
borarmos de perto na promogao de projetos que nos entu-
siasmam. E destes houve imensos em que me envolvi nos
altimos dois anos, alguns vinham de trds e foram concreti-
zados neste mandato, outros comecgaram e acabaram neste
biénio, outros ainda iniciaram-se agora e serdo completa-
dos pela préxima dire¢do. Enumerarei apenas alguns:

» A assinatura do protocolo entre a SPM e a Faculdade
de Ciéncias da Universidade de Lisboa que regulari-
zou a situacdo da Biblioteca de Permutas da Portuga-
line Mathematica;

»O acolhimento, como secgdo da SPM, da rede portu-
guesa para a matemdtica na inddstria e inovacéo, polo
portugués da rede europeia EU-MATH-IN, que per-
mitird dinamizar a interagdo entre as empresas, a SPM
e os Centros de Investigacdo aderentes e, deste modo,
projetar a relevancia da matemadtica e dos matemdticos
na vida das empresas e no desenvolvimento do Pais;
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» A realizagdo do encontro AMS-EMS-SPM no Porto,
cuja impecdavel organizagdo, coordenada pelo Samuel
Lopes, resultou num evento que, pela sua qualidade e
pela sua dimensio, foi de extraordindria importancia
para a comunidade matemaética portuguesa;

> Os passos iniciais para o acolhimento da 11th Europe-
an Conference on Mathematical and Theoretical Bio-
logy em Lisboa, no verdo de 2018, numa organizagdo
liderada por Carlos Braumann e que a SPM espera que
venha a ter um importante impacto na comunidade
biomatemadtica nacional e internacional;

> A celebragdo de um protocolo com a Porto Editora
que resultard na criacdo de uma colecdo de livros de-
dicados a formagéo (inicial e continua) de professores
e cujo primeiro volume, com saida prevista ainda em
2016, serd a tradugdo portuguesa de um livro do Prof.
Hung-Hsi Wu, que terd por titulo Compreender os Nii-
meros na Matemdtica Escolar;

» A criagdo de um site na Internet e a publicagédo, ainda
em 2016, na nossa colec¢do Biblioteca Bésica de Textos
Didéticos de Matemadtica, de um livro com estudos
de Vitor Bonifacio e Helmuth Malonek sobre a Biblio-
theca do Povo e das Escolas e de reproducgdes fac-simile
dos optisculos matemdticos dessa notavel cole¢do de
divulgacdo cientifica e cultural publicada entre 1881
e 1913;

> A criagdo, com a British Society for the History of Ma-
thematics, do site na Internet “Selos de Matemadtica/
Math Stamps”, baseado na colegéo filatélica do Prof.
Robin Wilson (o site é bilingue e a versdo portuguesa
estd a ser ultimada, devendo estar finalizada no final
deste verdo);

» O lancamento de uma nova série do programa televi-
sivo “Isto é Matemadtica”, desta feita com financiamen-
to da Fundagéo Vodafone;

» A renovacdo do protocolo com a Fundacido PT para
a certificagdo cientifico-pedagégica da versdo portu-
guesa de mais de 500 videos de matemadtica da Khan
Academy, dando assim continuidade a uma parceria
que, desde 2013, j4 permitiu disponibilizar, até ao mo-
mento, cerca de 1000 videos traduzidos e adaptados
ao publico escolar portugués;

» O inicio da implementagdo de uma nova fase do “Aula
Aberta”, projeto conjunto com a Fundagdo Calouste
Gulbenkian, que pretende identificar boas praticas
nas salas de aula de Portugués e Matematica, agora
centrada nas escolas com desempenho excecional no
indicador de progressao;

» O acolhimento do projeto “Memoria da SPM”, coorde-
nado por Jaime Carvalho e Silva, que obteve financia-
mento da Fundagdo Calouste Gulbenkian e que permi-
tird o tratamento, o estudo e a disponibilizacado online
de documentacgéo inédita sobre a fundagdo da SPM.

E muitos outros houve, alguns bem sucedidos, outros
nem tanto...

Além destas iniciativas, hd sempre as atividades regu-
lares da Sociedade (o Centro de Formacao, a Certificacio
de Manuais, o GEBS, as rela¢des com outras institui¢des e
sociedades) e os aspetos administrativos (desde os paga-
mentos semanais a fornecedores as tentativas de concilia-
¢do e resolugdo de mal-entendidos) que, ndo obstante o
empenho, a dedicagdo e as incontdveis horas de trabalho
neles colocadas pelos restante elementos da diregdo, bem
como o competentissimo apoio do secretariado, tém sem-
pre como resultado, ao fim de dois anos, a acumulagdo
pelo presidente de muitos milhares de e-mails recebidos
e enviados e de indmeras horas gastas em reunides e te-
lefonemas.

Pelo balango acima é facil perceber qudo absorvente,
desgastante e cansativo é o cargo de presidente da SPM.
Um cargo que, ndo s6 por estas razdes mas também por
elas, deve ser periodicamente renovado. E esta é a razdo
por que vejo com algum alivio a minha substitui¢do pelo
nosso novo presidente e a sua equipa: uma dire¢do na
qual deposito as maiores expectativas e que, tenho a certe-
za, vai conseguir levar a SPM a ultrapassar as dificuldades
e os desafios atuais, relevando ainda mais o papel da nos-
sa Sociedade e o da matematica na sociedade portuguesa.

Quanto ao sécio efetivo 1935, cd continuarei a dispo-
sicdo da Sociedade para a colaboragdo que me acharem
capaz de prestar.

Obrigado e até sempre!

GAZETA DE MATEMATICA -



(azea@ de

dlematica

FUNDADA POR: Anténio Monteiro ® Bento Caraca ® Hugo Ribeiro ° J. Silva Paulo ® M. Zaluar Nunes

POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
acontece desde a sua fundagdo em 1940, o prin-
cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢des
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptblico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem  ser
LaTeX ou em Word (com uma versdo em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

submetidos em

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2016

Preco Assinatura
de Capa s Assinatura Assinatura
(avulso) + Guu?e-Bls,sau' Resto do para sécios deiA\ ou'o
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM pol

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA
www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA
www.gazeta.spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica ® Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa ® Telf.:21 793 97 85 ¢ Email: spm@spm.pt
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