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BOLAS DE FUTEBOL, ARQUIMEDES

E ONDULETAS

-

ADERITO ARAUJO
Universidade
de Coimbra

Onde se fica a saber que uma truncatura um pouco mais funda
do icosaedro truncado faz da Telstar uma bola melhor.

FIFA anda nas bocas do mundo, infelizmente pelos

piores motivos. Nos tltimos meses, tém sido recor-
rentes as noticias que ddo conta de sucessivos escandalos
em torno do organismo que superintende o futebol mun-
dial. Como resultado, tanto patrocinadores como parcei-
ros institucionais — como é caso do Centro do Prémio No-
bel da Paz — admitem cortar relagdes com a organizagado
e, pior ainda, o prestigio de uma das mais apaixonantes
modalidades desportivas sai fortemente abalado.

Naéo é inten¢do da Gazeta alargar o séquito de algozes da
FIFA, mas a verdade é que esta rocambolesca novela vem
provar que os seus dirigentes ndo sdo grande coisa. E nem
é preciso ser matemadtico para entender a demonstragao.

Mais subtil é a prova de que também a Telstar, famo-
sa bola de futebol escolhida pela FIFA nas tltimas déca-
das do século para as suas competicdes oficiais, padece
do mesmo problema: também ela ndo é grande coisa.
E é disso mesmo que Eduardo Marques de Sa fala no ar-
tigo da seccdo Canto Délfico. Com o rigor e a fluidez com
que sempre nos habituou, o autor convida-nos a refletir
sobre a rotundidade dos poliedros de Arquimedes e de-
monstra que é possivel obter um icosaedro truncado mais
rotundo que a Telstar.

A nossa viagem ao interior do ntimero 176 da Gazeta
de Matemdtica prossegue na companhia de Arquimedes.
Num artigo com inegdveis potencialidades pedagégi-
cas, Fatima Vinagre, professora na Escola Secunddria da
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Azambuja, ensina-nos a calcular o volume de uma esfera
com recurso a lei da alavanca do famoso sdbio grego.

E é ainda pela mao de Arquimedes que somos condu-
zidos a entrevista com Ingrid Daubechies. De facto, é no
seu método de exaustdo que assentam as ideias funda-
mentais que estdo na génese das bases de Haar e da teoria
das onduletas que tornaram famosa a nossa entrevistada.
Nascida na Bélgica, Ingrid Daubechies, além de ter sido a
primeira mulher a presidir a Unido Internacional de Ma-
temadtica, foi também a primeira mulher com o titulo de
professora catedrdtica em matemdtica na Universidade
de Princeton. As suas contribui¢ées revelaram-se fun-
damentais em diversas dreas da matemaética, da ciéncia
e da engenharia, tendo encontrado uso generalizado no
desenvolvimento de sofisticados algoritmos de processa-
mento de imagens e de compressdo de dados.



TRIANGULOS BELOS

Verificaremos como a propriedade de os trés lados de um triangulo plano

ATRACTOR

www.atractor.pt

atractor@atractor.pt

serem iguais resulta de uma combina¢do harmoniosa, e Unica, de lados e

angulos.

m tridngulo diz-se equildtero se os quocientes entre
os comprimentos dos seus lados forem iguais a 1.
Que tridngulos do plano tém estes trés quocientes racio-
nais? Dado um tridngulo no plano com lados de compri-
mentos 4, b e ¢ tais que existem niimeros naturais py, py,
P3, 41, 92 € g3 que verificam a/b = p1/q1, b/c =p2/g2 €
a/c = ps/q3 podemos reescalonar o tridngulo e obter ou-
tro semelhante com lados racionais. Para isso, basta usar
a homotetia H; : (x,y) € R* — (x/c, y/c), que transfor-
ma o tridngulo inicial num de lados 4’ = (p1 p2)/ (41 92),
b’ =py/gq> e ¢’ =1.Se, de seguida, aplicarmos a homo-
tetia Hy: (x,y) € R> — (q192%, 9142 y), obtemos um
tridngulo de lados inteiros.
Se o tridngulo é retdngulo, com a versdo semelhante
que acabdmos de construir entramos no mundo vasto
dos tridngulos pitagéricos. A figura 1 ilustra um deles:

Figura 1

note-se que, além de os lados terem comprimentos in-
teiros, os trés dngulos tém cossenos racionais, pois sdo
71/2, arccos(3/5) e arccos(4/5).

Mas hd muitas outras possibilidades. Veja-se, por
exemplo, o tridngulo escaleno de lados com compri-
mentos 5 6 e 7: neste caso, os dngulos também tém
cossenos racionais pois sdo arccos(1/5), arccos(5/7) e
arccos(19/35). Repare-se agora no outro tridngulo da fi-
gura 2: os quocientes entre as amplitudes dos dngulos sdo
racionais, mas nem todos os quocientes dos lados o séo.

Se, todavia, juntarmos as condi¢des
Q1: Os quocientes entre os comprimentos dos trés lados sdo

racionais.

Qo: Os quocientes entre as amplitudes dos trés dngulos sdo
racionais.
entdo ficamos reduzidos aos tridngulos equilateros.

Figura 2

ATRACTOR ¢ Triangulos belos
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Obviamente, um tridngulo equildtero satisfaz as
duas hipéteses Q; e Qy, com a particularidade de os seis
quocientes em causa serem iguais a 1. Vejamos que tam-
bém € vélida a implica¢do reciproca, ou seja:

P1: Se, num tridngulo, sdo racionais os quocientes
entre os comprimentos dos trés lados e entre as ampli-
tudes dos trés dngulos, entdo o tridngulo é equildtero.

Seja 7 um tal tridngulo de lados a, b, c e dngulos
LA, /B, ZC. Reescalonando-o, como se explicou an-
teriormente, podemos supor que a, b, ¢ sdo racionais
(ou mesmo inteiros). Além disso, podemos reescre-
ver ZA=rmnuway, /B=mapg e ZC = mac para uma es-
colha adequada de reais positivos a4, ap, ac. Acres-
cente-se que, pela hipdtese Qp, existem racionais
positivos sy, sp e s3 tais que LA/ZB =5y, /B//ZC =5,
e LA/ZC = s3. Logo, tem-se o g =s3ac e agp = srac, €
como a soma dos dngulos de um tridngulo plano é igual
a 7t, deduzimos que sz ac + sp ac + ac = 1. Consequen-
temente, ac =1/(1+ 5, +5s3) € Q. Em resumo: Se os
quocientes das amplitudes dos dngulos de um tridngulo
plano sdo racionais, entdo os angulos sdo multiplos ra-
cionais de 7.

Neste momento é oportuno reunirmos o que ja sa-
bemos sobre 7T :

1. E semelhante a um tridngulo com lados racionais
(consequéncia de Q).

2. Os seus angulos sdo mdaltiplos racionais de 7(con-
sequéncia de Q7).

Conseguiremos obter mais informacao sobre a for-
ma de um tal tridngulo se aliarmos as duas proprieda-
des anteriores, o que pode ser feito através do Lei dos
Cossenos. Sendo os lados 4, b, ¢ racionais, entdo

v +c —a? a? + c? — b?
=TT Tl os(sB) =2
cos(ZA) e cos(£B) e .
a?+ b —c?

sdo nimeros racionais. Este é um dado muito bem-vin-
do, porque se conhecem todos os angulos 6 € [0, 7T] que
sdo multiplos racionais de 77 e tém cosseno racional: ¢
é0, 7, /2, ©/3 ou 27t/3, cujos cossenos sao, respeti-
vamente, 1, 0 e +1/2. Com este resultado (pode ver-se
uma prova em [2]), estamos em condi¢Ses de estabelecer
a caracterizagdo que procurdvamos para o tridngulo 7.
Realmente, 7 tem de ser equildtero porque é semelhan-
te a um tridngulo com lados racionais, cujos angulos
estdo em 0, 7] mas nenhum deles é 71/2 (caso contrério,

um dos outros dois teria de ser menor ou igual a 7/4 e
0 seu cosseno nao teria um valor permitido) nem 27/3
(por razdo idéntica); logo, os trés angulos sdo iguais a
/3.

Cada uma das propriedades P; e

Py: Se 0 € [0, 7t] é um muiltiplo racional de 7t e tem
cosseno racional, entdo 6 € {0, 7, 7w/2,71/3,27/3}.

pode ser deduzida a partir da outra.
Paraoprovar,eumavezque cos ({0, r, 7/2}) = {1, 1,0}
e que cos (f) = — cos (7t — ), podemos restringir a ana-
lise a angulos de ]0,71/2[. Seja 6 € 10, 7/2] um angu-
lo cuja amplitude é um multiplo racional de 7 e tem
cosseno racional. Construa-se o tridngulo da figura 3,
de lados 1,1, 2cos 6 e angulos 6, 0, 7t —26. Observe-
-se que estes trés dngulos sdo multiplos racionais de 7.
Além disso, tendo em conta a hipé6tese de que cos 6 é
um ndmero racional, os quocientes dos comprimentos
dos lados deste tridngulo sdo racionais. Logo, podemos
aplicar P1 e concluir que o tridngulo é equildtero. E,
portanto, 6 = /3.

Note-se que, no que aqui ficou dito, fizemos uso
de vérias propriedades dos tridngulos planos que ndo
sdo validas em geometrias ndo euclidianas, ainda que
nelas um tridngulo equildtero possa ser também equi-
angulo. Por exemplo, na esfera de raio 2/ podemos
tragar o triangulo (pitagérico) de lados 1, 1, 2 e d&ngulos
/2, /2, m (figura 4). E, nela, estdo também: o tridn-
gulo com estes mesmos lados mas de angulos 37/2,
37/2 e m; um tridngulo equildtero cujos trés lados se
situam no equador e que tem os trés dngulos iguais a 77;
um tridngulo pitagérico e equildtero de lado 1 e com os
trés angulos iguais a 77/2. (Podem construir-se imagens
destes tridngulos em [1]). Qual serd a versdo esférica da
caracterizagdo dos tridngulos equilateros planos?

Figura 3
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Figura 5

Seria também interessante analisar, na perspe-
tiva anterior, as propriedades dos triangulos equi-
lateros planos quando optamos por outros modos
de medir as distdncias em RZ. Considere-se, por
exemplo, a geometria-do-tdxi. Neste modo de me-
dir comprimentos, uma circunferéncia tem a for-
ma de um quadrado da geometria euclideana com
os lados fazendo 45° com os eixos coordenados;
7t é substituido por P = 4; e a soma dos dngulos de qual-
quer triangulo é P. Contudo, um tridngulo equildtero
pode nédo ser equidngulo. Observe-se, por exemplo, o
tridngulo da figura 5 cujos lados medem 8, dois dos an-
gulos tém amplitude 3/sP e o terceiro mede P/4.

E h4 outras diferengas. O Teorema de Pitdgoras nédo

Figura 4

Figura 6

admite uma extensdo a esta métrica, como mostram os
triangulos DEF e EBF da figura 6, um de lados 1, 1, 2,
angulo retdngulo em B e hipotenusa medindo 2, e ou-
tro que é equildtero, retdngulo em E e cuja hipotenusa
também mede 2. Adicionalmente, falham testes de se-
melhanga que foram fundamentais no argumento an-
terior. Por exemplo, os tridngulos ABC e DEF da figura
6 indicam que um tridngulo nesta geometria ndo esta
univocamente determinado se forem conhecidos dois
lados e o angulo por eles formado.

Haverd algum critério, andlogo ao que vimos no pla-
no com a métrica euclidiana, para testar se um trian-
gulo na geometria-do-taxi é equildtero? Para explorar
esta questdo, o leitor é convidado a utilizar o médulo

ATRACTOR ¢ Triangulos belos
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interativo em [2], que per-
mite calcular rapidamente
distancias e angulos nesta
métrica. (Uma imagem dessa
utilizagdo consta da figura 7.)

REFERENCIAS
[1] http:/latractor.pt/mat/Geo-
mEsflindex.htm

[2] http:/[www.atractor.pt/mat/
triangulos_belos

Figura 7
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O Papiro de Rhind, obra incontornavel no estudo da matematica na Anti-

RECREIO

JorGe NuNO Siva

Universidade
de Lisboa

guidade, dd-nos muitas razdes para nos surpreendermos com as capacida-
des dos egipcios de hd milénios. Escrito no século XVII a.C,, sendo cépia
de trabalho mais antigo, é essencialmente uma colec¢do de problemas e
solugdes. Hoje falaremos um pouco do Problema 50, que, em linguagem
anacronica, pode dizer-se tratar da quadratura do circulo.

interpretagdo de texto tdo antigo ndo pode ser sempre

consensual. A lacénica escrita do escriba Ahmes néo fa-
cilita a vida aos estudiosos. No caso do nosso problema 50,
a questdo parece ser a de obter um valor para a drea de um
circulo de didmetro d.

O procedimento descrito consiste em aproximar o cir-
culo por um octégono, cuja drea seja fécil de determinar.

Comecemos por considerar um quadrado circunscrito
a figura.

Vamos dividir cada lado em nove partes, cada uma de
comprimento d /9. Conservando o ter¢o central de cada lado
e unindo as extremidades, obtemos um octégono, que, como
o quadriculado da figura sugere, aproxima berm o circulo.

O quadriculado da ilustragdo permite determinar com
facilidade a drea do poligono. Se tomarmos para unidade o
quadradinho de lado d/9, esta drea serd

3x3

81 —4 x =63.

Ora, 63 é um nimero que ... é quase 64 e este é um qua-
drado perfeito: 64 = 82 Tomemos entio 64 como valor apro-
ximado para a drea do circulo!

Em linguagem corrida: a drea de um circulo de didme-
tro d é aproximadamente igual a de um quadrado de lado
(8/9)d.

Usando o didmetro original d = 2r, temos, para valor da
area do circulo, Aoy

8 \* [16\%,
10=(51) = (3) ~
Como sabemos, a férmula correta é Ay = 2, pelo que

a expressdo deduzida do argumento de Ahmes corresponde
a tomar

2
T = (19—6> = 3.160493827 . ..

que difere do valor exato por menos de 0.02. Esta aproxima-
¢do é notdvel em si e impressiona também pela facilidade

RECREIO -+ Pi faradnico

jnsilva@cal.berkeley.edu
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com que € obtida. Sugerimos ao leitor que tente obter outras
aproximagdes usando métodos semelhantes a este, a ver se
consegue melhorar este resultado ...

Suponhamos agora que se usava a mesma figura para
aproximar o perimetro do circulo.

Tomando de novo como unidade d/9 e ap6s uma aplica-
¢do do Teorema de Pitdgoras, obtemos para o perimetro do
octégono o valor

[SSIE

(1+v2)d.

Como o valor correto para o perimetro do circulo é
Py = 7td, o valor aproximado baseado na aproximagao pelo
octégono corresponde a tomar

n:§(1+\5) = 3.218951...

que difere do valor exato por menos de 0.08.

E certo que os egipcios antigos ndo conheciam a bela es-
trutura da matemdtica de Euclides ou Arquimedes, mas, ndo
esquegamos, eles construfram as impressionantes Pirdmides,
testemunhos perenes do seu engenho.

Papiro de Rhind
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CANTO DELFICO

AS BOLAS DA FIFA NAO SAO GRANDE COISA

Trunquem um pouco mais fundo o icosaedro truncado e fardo da Telstar
uma bola melhor.

[

&2

EbuArRDO
MARQUES DE SA
Universidade

de Coimbra
emsa@mat.uc.pt

AN

N egdcio de bolas é assunto sério. Ha laboratorios sofis-
ticados inovando para melhor vender, e adivinham-
-se empresas de marketing com a missdo de conceber ideias
e ficgdes que a FIFA certifica. Sio exemplos a publicidade
hiperbélica quadrienal e a caugdo 'cientifica' de inova-
¢des mal experimentadas. O caso da Jabulani, a bola do
Mundial 2010, deu que falar; aos elogios dos vendedores
— a mais perfeita de sempre, de aerodindmica superlativa,
nunca vista, etc. — opuseram-se os protestos de arqueiros,
zagueiros e pontas-de-langa, que ndo a pouparam: hor-
rorosa, dangarina, bola de supermercado. Houve mesmo
quem lhe atirasse as culpas pelo fiasco do Mundial 2010:
é que de entre todos os mundiais ele ocupa o pentltimo
lugar na média de golos por jogo.

Mas o problema a tratar aqui € outro. Seria pouco razo-
avel fabricar uma bola de futebol com quatro pegas trian-
gulares (de cabedal ou material sintético) cosidas de modo
a formar um tetraedro. Depois de insuflado ar, a pressdo
arredondaria a bola de raiz tetraédrica, mas o jogo seria ou-
tro, mais imprevisivel do que o raguebi. O principio l6gico

é 0 de que quanto mais rotundo for o poliedro néo inflado,
mais rotunda e resistente serd a bola depois de cheia.

A UEFA escolheu, nos anos 60 do século passado, o ico-
saedro truncado como modelo, com as faces pentagonais
pintadas de negro, a que foi dado o nom de guerre Telstar,
roubado a um entdo famoso satélite de telecomunicagGes.
Anos depois, a Telstar venceu o concurso 'Miss Bola' para
o Mundial do México-1970. Hoje, contas feitas, o arquime-
diano a preto e branco ou a cores por encomenda ja leva
mais de meio século de reinado.

Em 1981, J. M. Géthals e J. J. Seidel, num artigo justa-
mente intitulado The football, mostraram que a bola podia
ser melhorada. Os argumentos envolvem teoria dos inva-
riantes, férmulas de quadratura de Sobolev e érbitas do
grupo icosaedral. A FIFA ndo se deixou convencer e, tanto
quanto sabemos, a bola continuou a mesma.

O Canto Délfico espera ter mais sucesso junto das auto-
ridades com uma abordagem bem mais modesta. Usando
dois critérios elementares, distintos dos de 81, somos leva-
dos a mesma conclusdo: a Telstar ndo estd bem.
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QUAO ROTUNDA E UMA BOLA?

Expressdes da linguagem quotidiana do género "este
sélido é mais rotundo do que aquele" podem precisar-
-se por muitos métodos. Um dos mais simples comega
por chamar raio interno de um sélido? ao maior dos raios
das esferas nele contidas, e raio externo de um sélido ao
menor dos raios das esferas que o contém. Em seguida,
define-se esfericidade do s6lido como sendo a razdo do
raio interno pelo raio externo. Claro que

A esfericidade é um niimero positivo que ndo excede
1, sendo igual a 1 quando e sé quando o sélido é uma
esfera.

Outro critério de avaliagdo da rotundidade baseia-se no
chamado quociente isoperimétrico (QI) de um sélido S,

que se define por
2

36 e
onde V é o volume de S e A a drea da sua superficie
envolvente. Este quociente satisfaz uma propriedade
elementar importante: qualquer homotético de S tem o
mesmo QI que S. O factor 367 destina-se exclusivamen-
te a obter 1 como quociente isoperimétrico das esferas.

O teorema isoperimétrico tridimensional pode enun-
ciar-se assim:

O quociente isoperimétrico dum sélido é um niimero
positivo que ndo excede 1, sendo igual a 1 quando e s6
quando o sélido é uma esfera.

Estamos perante um enunciado muito simples, com um
lastro histérico notdvel e uma demonstracdo de elevado
grau de dificuldade, em claro contraste com o gémeo tri-
vial sobre a esfericidade.

Cada uma das fungoes, esfericidade e quociente iso-
perimétrico, permite comparar quaisquer sélidos quan-
to a sua rotundidade. Mas sdo critérios diferentes que
podem, por isso, conduzir a conclusdes dispares. Por
exemplo, os cinco platénicos ficam assim ordenados, por
ordem crescente dos seus quocientes isoperimétricos:
tetraedro (.3023), cubo (.5236), octaedro (.6046), dodeca-
edro (.7547), icosaedro (.8288). Na corrida da esfericida-
de ganham o icosaedro e o dodecaedro, ex-aquo (.7947),
o cubo e o octaedro ficam em terceiro lugar, ex-aquo
(.5774), e o tetraedro em quinto (.3333), sozinho por ndo
ter irmédo dual.’

No caso dos poliedros arquimedianos, os dois crité-
rios conduzem a ordenacdes algo diferentes; por exem-
plo, os quatro mais rotundos sdo os mesmos para os dois

Esfericidade a

moda da FIFA

Na sua pagina digital das

bolas, uma foto sugere o

modo como avaliam a esferici-

dade: entalam a bola, sem a pressio-

nar, entre duas placas planas paralelas e medem com

grande rigor a distancia entre os planos. Dizem re-

petir a medida para 45.000 posi¢oes da bola. O quo-
ciente do minimo pelo maximo dessas distancias é a
esfericidade-F, da FIFA. Destaca o site que as bolas da
classe FIFA PRO apresentam uma esfericidade-F de
cerca de 98,5%.

Sugerimos que a bola oficial passe a ter a forma de
castanha de revolugao que a figura ilustra, com esferi-

cidade-F inultrapassavel.

Isoperimétrico O termo tem a sua raiz num pro-
blema bidimensional, famoso e muito antigo: de entre
as curvas planas simples fechadas com certo perimetro
fixo, quais as que delimitam maior drea? O assunto foi
desenvolvido na Grécia Antiga, datando desse periodo
a intuicdo correcta de que as circunferéncias sdo a
chave da questdo. As referéncias remontam aos an-
tigos pitagéricos, tendo sido, no entanto, o ateniense
Zenodoro (séc. Il a.C.) quem nos legou os resulta-
dos mais relevantes. Por testemunhos indirectos
sabemos que ele provou teoremas isoperimétricos
relativos a poligonos, como este: de entre os poligo-
nos fechados de perimetro fixo e um nimero fixo de
vértices, os regulares sdo os que delimitam maior drea.
Os Elementos de Euclides ja continham a prova de que
o quadrado tem a maior area de entre os rectangulos
isoperimétricos.

Porém, sé no terceiro quartel do séc. XIX, com
K.Weierstrass a cabega, surgiram as primeiras provas
convincentes do famoso teorema isoperimétrico bi-

dimensional.

N\ J

"Vejam-se os artigos [1] - [3].
2 Para tornar as coisas mais simples, sdlido significa conjunto convexo,
fechado, limitado e com, pelo menos, um ponto interior.

3 Estes e outros nimeros foram arredondados a quatro digitos significativos.
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Figura 1. Os quatro mais rotundos.

Zenodoro em 3D? De entre os poliedros com n vértices
(ou faces) quais sdo os que optimizam o QI, ou outro critério
de rotundidade? Cada valor de n origina problemas de

dificuldade em geral elevada, nos quais, contrariamente

ao caso 2D de Zenodoro, a regularidade nao ajuda muito.

Por exemplo, se n é impar, platénicos e arquimedianos
ficam de fora, pois todos eles tém nimeros pares de vér-
tices e faces.

Para n =4, o tetraedro regular é optimal, como o
leitor interessado facilmente adivinha e comprova. Para
cinco vértices, surge o problema de haver dois esque-
letos (grafos de arestas) ndo isomorfos, os que a figura
mostra, correspondentes a pirdmide quadrangular e a
bipiramide triangular.

Neste caso, os poliedros mais rotundos nio sdo os mes-
mos para o QI e para a esfericidade, e ndo tém faces
regulares. Saltando para o caso de oito vértices, o cubo
tem menor QI e menor esfericidade do que o anti-pris-
ma de base quadrada; mas a questdo nio fica resolvida
s& com isto, pois existem 257 esqueletos possiveis de
poliedros com oito vértices; veja-se em [4] a sequéncia
1,2,7,34,257,2606, 32.300,...

J

critérios mas por ordens distintas, como mostra a tabela
seguinte, onde esf. e QI abreviam esfericidade e quocien-
te isoperimétrico:

o,
Rombicosidodecaedro .9246 .9390
Dodecaedro roscado’ 9189 9470
Icosaedro truncado 9150 .9032
Grande rombicosidodecaedro .9049 9136

A figura 1 mostra os quatro vencedores, fortes candida-
tos a bolas da FIFA, pintados a preceito. Como sabemos,
héd mais de meio século a UEFA seleccionou o icosaedro
truncado como modelo das bolas de futebol. A escolha
parece acertada, dadas a pouca formosura do Grande
Rombi e a complexidade estrutural dos dois mais rotun-
dos — imaginem, por exemplo, o que seria coser a mao
12 pentdgonos e 80 pequenos tridngulos de cabedal num
total de 150 costuras!

TRUNQUEM MAIS FUNDO!
Imaginemos que a FIFA, num momento de lucidez, en-
comendava a Gazeta o desenho duma bola de futebol a
moda antiga. A ideia mais imediata consiste em tomar
um dos cinco platénicos e truncar-lhe os vértices quanto
baste. Por motivos estéticos, dindmicos e funcionais, a
truncatura deve consistir na remogdo de pequenas pira-
mides regulares, uma por cada vértice e de modo igual
para todos os vértices. Admitindo que o nosso platéni-
co tem arestas de medida 1, chamamos profundidade da
truncatura a medida t das arestas laterais das pirdmides
removidas. A figura 2 mostra o mais rotundo dos pla-
ténicos — e, por isso, o melhor candidato a truncatura —
truncado a diversas profundidades.

A questdo matemadtica cuja solucdo oferecemos a
FIFA é esta: escolhido um critério de rotundidade e um
sélido platénico,

Que profundidade(s) de truncatura desse platénico
optimiza(m) a rotundidade?

Mais precisamente, neste Canto Délfico resolvemos o
caso do icosaedro truncado e convidamos o leitor a man-
dar a FIFA o tratamento dos outros quatro platénicos
truncados.

O primeiro critério a considerar vai ser o de mais fécil
tratamento, a esfericidade. Seja J; o icosaedro truncado
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t=.3715

Figura 2. Truncaturas de um icosaedro.

a profundidade t; denotem-se por r(t) e R(t) os raios in-
terno e externo de J;. Por definigdo, a esfericidade de J; é
r(t)
e(t) = R

Note-se que t percorre o intervalo [0,1/2]. Crescendo ¢,
cada vértice de J; aproxima-se do centro de cada face
triangular a que pertence, pelo que R(t) é estritamente
decrescente. O raio r(t) é a menor das distancias das fa-
ces hexagonais e pentagonais ao centro de J;; portanto,
r(f)mantém-se constante para { num intervalo [0, ¢], onde
c é o nimero critico para o qual todas as faces de J; sdo
tangentes a esfera interna do icosaedro.

Para qualquer arquimediano, as faces mais préximas
do centro sdo as de maior nidmero de vértices. Por esco-
lha da FIFA, a Telstar é arquimediana, com 1/3 de pro-
fundidade de truncatura. Portanto, ¢ > 1/3, o que prova,
para o critério vigente, que

A Telstar ndo é boa bola, pois pode aumentar-se a esfe-
ricidade truncando o icosaedro um pouco mais fundo.

Nao serd dificil mostrar que o valor critico de t é dado por

_ 125 (v54+v30)v5 - V5
‘= 12(v/5 — 1) ’

com valor aproximado .3715. A Telstar critica estd repre-

sentada na figura 2; as suas faces hexagonais s&o irre-
gulares, com arestas de dois comprimentos distintos,
na razdo de 1 para .6920. A prova da sua optimalidade e
a determinacgdo da esfericidade 6ptima exigem mergu-
lhar as mdos em pormenores.

CONTAS

A determinagdo de uma férmula para a esfericidade e(t)
requer alguns cdlculos envolvendo a geometria do tri-
angulo, do pentdgono e do hexdgono regulares, a indis-
pensavel percepgdo tridimensional e aplicagdes adequa-
das do teorema de Pitdgoras. E complicado, aborrecido,
mas elementar. A figura 3 mostra um corte do icosaedro
(de arestas 1) em vias de ser truncado a profundidade .

Figura 3. Corte do icosaedro.

Em destaque estdo o centro O do icosaedro e dois dos seus
vértices, X e Y. O poligono colorido representa a pirami-
de pentagonal do icosaedro com vértice em X; o plano
da base estd de topo, tal como o plano de truncatura, e a
aresta [X, Y] estd no plano da figura. Interessa calcular o
raio externo p da base da pirdmide, a sua altura e o raio
externo Ry do icosaedro:

4 Tentativa de traducdo do inglés snub. A "snubificacdo" de um poliedro
consiste em tomar o invdlucro convexo da configuragdo que se obtém
por expansao, i.e., por translagao radial das faces do poliedro, acompanha-

da de rotacdo planar de cada face em torno do seu centro.
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Da figura 3 facilmente resulta que Ry — ht é a distancia
das faces pentagonais de J; ao seu centro, e que o raio in-
terno do icosaedro é

1 1
A_Z\/§+ﬁ\/ﬁ.

O raio externo R(t) também se 'vé' em verdadeira grande-
za na figura. De tudo isto resulta

r(t) =min{A, Ry — ht}

R(t) =\/R3— (1 —t)t.

O parametro critico é a solugdo da equacgdo A = Ry — ht;
calculando e simplificando obtemos o valor de ¢ acima
anunciado. Parat > ¢, a esfericidade é

Ro — ht

\VR3— (1—t)t

com numerador e denominador decrescentes. A identidade

4
20 Rlz(i)hte(t)e’(t) — 1),

vélida parat > ¢, mostra que €'(t) < 0 e que €(t) é decres-

e(t) =

cente no intervalo em estudo. Portanto, J. é optimal. Pode
determinar-se uma expressdo exacta, com radicais, para a
esfericidade 6ptima, pouco ttil pela complexidade que se
adivinha; o valor aproximado

e(c) ~ 9226
mostra que o icosaedro decentemente truncado produz
uma bola de esfericidade superior a do dodecaedro roscado.

O QI DUM ICOSAEDRO TRUNCADO
Sejam Vp e Ap o volume do platénico que vai truncar-se e
a area da sua superficie limitrofe. Considera-se, em dado
vértice X, a piramide P que é removida quando trunca-
mos X a profundidade t=1. Sejam vp o volume de P e §p
a diferenca entre a sua drea lateral e a da base. O volume
e a drea da superficie limitrofe do platénico truncado a
profundidade t sdo dados por

V(t)=Vy—nopt’ e A(t) = Ag — ndpt?,
onde n denota o nimero de vértices do platénico em
causa. No caso do icosaedro, que estd na berlinda,
n=12 e P é a piramide da figura 3. (No caso do tetraedro,
P é o tetraedro.) O quociente isoperimétrico do platénico
truncado é, pois,

As identidades

Ab —2 / =2VV'A3 —2A%A'V?
A3
=6n [/Azt((sp V— ZJpAt)

:61’1VA2t(5pV0 — Z)pAof)

mostram que o sinal da derivada de g(t) é o sinal de
dpVy — vpAgt. Portanto, a derivada de g(t) anula-se para

um so valor de f, nomeadamente
SpVo
fp = ——,
vpAg

q'(t) é positiva para t < ty e negativa para t > t;. Sendo
assim, a truncatura de profundidade t, é a tinica que ma-
ximiza o quociente isoperimétrico. A surpresa é que ty é o

pardmetro critico ¢ encontrado acima!

O icosaedro truncado vencedor do concurso da esferici-
dade €, também, o de maior QI

Mais um desaire para a FIFA, que assim perde em trés
tabuleiros. O que importa ao matemadtico, criatura pouco
sensivel a estas vaidades e que desconfia de coincidéncias,
é encontrar motivos da surpresa mais nobres do que as
contas que a ela conduziram.

Ao Professor Jodo Queiré agradego os muitos aperfeigo-
amentos do texto.
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UMA EPIDEMIA DE HUMANOS
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Uma caracteristica fundamental da matemdtica é ser uma linguagem uni-
versal. Rapidamente podemos mudar o problema sem alterar em subs-
tancia as técnicas utilizadas. Inspirados por um modelo da epidemiologia,
uma equipa de dois antropélogos, um gedlogo e um ecélogo modelou a
expansio polinésia, um lento processo migratério entre ilhas e arquipéla-
gos no Pacifico Sul.As conclusdes ndo poderiam ser mais surpreendentes.

Talvez seja o lugar mais bonito do mundo. Uma vas-
ta extensdo de mares, pontuada por milhares de pe-
quenas ilhas. Algumas, efetivamente, ndo tdo pequenas
(como o Hawaii), mas muitas de apenas alguns quiléme-
tros quadrados, ocupadas hd milhares de anos por um
povo resiliente, habituado a sobreviver em condi¢des du-
rissimas. Ndo houve europeu que, ao vé-los pela primei-
ra vez ndo se tenha surpreendido com as suas incriveis
capacidades de navegacao.

Em pequenas canoas, usando como referéncia as es-
trelas, os ventos, as correntes, os locais de concentragdo
de certas espécies animais, os polinésios eram capazes de
viajar durante dias em simples canoas. Levavam com eles
apenas alimentos ndo pereciveis (como o taro) e bens co-
mercializdveis, estabelecendo desta forma relagées comer-
ciais duradouras entre ilhas que distam milhares de quil6-
metros entre si. Os povos dos mares do sul compensavam
as dificuldades 6bvias em se guiar em oceano aberto, com
poucas referéncias iméveis, com uma longa e consistente
tradigdo oral, em que os mais velhos ensinavam aos mais
novos como chegar aos diversos pontos de interesse. Esta
informagdo, inclusive, era considerada um segredo e ndo
era passada livremente.

De qualquer forma, um dia foi necessario navegar sem
acesso a esta informagdo. Isto deu-se durante o processo
de colonizagdo — que se acredita ter comegado hd cerca
de 3000 anos, apesar de este ntimero estar recheado de

incertezas — do ocidente para o oriente, chegando a sen-
sivelmente todas as ilhas disponiveis cerca de 2000 anos
depois. A tecnologia de construgdo de canoas para longas
travessias estabilizou-se durante este perfodo, como mos-
tra o recente achado da Anaweka Waka. Waka significa
canoa, enquanto Anaweka é uma referéncia ao sitio ar-
queoldgico onde foi encontrada, na Nova Zelandia. Esta
data do periodo final da expansdo polinésia e era tecno-
logicamente equivalente as canoas usadas aquando dos
primeiros contactos com os europeus, cerca de 500 anos
depois. Veja a figura 1 para um esquema da expansio
austranésia (que inclui a regido da Polinésia, como ocu-
pagdo mais recente) e a figura 2, para o exemplo de trans-
porte usado pelo polinésios durante milhares da anos.

A partir da andlise da cultura, incluindo de forma
muito importante uma andlise das diversas linguas fala-
das na regido, infere-se a existéncia de um processo mi-
gratorio lento e constante (ndo de uma substitui¢do de um
povo por outro, em sucessivas vagas migratdrias). Apesar
de estas andlises fornecerem uma razodvel ideia da ordem
de ocupacdo dos diversos arquipélagos e ilhas, ndo expli-
cam quais os critérios usados pelos antigos para decidir o
proéximo ponto de ocupagdo. Como decidir para onde ir, se
de uma ilha é impossivel saber a localiza¢do da préxima?

E esta a questdo que motiva o artigo [1], da autoria de
dois antropélogos, um gedlogo e um ecélogo. Para isto,
inspiraram-se nos modelos matemdticos da epidemio-
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Figura 1. Mapa da expansdo dos povos austranésios, a partir

da llha de Formosa (Taiwan), ha cerca de 5000 anos. A Poliné-
sia é a regido mais a direita marcada no mapa. Fonte: Wikimedia

Commons.

logia. Em particular, consideravam que os humanos sédo
uma espécie de infe¢do incurdvel que pula de ilha para
ilha segundo certos critérios. Desta forma, cada sitio do
modelo pode estar no estado "Suscetivel a colonizagao"
ou "Colonizado", e dependendo de uma série de fatores,
uma ilha colonizada pode infetar outra — como ocorre nas
doengas incurdveis, em que a doenga salta entre hospe-
deiros. Estes tipo de modelo é muito estudado e, portanto,
apresentava varias facilidades para simulacdes compu-
tacionais e validagdo dos resultados numéricos quando
comparado com dados arqueolégicos.

A equagdo central para compreensdo do modelo esta-
belece a probabilidade de uma certa ilha i ser infetada no
tempo £:

Pr(i,t) =1—expq —Qs(i) — Y (Qc(j) +x(i)) ¢ .
jeC(t)

onde C(t) é o conjunto de ilhas colonizadas no instan-
te t, Qg(i) quantifica todos os fatores que fazem a ilha
i ser um local propicio a colonizagdo; ()g(j) sinaliza o
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quanto os habitantes da ilha j querem fugir da mesma e
finalmente « (i, j) é uma varidvel que relaciona as ilhas i
e j (entre as quais, evidentemente, a distancia). O aumen-
to de cada uma destas varidveis implica no aumento da
probabilidade de a ilha i vir a ser colonizada no préximo
instante de tempo.

Desta forma, modelar matematicamente a dindmica
humana nesta parte do globo significa estabelecer ex-
pressdes explicitas para cada um destes pardmetros; no
entanto, a abordagem do artigo é diferente. A ideia é tes-
tar, contra os dados empiricos, as diversas hipéteses cor-
rentes no meio antropolégico. Assim, para cada teoria em
moda, escolhe-se um dos termos acima, com alguns para-
metros livres e tenta-se obter resultados aceitdveis — para
quem conhece, uma abordagem tipica dos "problemas in-
versos', em que sabemos a solu¢do mas desconhecemos
os detalhes do modelo.

A primeira possibilidade (que, na verdade, correspon-
de a duas hipéteses distintas) é considerar que a fungéo Pr
definida acima depende apenas da distancia ou do 4ngulo
de marcagdo (a maior amplitude angular para, partindo de
uma ilha em linha reta, ser capaz de avistar a ilha seguinte
—isto depende, por exemplo, da elevacdo do objetivo, sen-
do distinta para uma vulcdo ou um atol situados no mes-
mo local). Assim, consideraremos apenas o termo (3, ),
multiplo das grandezas acimas com um dnico pardmetro
livre — exatamente a constante de proporcionalidade.

O segundo modelo estudado é similar do ponto de vis-
ta matemdtico, mas com uma diferenca fulcral: pressupde
o que é chamado de "exploragdo segura’. Este considera
que o tnico termo ndo nulo é x(i, j), mas pressupde a exis-
téncia de uma diregdo privilegiada de migracgdo, dada pe-
los ventos dominantes na regi&o. Assim, hé dire¢des mais
seguras e mais arriscadas para navegar rumo ao desco-
nhecido. Como antes, aqui hd apenas um pardmetro livre.

Uma terceira possibilidade é considerar que o ponto
essencial para a compreensdo dos modelos migratérios é
estimar a capacidade da ilha de destino de receber novos
migrantes; desta forma, o tinico termo néo nulo é Qg(i).
Explicitamente, considera-se o logaritmo da drea dispo-
nivel, a precipitacdo e a elevagdo, todos parametros fun-
damentais para uma produgdo agricola que permita uma
habitagdo perene. Estes coeficientes sdo colocados numa
Gnica férmula, com dois pardmetros livres.

O dltimo caso considerado pressupde que o fator do-
minante na migragdo é a necessidade de fugir de onde se
estd. Desta forma, Qg (j) depende de dois fatores: a 4rea
util da ilha — um evidente limitador do crescimento po-
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pulacional — e o nivel de organizagdo hierdrquica da socie-

dade local. Quanto maiores forem os niveis hierdrquicos,
maior serd a probabilidade de uma subpopulagdo se sentir
marginalizada e decidir emigrar. Por mais estranha que
pareca esta hipétese, ela é — de acordo com os autores do
artigo —bem sustentada na literatura antropolégica. Nova-
mente, temos dois parametros livres.

Agora, trata-se de realizar simulacdes na procura dos
pardmetros que, em cada caso, mais aproximam os da-
dos reais e que sejam robustos em relagdo a alteragdo da
informagdo empirica — uma constante quando se estuda
assuntos com tdo poucos dados disponiveis, em que cada
nova descoberta tem o potencial de mudar toda a nossa
compreensado do assunto.

Ao fim e ao cabo, um dos modelos claramente se des-
taca em relagdo aos outros: os nativos sabiam — e bem! — o
que estavam a fazer. Usavam néo s6 a "exploragdo segura"
como navegavam, na sua esséncia, contra os ventos. De
facto, ja dominavam as técnicas necessdrias para tal tipo
de navegagdo. O motivo pelo qual o faziam, conjeturam os
autores, é incrivelmente simples: se a viagem ndo der em
nada (ou seja, der em dgua), o retorno estava garantido. S6
se deve navegar pelos ventos quando se tem uma razoavel
certeza de chegar a bom porto, pois o regresso torna-se
essencialmente impossivel.

Portanto, um mistério antigo pode comecar a ser des-
vendado usando uma caracteristica importante da mode-
lagdo matemadtica: a capacidade de separar o essencial do
acessorio, o fulcro do detalhe. Os polinésios migraram de
ilha em ilha, seguindo direg¢des contrdrias aos ventos do-
minantes em cada passo e assim conquistaram os mares
do sul.

Figura 2: Exemplo de uma canoa Maori, a waka, tal como re-
gistado por um dos artistas da expedicdo de James Cook, o
primeiro europeu moderno a contatar os polinésios. Fonte: New
Zealand Electronic Text Collection, Universidade de Victoria, Nova
Zelandia. http:/inzetc.victoria.ac.nz/etexts/Cen01-02Make/Cen0 [-02Make-
P020a.jpg.
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Arquimedes de Siracusa (287 a.C.— 212 a.C.) é muito pro-
vavelmente um dos maiores matemdticos de sempre. Ten-
do realizado os seus estudos em Alexandria, no Egito, ca-
pital do mundo helénico, manteve correspondéncia com
matemadticos alexandrinos como Eratéstenes e Aristarco.

A sua vasta obra matemaética ndo padeceu de grande
divulgagdo, uma vez que o préprio Arquimedes contri-
buiu, em parte, para isso. Os seus trabalhos dedicados a
quadratura do circulo e da parédbola, ao estudo da espiral,
ao volume da esfera e de outros corpos redondos, ao estudo
do centro de gravidade e aos problemas da flutuagdo eram
escritos na forma de breves tratados, dirigidos aos matema-
ticos da escola de Alexandria. O estilo eliptico, a densidade
de referéncias internas e a dificuldade das demonstragdes
nao favoreceram a difusdo, mesmo entre os matematicos,
apesar da grande originalidade dos seus trabalhos.

Foi apenas em 1906 que o fil6sofo e historiador di-
namarqués Johan Ludvig Heiberg (1854-1928) estudou
um palimpsesto, o qual continha além de textos ma-
temdticos de Arquimedes subjacentes a um texto re-
ligioso do século X, um texto grego, “Sobre os corpos
flutuantes”. Mas foi entre os textos de Arquimedes que
fez a sua maior descoberta, “O método sobre teoremas
mecanicos”, atualmente conhecido por “O Método”, no
qual Arquimedes apresentava a Erat6stenes, de Alexan-
dria, o procedimento heuristico que empregava para
obter as suas conclusdes, que consistia na descri¢do de
um “método mecdnico” para investigar questdes ma-
temadticas, explicando vdérias das suas descobertas, en-
tre as quais aquela que pode ser considerada uma das

xistem diversas formas de
demonstrar como se calcula
o volume de uma esfera em fungao
do seu raio. Contudo, neste artigo,
pretende-se fazé-lo com base
na lei da alavanca de Arquimedes
de Siracusa (287 a.C.— 212 a.C.).

maiores descobertas mateméticas de todos os tempos,
a férmula para calcular o volume de uma esfera.

Arquimedes sabia que o volume de cone é igual a um
ter¢o do volume de um cilindro com a mesma altura e a
mesma base e que o volume de um cilindro é dado pelo
produto da drea de uma das suas bases pela sua altura,
e apresentou uma dedugdo tedrica da lei da alavanca na
sua obra “Sobre o Equilibrio dos Planos” ou “Sobre os Cen-
tros de Gravidade das Figuras Planas”, tendo-a engenhosa-
mente aplicado na demonstragéo da férmula de calculo do
volume de uma esfera.

Tenhamos, por base, o conceito de centro de gravidade
de um corpo de Arquimedes:

“Dois pesos w; e w, nas extremidades de uma
barra de peso desprezdvel e distantes x; e x; res-
petivamente de um ponto de apoio estdo em equi-
librio se wyx] = wyxy.”

Figura 1: llustracdo do conceito de centro

de gravidade de um corpo.

Segundo o gedémetra, o centro de gravidade de qual-
quer corpo é um ponto, pertencente ao corpo ou localiza-
do no espaco vazio, tal que, se for concebido que o corpo
estd suspenso por este ponto, o corpo assim sustentado
permanece em repouso e preserva a sua posicdo original,
sem se inclinar em nenhuma diregéo, qualquer que seja a
sua orientacdo inicial em relagdo a Terra [1] e que todo o
corpo, suspenso por qualquer ponto, assume um estado
de equilibrio quando o ponto de suspensao e o centro de
gravidade do corpo estdo ao longo de uma mesma linha
vertical.

Considere-se, ainda, o postulado 6 (no qual assenta a
lei da alavanca) e os resultados teéricos tratados por Ar-
quimedes na sua obra “Sobre o Equilibrio dos Planos”,
relevantes para o presente artigo:

Um pergaminho usado para nele se escrever vdrias vezes.

Segundo Arquimedes afirma, no decorrer da demonstracao da proposi-
¢ao 6, que comprovou o enunciado ao qual a autora se refere, num outro
trabalho, hoje perdido.

ARQUIMEDES E O VOLUME DA ESFERA -
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Postulado 6: Se grandezas se equilibram a certas distan-
cias’, entdo grandezas equivalentes' a estas grandezas
equilibrar-se-do, por sua vez, nas mesmas distancias. [1]

Proposigao 4: Se duas grandezas iguais ndo possuem o
mesmo centro de gravidade, o centro de gravidade da
grandeza composta por estas [duas] grandezas estard no
ponto médio do segmento de reta ligando os centros de
gravidade das [duas] grandezas. [3]

Proposigdes 6 e 7: Se [duas] grandezas sdo comensurdveis
[proposicdo 6] ou incomensurdveis [proposicdo 7], elas
equilibrar-se-d4o em distdncias inversamente proporcio-
nais as grandezas. [3]

Fagamos, agora, algumas consideragdes acerca do
que se entende por alavanca.

A alavanca consiste num corpo rigido, geralmente li-
near, capaz de girar ao redor de um eixo horizontal fixo
em relagdo a Terra (o fulcro ou ponto de sustentagdo PS).
O eixo de rotagdo é, em geral, ortogonal a alavanca, com
os dois ficando usualmente no plano horizontal quando
a alavanca estd parada em relacdo a Terra.

E como se fosse uma balanca, mas com a possibilida-
de de colocarmos pesos a distdncias diferentes do fulcro.

Chamamos braco da alavanca a distancia horizontal,
d, entre o ponto de apoio de um corpo sobre o travessdo
(ou haste da alavanca) e o plano vertical passando pelo
fulcro. Para facilitar a linguagem, usaremos a expressao
de distancia entre o peso e o fulcro, mas em geral deve en-
tender-se distanciahorizontal entre o ponto de atuagdodo
peso na alavanca e o plano vertical passando pelo fulcro.

Quando falarmos de dois bracos da alavanca, deve
entender-se que estes estdo em lados opostos do plano
vertical que passa pelo fulcro.

Para se utilizar a lei da alavanca, pressupde-se que a
alavanca seja sensivel, isto é, tenha liberdade de oscila-
¢do e de giro ao redor do fulcro; verifique as razdes AP/
PA (onde AP é a diferenga entre os pesos que estdo dos
dois lados da alavanca e PA é o peso da alavanca) e d/h
(onde h é a distancia vertical entre o ponto de sustenta-
¢do e centro de gravidade do travessado, e a distancia d é
o menor dos bragos da alavanca).

Os dois lados do travessdo da alavanca devem ter-
-lhes apostas diversas distancias iguais em relagdo a
vertical que passa pelo fulcro.

Mais, para que haja equilibrio de dois corpos numa
alavanca, apenas é relevante o seu peso e a sua distancia
ao fulcro.
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A lei da alavanca determina, tal como Arquimedes
expressou com a proposicdo 6 suprarreferida, que ao
colocar-se um nimero N, de corpos com 0 mesmo peso
P(P4 = N4 P) atuando juntos num dos bragos d 4 de uma
alavanca e um nimero Ng de corpos com o mesmo peso
P(PgNgP) atuando juntos no outro brago da alavanca dp
e soltando-a do repouso na horizontal, ela permanece pa-
rada na horizontal quando dg/d4 = P4/Pg = Na/Np.

Este principio determina que ao se colocar N pesos
Py, P,, ..., Py deum doslados da alavanca suspensos, res-
petivamente, nas distancias dy,dy, ..., dy do plano verti-
cal que passa pelo fulcro e M pesos Pn+1, PN+2, .-, PN+M
do outro lado da alavanca suspensos, respetivamente,
nas distdncias dnt1,dN+2,-..,dN+Mm do plano vertical
que passa pelo fulcro e soltar-se do repouso a alavanca
com esta na horizontal, a alavanca permanece em equili-
brio, verificando-se

N

Zﬂﬁ _ N B
= Podo Ty Podo

Para determinarmos algebricamente o centro de gra-
vidade entre dois corpos, procedemos da seguinte forma:

Considere-se uma alavanca em equilibrio estavel na
horizontal sem a colocagdo de outros corpos. Suponha-
-se que essa alavanca tem uma haste homogénea tal que
quando o fulcro fica ao longo de um plano vertical que
divide a haste em duas partes com 0 mesmo comprimen-
to, a alavanca permanece em equilibrio ao ser solta do
repouso, parada na horizontal. O centro de gravidade do
travessdo estd verticalmente abaixo do fulcro, ou do pon-
to de sustentacdo.

Sabemos que este equilibrio mantém-se caso se-
jam colocados dois corpos A e B suspensos em la-
dos opostos da alavanca, desde que se verifique
dg/ds = Po/Pp, onde d4 e dp sdo as distancias ho-
rizontais entre os pontos de suspensdo de A e de B
até ao plano vertical passando pelo fulcro, sendo P, e
Pg 0s pesos de A e de B, respetivamente. Isto significa
que o centro de gravidade destes dois corpos também
se encontra no plano vertical que passa pelo fulcro.

Tomemos um eixo horizontal, x, ao longo da haste da
alavanca de comprimento L e com origem (escolhida de
forma arbitrdria) em x = 0.

Suponha-se que as extremidades da haste da alavan-
ca estdo localizadas em Xp e Xp = X + L, que coloca-
mos os corpos A e B suspensos nas posi¢des X 4 e Xp do
eixo X, respetivamente, e que a alavanca permanece em
equilibrio ao ser solta do repouso com os corpos A e B



atuando nestas posi¢des, conforme se pode observar na
figura seguinte.

Figura 2: Encontrando a expressao algébrica
para o centro de gravidade.

O centro de gravidade deste sistema tem de estar
sobre o plano vertical que passa pelo fulcro quando
dp/dy = P4 /Pp, uma vez que a alavanca permanece em
equilibrio.

Represente-se a localizagdo do centro de gravidade
dos corpos A e B por X¢g.

Entdo, d4 = XcgXa e dg = XgXcg-

Pela lei da alavanca, a posicdo X do centro de gra-
vidade deste sistema de dois corpos ao longo do eixo X é

dada por:
Xp—Xcc _ Pa
Xcg—Xa  Pp’
ou seja,
P4 Py
Xcg = =X —Xp,
G = p M4 + [

onde Pr = P4 + Pp é o peso total dos dois corpos.

Facilmente se observa que quando P4 = P, Xcg é o
ponto médio entre X4 e Xp.

Feitas as consideracGes anteriores, estamos em condi-
¢des de deduzir, utilizando a lei da alavanca de Arqui-
medes, a férmula para calcular o volume de uma esfera
de raio .

Pretende-se colocar os sélidos a seguir descritos sus-
pensos nas extremidades de uma alavanca, como mostra
a figura 3.

Para tal, comecemos por considerar os trés sélidos de
revolugdo seguintes: uma esfera gerada pela rotacdo do
seu circulo maior de raio r em torno do seu didmetro, um
cone de raio e altura iguais ao didmetro da esfera e um
cilindro de raio e altura iguais ao didmetro da esfera cujo
eixo coincide com o didmetro da esfera, dispostos confor-
me a figura 4.

Figura 3: Alavanca com os sdlidos suspensos

e com fulcro em A.

Figura 4: Posicdo dos sélidos.

Deixemos a cargo do leitor a justificagdo da importan-
cia da posicdo dos sélidos.

Tomemos o ponto de suspensdo dos sélidos no vérti-
ce do cone. Entdo, os centros de gravidade dos trés séli-
dos encontram-se numa mesma linha reta vertical.

Considere-se uma alavanca HC de bracos HA e AC
em equilibrio sem os sélidos suspensos, cujo compri-
mento dos bragos é 2r e com fulcro no ponto médio de HC

Entenda-se “grandezas a certas distdncias” como ‘grandezas cujos
centros de gravidade estdao as mesmas distancias do fulcro.”

Entenda-se “grandezas equivalentes” como “‘grandezas com o mesmo
& &
peso.”

Este postulado permitia a Arquimedes substituir um corpo A suspenso
numa alavanca através do seu centro de gravidade localizado a distancia
horizontal d do plano vertical passando pelo fulcro, por outro corpo B
conveniente que tivesse o mesmo peso que A, sem afetar o equilibrio
da alavanca, desde que o centro de gravidade deste corpo B também
estivesse pendurado na alavanca a mesma distancia horizontal d do plano
vertical passando pelo fulcro.

Equilibrio estdvel € quando qualquer perturbacdo na posicdo do corpo
fizer com que o centro de gravidade suba em relacdo a sua posicao
anterior.

ARQUIMEDES E O VOLUME DA ESFERA -
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(para que o plano vertical que passa pelo fulcro divida ao
meio o travessdo da alavanca). Seja A o fulcro.

Comece-se por considerar que o fulcro se encontra
no vértice do cone e, por comodidade, faga-se um corte
transversal nos trés sélidos passando pelo fulcro e su-
ponha-se que os sélidos estdo suspensos neste ponto de
apoio’. Obtém-se a figura 5.

L

m

Figura 5: Sec¢do transversal dos sdlidos.
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Figura 6: Designacdao de pontos da seccao.

De seguida, através deste corte transversal, tentemos
encontrar pontos de suspensdo para os sélidos em am-
bos os bragos da alavanca, que ndo perturbem o equili-
brio da mesma.
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Para tal, facam-se trés cortes nos sélidos segundo
planos paralelos a base do cilindro, tais que o cilindro
fique dividido em quatro partes iguais'. Tais planos cor-
tam AC em quatro partes iguais.

Denominems-se por S, O e G os pontos de interse¢do
dos planos com o eixo de rotagéo do cilindro.

Centremo-nos, agora, na secgdo transversal dos
sélidos.

Designem-se pelas letras O e P os pontos de interse-
¢do do circulo com a reta MR e Q e N os pontos de inter-
secdo da reta MR com o tridngulo AEH, assinalados na
figura 6 e considere-se o tridngulo AOC.

Como
AS _ AS AC _
AC  AC AC

~ AS-AC  AS-(AS+5C) AS>4+ AS-SC
- ACT AC? B AC?

e AS-SC = 0S - SP, dado que AC e OP sdo cordas da cir-
cunferéncia que se intersetam em S, podemos afirmar

que
AS AS?+0S-SP _ AS?+ OS2

AC AC2 AC?

e, portanto,
AS-AC* = AC- (AS? + 0S?). )
Como, por construgéo, se sabe que AH = AC = MS,
atendendo a que o tridngulo AQS é is6sceles (porque os
angulos ZQAS e ZAQS tém as mesmas amplitudes, sdo
ambos de 45°), tem-se que QS = AS.
Consequentemente, a igualdade (1) é equivalente a
AS-MS? = AH - (QS? + 08?),

ou seja,
AS _QS$*+0S8* | AS _ m-(QS*+0s?)
AH ~ MS$? AH ~~ 7-M$?
o AS _ 7w Q8?4708
AH ~ 7-MS$?

Assim, como 77 - QSZ, m-08% e - MS? representam
as dreas dos circulos de raios QS, OS e MS, respetiva-
mente, e como o equilibrio de dois corpos se mantém, se
as distancias horizontais entre os pontos de suspenséo
destes forem inversamente proporcionais ao seu peso,
podemos concluir que o equilibrio da alavanca nao é
perturbado, se colocarmos os circulos de raios QS e OS
suspensos na extremidade H da alavanca e o circulo de
raio MS suspenso no ponto S pertencente ao outro brago
da alavanca, ou seja, a uma distancia horizontal do ful-
cro igual a r/2.



Tendo em conta que todos os resultados deduzidos
através da secgdo transversal mantém as mesmas pro-
priedades se considerarmos S a variar de A até O’, tome-
mos o cilindro como unido infinita dos circulos de raio
igual a MS, o cone como unido infinita dos circulos de
raio igual a QS e a semiesfera como unido infinita dos
circulos de raio igual a OS, com S a variar de A até O".

Podemos concluir que o equilibrio da alavanca nédo
é perturbado se remontdssemos os sélidos e os colocds-
semos suspensos no travessao da alavanca da seguinte
forma: a semiesfera e o cone na extremidade H da ala-
vanca e o cilindro no ponto de suspensao S situado no
outro brago da alavanca.

Designem-se por Vs, Vi e V; os volumes da semiesfe-
ra, do cone e do cilindro, respetivamente.

Como a alavanca se mantém equilibrada com a sus-

pensao dos sdlidos, verifica-se a relacdo Y = 45
ou seja, V. + V. Ve+ Ve 1
c s r c s
Yot Vs _ThgtetVs 1 2
vi 27TV T @

AtendendoaqueV, =1/3- mr?reV; = (2r)27tr, subs-
tituindo em (2), vem:

1.2 2
grrter+Vs 114 (@)
e aT3 Y=g
1 2
@\/S:nr3—§-7rr3<:ﬂ/s:§~7rr3.

Como o volume da esfera inicial é o dobro do volu-

me desta semiesfera, podemos concluir que o volume da

esfera inicial é 4/3 - 7tr°.

REFERENCIAS
[1] A. K. T. Assis. Archimedes, the Center of Gravity, and the
First Law of Mechanics. Apeiron, Montreal, 2008.

[2] G. Avila. “Arquimedes, a esfera e o cilindro”, Revista do
Professor de Matemdtica 10, 2010.

[3] Archimedes. The Works of Archimedes. Dover, New
York, 2002. (Translated and edited in modern notation by
T. L. Heath.)

[4] A.Silva. Arquimedes e o volume da esfera. Belo Horizonte,
2005.

Fatima Vinagre é professora de Matematica na Escola Secun-
daria da Azambuja, licenciada em Matematica - Ramo Educacional,
pela FCT-UNL, e mestre em Matematica — Grupos Cristalograficos
Tridimensionais, pela Universidade de Aveiro. Exerceu fungdes de
professora auxiliar de Algebra Linear e Geometria Analitica e Anali-
se Matematica | na FCT-UNL, foi responsavel pela coordenagio de
Cursos de Especializagio Tecnoldgica, presidente de um Conselho
Técnico-Pedagégico, orientadora de estigios — profissionalizagio em
servico, avaliadora de pessoal docente e nio docente, subdiretora
e vice-presidente da Escola Secundaria de Montejunto, entre outras
fungdes.

Desta forma temos a garantia de que o sistema continua em equilibrio.
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Com a reintrodugao da Teoria dos
Conjuntos no programa de matemdtica
do 10° ano de escolaridade e a referéncia

ao paradoxo de Russell no caderno de

apoio ao professor, pareceu-nos pertinente
revisitarmos informalmente a temaética
“classe versus conjunto”. Pretendemos com
este artigo motivar o conceito de classe
propria e recordar brevemente a histéria
dos paradoxos que estiveram na génese da
Teoria Axiomadtica dos Conjuntos. [lustrando
que nem toda a cole¢do de objetos pode ser
considerada um conjunto, encerramos o
artigo mostrando que ndo existe o conjunto

de todos 0s conjuntos.

1. CLASSE VERSUS CONJUNTO
Ao lermos o titulo desta secgao “Classe versus Conjunto”
talvez nos ocorram algumas das seguintes consideragdes /
interrogacoes:

Todo o conjunto é uma classe.

Nem toda a classe é um conjunto, hd classes
proprias.

Existem classes que sdo “muito grandes” para
serem conjuntos.

Consigo dar exemplos de classes que ndo sdo
conjuntos?

Realmente entendo o porqué da distingdo conjun-
to/classe prépria?

Neste artigo convidamo-lo a refletir sobre as questoes
acima e a aprofundar a intuigdo sobre esta temdtica acom-
panhando-nos numa breve viagem pelo desenvolvimento
da Teoria dos Conjuntos, surgimento de obstdculos/ para-
doxos e sua superagdo.

2. TEORIA INGENUA DOS CONJUNTOS

Quando se pensa em Teoria dos Conjuntos, hd um mate-
matico incontorndvel: Georg Cantor [1845-1918]. Basta
pensarmos que a nogdo de infinito antes de Cantor era um
tépico mais filoséfico do que matematico. Foi Cantor quem
pela primeira vez mostrou que h4 diferentes “tamanhos”
de infinito, por exemplo, o infinito dos nimeros reais é
“maior” do que o infinito dos niimeros naturais e este ul-
timo tem 0 mesmo “tamanho” que o infinito dos ntimeros
racionais (numerdvel). Perceber a importancia das corres-
pondéncias bijetivas na comparacdo de conjuntos infinitos,
estender a aritmética dos niimeros naturais a conjuntos in-
finitos (cardinais e ordinais), provar que a cardinalidade
do conjunto das partes de A é sempre estritamente maior
do que a cardinalidade de A (argumento de diagonaliza-
¢d0) sdo exemplos do seu importante contributo na 4rea.
Cantor é justamente considerado o inventor da Teoria
dos Conjuntos. A versdo inicial desta teoria, atualmente
conhecida como Teoria Ingénua dos Conjuntos (Naive Set
Theory)' foi posteriormente desenvolvida (formalizada)
pelo matemadtico alem&o Gottlob Frege [1848-1925].

A motivagdo de Frege para apresentar uma formali-
zagdo da Teoria (Ingénua) dos Conjuntos prendia-se com
conseguir desta forma uma fundamentagdo para a mate-
matica, nomeadamente a reducdo da aritmética a légica.
Contudo, os problemas néo se fizeram esperar. Ainda an-
tes da publicacdo do segundo volume que completaria a
sua obra Grundgesetze der Arithmetik? [5] (traduzida para
inglés em [1]), paradoxos, isto é contradigbes que deriva-
vam nessa formalizagdo, jd eram conhecidos. Frege acres-
centa um apéndice a esse segundo volume onde desabafa:

Um cientista dificilmente pode deparar-se com algo mais
indesejdvel do que ver os fundamentos ruirem exata-
mente quando o seu trabalho estd terminado. Fui coloca-
do nesta posicdo por uma carta do Sr. Bertrand Russell,
quando o trabalho jd estava quase impresso.

Grundgesetze der Arithmetik, Vol. I1., 1903.

T A designacdo “Teoria Ingénua dos Conjuntos” é usada ndo apenas no
contexto acima, a propdsito das versdes de Cantor/Frege, i.e. versdes
anteriores a atual Teoria Axiomadtica dos Conjuntos mas também pode
referir-se a apresentacdo informal (no sentido de ndo axiomatizada) da
moderna Teoria dos Conjuntos definida em linguagem natural, suficiente
para grande parte do uso corrente da Teoria dos Conjuntos na prética
matemdtica habitual.

2 eis Bdsicas da Aritmética.
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Na origem do problema, usando terminologia moder-
na ao invés da notacdo adotada por Frege, estd o facto de
se permitir que:

dada uma propriedade P(x) se forme
o conjunto {x : P(x)},

ou, dito de outra forma,

dada uma propriedade se forme o conjunto
dos objetos que tém essa propriedade.

Caso ndo perceba como é que algo aparentemente téo
inécuo pode trazer problemas, acompanhe-nos na secgdo
seguinte.

3. SURGIMENTO DE PARADOXOS

A possibilidade de formar conjuntos por compreensao
irrestrita, isto é, apresentando uma propriedade que os
seus elementos, e apenas esses, possuam’, estd na ori-
gem de uma variedade de antinomias (paradoxos) des-
cobertas nos finais do século XIX, principios do século
XX.

Entre esses paradoxos, encontram-se:

Paradoxo de Burali-Forti (1897) {x : x é um ordinal}
Paradoxo de Cantor (1897) {x : x é um cardinal }*
Paradoxo de Russell (1901) {x : x ¢ x}

em que assumir a existéncia dos conjuntos indicados
gera contradigdes.

Os primeiros dois paradoxos requerem conheci-
mento sobre ordinais ou cardinais. Se o leitor ndo esta
familiarizado com estes conceitos, siga para a andlise
do paradoxo de Russell que, sé envolvendo a nogdo
de conjunto e de ser elemento de um conjunto, serve
igualmente para ilustrar o risco de abrirmos a porta a
contradi¢bes ao formarmos conjuntos partindo de cer-
tas propriedades.

Cesare Burali-Forti, matemadtico italiano assistente
do bem conhecido Giuseppe Peano®, notou que, sendo o
conjunto dos ordinais um conjunto bem ordenado tam-
bém devia ele préprio ter um ordinal. Mas entdo este
ordinal teria de ser i) maior do que qualquer ordinal
no conjunto dos ordinais e ii) elemento do conjunto dos
ordinais. Ora, a contradigdo é evidente: um objeto ndo
pode ser simultaneamente elemento de um conjunto e
maior do que todos os elementos desse conjunto, em
particular, tal elemento teria de ser maior do que ele
proéprio.

Vejamos o paradoxo que provém de admitirmos que

existe o conjunto de todos os cardinais. Seja C tal con-
junto. Mas, entdo, |JC é um cardinal maior do que ou
igual a qualquer cardinal em C. Logo, 2Y€ é um cardi-
nal estritamente maior do que qualquer cardinal em C.
Contradicao, visto C conter todos os cardinais.

Se os anteriores paradoxos passaram ligeiramente
despercebidos, o paradoxo de Russell, descoberto por
Bertrand Russell mas também, independentemente, por
Ernst Zermelo, teve enorme visibilidade a época e forte
impacto nos esfor¢os de fundamentagdo da matemadtica
que se seguiram.

Suponhamos que existe {x: x ¢ x}, isto ¢, existe o
conjunto de todos os conjuntos que ndo sdo elemento
de si préprios. Seja S tal conjunto. Ou bem que S € S ou
S ¢ S. Ora vejamos que em ambos 0s casos incorremos
numa contradigdo. Se S € S, pela forma como S estd de-
finido (qualquer seu elemento verifica a propriedade de
ndo ser elemento dele préprio), concluimos que S ¢ S,
o que é absurdo. Se S ¢ S, novamente pela definigdo
de S, entdo S ndo verifica a propriedade de néo ser ele-
mento de si préprio, ou seja S é elemento de si préprio,
i.e., S € S. Absurdo.

Uma variante popular derivada do Paradoxo de
Russell é o Paradoxo do Barbeiro®:

Uma cidade (digamos Sevilha) tem um tnico bar-
beiro. Esse barbeiro é do sexo masculino, é de Sevilha e
retne as duas condi¢des seguintes:

1) Faz a barba a todos os homens de Sevilha que ndo
fazem a barba a si préprios

2) S6 faz a barba aos homens que ndo fazem a barba
a si proprios.

Fard o barbeiro a barba a si préprio?

Se fizer a barba a si préprio, pela condigdo 2) ndo
pode fazer a barba a si préprio. Se néo fizer a barba a si
proprio, pela condigdo 1) faz a barba a si préprio.

O Paradoxo de Russell foi comunicado pelo préprio
Russell a Frege, numa carta de 1902 ([6], pdginas 124-125).

Frege responde:

A sua descoberta de contradi¢do causou-me a maior
das surpresas e, quase diria, consternagdo, dado que
abalou as bases sobre as quais pretendia construir a
aritmética. [...] Mais grave [...] ndo apenas a funda-
mentagdo da minha aritmética mas a possibilidade da
fundamentagdo da aritmética parece desaparecer.

Carta para Bertrand Russell, 1902 ([6], paginas 126-128).

A Teoria dos Conjuntos (mais concretamente, a Teoria

GAZETA DE MATEMATICA « |76



Ingénua dos Conjuntos) com pretensdes de ser rocha
firme onde edificar a matemadtica, dava origem a con-
tradigdes. Dado que conjuntos estdo na base de pratica-
mente todos os ramos da matemadtica, muitos interroga-
vam-se sobre se as provas matemdticas seriam fidveis.
O clima de incerteza entre os matemdticos da época
estava instalado. Se algo tdo natural como definir um
conjunto pela propriedade comum aos seus elementos
e s6 a estes podia resultar em algo absurdo, como seria
seguro avancar-se? Estaria a (fundamentagdo da) mate-
matica ferida de morte?

4.CONTORNAR OS PARADOXOS:

TEORIA AXIOMATICA DOS CONJUNTOS

Grandes desafios atraem grandes pensadores e, prova-
velmente como em nenhuma outra altura da histéria
da matemdtica, eminentes matemdticos dedicaram-se
a questdes légicas relacionadas com a fundamentagio
da matemdtica. Russell surge com a Teoria dos Tipos
(versdo simples e ramificada), posteriormente desen-
volvida por Alonzo Church, David Hilbert apresenta o
seu programa de fundamenta¢do da matemdtica (que
ficou conhecido como Hilbert’s program [2]), mais tar-
de parcialmente inviabilizado por Kurt Gédel, Luitzen
Brouwer desenvolve o intuicionismo, Zermelo propde
a primeira Teoria Axiomdtica dos Conjuntos, aperfeico-
ada mais tarde por Abraham Fraenkel, dando origem a
forma atualmente mais comum de fundamentacdo da
matemadtica: a Teoria Axiomdtica dos Conjuntos ZFC
(acrénimo para Zermelo-Fraenkel set theory with the axiom
of choice).

E esta tltima estratégia de superacdo dos parado-
xos, via Teoria Axiomdtica dos Conjuntos, que breve-
mente analizaremos nesta secgéo.

Com os paradoxos tornou-se evidente que hd pro-
priedades que ndo podem determinar conjuntos. In-
tuitivamente, a ideia era tentar limitar as condigbes a
partir das quais se formam conjuntos de forma a elimi-
nar os paradoxos, mas mantendo ainda assim todos os
conjuntos necessarios em matematica.

O principio da compreensédo irrestrita que, dada
uma propriedade P(x), assegurava a existéncia do con-
junto {x : P(x)} foi substituido pelo mais restritivo axio-
ma da separacdo (também conhecido por compreensdo
restrita) que,

dada uma propriedade P(x)” e um conjunto C assegura
a existéncia do conjunto {x € C: P(x)},

isto é,
assegura a existéncia do conjunto cujos elementos
sdo os elementos de C que satisfazem P.*

Conjuntos agora formados por compreensdo sao ne-
cessariamente subconjuntos doutros conjuntos ja exis-
tentes. Limitando desta maneira a formagdo de conjun-
tos evitam-se os anteriores paradoxos’. Por exemplo, ndo
mais se pode formar o conjunto {x : x ¢ x}."°

Debrugdmo-nos em particular sobre o axioma da
separagdo pelo seu impacto em evitar os paradoxos da
Seccdo 3, mas obviamente ZFC tem outros axiomas que
nos indicam que conjuntos podem ser formados e que
operagdes sobre conjuntos ddo origem a conjuntos.

Note, por exemplo, que o0 novo axioma da compreen-
sdo (compreensdo restrita) s6 constréi conjuntos se pelo
menos um conjunto ja tiver sido anteriormente formado.
Em ZFC, o axioma do vazio e o axioma do infinito garan-
tem respetivamente a existéncia do conjunto vazio e de
um conjunto infinito. Sobre ZFC, sugerimos a leitura de
[3], [4] ou [7]. Para uma exposi¢do detalhada do desen-
volvimento da Teoria dos Conjuntos consulte [8].

? Também conhecido como Principio da Abstrac¢ao.

4 H4 uma outra antinomia também conhecida por Paradoxo de Cantor,
descoberta por Georg Cantor em 1899, que consiste na possibilidade
de derivar uma contradicdo a partir do conjunto universal (conjunto de
tudo), ou conjunto de todos os conjuntos. Reservamos as consideragdes
sobre o conjunto de todos os conjuntos (que dd o titulo ao artigo) para
a Ultima secc¢ao.

® Autor da axiomética standard para os niimeros naturais, a Aritmética de
Peano.

¢ O paradoxo do barbeiro foi divulgado pelo préprio Russell para ilustrar
que algo aparentemente indcuo pode ser logicamente impossivel.

" Formalmente, em ZFC, uma propriedade é dada por uma férmula da
linguagem de Teoria dos Conjuntos, isto €, a linguagem do Célculo de
Predicados com igualdade munida do simbolo relacional bindrio €.

8 A designacdo de axioma da separacdo é justificado pelo facto de, a
partir de um conjunto, se justificar a existéncia de dois outros, separando
o primeiro no conjunto dos elementos que verificam a propriedade e no
conjunto dos elementos que ndo verificam a propriedade (substituindo
P(x) por = P(x)).

? Acredita-se que a Teoria Axiomdtica dos Conjuntos ZFC é consistente e,
portanto, livre ndo apenas destes mas de quaisquer paradoxos. Contudo,
pelos teoremas de incompletude de Godel, sabemos que a consisténcia
de ZFC ndo se pode provar em ZFC.

1% Note que, ainda que P(x) possa, por exemplo, ser a propriedade x € x,
o conjunto {x € C : x & x}, que se forma por separacdo, ndo oferece
problemas. O leitor pode pensar que é contra-intuitivo haver um conjun-
to que pertenca a si préprio. Em ZFC, o axioma da fundacdo impede tal
possibilidade e, portanto, {x € C : x & x} & simplesmente C.
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5.0 CONJUNTO DE TODOS

OS CONJUNTOS NAO EXISTE

Como vimos na secgdo 4, o argumento de Russell ndo pro-
duz nenhuma contradigdo em ZFC. Nesta sec¢do iremos
mostrar que pode ser usado para demonstrar um impor-
tante resultado nesta teoria: Nao existe o conjunto de to-
dos os conjuntos.

Teorema 1. O conjunto de todos os conjuntos ndo existe.

Demonstragdo. Suponhamos, com vista a absurdo, que
existia U o conjunto de todos os conjuntos. Apliquemos o
axioma da separacdo ao conjunto U (isto é, C = U) e a pro-
priedade x ¢ x (isto é, P(x) := x ¢ x). Garantiriamos des-
ta forma a existéncia do conjunto de todos os conjuntos
que ndo sdo elemento de si préprios, ou seja serfamos de
novo conduzidos ao paradoxo de Russell. A contradicdo
resulta do facto de termos suposto que existia o conjunto
de todos os conjuntos. Provamos assim que tal conjunto
ndo existe.

o

Chama-se classe a uma colegéo de objetos definida por
uma propriedade. Uma classe que ndo seja um conjunto
diz-se uma classe proépria.

A colegédo de todos os conjuntos, que acabdmos de ve-
rificar no Teorema 1 ndo é um conjunto, é uma classe pré-
pria (pense, em ZFC, na propriedade x = x verificada por
qualquer conjunto).

Outras classes proprias em Teoria dos Conjuntos'' i.e.,
classes que ndo sdo conjuntos, sdo, por exemplo, a classe
de todos os ordinais e a classe de todos os cardinais. Mui-
tos outros exemplos de classes préprias haveria para dar.
S6 como curiosidade, aqui ficam alguns: a classe de todos
os pares ordenados, a classe de todas as fungdes, a classe de
todos os conjuntos singulares, a classe de todos os grupos,
a classe de todos os espagos vetoriais. Para um estudo mais
detalhado de alguns dos tépicos abordados neste artigo,
incluindo conjuntos e classes, sugerimos a leitura de [9].
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" Note que ZFC ndo permite agir sobre classes proprias, ZFC sé lida com
conjuntos - as suas quantificagdes, Vx, x, devem ser lidas como para todo
0 conjunto x e existe um conjunto x respetivamente. Repare contudo que
tal x varia sobre o universo de todos os conjuntos, isto €, sobre o que na
metalinguagem chamamos classe prépria. Ha outras teorias de conjuntos
que foram precisamente desenhadas para admitirem classes préprias, en-
tre elas encontram-se, por exemplo, a NBG (von Neumann-Bernays-Gédel
set theory) e a MK (Morse-Kelly set theory).
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NUMEROS DE BERNOULLI

Uma sequéncia de nimeros criada para sintetizar somas finitas, mas que

0
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deu origem a uma ponte paradigmdtica com as somas infinitas, acabando
por ocupar um lugar de destaque na matematica moderna.

Historicamente, os nimeros de Bernoulli surgiram
na obra pdstuma Ars Conjectandi', em 1713, do sui-
¢o Jacob Bernoulli (1654-1705), na tentativa de descrever
uma forma de calcular a soma de poténcias de inteiros
consecutivos
Sk(n) =1k 42k ... 4k

para inteiros n > 1 e k > 0. Curiosamente e por coin-
cidéncia, o japonés Takakazu Seki (1642-1708) também
definiu os mesmos nimeros de Bernoulli no seu livro
postumo Katsuyo Sanpo?, em 1712. Tendo em conta as cir-
cunsténcias, este é um caso em que ndo haverd grandes
dividas quanto a descoberta independente e quase si-
multadnea de um mesmo conceito.

O interesse pela questdo da determinacédo de férmu-
las para somas de poténcias de inteiros consecutivos
tem mais de dois milénios. Os pitagéricos no século VI
a.C. ja conheciam a férmula quando k =1,

_n(n+1) _n® n

2 2 2’
e Arquimedes (287 a.C.-212 a.C) tinha determinado a
regra para k = 2,

Si(n) =1+2+---+n

nn+1)2n+1

Sz(n):12+22+---+n2:—( )6( )
o
T3 2 6

No ano de 499, o indiano Aryabhata publicou no seu
livro Aryabhatiya, sem qualquer prova ou justificagdo,
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aquela que é a primeira férmula explicita para o caso
k=3,

2
Ss(n) =13 +28 + - 4 nd = (”("TJFU> .

Muitos outros matemadticos se dedicaram a este as-
sunto, como pode ser consultado no artigo online de
Janet Beery?, que contém informacao histérica bastante
detalhada relativa aos principais intervenientes e méto-
dos seguidos®. Em particular sobre Pascal, que no seu
Traité du triangle arithmétique’, em 1654, prova de forma
simples, usando a expansdo binomial, que,

(n+ 1)1 -1 = i((w 1)kt kT

i=1

EE )

J

permitindo obter a férmula recursiva,

1 k+1 = (k+1
Sen) = 7 (("‘*‘U —1_];,) j Sj(n) ),
k > 1 e mostrar indutivamente que Si(1) é um poliné-
mio em n de grau k 4 1.
Bernoulli estuda estes polinémios e acaba por desco-
brir um padréo ao escrever os dez primeiros:
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Si(n) = %anr %n

Sy(n) = §n3 + %nz + o

S3(n) = En‘l + %n3 + an

S4(n) = %n5 + ;n‘l + %nS - 31—011

Ss(n) = 5“6 + 5115 + 15—2114 ﬁnz

Se(n) = 7n7+ ;n6+%n5 6n3+41—2n

S;(n) = 8n8+%n7+ 12116 %1’#4‘ 12112

Sg(n) = 9719—1—2118—1—%117 15n5+§n3—%n
So(n) = 110;110 + %ng + Zns 10116 + %n‘l — 2—30112
Syp(n) = 11—11111 + %nlo + gnc) —n’ 4nd — %113 + %n

Ele observa que se pode exprimir Sy (1) a partir da sequén-
cia de coeficientes de n em Si(n) e sdo estes os nlimeros
de Bernoulli originais®! Esta sequéncia denota-se habitu-
almente por By cujos primeiros valores se apresentam na

tabela 1. A férmula por ele apresentada é a seguinte:

T g 1, & 1 (k+1 f1—i
= —_— — - B
Sk =g +§2k+1 i)
k>1. oy
Na verdade, Bernoulli apenas destaca a se-

quéncia By, para m >1, usando letras maidsculas
A=1/6,B=-1/30,C=1/42, D = —1/30,... para de-
notar os seus elementos, dado que sdo os tinicos ndo nulos

que ocorrem em (1). Ele determina os valores de By de for-
ma recursiva a partir da equagédo obtida ao se substituir n
por 1, ou seja,

1 1 & 1 [(k+1
1:m+§+§2k+—1( l. )Bi, k>1.
Além disso, conclui, afirmando que com estas férmulas
descobriu (corretamente), em menos de um quarto de hora,
que a soma das décimas poténcias dos mil primeiros ni-
meros a partir da unidade é

91409924241424243424241924242500.
Note-se que as férmulas (1) e (2) podem ser simplificadas,
obtendo-se, respetivamente

1 /(k+1

k
Sk(”)zxﬁ( ;

k
Y (k“)Bi, k> 1.
i=o \ !
Por seu lado, Seki apresenta estas mesmas férmulas e defi-

)Binklefi’ k >1

ne toda a sequéncia By para k > 0.

Euler fornece uma prova completa da férmula (1)
para a soma de poténcias, na sua obra Institutiones Calcu-
li Differentialis® (1755), e batiza ai os nimeros de Bernoulli.
Adicionalmente, apresenta uma ligacdo fascinante destes
nimeros com séries infinitas, nomeadamente através da
demonstragdo de uma das suas célebres férmulas,

i i — |B2n| 221

=i (2n)!
Desde entdo, estes niimeros tornaram-se uma presencga
incontorndvel em vdrias dreas da matematica, tais como a
teoria dos niimeros e a geometria diferencial. Basta dizer
que em 2007 havia uma bibliografia sobre niimeros de Ber-
noulli contabilizando perto de 3000 entradas’!

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 1 5 691
By 1 2 3 0 | =3 O ) 0 | =3 O % 0 |—2730
Tabela 1.

1A arte de conjeturar.

2 Fundamentos da Arte do Cdlculo
3 http:/lwww.maa.org/publications/periodicals/convergence/sums-of-powers-
-of-positive-integers.

4 Para mais pormenores, ver A. Knoebel, R. Laubenbacherj, ). Lodder; D.
Pengelley, Mathematical Masterpieces - Further Chronicles by the Explorers,
Springer; 2007.

% Tratado do tridngulo aritmético.

¢ Existem atualmente muitos autores que definem By = —1/2 devido

a assumirem que Sy (n) = Ok +1F 4+ (n— 1)A. Nesta convencdo
todos os restantes valores By (k 1) permanecem iguais e ddo origem a
férmulas andlogas. Ver http://luschny.de/math/zeta/The-Bernoulli-Manifesto.
html para uma discussao interessante sobre o assunto.

7 VerT. Arakawa, M. Kaneko, T. Ibukiyama, Bernoulli Numbers and Zeta Func-
tions, Springer; 2014, p. 3, onde também se encontra a prova da férmula

(1.
8 Fundamentos de célculo diferencial.

9 http://www.mscs.dal.cal~dilcher/bernoulli.html.

APANHADOS NA REDE ¢ Nameros de Bernoulli
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o Departamento de Matemética

da Universidade de Coimbra
podemos observar uma colegao de
cinco modelos geométricos, montados
sobre caixas ou suportes de madeira,
em tudo andlogos aos idealizados por
Théodore Olivier (1793-1853) para expor
alguns dos contetidos da Geometria
Descritiva. Neste texto, dedicado
a histdria de tais modelos, damos
conta, entre outros factos, de que os
mesmos foram adquiridos, decorria o
ano de 1872, para a aula de Geometria
Descritiva da Faculdade pombalina
de Matemdtica. A sua vetusta idade
faz deste conjunto o mais antigo dos
nicleos de modelos matemaéticos

de apoio ao ensino a guarda do

1. INTRODUGCAO
Quando, em 1887, o Conselho da Faculdade de Matema-
tica da Universidade de Coimbra propée ao Governo a
criagdo, entre outros estabelecimentos anexos a faculdade,
de um gabinete de geometria descritiva e desenho’, teria,
provavelmente, como objetivo primeiro o de enquadrar
todo um acervo constituido por modelos, estampas e ins-
trumentos diversos, que desde o final da década de 1850
se havia vindo a adquirir, primeiramente para a aula de
Desenho anexa & Faculdade de Matematica, e depois, tam-
bém, para a aula de Geometria Descritiva que seria criada
na Faculdade de Matematica por carta de lei de 26.2.1861.
Desse acervo fazia parte uma colegdo de cinco modelos
articulados construidos com fios de seda e bragos metdli-
cos montados sobre caixas ou suportes de madeira (figura
1), que hoje podemos encontrar no Departamento de Ma-
tematica da Universidade de Coimbra, sucessor natural
da Faculdade de Matematica instituida pelos Estatutos da
Universidade de Coimbra de 1772°. Tais modelos sdo em
tudo andlogos aos modelos construidos, em meados do

século XIX, pela firma Pixii, pere et fils, a partir dos dese-
nhos e sob a orientagdo de Théodore Olivier (1793-1853), a
época professor de Geometria Descritiva no Conservatoire
des Arts et Métiers de Paris, e que surgem descritos no ca-
tdlogo de 1851 das colegdes desta instituigado [1, p. 17-25].

Ap6s a morte de Théodore Olivier, cépias dos mode-
los de Geometria Descritiva do Conservatoire des Arts et
Meétiers sdo adquiridas por diversas institui¢des de ensino
superior. Tal seria o caso da Faculdade de Matematica da
Universidade de Coimbra que, em 1872, adquire o refe-
rido conjunto de modelos para a aula de Geometria Des-
critiva por iniciativa do lente da cadeira, Floréncio Mago
Barreto Feio (1819-1891). Contrariamente as cole¢des mais
vastas de modelos do mesmo tipo adquiridas, na década
de 1860, para a Escola Politécnica de Lisboa e para o Ins-
tituto Industrial do Porto, a casas francesas especializa-
das no fabrico de instrumentos cientificos, veremos neste
texto, dedicado a histéria da aquisi¢do dos modelos de
Olivier da Universidade de Coimbra, que os mesmos sdo
de fabrico nacional, tendo sido construidos na Oficina de
Instrumentos de Precisao do Instituto Industrial e Comer-
cial de Lisboa.

2. OS MODELOS DE THEODORE OLIVIER
Enquanto professor e um dos fundadores da Ecole Polyte-
chnique, Gaspard Monge (1746-1818), matemadtico francés
criador da Geometria Descritiva, foi o primeiro a fazer
construir modelos com fios de seda para demonstrar al-
guns dos contetidos desta disciplina, que, nas suas pala-
vras, tem como um dos seus objetivos o “de representar
com exatiddo, através de desenhos que tém apenas duas
dimensdes, os objetos que tém trés dimensdes, e que sdo
suscetiveis de defini¢do rigorosa”.! Em 1814, existiam ain-
da nas colegdes da Ecole Polytechnique dois desses modelos
de grandes dimensdes [1, p. 17].

! Projecto da reforma da Faculdade de Mathematica redigido pela commissdo
eleita em congregacdo de 29 de Dezembro de |886. Coimbra: Imprensa da
Universidade, 1887. Este projeto de reforma acabaria por ndo ser posto
em prética.

2 Didrio de Lisboa n.° 50, de 4.3.1861.

? Estes modelos integram atualmente uma das exposicdes permanentes
do Departamento de Matemadtica da UC (http://www.uc.pt/fctuc/dmat/
divulgacaolexposicoes). Para os sitios de outras colecdes de modelos
de Olivier mencionadas neste texto, ver http://www.mat.uc.pt/~tenreiro/
GDOlivier!.

4 Monge, G. Géométrie descriptive. Lecons données aux Ecoles normales, I'an
3 de la République. Paris: Baudouin, 1799, p.2.
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Em 1830, por altura da criagdo da Ecole Centrale des Arts
et Manufactures de Paris, Théodore Olivier (1793-1853), um
dos professores fundadores desta escola e antigo aluno
da Ecole Polytechnique, retoma a ideia de Monge, ideali-
zando modelos em fios de seda que pudessem auxilid-lo
nas suas aulas de geometria [1, p. 17-18]. Contrariamente
aos modelos estdticos de Monge, os modelos de Olivier
possuem partes moéveis, permitindo que toda uma familia
de superficies seja por eles representada, pondo em evi-

déncia as transformagdes que permitem passar de uma
superficie a outra, ou a forma como as superficies regra-
das sdo geradas. Outros modelos permitem observar as
curvas de interse¢do de duas superficies regradas. Sendo
uma superficie regrada aquela que pode ser obtida por
reunido de retas, ditas geratrizes, sdo estas que sdo repre-
sentadas pelos fios de seda dos modelos articulados de
Olivier e que, no seu conjunto, nos ddo uma representa-
¢do tridimensional da superficie em causa. Em 1852, no

(@) Modelo e

(c) Modelo e.3

Figura 1: Modelos de geometria descritiva de tipo “Olivier”
da colecdo do Departamento de Matemadtica da Universidade
de Coimbra, indicando-se os nimeros de série que constam
do catdlogo de 1851 das colecSes do Conservatoire des Arts
et Métiers. Os modelos de Coimbra pertencem a sub-série
relativa a intersecdo de superficies regradas. Nos modelos e. |
e e.6 os fios de seda estdo fixos apenas num dos elementos
metdlicos do modelo e passam livremente por pequenos ori-
ficios existentes no segundo elemento metdlico, permanecen-
do sob tensdo pela agdo de pesos dissimulados no interior da
caixa de madeira. (a) Intersecdo de dois cones que tém um par

(d) Modelo e4

(b) Modelo e.6

(e) Modelo e.5

de planos tangentes em comum segundo um par de elipses;
Altura do modelo: 64,5 cm. (b) Intersecdo de dois cones se-
gundo duas elipses; Altura do modelo: 64,5 cm. (c) Interse-
¢do de dois cilindros, um deles perfurando completamente
o outro, dando origem a duas curvas de intersecdo; Altura
do modelo: 31 cm. (d) Interse¢do de dois cilindros com um
plano tangente em comum, dando origem a uma curva de
intersecdo com um ponto duplo; Altura do modelo: 31 cm.
(e) Intersecdo de dois cilindros, nenhum deles perfurando
completamente o outro, dando origem a uma curva de in-

tersecdo sem pontos mdltiplos; Altura do modelo: 35 cm.

GAZETA DE MATEMATICA « |76




prefacio que escreve para a segunda edigdo da primeira
parte do seu Cours de Géométrie Descriptive, Olivier mostra-
-se convencido da utilidade dos seus modelos no ensino
da Geometria Descritiva, permitindo aos alunos melhor
compreender as propriedades geométricas das superficies
que estudavam: “E assim que comegamos a compreender
que, quando queremos falar aos alunos das propriedades
de uma superficie, a primeira coisa a fazer é colocar sob os
seus olhos o relevo dessa superficie, para que eles vejam
distintamente aquilo de que queremos falar-lhes”.*

Um conjunto vasto de tais modelos foi construido pela
firma Pixii, pere et fils, fabricantes de instrumentos cienti-
ficos de Paris, a partir dos desenhos de Théodore Olivier.
O catdlogo de 1851 das colegbes do Conservatoire des Arts
et Métiers, institui¢do na qual Théodore Olivier era, desde
1839, professor de Geometria Descritiva, inclui diversos
modelos de Geometria Descritiva divididos por vdrias ca-
tegorias (sobre os modelos e outros trabalhos de Olivier,
ver também [4] e [5, p. 321-331]). Os modelos de Olivier
haveriam de ser construidos por outros fabricantes de ins-
trumentos cientificos, como foi principalmente o caso de
Fabre de Lagrange, que sucede aos Pixii na construgdo de
instrumentos cientificos. Na segunda metade da década de
1850, Fabre de Lagrange fornece a Harvard University, em
Cambridge, Massachusetts®, e a United States Military Aca-
demy, em West Point, conjuntos de modelos semelhantes
aos idealizados por Olivier [6, p. 78], e, em 1872, constrdi,
para o South Kensington Museum, atual Science Museum de
Londres, uma cole¢do de 45 de tais modelos [7]. Sera ain-
da a firma de Fabre de Lagrange que, no inicio da déca-
da de 1860, a Escola Politécnica de Lisboa encomendaria
o conjunto de 20 modelos que faz hoje parte do acervo
do Museu Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia da
Universidade de Lisboa [2, p. 249]. Também a colegdo de
modelos de Geometria Descritiva a guarda do Museu do
Instituto Superior de Engenharia do Porto, adquirida em
1868 a casa de instrumentos cientificos Secretan de Paris,
para o entdo Instituto Industrial do Porto, sera constituida,
por indicagdo expressa do diretor do Instituto, por mode-
los iguais aos existentes no Conservatoire des Arts et Métiers
[2, p. 249].

Apesar de ndo possuirem qualquer identificacio do
seu construtor, os modelos de Coimbra, todos eles relati-
vos a intersecdo de superficies regradas, sdo andlogos aos
modelos do género existentes em Lisboa e no Porto, sur-
gindo descritos no catdlogo de 1851 das colegdes do Con-
servatoire des Arts et Métiers de Paris, com os nimeros de
série e.1, e.3, e4, e5 e e.6 (ver figura 1).

3. OS “RELEVOS” DA AULA

DE GEOMETRIA DESCRITIVA

Apesar de a Geometria Descritiva ser lecionada na Facul-
dade de Matematica desde o ano escolar de 1840-41, s6 no
ano letivo de 1861-62 serd dedicada ao seu estudo uma ca-
deira a que se deu o nome “Geometria Descritiva — aplica-
¢Oes a estereotomia, a perspetiva e a teoria das sombras”,
de cuja lecionagdo seria encarregado o lente Floréncio
Mago Barreto Feio (1819-1891)" .

Pouco depois de ter sido promovido a lente catedré-
tico da nova cadeira, Barreto Feio solicita a requisi¢do de
materiais para a cadeira que iria comecar a lecionar no
ano escolar seguinte. A introducdo na aula de Geometria
Descritiva duma componente mais pratica, que permitisse
complementar as tradicionais prele¢des orais do professor
com a execugdo, por parte dos alunos, das construgdes da
Geometria Descritiva, serd uma preocupagédo constante de
Barreto Feio. Ainda no ano letivo de 1861-62, dando cum-
primento a uma antiga portaria do Ministério do Reino de
1850, “que obrigava os estudantes do 4.° ano da Faculdade
de Matematica, ndo s6 a fazerem um atlas das figuras de
Geometria Descritiva relativas aos problemas para este fim
designados pelo Conselho da Faculdade de Matemditica,
mas também a construirem sobre o papel, depois do exame
e em ato sucessivo, uma figura de Geometria Descritiva
tirada & sorte”, Barreto Feio dd parte ao conselho de que
“tinha obrigado os seus discipulos a fazerem o atlas” e per-
gunta “se eles deviam também ser obrigados a fazer uma
figura depois do exame”. Em resposta, o conselho resolve-
ria ndo dar execugdo a esse ponto da portaria “atendendo
a que ndo havia os instrumentos necessarios”*.

Esta falta de instrumentos para dar um maior desen-
volvimento a componente mais pratica da cadeira fard com
que, no final do primeiro ano em que a cadeira é lecionada

# Olivier, T. Cours de géométrie descriptive. Premiére partie: du point, de la
droite et du plan. Paris: Carilian-Goeury etV. Dalmont, 1852, p. X.

¢ Quatro dos modelos desta colecdo fazem parte da Collection of Histori-
cal Scientific Instruments da Universidade de Harvard.

7 Floréncio Mago Barreto Feio (1819-1891) matricula-se na Faculdade
de Matemdtica no ano letivo de 1836-37 e af recebe o grau de doutor
em 24.10.1841. Habilitado como opositor por votagdo do Conselho da
Faculdade em 7.6.1845, € nomeado lente substituto extraordindrio em
1846 e lente substituto ordindrio em 1853.Em 20.3.1861, é promovido a
lente catedrdtico da cadeira de Geometria Descritiva, cadeira na qual se
manterd até abandonar o magistério. Nomeado decano da faculdade em
27.11.1879, jubila-se pouco depois, em 12.2.1880.

8 UC, Actas da Faculdade de Mathematica, 1858-1866, fl. 129; sessao de
17.6.1862.
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na Faculdade de Matemadtica, Barreto Feio reforce a pro-
posta feita havia um ano. Além de estojos de compassos
especiais para tragar secgbes conicas, e outras curvas, e de
uma cole¢do de relevos especiais, Barreto Feio solicita a
aquisi¢do de uma colegdo de relevos de madeira e com fios
tensos como os que possufa na altura a Escola Politécnica
de Lisboa, com dimensdes adequadas para serem apresen-
tados na aula de Geometria Descritiva’.

Apesar de a proposta apresentada por Barreto Feio ter
sido aprovada pelo Conselho da Faculdade de Matemati-
ca, que “resolveu que se pedissem ao Governo os objetos
mencionados naquela proposta”, este ndo se compromete
com a orientacdo dada por Barreto Feio ao ensino da Geo-
metria Descritiva, fazendo notar que deveria “entender-se
que, com semelhante resolugéo, a faculdade n&o queria de
modo algum indicar o método, que deveria seguir-se no
ensino da Geometria Descritiva.” '

Por razdes ndo mencionadas nas atas da Faculdade de
Matemdtica, mas a que poderd ndo ser alheia a auséncia
duma posi¢do inequivocamente favoravel por parte da
faculdade a orientagdo dada por Barreto Feio ao ensino
da Geometria Descritiva, os instrumentos por ele solicita-
dos acabaram por ndo ser adquiridos. Serd preciso esperar
uma década, ao longo da qual Barreto Feio continuara a
exigir dos seus alunos a execugdo de estampas e figuras do
Traité de géométrie descriptive de Charles Frangois Antoine
Leroy (figura 2), para que, na congregacédo de 9 de margo
de 1871, Barreto Feio volte a solicitar do conselho a aquisi-
¢do de materiais para a aula de Geometria Descritiva.

Ap6s tantos e repetidos pedidos, sdo finalmente ad-
quiridos os instrumentos solicitados por Barreto Feio.
Com data de 24 de maio de 1871, encontramos, na do-
cumentagdo de despesa a guarda do Arquivo da Univer-
sidade de Coimbra, uma folha de despesa assinada por
Barreto Feio confirmando a aquisi¢do de um conjunto de
instrumentos e modelos para a aula de Geometria Descri-
tiva. Af surge mencionado um instrumento idealizado por
Théodore Olivier em 1829, constituido por um conjunto de
fichas de diversos tamanhos e cores que permitia construir
superficies regradas, a que Olivier deu o nome de omnibus,
Figura 2: Compéndios adotados em 1861-62 para a cadei- bem como quatro modelos em relevo de superficies envie-
ra de Geometria Descritiva: 5* edicio do Traité de géo- sadas: paraboléide hiperbdlico, cilindréide, quadrildtero
métrie descriptive (Paris: Mallet-Bachelier, 1859), de Charles
Francois Antoine Leroy (1780-1854), e Complementos da

enviesado e condide de duas folhas (figura 3). Nenhum
destes instrumentos diddticos chegou até nés. Ainda du-

geometria descriptiva de M. de Fourcy (Coimbra: Imprensa rante 0 ano de 1871, outras duas folhas de despesa dao

da Universidade, 1853), de Rodrigo Ribeiro de Sousa Pinto conta da aquisicdo de mais instrumentos e modelos, que
(1811-1893) (UC, Biblioteca Matemética) seguramente permitiram melhorar o ensino pratico da

aula de Geometria Descritiva.
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Figura 3: Lista dos objetos para o ensino prdtico da aula de Geo-
metria Descritiva adquiridos por Barreto Feio em 22.5.1871 atra-
vés da Farmdcia Avelar, sita na Rua Augusta em Lisboa, no valor
total de 16$695 réis (UC, Arquivo da Universidade).

Mais melhoramentos surgem mencionados na ata da
congregacdo da Faculdade de Matemética de 12 de mar-
¢o de 1872. Ai, Barreto Feio propde que fique registado
em ata um agradecimento a Lufs Porfirio da Mota Pegado
(1831-1903), lente da cadeira de Geometria Descritiva da
Escola Politécnica de Lisboa, “pela obsequiosa cooperagdo
e bom servi¢o que se dignou prestar a Universidade, em
relagdo aos melhoramentos realizados na aula de Geome-
tria, no ensino pratico da mesma aula.”"

A que melhoramentos resultantes da “cooperagdo e
bom servi¢o” prestado por Mota Pegado se refere Barreto
Feio? Uma folha de despesa que inclui uma fatura, datada
de 24 de maio de 1872, emitida pela Oficina de Instrumen-
tos de Precisdo do Instituto Industrial e Comercial de Lis-
boa, relativa a uma cole¢do de cinco modelos de Geometria
Descritiva, permite lancar alguma luz sobre o enigmatico
agradecimento (figura 4). Ndo tendo duvida de que estes
sdo os modelos de Olivier atualmente existentes no Depar-
tamento de Matemadtica da Universidade de Coimbra, o
agradecimento a Mota Pegado lancado nas atas das con-
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Figura 4: Fatura, datada de 24.5.1872, emitida pela Oficina de
Instrumentos de Precisdo do Instituto Industrial e Comercial de
Lisboa, relativa a uma colecdo de cinco modelos de Geometria
Descritiva no valor de 150$000 réis; a fatura € liquidada por
Barreto Feio em 15.6.1872 (UC, Arquivo da Universidade).

gregagoes da Faculdade de Matemadtica poderd justificar-se
por ele ter, provavelmente, promovido e acompanhado a
construgao dos cinco modelos de Coimbra junto da Oficina
de Instrumentos de Precisdo do Instituto Industrial e Co-
mercial de Lisboa.

E assim que, no final do més de maio de 1872 — ano em
que a Universidade de Coimbra assinala o I Centendrio da
Reforma Pombalina, instituida pelos Estatutos de 1772 —,
dédo entrada no gabinete contiguo a aula de Geometria
Descritiva os modelos de Olivier construidos na Oficina
de Instrumentos de Precisdo do Instituto Industrial e Co-
mercial de Lisboa. De aspeto menos exuberante do que
os seus congéneres da Escola Politécnica de Lisboa e do
Instituto Industrial do Porto, o seu valor pedagégico ndo
seria seguramente inferior ao destes. Barreto Feio tinha

? |dem, fl. 132; sessdo de 20.6.1862..
1% dem, fl. 132v; sessdo de 26.7.1862.
" UC, Actas da Faculdade de Mathematica, 1871-1886,fl. I |.

OS “MODELOS DE OLIVIER” DO DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIV. DE COIMBRA + Carlos Tenreiro

37



38

finalmente ao seu dispor modelos geométricos que pode-
riam auxilid-lo nas aulas sobre interse¢des de superficies
regradas, e que, de acordo com a opinido por ele tantas
vezes expressa nas sessdes do Conselho da Faculdade de
Matematica, iriam contribuir para um maior desenvolvi-
mento da componente mais pratica da cadeira de que era
lente proprietario.

4. CONCLUSAO

Tal como acontecia na Europa e na América do Norte na
segunda metade do século XIX, também as institui¢des
portuguesas de ensino superior adquiriram “modelos de
Olivier” para apoio ao ensino da Geometria Descritiva.
Contrariamente as cole¢des de tais modelos adquiridas, na
década de 1860, para a Escola Politécnica de Lisboa e para
o Instituto Industrial do Porto, os modelos de Coimbra,
adquiridos em 1872 para a aula de Geometria Descritiva
da Faculdade de Matematica, sdo de fabrico nacional, ten-
do sido construidos na Oficina de Instrumentos de Preci-
sdo do Instituto Industrial e Comercial de Lisboa. Os seus
mais de 140 anos de existéncia fazem deste conjunto o mais
antigo dos nicleos de modelos matematicos de apoio ao
ensino que podemos hoje encontrar no Departamento de
Matemadtica da Universidade de Coimbra'?
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“Seis é um numero perfeito em si mesmo, e nio porque Deus criou o
mundo em seis dias, na verdade o contrario é que é verdadeiro. Deus criou
o mundo em seis dias porque este nimero ¢ perfeito, e continuaria a ser
perfeito, mesmo que o trabalho desses seis dias nio existisse.”

Santo Agostinho (354-430) em “A Cidade de Deus”

H oje vamos falar de nimeros deficientes, abundan-
tes, perfeitos, e também de niimeros amigos. A his-
téria que pretendemos contar comega ha cerca de 2500
anos. Alguns problemas formulados nessa altura per-
manecem ainda hoje em aberto. Ndo parece existir ne-
nhuma aplica¢do prética para o tipo de problemas arit-
méticos que iremos discutir. Qual terd sido a razdo que
levou a formulagédo inicial destes problemas? Serd que
devemos ainda ocupar-nos deste tipo de questdes? Nao é
facil decidir se um dado problema matematico é mais ou
menos interessante do que outro.

O matemdtico Enrico Bombieri, especialista em Teo-
ria de Ntimeros e tinico medalha Fields italiano, afirmou:

“Existem diversos problemas antigos em aritmé-
tica cujo interesse é praticamente nulo, por exem-
plo, a existéncia de nimeros perfeitos impares,
problemas envolvendo a iteragdo de fung¢ées nu-
méricas, a existéncia de infinitos primos de Fer-
mat 22" +1, etc.”

Por outro lado, o matemético Carl Pomeran-
ce defende que os ndmeros perfeitos, niimeros ami-
gos e outros conceitos do mesmo tipo foram fun-
damentais no desenvolvimento da aritmética, ten-
do sido decisivos na visdo moderna da Teoria de

Ntimeros. A Teoria de Numeros probabilistica, por
exemplo, foi inspirada nesses problemas antigos.
Os problemas computacionais envolvidos na procura
de nameros perfeitos exigiram o desenvolvimento dos
testes de primalidade, e, mais geralmente, da teoria al-
goritmica dos niimeros. Além disso, existem conexdes
surpreendentes de alguns destes problemas antigos com
outros problemas aparentemente distantes. Por exemplo,
uma equacao diofantina exponencial, como a equagéo de
Catalanx” +1 = yk, esta relacionada com a existéncia de
nimeros perfeitos impares.

Os pitagdricos, cuja escola surgiu no século V a.C,,
em Crotona, acreditavam que os ntimeros estavam na
origem de todas as coisas. Talvez por isso consideras-
sem interessante o facto de os nimeros 6 =1+2+3
e 28=1+4+2+4+7+ 14 coincidirem com a soma dos
seus divisores proprios. Estes niimeros eram considera-
dos perfeitos. Um outro facto envolvendo divisores que
interessou a escola pitagérica foi a existéncia de pares
de ntimeros de inteiros positivos, tais que cada um de-
les coincide com a soma dos divisores préprios do outro.
Estes nimeros dizem-se amigos. Por exemplo,

284=1+2+4+5+10+11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110

220=1+2+4+71 + 142
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é o primeiro par de nimeros amigos. Ha quem veja uma
referéncia a isto na oferta de 220 carneiros e 220 ovelhas
de Jacé a Esaq, descrita no Génesis — o niumero 220 seria
um simbolo dessa amizade pretendida.

1. FUNGCOES ARITMETICAS MULTIPLICATIVAS
Num curso elementar de Teoria de Niimeros é inevitavel
discutir as propriedades das seguintes trés fungoes.

A primeira fun¢do T(n) conta o nimero de divisores
de n. Vamos considerar daqui para a frente que a decom-
posi¢do em fatores primos de n é dada por

n=ptx.xpk

Para obter uma férmula simples que permita calcu-
lar o ntimero de divisores de n, basta observar que todo
o fator primo p de um divisor d é também fator primo de
n. Além disso, cada um dos fatores primos aparece em d
com uma multiplicidade ndo superior a de n. Logo,

t(n)=(n1+1) x--x(ng+1).

A segunda é a fungdo ¢(n) de Euler, a qual para
cada n conta os nimeros naturais 1 < m < n que sdo co-
primos com n.

Finalmente, a fung¢do o(n) é a soma dos divisores de
n. A funcdo o(n) foi considerada por Pitdgoras, sendo
por isso uma das mais antigas fungdes consideradas na
histéria da matematica.

Podemos dividir os nimeros naturais em trés clas-
ses: os numeros deficientes, para quais o(n) < 2n, os
ntimeros abundantes, que satisfazem o(n) > 2n, e os
numeros perfeitos que verificam a igualdade: o(n) = 2n.

Uma fungéo aritmética f : N — R diz-se multiplica-
tiva, se

f(mn) = f(m) x f(n),
sempre que m e 1 sd0 coprimos. As fungdes T(n), ¢(n)e
o(n) sdo as trés multiplicativas. Uma fun¢do multiplica-
tiva fica completamente determinada pelos valores que
toma nas poténcias de primos.

No caso da fungdo ¢(n), temos naturalmente que
¢(p*) = p¥ — p¥~1. Como consequéncia da propriedade
multiplicativa, obtemos ainda:

p(n) = (P —p" ") s x (ppE = p ).

Hé também uma férmula conhecida para a funcéo
o(n):

o(n) = (L4 prteFpht) s (Tt oo+ pt),

a qual resulta facilmente também da propriedade mul-
tiplicativa.

2. PROBLEMAS ANTIGOS, NOVOS E EM ABERTO
Recordamos aqui alguns resultados classicos envolvendo
os conceitos anteriores.

1. Os primeiros ntimeros perfeitos sao: 6, 28, 496, 8128.
2. O primeiro ntimero impar abundante é o 945.

3. Euclides mostrou que se 2" — 1 é um ntimero primo,
entdo
N=2"1x(2"-1)
é um ndmero perfeito. Por exemplo, 6 =2 x 3,
28 =4 x 7,496 =16 x 31 e 8128 = 64 x 127.

4. Sabemos que para 2" — 1 ser primo, o expoente 1 terd
também de ser um niimero primo, embora isso ndo
seja suficiente.

5. Euler mostrou que se N é um nitimero perfeito par,
entdo N pode ser escrito na forma
N=2"1x(2"-1),
onde 2" — 1 é um ndmero primo - ou seja, a férmula
de Euclides fornece todos os niimeros perfeitos pares.

6. O primeiro par de nimeros amigos (220, 284) foi des-
coberto por Pitdgoras (500 a.C.).

7. Todos os mudltiplos de nimeros abundantes sio
abundantes. Analogamente, todos os divisores de
um numero deficiente sdo deficientes.

8. Se n divide m, entdao
o(m)

o(n) < alm)

A igualdade é verificada apenas se n = m.

9. A fungdo f(n) =o0(n)/n toma valores arbitraria-
mente grandes. Isto é uma consequéncia de a série
dos inversos dos primos ser divergente.

Alguns problemas relacionados com estes conceitos
permanecem ainda hoje em aberto. Por exemplo, ndo se
sabe se existem infinitos ndmeros perfeitos. Nem se exis-
te algum nimero perfeito fmpar.

Podemos generalizar o conceito de nlimeros amigos.
Seja s(n) = o(n) — nafungdo soma dos divisores préprios
de n. Se n é um nimero perfeito, entdo s(n) = n. Os nd-
meros perfeitos sdo pontos fixos de n. Os niimeros amigos
sdo ciclos de comprimento 2. Por exemplo, s(220) = 284
e $(284) =220 fecha o ciclo. Podemos considerar ite-
ragOes sucessivas de s(n), obtendo o que se denomina
orbitas. Por exemplo, s(12) = 16, s(16) = 15, s(15) =9,
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s(9) =4, s(4) =3, 5(3) =1, e 5(1) =0 é uma 6rbita de
comprimento 7. Uma 6rbita pode terminar em zero como
a anterior, pode terminar num ndmero perfeito, ou num
ciclo de comprimento k > 2. Dickson conjeturou em 1907
que ndo existiam 6rbitas de comprimento infinito, todas
as sequéncias de iteracbes em s(n) devem terminar. Esta
conjetura permanece em aberto.

Serd que existem mais ndmeros perfeitos, deficien-
tes ou abundantes? Dado um conjunto A C IN, podemos

definir a sua densidade pelo limite do quociente entre o
nimero de elementos de A inferiores ou iguais a n e o
préprio n. No caso do conjunto dos ntimeros abundantes,
Davenport mostrou que o limite da defini¢do de densida-
de existia. E Felix Behrend mostrou que a densidade dos
nimeros abundantes estava entre 0.241 e 0.314. Sabemos
que os ntiimeros perfeitos mesmo no caso de serem infini-
tos tém densidade zero.

Consulte o catalogo e faca a sua
encomenda online em www.spm.pt



CONVERSA COM...

GONCALO MORAIS CONVERSA COM

INGRID DAUBECHIES

Quando falamos acerca de Ingrid Daubechies podemos falar so-
bre as suas contribuices fundamentais para a teoria das Wavelets,
contribuicdes que permitem o tamanho reduzido das imagens no
formato JPEG, cujo algoritmo de compressao usa esta ferramenta
matemdtica, ou em transmissoes televisivas de eventos desportivos.
Poderiamos também falar dos prémios, demasiados para serem aqui
elencados. Poderiamos falar de ter sido a primeira mulher com o
titulo de Full Professor em Matematica da Universidade de Princeton.
Poderiamos falar sobre falsificagdes de arte identificadas através dos
seus algoritmos. Poderiamos falar do que ¢é ser, de facto, uma estrela
mesmo fora da comunidade matematica. Certamente, poderiamos
falar sobre todas estas coisas. Poderiamos. Mas tudo isto ja foi mui-
tas vezes contado e escrito. Nesta entrevista procuramos a visao por

GoNcALO MOoRAIS
Instituto Superior
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt
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detras de todas elas.

Oencontro com Ingrid Daubechies foi tudo menos uma
coisa simples de acontecer. Em primeiro lugar, quando
a contactei no sentido de termos esta entrevista, ela simpati-
camente direcionou-me para a sua eficiente secretdria. Nun-
ca tal me tinha acontecido. A sua secretdria encontrou uma
janela de oportunidade no intervalo de uma conferéncia em
que ambos irfamos participar. Na sua apresentacdo, falou
sobre obras de arte falsificadas e de que modo as wavelets
permitem a sua identificagdo. Ali, perante uma audiéncia
entusiasmada, nenhuma férmula ou equagdo matemadtica
foi exibida. S6 a forca das ideias por detrds dos seus algo-
ritmos. No final, conforme previamente estabelecido com a
sua secretdria, procurei-a para encontrarmos um local em
que pudéssemos falar. A minha janela ia-se fechando, pois
ao seu redor as pessoas avolumavam-se. Ela amavelmente
falava com todos elas. Sem tempo. Quando a minha janela ja

estava completamente fechada, pensei que o que me restava
era despedir-me e esperar que o futuro nos desse uma nova
oportunidade. Fiquei para tltimo.

Quando ficimos a sés, pronto para o pedido de desculpas
e o inevitavel falhanco editorial, Daubechies sentou-se com
um ar completamente exausta e disse-me:

— Gongalo, — procurando o meu nome no distico da con-
feréncia —, tenho apenas duas restri¢des. A primeira é que
preciso de estar no Museu do Prado daqui a uma hora. A
segunda é que apenas tenho délares e preciso de encontrar
uma caixa multibanco para levantar euros. Achas que, ain-
da assim, consegues fazer a tua entrevista?

No seu olhar havia vontade de falar. Havia vontade de es-
tar a disposicdo das minhas perguntas, mesmo que isso lhe
custasse o tempo do almogo e uma corrida muito apressa-
da para o centro de Madrid. A nossa volta tinhamos uma
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sala de congressos gigantesca, cheia de lugares vazios, onde

o pessoal da manutengdo se apressava para montar o proé-
ximo evento. As marteladas e o sound check eram a nossa
paisagem audivel. Daubechies perguntou-me preocupada,
se toda aquela barulheira néo iria perturbar a gravacdo da
entrevista. Respondi-lhe que alguém, héd uns anos, tinha
criado uma coisa chamada wavelets e este tipo de filtros esta-
va implementado nos aparelhos sofisticados de gravagdo de
dudio. Ela riu-se e come¢dmos a falar sobre coisas ao acaso.
Quando a senti tranquila, liguei o gravador. Durante toda
a conversa, a minha mulher ia pedindo que n&o nos desli-
gassem as luzes, que ndo usassem os berbequins industriais
perto do local em que estédvamos sentados ou berrassem aos
microfones sé porque a maldita grua estava encalhada. No
meio desta turbuléncia, Daubechies comegou a falar sobre
as coisas que a ocuparam em grande parte da sua carreira.
E sempre com uma simplicidade especial.

GONCALO Sendo uma das personagens principais no
desenvolvimento e na aplicagdo das wavelets sente-se no
centro de uma revolugéo cientifica?

DAUBECHIES Bem... sim, mas ndo por causa das wavelets.
Se as wavelets foram o principio de algo que continua a

eclodir, elas coincidiram com o momento em que expan-
sdes esparsas comegaram a ser realmente tteis. Com-
preendemos desde entdo que a esparsidade é algo que
pode enviesar-nos as observagdes. Nao me refiro apenas
a compressdo. Existem muitos fenémenos em que, nédo
se sabendo quais sdo os blocos fundamentais da infor-
macgdo que pretendemos estudar, muitas das medidas
que obtemos podem dar resultados que nédo refletem a
esséncia daquilo que foi registado. Atualmente, quando
trabalhamos com imagens, os blocos essenciais da in-
formacédo sdo razoavelmente compreendidos. S6 agora
comegamos a tentar perceber quais serdo esses mesmos
blocos noutro qualquer tipo de informagdo. Existem
muitos desenvolvimentos recentes e muito interessan-
tes, mas ainda estamos a colecionar dados de vérios la-
dos para tentar compreender qual serd o esquema geral
de abordagem dos problemas.

A ideia geral é olharmos para uma quantidade enorme
de informacgédo intrinsecamente complexa e compreen-
dé-la realmente. Quando digo compreender, quero dizer
que conseguimos descobrir uma forma eficiente de pen-
sar toda essa informagéo, percebendo o que se pretende
retirar dela, sobretudo, o que nela estd esparsamente
contido. Perceber isto é algo que comegamos agora a
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conseguir fazer e com resultados interessantes. V&, por
exemplo, o caso da machine learning onde todos os méto-
dos de que atualmente dispomos sdo um pouco ad-hoc,
mas julgo que, num futuro préximo, irdo originar todo
um conjunto de novos ramos da matemadtica. De facto, é
uma 4rea excitante.

GONCALO Por um lado, temos a Andlise de Fourier
cléssica. Por outro lado, temos as wavelets. Acha que nes-
te momento dispomos das ferramentas necessdrias para
estudar todo o espectro da Natureza?

DAUBECHIES [Risos] Nunca teremos as ferramentas
necessdrias para estudar todos os fenémenos naturais.
Quando percebemos algo, existe sempre um novo con-
junto de perguntas que aparece, cuja existéncia ndo po-
difamos antes formular ou sequer adivinhar. Por isso,
ndo haverd nunca uma resposta definitiva sobre o que
quer que seja.

GONCALO Mas existe esta dualidade na Natureza que é
certamente fascinante: frequéncia versus posigao...

DAUBECHIES Absolutamente!

GONCALO Sendo a sua formacao bdsica em Fisica, seria
possivel ter chegado a estes resultados com uma forma-
¢do tradicional em Matemética?

DAUBECHIES Talvez néo. Julgo que o facto de ter vindo
de Fisica ajudou-me a perseguir resposta iterativa, sem-
pre moldével a realidade observével e ndo uma resposta
definitiva sobre um determinado assunto. E dificil ver-
balizar isto. Mas fico muitas vezes surpreendida com o
quéo pouca Fisica alguns mateméticos sabem. [Risos]

GONCALO Faz-nos parafrasear Vladimir Arnold, que
dizia que um matemaético que apenas sabe de matemati-
ca s6 conhece metade da sua ciéncia...

DAUBECHIES Sim! Sinto que isso tem muito de verdadei-
ro. Karen Uhlenbeck disse-me uma vez que existem trili-
des de equagdes de derivadas parciais, todas incrivelmen-
te dificeis. Mas, sem se saber porqué, de todas essas, as
que sdo realmente interessantes sdo as que vém da Fisica.

GONCALO Tenho dois exercicios para lhe propor. O pri-
meiro é imaginar que vive em finais do século XIX ou no

AN

44

inicio do século XX, sem computadores e sem toda a tec-
nologia atual. Qual acha que seria a sua 4rea de estudo?

DAUBECHIES Sem computadores... hd 100 anos... Acho
que estaria a trabalhar em Anilise. Esse foi o tempo em
que se comegou realmente a compreender todos os para-
doxos que apareceram naturalmente do estudo de fun-
¢Oes estranhas e conseguiu-se perceber o esquema geral
do que se podia fazer em cada instante. Foi a altura em
que se criou um esquema geral de raciocinio relativa-
mente a este tipo de problemas. Mas, novamente, apesar
de ndo se tratar de problemas fisicos ou com inspiragdo
em Fisica, as pessoas estavam a tentar perceber o que é
que fazia sentido.

GONCALO E nessa altura a distin¢do entre um matemad-

tico e um fisico ainda ndo era muito clara...

DAUBECHIES Sim, ndo era nada clara. Em Fisica-Ma-
temadtica, a drea em que originalmente comecei a fazer
investigacdo, na Europa, as pessoas estdo tradicional-
mente nos departamentos de Fisica, enquanto que nos
Estados Unidos da América (EUA) estdo sobretudo nos
departamentos de Matemadtica. Isto mostra ainda que é
uma drea que estd contida entre os dois campos. Quan-
do me perguntavas ha pouco se estes eram tempos exci-
tantes para a matematica, julgo que é um tempo em que
as pessoas estdo abertas, existindo ligagdes muito claras
e bem estabelecidas entre Matemética Pura e Aplicada,
muito mais ligages e muito mais claras do que as que
existiam hd dez anos. Em Matemaética Pura, existem
pessoas que estdo a fazer ligagGes entre dreas até agora
aparentemente distantes. Basta olhar para a lista dos ul-
timos premiados com a Medalha Fields, em que muitos
deles usam técnicas de um determinado campo para re-
solver problemas de outro, ao invés de serem altamente
epecializados numa determinada técnica e resolverem
problemas muito duros na drea na qual tradicionalmen-
te se aplica esse tipo de técnicas.

GONCALO O segundo exercicio é talvez um pouco mais
complicado. Consegue imaginar o que é que estudard
daqui a vinte ou trinta anos?

DAUBECHIES Isso é uma pergunta com uma resposta
impossivel. Primeiro, porque daqui a trinta anos teria
noventa anos e ndo sei se ainda andarei por cd. [Risos].
Ha tanta coisa para perceber e estudar... A Biologia estd
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num processo crescente de matematizagdo e estamos a
comegar a criar um esquema geral para responder as
questdes que nela vdo aparecendo. Estou em crer que
isto levard a criacdo de novos ramos da matematica.

Por outro lado, estamos a tentar perceber de que forma
se pode extrair informagdo da grande quantidade de
dados que estd atualmente disponivel. Quero dizer, ndo
se trata necessariamente em todos os casos, de grande
quantidade de informagdo. Muitas vezes o que se pre-
tende é encontrar uma estrutura simples que nos per-
mita aproveitar toda a riqueza contida nos dados. Reco-
nhecer estes padrdes é algo que, em muitas situagdes, é
extremamente complicado. Quando temos muitos dados
nao é imediatamente 6bvio o que se deve aproveitar e o
que se pode deitar fora. Conseguir isto terd um impacto
estrondoso em muitas dreas, por exemplo, na Biologia e
em Ciéncias Sociais.

GONCALO E de que forma é que se pode preparar toda
uma nova geracao de matematicos e cientistas para lidar
com esta nova abordagem dos problemas?

DAUBECHIES Em primeiro lugar, existe um largo espec-
tro de matematicos. Haver pessoas que ficam dentro da-

quilo a que chamamos Matematica Pura é importante,
ao mesmo tempo que é fundamental que todas as dreas
tenham pontes e que comuniquem com outras dreas do
conhecimento. Do ponto de vista individual, ndo terdo
de ser todos os matemdticos que terdo de criar essas
ligagdes, mas é fundamental que colaborem e comuni-
quem com pessoas que tenham essas ligagdes, quer com
outras dreas de Matemdtica Pura quer com aplicagdes.
E existir este largo espectro de matematicos, e que eles
falem uns com os outros é importante. Juntando a isto, o
feedback das aplicagbes criard novas respostas tedricas.
Esta iteragdo acho que é aquilo que serd fundamental
para abranger toda a interdisciplinaridade necessaria.

GONCALO Voltando um pouco as wavelets, é impressio-
nante o campo de aplicagdes que estas tém atualmente...

DAUBECHIES Sim! O projeto em que estou envolvida
com a colaboragdo do Museu do Prado, que pretende,
entre outras coisas, encontrar métodos para determinar
quando uma pintura é uma falsificagdo, é apenas um
dos exemplos. Antes de comecarmos a entrevista, estd-
vamos a falar sobre eletrocardiogramas e é curioso que

eu tive um aluno de doutoramento que, antes de se dou-
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torar em Matemadtica Aplicada, era radiologista. Conti-
nua a ser ainda hoje muito interessante falar com ele. Em
primeiro lugar, porque ele consegue de facto falar com
os médicos, pois usam a mesma linguagem [Risos]...

GONCALO E é habitual para si andar na rua e reparar
numa aplicacdo quotidiana das wavelets?

DAUBECHIES E engracado que me perguntes isso... Ha
uns anos, eu tive uma licenga sabética e, para consolar o
meu marido, comprdmos um televisor de alta defini¢do
com um ecrad enorme para que ele pudesse ver os canais
de desporto em toda a sua gléria. Num dia em que ele
estava a assistir a um jogo de futebol, nesse ecra gigan-
te, apercebi-me, de repente, de algo muito interessante.
Quando uma imagem é comprimida, comegam a apare-
cer artefactos na imagem, que resultam dessa compres-
sdo. Nesse jogo apercebi-me de que os artefactos que a
imagem continha estavam ligados ao facto de a imagem
estar a ser comprimida usando wavelets. A imagem dos
jogadores era sempre preservada, estando sempre livre
de artefactos, enquanto que, na imagem da relva, esses
artefactos eram notdrios. Nesse momento ndo sabia,
mas soube mais tarde que, de facto, a ESPN comprime
as imagens usando wavelets. Quando me apercebi disso
exclamei: “Eles estdo a usar wavelets!” O meu marido,
que estava concentrado no jogo, perguntou- me como é
que eu sabia. Respondi-lhe entusiasmada: “Olha para a

177

relva!” Ele respondeu-me indignado: “Mas quem é que
olha para a relva?” [Risos] Acho que este exemplo expri-
me bem a utilidade das wavelets. De facto, quem é que

quer saber da imagem da relva num jogo de futebol?

GONCALO A sua observacgdo ndo foi um comentdrio de
uma fa...

DAUBECHIES [Risos] Exatamente! Quem é que quer sa-
ber disso para alguma coisa num jogo de futebol?!

GONCALO Bem! Parece que o nosso tempo terminou!
Foi um enorme prazer falar consigo. Queria agradecer-
-lhe ter arranjado tempo na sua agenda apertada. Muito
obrigado.

DAUBECHIES O prazer foi meu. Obrigada.
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Arrumei o material. Procurdmos com ela o multiban-
co mais préximo e um tdxi que a levasse ao centro de
Madrid. Percebiamos agora por que razdo ela precisava
de uma secretdria que conjugasse permanentemente a
sua agenda. As multiplas atividades em que participava
deixariam qualquer pessoa exausta. Ingrid Daubechies,
ainda hoje, depois de uma carreira enorme, guarda um
entusiasmo pueril pelas coisas que a cercam. O mesmo
entusiasmo que a fez sentar-se e falar, numa conver-
sa sem tempo e indiferente ao caos em que estdvamos
imersos. E sempre com uma simplicidade especial.
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Da secura dos textos cientificos para os delirios da ficgao, as minhas estra-

tégias para comegar uma obra.

uando visito escolas secunddrias para falar dos

meus livros, hd uma pergunta que me fazem com
alguma frequéncia: “A ciéncia estd presente nas suas
obras? De que forma?”

A resposta chega sempre apds alguma hesitacdo —
sim, ndo, mais ou menos. Nao hd na verdade grandes te-
mas cientificos que sejam explorados ao longo dos meus
livros, pelo menos por enquanto, mas hd qualquer coisa
que transita do exercicio cientifico para o literario.

Quem ja escreveu uma tese de mestrado ou de
doutoramento sabe que o mais sensato é comegar pelo
indice, dividindo o trabalho por partes, capitulos e sub-
capitulos. Fica-se assim com uma ideia dos contetidos a
apresentar, da sua organizacdo e da extensdo dos mes-
mos. Depois é “s§” preencher os espagos.

A mesma estratégia é aplicada a artigos cientificos (in-
troducao, parte experimental, resultados, discusséo, con-
cluséo) e até aos indmeros concursos e projetos em que
um cientista vai participando ao longo da sua carreira.

Pois é exatamente esse método (com as devidas adap-
tagbes) que eu costumo utilizar na preparagdo dos meus
livros. Uma vez definido o tema e uma ou vdrias hist6-
rias que quero tratar, tento encontrar uma estrutura (um
esqueleto, se preferirem) que me ajude a dar coesdo a
narrativa, embora garantindo toda a liberdade prépria
da escrita literdria.

Em No Meu Peito Ndo Cabem Pdssaros, o meu primeiro
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livro, existe um acontecimento central — a passagem de
dois cometas pelo planeta Terra no ano de 1910, trés per-
sonagens cujos capitulos se vao alternando e cinco partes
que correspondem as dindmicas internas das persona-
gens — Exérdio, Confronto, Acerto, Assombro e Fecho.

No segundo livro, Debaixo de Algum Céu, defini um
espago fisico — um prédio com sete apartamentos, e um
intervalo temporal de oito dias, entre o Natal e o Ano
Novo, e cada dia é um capitulo.

Em Se Eu Fosse Chio, o meu terceiro livro, que aca-
ba de ser publicado, a agdo passa-se inteiramente num
hotel, cada conto é um quarto e cada piso do hotel cor-
responde a um ano diferente (1928, 1956 e 2015). O livro
é o hotel e as personagens sdo os seus héspedes e em-
pregados.

Cada autor tem as suas estratégias e ndo hd receitas
que se possam emprestar com garantias de sucesso. Ha
quem comece sem qualquer estrutura pensada e faga
livros maravilhosos, hd quem tenha uma estrutura tédo
rigida que a histéria e as personagens acabam por ficar
manietadas, sem qualquer espago de manobra ou de
crescimento.

Por enquanto vou aplicando o que aprendi enquan-
to cientista, mas, como qualquer cientista, também es-
tou preparado para adaptar o método se os resultados
comecarem a falhar.

MATEMATICA E LITERATURA + Contra a Angistia da Pagina em Branco

NuNo CAMARNEIRO
Universidade
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Publicado originalmente no jornal Publico,em 01/06/2015. Imagem gentilmente cedida pelo autor.



ESCOLA DEVERAO DA SPM 2015 COM OFERTA FORMATIVA

Entre os dias 2 e 5 de setembro, a Universidade de Aveiro abrird as suas
portas a professores de matemdtica dos ensinos bdsico e secunddrio, inves-
tigadores, estudantes e a todos aqueles que se interessam pela matemaética e
suas aplicacdes, para participarem na Escola de Verdo da Sociedade Portu-
guesa de Matemadtica (EVSPM). As conferéncias da edigdo de 2015 da EVS-
PM serdo de ambito geral, promovendo a divulgacdo do conhecimento ma-
tematico, inscrevendo-se algumas delas na temdtica do Ano Internacional
da Luz: “100 anos de espaco-tempo curvo” (Carlos Herdeiro, Universidade
de Aveiro), “Anamorfose e cor na geometria e na arte” (Anténio Aratjo,
Universidade Aberta), “A matemaética e a fisica da luz” (Carlos Fiolhais,
Universidade de Coimbra), “Malabarismo, matemdtica e a utilidade das
coisas intteis” (Anténio Machiavelo, Universidade de Porto), “Geometria
e 6tica no trabalho de Francisco de Melo (ca. 1490-1536)” (Henrique Leitdo,
Universidade de Lisboa), “Notas sobre a geometria bdsica que se apren-
de quando se ensina” (Arsélio Martins), “Portugal tem talento matemati-
co? Um olhar sobre 35 anos de Olimpiadas...” (Joana Teles, Universidade
de Coimbra) e “As poténcias de expoente racional no novo programa de
matemadtica” (Filipe Oliveira, Universidade Nova de Lisboa). Ao longo da
EVSPM, sera ainda ministrado um curso de formagdo para professores dos
ensinos bdsico e secunddrio, creditado pelo Centro de Formagdo da SPM
(ver caixa). As inscrigdes para a EVSPM podem ser efetuadas em http://spm-
-ev2015.weebly.com/inscriccedilatildeo.html.

.....

O curso de formagdo destinado a
professores dos ensinos bdsico e
secundario terd a duracdo de 15

horas, conferindo aos formandos
0,6 créditos, mediante as seguin-
tes opcOes: “Numeros racionais
no 1.° ciclo”, para professores
dos grupos 110 e 230 do ensino
basico; “Tales, Pitdgoras e Eucli-
des”, para professores de mate-
matica dos 2.° e 3.° ciclos do en-
sino bdsico; e ainda “Primitivas
e integrais no novo programa do
secunddrio de matemadtica A” e
“Programa e metas curriculares
de matemdtica A”, ambos para
professores de matemaética do 3.°
ciclo dos ensinos bdsico e secun-
dério. Além da frequéncia de um
destes minicursos (6 horas), os
formandos terdo de assistir obri-
gatoriamente as seis conferén-
cias (com duracdo de 1h30 cada)
que decorrerdo nos dias 3, 4 e 5
de setembro.
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PORTUGAL NAS OLIMPIADAS
INTERNACIONAIS E CPLP

Portugal tem motivos para comemorar
os resultados obtidos nas Olimpiadas In-
ternacionais de Matemadtica (OIM): foram
trés as medalhas de bronze conquistadas
pelos portugueses Nuno Santos, Henri-
que Aguiar e Francisco Andrade, além
de uma mengéo honrosa obtida por Hen-
rique Santos. Participaram também nas
OIMV, que se realizaram em Chiang Mai,
na Tailandia, entre 4 e 16 de julho, Bruno
Carvalho e Henrique Navas. Entretanto,
seguirdo para Cabo Verde, onde decor-
rerdo as Olimpiadas de Matemdtica da
CPLP, entre 19 e 25 de julho, David Tei-
xeira, Duarte Nascimento, Maria Matilde
Silva e Pedro Fernandes. A participagdo
de Portugal nas competi¢des internacio-
nais é organizada pela SPM, e a prepara-
¢do dos alunos é assegurada pelo Projeto
Delfos, do Departamento de Matemati-
ca da UC. As Olimpiadas sdo apoiadas
pelo Ministério da Educagdo e Ciéncia,
pela Ciéncia Viva, pelo Novo Banco, pela
Fundagdo Calouste Gulbenkian e pela
Pathena.

GAZETA DE MATEMATICA -

INSCRICOES ABERTAS PARA CIEMELP 2015

Estdo abertas as inscri¢des para a primeira Conferéncia Inter-
nacional do Espago Matemético em Lingua Portuguesa, que
decorrerd em Coimbra, entre 28 e 31 de outubro. O CiEMeLP
2015 — As Multiplas Formas de Fazer e Comunicar a Cultura
Matematica em Lingua Portuguesa — terd lugar no Departa-
mento de Matemdtica da Universidade de Coimbra (UC) e no
Museu da Ciéncia da UC. Esta conferéncia, que promove um
intercAmbio na drea da matemadtica dos paises lus6fonos, tem
ja confirmados como conferencistas plendrios: Eduardo Colli
(Universidade de Sdo Paulo, Brasil), Irene M. Cazorla (Uni-
versidade Estadual de Santa Cruz, Brasil), Marcos Cherinda
(Universidade Pedagégica, Maputo, Mogcambique), José Fran-
cisco Rodrigues (Universidade de Lisboa, Portugal), Henri-
que Leitdo (Universidade de Lisboa, Portugal) e Jodo Pedro
Ponte (Universidade de Lisboa, Portugal). Na sessdo especial
dedicada a obra de Paulus Gerdes (1953-2014), o conferen-
cista principal serd Ubiratan D’ Ambrosio (professor emérito
da Universidade Estadual de Campinas, Brasil), e a sessdo
dedicada a José Sebastido e Silva (1914-1972) serd dirigida
por Anabela Teixeira (Ludus, Portugal). Até dia 31 de julho,
podem ser submetidos trabalhos sob a forma de pésteres ou
integrados nos seguintes grupos de discussdo: “Matematica,
cultura e sociedade”; “Relagbes entre a atividade matemdti-
ca na escola, na universidade e em outras praticas sociais”;
“A comunicagdo matemdtica na escola e fora dela”; “For-
magdo de professores que ensinam matemdtica na educagao
bésica e secunddria” e “Usos de tecnologias no ensino e na
comunicagdo da matemdtica”. Mais detalhes sobre a submis-
sdo de trabalhos podem ser consultados na pagina oficial do
encontro, em http://www.mat.uc.pt/~emelp. Neste enderego po-
dem ser efetuadas também as inscri¢des, com valor reduzido
até dia 5 de setembro.



PROBLEMAS SINGULARES -
WORKSHOP EM LAGOS

O 5.° Workshop Internacional sobre Andlise a Aproximagdo Numé-
rica de Problemas Singulares (IWANASP, sigla em inglés) tem data
marcada para os dias 22, 23 e 24 de outubro, em Lagos. A cidade
algarvia serd o ponto de encontro para matematicos que lidam com
problemas singulares (equagdes cujas solugdes tém comportamen-
to irregular) em diferentes dominios, como a biomedicina, a enge-
nharia, as finangas, os seguros, entre outros. Os tépicos a discutir
incluem a modelagdo matemética de fenémenos fisicos envolven-
do singularidades; a solu¢do numérica de problemas de valores de
fronteira singulares para equagdes diferenciais; a integragdo numé-
rica de fungdes singulares e os métodos computacionais para equa-
¢Oes integrais com nticleos singulares. O 1. IWANASP teve lugar no
Instituto Superior Técnico, em Lisboa, em 2004, e a edicdo anterior
(2011) foi organizada pela Universidade de Chester, no Reino Uni-
do. As inscrigdes para o 5. IWANASP estdo abertas em http://www.
math.tecnico.ulisboa.pt/~tdiogo/IWANASPO15/index.html. O valor da
inscricdo sofrerd um agravamento a partir de 1 de agosto.

LUIS NUNES VICENTE RECEBE PREMIO LAGRANGE

Luis Nunes Vicente, professor catedratico no Departamento de
Matematica da Universidade de Coimbra (UC), foi galardoado
com o Prémio Lagrange, pela sintese inovadora de técnicas ma-
temadticas relacionadas com algoritmos que tem desenvolvido. O
prémio, uma iniciativa conjunta da SIAM (Sociedade de Matemé-
tica Aplicada e Industrial) e da MOS (Sociedade de Otimizagdo
Matematica), foi atribuido pelo livro Introduction to Derivative-Free
Optimization, publicado em 2009 por Nunes Vicente e dois coauto-
res, Andrew R. Conn (IBM Research) e Katya Scheinberg (Univer-
sidade de Lehigh). Segundo comunicado da UC, Nunes Vicente,
Conn e Scheinberg tém procurado, no 4mbito da Otimizagdo Sem
Derivadas, “desenvolver e analisar algoritmos inovadores para a
solucdo de problemas de otimizagdo onde é escassa, ou de ordem
baixa, a informacdo disponivel sobre as funcdes envolvidas. Este

FEIRA DA MATEMATICA
REGRESSA AO MUSEU

A Feira da Matemética estd de volta ao Mu-
seu Nacional de Histéria Natural e da Cién-
cia da Universidade de Lisboa (MUHNACQC),
que nos dias 23 e 24 de outubro acolherd a
segunda edicdo desta iniciativa. Exposigdes,
workshops, jogos e desafios, demonstragdes,
apresentac6es do Circo Matematico e palestras
sdo algumas das atividades em que os visitan-
tes poderdo participar ao longo de dois dias;
o primeiro serd dedicado as escolas, sendo o
segundo, sdbado, aberto ao ptblico em geral.
A Feira da Matemadtica é uma iniciativa con-
junta do MUHNAC, da SPM, da Associagio
de Professores de Matematica, da Ludus, e da
Matematica do Planeta Terra, que tem como
principal objetivo a divulgagdo das ciéncias
matemadticas junto da sociedade.

Foto: Universidade de Coimbra

tipo de problemas surge frequentemente aquando do desenvolvimento de protétipos em engenharia e cién-

cias aplicadas, onde as funcdes a otimizar resultam de simulagdes

computacionais. A monografia premiada é

uma sintese inovadora das técnicas matematicas subjacentes a andlise destes algoritmos”. O Prémio Lagrange

2015 foi entregue na cerimoénia de abertura do XXII Simpésio Internacional de Programacdo Matematica,

em Pittsburgh, EUA, perante mil e quinhentos congressistas. Este galarddo é atribuido de trés em trés anos,

desde 2003, a “trabalhos fora de série na drea da Otimizagdo Continua, que se distingam pela sua qualidade

matematica e originalidade”.
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LITERACIA FINANCEIRA
PARA JOVENS EM DEBATE

Capacitar os mais jovens para a gestdo das suas finan-
¢as de um modo sustentdvel. Foi este o mote para a
conferéncia “Literacia Financeira e Inclusdo Social de
Jovens — Os ntimeros também se leem”, moderada por
Anténio Peres Metelo, e que reuniu no passado dia 2
de julho, em Lisboa, representantes da Sociedade Por-
tuguesa de Matemdtica (SPM), da Epis - Empresdrios
pela Inclusdo Social, do Instituto do Emprego e Forma-
¢do Profissional e do Novo Banco, promotor do even-
to. A conferéncia centrou-se na partilha de visdes e de
experiéncias dos organismos envolvidos nesta iniciati-
va, consoante os seus dmbitos de atuacdo, bem como
de jovens abrangidos por programas de inclusédo social
através do ensino. O campo da matemadtica foi aborda-
do por Fernando Pestana da Costa, presidente da SPM,
que referiu estudos recentes que apontam para o refor-
¢o desta disciplina nas escolas como uma das chaves
mais importantes para a promogédo da literacia finan-
ceira entre as criangas e jovens. Na sua intervencao, o
presidente da SPM identificou ainda as Olimpiadas de
Matemadtica como um exemplo paradigmatico de como
é possivel atrair os mais jovens para esta disciplina, es-
timulando o seu interesse pelo raciocinio matemaético,
e de como estas promovem a insergdo social de jovens,
integrando-os em ambientes intelectualmente desafian-
tes, através do apoio que a SPM providencia aos mais
talentosos, independentemente das suas condi¢des so-

cioeconémicas e do seu local de residéncia

DNFEREMNCIA

GAZETA DE MATEMATICA -

EUROPEAN MATHEMATICAL
SOCIETY COMEMORA 25 ANOS

O Instituto Henri Poincaré, em Paris, foi o local
escolhido para a celebragdo dos 25 anos da Eu-
ropean Mathematical Society, criada em 1990,
em Mandralin, na Polénia. Para assinalar este
aniversario serd organizado, no dia 22 de ou-
tubro, um evento denominado “Challenges for
the next 25 years”, com palestras dedicadas a
diferentes tépicos matemadticos, e uma mesa re-
donda para a discussdo de desafios especificos
para as ciéncias matematicas.

ESTUDO SOBREA PRODUGAO CIENTIFICA
NO ENSINO SUPERIOR

A Direcao-Geral de Estatisticas da Educagéo e Ciéncia
apresentou os resultados de um estudo bibliométrico
sobre a produgdo cientifica dos docentes de Institui-
¢bes de Ensino Superior (IES) portuguesas, nas dre-
as da matemadtica e da fisica. Estes docentes partici-
param, simultaneamente, enquanto investigadores,
na avaliacdo de unidades de investigacdo cientifica
da FCT de 2013/2014. O estudo bibliométrico agora
apresentado mostra os resultados de cada instituicao
de ensino superior de acordo com vdrios indicadores,
como o impacto agregado da institui¢do na drea cien-
tifica; o impacto médio por docente ou por publica-
¢do; o numero total de publicacdes e a percentagem de
publicagdes realizadas em colaboragdo internacional;
a homogeneidade/heterogeneidade do grupo de do-
centes de cada IES em termos de impacto; e a percen-
tagem dos docentes doutorados da institui¢do, a tem-
po inteiro, que se apresentaram a avaliagdo FCT, entre
outros. Este estudo pode ser consultado em http://
www.dgeec.mec.pt/np4/521.html.



O ADEUS A UMA “MENTE BRILHANTE”

John Nash morreu no dia 23 de maio, aos 86 anos de idade.
Prémio Nobel da Economia em 1994, Nash havia sido recente-
mente distinguido com o Prémio Abel, um dos galardées mais
importantes da matematica, pelos seus importantes contribu-
tos no campo da teoria das equagdes diferenciais parciais néo-
-lineares. John F. Nash Jr. nasceu em 1928 nos Estados Unidos,
e doutorou-se em 1950 pela Universidade de Princeton, onde
fez carreira, a par com o MIT. Embora os resultados obtidos
por John Nash, em 1950, no campo das equagdes diferenciais
parciais e da geometria diferencial sejam considerados pelos
seus pares o seu trabalho mais profundo, é pela investigagéo
desenvolvida no ambito da teoria dos jogos que Nash é mais
conhecido, e que, em tiltima andlise, lhe valeu o Prémio Nobel
da Economia em 1994. A vida de John Nash foi retratada no
cinema, em 2001, no filme “Uma Mente Brilhante”. Nash fa-
leceu na sequéncia de um acidente de viagdo em Nova Jérsia,
Estados Unidos.

PREMIO ABEL NO 7.° CONGRESSO
EUROPEU DE MATEMATICA

Pela primeira vez na histéria do Congresso Europeu de
Matemadtica (ECM), um vencedor do Prémio Abel apre-
sentard uma palestra perante as centenas de participan-
tes deste encontro, que, na sua sétima edigdo, decorrerd
em Berlim, de 18 a 22 de julho de 2016. Yakov G. Sinai
(Princeton University, EUA, e Landau Institute for The-
oretical Physics, Russian Academy of Sciences, Russia),
considerado pela Academia Norueguesa de Ciéncias
e Letras um dos mais influentes matemadticos do século
XX, foi galardoado com o Prémio Abel em 2014 e marca-
rd agora presenca no 7. ECM. Além da Abel Lecture, o
congresso apresentard também a Hirzebruch Lecture, em
honra do primeiro presidente da European Mathematical
Society, uma palestra aberta ao ptiblico e ainda uma pales-
tra dirigida aos estudantes do ensino secunddrio, a Next
Generation Outreach Lecture. Os nomes dos oradores
convidados e das sessdes plendrias jd foram divulgados
e podem ser consultados na pagina oficial do congresso,
em http:/fwww.7ecm.de. O 7.° ECM terd lugar na Technische
Universitdt Berlin, onde, durante quatro dias, se reunirdo
matemadticos de toda a Europa para discutir os principais
desenvolvimentos na drea da matemadtica. Este encontro é
uma iniciativa da European Mathematical Society e reali-
za-se de quatro em quatro anos.

Technische Universitédt Berlin

Yakov G. Sinai, Prémio Abel em 2014

NOTICIAS

53



54

ENCONTRO INTERNACIONAL NO PORTO JUNTOU MAIS DE MIL MATEMATICOS

Foram mais de mil os matemdticos que, entre 10 e 13 de
junho, se reuniram na Universidade do Porto para quatro
dias de intenso debate sobre os desenvolvimentos da in-
vestigacdo em matemadtica, no primeiro encontro organi-
zado em conjunto pelas sociedades americana, europeia e
portuguesa de matemdtica. No dia 10 de junho realizou-
-se, no Semindrio de Vilar, a cerimdnia de abertura do
encontro, encabecada por Georgia Benkart, representante
da American Mathematical Society (AMS), por Pavel Ex-
ner, presidente da European Matematical Society (EMS),
por Fernando Pestana da Costa, presidente da Sociedade
Portuguesa de Matemdtica (SPM), por José Manuel Fer-
reira, vice-reitor da Universidade do Porto, e por Nuno
Crato, ministro da Educagéo e Ciéncia. O Dia de Portugal
ficou também marcado pela palestra de Marcus du Sau-
toy (University of Oxford, Reino Unido), conhecido pelo
seu importante trabalho na populariza¢do da matem4ti-
ca, tendo recebido em 2009 o Prémio Michael Faraday da
Royal Society of London pela exceléncia na comunicagido
de ciéncia no Reino Unido. A vibrante apresentacdo de
“The Secret Mathematicians” decorreu na Casa da Musi-

ca e foi acompanhada de excertos musicais interpretados

pela Orquestra Classica da Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto. Investigadores com trabalho reco-
nhecido a escala global compuseram o painel de oradores
convidados deste encontro, nomeadamente os portugue-
ses Rui Loja Fernandes (University of Illinois, EUA), Irene
Fonseca (Carnegie Mellon University, EUA), presidente
da maior sociedade internacional de matematica aplica-
da e industrial (SIAM, sigla em inglés) e André Neves
(Imperial College London, Reino Unido), distinguido em
2011 pelo Conselho Europeu de Investigagdo com uma
Starting Grant. Marcelo Viana (Instituto de Matemadtica
Pura e Aplicada, Brasil), presidente da Sociedade Brasi-
leira de Matemdtica, Sylvia Serfaty (Université Pierre et
Marie Curie Paris 6, Franca), EMS Distinguished Speaker,
Annette Huber (Albert-Ludwigs-Universitit, Alemanha),
Mikhail Khovanov (Columbia University, EUA) e Gigliola
Staffilani (MIT, EUA) completam a lista de conferencistas
convidados do AMS-EMS-SPM International Meeting. To-
dos os anos, a AMS realiza com uma sociedade anfitria de
outro pafs um encontro conjunto que retine matematicos
de ambas as comunidades cientificas. Em 2015, a parceria
estendeu-se as congéneres portuguesa e europeia.

GAZETA DE MATEMATICA -
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TERMINE O VERAO NUMA ESCOLA CHEIA DE LUZ

De 2 a 5 de setembro, ird realizar-se a Escola de Verao da SPM, com um
programa composto por um Curso de Formacdo de Professores dos en-
sinos bésico e secunddrio, oito conferéncias plendrias e varios minicursos,
que evidenciam a importancia da matemdtica na fisica, nas neurociéncias,
na dermatologia e na oftalmologia, entre outras areas. Haverd também uma
oficina onde os participantes poderdo explorar técnicas para criar holo-
gramas 3D, desenhados a mao ou por gravagao laser. Acham que devem

perder esta oportunidade de participar?

Os fenémenos da Natureza tendem a ser 6timos, num
sentido preciso, como minimizar a energia total do sis-
tema, seguir o caminho mais curto, ou maximizar a entropia.
Um raio de luz ndo é diferente... Saberd o leitor o que a luz
minimiza? Curiosamente, a luz ndo segue o caminho mais
curto, mas o que leva menos tempo a percorrer (principio
de Fermat). Dois requisitos aparentemente iguais, pois, em
geral, a reta é o caminho mais curto e o mais rapido entre
dois pontos, mas tal é falso em certas condigdes. E o caso
quando a luz atravessa duas substancias diferentes, e.g., ar
e dgua. Nesta situagdo, temos a conhecida lei de Snell, que
afirma que, quando os senos dos angulos entre os raios e o
vetor normal a superficie de interface sdo proporcionais as
velocidades de propagacdo, a luz viaja no menor tempo pos-
sivel, e tal genericamente ndo é uma reta. Além das diversas
aplicacdes relevantes deste principio, e.g., nas comunicagoes
em fibra ética, que utiliza na sua internet em casa, também
nos permite fazer aquelas fotos engracadas em que a cabe-
ca fora de dgua parece estar separada do corpo deformado
dentro de 4gua. Um fenémeno semelhante, onde o caminho
mais rdpido ndo € a reta, acontece quando a for¢a gravitica
estd envolvida, nomeadamente, no conhecido problema da
Braquist6crona, cuja solugdo é a curva denominada cicléide.
Este problema consiste em encontrar a trajetéria de uma par-

ticula que, sujeita a um campo gravitico constante, sem atrito
e com velocidade inicial nula, se desloca entre dois pontos no
menor tempo possivel.

Neste ano de 2015, a luz e a forga gravitica tém um certo
destaque. A ONU [1] apoia a celebragéo de duas temadticas
que se objetivam em iniciativas globais intituladas Ano In-
ternacional da Luz e das Tecnologias Baseadas na Luz [2] e
Ano Internacional dos Solos [3]. Tais iniciativas pretendem,
de forma genérica, alertar e divulgar, entre o publico em
geral, a importancia destas temadticas na sociedade. Curio-
samente, também se celebra os 100 anos da Teoria Geral da
Relatividade, desenvolvida por Albert Einstein, em 1915, na
qual se mostra que a luz estd no centro de toda a estrutu-
ra espago-tempo, tendo profunda importancia na fisica e na
cosmologia. Atualmente, a teoria geral da relatividade é clas-
sificada como um assunto cldssico, no entanto, a sua ideia
central ndo deixa de surpreender e, de certo modo, ser dificil
de assimilar, i.e., a ideia de que o espaco e o tempo estdo (ma-
tematicamente) interligados, sdo dinadmicos e fortemente in-
fluenciados pela presenca de matéria. A sua relevancia para
a Humanidade é evidente, pois a teoria geral da relatividade
é, de forma breve, uma teoria que explica todos os fenéme-
nos gravitacionais conhecidos, e.g., a macé a cair, as drbitas
dos planetas, e galdxias em fuga. Neste tltimo século, a sua

CARTAS DA DIREGAO

55



56

validade nunca foi posta em causa pelos intimeros testes
realizados. Mais uma vez, a matemadtica é uma ferramenta
fundamental na representacio e no estudo destas teorias. A
Escola de Verdo de 2015, dinamizada pela SPM de dois em
dois anos, pretende divulgar estes e outros assuntos relacio-
nados, de uma forma agradavel, compreensivel e acessivel
a todos.

A Escola de Verdo (EV2015) [4], que se realiza de 2 a 5
de setembro, em Aveiro, tem por objetivo divulgar novos
meios de descoberta da cultura e do conhecimento matema-
tico, com especial énfase na interacdo entre a matematica e
as areas e aplicagdes ligadas a luz, assim como dar formagédo
especifica em certas dreas da matematica. A EV2015 destina-
-se a professores do 1.° ciclo do ensino bésico, a professores
de matemdtica do 2.° e 3.° ciclos dos ensinos bdsico e secun-
ddrio, a professores universitarios, estudantes e a todos os
que gostam de matematica e com ela trabalham. O evento
estd organizado em conferéncias plendrias, de ambito geral,
promovendo a divulgagdo do conhecimento matemdtico;
em mini-cursos, centrados em tematicas especificas da ma-
temadtica e sua aplicacdo a outras dreas como as neurocién-
cias, dermatologia, oftalmologia, entre outras; oficinas, por
exemplo, sobre holografia; e num Curso de Formagéo para
Professores (CFP) de 15h e 0,6 créditos, creditado pelo Con-
selho Cientifico-Pedagégico de Formagdo Continua, que se
intitula “A Matemdtica e o Ensino da Matemaética (Escola
de Verdo 2015)”, composto por um minicurso de 6h, repar-
tido entre sexta-feira e sdbado, e seis conferéncias plendrias
(6 x 1h30), que decorrem na quinta, na sexta e no sabado.
Os interessados no CFP podem escolher o seu minicurso
entre as seguintes temdticas: “Numeros racionais no 1.° ci-

VA

clo”, “Tales, Pitdgoras e Euclides”, “Primitivas e integrais
no novo programa do secunddrio de matematica A” e “Pro-
grama e metas curriculares de matematica A”. As plendrias
mais ligadas ao CFP sdo “Malabarismo, matematica e a uti-
lidade das coisas intiteis” pelo A. Machiavelo, “Notas sobre
a geometria bdsica que se aprende quando se ensina” pelo
A. Martins, “Portugal tem talento matemdtico? Um olhar
sobre 35 anos de Olimpfadas...” pela ]J. Teles, e “As potén-
cias de expoente racional no novo programa de matematica
A” pelo F. Oliveira. Além disso, com a intencdo de falar de
matemadtica e as suas rela¢des com a luz e a relatividade, no
programa da EV2015 integram plendrias como “100 anos
de espago-tempo curvo”, por C. Herdeiro, “Anamorfose
e cor na geometria e na arte”, por A. Aradjo, “Geometria
e Gtica no trabalho de Francisco de Melo (ca. 1490-1536)”,
por H. Leitao, e “A matematica e a fisica da luz”, pelo reco-
nhecido investigador Carlos Fiolhais.

Entre todos os tipos de luz possiveis, os organizadores
da EV2015 esperam que os participantes concluam o even-
to com aquele brilho especial nos olhos, que reflete, ndo s6,
ter-se discutido as teméticas de maior interesse e gravidade
no atual contexto educativo, mas também demonstra que o
evento foi proveitoso em termos cientificos e interpessoais.

SITES

[1] http:/fwww.un.org/en/sections/observances/international-
-years/index.html

[2] http:ffwww.light2015.0rg/

[3] http:ffwww.fao.org/soils-2015/

[4] http:/[spm-ev2015.weebly.com/
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