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UTOPIA E ENERGIA

ADERITO ARAUJO
Universidade
de Coimbra

Neste niimero da Gazeta de Matemadtica, especialmente dedicado a comuni-
dade escolar, propomos um conjunto de temas e desafios que visam estimu-

lar a discusséo e a partilha de ideias entre professores e alunos sobre temas
relacionados com a matematica.

As escolas portuguesas vivem tempos dificeis. Apds
anos de sucessivos apertos or¢amentais, o inicio deste
ano letivo teve particularidades que o tornaram especial-
mente complicado. O processo de avaliagdo das unidades
de investigacdo financiadas pela Fundagédo para a Ciéncia e
a Tecnologia (ainda em curso) tem sido um motivo de forte
preocupagdo nas universidades, onde muitos acreditam que
ird comprometer o percurso de afirmagdo da investigagdo
cientifica portuguesa no contexto internacional. Nas esco-
las bésicas e secunddrias, a forma cadtica como decorreu o
processo de colocacdo de professores criou perturbacdes que,
propagando-se ao longo do ano letivo, impedem a estabilida-
de necessdria para dar espago ao debate de outras questoes
relevantes, nomeadamente as de natureza mais cientifica.
Este ntimero da Gazeta foi elaborado com o objetivo de esti-
mular a discussdo matematica na comunidade escolar. Faz, por
isso, todo o sentido comegar por destacar o artigo “Coelhos e
Lotaria”, de Anténio Pereira Rosa, um colaborador de longa data
da Gazeta e membro do seu conselho editorial. O autor parte de
um problema que lhe surgiu num livro de preparagdo de exa-
mes do 12.° ano para explorar o assunto, mais geral, das lotarias.
Através de uma escrita cuidada e simples, somos conduzidos
num percurso que culmina num resultado que afirma que a res-
posta para o problema de encontrar o niimero total de maneiras
de selecionar sequéncias de ntimeros ndo consecutivos dentre
0s primeiros niimeros naturais se encontra na sucessao de Fi-
bonacci. O convite a demonstragdo deste resultado pode ser um
belissimo desafio para alunos finalistas do ensino secundario.
Mas temos outras propostas, igualmente interessantes. Um
exemplo disso ¢ o artigo de Marta Raposa e Rui Pacheco “Si-
metrias do Temperamento Igual”, que evidencia, claramente, a
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relacdo entre as transposigoes e inversdes usadas por musicos e
compositores e as correspondentes transformagdes de Mobius.
Tirando partido do facto de um dos autores ter formacao mu-
sical, a argumentagdo tem inicio num universo mais préximo
da mdsica, com a definigdo de nota musical e a discussdo de
assuntos relacionados com a afinagao, para depois evoluir, de
forma progressiva e natural, para um universo mais matema-
tico e formal. Surpreendentemente, este artigo tem pontos em
comum com o publicado na secgdo a responsabilidade da As-
sociagdo Atractor e, em certa medida, ambos ganham em ser li-
dos em conjunto. Apesar de a tematica ser distinta, recorrem os
dois ao belissimo argumento da inversdo geométrica. O leitor
menos familiarizado com esse conceito tem aqui uma excelente
oportunidade de o explorar.

Os motivos de interesse deste niimero da Gazeta de Matemd-
tica ndo se esgotam nos dois artigos que destacamos. Escolhe-
mos estes pois foram escritos por professores do ensino secun-
dério (o segundo em coautoria com um professor do ensino
superior) e foi a pensar nesses profissionais que elabordmos
esta edigdo da revista. Convidamos o leitor a percorrer as 64
paginas que constituem o 174.° ntimero da Gazeta de Matemitica
e a fazer a sua propria selecdo.

PS. - E com enorme tristeza que compartilho a noticia do faleci-
mento de Paulus Gerdes no dia 10 de novembro de 2014, véspera
do seu 62.° aniversario. O iminente professor mogambicano foi um
ativo colaborador do Conselho Editorial da Gazeta de Matematica e
a sua obra constitui uma referéncia obrigatéria para todos quantos

pretendem dedicar-se ao estudo da Etnomatematica.

Titulo de um artigo de Pedro Branco, professor do 1.° ciclo do ensino bésico
do Externato Ferndo Mendes Pinto, publicado no n.° 1149 do Jornal de Letras.



ATRACTOR

COMPARANDO DOIS
P Ro B L E MAS G EO M ETRI COS atractor@atractor.pt

Evocaremos aqui um célebre problema de geometria proposto por
Jakob Steiner e compard-lo-emos com um outro, que é usual designar
por Hexlet. Como veremos, as respostas a ambos utilizam, na demons-
tracdo, ideias e ferramentas analogas. No entanto, mesmo apds o co-
nhecimento da resposta ao primeiro e da sua justificagdo, a resposta ao
segundo é, em geral, uma surpresa.

OPorisma de Steiner tem a ver
com o seguinte: fixado um
par de circunferéncias' disjuntas no
plano, serd sempre possivel cons-
truir uma sucessdo finita de n >3
circunferéncias, todas tangentes as
duas iniciais, e tal que cada uma das
novas seja tangente a anterior e a ul- Figura 1 Figura 2 Figura 3
tima seja tangente ndo s6 a anterior

mas também a primeira®?

A primeira figura mostra uma escolha do par
inicial em que é possivel. Da segunda figura nao
concluimos nada imediatamente: comecando pela
circunferéncia azul-clara dessa figura, o anel ndo
fecha, mas a priori poderiamos imaginar que, para
uma posicao diferente da circunferéncia inicial do
anel, o novo anel jé fechasse (ver figura 3). Note-
-se que as duas circunferéncias do par inicial po-

Figura 4 Figura 5
dem ser exteriores — é o caso das figuras 4 e 5: na

primeira, as do anel também sdo exteriores, na se-

gunda uma das do anel envolve todas. Mas ha um ' Representadas com as cores castanha e verde escura nas figuras 1 a 3.

2 Neste texto, estamos a supor que sé os pontos de tangéncia estdo em mais do que uma
circunferéncia da sucessao. Em [2] existe um applet em que € possivel construir sucessdes
serem concéntricas (ver figuras 6,7, 8, 9), em que po- sem esta condicdo: elas podem fechar ao fim de mais de uma volta.

caso particular, o de as duas circunferéncias iniciais
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Figura 6 Figura 7

Figura 8 Figura 9

demos claramente concluir que, se um anel fecha (respetiva-
mente ndo fecha), qualquer outro anel fecha (respetivamente
ndo fecha). E, quando as circunferéncias sdo concéntricas, é
facil concluir que “os anéis fecharem ou ndo” depende ape-
nas da razao dos raios. Trigonometria elementar permite en-
contrar as razdes correspondentes aos anéis que fecham. A
tabela mostra valores aproximados das primeiras 25, obtidos
usando a férmula
B ) sen(Z)+1
razdo dos raios = *ﬂ(ﬁ).
n

Portanto, ja temos uma resposta ao problema, tal como foi
proposto: nem sempre hd um anel que feche e basta escolher
como contraexemplo o par de circunferéncias concéntricas
representado nas figuras 6 e 7. O que fizemos até agora su-
gere outra questdo interessante: haverd algum par de circun-
feréncias iniciais, em que o anel feche para certa escolha da
primeira circunferéncia do anel e n&o feche para outra es-
colha (da primeira circunferéncia)? Esta é uma questdo que
ndo parece facil de abordar. Notemos, porém, que, pelo que
escrevemos anteriormente, a haver um tal par de circunfe-
réncias iniciais, elas serdo necessariamente ndo concéntricas.
Seria 6timo se pudéssemos reduzir o caso geral ao caso par-

ticular das circunferéncias concéntricas, em que a resposta é

ANEIS FECHADOS

N.° de circ. Razio de raios

3 13.92820323
4 5.828427125
5 3.851839996
6 3
7 2.532843231
8 2.239828809
9 2.039606729
10 1.894427191
11 1.784478148
12 1.698396372
13 1.629211496
14 1.572416528
15 1.524970987
16 1.484750842
17 1.450228262
18 1.420276625
19 1.394047222
20 1.370888706
21 1.350292994
22 1.331857993
23 1.315261385
24 1.300241804
25 1.286585105
Tabela

conhecida. Como tentar? Convir-nos-ia uma transformagdo
geométrica que enviasse circunferéncias em circunferéncias
e conservasse a propriedade de tangéncia (portanto, envian-
do anéis de circunferéncias tangentes em anéis de circunfe-
réncias tangentes), mas ndo conservasse (necessariamente) a
propriedade “ser concéntrico”. Ora, uma tal transformagdo
existe: uma inversdo®, cujo centro ndo pertenca a nenhuma
das circunferéncias.

Assim, por exemplo, os anéis de circunferéncias concén-
tricas representados nas figuras 10-11 e 12-13 sdo enviados
por inversdes em anéis de circunferéncias ndo concéntricas
representados nas figuras correspondentes. Num caso am-

bos os anéis fecham; noutro ambos ndo fecham. Mas o que é
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inesperado é que, naqueles dois exemplos de anéis de circun-

feréncias ndo concéntricas, tal como nos das circunferéncias

concéntricas, o anel fechar ou ndo fechar ndo depende da

posicdo da primeira circunferéncia do anel. Podemos acres-

centar: aquele comportamento — “o anel fechar ou ndo” nédo

depender da primeira circunferéncia escolhida — é néo s6 o

dos pares de circunferéncias concéntricas, como o de todos

os pares de circunferéncias provindo por uma inversdo de Figura 10

um par de circunferéncias concéntricas! Entao, agora a ques-

tdo interessante é a de saber se, dado qualquer par de circun-

feréncias disjuntas, ele poderd ser obtido por uma inversao

de um par de circunferéncias concéntricas. Se a resposta for

afirmativa, teremos concluido que o comportamento, para

qualquer par de circunferéncias disjuntas, é o mesmo que

para os pares de circunferéncias concéntricas: haverd pares

para os quais nenhum anel fecha (é a situagdo genérica) e pa-

res excecionais’ para os quais todos os anéis fecham®! Neste

ponto, sugerimos aos leitores com alguma experiéncia em

trabalhar com inversées que tentem diretamente provar que Figura 1

qualquer par de circunferéncias disjuntas provém de um par

de circunferéncias concéntricas, o que é o mesmo que provar

que dado qualquer par de circunferéncias disjuntas, hd uma

inversdo que o transforma num par de circunferéncias con-

céntricas. Quem ndo quiser seguir a sugestdo poderd encon-

trar no que se segue uma prova (ilustrada na figura 14) ndo

construtiva® da existéncia de uma tal inversdo. Note que hd

uma grande variedade de inversdes que produzem o resulta-

do desejado. Imporemos algumas condi¢des suplementares

que restringem as inversdes a considerar. Figura 12
Se A e B sdo os centros das duas circunferéncias a e b, va-

mos escolher uma inversao cujo centro esteja na reta AB. Po-

deremos ainda conseguir que envie b sobre si prépria: basta-

3 Recorde-se que, no plano, uma inversao relativamente a uma circunferéncia
de centro C e raio r envia qualquer ponto P diferente de C num ponto P’ tal
que OP' = kOF, onde k = 1/r’. Analogamente no espaco relativamente a uma
superficie esférica de centro C e raio r.

4 Cada um destes pares tem uma vizinhanca na qual para nenhum outro par

o anel fecha.

SE a um problema com um desfecho deste tipo que é costume chamar “po-

risma”’. Figura 13
¢ Uma demonstracio construtiva, acompanhada por um applet de Geogebra,

com a respetiva construcdo, pode ser encontrada em [1].
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Figura 14

rd que a circunferéncia de inversao c; corte b ortogonalmente.
E, para tal, se I designa o ponto que queremos para centro da
inversdo, hd simplesmente que construir a semicircunferén-
cia s de didmetro IB: a circunferéncia c; de centro I, passando
pelo ponto P de intersec¢do de s com b, corta b ortogonalmente
em P. Quando I se desloca na reta, a inversa a’ de a, represen-
tada a ponteado na figura, desloca-se e o seu centro C, tam-
bém. Vejamos o que sucede quando I percorre o segmento
AA; (aberto a direita). Se I = A, C, ( =A) estd francamente a
esquerda de B; e, quando I tende para Ay, o centro C, tende
para infinito a direita de B. Como a fungdo é definida e con-
tinua naquele intervalo, hd nele uma posi¢do de I para a qual
ainversa a’ de a tem centro C, = B, isto é, essa inversdo envia
as duas circunferéncias dadas em duas circunferéncias a” e
b’ (=b) concéntricas (com centro B). O raciocinio funciona de
modo semelhante no caso de b ser interior a a.

Resolvido o porisma de Steiner, envolvendo certos anéis
de circunferéncias tangentes no plano, é natural pensar se
ndo haverd problemas de indole semelhante, envolvendo
anéis de superficies esféricas no espago euclidiano tridimen-
sional. E neste contexto que surge o Hexlet, que, sem ser a
simples transposicdo do problema anterior no plano, com
ele apresenta algumas semelhangas. Consideremos fixadas
a partida trés superficies esféricas tangentes entre si, duas
a duas, em trés pontos distintos. Se acrescentarmos aquelas
trés uma outra superficie esférica tangente a todas elas, ha-
verd em geral’, “de cada lado” desta superficie acrescentada,
uma unica superficie esférica, que lhe seja tangente, bem
como as outras trés fixadas inicialmente. A escolha da pri-

meira vai, pois, em geral, determinar um anel de superficies

esféricas, em que cada uma é tangente a anterior e em que
todas sdo tangentes as trés fixadas a partida. Esse anel dir-se-
-4 fechado ou aberto conforme a tltima seja ou ndo tangente
a primeira. Nas figuras 15, 16 e 17 estdo representados, res-
petivamente, um terno de superficies esféricas — a vermelha
contendo as outras duas, azul e verde —, as mesmas com um
anel (fechado) de seis, e somente o mesmo anel. Nas figuras
18 e 19 estdo representados, respetivamente, um terno de su-
perficies esféricas, agora exteriores duas a duas, e as mesmas
com um anel com a superficie esférica amarela® envolvendo
todas as outras.

Os problemas andlogos aos da situacdo anterior, que ana-

lisdmos no plano, formulam-se agora do seguinte modo:

1. Sera que ha anéis que fecham e outros que ndo fecham?

2. “Fechar oundo” depende das posi¢des e dos tamanhos das
superficies esféricas iniciais, mas ndo da posi¢ao da primeira
do anel?

3. O ndmero de superficies esféricas de um anel que feche va-
ria com os raios e as posigdes das trés iniciais, mas ndo com a

posicdo da primeira do anel?

4. “Nao fechar” é a situagdo genérica e “fechar” a excecional?

Surpreendentemente, as respostas a todas estas perguntas
sdo negativas! Sugere-se que o leitor ndo avance sem primeiro
refletir sobre o que é que esta informagdo permite concluir...

Tal como fizemos no caso plano, tentemos ver se, usando
inversdo no espago, é possivel reduzir este problema geral a
um caso em que as conclusdes sejam simples de tirar. Proce-
der assim é aqui mais imediato do que no problema prece-

dente. Basta verificar que, tomando como centro de inversao
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Figuras 15 - 17 »

o ponto de tangéncia de duas das trés superficies esféricas
fixadas inicialmente, essas duas sdo transformadas em dois
planos paralelos e a terceira é transformada numa superficie
esférica S tangente aos dois planos. Deixa-se ao leitor a tarefa
de refletir sobre quais serdo os anéis de superficies esféricas
tangentes a S e a esses dois planos (ver figura 20 e recorrer ao
applet de [3]). Ap6s o que, por certo, o nome Hexlet para este
problema geométrico lhe parecerd natural. Na figura 21, estd
representado o mesmo anel de superficies esféricas da figura
19 (correspondente ao terno da figura 18), mas observado de
outro ponto de vista.

Para estes dois belos problemas, encontrard em [1] aplica-
¢des interativas (Java, Mathematica—CDF e Geogebra) com
as quais poderd manipular situagdes e desenvolver alguma

intuicdo geométrica.

REFERENCIAS

[1] http:/fwww.atractor.pt/mat/SteinerHexlet

[2] http:/fwww.atractor.pt/mat/SteinerHexlet/apSteiner.html
[3] http:/fwww.atractor.pt/mat/SteinerHexlet/apHexlet.html

"Na verdade, hd situacdes-limite em que a superficie esférica "degenera" num
plano.

8Note que nas figuras 15, 16, 19 e 21 hd uma superficie esférica colorida semi-
transparente envolvendo as outras, pelo que as cores destas sao um pouco
alteradas na figura.

Figura 18 Figura 19

Figura 20

Figura 21

ATRACTOR ¢« Comparando Dois Problemas Geométricos
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RECREIO

JorGe NuNo Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

RACIO(CI)NAR

O esqueleto matemadtico de um jogo pode estar escondido sob a roupagem
temdtica com que este se apresenta. Hoje propomos um desses casos.
A teoria que permite analisar o Racio(ci)nar baseia-se no trabalho de Charles
Bouton de 1902, mas as variantes propostas necessitam de desenvolvimentos
posteriores, devidos a E.H. Moore (1910), entre outros.

lemos a seguinte situagdo de racionamento de agticar, arroz,
Tcarvéo e bacalhau. Cada uma de duas familias dispde de se-
nhas de racionamento correspondentes a 15 kg de bacalhau, 20
kg de acticar, 25 kg de arroz e 30 kg de carvao. Estas quantidades
correspondem também a totalidade de bens a distribuir pelos
Fulanos e pelos Cicranos.

No inicio, cada familia lanca um dado normal para determi-
nar a quantidade de cada produto que lhe cabe a partida. Tudo o
resto é colocado na zona de compra/venda.

De seguida, alternada-
mente, os Fulanos os Cicra-
nos efetuam uma transagdo
na zona apropriada, da quan-
tidade que acharem melhor,
mas somente de um produto. Por
exemplo, os Cicranos, na sua
vez, podem decidir comprar
todos os sacos de carvao dis-
poniveis, ou vender alguns
dos seus sacos de arroz (des-
de que a zona disponha de

Figura 1: Cada senha de senhas de arroz em quantida-

racionamento corresponde
a um tipo de produto.

de suficiente). Podem adqui-

rir ou vender as quantidades

que quiserem, mas ndo
podem passar, alguma
mercadoria tem de ser
transacionada entre a
familia a que toca jogar
e a zona de compra/
venda.

Neste jogo ganha a Figura 2: Os Fulanos e os Cicranos
determinam as quantidades iniciais

de cada um dos quatro recursos
pelo lancamento de um dado.

familia que ficar na pos-
se de todos os bens.

Vejamos um exem-
plo. Ap6s os langamentos dos dados, os Fulanos tém 2 kg de ba-
calhau, 4 kg de agticar, 2 kg de arroz e 4 kg de carvdo, enquanto
os Cicranos partem com 1 kg de bacalhau, 5 kg de agticar, 5 kg
de arroz e 6 kg de carvdo. Na zona de transagdes estdo, entdo, 12
kg de bacalhau, 13 kg de agticar, 18 kg de arroz e 20 kg de carvéao.

Suponhamos que sdo os Fulanos os primeiros a jogar. Serd
que dispdem de uma estratégia que lhes permita ganhar, isto ¢,
acambarcar todos os géneros?

E se as regras permitissem negociar, em cada jogada, dois ti-
pos de bem? Neste caso entende-se que cada familia pode tran-
sacionar quantidades arbitrarias de dois bens, sendo obrigatério
fazer, pelo menos, uma troca (de um tipo).

E se fosse possivel negociar trés?...
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CANTO DELFICO

EbuARDO MARQUES DE SA
Universidade

de Coimbra
emsa@mat.uc.pt

CUBOS E ESFERAS,
PERSPETIVA E ANAMORFOSE

A perspetiva linear levanta problemas matematicos interessantes, uns de
resolucdo fécil e outros ndo, como em tudo na vida. Neste Canto, explo-
ram-se os conceitos de pirdmide visual e ponto de observagido e propdem-se
problemas elementares inversos do da representacdo pictérica: perante um
quadro executado em perspetiva rigorosa, de que local ou locais do recinto
de exposi¢do devemos contemplé-lo?

PIRAMIDE VISUAL

A perspetiva linear é, no essencial, uma teoria matematica de-
senvolvida por artistas do Renascimento, na sua busca de mé-
todos de representagdo planar tao "fiéis" quanto possivel dos
objetos e paisagens que nos rodeiam. O documento fundador
da teoria — o tratado De Pictura de Leon Alberti, de 1435 —indica
como motivagdo bésica do pintor o desenho duma secgdo plana
da pirdmide visual determinada pelo objeto a representar e que
tem como vértice o olho' do artista. A figura 1 (do livro New
Principles of Linear Perspective, de Brook Taylor, 1811) mostra um
paralelepipedo, a respetiva piramide visual (com vértice O, o
olho do artista) e a sua secgdo pelo plano da tela montada num
cavalete; mostra também um ponto notavel, V, chamado centro
do quadro, que é a proje¢do ortogonal do olho sobre o plano da
tela. O centro do quadro é o ponto de intersecgio (dito de fuga) das
retas do plano do quadro que representam retas do real tridimensional

Figura 1: A piramide visual de Alberti. ortogonais ao plano de projegdo. Os artistas do Renascimento recu-
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peraram da geometria euclidiana cldssica teoremas como este
para utilizagdo pratica imediata na execugdo dos seus quadros.

A piramide visual é um conjunto de semirretas emergentes
de O, cada uma delas dirigida a um ponto visivel do objeto
observado e dotada de cor adequada ao ponto a que se dirige;
uma versao abstrata do feixe de luz que podemos ver sair dum

projetor de diapositivos.

PONTO DE OBSERVACAO

Quando contemplamos um quadro, o nosso olho e os pon-
tos coloridos do quadro geram uma piramide de contempla-
¢do; se o quadro estiver concebido de acordo com os princi-
pios da perspetiva linear, 0 nosso ponto de observacdo deve
ser tal que as duas pirdmides — a visual utilizada pelo artista
e a nossa de contemplagdo do quadro — sejam "iguais". Mas
os quadros duma exposi¢do ndo costumam trazer instrucdes
sobre 0 modo de observar.” Em tais casos, quem contempla e
entende do assunto pode colocar o seu ponto de observacio
em local adequado baseado em mensagens matematicas sub-
tilmente escondidas na obra observada. O pintor constréi o
quadro intersetando a pirdmide visual; o observador procura
reconstruir a pirdmide a partir dessa interse¢do. Eis um exem-
plo matemaético deste problema inverso. A figura 2 inclui dois

quadrados concéntricos, 0 mais pequeno com 1/9 da drea do

Figura 2: Interior dum cubo.

maior; ela pode representar uma infinidade de poliedros em
perspetiva linear, pirdmides quadrangulares truncadas, por
exemplo. Mas o titulo diz tratar-se dum cubo, talvez com uma
face transparente, revelando-se o interior em perspetiva atra-
vés desta face. Nao é dificil aceitar que a figura representa um
prisma quadrangular; no entanto, a distdncia normal de leitura
0 suposto prisma aparenta demasiada profundidade para ser
cubo. Aproximando o olho do centro da figura, a coisa melhora

bastante para quem néo sofre de vista cansada.

Problema 1. Qual é o ponto de observagao no qual o leitor deve

colocar o seu olho para "ver o cubo como o artista o viu"?
Existe um tnico ponto nessas condi¢des acima da folha de

papel, mas a unicidade dependeu de informagao adicional ndo

contida na forma abstrata mas dada pelo titulo da obra.

ESFERAS, CONES E PLANOS

Uma das ilustragdes mais antigas da piramide visual é de
Leonardo da Vinci, figura 3, uma miniatura rudimentar que
ele esbogou a margem dum projeto de bomba de dgua.’ Trata-
-se do espetrégrafo de Leonardo, com o qual o artista desenha,
numa janela de vidro, a projecdo plana duma esfera armilar;
o centro de projecdo é fisicamente marcado por um pequeno
orificio numa tdbua, firmemente imobilizada, através do qual
o artista espreita a esfera. No caso duma esfera, esquecidos os
anéis, o piramide visual é um cone de revolugao, pelo que a
representacdo pictdrica é uma conica, mais precisamente, uma
elipse por se supor que a esfera e o centro de projegdo estao em
lados opostos do plano da janela.

A triade envolvida — esfera, cone e plano — traz a memdria
os famosos teoremas belgas das cénicas, resultados belissimos
que Germinal Dandelin publicou em 1822, que podem ver-se
como uma alternativa elegante e sintética a teoria cldssica das
co6nicas. Apolénio de Perga ndo desdenharia ter descoberto a

manobra seguinte de

que se dd apenas o
essencial. Secciona-
-se uma superficie
cénica de revolugdo
por um plano que
ndo contenha o vérti-

ce. Aqui, e na figura

4, apenas conside-

ramos O caso que Figura 3: Janela de Leonardo.
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mais nos interessa, o da elipse. Dentre as esferas inscritas no
cone, existem duas, ditas esferas de Dandelin, que sdo tangentes
ao plano dado em pontos de tangéncia denotados por F e G.
Cada esfera de Dandelin é tangente a superficie cénica ao lon-
go duma circunferéncia (a branco) de plano perpendicular ao
eixo do cone. Um ponto P arbitrdrio da cénica determina pon-
tos A e B nas circunferéncias brancas de contacto, com A, Be P
sobre uma geratriz do cone. A distancia AB nao depende de P;
por outro lado, tem-se PF = PA e PG = PB por motivos que
facilmente se entendem. Portanto, PF + PG é uma constante d
independente de P.

A teoria da elipse pode refazer-se assim: por defini¢do, os
pontos de tangéncia F e G chamam-se focos, f = FG é a distin-
cia focal e f/d é a excentricidade da elipse. O argumento acima
mostra que esta pode construir-se "a jardineiro".

A figura 5 mostra duas imagens duma bola-oito; a primeira
tem contorno circular e a segunda foi obtida da primeira por
simples alteragdo (linear) de escala ao longo da direcdo pa-
ralela ao bordo inferior desta folha de papel. O contorno da
segunda imagem ¢, pois, uma elipse. Esquega, por agora, os
pormenores (oitos, sombras e reflexos), olhando apenas para as

imagens como discos, um circular e o outro elitico.

Problema 2. Existem pontos do espago acima da folha de papel
dos quais o seu olho vé o segundo disco como disco circular.

Qual é o lugar geométrico desses pontos?

Problema 3. Tome agora em conta os contetidos das imagens
bidimensionais, nomeadamente: oitos, sombras e reflexos.
Existe algum ponto do espaco do qual se consegue observar a
segunda imagem e ver uma imagem matematicamente seme-
lhante a primeira imagem da bola-oito?

Se o conteddo do disco circular fosse monocromatico, a
resposta a esta questdo seria positiva (problema 2). Mas, para
os contetidos da figura 5, a resposta é negativa; isto pede al-
guma reflexdo sobre o que significa ver duas imagens como
semelhantes e um argumento matemdtico que mostre serem
em geral diferentes as duas transformagoes praticadas, leve e
brevemente descritas por: contrair linearmente uma imagem
e olhd-la obliquamente. Isto sugere outro problema aparente-

mente mais complicado:

Problema 4. Para que contetidos é positiva a resposta ao pro-
blema 3?

Figura 4: Esferas de Dandelin.

Figura 5: Bola-oito, circular e "esticada".

"Seria mais preciso falarmos do centro ético dum olho.

2 Claro que hd excecdes. O mural Anamorfose Obliqua do Atractor/Mate-
matica Viva no Pavilhdo do Conhecimento, inclui "modo de usar" que pode
ver-se na pagina www2.pavconhecimento.pt/exposicoes/modulos (visitada em
9 de agosto 2014).

3Em Codex Atlanticus, uma colecio de esbocos e escritos executados entre
1478 e 1519.

4Os pormenores de execucio sdo discutidos por Leonardo na obra pdstuma
Trattato della pittura publicada em 1651.
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cado a uma altura de 1.5m, na vertical dum ponto do solo que

dista 2m do referido eixo maior.
Problema 5. Qual o comprimento do eixo menor da elipse?

Navegando pelas pdginas

www.julianbeever.net,
www.youtube.comfwatch?v=hfn8Dz\_13Ms,
www.youtube.comfwatch?v=eKakTPiLpx]

(visitadas em 10 de agosto 2014) o leitor poderd encontrar
coisas interessantes e divertidas relacionadas com a matéria

aqui tratada.

ANAMORFOSE E ARTE DE RUA

Termina este Canto com dois exemplos de anamorfoses.
O primeiro é o famoso quadro The Ambassadors, de Hans Hol-
bein, de 1533. E um dos quadros renascentistas mais discuti-
dos, ndo tanto pelo rigor da perspetiva como pelo contetido
das prateleiras — com referéncias matemdticas em quantidade
considerdvel — e pela formacdo estranha que atravessa diago-
nalmente a parte central inferior do quadro. Em visdo rasante
vé-se uma caveira humana, cuja posigéo e cujo significado tém
sido longamente tratados; o artista teve razdes que nao reve-
lou, boas noticias para a especulagdo e fantasia, em particular
por cultores das ciéncias ocultas dada a presenga conspicua do
simbolo da morte. A caveira ndo é objeto esférico, mas tem ro-
tundidade suficiente para que possa enquadrar-se na discus-
sdo sobre as anamorfoses da esfera.

O segundo exemplo é duma pintura de rua de Julian Beever,
um artista plastico que utiliza os principios da perspetiva de
modo rigoroso para dar relevo a figuras planas. O seu trabalho
Make poverty history ndo é dos mais espetaculares, mas mostra
uma utilizagdo inesperada duma elipse muito excéntrica para
dar a ilusdo duma esfera que emerge do chdo. Mostram-se aqui
duas fotos: uma tirada com a cdmara colocada no ponto de ob-
servagdo correto, a outra fotografada dum ponto 'errado’.

De acordo com informacéo de Julian Beever na sua pagina
web www.julianbeever.net, o eixo maior da elipse da tltima foto

é 13m. Admitamos que o ponto de observagado 6tima estd colo-
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DA TERCEIRA PARA A QUARTA DIMENSAO

FABio CHALUB
Universidade Nova
de Lisboa
chalub@fct.unl.pt

Ha muito tempo se conhecem os poligonos (em duas dimensdes), poliedros (em
trés dimensdes) e politopos (em quatro ou mais dimensdes) regulares: infinitos
no caso plano, cinco para 0 nosso espago usual, seis na quarta dimensdo e
apenas trés daf por diante. Mas até agora o estudo tem sido feito para cada
caso separadamente. Uma nova investigacdo mostra como podemos aumentar
as dimensdes aos poucos e construir os politopos quadridimensionais a partir

dos cinco sélidos platénicos.

Vamos desenhar um poligono. Mas ndo um poligono
qualquer, e sim um poligono regular, aquele cujos
lados e vértices sdo todos iguais (neste texto, vamos falar
apenas do caso convexo). E facil ver que existem poligonos
regulares qualquer que seja o niumero de lados da encomen-
da (a partir de 3).

Desenhe um circulo centrado na origem e marque um
ponto qualquer sobre este. Divida o dngulo de uma volta
completa (271 radianos) pelo nimero de lados 1, e em dngulos
igualmente espagados marque um ponto. O ponto n+1 sera
novamente o ponto inicial. Ligue cada ponto aos seus dois vi-
zinhos imediatos por seguimentos de retas e, voila, o poligo-
no estd feito, com os seus 1 lados e vértices, todos idénticos.

Agora pegue na folha de papel e rode ligeiramente. Quan-
do tivermos mudado a sua orientagdo pelo mesmo angulo
usado na construgao, ou seja, 27t/n, teremos uma figura em
tudo idéntica a original. Dizemos que a figura possui uma
simetria de rotagdo pelo dngulo 271/n. Evidentemente, esta
ndo é a inica simetria: muitas outras rotagdes sdo possiveis, e
mesmo reflexdes e inversdes que a preservem (ou seja, quan-
do a imagem da figura é ela prépria). Grosso modo, o conjun-
to de transformacgdes que preserva o poligono constitui um

exemplo daquilo a que os matemadticos chamam grupo: um

conjunto com uma operagao que satisfaz uma série de regras.

Pensar num quadrado como um objeto com simetria de ro-
tagdo de 90° parece mais complicado do que o necessario, mas
h4 ganhos na abstragdo — ou seja, em pensar nos exemplos
concretos como casos particulares de uma descri¢do que vai
muito para além dos mesmos. A principal vantagem é per-
mitir estudar situagdes mais complicadas, nas quais a nossa
intuigdo de pouco nos vale.

Vamos agora para as trés dimensdes: o que seria, entdo, o
equivalente dos poligonos regulares? Aqui podemos apreciar
a particularidade da existéncia de infinitos poligonos regu-
lares, pois s6 hd cinco poliedros regulares, conhecidos como
"sélidos platénicos”. Os poliedros sdo constituidos por faces
(figuras planas que os delimitam), arestas (linhas retas nas
fronteiras das faces) e vértices (pontos que marcam as extre-
midades de cada aresta). Se todos estes forem iguais entre si,
dizemos que o poliedro é regular.

Ja fica claro o que acontece: rotagdes em trés dimensodes
sdo muito mais complicadas do que em duas dimensdes e ndo
hd grupos de simetria que correspondam a sélidos com qual-
quer ntimero de vértices.

Os cinco sélidos platénicos séo o tetraedro, o cubo, o octa-

edro, o dodecaedro e o icosaedro, cada qual com 4, 6, 8, 12 e 20

/
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Figura 1. Em cima, os sdlidos platé-
nicos de 4, 6, 8, 12 e 20 lados (te-
traedro, cubo, octaedro, icosaedro
e dodecaedro, respetivamente). Em
baixo, os Unicos dados honestos
possiveis, pois a probabilidade de
cair qualquer um dos lados voltado
para cima é a mesma. (Fonte: Wiki-
media Commons).

faces, respetivamente. Veja a figura 1. Estes sdo tdo especiais
que o filésofo grego, na obra Timeu, supOs serem parte de um
principio organizador do Universo. Mesmo mais de mil anos
depois, o grande astrénomo Kepler continuava a procurar ne-
les grandes principios cosmolégicos. Veja a figura 2.

Além das simetrias de rotagao, reflexao e inversdo que com
um pouco de imaginacdo podem ser vistas para cada uma
das figuras, hd uma outra estrutura importante: a dualidade.
Explicitamente, considere o cubo, marque o ponto central de
cada face e ligue cada ponto aos pontos das faces adjacentes.
Construimos, entdo, um octaedro. Faca o mesmo com o octa-
edro, e temos um cubo. E mais dificil visualizar, mas a figu-
ra dual do icosaedro é o dodecadro e vice-versa. Isto indica
que as simetrias do cubo e do octaedro sdo as mesmas, assim
como as das figuras de 12 e 20 faces. O tetraedro é um caso a
parte, pois é autodual, ou seja, marcando os centros das suas
faces e ligando estes pontos, encontramos um novo tetraedro.

E o que é que acontece em dimensdes mais altas? Neste
caso, a visualizagdo do objeto de pouco nos vale e é realmente
necessdrio recorrer as estruturas matematicas abstratas. Para
comegar, em todas as dimensdes hd um hipercubo, uma figu-
ra obtida considerando o produto cartesiano dos intervalos
[0,1] tantas vezes quanto quisermos. A hiperface é também
um hipercubo, com uma dimens&do a menos, e desta forma
o hipercubo é um politopo regular. (Chamamos assim a gene-
ralizagdo para dimensdes arbitrdrias dos poligonos e polie-
dros.) Tomando o ponto central de cada hiperface e ligando
cada uma aos adjacentes, temos o hiperoctaedro, que portanto
também existe em todas as dimensdes. E finalmente temos

o hipersimplex, a generalizagdo do tetraedro. Este é definido

N

(em termos de coordenadas cartesianas) como o subconjunto
de R", dado pelos vetores (x1,xy,...,%,), tais que x; >0 e
Y x; < 1. Como no caso tridimensional, este é autodual.

E serd que existem outros? Vamos ter de recorrer a dlgebra
e aos seus estudos da simetria. O resultado ndo poderia ser
mais surpreendente: além do que foi descrito no pardgrafo
acima, s6 existem mais trés politopos regulares e todos em di-
mensao 4. Evidentemente, a sua visualiza¢do néo é f4cil, mas
podemos recorrer a um artificio. Quando queremos cons-
truir um cubo, desenhamos seis quadrados no papel, com

uma estrutura préxima de uma cruz, cortamos e, colando

Figura 2: A busca de harmonizagdo do mundo natural pela excecionalidade
dos sdlidos platénicos. Com uma boa dose de imaginagdo, o astrénomo
Johann Kepler encaixou as posi¢des relativas dos planetas nos poligonos re-
gulares, relacionando o raio das suas drbitas com a razdo das figuras inscritas.
(Fonte:Wikimedia Commons).
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as arestas corretas, temos a figura tridimensional desejada.
Para um tetraedro, podemos fazer algo similar, desenhando
quatro tridngulos contiguos e dobrando-os adequadamente.
O mesmo ocorre na préxima dimensao: colamos num arranjo
preciso um certo niimero de poliedros regulares e depois do-
bramos, na quarta dimensao, a figura obtida. Veja a figura 3.

Em toda esta anélise, a construgédo foi feita em cada di-
mensdo em separado, a partir do estudo dos grupos de sime-
tria de cada distinto espago. Em nenhum momento foi usado
algo que de certa forma até é 6bvio: que para corretamente
construir um politopo em dimensdo n é necessério conhe-
cer os politopos de dimensédo n — 1 (que séo as suas hiperfa-
ces) -- ou seja, hd uma forma natural de fazer esta constru-
¢do subindo a escada da dimensionalidade, um degrau de
cada vez. Foi esta abordagem que o artigo [1] optou por fazer.
Assim, estudando as rotagdes em quatro dimensdes dos s6-
lidos platénicos, o fisico e matemdtico Dechant reproduziu

toda a andlise acima usando uma estrutura matemadtica mais

simples e mais elegante. Valeu-se de trabalho de grandes ma-
temaéticos do século XIX, tais como Grassmann, Hamilton e
Clifford, e de um dos maiores geémetras do século XX, o bri-
tanico e canadiano Harold Scott MacDonald Coxeter, que ja
havia dedicado grande parte dos seus esforgos ao estudo dos
politopos. Curiosamente, uma das estruturas centrais no tra-
balho de Dechant é o spinor, um objeto cuja origem estd fun-
damentalmente nos estudos de simetrias do século XIX, mas
cujo estudo foi muito impulsionado pela mecanica quantica.
Toda a excecionalidade dos politopos regulares que nao os
hipercubos, hipersimplexos e hiperoctaedros é muito mais

naturalmente compreendida nesta abordagem.

REFERENCIAS

[1] Pierre-Philippe Dechant. "Platonic Solids Generate Their
Four-dimensional Analogues" Acta Cryst. A69, 592-602
(2013).

AFigura 3: Construcao dos seis politopos regulares a partir de poliedros regula-
res, colocados estrategicamente colados uns aos outros. Tudo o que nos falta é
dobrar a figura acima no espaco quadridimensional. O primeiro exemplo é do
hipersimplexo (com cinco hiperfaces tetraedrais) e o segundo exemplo é do
hipercubo (oito faces cubicas). As restantes tém, respetivamente, 16, 24, 120 e
600 hiperfaces. (Fonte:Wikimedia Commons).
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1. INTRODUCAO

Num conhecido livro de preparacgdo para o exame nacional
de Matemdtica A do 12.° ano de escolaridade ([14], pdgina 179,
exercicio 44), surge o seguinte problema, a que vamos cha-

mar “Problema dos coelhos™:

“Numa coelheira hd 20 coelhos sendo 5 brancos e 15 pretos.
Abre-se a porta da coelheira e deixa-se sair os coelhos um a um.
Qual a probabilidade de que saiam, pelo menos, 2 coelhos brancos

sequidos?”

O livro em causa apresenta apenas a resposta a este pro-
blema (232/323), sem dar qualquer indicagdo sobre o proces-
so seguido para a obter '. Se tentarmos resolver este problema
pelos métodos usuais no 12.° ano (célculo da probabilidade
do acontecimento contrdrio e aplica¢do da Regra de Laplace),
verificamos rapidamente que a parte dificil é a determinacéo
do ndmero de sequéncias de 20 coelhos, 5 brancos e 15 pretos,
que nio tém dois coelhos brancos seguidos.

Este tipo de problema de contagem surge com alguma fre-
quéncia na literatura; veja-se, por exemplo [10] ou [1], em que
se pergunta qual o nimero de sequéncias bindrias’, de com-
primento 1, com m zeros, em que nunca figuram dois zeros
consecutivos, ou ainda [12], pdgina 72.

Seguidamente, vamos apresentar solugdes para este pro-

blema e mostraremos também que ele estd diretamente re-

m problema de cdlculo
combinatério e probabilidades
no 12° ano leva-nos as lotarias,
aos nimeros de Fibonacci e,

claro, ao tridngulo de Pascal.

lacionado com um conhecido problema de lotarias, a saber,
qual a probabilidade de, num concurso do género do Totolo-
to com bolas numeradas de 1 a n1, safrem dois ntimeros conse-
cutivos quando se faz uma extragdo de m bolas. Esta aborda-
gem, sugerida em [2] e desenvolvida em [7] e [17], parece-nos
mais interessante e instrutiva do que a simples resolucdo do
problema dos coelhos por meio dos processos que indicamos

na préxima secgao.

2. RESOLUCOES DIRETAS DO PROBLEMA
DOS COELHOS
Apresentamos em seguida uma solugdo elementar para o
problema dos coelhos, que encontrdmos em [9]. Pensando
em termos de sequéncias de coelhos brancos (B) e pretos (P),
vamos calcular a probabilidade do acontecimento contrério,
isto é, a probabilidade de nunca surgirem dois B seguidos.
Para que ndo surjam dois B consecutivos, tem de haver, pelo
menos, um P a separd-los, como acontece, por exemplo, na
sequéncia seguinte
...BPBPPBPBP...

Mais precisamente, a seguir a cada um dos quatro primeiros
coelhos B terd de sair, obrigatoriamente, um coelho P, pelo
que os coelhos brancos apenas podem ocupar 16 posicdes
(uma motivagdo para este facto é dada mais a frente na pro-
va do Teorema 1). Por isso, estes coelhos podem ser dispos-
tos de 10 A5 maneiras distintas. Além disso, como os coelhos
pretos podem permutar entre si de 15! maneiras, concluimos
que o numero de casos favordveis a “néo sairem dois coelhos
brancos consecutivos” é A5 x 15!. Dado que os 20 coelhos
podem permutar entre si de 20! maneiras distintas, a proba-
bilidade de ndo sairem dois coelhos brancos seguidos é de
16 A5 x 15!/20! = 91/323 e a resposta ao problema inicial é
1—-91/323 =232/323.

Observe-se que se dividirmos ambos os termos da fragdo
16 A5 x 15!/20! por 15! x 5!, a probabilidade pode ser escrita
na forma '°Cs5 /2°Cs, que sugere uma férmula geral para este

tipo de questdes. O mesmo sucede com o problema de con-

No mesmo livro (pdgina 178) surge um outro problema semelhante a este,
referente a disposicao de livros numa prateleira de uma estante, apresentan-
do-se de novo apenas a solugdo | 1/13.

Sequéncias de zeros e uns.
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tagem referido na secgéo 1: se houver m zeros numa sequén-
cia bindria de comprimento 7, a consideragdo da expressdo
n=m+1C /"C,, bem como o facto bem conhecido de haver
"Cy, sucessdes bindrias deste tipo, sugere que héd exatamente
"*mHCm sequéncias sem zeros consecutivos. Vamos agora

provar a corregéo dessa expresséo.

Teorema 1: H4 ""*1C,, sucessées bindrias de comprimen-
to 11, compreendendo m zeros (e, logo, n — m uns) sem zeros
consecutivos.

Demonstragio: Comecemos por escrever os 11 — m simbolos
“1721111...1. Depois coloquemos os m simbolos “0” nos es-
pacos entre os simbolos “1”, incluindo o espago antes do pri-
meiro “1” e o espago depois do tltimo. Ha n — m + 1 espagos
e vamos escolher m deles para colocar os simbolos “0”, o que
pode ser feito exatamente de n=m+lC maneiras, concluindo-
-se assim a demonstragdo.

O

Estd assim resolvido o problema dos coelhos: a probabili-
dade de ndo sairem dois coelhos brancos seguidos é

20—5+1C5/20C5 _16 C5/20C5-

Problemas deste género foram abordados pela primeira
vez por Abraham de Moivre’, no século XVIII (veja-se [16]); no
século XIX, o matematico inglés William Allen Whitworth
mostrou que a sua solucdo pode ser obtida directamente por
meio do cdlculo dos coeficientes de certos polinémios; o leitor

interessado pode consultar [18], pagina201, proposigao LIL

3. O PROBLEMA DA LOTARIA

Consideremos uma lotaria em que, de uma urna contendo n
bolas, numeradas de 1 a 7, se extraem, sem reposicao, m bolas
(por exemplo, no nosso Totoloto, n = 49 e m = 6). Pretende-se
saber qual a probabilidade de ndo sairem nimeros consecuti-
vos (ou, mais geralmente, a probabilidade de a diferenga mi-
nima entre quaisquer dois nimeros saidos ser igual a k > 0;
a ndo existéncia de ndmeros consecutivos corresponde a
k = 2). H4 muitas maneiras de resolver este problema (a refe-
réncia [7] apresenta quatro processos distintos). Escolhemos
a segunda das solugdes de [7], que é particularmente interes-
sante. Tal como sucede com o problema dos coelhos, a parte
dificil é a determinagdo do nimero de casos favordveis ao
acontecimento “ndo sairem nimeros consecutivos”; o nime-

ro de casos possiveis é simplesmente "C,,.
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Pensando no Totoloto portugués, é imediato que o niime-
ro de chaves possiveis ¢ °Cq = 13983816; resta saber qual
o ntmero de casos favordveis ao acontecimento “sair chave
sem ndmeros consecutivos”. Consideremos uma chave orde-
nada com essa propriedade, por exemplo,

7,9,13, 25,44, 49
e tiremos respetivamente 0, 1, 2, 3, 4 e 5 a cada um dos seus
termos. Obtemos a nova sequéncia,
7,8,11, 22,40 e 44.

Os seus termos estdo certamente entre 1 e 44, jd que sub-
traimos ntimeros entre 0 e 5 a nimeros entre 1 e 49; por outro
lado, como na primeira sequéncia ndo hd nameros consecuti-
vos, na segunda os termos séo todos distintos. Se repararmos
que o processo é reversivel, isto é, que dada uma sequéncia
de seis niimeros naturais entre 1 e 44 e lhe somarmos da
maneira descrita os niumeros 0, 1, 2, 3, 4 e 5, obtemos certa-
mente uma sequéncia de seis nimeros naturais ndo conse-
cutivos e entre 1 e 49, concluimos que existe uma bijecgdo
entre o conjunto A das sequéncias (ordenadas) de seis nu-
meros naturais entre 1 e 44 e o conjunto B das sequéncias
(ordenadas) de seis ntimeros naturais ndo consecutivos en-
tre 1 e 49. Assim, Card(A) = Card(B) e como obviamente
Card(A) =* Cq4, vem que Card(B) =** Cg e a probabilidade
éde #Cq/*Cs ~ 0,5048.

Um pouco mais formalmente, vamos provar o seguinte

teorema:

Teorema 2: Sejamn > 1 em > 0 dois nimeros inteiros. Sejam
FI ={X C{1,2,..n} : Card(X) = m, e ndo hd em X nu-

meros consecutivos}
GlL={XC{1,2,.n+1—m}:Card(X) = m}.

Entdo estes dois conjuntos tém o mesmo niimero de elementos.

Demonstragdo: Basta construir uma bijecgdo entre os dois
conjuntos.

Seja {ay,...,an} € F}}; podemos desde jd supor que
a; < ajyrparacadaic {1,...,m— 1}.Pondobk =ar+1-k
vem que 1 <b; <bp <...<b, <n+1—m. Com efeito, é
o6bvioqueb; > 1e

by=an—-m+1<n—-m+1l=n+1—m;
quanto ao resto, como 4,1 — 4a; > 2, vem que
biz1—bj=a;1—a;—1>1e

portanto, b; ;1 > b;.



Podemos entdo estabelecer a bijec¢do pretendida associan-
do a cada {ay,...,a,} € E}}, (supondo os elementos de A es-
critos por ordem crescente) o conjunto B = {by,..., by}, com
by = ar +1—k do que foi dito anteriormente resulta que
B € G}, Resta-nos provar a injetividade e a sobrejetividade.
Quanto a injetividade, se dois subconjuntos de F}}, digamos
{a1,...,am} e {a],..
que ay +1—k =aj+1—k para cada k € {1,...,m} e, por-

., ay }, tivessem a mesma imagem, viria

tanto, ay = aj paratodoo k € {1,...,m}. Para verificar a so-
brejetividade, dado B = {by, ..

os elementos ay,...,a, definidos por ay = by +k—1 para

.,bm} € G, basta considerar
cada k € {1,...,m} para se concluir que

B={by,...,bu} € G}
é aimagem de {ay,...,a,} € F!} por meio da aplicagdo con-
siderada.
O

Corolario: Card (F}}) = n-mtlc,

Demonstragdo: decorre imediatamente do teorema e do
facto de G}, ter precisamente "~"*+1C,, elementos.

O

Reparemos agora que uma sequéncia bindria B pode re-

presentar uma sequéncia de nimeros naturais N se conven-

cionamos que:

a) Um “1” na n-ésima posigéo de B significa que o nimero n

faz parte da sequéncia N.

b) Um “0” na n-ésima posigdo de B significa que o ntimero

n néo faz parte da sequéncia N.

Por exemplo, a sequéncia de ntimeros naturais 1 3 4 7 cor-
responde a sequéncia bindria1011 00 1 e vice-versa. Com
esta correspondéncia, verifica-se que a uma sequéncia bina-
ria de comprimento n contendo exatamente k simbolos “17,
ndo consecutivos, estd associada uma sequéncia de k elemen-
tosde {1,2,---,n} sem ndmeros consecutivos.

Assim, a solugdo obtida para o problema da lotaria leva-
-nos a uma solugdo (algo indireta) do problema de contagem
subjacente ao problema dos coelhos, o que possibilita a solu-
¢do quase imediata deste dltimo.

O Teorema anterior fornece a base para um curioso jogo
de azar: supondo, para fixar ideias, que n =49 e m = 6, pode-
mos apostar na saida de dois ntimeros consecutivos quando

retiramos ao acaso seis bolas duma urna com 49 bolas nume-

radas de 1 a 49. Se consideramos as probabilidades anterior-
mente calculadas, verificamos que o jogo é favoravel a banca,
mas por muito pouco; se a aposta for de 1 euro, a esperanga
de lucro da banca é 0,0096 (=1 x 0,5048 — 1 x (1 —0,5048)),
ligeiramente inferior a um céntimo por cada euro apostado.
Apresentamos em seguida uma generalizagdo do Teore-

ma 2.

Teorema 3: O nimero de maneiras distintas fi(m,n) de es-

colher m niimeros em {1,2,...,n} tais que a menor das dis-

tancias entre dois quaisquer deles é igual a k > 0 é dado por
fi(m,n) =r=k=D0n=1) C, comn>m>1,k>1

(o Teorema 1 é precisamente o caso k = 2).

Demonstragdo: Nao vamos apresentd-la; o leitor interessa-
do pode consultar [5] ou [7], onde surgem vdrias demonstra-
¢des, que sdo, de um modo geral, semelhantes as do Teorema
2, embora algo mais “pesadas”.

O
Corolario: Numa lotaria em que as bolas tém os niimeros 1,
2, ..., n, e a chave tem m numeros, a probabilidade de que,
pelo menos, dois dos nimeros da chave tenham distancia

inferior a k é de

n—(k—1)(m—1)
pelmm) =1 - ———Cn

nC,,

Demonstragdo: E imediata, a partir do Teorema 3.
O
No resto desta seccdo, vamos proceder a uma andlise mais
fina das chaves da lotaria, numa direc¢do diferente do Teore-
ma 3, usando ideias que encontrdmos em [11]. Comecemos

por uma definigao:

Definig¢do 1: Consideremos r ndmeros distintos,
o € Xy =11,2,...,n},

ordenados por ordem crescente. Um grupo da sequéncia

ay,az, .
ai,ap, ..., a, é
(i) um conjunto singular formado por um desses ntimeros,
quando a distdncia a qualquer dos outros da sequéncia
for superior a 1.

ou

Abraham de Moivre (1667-1754), matemadtico inglés de origem francesa.

William Allen Whitworth (1840-1905), matemadtico e sacerdote anglicano.
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(ii) um subconjunto de dois ou mais destes ntimeros, con-
secutivos, quando a distadncia de cada um dos nimeros
do subconjunto a qualquer dos outros da sequéncia (que

ndo do subconjunto) for superior a 1.

Por exemplo, na sequéncia 2, 4, 5, 7, 21, 22, 23, temos os
grupos com um elemento {2} e {7}, o grupo com dois elemen-
tos {4, 5} e o grupo com trés elementos {21, 22, 23}.

Se chamarmos g ao nimero de grupos na sequéncia, d ao
numero de diferentes tipos de grupos (nimeros isolados, pa-
res de niimeros consecutivos, ternos de niimeros consecuti-
vos, etc.) e g;(i = 1,2,...,d) ao nimero de grupos de tipo i, é
6bvioque g1 +g2+...+ g1 =g

No exemplo anterior, g=4,d=3e

1+t =2+1+1=4=g.

O resultado que pretendemos provar é o seguinte:

Teorema 4: Seja X, = {1, 2,..., n} e consideremos as sequén-
cias de r nimeros distintos aq, a», . . ., ar extraidas de X,,. Des-
tas sequéncias, o nimero N das que tém g grupos, de d tipos

diferentes, com ¢;(i = 1,2,...,d) grupos de tipo i, é dado por

Demonstracio: E semelhante a2 do Teorema 2. O nimero
de hipc’)teses para a escolha de uma sequéncia ay,ay,...,qr
extraida de X, e com g grupos é "~"*1C,, se ignorarmos as
permutagdes dos grupos, pelo raciocinio feito na prova do re-
ferido Teorema; por outro lado, para cada configuragdo com g
WX‘X&H possibilidades, pela
férmula das permutagdes com repeticdes. Combinando os

!

grupos de d tipos, existem

dois resultados, vem que N = ; X" C,, como

querfamos.
O

Por exemplo, se X, ={1,2,...,30} e considerarmos
chaves com sete elementos, com dois grupos com um
elemento, um grupo com dois elementos e um grupo
com trés elementos, verificamos que existe um total de
st X077+ C3 = 6072 chaves; uma delas é 2, 4, 5, 7, 21,
22, 23, que vimos anteriormente.

Deixamos ao cuidado do leitor a verificagdo da tabela
1, que ilustra a situagdo para o Totoloto nacional (1 =49 e
r=6).

Repare-se que a soma dos ntimeros da tdltima coluna é

13983816 =*° C4, o nimero de chaves existentes no Totoloto

_ o gZ!gX! — =T+l Cq. portugués.
Seis nimeros isolados 1 g1="6 6 7059052
Quatro nimeros isolados e dois consecutivos 2 sg1=4 %=1 ) 5430040
Trés ndmeros isolados e trés consecutivos 2 §=3,8 =1 4 543004
Dois nimeros isolados e quatro consecutivos 2 g1=18=1 3 39732
Um ndmero isolado e cinco consecutivos 2 g1=1 =1 2 1892
Seis niimeros consecutivos 1 s1=1 1 44
Dois nameros isolados e dois pares de ntimeros consecutivos 2 §1=2, =2 4 814506
Trés pares de dois ntimeros consecutivos 1 g1=3, 8 13244
Um ndmero isolado + um par + um terno de ntimeros consecutivos 3 s —gsl,_gzl— 3 79464
Quatro ntimeros consecutivos + um par de ntimeros consecutivos 2 s1=1g=1 2 1892
Dois pares de trés niimeros consecutivos 1 g1=2 2 946
Tabela |
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4. RESOLUGOES DIRETAS DO PROBLEMA DE
CONTAGEM DOS NATURAIS NAO CONSECUTIVOS
O problema de contagem “Determinar o ntimero de maneiras
de selecionar m objetos de entre 1 objetos numerados de 1 an
e dispostos numa fila, sem que surjam objetos com ntimeros
consecutivos”, é muito antigo e pode ser resolvido de varias
maneiras’. Dentre as vdrias solu¢gdes conhecidas, escolhemos
uma que é, em nossa opinido, particularmente interessante.
Em 1943, Irving Kaplansky‘, apresentou uma resolugdo
elementar do famoso Probleme des Ménages de Edouard Lucas
(veja-se [4], [8], [12] ou [15]) baseada em dois lemas, que sdo
conhecidos neste contexto como primeiro e segundo lemas
de Kaplansky. O primeiro lema de Kaplansky é precisamente
uma resolucdo do problema de contagem que temos vindo a

estudar.

Teorema 5 (primeiro lema de Kaplansky): O nimero
f(n,m) de maneiras de escolher m objetos dentre 1 obje-
tos alinhados, sem que haja dois consecutivos, é dado por
f(n,m)=""m1C,.

Demonstragio: E 6bvio que f(n,1) =n =""111C; e que
f(n,n)=0="""*1C,,sen > 1.

Seja entdo m tal que 1 < m < n. Podemos considerar dois
tipos de sele¢des nas condi¢des do enunciado, aquelas a que
o primeiro objeto pertence e aquelas a que este ndo pertence.

Quanto as primeiras, é 6bvio que ndo podem conter o se-
gundo objeto e sdo em nimero de f(n — 2, m — 1); quanto as
segundas, sdo em ntmero de f(n —1,m). Disto decorre que

ondmero f(n,m) verifica a relagdo
fn,m)=f(n—2,m—1)+ f(n—1,m). 1)

Podemos entéo provar a relagdo f(n,m) ="""*1C, por
indugdo. Como n > m > 1, comecemos por notar que
f(3,2) =1="2+1¢,.
Por hipétese de indugéo,
f(n=1,m)="""Cpe f(n—2,m—1)="""C,_1;
substituindo em (1), vem que
F(n,m) ="M Cpy 47 Cpy_q

(por uma conhecida propriedade das combinagdes), como

_n—m+1 Cn
7

queriamos.
O
A titulo de curiosidade, enunciamos o segundo lema de

Kaplansky, cuja demonstragdo pode ser vista em [15]:

Teorema 6 (segundo lema de Kaplansky): O nimero g(n, m)
de maneiras de escolher 1 objetos dentre 1 objetos dispostos
sobre uma circunferéncia, sem que haja dois consecutivos, é
dado por g(n,m) = 2 """Cy, paran > m.

5.UMA RELAGCAO COM OS NUMEROS DE FIBONACCI
O problema das lotarias permite obter uma curiosa relagdo
entre os coeficientes binomiais e os ntimeros de Fibonacci
(ndo é de espantar que estes surjam em problemas relaciona-
dos com coelhos...). Na figura abaixo, estd representado o tri-

angulo de Pascal, bem como as suas “diagonais secundérias”.

Figura 1

Teorema 7: O ntimero total de maneiras de selecionar nu-
meros dentre os 7 primeiros niimeros naturais sem que se
obtenha nimeros consecutivos (incluindo a selecdo vazia), é

igual a f,49, 0 (1 + 2) — ésimo nimero de Fibonacci.

Demonstragio: A prova é muito semelhante & do Teorema
5. Seja a; o ndmero a determinar. Quando escolhemos uns
tantos elementos de {1,2....,n} sem que haja niimeros con-

secutivos, hd duas hip(’)teses mutuamente exclusivas:

1) O ntimero 1 estd entre os escolhidos.
ou

2) O ntimero 7 ndo estd entre os escolhidos.

Veja-se, por exemplo, [ 13]. O autor da solugdo af apresentada, Thomas Muir
(1884 -1934), foi um especialista em determinantes; uma outra solugao, recor-
rendo a uma equacdo diofantina, aparece em [3], pagina 37.

Irving Kaplansky (1917-2006), matemdtico canadiano.
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No caso 2), estamos em presenca de uma das a,_1 se-
lecbes sem ndmeros consecutivos que se pode fazer em
{1,2,...,n—1}; no caso 1), n — 1 ndo faz certamente parte da
selegdo e os restantes elementos desta constituem certamente
uma das a,_, possiveis maneiras de escolher um certo ntiimero
de elementos de {1,2,...,n — 2} sem nmeros consecutivos.
Repare-se que pode dar-se o caso de ndo haver elementos res-
tantes, no caso de a selecdo no caso 1) se reduzir a n. Disto re-
sulta que o ntiimero de sele¢des contendo # é precisamente a,,_,
e, portanto, a,, = a,_1 + a,_,. Como estamos a incluir a selegdo
vazia, vem quea; = 2ea = 3 easucessao (a,)€2,3,5,8,13,...,
sendo assim a, = fy42, 0 (n + 2) — ésimo nimero de Fibonacci.

a

Vejamos uma aplicagdo ao estudo do tridngulo de Pascal.

Considere-se n = 4 e enumeremos as selegdes de elementos de

{1, 2, 3, 4} sem elementos consecutivos.
1) Sele¢do vazia.
2) Sele¢des com um elemento — sdo 4, a saber “17, “2”, “3” e “4”.

3) Selegdes com dois elementos — sdo 3, a saber “1, 3”, “1, 4”
e”2, 4"

Hé um total de 1 +4 + 3 =8, que é precisamente o 6. nime-

ro de Fibonacci.
O
Relacionemos estes resultados com a férmula do corolério

do Teorema 2:

1) Neste caso, n=4, m=0e "~"+t1C,, =5 Cy =1
2) Neste caso, n=4, m=1e "~"+t1C, =4 C; =4

3) Neste caso, n=4, m=2e "~"1C,, =3 C, =3

e a igualdade acima pode ser escrita como

Co+1C1 4+ C = fo,
ou seja, a soma dos elementos da 6. diagonal secunddria é pre-
cisamente igual ao 6. niimero de Fibonacci.

O caso geral pode ser tratado da mesma maneira, chegan-
do-se a conclusdo de que a soma da n—ésima diagonal secunda-
ria do tridngulo de Pascal é igual ao n—€simo ntimero de Fibo-
nacci. Este resultado pode ser interpretado apenas como uma
igualdade envolvendo os nameros f(n,m) do primeiro lema
de Kaplansky, mas parece-nos mais interessante e apelativa a
versdo envolvendo o tridngulo. Para concluir, referimos que se
pode fazer um estudo semelhante para os nimeros g(n,m) do

segundo lema de Kaplansky, obtendo-se em vez dos nlimeros
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de Fibonacci os niimeros de Lucas’; o leitor interessado pode

consultar [6] para a prova desta afirmagéo.
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5. REFERENCIAS
[1] André, C. e Ferreira, F. (2000), Matemdtica Finita, Universi-
dade Aberta, Lisboa.

[2] APM (2008) — Questdo respondida sobre o “problema dos
coelhos”, recurso “Pergunta Agora”, Associagdo dos Profes-

sores de Matemadtica.

[3] Balakrishnan, V. K. (1995), Theory and Problems of Combina-
torics, McGraw-Hill, Inc., New York.

[4] Chen, C-H. e Koh, K-M (1992), Principles and Techniques in

Combinatorics, World Scientific, Singapura.

[5] Drakakis, K. (2007) Facta Universitatis: Mathematics and In-
formatics, Volume 22, Issue 1, 2007, pp. 1-10.

[6] Honsberger, R. (1985), Mathematical Gems III (Dolciani Ma-
thematical Expositions, No. 9), The Mathematical Association

of America.

[7]1 Howard, F. T. (1996), “The Probability of Consecutive
Numbers in Lotto, Applied Probability Trust”, disponivel em
http://ms.appliedprobability.org/data/files/Articles2028/28-2-4.pdf.

[8] Kaplansky, I. (1943), “Solution of the “Probleme des Ména-
ges””, Bull. Amer. Math. Soc., 49, 784-885.

[9] Linhares, A. (s/d), “Coelhos em Fuga”, site Matemadtica.com

(http:/[matematica.com.sapo.pt), secgdo “Probabilidades (12°)".

[10] Mattson Jr,, H. F. (1978), Discrete Mathematics with applica-
tions, John Wiley and Sons, New York.

[11] McPherson, 1. e Hodson, D. (2009), “Lottery Combinato-
rics, Mathematical Spectrum” 41(3), 110-115, Applied Proba-



bility Trust, disponivel em http://ms.appliedprobability.org/data/
files/selected%20articles/41-3-4.pdf.

[12] Morgado, A. C., O,, Carvalho, J. B. P, Carvalho, P. C. P,
Fernandez (1991), Andlise Combinatéria e Probabilidade, Socie-

dade Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro.

[13] Muir, T. (1902), “Note on Selected Combinations”, Procee-
dings of the Royal Society of Edinburgh, Vol. XXIV, 102-104, Neil
and Company, Limited, Edinburgh.

[14] Neves, M.A. F. e Guerreiro, L. (2007), Acesso ao Ensino Su-

perior — Matemdtica A, Porto Editora, Porto.

[15] Ryser, H. B. (1965), Combinatorial Mathematics (The Carus
Mathematical Monographs No. 14), 2nd impression, The Mathe-
matical Association of America, distribuido por John Wiley

and Sons.

[16] Todhunter, 1. (1865), A History of the Mathematical Theory of
Probability, MacMillan and Co., Cambridge.

[17] Watson, R. (1996), “Lotteral Thinking”, 70, Teaching Statis-
tics, vol. 18, n°. 3, Nottingham, Gra-Bretanha.

[18] Whitworth, W. A. (1901), Choice and Chance (5th edition),
Deighton Bell and Co., Cambridge.

Consultdmos ainda os sites BibM@th.net (www.bibmath.net)
e MacTutor History of Mathematics (www-history.mcs.st-and.
ac.uk), este daltimo para as biografias dos vdrios matemadticos

referidos neste trabalho.

Antonio Pereira Rosa é licenciado em Matemitica (1986) e mestre em
Matematica para o Ensino (2008) pela Faculdade de Ciéncias da Universida-
de de Lisboa. E professor do quadro da Escola Secundéria Maria Amlia Vaz
de Carvalho desde 1994.

Os nidmeros de Lucas sdo os termos da sucessao 1, 3,4, 7, 11, 18,29, ...,
definidaporly =1,L, =3,L, = L,_1 + L,_2(n > 2). Estes ndmeros gozam
de muitas propriedades semelhantes as dos nimeros de Fibonacci 1, 1, 2, 3,
5,8,13,21,....,j& que a relacao de recorréncia que os define € igual; apenas a
segunda condicdo inicial € diferente.
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QUATRO QUATROS

Como escrever um ntmero com quatro quatros?

Se um certo niimero pode ser escrito com quatro quatros,
porque ndo também escrever o niimero que o sucede
dessa forma? E no caso de ndo se conseguir mesmo, serd
que se pode usar alguma notacdo diferente que o permita?
Vejamos alguns exemplos, convidando o leitor a encontrar
solugles para os sucessores dos niimeros apresentados (res-
postas no rodapé"):

0 = 44—44 2 = %+% 4 = 4><(%)4
6 = 4+4+V4—4 8 = 4+4+4-4 10 = %4
20 = 4x(4+%) 24 = 4+(4—4)x4 44 = 444-4

O problema dos quatro quatros teve a sua primeira apari-
¢do impressa conhecida em 30 de dezembro de 1881, na re-
vista semanal Knowledge, An Illustrated Magazine of Science.
Ele surge incluido numa carta enviada ao editor, Richard
Proctor, assinada sob o nome de Cupidus Scientiae, even-
tualmente um pseudénimo do préprio editor. Ao longo dos
anos este problema foi revisitado por vdrios autores que lhe
deram popularidade e mais recentemente por entusiastas
que se dedicaram a criar programas para o resolver.

Na formulagéo original de 1881, apenas eram considera-
das as operagdes aritméticas mais usuais de soma, subtra-
¢do, multiplicac¢do, divisdo e raiz quadrada. Com tais regras
é possivel encontrar expressdes para todos os ntimeros até
20, com excegdo do 19. Foi notado logo na altura que, com
uma pequena flexibilizagdo das regras, poder-se-ia resolver
o caso do 19: usando o simbolo de fatorial, 19 = 4! —4 — 4/4,
ou usando o ponto decimal, 19 = (4 +4 — 4)/ 4.

Esta questdo de encontrar um niimero a partir de outros
ndo era propriamente novidade. O reverendo inglés Tho-
mas Dilworth tinha incluido no seu manual de aritmética,

The Schoolmaster’s Assistant de 1743, dois exercicios de tipo
semelhante. Neles eram pedidas representagdes para o 12
a partir de quatro algarismos iguais e para o 34 utilizando
quatro vezes o 3. Esse manual teve vérias edi¢des em Ingla-
terra e nos Estados Unidos a partir de 1769, tendo-se torna-
do um livro de matemética muito seguido na época.

Em 1911 o matematico inglés Rouse Ball incluiu pela pri-
meira vez o problema dos quatro quatros na 5.7 edigdo do
seu livro Mathematical Recreations and Essays. Nele propu-
nha a utilizagdo de fatoriais, subfatoriais e pontos decimais.
A operacdo subfatorial consiste em associar a cada nime-
ro inteiro ndo negativo # o ntimero de permutagdes de n
sem elementos fixos, também chamadas de desarranjos de
n, denotando-se por !n2 Esta operacdo é conveniente pois
permite obter 0 9 com um s6 quatro (9=!4). Quanto ao pon-
to decimal, ele era entendido como sendo usado na forma
simples de dizima finita, .4 = 2/5, ou na forma de dizima
infinita, .4 =4/9; em particular, possibilitando uma nova
4+§1+‘4' Em 1914, na 6.* edi¢do do seu li-
vro, Rouse Ball tinha j4 feito um estudo bastante extensivo

solucdo para 19,

do problema dos quatro quatros, referindo que era possivel
exprimir todos os ntimeros até 877. Sem usar subfatoriais
conseguia fazé-lo até 112, tal como mencionava num seu ar-
tigo de 19123, De salientar que, apesar de aceitar o nimero
2 expresso com apenas um quatro (2 = V'4), era excluida
explicitamente a expressdo de ntimeros como .2 ou 22 com
um ou dois quatros, respetivamente.

Posteriormente houve vdrios livros de divulgacdo mate-
maética que deram visibilidade a este quebra-cabegas. Entre
aqueles com mais impacto destacam-se trés:
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» O Homem que Calculava, 1938, de Malba Tahan, heter6nimo
do brasileiro Julio César de Mello e Souza, no qual sdo apre-
sentadas expressdes para os ntimeros de 0 a 10. E também
mencionado que se pode escrever todos os nimeros até
100. Para o fazer, o tnico detalhe dado sobre as operagoes
permitidas é o emprego de sinais matematicos modernos;

» From Zero to Infinity, 1955, da autora americana Constance
Reid, que, depois de apresentar solugdes de 1 até 12, es-
creve que se ndo limitarmos o uso de notacdes, podemos
representar fodos os nimeros com quatro quatros;

» The Magic Numbers of Dr. Matrix, 1964, do americano Martin
Gardner, faz uma pequena resenha histérica do problema
e exibe uma solugdo para o 113, sem usar subfatoriais mas
violando a restri¢do imposta por Rouse Ball:

4 Vi
3= A Ve
N

Hoje em dia existem vdrias pdginas da Internet que se dedi-
cam a apresentar solugdes para o problema dos quatro quatros
seguindo multiplas conveng¢des. Uma das mais informativas é a
de Paul Bourke* que, entre outras coisas, mostra como resolver
o problema dos quatro quatros supondo a ndo restri¢do de ope-
radores. A fungao logaritmica, em particular, permite represen-
tar qualquer ntimero inteiro positivo, pois considerando uma

expressdo com 21 raizes quadradas, obtém-se

n=—In(In(\/\/---V4)/In(4))/In(4).

N—— ——
2n raizes
Por esta razdo a funcdo logaritmica ndo é geralmente utiliza-
da. O uso de fungdes trigonométricas também ndo é habitual.
Uma das possiveis razdes pode ser o facto de que compondo
alternadamente as fungdes secante e arco tangente, é possivel
escrever todos os nimeros inteiros maiores do que 4 a partir da
expressao,

n = sec(arctg(- - - sec(arctg(4)) - - - )).

n2—16 vezes sec(arctg)

Além de apresentar a explicacdo detalhada desta f6rmula, Paul
Bourke defende o recurso ou ndo a determinadas notagdes. Nos

casos em que o admite encontram-se, por exemplo:

> Raizes de indice real que permitem escrever
32= V4, 657 =414+ Vi)

» O simbolo de percentagem, %, que é na prética entendido
como a divisdo por 100 do ntimero a que se aplica e que
possibilita resolugdes dos ntimeros dificeis 113 e 878:

VA 4+ 4% 4
VI ET VIR 878 = — — 41+ /4.
L ;878 = +/4

Nas notag¢des ndo admitidas encontram-se os subfatoriais e a

113 =

funcdo gama.

Ja David Wheeler® faz um uso muito extensivo da fun-
¢do gama, denotada I', que satisfaz a conveniente identidade
I'(n) = (n — 1)! para qualquer inteiro positivo 7. Na lista de so-
lugdes que exibe, classifica-as segundo o seu nivel de impureza,
considerando que usar o simbolo % é pior do que usar a fungdo
I'. O primeiro niimero em que ocorre I' é precisamente o 113,

113 = I(T(4)) — 4!14.

O primeiro sem o recurso a aritmética mais bdsica, obrigando o

uso de uma dizima infinita, é 0 73,

73 =1/ ﬁ+4/.4.

Quanto ao 878, aparece na forma,
878 = 4/.4% — VA —T(T(4)).

Esta lista tem o ndmero 2179 como primeiro ausente, sen-
do muito completa por permitir operagdes algo discutiveis, tais
como a fungdo quadrado sq(x) = x* e operadores 16gicos apli-
cados as representagdes bindrias dos ntimeros.

Para uma lista seguindo as regras de Rouse Ball nada me-
lhor do que a pdgina de Nicolas Hammond?. O nimero 878
continua a ser o primeiro nao listado. Além disso, o autor da
pdgina reclama possuir uma lista (ndo exibida) até 13 116, fa-
zendo uso da fungdo termial (ou n-ésimo ntmero triangular)
L(n) =1+42+...4n, por vezes também denotada por n?.
A pégina portuguesa da Wikipédia’ apresenta solugdes até 103
usando a fungao termial por diversas vezes, a qual facilita bas-
tante a resolugdo do problema.

Em conclusdo, o problema dos quatro quatros é um quebra-
-cabecas que, apesar de ter uma longa tradicdo, continua a sus-
citar interesse devido a ser estimulante e a diversidade de abor-
dagens que origina. Fica o desafio para o leitor de fazer a sua
propria lista com as operagdes do seu agrado.

TPossiveis respostas: ¥/ + ¥v = &b 'b/b — b/ + iy = GC
YMENA = b)) = 1WA eI =L Yb bt =6
Y= blby = £4lp) + v = Sl v+ b)) = Chblvy = |

2Subfatorial de n satisfaz a igualdade

In=nl(1T=1104+1/21 =131+ ... £ 1/n).

3 Mathematical Gazette, maio, 1912

4 http://paulbourke.net/fun/4444/

§ http:/ ww.dwheeler.com/fourfours/

6 http://home.comcast.net/~nicolas.hammond/fun/four_fours.html

7 http://ptwikipedia.orglwikilQuatro_quatros
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ﬁ inda que muitas vezes sem nos

apercebermos, a l6gica esta presente
ndo apenas na pratica matematica mas
nos mais variados aspetos da nossa vida
quotidiana. NogOes de l6gica sdo usadas
para encadearmos 0 nosso raciocinio,
chegarmos a conclusdes vilidas e
tomarmos decisdes fundamentadas.
Quando se fala em l6gica, quase
garantidamente o leitor pensard em
légica cldssica, a 16gica mais amplamente
utilizada e estudada, assente no conceito
de verdade. Havera outras? A resposta
é afirmativa e serd ilustrada com dois
exemplos que mostram que a introducao
de novas légicas ndo é um mero (estéril)
exercicio intelectual, mas um caminho com

um vasto leque de aplicagOes praticas.

1. INTRODUCAO

O termo “légica” vem da palavra grega logos que significa
“razdo” e, enquanto disciplina, pode ser definida como a ci-
éncia do pensamento e do raciocinio valido/racional. O seu
estudo estava jd presente em vdrias civiliza¢bes antigas re-
montando, no ocidente, a Aristételes (384 ac-322 ac). S6 em
meados do século XIX, a légica matemadtica — que explora
as aplicagdes da légica formal a matemaética — se estabelece
como um ramo préprio da matemadtica. Nomes como George
Boole, Augustus De Morgan, Charles Peirce, Gottlob Frege,
Giuseppe Peano e, um pouco mais tarde, Bertrand Russell e
David Hilbert participam neste processo. Em menos de dois
séculos, a l6gica matemética tornou-se uma disciplina madu-
ra, multifacetada e com contributos importantes em outras
dreas para além da matemadtica entre as quais destacamos
a ciéncia da computacdo. A presenga de légicos matemati-

cos em departamentos de filosofia, matematica e ciéncia da

computagdo por todo o mundo mostra bem o caracter trans-
versal e interdisciplinar da sua drea de atuagdo. Atualmente
a légica matemadtica encontra-se grosso modo ramificada em
quatro dreas: teoria de conjuntos, teoria da recursdo, teoria
de modelos e teoria da demonstragdo. O imbricamento dos
vdrios ramos é extenso sendo, por exemplo, a I6gica classica
de primeira ordem uma ferramenta transversal.

Aldgica classica, a forma mais dissiminada de pensamen-
to matematico, baseado no paradigma da verdade, serd justa-
mente o tema da Secgdo 2 do presente artigo.

Existem, contudo, outras formas de raciocinio. Durante o
século XX alguns matemdticos mudaram a sua atencdo da
verdade para a justificagio/demonstragio: a 16gica intuicionista,
que, em vez da propagagdo da verdade, propaga demonstra-
¢Oes construtivas, acabava de nascer. Na Sec¢do 3, apresenta-
remos esta logica e algumas das suas aplicagoes.

A légica intuicionista ndo é, porém, o tinico caminho
que conduz ao construtivismo. Este pode ser conseguido, por
exemplo, através de uma dindmica de consumos. A [6gica [i-
near, protagonista na Sec¢ao 4, em vez de propagar as nogdes
de verdade ou demonstrabilidade, foca-se nos recursos e em
como manter registo dos consumos ao longo de uma demons-
tragdo. Encerramos (Secgdo 5) com breves consideragdes so-
bre a existéncia de outras 16gicas ndo-cldssicas, para além das

tratadas neste artigo.

2. LOGICA CLASSICA

A matemdtica usual, que o leitor estd habituado a ler e a usar,
assenta na légica cldssica. A légica cldssica baseia-se na no-
¢do de verdade. Uma asser¢do declarativa, bem-formada e
ndo ambigua terd de ser necessariamente verdadeira ou falsa
(ndo podendo ser verdadeira e falsa em simultaneo — prin-
cipio da ndo-contradicdo). Isto independentemente do que
quer que se afirme ou mesmo da existéncia ou ndo de algu-
ma verificagdo ou prova. De forma sucinta, a l6gica cladssica’
caracteriza-se por aceitar a lei do terceiro excluido (em latim
tertium non datur): AV —A (1é-se “A ou ndo A”), independen-

temente do significado de A. Por exemplo, a veracidade de

! Para uma formalizacao detalhada da Idgica cldssica (proposicional e de pre-
dicados) incluindo sistemas formais de derivacdo, sugerimos a leitura de [3]
(capftulos | e 2),a leitura de [12] (seccbes 3,9, 12 e 13) e a consulta de [I17].
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“No dia 25 de abril de 1974 choveu em Lisboa ou ndo choveu em
Lisboa” é um dado adquirido. Ainda que nédo saibamos o esta-
do do tempo nesse dia na capital, ou bem que choveu ou bem
que ndo choveu.

A nogdo que a légica cldssica pretende captar (e propagar)
é a de verdade. Dado que se A é verdadeiro, entdo —A é falso,

e se A é falso entdo —A é verdadeiro,

A -A
A% F
F

concluimos que A V —A terd necessariamente de ter o valor
16gico verdadeiro. Note que, para que uma disjungao seja ver-

dadeira, basta que uma das asser¢des que a compdem o seja:

A B AV B
\Y% A% \Y%
\Y% F \Y%
F \% \Y%
F F F

Abaixo encontram-se as tabelas de verdade para outros
conectivos 16gicos, nomeadamente A (conjun¢do) e — (impli-
cagdo). Relembramos que A A B selé “Ae B” e que A — B se

1é “se A, entdo B”.

A B ANB A B A— B
\% A% \% \% \% \Y%
\Y% F F \Y% F F
F A% F F \Y% \Y%
F F F F F \Y%

De modo equivalente?, a légica cldssica pode ser caracteri-
zada por permitir a elimina¢do da dupla negagdo ~—A — A
ou a técnica de demonstragao por contradigao (para provar A,
basta partir de —A e chegar a uma contradigdo).

Vamos ilustrar um tipo de argumentacao valido em légica
cldssica que o leitor j& encontrou certamente em vdrias de-
monstra¢gdes matemadticas. Concretamente, iremos demons-
trar que “existem ntmeros irracionais a e b tais que a” seja

racional”.

Teorema 13a,b € R, irracional (a) A irracional(b) A racio-
nal(a?).

Demonstragio. Consideremos o ndmero ﬁﬁ Se for racional,
temos o pretendido, basta tomar a e b como sendo ambos o
ntmero irracional /2. Caso contrério, \ﬁﬁ serd irracional.
Mas entao
(ﬁ\/i)\/j _ \@ﬁxﬁ _ ﬁZ —2
que é certamente um ndmero racional. Bastando neste caso
tomara = ﬁﬁe b=+2.
O
A demonstragdo anterior tem por base o principio do ter-
ceiro excluido: “v/2

um ndmero racional”.

2 . : 2 L
¢ um ntimero racional ou v/2" " ndo é

Repare, contudo, que, mesmo depois de ver a demonstra-
¢do, se alguém lhe pedir nimeros irracionais a e b tais que a”
seja racional, ndo terd nenhum exemplo seguro para forne-
cer, pois ndo sabe qual dos casos se d4, i.e,, ndo sabe se \/Eﬁ
é racional ou irracional.

A demonstragdo acima nao é construtiva. Prova-se a exis-
téncia de dois irracionais nas condi¢des do enunciado sem os
apresentar concretamente.

Note a diferenga para a demonstragdo que se segue, esta

sim, construtiva.

Demonstracdo. Considere os nimeros irracionais g := /2 e
b := 2log,3. Temos que
ab = (\@)Zlogﬁ — plog:3 _ 3 ¢ Q.
.. Existem ntimeros irracionais a e b tais que a” seja racional.
|

O leitor concordard certamente que a segunda demonstragdo
é mais informativa do que a primeira. Elementos precisos nas
condi¢des do enunciado sdo apresentados.

Embora os principios da légica cldssica possam ser muito
intuitivos e as aplicagdes imensas — s6 a titulo de exemplo,
a légica de primeira ordem,® que estd na base da linguagem
de programacao Prolog [16], tem aplicagdes na verificagdo se-
quencial de programas, no design de circuitos, em robética,
em inteligéncia artificial, em processamento de lingua natu-
ral, etc. — ndo sdo a tnica forma de raciocinio. Dependendo
do ponto de vista e dos objetivos a alcangar, podera ser van-

tajoso usar outras légicas.
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3. LOGICA INTUICIONISTA

A busca do construtivo em oposi¢do ao meramente verdadei-
ro surgiu nos finais do século XIX, em resposta ao uso cada
vez mais generalizado de nogdes e métodos abstractos/infi-
nitdrios na pratica matematica. O surgimento de paradoxos
e inconsisténcias na formalizagao inicial da teoria de conjun-
tos, em plena viragem do século, veio aumentar os receios de
que a matemadtica ndo estivesse alicercada em pilares sélidos.
Os matemadticos dividiam-se, entdo, entre os que achavam
que o raciocinio cldssico devia ser permitido, e haveria forma
de o justificar finitisticamente (como David Hilbert) e os que
consideravam (como L. E. J. Brouwer) que a matemética de-
via evitar argumentos ndo construtivos. Para uma percepgao
mais palpdvel do clima intelectual (com vigorosas discus-
sdes) que se vivia a época, sugerimos a leitura de [6].

Héd intimeras variantes no construtivismo. Provavelmente,
a mais conhecida é o intuicionismo, introduzido por Brouwer
no inicio do século XX como um programa de reconstrugéo
da matemdtica. Mais tarde, a l6gica intuicionista seria rigo-
rosamente formalizada através de matematicos como Arend
Heyting, Andrey Kolmogorov, Valery Glivenko, Gerhard
Gentzen, Kurt Godel e Dag Prawitz.

O intuicionismo caracteriza-se por ndo aceitar, ao contra-
rio dalégica cldssica, o principio do terceiro excluido A V —A.

Como a légica por detrds do intuicionismo é uma de de-
monstrabilidade e ndo de verdade, para que AV —A seja
aceite (i.e., para se ter uma prova de AV —A), seria preciso
termos uma prova de A ou uma prova de —A.

Ora, afirmag¢des como

“P éigual a NP ou P ndo é iqual a NP”*
ndo sdo intuicionisticamente aceites pois ndo temos uma pro-
va de P = NP nem da sua negagdo.

Enquanto o leitor terd experiéncia em ver se uma asser-
¢do é vilida classicamente ou néo (a propagagdo da verdade
ao longo dos conectivos proposicionais -, A, V, =+ e a nogdo
de verdade associada aos quantificadores V e 3 sdo prética
comum), poderd estar a interrogar-se: “Como saber se uma
assercdo é vélida intuicionisticamente?”.

Informalmente, pense na propagacao de demonstrabilidade.

Por exemplo, A A B serd vilida intuicionisticamente se ti-
vermos ambas, uma prova de A e uma prova de B. A ideia é de
que ambas, em conjunto, constituem uma prova da conjungao.

A implicagdo A — B serd vilida intuicionisticamente, i.e.,

temos uma prova da implicacéo, se para cada prova de A for-
mos capazes de produzir uma prova de B. Ter uma prova de
JxA(x) é ter um elemento a do dominio de x e uma prova
de A(a). Uma prova de —A é uma construgdo que transforma
cada suposta prova de A numa contradigao.

Para uma completa formalizagdo da légica intuicionista,
consulte [10].

Dado o seu caracter construtivo, a l6gica intuicionista tem
ndo sé aplicagdes em matemadtica mas também em teoria da
computagdo, funcionando como base para expressar especifi-
cagdes e verificar programas. Um momento chave na ligacdo
entre l6gica intuicionista e teoria da computacdo deu-se com
o isomorfismo de Curry-Howard [15], quando estes dois mate-
maticos se aperceberam de que dedugdes intuicionistas ape-
nas com implicacdo correspondiam a linguagem funcional
conhecida como cdlculo-lambda simplesmente tipado. A 16gica
era uma linguagem de programacao, e a linguagem de pro-
gramagdo uma légica.

Voltando as duas demonstragdes apresentadas na secgao
anterior, embora ambas classicamente validas, deve agora ser
claro que s6 a tiltima é aceite intuicionisticamente (a primeira
usa o principio do terceiro excluido).

Formalizando convenientemente as 16gicas classica e intui-
cionista num sistema formal (axiomas + regras de dedugéo),
podemos expressar a primeira (LC) como a segunda (LI) en-
riquecida com um dnico axioma: a lei do terceiro excluido, i.e.

LC=LI+ (AV-A).

Embora totalmente correto, o dltimo pardgrafo pode le-
var o leitor ao engano, concluindo, por exemplo, que a l6gica
cldssica seria mais abrangente, enquanto a l6gica intuicionis-
ta validaria menos expressoes. Afinal, AV —A é vélida clas-

sicamente mas ndo intuicionisticamente.

2 Esta equivaléncia pressupde a ldgica cldssica formalizada num sistema formal
com axiomas e regras de deducdo, e.g. sistema de Hilbert, cdlculo de sequen-
tes, cdlculo de deducdo natural, etc. Para uma apresentagdo detalhada dos
primeiros dois sistemas, consulte [2], o sistema de deducao natural, a par com
os outros dois sistemas, € apresentado em [18] e [12].

3 Também conhecida por célculo de predicados.

4 Relembramos que a questdo de P ser ou ndo igual a NP, colocada em 1971
por Stephen Cook, continua em aberto e a resposta poderd ter enorme im-
pacto em ciéncia da computacdo. O Clay Mathematics Institute oferece desde
0 ano 2000 um prémio de um milhdo de ddlares a quem apresente a primeira
resposta correta a questdo. Para uma explicacdo do problema P versus NP
sugerimos a consulta de [5].
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Tal é apenas uma ilusao!

A légica intuicionista é muito mais poderosa, podendo
expressar todo o raciocinio cldssico. O segredo estd em que
devemos percecionar os conectivos da légica intuicionista
ndo na mesma dindmica dos da légica cldssica mas como
um refinamento destes.

Ora vejamos:
enquanto classicamente (pelas leis de De Morgan e da du-
pla negacdo) se tem que A V B é logicamente equivalente a
ﬁ(‘!A A "B), i.e.,

AV B & =(-AAN-B),

ou seja, classicamente a disjungdo coincide com a negagdo
da conjuncgdo das negagdes (e, portanto, a validade de uma
segue automaticamente da validade da outra), intuicionis-
ticamente, sdo asserg¢des distintas.

Analisemos o seguinte caso particular (em que B é —A).
Classicamente, temos:

AV-AES a(mANA)

que, como sabemos, é uma equivaléncia entre asser¢des
vélidas (verdadeiras).

Ora intuicionisticamente, como jd vimos, A V = A néo §,
em geral, vdlida (nem sempre se consegue exibir uma pro-
va de A ou de —A), mas 7(-ANA)é

valida (qualquer suposta prova de 7A A A, i.e., uma prova

intuicionisticamente

de A e uma prova de —A, nos levaria a uma contradigdo).

Enquanto no cdlculo cldssico a disjun¢do nao acrescenta
absolutamente nada em relacdo a negacdo e a conjuncao,
podendo ser definida através destes tdltimos conectivos,
a disjuncdo intuicionista é algo novo, um grau de refina-
mento acima, inexistente na légica cldssica.

Idéntico comentdrio poderia ser feito em relagdo ao
quantificador existencial. Em 16gica cldssica, 3 podia nédo
ser um simbolo primitivo, sendo simplesmente definido
através da negagdo e do quantificador universal através de

dxA(x) & ~Vx=A(x).

Quando classicamente afirmamos que 3xA(x), ndo é
necessdrio que conhe¢amos nenhum elemento nessas con-
digdes, basta saber que ndo é verdade que nenhum esteja
nessas condi¢gdes; em légica intuicionista, I¥A(x) é mais
forte do que —Vx—A(x), realmente requer a apresentagao
da testemunha.

Que o raciocinio intuicionista é um refinamento do ra-

ciocinio cldssico, contendo este tiltimo, fica evidente atra-

vés do seguinte (bem conhecido) resultado, que apresenta

uma tradugao® da légica cldssica na légica intuicionista:

Proposigdo 2. Considere a seguinte tradugdo (-)t de férmulas
da I6gica cldssica em formulas da I6gica intuicionista, defini-

da indutivamente por

AJr 1= ——Aat, se Ayt 6 uma formula atémica
(AAB)Y = AtABT

(AvB)t  :=-(-A*A-B)

(A—B)t :=A" - Bt

(VxA)t =vxAt

(IxA)? = -Vx-Af

Se A é classicamente vilida entio At é intuicionisticamen-

te valida.

Demonstragio. A demonstragdo é por inducgdo no tamanho da
derivagdo de A em l6gica cldssica’. Veja [15].

O

Ou seja, temos uma imersao da légica cldssica na légica

intuicionista.

LOGICA LINEAR
Por volta de 1987, motivado por um entendimento mais
profundo da semantica do cdlculo-lambda, Jean-Yves Gi-
rard [8] introduz uma nova 16gica, a ldgica linear. Enquanto
a légica cldssica assenta no conceito de verdade e a logica
intuicionista, no de demonstrabilidade, a l6gica linear pre-
tende captar a ideia de posse de recursos e consumos. Embora,
com esta parca descrigdo, a ligagdo ndo se adivinhe de ime-
diato, veremos adiante que a légica linear é muitissimo ex-
pressiva, sendo inclusive um refinamento da légica classica
e da intuicionista.

Tentemos motivar a ideia por detrds da légica linear com
um exemplo.

Suponha que sabe que as seguintes asser¢des sdo vilidas:

1A

2.A— B

3.A—=C.

Num raciocinio cldssico ou intuicionista, poderfamos
concluir que A, B e C sdo todas asser¢des validas. Em légica
cldssica, basta atentar na tabela de verdade para a implicagdo

apresentada na Secgdo 2: implica¢des verdadeiras com ante-
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cedente verdadeiro tém de ter consequente verdadeiro. Em
l6gica intuicionista, basta observar que se estamos na posse
de uma prova de A e temos forma de a partir de uma prova
de A chegar ndo s6 a uma prova de B mas também a uma
prova de C, no final garantimos provas para A, Be C.

O raciocinio da ldgica linear é diferente. Pense em re-
cursos e na implicagdo A — B como indicando que, tendo o
recurso A, posso produzir o recurso B (note, contudo, que
nesse processo o recurso inicial A é consumido). Se temos A
e se sabemos que de A podemos produzir B e de A podemos
produzir C, em légica linear podemos deduzir B ou deduzir
C, mas ndo ambos. Usar A na implica¢do 2. acima ird consu-
mi-lo, ndo estando ja mais disponivel para a implicacéo 3. e
vice-versa.

Note que a logica por detrds das receitas culindrias ou das
experiéncias quimicas é linear. Como veremos no final da
sec¢do, o universo de aplicagdes deste tipo de raciocinio é,
todavia, muito mais vasto!

Enquanto nas légicas cldssica e intuicionista usamos os
mesmos simbolos —, A, V, — para designar conectivos ainda
que com diferentes graus de refinamento consoante a l6gica
(relembramos, por exemplo, que o V intuicionista é mais refi-
nado do que o V cldssico), em légica linear usamos simbolos
diferentes, correspondendo, nalguns casos, a uma duplica-
¢do dos conectivos anteriores.

Por exemplo, a implicagdo da légica linear, a tal que segue
a dindmica do consumo de recursos, é denotada por —o para
a distinguir da habitual —-.

De ora em diante, por 16gica linear referimo-nos a légica
linear intuicionista e ndo a légica linear cldssica (esta tltima
tem mais conectivos sem ganho em poder expressivo).

A titulo de curiosidade, na l6gica linear, além de —o, exis-
tem (entre outros) conectivos como:

®, &,

Para uma completa apresentacdo da sintaxe da l6gica line-
ar, consulte [17].

Os conectivos ® e & correspondem a diferentes formas de A.

Imagine que de A A B se deduz C e que nessa dedugdo am-
bos A e B sdo essenciais. Essa no¢ao cumulativa (multiplicativa)
de conjungdo é expressa em légica linear pelo conectivo ®. Num
cendrio diferente, imagine que de A se deduz C, entdo obvia-
mente pode concluir que de A A B se deduz C. Nesta tltima

conjungdo, para deduzir C ndo precisa de A e B em simultaneo,

escolhe qual deles usa, neste caso o A. Esta tiltima nogéo nao-
-cumulativa (aditiva) de conjungéo é captada pelo conectivo
&. E usual pensar-se em ® como significando “ambos” e em
& como “estando ambos disponiveis (e daf o seu cardcter con-
juntivo), optamos por apenas um”. O exemplo seguinte ajuda a
ilustrar a coexisténcia das duas formas de conjungao. Imagine
uma mdquina de refrigerantes que contém dois tipos de bebi-
das, A e B, custando 1 euro cada, e que o valor que introduzimos
na mdquina tem de coincidir exatamente com o custo dos pro-
dutos selecionados. Se introduzirmos duas moedas de 1 euro
podemos obter A ® B mas ndo A & B. Note que na primeira si-
tuagdo (A ® B), adquirimos ambas as bebidas, o que correspon-
de exatamente ao valor dos 2 euros introduzidos na maquina.
Na segunda situagdo (A & B) ambos os recursos estdo disponi-
veis (i.e,, existem na maquina ambas as bebidas) mas vemo-nos
obrigados a optar por apenas uma delas, e qualquer uma das
bebidas isoladamente ndo corresponde a um custo de 2 euros.
Todavia, se introduzirmos apenas 1 euro na maquina obtemos
A & B, i.e. podemos escolher qual a bebida que queremos den-
tre Ae B, masnao A ® B, pois a maquina néo libertard ambas as
bebidas mediante o pagamento de apenas 1 euro.

O conectivo ! (que se 1& bang) existe em lbgica linear para
que, com o foco em manter registo de consumos, néo se perca a
expressividade das légicas anteriores. Essencialmente, quando
temos !A podemos pensar no recurso A como sendo ilimitado,
isto é, temos tantas cépias de A quantas quisermos. E como
se nessa situacdo em particular escolhéssemos deixar de pen-
sar em consumiveis para voltar a dindmica da verdade ou da
demonstrabilidade. Com o exponencial !, a 16gica linear capta
facilmente o raciocinio intuicionista e, por maioria de razdo, o
classico.

A afirmacao anterior é confirmada pela traducao abaixo®
(uma das vdrias possiveis) da légica intuicionista na l6gica

linear:

® Existem variadissimas traducdes da légica cldssica na Idgica intuicionista tendo
sido a primeira introduzida por Kolmogorov [9] em 1925. Para um estudo
comparativo das tradu¢des mais frequentes na literatura, veja [7].

¢ Uma férmula atémica, abaixo representada por Aq, é uma férmula que ndo
contém nenhuma férmula mais simples, ou seja, ¢ uma férmula que ndo con-
tém =, AV, =, V nem 3

" Estamos a considerar sistemas dedutivos fomais (corretos e completos) para
a |dgica cldssica e para a légica intuicionista.

8 A tradugdo usada na Proposicdo 3 foi apresentada por Girard em [8].
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Proposi¢do 3. Considere a seguinte tradugdo (-)* de for-
mulas da I6gica intuicionista para formulas da Iégica linear,

definida indutivamente por:

Al = Aat, se Aat L é uma férmula atémica
L* =0

(AANB)* = A*&B*

(AVB)* =1A*® IB*

(A— B)* :=1A* — B

(VxA)* = VxA*

(IxA)* = JxlA*

Se A se prova em Iégica intuicionista, entdo A* prova-se

em I6gica linear.’

Demonstracdo. A demonstracgao sai fora do d&mbito deste arti-
go. Consulte [14].
O

Ou seja, existe uma imersdo da légica intuicionista, e por-
tanto também da cldssica, na légica linear.

Note que o conectivo intuicionista — corresponde em 16-
gica linear a — com o antecedente precedido por !. Tal vem
completamente de encontro a discussdo dos conectivos feita
anteriormente: a implicacdo —, ao contrdrio de —, ndo con-
some o antecedente, razdo pela qual é traduzida recorrendo
a !, que torna o recurso ilimitado.

A légica linear foi acolhida com grande entusiasmo por
16gicos matematicos mas também (até talvez mais enfatica-
mente) por investigadores em ciéncia da computacdo. Dada a
sua capacidade de controlar recursos, captou imediatamente
o interesse de designers de linguagens de programagao. Note
que, por exemplo, na implementagdo de software, a gestao de
recursos é uma questdo de grande relevancia. Entre outras,
destacamos a aplicagdo da légica linear a programacao fun-
cional, a inteligéncia artificial e a teoria da simultaneidade
(concurrency). Veja [4].

Dos indmeros artigos cientificos que anualmente surgem
sobre légica linear, apenas uma minoria é sobre a l6gica line-
ar em si mesma, sendo a maioria trabalhos em que a légica
linear é aplicada com sucesso a diversas dreas (praticamente
todas) da ciéncia da computagdo, algumas com enorme im-
pacto praético. Tal facto espelha bem o cardcter multidiscipli-

nar da légica introduzida por Girard.

CONSIDERAGOES FINAIS

Nao queremos de forma alguma que o leitor fique com a
ideia de que as légicas levemente dadas a conhecer neste
artigo —intuicionista e linear — esgotam o leque das I6gicas
ndo-cldssicas. Tal estd completamente longe da verdade.
A titulo de exemplo, apontamos outras duas: a [6gica modal
[1] (que permite expressar conceitos como os de possibili-
dade, necessidade, probabilidade, eventualidade,... e tem
aplicacoes a diversas dreas da ciéncia da computacgdo, e.g.,
inteligéncia artificial, engenharia de soffware, linguistica
computacional) e a l6gica fuzzy [13] (que lida com raciocinio
que ndo é exato nem fixo, mas sim aproximado: o valor de
verdade varia no intervalo real [0,1] e tem notdveis aplica-
¢Oes praticas. Talvez a mais medidtica tenha sido o uso de
16gica fuzzy para controlar comboios de alta velocidade em
Sendai, Japado, aumentando consideravelmente a eficiéncia
e o conforto e diminuindo o tempo de paragem. Entre ou-
tras aplicagﬁes concretas, destacamos o reconhecimento
de escrita manual em plataformas digitais, a previsdo de
terramotos e o controlo da ventilagdo dos sistemas de ar

condicionado).
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Sabia que existem vdrios métodos
para o célculo dos quartis? Se
usar uma mdaquina de calcular, uma
folha de célculo e um programa
estatistico para determinar os quartis
de um mesmo conjunto de dados

os resultados obtidos podem nao
coincidir. Conheca a diferenca entre
o método apresentado nos ensinos
bésico e secunddrio e o método

apresentado no ensino superior.

INTRODUCAO

Imaginemos que queremos calcular os quartis de um conjun-
to de dados. Se consultarmos varios manuais de matematica
do ensino bésico e do ensino secundério e sebentas de esta-
tistica do ensino superior encontramos diferentes definigdes
e férmulas para o calculo dos quartis, que algumas vezes
conduzem a resultados diferentes. Se recorrermos a meios
tecnolégicos para determinar o valor dos quartis do mesmo
conjunto de dados, usando uma mdaquina de calcular, uma
folha de cdlculo ou um programa estatistico, pode aconte-
cer que fiquemos com mais algumas respostas diferentes.
Afinal, o que sdo e como se calculam os quartis? Neste texto
abordaremos a questdo, considerando apenas dados discre-
tos ndo agrupados. Salientamos que nos ensinos bdsico e se-
cunddrio se ensinam formas de cdlculo dos quartis distintas
da apresentada no ensino superior, sem que seja referido que
existem vdarios métodos para o cdlculo dos quartis. Argu-
mentamos que o método introduzido no ensino superior é
preferivel e apresentamos uma proposta de uniformizacéo

do célculo dos quartis em todos os niveis de ensino.

QUARTIS - DEFINIGAO SIMPLES

Uma forma simples, mas pouco rigorosa, de definir os quartis é:

Defini¢ao 1: Quartis sdo os valores que dividem um conjunto
de dados em quatro partes iguais.

Uma vez ordenado o conjunto de dados, o segundo quartil
(Qy), mais conhecido como mediana, é o valor central dos
dados. Isto ¢, a mediana é o valor que divide o conjunto de
dados em duas partes (metades) com igual nimero de ele-
mentos; a primeira metade com os elemetos do conjunto de
valor ndo superior a mediana e a segunda metade com os
dados de valor ndo inferior a mediana. Depois o primeiro
quartil (Qg) serd a mediana da primeira metade do conjunto
de dados e o terceiro quartil (Q3) serd, analogamente, a me-
diana da segunda metade do conjunto de dados. Considere-
mos, por exemplo, o conjunto de dados, ja ordenado

{x1=1,x=3,x3=06,x4 =10,x5 = 14, x5 = 18,
x7 =21,x3 = 25,x9 = 29, x99 = 32} .

Ao todo temos 10 elementos, logo, o valor central dos dados
estard entre o quinto e o sexto elementos, isto é, entre x5 = 14
exg = 18. O ponto médio entre 14 e 18 é 16 e, por isso, conside-
ra-se Q, = 16. Este valor divide o conjunto de dados em duas
metades: {x; =1,x = 3,x3 = 6,x4 = 10, x5 = 14}e {xs = 18,
x7 = 21,x3 = 25,x9 = 29, x19 = 32}. Agora o primeiro quartil
serd o valor central do primeiro subconjunto. Este subcon-
junto tem um ntimero impar de elementos, logo, o valor cen-
tral é um elemento do subconjunto — o elemento x3 = 6, logo
Q1 = 6. Da mesma forma, o terceiro quartil serd a mediana
do subconjunto {x¢ = 18, xy = 21, xg = 25, x9 = 29, x19 = 32}
e, mais uma vez, como o ntimero de elementos deste subcon-
junto é impar, o valor central é xg = 25, logo Q3 = 25.

Consideremos agora o conjunto de dados

{x1 =1,x =3,x3 =6,x4 = 10, x5 = 14,
xe = 18,x7 = 21, x5 = 25,x9 = 29}
com nove elementos (usamos a letra n para representar o nu-
mero de elementos do conjunto, neste caso n =9). Como o nu-
mero de elementos é impar, a mediana (segundo quartil) serd
o elemento central, isto é Q> = x5 = 14. Até aqui, tudo bem.
Mas agora como é que dividimos o conjunto de dados em
duas metades? O elemento x5 deve ser incluido em ambas as
metades, em nenhuma das duas ou apenas numa delas? Esta
incerteza origina diferentes métodos de cédlculo dos quartis.

Vejamos dois deles.
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Meétodo inclusivo: Quando o conjunto de dados tem um nu-
mero impar de elementos, o elemento correspondente a Q,
é incluido em ambas as metades do conjunto de dados para
célculo dos Q7 e Qs.

Usando este método as duas metades do conjunto de dados
serdo {x1 =1,x =3,x3=6,x4 =10,x5 =14} e {x5 =14,
xe =18, xy =21, xg=25x9=29}

Q1 = x3 = 6 e Q3 = x7 = 21. Repare-se que tendo o conjunto

e entdo teremos
de dados 7 elementos, desta forma cada uma das metades tera
(n+1)/2 elementos.

Método exclusivo: Quando o conjunto de dados tem um nt-
mero impar de elementos, o elemento correspondente a Q>
nédo é incluido em nenhuma das metades do conjunto de da-
dos para cédlculo dos Qj e Q3.

Usando este método, as duas metades do conjunto de dados
serdo {x; =1,xp =3,x3=6,x4 =10} e {x5 =18, xy =21,
xg =25, x9g = 29} e entdo teremos Q1 = (xp +x3)/2 =45¢e
Qs = (x7 + xg)/2 = 23. Repare-se que tendo o conjunto de
dados n elementos, desta forma cada uma das metades tera
(n—1)/2 elementos.

O processo de determinacdo de cada quartil inclui dois
passos: primeiro, determinar a posigdo do quartil no con-
junto de dados; segundo, calcular o valor do quartil. Quan-
do o quartil coincide com um elemento do conjunto de
dados, dizemos que a sua posi¢do é um valor inteiro k, e
neste caso o valor do quartil é imediato. Por exemplo, para
o conjunto de dados inicial com 10 elementos, a posicao de
Q1 é k =3, logo o seu valor é Q1 = x3 = 6. Quando o quar-
til fica entre dois elementos dizemos que a sua posicao é
um valor ndo inteiro. Ainda neste conjunto de dados com
n =10, a posicdo de Q> é entre os elementos x5 e xg, pelo
que dizemos que a sua posicdo é k = 5.5 e, neste caso, é ne-
cessdrio calcular o seu valor fazendo, por exemplo, a semi-
soma dos valores dos elementos nas posicdes 5 e 6, isto &,
Q2 = (x5+x)/2 = (14+18)/2 = 16.

A posicao dos quartis pode também ser calculada ma-
tematicamente. Todos os métodos determinam a posigdo
da mediana (segundo quartil) da mesma forma. Conside-
re-se um conjunto de dados ordenado com n elementos
X1 <X < x3 <. <X

A posicio de Q; num conjunto de dados

com n elementos é (n+1)/2.

36 GAZETA DE MATEMATICA -« 74

n par n impar
Qi Qs Q1 Qs
k= nt3 k= 3ntl Método
-4 ! inclusi
k = n—+2 k= 3n+2 Inclusivo
=2 = ] :
k= ntl k — 3n+3 Método
= = 3] '
exclusivo

Tabela 1: Férmulas para célculo das posi¢oes de Oy e Os.

kinteiro | Qp = xi
k ndo inteiro Q, = X+
i<k<i+1 2

Tabela 2: Férmulas para cdlculo do valor de (), dada a sua posicdo k.

Ja a forma de determinar a posi¢do dos Q1 e Q3 no conjunto
de dados varia consoante o método utilizado.

A Tabela 1 apresenta as férmulas para célculo das posi-
¢oes dos primeiro e terceiro quartis correspondentes aos mé-
todos inclusivo e exclusivo.

Uma vez conhecida a posigdo dos quartis, a forma de c4l-
culo do seu valor é igual em ambos os métodos. A tabela 2
apresenta a forma de calcular um quartil Q,, dada a sua po-
sigdo k no conjunto de dados.

Todos os manuais do ensino bésico consultados ensinam a
determinar os quartis usando o método exclusivo, de acordo
com as indica¢des do Ministério da Educagdo e Ciéncia [1].
Comecam por definir a mediana como o centro do conjunto
de dados ordenado e depois definem o 1.° quartil como sendo
a mediana dos dados que ficam a esquerda da mediana do
conjunto de dados e o 3.° quartil como sendo a mediana dos
dados que ficam a direita da mediana do conjunto de dados.
Os manuais do ensino secundério consultados ensinam tam-
bém o método exclusivo (embora a brochura de estatistica do
10.° ano faca referéncia aos métodos inclusivo e exclusivo [4]),
apresentando as férmulas para determinacdo das posicoes
dos quartis. Em nenhum manual dos ensinos bdsico e secun-
dério encontrdmos informagdo sobre a existéncia de outros
métodos para o célculo dos quartis. Quando no ensino supe-
rior se ensina outro método para o cdlculo dos quartis (que

algumas vezes conduz a valores distintos), os alunos reagem



com alguma ‘desconfianga’ e confusdo relativamente ao con-
ceito de quartil.

Existem muitos métodos para o calculo dos quartis, di-
ferindo quer no primeiro passo do processo (determinagéo
da posigao dos quartis) quer no segundo passo do processo
(cdlculo do valor dos quartis). Quando a posic¢do dos quartis
no conjunto de dados ndo é um inteiro, os métodos inclusivo
e exclusivo calculam a semissoma dos valores dos elementos
do conjunto de dados mais préximos da posig¢do do quartil.
Métodos héd que arredondam a posicado do quartil, sendo este
sempre igual a um elemento do conjunto de dados, e existem
métodos com formas de arredondamentos distintas. Outros
métodos optam por fazer interpolagdo dos valores dos ele-
mentos mais préximos da posicao do quartil. Por exemplo,
imaginemos que a posicdo do quartil é 2.85. Fazendo interpo-
lagédo, o valor do quartil seria dado por 0.85 x x + 0.15 X x3.
O leitor interessado encontrard no artigo [3] a descri¢do de 15
métodos para o calculo de quartis, assim como a equivalén-
cia entre alguns deles e as respetivas referéncias.

Mas, entdo, qual serd o melhor método para calcular os

quartis? Depende do uso que deles queremos fazer.

QUARTIS VISTOS COMO ESTIMADORES

No ensino superior interessa-nos olhar para os dados como
valores observados de uma dada populacéo e, neste sentido,
o conjunto de dados é uma amostra de observagdes e as me-
didas calculadas com base na amostra sdo vistas como esti-
mativas de pardmetros da populagdo subjacente (assume-se
que a amostra é aleatdria e representativa da populagdo em
estudo — neste texto ndo abordaremos o assunto da recolha/
construgdo de uma amostra valida). Ora, a forma de calcu-
lar os quartis nos ensino bdsico e secunddrio, embora muito
intuitiva, ndo fornece um bom estimador para o parametro
da populagéo correspondente (ver, por exemplo, [2] pag. 87).
Para perceber de que parametros falamos, interessa aqui in-
troduzir o conceito de percentil (ou quantil). Considere-se X
a variavel aleatéria discreta que representa a caracteristica
da populagdo em estudo. Percentil populacional de pro-
porgédo p (ou de percentagem 100p %) é o valor P, tal que
P(X<Py)2peP(X=2Py)>21—p. O primeiro quartil ¢,
pois, o percentil de proporgédo 0.25, isto é, o valor P 55 tal que
a probabilidade de a varidvel X tomar um valor nao superior

a Py 25 é, pelo menos, 0.25 e simultaneamente a probabilidade

de a varidvel X tomar um valor ndo inferior a Py2s é, pelo
menos, 0.75. Analogamente, o terceiro quartil é o percentil
de propor¢do 0.75 (75%) e o segundo quartil (mediana) é o
percentil de proporgéo 0.5 (50%).

Quem ¢é que nunca ouviu a mae de uma crianca pequena
comentar ‘O meu filho estd no percentil 95 da altura’? O que
isto significa é que, considerando todas as criangas portu-
guesas com a mesma idade do filho da senhora, pelo menos,
95% dessas criangas terdo uma altura ndo superior a altura
do filho da senhora e simultaneamente, pelo menos, 5% des-
sas criancas terdo uma altura ndo inferior a altura do filho
da senhora. Dada uma amostra representativa da populagado
descrita pela varidvel aleatéria X, estimamos a probabilidade
de a varidvel assumir um valor ndo superior a determina-
do valor x pela proporc¢ao de valores ndo superiores a x na
amostra, isto é, estimamos a fungdo de distribuicado de X pela
funcdo de distribui¢do cumulativa dos valores da amostra.
Assim uma definigado rigorosa e geral para todos os percentis

amostrais sera:

Definigao 2: Percentil amostral de proporcdo p — P, — € o
valor tal que a proporcédo de valores da amostra ndo superio-
res a Py &, pelo menos, p e simultaneamente a proporcao de
valores da amostra ndo inferiores a Py é, pelo menos, 1 — p.

Chamamos aqui a atengéo para o facto de, ao adotar o mé-
todo exclusivo para o cdlculo dos quartis, que produz valores
de quartis que ndo respeitam esta definicdo, as metas cur-
riculares do ensino bdsico optam por pedir apenas que os
alunos saibam reconhecer que, pelo menos, 75% dos dados
da amostra é ndo inferior ao primeiro quartil e, pelo menos,
75% dos dados da amostra é ndo superior ao terceiro quartil,
induzindo uma defini¢do dos quartis pouco rigorosa e tam-
bém pouco intuitiva ([1] OTD8 1.4 pag. 72).

Baseado na definicdo 2 surge um método para o célculo
dos percentis de uma amostra que muitas vezes se designa
por método CDF, do inglés, cumulative distribution function.
O leitor interessado encontrard no artigo [3] a demonstragdo
de que o método CDF produz sempre um percentil de acordo

com esta definigdo.

Método CDF: Dada uma amostra com n observagdes, se np
¢ um valor inteiro, entdo P = (xup + X;p11)/2; se np néo é

um valor inteiro, seja k a parte inteira de np, entdo Py = xj1.
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Este método produz um bom estimador para o percentil
populacional, mas tem a desvantagem de nao ser nada intui-
tivo. Os métodos inclusivo e exclusivo referidos anteriormen-
te, embora intuitivos, além de ndo produzirem bons estima-
dores, tém também a desvantagem de nao ser generalizaveis

ao célculo de outros percentis que ndo os quartis.

PROPOSTA PARA UNIFORMIZAGCAO DO CALCULO
DOS QUARTIS EM TODOS OS CICLOS DE ENSINO

Como dissemos na introdugao deste texto, o facto de ensinar-
mos ao longo dos vdrios ciclos de ensino formas diferentes
de calcular os quartis que em certas situa¢ées conduzem a
valores distintos, sem que logo de inicio se refira que exis-
tem diferentes métodos para o fazer, é desconfortdvel para
os alunos e confunde-os, o que em nada contribui para a
aquisi¢do do conceito e d4 origem a uma certa desconfianga
relativamente a estatistica. Argumentamos que tal é evitavel
e divulgamos uma forma mais intuitiva do método CDF, pas-
sivel de ser ensinada nos ciclos bdsico e secunddrio do ensi-
no portugués. Voltemos a nogdo intuitiva de que os quartis
dividem uma amostra com n observagdes em quatro partes
iguais. Ora, ao fazer a divisdo inteira de n por 4 ou o resto
dd 0 ouda1oudd?2ouda 3. Isto é, dado n o nimero de ob-
servagdes da amostra, existe um m inteiro ndo negativo tal
queoun =4m, oun =4m+1Loun =4m+2,oun =4m+3
. Podemos entdo determinar as férmulas para a posi¢do dos
primeiro e terceiro quartis segundo o método CDF de acordo

com o resto da divisdo inteira de 1 por 4 da forma explicitada

n impar
n par
P n=4m+1 n=4m+3
o [ k=t | k= [ k-np
Q3 k= 3n2r2 k= 3nzrl k= 3n13

n=4m n=4m+1 | n=4m+2 | n=4m+3
Qi k=2 | k=t | k=2 | k=g
QS k = 3n:2 k= 3n4+1 k= 3n:2 k= 3nzr3

Tabela 3: Férmulas para calculo das posicdes
de Oy e Q3 com o método CDF.

na Tabela 3.

Note-se que as férmulas sdo iguais nos casos em que o resto
da divisdo inteira de n por 4 é 0 ou 2, isto é, quando o 7 é par.
Alternativamente, podemos organizar a tabela para n par e

impar, considerando dois casos para # impar — um quando o
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Tabela 4: Férmulas para cdlculo das posicoes de Q1 e Q3 com o

método CDF — apresentacdo alternativa.

resto é 1 e outro quando o resto é 3, como mostra a Tabela 4.
Note-se que a posi¢do da mediana (segundo quartil) con-
tinua a ser dada por (n+1)/2 = (2n+2)/4, para todos os
valores de n.

Uma vez conhecida a posi¢do dos quartis, a forma de célcu-
lo do seu valor é igual ao apresentado para os métodos inclusi-
vo e exclusivo na Tabela 2. Isto é, quando a posicdo do quartil é
um nimero inteiro, o seu valor é igual ao da observagdo nessa
posigdo na amostra; no caso de a posi¢do do quartil ndo dar
um ndmero inteiro, o valor do quartil serd dado pela semisso-
ma das observagdes mais préximas dessa posi¢do ndo inteira.

Repare-se que no caso em que n = 4m + 1, as férmulas para
o célculo da posi¢do dos quartis com o método CDF coinci-
dem com as férmulas do método inclusivo e, no caso em que
n = 4m + 3, as férmulas do método CDF coincidem com as
féormulas do método exclusivo. Assim, uma forma intuitiva
de apresentar o método CDF ao alunos dos ensinos bdsico e
secunddrio serd o de, definindo os quartis como as medianas
das metades inferior e superior da amostra, apresentar a pro-
blemdtica que surge no caso de n ser impar — incluir ou ndo a
mediana da amostra nas duas metades a considerar para cal-
culo dos quartis — e indicar o uso do método inclusivo quando
n a dividir por 4 da resto 1 e o uso do método exclusivo quando
n a dividir por 4 da resto 3.

No artigo [3], o autor sugere que, definindo os quartis como
as medianas das metades inferior e superior da amostra e
apresentada a problemdtica de incluir ou ndo a mediana da
amostra nas duas metades no caso de 1 ser impar, se apresente
a solucdo de, quando n impar, incluir ou ndo a mediana da
amostra nas metades inferior e superior da amostra por forma
a que o numero de elementos das metades também seja fmpar.
Esta forma de apresenta¢do do método CDF evita a referéncia
ao resto da divisdo inteira, o que poderd ser preferivel no en-

sino bdsico.



Assim, por exemplo, para uma amostra com n = 5 obser-
vagdes (note-se que a divisdo inteira de 5 por 4 dd resto 1), por
exemplo {x] = 1,x; = 3,x3 = 6,x4 = 10, x5 = 14}, amediana
serdQy = x3 = 6 easmetadesaconsiderarirdoincluiramedia-
na,sendo{x; =1,x, =3,x3 = 6}e{x3 = 6,x4 = 10, x5 = 14},
o que conduzird a Q) = xp =3 e Q3 = x4 = 10. Jd para uma
amostra com, por exemplo, 7 observagdes (note-se que a divi-
sdo inteira de 7 por 4 dd resto 3), por exemplo

{x1=1,x =3,x3 =6,x4 = 10,x5 = 14, x¢ = 18, x7 = 21},
a mediana serd Q, = x4 = 10 e as metades a considerar
ndo incluirdo a mediana, sendo {x; =1,x, =3,x3 =6}
e {xs=14,x =18,x,=21}, o
Qi=x=3eQ3=1x,=18.

que conduzird a

CONSIDERAGCOES FINAIS

Nas metas curriculares do ensino bdsico justifica-se a escolha
do método exclusivo para calculo dos quartis pela sua sim-
plicidade e pelo facto de este ser o método programado na
grande maioria das calculadoras ([2] pdg. 89). Nas atividades
de caracter investigativo na drea de organizagdo e tratamen-
to de dados, certamente o computador serd um suporte tdo
ou mais utilizado do que as calculadoras, e quer as folhas de
calculo quer os programas estatisticos apresentam, por de-

feito, o cdlculo dos quartis por métodos que ndo o exclusivo.

E, pois, por isso importante que o professor esteja ciente deste
facto quando decidir usar algum destes recursos. Como ilus-
tragdo apresentamos na Tabela 5 os resultados obtidos no cal-
culo dos quartis de conjuntos de dados de dimensées 4, 5, 6
e 7. Usdmos duas calculadoras, uma Texas e outra Casio, vul-
garmente usadas por alunos dos ensino bésico e secundario;
duas folhas de célculo, o Excel da Microsoft e uma folha de
cédlculo de livre acesso — o LibreOffice, presentes na maioria
dos computadores pessoais dos alunos de todos os niveis de
ensino; dois programas estatisticos introduzidos na maioria
das disciplinas de estatistica nos primeiros anos dos cursos
do ensino superior, 0 SPPS e o R (de acesso livre); e ainda o si-
tio da Internet WolframAlpha (http:/fwww.wolframalpha.comf),
autodenominado uma ferramenta computacional do conhe-
cimento, onde é possivel ndo sé procurar informagdo como
também realizar cdlculos (e produzir gréficos), na drea da ma-
temadtica e em muitas outras dreas. Os programas estatisticos
SPSS e R, assim como o sitio da Internet Wolfram Alpha im-
plementam dois métodos distintos para o cdlculo dos quartis,
dependendo da ‘funcionalidade’ selecionada (na realidade, se
alterarmos a opgédo definida por defeito na funcédo quantiles
do R, podemos obter qualquer um de nove métodos distintos
para o célculo dos quartis, conforme indicado no manual de

instrugdes do programa [5]).

n==4
{1, 3, 6, 10}
Q1 Q2 Q3 Q1

n=>5
{1, 3, 6, 10, 14}

n==~6 18n =7
{1, 3, 6,10, 14, 18} {1, 3, 6,10, 14, 18, 21}

Q Qs Q1 Q2 Q3 Q1 Q2 Q3

Método exclusivo
calculadora Casio 2 4.5 8 2

calculadora Texas

6 12 3 8 14 3 10 18

SPSS (weighted average) | 1.5 4.5 9 2

6 12 2.5 8 15 3 10 18

Método inclusivo
R (boxplot.stats) 2 45 8 3
SPSS (Tukey'’s hinges)

6 10 3 8 14 4.5 10 16

Microsoft Excel
LibreOffice 2.5 4.5 7 3
R (quantiles)

6 10 | 3.75 8 13 4.5 10 16

Meétodo CDF 2 4.5 8 3

6 10 3 8 14 3 10 18

Wolfram Alpha (quartiles) 2 4.5 8 35

6 8 3 8 14 3.75 10 17

Wolfram Alpha (quantiles) 1 3 6 3

6 10 3 6 14 3 10 18

Tabela 5: Valores de quartis obtidos em diferentes suportes tecnoldgicos.
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Quanto a nés, o método CDF é o mais indicado para in-
troduzir o cdlculo dos quartis de amostras (com poucos ele-
mentos repetidos), uma vez que é o inico que produz sempre
resultados de acordo com a defini¢do rigorosa dos quartis.
Ainda que o método CDF venha a ser o método de célcu-
lo dos quartis adotado em todos os ciclos de ensino, as ma-
quinas de calcular, as folhas de cdlculo e os programas de
estatistica continuam a calcular os quartis por outros méto-
dos, que muitas vezes produzirdo valores diferentes. E, pois,
importante que desde muito cedo se apresente aos alunos a
nogdo de que existem diferentes métodos para o cdlculo dos

quartis.
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PERGUNTAS SIMPLES, RESPOSTAS SURPREENDENTES

A CONJETURA ABC
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“A conjetura abc é o problema em aberto mais importante de andlise

diofantina.” Dorian Goldfeld

TAO SIMPLES COMO A+B=C
Aconjetura abc que iremos descrever é um dos problemas

em aberto mais importantes da Teoria dos Numeros.
Da sua validade resultariam como corolarios diversos teore-
mas cldssicos e seria ainda possivel resolver problemas no-
vos. O tltimo Teorema de Fermat demonstrado por Andrew
Wiles em 1994, o qual afirma néo existirem solugées inteiras
positivas para a equagdo a" + b" = c" com expoente 1 > 3,
teria a demonstragdo curta sonhada em tempos por Fermat.
Resolver a conjetura abc implica certamente ir um pouco
mais longe na compreensdo da estrutura dos ntimeros na-
turais. Mas serd que ainda existem problemas por resolver
envolvendo apenas os niimeros naturais?

Sabemos que um ntmero natural pode ser primo ou
composto, mas seria interessante ter uma medida que per-
mitisse decidir qual entre dois niimeros naturais é mais
composto. Por exemplo, apetece dizer que 1024 = 2° ¢ forte-
mente composto, e que 481 = 13 x 37, que é produto de dois
primos, é quase-primo. Dado um natural n, definimos r(n)
como sendo o produto dos fatores primos de n. No caso de
126 =2 x 32 x 7, teremos r(n) =2 x 3 x 7 =42. Seja a > 0

o0 expoente a que temos de elevar r(n) para obter n. Se n for

um quadrado perfeito, entdo o valor do expoente a é natu-
ralmente ndo inferior a 2. Se n é um inteiro livre de quadra-
dos (nenhum fator primo aparece repetido), entdo o expoente
a = 1. Em geral, 0 expoente « é dado por a = Inn/ In(r(n)).

O teorema fundamental da aritmética diz-nos que todo o
nimero natural admite uma fatoriza¢do tinica como produto
de ntimeros primos. Por exemplo, 126 = 2 x 32 x 7. Os ntime-
ros 2, 3 e 5 sdo os fatores primos, um dos quais aparece duas
vezes. A conjetura abc, que iremos descrever com mais pre-
cisdo, prevé restri¢des inesperadas nas fatorizagoes de triplos
de inteiros positivos (a,b, ¢) tais que a + b = c. Nos triplos de
inteiros considerados nao podem existir fatores comuns entre
aeb,ie,omaximo divisor comum entreae b é 1.

Dado um triplo de inteiros positivos (a,b,c), definimos
o radical do triplo, e denotamos por 7(a,b,c), como o pro-
duto de todos os fatores primos distintos em a, b e c. Por
exemplo, dado o triplo 9, 16, 25 (onde 25 = 16 + 9), teremos
7(9,16,25) =3 x2x 5=30. Uma tarefa dificil é encon-
trar triplos (a,b,¢) tais que r(a,b,c) < c. Ainda assim, exis-
tem infinitos triplos que satisfazem esta desigualdade. Por
exemplo, os triplos de inteiros dados por:a =1,b=9" —1e

c =9"n €N, verificam a desigualdade referida.
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Seja q o expoente a que devemos elevar o radical r(a, b, )
do triplo de modo a obter c. A qualidade de um triplo (4, b, c)
é dada pelo valor do expoente g. Os triplos interessantes cor-
respondem a valores do expoente g maiores do que 1. O valor
méximo conhecido até hoje para algum triplo (a,b, ¢) é apro-
ximadamente 1.63, obtido a custa do improvavel triplo:a = 2,
b=31"x109ec =23

A conjetura abc tem diversas formulagdes, uma delas esti-
pula que existe um majorante para o valor do expoente g, i.e.,
o valor de g ndo pode ser arbitrariamente grande. Um enun-
ciado alternativo, e ainda mais forte, da conjetura abc afirma
que o ndmero de triplos (a, b, c) com qualidade maior do que
um dado h > 1 é finito.

De um modo mais intuitivo, podemos dizer que a conje-
tura abc nos diz que se somarmos dois niimeros a e b for-
temente compostos, entdo o resultado desta soma ¢ =a+b
deve ser um numero quase-primo. Parece existir aqui uma
estranha interferéncia entre a operagdo de adi¢do nos natu-
rais com uma propriedade de tipo multiplicativo (fatorizagdo
de ntimeros).

A validade da conjetura abc permitiria demonstrar por
exemplo uma propriedade importante sobre os inteiros que
sdo poténcias com expoente maior do que 1. Se considerar-
mos o conjunto dos quadrados perfeitos, facilmente verifica-
mos que estes se afastam cada vez mais uns dos outros: a
diferenca entre n? e (1 4 1)% é 21 + 1. Os cubos perfeitos tém
um comportamento andlogo.

Consideremos agora

5=1,4,8,9,16,25,27,32,36,49,64,81,100, . ..

o conjunto dos naturais n = m*, k > 1 das poténcias perfeitas.
Serd que também neste caso as poténcias perfeitas se afastam
indefinidamente? Embora ndo parega existir nenhuma razado
que impeca a existéncia de infinitos pares de poténcias per-
feitas (x,y) tal que |y — x| < 100, uma famosa conjetura do
matemadtico S. Pillai estipula que o nimero de pares nestas
condigoes se esgota.

Um fenémeno do mesmo tipo, e talvez mais intrigante, é
saber se o conjunto das poténcias a”,n € IN se afasta indefini-
damente do conjunto das poténcias b", onde a e b sdo inteiros
positivos primos entre si. A este respeito, a famosa conjetura
de Catalan, demonstrada em 2002 por Preda Mihailescu, diz-
-nos que nao existem poténcias de inteiros consecutivas com

expoentes maiores do que um, exceto 8 e 9.

No caso particular em que a =2 e b = 3 é possivel pro-
var que cada uma das equagdes 2" —3" =k,n,m € N, e k
inteiro ndo nulo fixo, tem apenas um ndmero finito de solu-
¢oes. O teorema fundamental da aritmética diz-nos, e a sua
demonstracdo explica, por que razdo nenhuma poténcia a”"
pode coincidir com uma poténcia b", onde a e b sdo primos
entre si e n > 1. Uma questdo mais profunda é a de saber por
que razdo dois conjuntos de poténcias distintos se afastam
indefinidamente. A demonstragao da conjetura abc ajudaria a
perceber quais as for¢as misteriosas que operam no conjunto
dos ndmeros naturais, repelindo neste caso as poténcias de

base distinta.

UM INTERGEOMETRA UNIVERSAL

Em agosto de 2012, o matemdtico japonés Shinichi Mochi-
zuki afirmou ter obtido uma demonstragao da conjetura abc.
No total, os argumentos para a prova da conjetura ocupam
cerca de 500 paginas, sendo introduzidos ao longo do texto
diversos conceitos completamente novos. Até agora, nenhum
especialista na drea considerou vdlida a demonstragdo apre-
sentada. Ndo fosse o caso de Mochizuki ser um matemadtico
conceituado, ninguém daria importancia a sua tentativa de
demonstrar a conjetura abc. Na sua pagina pessoal, Shinichi
Mochizuki ndo se intitula matemadtico mas intergeémetra
universal, ndo sendo claro o que isso possa significar. Julgo
que qualquer matemadtico, num caso destes, deseja que uma
demonstracdo nova apresentada de um qualquer problema
famoso esteja correta. Isso significa que o universo matemati-
co se expande mais uma vez, dando origem a outras questoes
tdo simples e curiosas como o dltimo Teorema de Fermat ou

a conjetura abc.
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Transposig()es e inversoes sdao
transformagdes no conjunto de todas
as notas musicais recorrentemente
utilizadas por musicos e compositores.
No contexto do sistema de afinacao

de temperamento igual, transposicdes
e inversOes podem ser naturalmente
identificadas com as transformacdes
de Md&bius que preservam um certo
subconjunto discreto da espiral

logaritmica.

1. TEMPERAMENTO IGUAL

Na&o vamos repetir aquela velha histéria do passeio de Pitd-
goras e dos martelos na oficina do ferreiro, mas relembremos
a observacdo fundamental habitualmente atribuida ao mes-
mo Pitdgoras: os sons produzidos ao pressionar pontos que
dividem a corda de um monocérdio nas razdes 1:2, 2:3 e 3:4
estdo em extrema consondncia, no sentido de que sdo “agra-
daveis” ao ouvido quando combinados entre si. Os métodos
introduzidos por J. B. Fourier, no século XIX, trouxeram um
entendimento mais profundo sobre o fenémeno. Uma corda
esticada quando vibra produz um som que é a soma de va-
rias ondas sinusoidais (os harménicos do som produzido) com
frequéncias mdaltiplas inteiras da frequéncia dominante (ou na-
tural) da corda.

Denominamos por nota musical um som associado a uma
Gnica onda sinusoidal — e, portanto, a uma tnica frequén-
cia. Na realidade, tais sons puros ndo existem na natureza.
Quando, por exemplo, se refere a nota la, 014 central do pia-
no, pensamos na frequéncia dominante da respetiva corda
(tipicamente ajustada para 440 Hz). Se a frequéncia de uma
determinada nota é wy, entdo a oitava acima é a nota com fre-
quéncia 2wy, aquela que corresponde a razdo pitagoérica 1:2.
Homens e mulheres cantando em unissono, na realidade fa-
zem-no (bom, pensemos em cantores minimamente talento-
sos) com o intervalo de uma oitava. Este facto levou diferen-

tes culturas a aceitar a oitava como intervalo de referéncia.

O ouvido humano tem a capacidade de distinguir deze-
nas de notas diferentes compreendidas num tal intervalo. De
entre essas notas podemos selecionar algumas e organiza-las
em sequéncias, da mais grave a mais aguda, que designa-
remos por escalas. Na tradi¢do ocidental, consideram-se 12
notas no intervalo de uma oitava. A escala cromdtica é precisa-
mente a sequéncia formada por essas 12 notas:

dé, dog, ré, réf, mi, f4, faf, sol, solt, 14, 144, si.
Mas a escolha do nimero 12 n&o é universal. Por exemplo, na
cultura indiana é frequente adivisdo da oitava em 22 shrutis [1].

Estabelecidas 12 notas, coloca-se o problema, diga-se
pouco pacifico [3, 4], de encontrar valores para as razdes
das respetivas frequéncias: o problema do temperamento da
escala cromdtica. A matemdtica envolvida nesta discussao é
rica, tanto em relagdo a modelacido do fenémeno de emissao,
propagacdo e perce¢do do som [1], como em relagdo a cons-
trucdo artesanal de instrumentos musicais compativeis com
os diferentes sistemas adotados [6]. A divisdao em intervalos
iguais, o temperamento igual, adequa-se com facilidade a cons-
trugdo e a execugdo de instrumentos de teclas, como o piano
ou o cravo. Neste caso, a razdo entre as frequéncias de duas
notas consecutivas é dada por T = 1\2@, um ndmero irracio-
nal! Se a nota de referéncia tem frequéncia w,, as 12 notas
da escala cromatica terdo frequéncias dadas por wy = 8wy,
com k=0,1,...,11. A melhor aproximagdo a quinta pitagd-
rica (a nota associada a frequéncia %wo) ocorre para k =7:
wy ~ 1.4983wy.

Se esta diferenga parece ndo perturbar muito os ouvi-
dos dos musicos mais experimentados, outros intervalos
no temperamento igual podem ser bem mais delicados de
compatibilizar com as consonancias “naturais” observadas
por Pitdgoras [3]. Ndo obstante, o temperamento igual é hoje
amplamente adotado na afinagao de diferentes instrumentos

musicais, como o piano e a guitarra.

2. CONJUNTO DAS NOTAS MUSICAIS

NO TEMPERAMENTO IGUAL

Fixemos uma nota de referéncia, digamos a nota do®, o dé
central do piano, com frequéncia wy. Seja M o conjunto das
notas musicais do temperamento igual, ordenadas de acor-
do com o valor das frequéncias correspondentes: w, = T"wy,
com n € Z. Temos portanto uma bijeccdo F: M — Z que

preserva a relagdo de ordem entre os dois conjuntos,
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..., E(si?) = —1,F(do®) = 0, F(do#®) = 1, F(r®) = 2,...

de acordo com a seguinte figura:

Figura 1. Escala cromética.

Os pares ordenados (X,Y) € M x M serdo designados
por intervalos musicais. Consideremos a aplicacdo amplitude
J: M x M — Z definida por | (X,Y)=F (X)-F(Y). Seguin-
do a terminologia usual, intervalos musicais de um tom sdo os
pares (X, Y) para os quais J(X,Y) = £2 e intervalos de meio-
-tom sdo os pares (X, Y) para os quais [(X,Y) = +1. Por exem-
plo, J(mi?,re3) = F(mi®) — F(re®) = —10, 0 que corresponde a

uma sétima menor inferior (10 meio-tons).

3. TRANSPOSICOES E INVERSOES

Dado um inteiro k, a transposicdo musical por k meio-tons é a
transformacdo Ty : M — M que “adiciona” k meios-tons a to-
dos as notas, preservando desta forma a relagdo de ordem e a
amplitude dos intervalos. Ou seja,temos Ty(Z,) = Z,, 1, onde
Z, é anota musical correspondente a 1 : F(Z,) = n. Por outro
lado, as inversdes musicais sdo transformagdes no conjunto M
que também preservam a amplitude dos intervalos mas que
invertem a relagdo de ordem. Mais concretamente, dados dois
inteiros i e j, com 0 < |j —i| < 1, ainversao L;j: M — M éde-
finida por I;;(Zy) = Z;yj . Claramente, I;; = I;;. Quando
i = j, também denotamos I; = I; ;, a inversdo de M relativamente
a Z;. Neste caso, I[;(Z;) = Z;.

Por exemplo, a transposi¢do por sete meios-tons do sub-
conjunto K = {Zy, Zy4, Z7}, que corresponde ao acorde ha-
bitualmente designado por Dé Maior, resulta no conjunto
T7(K) = {Z7,Z11, Z14} (acorde de Sol Maior). Por outro lado, a
inversdo do mesmo acorde relativamente a Z; = doff® resulta
no acorde I (K) = {Z, Z_5, Z_5} (acorde de Sol Menor).

Observagio. Em teoria musical, o termo inversdo pode ter di-
ferentes significados. O conceito de inversdo de um acorde que
estamos aqui a tratar é diferente do conceito de inversao asso-
ciado a modificacdo das linhas de baixo dos acordes. Neste se-

gundo sentido, a primeira inversio do acorde K = {Zy, Z4, Z7},
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por exemplo, é o acorde K' = {Z4,Z7,Z1,}, ou seja, todas as
notas de K’ sdo iguais as de K a menos de uma oitava, mas a
nota mais grave, o baixo, passou a ser a nota Zy.
Transposi¢des e inversdes sdo recursos frequentemente uti-
lizados por musicos e compositores. Na figura 2 vemos um
exemplo extraido da obra de J. S. Bach. O Cdnone a 2 “Quaeren-
do Invenietis”, da Oferenda Musical (BWV 1079), que consiste

num canone por inversao, a distancia de sétima menor:

Figura 2. Canone por inversao.

A linha melédica inferior inverte os intervalos da linha su-
perior. A voz inferior éigualal_s5 = T_1g o [y da voz superior.
Mais exemplos podem ser encontrados em [5].

Uma transposigdo por k meios-tons, seguida de uma outra
transposigdo por k' meios-tons, resulta numa transposigao por
k + k' meios-tons; uma transposi¢do seguida de uma inverséo
é equivalente a uma inversdo; uma inversao seguida de outra
inversdo corresponde a fazer uma tnica transposi¢do. Mais
explicitamente,

TeoTy = Teyw  Lijolyr=Tipj1—p
Tiolij = Livtksa1j+1k/2) LijoTe = Li_\ks2),j-k/2)/
onde i < j,|k/2| é o maior inteiro n tal quen < k/2e[k/2]éo
menor inteiro m tal que k/2 < m.
Assim, o conjunto de todas as inversdes e transposi¢des ad-
mite uma estrutura natural de grupo ndo abeliano. Recordamos
que um par (G, o) constituido por um conjunto G, ndo vazio,
e uma operagdo bindria o diz-se um grupo quando verifica os

seguintes axiomas:

(1) Associatividade.

Para quaisquer x,,z € G, (xoy) oz =x0 (yoz);

(2) Existéncia de identidade.



Existe e € G, a identidade do grupo, tal que, para todo
x€G,xoe=eox =x;

(3) Existéncia de inverso.
Para cada x € G, existe x’ € G, o inverso de x, tal que

xox' =x'ox =e.

O grupo diz-se abeliano se x o y = y o x para todos os elemen-
tos x,y € G. Em relagdo ao grupo das transposicdes e inver-
soes, o inverso de Ty é T_y, o inverso de qualquer inversao é
ela prépria e a identidade é a transposigdo Tp.

Uma forma usual de descrever geometricamente este gru-
po, que denotaremos por Gy, consiste em identificar as 12 no-
tas da escala cromdtica Zy,Z1, . .., Z11 com os 12 vértices de um
dodecdgono regular. Assim, inversdes e transposi¢des corres-
pondem a elementos do grupo de simetria do dodecagono, o
grupo diedral D15. No entanto, este modelo ndo distingue notas
que difiram por oitavas nem reflete qualquer propriedade do
temperamento utilizado. Nas duas sec¢des seguintes apresen-
tamos um modelo para o conjunto M das notas musicais no
sistema temperado que resolve estas dificuldades e a corres-

pondente descrigao geométrica do grupo Gy.

4. AS TRANSFORMACOES DE MOBIUS
Uma transformagdo de Mobius é uma transformagdo no plano
complexo que é representada por uma fragao racional da forma

az+b
ch—l—d' M

onde 4, b, ¢ e d sdo niimeros complexos que satisfazem a con-
dicdo ad — bc # 0. Prova-se que as transformacdes de Mobius,
com a operagdo bindria definida pela composicdo de trans-
formagdes, formam um grupo, que denotaremos por Mob, o
grupo de Mobius. Por exemplo, o inverso da transformagdo (1)
é dado por

dz—1b

—cz+a

Vejamos alguns exemplos de transformagdes de Mobius:

(1) Translagdo. Para qualquer ntimero complexo b = by + ib,,
onde i é a unidade imagindria, a transformagéo z +— z + b

representa uma translagao no plano pelo vetor b = (by, by).

(2) Rotagio. Para qualquer a € C com |a| = 1, a transforma-
¢do z > az representa uma rotacdo no plano em torno da

origem. Se considerarmos a representacdo em coordena-

das polares de a = ¢ e z = |z|¢!?, temos az = |z[e!(0+00),
uma rotagdo de dngulo 6, (tomando como sentido positi-

vo o sentido anti-horéario).

Figura 3. Rotacdo de angulo 6.

(3) Homotetia. Para qualquer a € R, z —+ az representa uma

homotetia no plano centrada na origem e de razdo a.

(4) Inversio sequida de reflexio. Recorde-se que, dada uma cir-
cunferéncia C de raio r centrada em O e um ponto P dife-
rente de O, o inverso P’ de P relativamente a C é o tinico
ponto sobre a semirreta OP que satisfaz |OP||OP'| = r2.
Em notagdo complexa, se P =z e C é a circunferéncia

Z

unitdria centrada na origem, entdo P = L

Figura 4. Inversao em relacdo a uma circunferéncia.

Por outro lado, z — z dd-nos a reflexdo em relagdo ao

eixo real.

Figura 5. Reflexdo em relacdo ao eixo real.
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Assim, a transformagdo de Mobius z — 1 = ﬁ repre-
senta uma inversdo em relagdo a circunferéncia unitdria

centrada na origem seguida de uma reflexao.

Qualquer transformagdo de Mdobius pode ser obtida por
composicdo de translagbes, reflexdes, rotagdes, inversdes

e dilata¢des. Com efeito, considerem-se as seguintes trans-

formacdes: ¢(z) =z + % (translagdo pelo vetor %); h(z) = %
(inversdo seguida de reflexdo);, m(z) = —@z (rotagdo e
é

homotetia); s(z) = z+ £ (translagdo pelo vetor 7). Entdo,
possivel provar que:
az+b

m:somohog(z),

Observagdo. Uma transformagdo conforme é uma transfor-
macado que preserva angulos. Ou seja, duas curvas que se
intersetam num certo ponto P segundo um angulo & sdo
transformadas em outras duas curvas que se intersetam no
transformado de P segundo o mesmo angulo «. Pela teoria
das fungdes de varidveis complexas, qualquer transforma-
Z;is é conforme. Devemos observar que,

em geral, estas transformagdes ndo estdo definidas em todo

¢do de Mobius z —

o plano complexo. Juntando a C um ponto & no “infinito”,
podemos identificar a esfera unitdria S? com o plano completo
C U {oo} por meio de uma projegio estereogrifica, que é uma
transformacgdo conforme. Desta forma, uma transforma-
¢do de Mobius z — % corresponde a uma transformacao
conforme em S?, fazendo o ++ 2 e —2 - 00 Sabe-se que o
grupo de Mdobius é precisamente o grupo das tranformagdes

conformes de S? que preservam a orientagéo [2].

Figura 6. Projecdo estereogrdfica.
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5. A ESPIRAL LOGARITMICA

E O TEMPERAMENTO IGUAL

A espiral logaritmica é um tipo de espiral que aparece fre-
quentemente associado a diversos elementos na Natureza:
conchas de certos moluscos, galdxias espirais ou ciclones
tropicais, por exemplo. Face as suas propriedades singulares,
Jacob Bernoulli designou-a por Spira Mirabilis.

A equagdo da espiral logaritmica, em termos de coordena-
das polares (p, ), é dada por p = ppe?, com pg > 0 e b cons-
tantes reais. Esta espiral pode ainda ser caracterizada pela
seguinte propriedade: o dngulo B formado pela tangente a
espiral no ponto (p, 0) e a correspondente reta radial é cons-

tante, mais precisamente, f = arctg%.

Figura 7. Espiral logarftmica.
Sejam S a espiral logaritmica p = %% e Mgs C Mob o
seu subgrupo de simetria, isto é,
Ms={f €Mob: f(S) =S8}
Este subgrupo é formado pelas transformagdes z — apz e

Z @, com wg, B € S. De facto, se
az+b
zZ) =
f@) =
preserva a espiral S, entdo f também preserva os seus pontos

limites, isto &, f(0) = 0e f(c0) = o0;0u f(0) = c0e f(c0) = 0.

No primeiro caso teremos b =0 e ¢ = 0; logo, f(z) = 5z

uma vez que 1 € S, o seu transformado, f(1), também deve
estar em S, logo, wy = % € S. Do mesmo modo, no segundo

caso, teremos f(z) = %%, com By = % csS.
Seja Sgp C S aimagem de Z por meio da aplicacdo

2mn

NEZyz, =22 ¢ S,



Figura 8. Representacdo em espiral do conjunto M.

Tendo em conta a identificagdo entre Z e o conjunto M esta-
belecida por F, obtemos uma nova representagdo para o con-
junto das notas musicais do sistema de temperamento igual,
aquela que a Z,, € M associa o nimero complexo z,. Repare-
-se que, se atribuirmos ao d6 central do piano, F (do3) =0,
a frequéncia wy =1, a frequéncia de Z;, relativamente ao
sistema de temperamento igual, ¢ dada por w; = T/, com
T= %2, 0u seja, w; = |z;].

Finalmente, designemos por Mg, C Mg o subgrupo de
simetria de Sp. As transformacgées z — gz € z — % estdo

em Mg, se, e s6 se, ng e Bg estiverem em ;. Assim, o sub-

grupo Mg, é formado pelas seguintes transformagdes:

Z v Z;zZ; 2 2
z

A primeira destas transformagdes é dada por uma rotagao de
angulo % em torno da origem seguida de uma homotetia
centrada na origem de razdo 7'; transforma z; em z;,, logo
corresponde a transposi¢do T;. A segunda transformacgéo é
dada por uma inversdo em relagdo a circunferéncia unita-
ria centrada na origem seguida de uma transformacao do
primeiro tipo; transforma z; em z;_j, correspondendo deste

modo a inversdo I3 ji/21-

6. CONCLUSAO
Se identificarmos o conjunto M das notas musicais do siste-
ma temperado com o subconjunto discreto

So = {e%mzei% :n € N}
da espiral logaritmica S definida em coordenadas polares
por p = 3915‘72, o grupo Gy das transposigdes e inversdes é

precisamente o grupo formado pelas transformagdes de Mo-

bius que preservam S.
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CONVERSA COM...

GONCALO MORAIS CONVERSA COM

CHARLES FEFFERMAN

O Professor Charles Fefferman (ou Charlie como insiste em ser tratado) nas-
ceu em 1949 em Washington D.C. e demonstrou desde cedo ser uma crianca
prodigio. Tendo comecado a frequentar cursos universitdrios com 12 anos,
formou-se em Matemdtica aos 17 anos e completou o doutoramento aos 20.
Em 1978 foi um dos premiados com a Medalha Fields pelas generaliza¢des
para dimensdes superiores de resultados cldssicos de Andlise Complexa, pe-
los seus trabalhos em Equagdes as Derivadas Parciais, Andlise de Fourier e
espagos de Hardy. Atualmente tenta compreender a natureza fundamental
da turbuléncia e de que forma poderemos encontrar padrdes na chamada
Era da Informagao. E uma pessoa simples e afdvel. Transcrevo aqui parte da

GoNcALo MORAIS
Instituto Superior de
Engenharia, Lisboa
gmorais@adm.isel.pt

agradével conversa que mantivemos.

GONCALO Eum prazer estar aqui consigo...
FEFFERMAN Obrigado! [Risos]

GONCALO Comegando talvez por um aspeto mais biogra-
fico, poderia dizer-nos como é que comegou o seu evidente

fascinio pela matematica?

FEFFERMAN Quando era ainda muito novo, comecei a ler
livros de divulgagao cientifica que explicavam o funciona-
mento dos foguetes. Nao fiquei minimamente satisfeito com
as explicagdes ai dadas e procurei outras mais detalhadas
num livro de fisica que encontrei na biblioteca municipal do
sitio onde vivia. Ndo consegui perceber nada do que af era
descrito. O meu pai explicou-me que era natural que nada

percebesse porque o livro tinha uma linguagem matemati-

N

ca demasiado desenvolvida para um mitido como eu, que na
altura ia comecar a frequentar o quarto ano da escola pri-
mdria. Entdo perguntei-lhe se podia estudar matematica e
ele comprou-me o livro de matematica do quarto ano. Eu li-o
num dia ou dois. Ao meu pai pareceu-lhe estranho que eu
lesse um livro, que habitualmente demorava um ano a ser
lido, em dois dias. Fez-me algumas perguntas e ficou para
ele claro que eu tinha compreendido perfeitamente o que es-
tava no livro. Entdo comprou-me o livro do ano seguinte e a
mesma coisa aconteceu repetidamente até ao momento em
que estudei o equivalente ao curso de Anélise dos primeiros
anos da faculdade. Neste ponto, o meu pai conseguiu que um
professor da Universidade de Maryland, o professor James
Hummel, fosse meu tutor. Todos no Departamento de Mate-
matica me apoiaram e se dedicaram imenso durante o meu

percurso ao longo das vdrias disciplinas.
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GONCALO Que idade é que tinha nesse momento?

FEFFERMAN Deixe-me pensar... Julgo que teria uns 10 ou
11 anos... 11 anos talvez, visto que, com 12 anos, comecei a
assistir aos cursos normais oferecidos pela universidade,
ao mesmo tempo que continuava os meus estudos na esco-
la secundadria. Isto durou um ano ou dois, até ao momento
em que 0s meus professores na universidade me disseram,
a mim e aos meus pais, que esta situacdo era ridicula e que
eu deveria ser um estudante universitario. Eles trataram de
tudo para que tal fosse possivel. Entdo, com 14 anos, entrei
para a Universidade de Maryland onde me formei em Ma-
temadtica, tendo depois rumado a Princeton, onde trabalhei
com Professor Elias Stein, um professor e uma pessoa extra-
ordindria, e sob a sua direcao obtive o doutoramento, come-

¢ando ai a minha carreira como matematico.

GONCALO E alguma vez voltou aos foguetes?

FEFFERMAN Fiz os cursos normais de Fisica para caloiros e
resolvi os problemas usuais que os alunos tém de resolver
sobre foguetes. [Risos] A partir do momento em que come-
cei a estudar matematica, fiquei tdo deslumbrado que nunca

mais voltei a olhar para qualquer outra coisa.

GONCALO E de que forma é que ter trabalhado com Elias

Stein influenciou o modo como faz matematica?

FEFFERMAN Ele mostrou-me que, para qualquer problema,
existe sempre uma maneira correta ou interessante de o
abordar. Depois de descobrirmos de que forma atacamos
um problema, tudo o resto segue naturalmente até o resol-
vermos. Além disso, ele possui um otimismo contagiante.
Mesmo que tivéssemos um problema muito dificil, para ele
ndo importava, achava sempre que haveriamos de o resol-
ver. Experimentar isto ndo tem prego e é algo que transpor-

tamos para o resto da vida.

GONCALO Para si faz sentido a distingdo entre Matemadtica

Pura e Matemética Aplicada?

FEFFERMAN Nao! Para mim existe uma matemadtica que é

interessante e outra que ndo é assim tdo interessante. Exis-

Com Charles Fefferman no ICMAT, Madrid.

tem problemas que motivam e outros que ndo. A distingdo
entre Matemdtica Pura e Matemadtica Aplicada é, na minha

opinido, artificial.

GONCALO Existird talvez um processo evolutivo na ma-
temadtica, em que uns ramos emergem e sdo esquecidos en-

quanto outros vingam e tornam-se centrais...

FEFFERMAN A partida, é virtualmente impossivel saber o que
ird ou ndo ser aplicado. Talvez o desenvolvimento mais im-

portante da matematica no século XIX tenha sido a Algebra

7
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Linear, mas estou certo de que, se perguntasse a um matema-
tico da altura qual o aspeto mais excitante da matematica, ele

dificilmente apontaria essa drea.

GONCALO E quais sdo os problemas mais excitantes que

tenta resolver neste momento?

FEFFERMAN Neste momento, interesso-me essencialmente
por resolver pequenos problemas com vista a perceber a na-
tureza da turbuléncia nos fluidos. E sempre dificil de prever,
mas julgo que estamos talvez a um século de perceber este
comportamento. Contudo, temos de dar os primeiros passos
e comegar a estudar casos mais simples onde algo se possa
dizer. Mas estamos ainda longe de perceber aquilo que en-

tendemos por turbuléncia.
GONCALO E ganhou a Medalha Fields...

FEFFERMAN E verdade. Ganhei a Medalha Fields a long time

ago...
GONCALO O que é que mudou na sua vida depois disso?

FEFFERMAN Essencialmente, dd-me algum conforto. Ser um
bom matematico significa trabalhar em problemas dificeis e
por isso sentimos muitas vezes desalento por ndo sabermos
por onde ir. E isto pode deprimir qualquer um. Nos momen-
tos de depressao, posso dizer a mim préprio: “Que Diabo! Eu
ganhei a Medalha Fields!” [Risos] Isto é o que de mais sig-

nificativo mudou para mim depois desse momento. [Risos]
GONCALO Estava a espera de ganhar?

FEFFERMAN Sabia que era um dos suspeitos 6bvios. Mas es-
tar a espera é talvez demasiado forte para o que sentia naque-
le momento. Existiam outros matemdticos com reais hipéte-
ses de ganhar o mesmo prémio e com mérito equivalente.
Mas o ntimero de medalhas atribuidas é sempre reduzido e

existem sempre uns que ficam de fora.

GONCALO Ambos assistimos a uma conferéncia de Ingrid
Daubechies, na qual ela demonstrou todo o poder das Wa-

velets. O Professor esteve na origem dessa revolugdo, pois

trabalhou na chamada Teoria de Paley-Littlewood. Isto per-
mitiu estender as habituais no¢des de ortogonalidade a ou-
tros espagos, o que levou, entre outras coisas, ao desenvol-
vimento da Teoria das Wavelets com todo o manancial de
aplicagdes conhecidas. Era para si expectdvel todo o impacto

posterior do trabalho que na altura desenvolviam?

FEFFERMAN De modo algum! Acho que posso falar por todos
0s que na altura trabalhavam nessa drea. Estdvamos a traba-
lhar em algo profundamente puro e tinhamos a convic¢ao de
que, talvez dentro de um ou dois séculos, pudesse vir a ser
de alguma forma aplicado, mas nunca num tempo tao ime-
diato. Foi deslumbrante ver que esse trabalho gerou frutos

nas aplicagdes.

GONCALO E quando se apercebeu de que de imediato esse
trabalho tinha aplicagdes tdo fundamentais, qual foi a sua

reacgao?

FEFFERMAN “UAU! Quem poderia dizer!” Tao simples quan-

to isto. [Risos]

GONCALO Acha que a melhor forma de fazer matemética é
pensar profundamente acerca dos problemas e depois quem

sabe?

FEFFERMAN Acho que isso é absolutamente verdade. Exis-
tem muitas motivagdes para os problemas matematicos e al-
guns dos mais interessantes vém de problemas praticos. Ou-
tros tém uma origem diferente. E 6bvio que se um problema
tem origem numa questdo prdtica, é natural que a solucdo
tenha de imediato aplica¢do. Mas julgo que tanto as questoes
fundamentais como as grandes mudangas vém de todos os
lados. Julgo que o grande impacto que a matematica teve no
mundo inteiro durante o século XX foi através do compu-
tador, e os desenvolvimentos primordiais deste tiveram ori-
gem em respostas matematicas a problemas motivados pela

filosofia. Por isso, quem sabe?

GONCALO Hoje vivemos na chamada Era da Informagéo.
Sera possivel prever a emergéncia de um método matematico
para discernir padrdes, no amontoado de dados que todos os

dias nos cercam e que, de alguma maneira, nos confundem?
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FEFFERMAN Se eu posso prever o futuro? Néo! [Risos] Mas
nos ultimos 15 anos tenho trabalhado num problema que
estd, de alguma forma, relacionado com isso e que trata ape-
nas um aspeto do problema. Mas certamente que, pelo facto
de estarmos cercados por dados, existe uma motivagao na-
tural para se fazer investigacdo fundamental nas préximas
décadas. O que se tornard importante para lidar com esse

oceano que nos cerca nao podemos saber.

GONCALO Poderia aprofundar um pouco mais acerca do

problema de que falava?

FEFFERMAN Claro! Vamos supor que os nossos dados sdo
pontos num espago tridimensional. Num problema concreto,
os dados podem estar em espagos de dimensdo superior, mas
ignoremos, por agora, esse facto. Entdo, dados os pontos que
temos no nosso espaco tridimensional, de que forma pode-
mos prever onde estardo os pontos futuros gerados pelo mes-
mo processo? Uma hipétese muito interessante, denominada
Manifold Learning Hypothesis, diz que existe uma superficie
suave no espago considerado e que os pontos no futuro irdo
estar préximos dessa superficie. Se agora considerarmos, ao
invés de um espaco tridimensional, um espago de dimensao
superior, esta mesma hipétese diz-nos que existird o andlogo
a uma superficie nesse espaco onde estardo as observagdes
futuras do processo gerador da informagdo. Podemos dizer

se esta hipétese é verdadeira? Sendo verdadeira, poderemos

Charles Fefferman

com Gongalo Morais.

encontrar essa superficie? Poderemos descobrir essa superfi-
cie de uma forma computével? Estes sdo os projetos que me

ocupardo no futuro.

GONCALO E estas ideias sdo vdlidas mesmo no caso de os

dados terem ruido?
FEFFERMAN Sim, mesmo no caso em que existe ruido.

GONCALO E, assim, poder-se-a estabelecer uma ligagdo en-

tre o mundo discreto dos dados e o mundo continuo?

FEFFERMAN Conhe¢o muitos matemdticos que estdo a pro-
duzir resultados excelentes, mas saber se alguns desses re-
sultados irdo ter consequéncias préticas € algo a que ndo sei
responder. Acho que nem no dia anterior a essa ligacdo ser
feita conseguirei dizer se isso seria possivel. Nem mesmo no
dia a seguir! Talvez muitos dias depois ja pudesse dizer algu-

ma coisa acerca do assunto.

GONCALO Nesse dia voltaremos a falar! Obrigado por esta

conversa tdo interessante e boa sorte para os problemas futuros!

FEFFERMAN Obrigado eu!

A deslocacdo ao ICMAT, em Madrid, foi patrocinada através do projeto

PEst-OE/MAT/UI0297/2014
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O ensino da matematica tem exigido, um pouco por toda a
parte, além do cumprimento de programas e desafios curri-
culares da disciplina, esforcos extracurriculares, relacionados
mais com a pratica do que com o engenho; mais com o gosto, o
prazer e muita pratica na resolugdo de exercicios e demonstra-
¢do de teoremas do que com uma eventual genialidade ou um
dote sobrenatural. Isto, sem se olvidar da necessdria apropria-
¢do da teoria e da linguagem matematicas. Tudo, num am-
biente de institui¢ées cognitivas e normativas’, favoradveis a
criagdo de uma cultura de exceléncia e de superagdo, de modo
a cativar e a incentivar os alunos, em particular os melhores,
a terem uma relagdo de ‘quimica’, proximidade e empatia com
a matemadtica, em troca de um certo encanto, g0z0 e compra-
zimento com os resultados obtidos na resolugdo de exercicios
— corolarios de acertos e de erros cometidos —ndo numa légica
hedonista ou utilitdria, mas altruistica e racional, em busca do
belo e do sublime...

Sendo consensual que a mais poderosa imagem de mar-
ca de Cabo Verde é a sua mdsica, postulamos a partida que,
devido a relagdo umbilical que existe entre a mtsica e a ma-

tematica, esse pais ndo poderia deixar de possuir matéria-

prima molddvel matematicamente, ou melhor, jovens talentos

por descobrir, enquanto tesouros, dado que onde hd musica
deve existir, naturalmente, a matematica e vice-versa, na me-
dida em que a matemaética é musical e a musica, matematica.
Devia haver, por isso, jovens com talento em matematica, que
urge sempre descobrir e potenciar pelo trabalho. Assim, no
contexto de uma procura que se pretende jd institucionali-
zada, nos dias 25 e 26 de abril de 2014, foi realizada a Final
Nacional das 7.* Olimpiadas de Matemadtica (OM) ao nivel do
Ensino Secunddrio. As provas das categorias A, B e C foram
realizadas no dia 25 de abril, em regime simultaneo, e a ceri-
ménia de encerramento e entrega de prémios, presidida pela
senhora ministra do Ensino Secundério e Desporto, Fernanda
Marques, logo no dia seguinte. Nessa edicdo das OM partici-
param 8370 alunos das 43 escolas secunddrias de nove ilhas
do Pais. Os quatro mais bem classificados na categoria C (11.°
- 12.° anos de escolaridade) participaram nas 4. Olimpiadas
da CPLP 2014, realizadas em Angola, e conquistaram duas
medalhas de prata e duas de bronze.

As Olimpiadas de Matematica, em Cabo Verde, tém jd a
sua histéria; embora ndo tdo rica como a de outros paises de
tradigdo matemadtica, mas com suas particularidades. No ini-
cio, as coisas terdo comegado com a implementagdo da ideia
das OM,, trazida de Kiev (Ucrania), por Tetyana V. K. Mendes
Gongalves e Natdlia V. K. Dias Furtado, enquanto depositd-
rias de uma vasta vivéncia rotineira de resolucido de exerci-
cios, dilemas e teoremas matematicos, experienciada nas
Reptblicas da ex-Unido Soviética, particularmente, em dreas
das ditas ciéncias exatas, com particular destaque para a te-
mivel FISMAT (i.e., Fisica e Matematica), onde o nivel do am-
biente competitivo, em matéria de conhecimento cientifico,
era assaz desenvolvido, tanto a nivel interno como no plano
internacional, corolario de uma tradigéo, e paideia, educativa,
cultural, social e institucional bem consolidadas. Assim, estas

professoras estavam convictas de que ‘os talentos matemati-

1 Estas instituicdes ndo sé definem as metas ou objetivos socialmente aceitd-
veis — e.g, obter boas notas —, mas também as formas adequadas de buscar a
sua consecucao — e.g, por vias €ticas in casu, estudando e ndo plagiando. Por
outro lado, as instituicdes cognitivas sao estruturas e conhecimentos que sao
dados como consolidados pela populagao de um territério, enraizados na sua
cultura e, por isso, ndo questionados, mas adotados por individuos e organi-
zacbes que os partilham, cumprem e defendem como regras convencionadas
(Furtado et al. 2014:229).
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cos existem e podem ser potenciados em qualquer pais e/ou
territério’, particularmente, em Cabo Verde, pela sua particu-
lar idiossincrasia. A ideia de realizagdo das OM em Cabo Ver-
de apresentou-se-lhes entdo como uma “arma de combate”,
apods terem sido confrontadas com a realidade do pais, que
apresentava e ainda apresenta, apesar das melhorias, um qua-
dro de reprovacdo relativamente acentuado e uma certa falta
de estimulo por parte dos alunos em relagdo a esta belissima
disciplina, quando comparada com outras.

Foi neste contexto de procura de caminhos e de solugdes
para o problema, que a ideia foi discutida, amadurecida e se-
guidamente apresentada a Prof.* Maria das Dores Morais, que
teve a sagacidade de apreciar e de perscrutar a sua importan-
cia, enquanto instrumento de mudanga das institui¢des cog-
nitivas e normativas no ambiente académico cabo-verdiano,
tendo decidido, de imediato, apoiar a sua concretizagdo, aju-
dando tanto na concegdo como na execugdo do projeto das
OM, que posteriormente viria a ser absorvido pelo Centro de
Matematica do ja extinto Instituto Superior de Educagéo (ISE)

nos idos anos de 1999.

Por conseguinte, as 1. Olimpiadas de Matematica foram
realizadas em Cabo Verde no ano letivo 2000/2001, sob o es-
copo da declaracdo do ano 2000 como o Ano Internacional da
Matematica. Os principais objetivos das Olimpiadas de Mate-
matica foram e continuam sendo: incentivar e desenvolver o
gosto pela Matemdtica; aprofundar os conhecimentos adqui-
ridos na sala de aula e aplicd-los na resolugdo de problemas
ndo estandardizados; descobrir e potenciar jovens talentos
nesta ciéncia; incentivar a troca de experiéncias entre alunos,
professores, investigadores, responsaveis e gestores de estabe-
lecimentos educativos dos paises da CPLP; intercambiar expe-
riéncias nesse dominio, no plano da cooperagao internacional.
E, dentro das suas responsabilidades, (direta ou indiretamen-
te), combater o problema a volta do insucesso nessa disciplina,
criando uma dindmica de intercdmbio e de convivio entre os
alunos das escolas secunddrias do paifs.

O Centro de Matemdtica do Departamento de Ciéncia e
Tecnologia do ex-ISE, desde 1999, preparou e realizou, por eta-
pas, as 1. Olimpiadas de Matemadtica em Cabo Verde, destina-

das aos alunos pré-universitarios, particularmente do Ensino

Encerramento das 1. Olimpfadas de Matematica de Cabo Verde, em 2000.

56 GAZETA DE MATEMATICA -« 74



Secunddrio. O grupo de trabalho (constituido pelos professo-
res do Centro de Matemdtica do ex-ISE e por alguns profes-
sores de matemdtica de escolas secunddrias da Ilha de San-
tiago) decidiu que as Olimpiadas seriam realizadas para trés
categorias, a saber: A, B e C, correspondentes, respetivamente,
a 7% 85 9% 10° e 11°- 12.° anos de escolaridade e que estas
realizar-se-iam em duas eliminatdrias e numa final nacional.

Para o efeito, foram elaborados documentos que servissem
de instrumento e regulamentassem o processo. Esses docu-
mentos sdo: “Regulamento”, “Normas para Participacdo das
Escolas”, “Calendédrio” e “Boletim de Inscri¢do”, onde cada
escola indicava livremente as categorias em que se inscrevia e
o respetivo responsavel ao nivel da escola, respeitando o prin-
cipio de democraticidade.

No dia 29 de abril do ano 2000, foi realizada a primeira
eliminatéria em todas as escolas inscritas. Nela participaram
559 alunos de 11 escolas secundarias e liceus das cinco ilhas
de Cabo Verde, designadamente: Santiago, Sao Vicente, Fogo,
Sal e Sao Nicolau. A partir desse momento, muitas escolas se-
cunddrias do pafs abracaram a iniciativa e inclufram as Olim-
pfadas de Matematica nos seus planos de atividades escolares
e extra-curriculares. Os melhores exemplos disso sdo as esco-
las secundarias e os liceus de S. Vicente e do Sal.

De mais a mais, nessas ilhas, além de OM internas den-
tro de cada liceu e interliceus ao nivel da ilha, foram orga-
nizadas e realizadas Olimpiadas regionais (Sdo Vicente, Sal)
pelos respetivos professores de matematica, por exemplo,
em 2010. Desde as 1.* Olimpiadas de Matemética Nacionais
(2000/2001), que tanto os alunos como os
professores destas regides nao pararam
de se treinar na resolugdo de problemas
matemdticos ndo estandardizados, en-
riquecendo, deste modo, o seu conhe-
cimento e a sua experiéncia — 0 que tem
vindo a traduzir-se numa relativa vanta-
gem na preparagao dos respetivos alunos
para as competi¢des do género, por exem-
plo, a nivel nacional.

O ano de 2004 foi destacado, sobre-
tudo, pela realizagdo de dois eventos
importantes: no dia 8 de julho de 2004
foi langado em papel o boletim ou revis-

ta n°1 das Olimpiadas de Matematica,

o qual ndo teve sequéncia (Natdlia et al.,, 2004); nos dias 16,
17 e 18 de dezembro de 2004, foi realizada a Final Nacional
das 2. Olimpiadas de Matematica. Nessa edicdo participa-
ram 300 alunos das seis escolas secunddrias e liceus das trés
ilhas, a saber: Santiago, S&do Vicente e Santo Antdo. A primei-
ra eliminatdria foi realizada no dia 22 de novembro de 2004
e, na sequéncia, realizada de imediato a Final Nacional, nos
dias 16, 17 e 18 de dezembro do mesmo ano, por razdes que se
prendem com limitagdes organizacionais e financeiras (www.
unicv.edu.cv).

Passados seis anos sobre a data da realizagdo das 1.* e
das 2. Olimpiadas de Matemadtica, mais concretamente no
ano 2010, foi resgatada a ideia das Olimpiadas Nacionais de
Matematica pelos professores do ensino secunddrio, os quais
obtiveram para o efeito uma formagdo dedicada a resolugdo
de problemas matematicos no Brasil. No que se refere aos ob-
jetivos, as OM visam, por um lado, melhorar a qualidade do
ensino da matemadtica e de ciéncias afins em Cabo Verde e,
por outro, incentivar e desenvolver o gosto pela matemadtica
e enfrentar com maior naturalidade as dificuldades da vida
real. Além disso, as OM tém natureza qualitativa, volitiva, se-
letiva, restritiva, promovendo a cultura do “6timo”, do perfec-
cionismo, a cultura da superagédo e da exceléncia. O objetivo
altimo das OM consiste na identificagdo e na potenciagao dos
melhores entre os melhores (Dias-Furtado, 2011).

Entendemos que em todos os paises, independentemente
da politica de inclusdo escolar, (0 que é salutar), deve haver

escolas ou turmas que promovam a especializagdo dos me-

Encerramento das Olimpfadas de Matematica Nacionais, em 2011.
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Vencedores das 7. Olimpfadas Nacionais nas categorias A, B e C.

Participantes na 4.* edicdo das Olimpfadas de Matematica da CPLP,
realizada em Luanda, 2014. [2.% e 3.* fotos]

lhores — e.g., turmas de especializagdo matemadtica, o que,
alids, existe em todos os paises de tradigdo matemadtica —;
e a institucionalizag¢do da figura de treinador olimpico, cujas
fungdes sdo as de preparacdo conveniente, daqueles alunos
mais esforgados, que queiram, efetivamente, participar nas
OM, e sobre quem impendem responsabilidades de liderar
os mais diferentes grupos e organizacgdes societais, priman-
do sempre pela exceléncia, dado que o destino coletivo deve
estar nas maos sendo dos mais dotados, pelo menos, dos mais
bem preparados. Os lideres preparam-se...

E disso decorre que, a inscri¢do para a participagdo nas OM
é facultativa e é feita na base dos principios de autonomia de
vontade e de democraticidade. Isto significa que as OM de-
vem deixar a possibilidade de escolha de participar ou ndo a
direcdo das escolas, aos professores e aos potenciais alunos-
candidatos, permitindo uma autossele¢do prévia, de modo a
que nelas participem apenas e s6 aqueles que verdadeiramen-
te possam e queiram resolver exercicios matematicos nao es-
tandardizados. (O grupo-alvo do projeto eram e sdo os alunos
do Ensino Secunddrio, com especial enfoque sobre a Categoria
C, que sdo os pré-universitarios). Por conseguinte, dependen-
do da metodologia que se adote, no sentido de obrigar ou ndo
as escolas e os alunos a participarem nas OM, o ntimero de
inscritos pode ser alto ou baixo. Por exemplo, a experiéncia
tem demonstrado que o nimero de participantes na Olimpi-
ada Nacional de Matemdtica de 2010, realizada no ambito do
projeto Amilcar Cabral — Programa Linguagem das Letras e
dos Ntmeros, tendo sido financiada pela cooperagao brasilei-
ra através dos ministérios da Educacao, Ciéncia & Tecnologia,
o equipolente as 3.% OM, ascendeu a 10.140 alunos, ndmero
esse considerado relativamente elevado se comparado, por
exemplo, com os cerca de 2.000 alunos participantes na edigdo
de 2010/2011 (as 4. OM). Por outro lado, as 4.** OM abrange-
ram todas as nove ilhas habitadas de Cabo Verde, tendo nelas
participado 39 escolas secunddrias e/ou liceus e cerca de 2000
alunos (1864). Tiveram, por isso, um cardter, digamos, “quali-
tativo”, na medida em que os principios de autonomia da von-
tade e de democraticidade garantiriam, a priori, sendo maior
qualidade, pelo menos, uma maior apeténcia ou familiaridade
dos candidatos-participantes por e com a matemadtica. Ja nas
5.2 OM de 2011/2012 participaram cerca 11.000 alunos, das oito
ilhas (exceto Ilha Brava) e nas 6. OM de 2012/2013 — 9.284 alu-

nos das nove ilhas, de 41 escolas secunddrias.
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Para concluir, dizer que, de uma analise critica daquilo que
tem sido a nossa realidade e a nossa capacidade competiti-
vas (com base nas sete edi¢des das OM realizadas em Cabo
Verde), infere-se que, neste momento, ainda ndo se conseguiu
lograr um nivel de preparacgdo que se considere alto, mas mes-
mo assim temos de ter objetivos ambiciosos, mais exigentes,
e trabalhar em conformidade, preparando melhor os interve-
nientes do processo, de modo a elevar as performances mate-
madticas dos alunos, e assim, conseguir obter melhores resul-
tados tanto a nivel interno como a nivel da CPLP. Ou seja, a
campanha de sensibilizagdo para as OM jd passou e surtiu
bons resultados. Agora passa-se para a etapa seguinte, que é
a de melhor preparacgdo de professores e alunos, utilizando
para tanto outros meios e instrumentos didatico-pedagégicos

(fase de aperfeigoamento).
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JORGE LUIS BORGES
EA BIBLIOTECA DE BABEL

O argentino Jorge Luis Borges é um dos autores mais citados e lidos do séc.
XX. Os seus contos, ensaios e poemas abriram caminhos literarios e influen-
ciaram (continuam a influenciar) geragoes de escritores em todo o mundo.
Da mesma forma que Euler, Newton, Riemann ou Leibniz marcaram a ma-
temadtica, também se poderia dizer que existe uma literatura anterior e outra

posterior a Borges.

o seu conto “A Biblioteca de Babel”, publicado ini-
Ncialmente em 1941 e mais tarde integrado na coleccdo
Ficgoes (1944), Borges descreve uma biblioteca/universo de
caracteristicas peculiares. Este espaco fantdstico é compos-
to por hexdgonos adjacentes, em cada hexdgono hé cinco
paredes, em cada parede, cinco estantes e em cada estante
estdo 32 livros de formato uniforme. Cada livro tem 410
péginas, cada pagina, 40 linhas e cada linha integra 42 ca-
racteres de 25 possiveis (22 letras, o espago, a virgula e o
ponto).

A biblioteca do conto é exaustiva e inclui todos os livros
que poderiam ser escritos nesse formato. Assim, embora a
esmagadora maioria destes livros seja desprovida de qual-
quer sentido, estdo 14 também todas as obras-primas da hu-
manidade — os sonetos de Shakespeare, os Lusiadas e até os
proprios livros de Borges (e, necessariamente, também o
conto A Biblioteca de Babel).

No conto é-nos dito que alguns dos habitantes desse
universo o consideram infinito, ou, pelo menos, incomen-
surdvel, mas para um matemadtico é apenas uma questao de
aplicar o cdlculo combinatério. Foi o que fez William Gol-
dbloom Bloch, professor de matemdtica na Wheaton Colle-
ge, em Illinois, que no livro The Unimaginable Mathematics
of Borges’ Library of Babel (Oxford University Press, 2011), se
deu ao trabalho de calcular quantos livros contém a biblio-
teca de Borges, e chegou ao espantoso ntimero de 25'3120%,
ou, em poténcias de dez, aproximadamente 10'%4%7, um
seguido de um milhdo, oitocentos e trinta e quatro mil e
noventa e sete zeros.

Algum dia talvez consigamos desenvolver um super
computador capaz de escrever todos esses livros, mas mui-
to mais dificil serd construir uma méquina capaz de os ler
e selecionar.
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SPM COMEMORA 74 ANOS
NO DIA 12 DE DEZEMBRO

A comemoragdo do 74.° aniversdrio da SPM, que terd
como pano de fundo o centendrio do nascimento de José
Sebastido e Silva (JSS), decorrerd na tarde de 12 de de-
zembro, dia em que o Museu de Histéria Natural e da
Ciéncia da Universidade de Lisboa abrird as portas aos
sécios da SPM, e a todos os que queiram juntar-se a esta
dupla celebragdo. A sessdo de homenagem ao maior ma-
temadtico portugués do século XX contard com uma mesa
redonda com testemunhos de quem conviveu com JSS,
com o langamento do catdlogo da “Exposi¢do Biografi-
ca”, que assinala a sua vida e obra, e a apresentagdo de
um selo comemorativo pelos CTT. Os 74 anos da SPM
serdo assinalados com um Porto de Honra num ambiente
de festa, que terminard com um concerto do pianista José
Eduardo Sebastido e Silva, filho de JSS.

PROFESSORES
PARTILHAM
INFORMACAO

Em breve, as portas das salas de aula de algumas escolas
de referéncia do Pafs estardo abertas a qualquer profes-
sor que queira observar diretamente boas prdticas educa-
tivas af implementadas. Em www.aula-aberta.pt serd pos-
sivel consultar testes, fichas de trabalho e outro material
didético e ainda assistir a aulas gravadas em video nas
escolas participantes neste projeto, que compreende os
10.°, 11.° e 12.° anos. O Aula Aberta é um projeto pro-
movido pela SPM e pela Fundagdo Calouste Gulbenkian,
que pretende estimular a partilha de informagdo e um

debate construtivo sobre boas préticas no ensino.

OBRAS DE JOSE
SEBASTIAO E SILVA
NA LOJA SPM

No ambito das comemoragdes do cente-
nario do nascimento de José Sebastido e
Silva, a SPM, em parceria com o Centro de
Matemadtica e Aplicagdes Fundamentais,
volta a disponibilizar ao publico interes-
sado as obras cientificas completas deste
grande matemadtico portugués, cujos trés
volumes se encontram agora a venda na
Loja SPM. Os titulos podem ser adquiri-
dos nas instalagées da SPM, ou através da
pdgina da Loja, em www.spm.pt

NOTICIAS

6l



MINI-OLIMPIADAS
EM JANEIRO

Os alunos do ensino bdsico que
demonstrem interesse por desafios
matemadticos poderdo por o seu ta-
lento a prova nas Mini-Olimpiadas,
a categoria das Olimpiadas Portu-
guesas de Matematica dirigida aos
3.2 e 4.° anos de escolaridade. As es-
colas deverdo fazer a sua inscrigdo
na competicdo até 31 de dezembro,
em  http:/[mopm.mat.uc.pt/ MOPM].
A prova tnica desta categoria rea-
lizar-se-4 pela primeira vez em ja-
neiro, nas escolas inscritas, no dia 28
desse més.

A MATEMATICA
DOS CONTOS

O concurso “Um Conto que Con-
tas” estd de volta e pretende, mais
uma vez, envolver todos os alunos
do 1. ao 12.° ano de escolaridade.
Os trabalhos, que consistem na es-
crita e na ilustracdo de um conto
que envolva contetdidos matemati-
cos, deverdo ser submetidos a con-
curso até ao dia 10 de fevereiro de
2015. Os participantes podem con-
correr a uma de oito categorias, de
acordo com os ciclos de ensino em
que estdo integrados, individual-
mente ou em grupo, num maximo
de quatro elementos. Esta inicia-
tiva é organizada pela Delegacao
Regional do Sul e Ilhas da SPM.
Mais informagdes em http://www.

spmsul.uevora.pt/concurso.htm
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PREMIO PEDRO MATOS PROCURA
A “MATEMATICA NAS ARTES”

Estdo abertas as pré-inscri¢des para o Prémio Pedro Matos,
um concurso nacional destinado a estudantes do ensino se-
cunddrio, que nesta 7.* edi¢do terd como tema “Matemadtica
nas Artes”. Esta iniciativa, apoiada pela SPM, pretende fo-
mentar a criatividade e o interesse dos jovens do ensino se-
cunddrio pela matemdtica e as suas aplicagdes. As candida-
turas ao concurso podem ser apresentadas individualmente
ou em grupo, do qual podera ainda fazer parte um professor
do ensino secunddrio, enquanto orientador. A pré-inscricdo
deverad ser efetuada online até 15 de margo de 2015 e a entre-
ga dos trabalhos, até dia 27 de maio. Mais informag¢Ges em
http:/[www.premiopedromatos.ipleiria.pt/



CARTAS DA DIRECAO

FERNANDO PESTANA DA CosTA

Presidente SPM
fernando.costa@uab.pt

ENTRE DOIS DOZES DE DEZEMBRO

Esta é a primeira “carta” da dire¢do da SPM para o biénio 2014/16. Tendo toma-

do posse a 5 de setembro, a presente direcdo, da qual 40% sdo novos elementos,

insere-se numa linha de renovagdo na continuidade, sem sobressaltos mas com

expectativas de, ainda assim, trazermos algo de novo a vida da nossa Sociedade.

Oprimeiro ano do nosso mandato promete ser bem re-
cheado! E balizado por dois acontecimentos com par-
ticular relevancia: o primeiro, a 12 de dezembro de 2014, sdo
as comemoragdes do centendrio do nascimento de José Se-
bastido e Silva, o0 maior matemadtico portugués do séc. XX,
com uma atividade cientifica de qualidade e uma projegao
internacional impares, a época e entre nds, e com um notével
envolvimento na renovacdo do ensino da matemadtica nos
ensinos secunddrio e universitdrio. A SPM tem apoiado ati-
vamente as iniciativas do grupo da Universidade de Lisboa
(UL) coordenado pelo prof. José Francisco Rodrigues que
tem planeado as diversas a¢des, tais como o site http:/[www.
sebastiaoesilval00anos.org, a “Exposicao Biografica” patente
na reitoria da UL, as terttlias que decorrerdo nos préximos
meses na Grande Lisboa e a sessdo solene de homenagem
que terd lugar no préximo dia 12 de dezembro (que é tam-
bém o dia do 74.° aniversdrio da SPM) no Museu de Histéria
Natural e da Ciéncia, em Lisboa. Desta colaboragao entre a
SPM e a UL, gostaria de destacar ainda a producgdo conjunta
de uma exposigdo itinerante sobre a vida e a obra cientifica

de Sebastido e Silva, que, numa primeira fase, acompanhard

as vdrias tertdlias e que, posteriormente, ficard disponivel
para ser temporariamente cedida a escolas e outras institui-
¢des, como as restantes exposig¢des itinerantes da SPM. Um
outro resultado desta colaboracdo é relativo aos volumes
das obras de José Sebastido e Silva. Destes livros, editados
pelo extinto INIC e hd muito desaparecidos das livrarias,
umas poucas dezenas de exemplares serdo em breve dispo-
nibilizados na loja da SPM, fruto de um acordo estabelecido
com o Centro de Matemdtica e Aplicagdes Fundamentais.
Serd uma oportunidade tnica, talvez a tltima, de se adqui-
rir um exemplar em papel das obras cientificas do maior
matematico portugués do século passado.

O outro evento que balizard este primeiro ano de man-
dato é, naturalmente, o 12 de dezembro de 2015: data do
75.° aniversdrio da SPM. Sobre o que exatamente acontece-
rd nessa data teremos oportunidade de falar noutra altura,
mas gostarfamos que tudo o que fizermos no periodo que
medeia estes dois 12 de dezembro fosse, de certa maneira,
uma celebragdo de todos os anos que jd decorreram e um
prentncio do que vird. E haverd muitos eventos a decorrer,

alguns da responsabilidade da SPM, outros em colaboragao
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com diversas entidades. Eis alguns deles: o AMS-EMS-SPM
International Meeting, no Porto, em junho; a Escola de Ve-
rdo, em Aveiro, em julho (nesta edigdo com a novidade de
ter sessOes destinadas aos nossos estudantes olimpicos); o
1.° Encontro do Espaco Matematico de Lingua Portuguesa,
em Coimbra, em outubro (uma iniciativa conjunta da SPM
com a APM, a Ludus e a SPE, no &mbito da Comissao Na-
cional de Matemadtica), e o encontro Ciéncias Matemadticas
e Ditaduras, em Lisboa, em dezembro. No plano editorial,
estd para breve a publicagdo da 2.7 edigdo do livro Matemd-
tica do Planeta Terra, copatrocinada pela SPM e pelo Instituto
Superior Técnico, e na primeira metade de 2015 haverd o
langamento do primeiro volume de uma nova série de livros
dirigidos a formagdo inicial e continua de professores do en-
sino baésico, fruto de uma colaboragao recentemente estabe-
lecida com a Porto Editora. A drea da formagao continua de
professores merecerd, como é habito, uma especial atencdo
da SPM, com a oferta de um conjunto alargado e renovado
de acGes de formagao. Por ultimo, dentre muitas outras ini-

ciativas da responsabilidade da dire¢dao nacional ou das de-

legacdes regionais que estdo previstas, destaco apenas mais
duas: a renovagdo da pédgina web da Sociedade (que ndo serd
apenas estética) e a construgdo de uma pdgina web sobre “Se-
los e Matematica”, em colaboragdo com a British Society for
the History of Mathematics.

Para terminar, ndo serd demais lembrar que a Sociedade
vive fundamentalmente dos seus sécios: das suas iniciativas
e da sua participagdo, bem como do apoio que deles recebe,
nomeadamente através do pagamento das quotas. Para que
as atividades da SPM possam prosseguir com um nivel cada
vez melhor e com uma intensidade cada vez maior, e para
que, com isso, a matemadtica tenha uma projecdo e um pres-
tigio junto da sociedade portuguesa que permitam atrair
0s jovens mais promissores para carreiras profissionais na
matematica e na ciéncia, é indispensdvel alargarmos a base
de sécios ativos, quer individuais quer institucionais. Repe-
tindo o desafio que lancei no encerramento do mais recente
Encontro Nacional: se cada um de nés trouxer mais dois ou

trés amigos...
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
contece desde a sua fundagao em 1939, o prin-

cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matemadtica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgbes
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigagdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagao de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagao para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versio em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2015

Preco Assinatura
de Capa = Assinatura Assinatura
(avulso) + Guu?e-Bls,sau' Resrorde para sécios de;\ ou'o
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM pol

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antncios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt
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