(azew de

Sobre o Funcionamento
do Planimetro e o
Calculo Pratico de
Areas Irregulares

CARLOS SARRICO

Numeros Irracionais
no Ensino Basico:

Os Desafios da _ -
Historia de mt

ISABEL SERRA E
LUISA DE SOUSA

Erros de i\

Matematica
Podem Levar
ao Desastre

JOSE MATOS

Paul Erdos

Faria 100 Anos



32°

OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA

™y BANCO spm

"= ESPIRITO SANTO wulbm. uuuuuuuuuu

CATEGORIA
MINI-OLIMPIADAS [3° E 4° ANOS DO ENSIND BASICO]
PROVA UNICA Maio de 2014

4* Edicdo Nacional das Olimpiadas de Matematica do 1° Ciclo do Ensino Basico
CONTACTOS: www.spm.pt Tel: 217 986 353 Telm.: 960 130 506 Email: opmEspm.pt

® oo == emr nwu P



T T
male R -

PERGUNTAS SIMPLES,
RESPOSTAS SURPREENDENTES |
GRUPO Eg SUPERSTAR 0

. .“_'.'-i‘ '_‘,
L
.

NUMEROS
IRRACIONAIS
NO ENSINO
BASICO:

OS DESAFIOS
DA HISTORIA
DETI

o I s
i
f % vV

d P -p<clgp §

- . "

PR 31 < R(s.n) < &°

P . .

k‘IJLJ

20 PAUL ERDOS FARIA
100 ANOS

42 ERROS DE
MATEMATICA
PODEM LEVAR
AO DESASTRE

ULO PRATICO DE
S IRREGULARES

02

03

08

09

03
20

23
24

32

36

38

42

49

55

EDITORIAL | Rogério Martins

ATRACTOR
|.° Portugal-Italia em GeCla

RECREIO | Jorge Nuno Silva
Quadrados e cubos

CANTO DELFICO | Alexander Kovacec
Lotarias bioldgicas: exemplos do papel clarificador da matematica

NA LINHA DE FRENTE | Fabio Chalub
Adao e Eva nos nossos genes

APANHADOS NA REDE | Anténio Machiavelo
A equagio que nunca foi de Pell

artigo de capa3
PAUL ERDOS FARIA 100 ANOS
Teresa Maria Sousa

BARTOON | Luis Afonso

NUMEROS IRRACIONAIS NO ENSINO BASICO:
OS DESAFIOS DA HISTORIA DE TT
Isabel Serra e Luisa de Sousa

PERGUNTAS SIMPLES, RESPOSTAS
SURPREENDENTES | Manuel Silva e Pedro |. Freitas
Grupo Eg Superstar 0

NOVAS HISTORIAS
DA MATEMATICA ANTIGA | Bernardo Mota
Francisco de Melo, entre filologia e matematica

SOBRE O FUNCIONAMENTO DO PLANIMETRO
E O CALCULO PRATICO DE AREAS IRREGULARES
Carlos Sarrico

ERROS DE MATEMATICA PODEM
LEVAR AO DESASTRE
José Matos

NOTICIAS

CARTAS DA DIRECAO | Joana Teles
Fantasticos, brilhantes, espetaculares!



= L3
&)
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de Lisboa

E CHEGAMOS AO FIM DO MANDATO

Chegou a hora de entregar a Gazeta a uma nova diregdo...

Esta dire¢do completa neste nimero o seu mandato de
trés anos. Foi um grande prazer fazer parte desta equipa
editorial, para trds ficam muitos objetivos que nos tinhamos
proposto e que ndo conseguimos realizar, assim como al-
guns outros que cumprimos. A verdade é que a rotatividade
é algo que me parece muito salutar. A entrada de uma nova
diregdo vai seguramente trazer uma nova vida a Gazeta, com
novas ideias e entusiasmo para as levar a bom porto.

A Gazeta vai seguramente ficar muito bem entregue, ten-
do como préximo diretor o Prof. Dr. Adérito Aradjo, da Uni-
versidade de Coimbra, que fez parte da diregdo que prece-
deu a atual, tendo sido vice-diretor durante esse mandato.
Estou seguro de que vai conduzir a Gazeta da melhor forma
durante os préximos trés anos.

Para o bem ou para o mal, vivemos num pais pequeno e a
Gazeta acaba por ter um papel tinico em Portugal. Por outro
lado, a Gazeta deve ser uma revista na qual toda a comunida-
de matematica se reveja. Por estas razdes, parece-me ainda
mais importante esta rotatividade da diregdo, optimizando
a representatividade de sensibilidades e tendéncias na dire-
¢do da revista. Da mesma forma que a diversificagdo de uma
carteira de investimentos torna essa carteira mais estavel no
futuro, também a diversificagdo na dire¢do da Gazeta lhe ga-
rante uma estabilidade que é essencial.

Gostaria agradecer a todos os que contribuiram e traba-
lharam na Gazeta nos tltimos anos, e especialmente neste
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mandato. Provavelmente porque na minha atividade do-
cente e de investigagdo ndo hd uma diversidade tdo grande
de tarefas, fico sempre maravilhado quando observo uma
equipa onde cada um tem um papel essencial e bem dife-
renciado, desde o design grafico, ao processo de edigdo, e no
final resulta algo que nunca poderia ter sido produzido por
nenhuma das partes separadamente.

Gostaria de agradecer esecialmente a todos os que es-
creveram para a Gazeta nos ultimos anos, por um lado aos
colaboradores das sec¢des permanentes e por outro a todos
aqueles que submeteram artigos para publicagdo na Gazeta.
Na verdade, a Gazeta é o seu conteddo e esse contetido é

VOSSO.




ATRACTOR

www.atractor.pt

atractor@atractor.pt

1.° PORTUGAL-ITALIA EM GeCla

Em 2009, o Atractor concluiu o DVD “Simetria — apresentagdo dindmica”,

desenvolvido ao longo de cerca de cinco anos, onde procurou transmitir,

com forte apoio de imagens e animagdes especialmente criadas, as ideias-

-base dos métodos desenvolvidos por W. Thurston (1946-2012) para o es-

tudo da simetria de frisos e de padrdes duplamente periédicos no plano.

Pouco tempo depois, deu inicio ao desenvolvimento de outro material inte-

rativo sobre o mesmo tema, mas desta vez dirigido a um ptblico mais vasto.

cada padrao ou friso estd associado um carimbo s6 de-
Apendente da simetria desse padrao ou friso, que permite
carimbar o plano, recriando assim todas as simetrias do pa-
drdo ou friso inicial a partir de um motivo-base sem simetria.
Comecemos por ver alguns exemplos, constituidos pelos qua-
tro tipos de carimbos mostrados na figura 1: um cone rolando
a pintar uma rosdcea, um cilindro a carimbar um friso s6 com
translagdes, uma tira de Moebius a pintar um friso com refle-
x0es deslizantes e um tridngulo retangulo is6sceles com bordos
espelhados a carimbar um padrdo com reflexdes no plano
(podem ver-se mais imagens em [1]).

Por que séo tteis os carimbos? E que, para contar os dife-
rentes tipos de simetria, basta contar todos os “bons” carim-
bos. Uma explicagdo detalhada do que é um “bom” carimbo
e de como se podem encontrar todos eles é também apre-
sentada no DVD interativo, ndo exigindo dos seus utiliza-
dores o conhecimento técnico necessdrio a leitura dos textos
matemadticos originais. E, embora o Atractor ndo tenha visado
com este DVD criar um instrumento didatico para ser usado

regularmente por alunos, algumas das suas sec¢oes podem ser

Figura 1

utilizadas com proveito por professores para transmitir ideias
matematicas importantes a alunos mais interessados.

Pouco tempo depois de iniciada a difusdo do DVD,
0 Atractor comegou o desenvolvimento de outro material
interativo sobre o mesmo tema, que utiliza componentes

do DVD mas é guiado por uma filosofia completamente dife-

ATRACTOR ¢ 1.° Portugal-Itilia em GeCla 03



rente: o programa deveria ser acessivel e apelativo aos alunos
de uma larga faixa etdria e procuraria ser ttil no estudo e na
compreensdo das questdes de simetria entretanto introduzi-
das nos curriculos escolares.

Esse novo programa — o GeCla [2] - foi a ferramenta usa-
da num evento recente, que reuniu via Internet alguns alunos
de uma escola portuguesa com outros de uma escola italia-
na, num torneio com contornos inéditos. E foram o sucesso
do evento, a adesdo e o entusiasmo dos alunos participantes,
e a satisfagdo das professoras envolvidas, que nos levaram
a escolha desta noticia como tema da coluna do Atractor no
presente nimero da Gazeta, na esperanga de que mais pro-
fessores venham a manifestar interesse em tomar iniciativas
andlogas com os seus alunos.

Comecgaremos por descrever resumidamente o GeCla,
antes de darmos mais alguns detalhes sobre o referido tor-
neio. O GeCla tem um gerador (figura 2) que permite criar
um desenho (abreviatura de friso/padrdo/rosdcea) apds a
escolha de um motivo sem simetria e de um tipo de simetria
(indicado pelo respetivo carimbo). Por exemplo, partindo de
L como motivo, para desenhar um friso que s6 admita trans-
lagBes, basta (e é necessario) escolher o carimbo cilindrico: um
cilindro ao rolar desenha exemplares do motivo obtidos por
sucessivas translagdes uns dos outros (figura 3). O programa
permite guardar o desenho obtido como ficheiro no forma-
to jpg e nesse ficheiro o programa grava também, sob forma
encriptada, informacdo sobre todas as simetrias do desenho.
De modo semelhante, para desenhar uma rosdcea ou um
padréo bastard escolher, em vez do cilindro, outro carimbo
correspondente ao tipo de simetria desejado. Por exemplo,
com um tridngulo isésceles com os dois lados iguais espelha-
dos e fazendo esses lados um angulo de 30°, obtém-se uma
rosdcea com seis reflexdes e seis rotagdes (figura 4); com um
tridngulo retangulo is6sceles (agora com os trés bordos espe-
lhados) obtém-se o padrdo representado na quarta imagem
da figura 1. Além do gerador, o GeCla contém um classificador
(figura 5): a sua fungdo é a de permitir uma pesquisa siste-
mética de todas as simetrias de um desenho e chegar, assim,
a determinacdo do seu tipo de simetria e, portanto, do ca-
rimbo associado. Se o ficheiro do desenho que se preten-

de classificar tiver sido produzido pelo gerador do GeCla,

e

Figura 2

e

Figura 3

Figura 5
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o classificador também é capaz de ler a informagdo encrip-
tada que foi gravada ao gerar o desenho. Ele fica assim a co-
nhecer todas as simetrias do desenho e o programa permite
que essa informacao seja ttil ao utilizador sob uma forma que
ele tenha previamente escolhido: em modo de ajuda mdxima,
o programa pode recusar imediatamente qualquer escolha
que considere incorreta; no de ajuda minima, pode deixar
avangcar todas as escolhas coerentes, dando apenas no fim um
relatério de eventuais erros cometidos. Este aspeto é muito
util didaticamente: é natural escolher ajuda mdxima no inicio
da aprendizagem e, apés alguma experiéncia, comegar a re-
duzir o grau de ajuda.

E o que acontece se quisermos classificar um desenho obti-
do, por exemplo, fotografando uma parede de azulejos? Obvia-
mente, neste caso o ficheiro ndo contém nenhuma informagao
encriptada sobre as simetrias e o classificador ndo pode ajudar
nas escolhas do utilizador, exceto para exigir coeréncia na infor-
magcdo que lhe é transmitida. Mas, se o utilizador ndo marcar
nenhuma simetria erradamente nem esquecer nenhuma, deduz
corretamente qual o tipo de simetria e o correspondente carim-
bo. Numa situagdo como esta, um professor que esteja interes-
sado em permitir que os seus alunos classifiquem, com ajuda
do programa, o desenho da fotografia, pode sempre tornear a
dificuldade: basta-lhe classificar corretamente o padrdo (sem

ajuda), guardar o motivo encontrado e tomar nota do carimbo.

Figura 7

Depois, usando o motivo guardado, pode gerar com o carim-
bo encontrado um novo desenho, que terd aspeto igual ao da
fotografia original, mas agora o ficheiro conterd a informagéo
encriptada sobre as simetrias existentes. Foi assim obtida a ima-
gem que estd a ser mostrada em fase de classificagdo na figura
5. Um aluno que venha a usar este novo ficheiro pode utilizar
a ajuda do programa (ver figura 6) para classificar o desenho
idéntico ao da fotografia e encontrar um motivo (ver imagens
da figura 7). No portal do Atractor encontra-se uma grande va-
riedade de desenhos, todos com informagao encriptada sobre as
simetrias existentes; alguns deles [3] foram obtidos a partir de
fotografias pelo processo descrito.

Além do gerador e do classificador, cujos esquemas de fun-
cionamento acabam de ser brevemente descritos, o programa
comporta:

1. Uma sec¢do que permite ao utilizador testar, por qualquer
ordem e sem qualquer registo visando uma classificagao
do desenho, se uma dada isometria é ou ndo uma sime-
tria do desenho (ver figura 8); constitui um auxiliar dida-
tico ttil, sobretudo na fase inicial de aprendizagem, pois
o aluno que se confronta com o problema de identificar
as isometrias que conservam o desenho pode, com esta
ferramenta, verificar facilmente a validade das conjeturas
que a sua intui¢do lhe sugere.

2. Outra sec¢do que permite a realiza¢gdo de uma competi-

i sl vt i

Figura 8
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GeCla Hrini

Figura 9

¢do entre dois jogadores, durante a qual cada um gera
um conjunto de desenhos, com motivos a sua escolha e
utilizando diferentes carimbos, e depois tenta classificar
os desenhos gerados pelo seu adversdrio; no final, o pro-
grama produz um relatério que indica quais as classifica-
¢Oes corretas e quais as incorretas, apontando, para cada
uma das incorretas, o primeiro erro cometido. O progra-
ma permite a escolha do ndmero de desenhos a produzir
por cada jogador e de uma gama muito variada de niveis
de dificuldade. Uma vez feitas as escolhas, o programa
gere a progressdo do jogo até a sua conclusdo. Uma ver-
sdo prépria para os mais jovens — o GeCla-mini (figura 9)
—nem sequer permite optar pelos niveis mais avangados;
além disso, tem uma apresentagdo e um conjunto de mo-

tivos feitos a pensar em faixas etdrias mais baixas.

Vejamos um exemplo extremo, adaptado a alunos do 1°
ciclo que nunca tiveram contacto nem com o programa nem
com as questdes de simetria. Com o GeCla-mini, e escolhido
o primeiro nivel de dificuldade na competi¢do, cada jogador,
na fase em que tem de gerar um desenho, dispde de apenas
duas opgdes: ou um friso s6 com translagdes (figura 10) ou
um friso que tem apenas uma reflexdo “horizontal” além das

translagdes. Criados pelos dois jogadores vdrios frisos destes

Figura 10

dois tipos, na fase seguinte cada jogador tem, pois, apenas de
descobrir quais os frisos gerados pelo adversdrio que “admi-
tem uma reflexdo horizontal”, o que é visualmente muito f4cil
(ver figura 11). Uma vez familiarizado com o funcionamento
do programa a este nivel mais elementar, é possivel o jogador
avangar para niveis seguintes, por exemplo com frisos admi-
tindo também reflexGes “verticais” ou rotagdes.

O GeCla tem presentemente instrugdes em quatro linguas
(inglés, italiano e espanhol, além do portugués) e o Atractor
tem conhecimento de que foi utilizado com sucesso em aulas
em Portugal e em Itdlia. E foi precisamente de uma professora
italiana que surgiu, em abril deste ano, a primeira proposta
para a organizacdo de uma competi¢do com o GeCla via In-
ternet, algo que é possivel nas ultimas versdes do programa
e de uma forma por ele inteiramente controlada. O Atractor
divulgou esta proposta entre professores que tinham partici-
pado em sessdes de trabalho sobre o GeCla organizadas pelo
Atractor, alguns dos quais usam regularmente o programa
com os seus alunos. Chegou a ser encarada a participagdo de
uma escola cujos alunos conheciam o GeCla, mas problemas
logisticos na escola, ligados também ao facto de ja se estar
demasiado perto do final do ano letivo, ndo permitiram que se
concretizasse essa participacdo. O evento viria a ser garantido

quase in extremis por uma professora que escolheu um grupo
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Figura Il

ent

de alunos que ndo conheciam o GeCla mas manifestaram um
enorme entusiasmo pela iniciativa. Em pouco mais de uma
semana, houve que ensinar aos alunos o manuseamento do
programa, mas, apesar das condi¢des em que decorreu a pre-
paracao dos participantes portugueses, a iniciativa foi unani-
memente considerada um enorme sucesso. As duas professo-
ras, que ficaram muito contentes com o entusiasmo com que
os respetivos alunos encararam a experiéncia e com a forma
como ela decorreu, publicardo noutro local um relato detalha-
do. Para os alunos, o aspeto internacional do evento foi bas-
tante valorizado e parece que o chat que o programa permite
foi usado intensamente. Na figura 12 estdo algumas das nu-
merosas imagens geradas pelos alunos durante a competigéo.

Do ponto de vista do Atractor, ndo foi dada énfase ao as-
peto “competitivo” e os certificados passados (ver figura 13)
apenas atestam a participagdo dos alunos.

Mas, naturalmente, ndo é surpresa que os participantes
tendam a valorizar mais o aspeto de competicdo do que os
organizadores...

As duas professoras fizeram previamente alguns testes
para ensaiar as ligagbes e o Atractor esteve disponivel para o
apoio que lhe foi solicitado, como estard para iniciativas and-
logas que venham a ser tomadas no futuro, envolvendo uma

ou mais escolas, a nivel nacional ou internacional.

«Figura 12
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QUADRADOS E CUBOS

David Wells, um autor bem conhecido entre nds, j& que algumas das suas obras
foram editadas em portugués, tem um novo livro: Games and Mathematics —
Subtle Connections (Cambridge UP 2012). Wells propde uma viagem fascinante
por problemas e teoremas, mostrando como as ligagdes entre os jogos abstratos e
a matemadtica sdo profundas e variadas. Desta reflexdo que, se bem que filoséfica,
é também matemdtica, retiramos um resultado para partilhar com os leitores.

Pouco ap6s aprender que a soma dos primeiros n naturais
¢ dada por n(n +1)/2, muitos de nés encontrdmos uma
férmula para a soma dos cubos dos primeiros naturais:
13+23+...+n3:M.
4

Ora, combinando as duas relacbes mencionadas acima,

obtemos a igualdade surpreendente
PB4+ =142+--+n).

Wells pergunta-se “serd isto uma coincidéncia, ou tratar-se-
-4 de algo profundo?” O que se entende por coincidéncia, em
matematica, é discutido no livro em apreco, assim como o que
caracteriza a profundidade de um resultado.

As expressoes conhecidas para as somas das poténcias dos
primeiros naturais ndo costumam apresentar esta, chamemos-
-lhe assim, simetria. Serd que se trata da ponta de algum iceberg,
serd que alguma outra drea matemadtica estd aqui a espreitar?...

Wells chama a nossa atengdo para um resultado de Louville
de 1857. Para o exibir relembremos que os divisores de um nu-
mero natural incluem o 1 e o préprio ndmero. Por exemplo, os
divisores de 12 sdo 1, 2, 3, 4, 6, 12. Assim, 12 tem seis divisores,
0 que também se escreve d(12) = 6.

Calculemos o ntiimero de divisores de cada destes niimeros.

Temos d(1)=1 d(2)=d(3)=2,
d(12) = 6 e um pequeno célculo dd-nos
B4 4284383448316 =(1+24+2+3+4+6+12)% =324.

O que o Teorema de Liouville diz é exatamente que este tipo

A4) =3, d(6) =4,

de igualdade se verifica sempre que consideramos os diviso-
res de um natural n qualquer. No caso de n ser uma poténcia
de 2, digamos n = 21 tem-se d(n) = k e os divisores de n
s301,2,2%,...,2"1 = n, donde d(1) = 1, d(2) = 2, d(4) =3,
v d2 ) =ke P+ 22+ 4P = (1424 4+ n)2.

Como caracterizar os conjuntos de ntimeros x, y, ..., z tais
quex® +P + -+ =(x+y+---+2)22

Nao se sabe se esta igualdade s6 se verifica neste caso
particular de Liouville, em que os niimeros em questdo sdo os
ntmeros de divisores dos divisores de um dado natural. Aqui
fica um problema aberto para os nossos leitores...

Solugdes para os problemas do tltimo ntimero:

‘._!_Ji[ .> ]| i I I.|
5 l:' ﬁ i ¢.=:o.
T L
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LOTARIAS BIOLOGICAS: EXEMPLOS DO
PAPEL CLARIFICADOR DA MATEMATICA

Como noutras ciéncias assim também na genética, a matemdtica teve
por diversas vezes um papel clarificador. As observag¢des de Mendel so-
bre a hereditariedade podem ser deduzidas com simples considerag¢des
probabilisticas. Um matemdtico famoso que se desculpou (ou gabou?)
de 'ndo ter feito nunca nada de 1til', na verdade ajudou com um artigo
de duas pdginas a converter bidlogos céticos a aceitagdo da teoria men-
deliana. A nossa abordagem menos ortodoxa das leis de Mendel e da
lei da estabilidade de Hardy-Weinberg — por polinémios em lugar das
habituais tabelas — aplicar-se-ia a planetas distantes onde podem reinar
leis de hereditariedade bem mais complicadas. Polinémios podem aju-
dar a um ictiélogo determinar quantas carpas, ltcios e trutas vivem em
cada um de lagos diferentes se souber pouco mais do que com quantos
peixes de cada espécie estes lagos em conjunto abastecem por dia um
mercado préximo. Vejamos porqué...

No entanto, estas teorias ndo resistem a um exame minu-

esde os primérdios os homens terdo notado semelhan-
D cas entre pais e filhos; se curiosidade na altura jd existia,
interrogaram-se de certeza porqué. As ideias sobre isto até
cerca de 1900 foram pouco convincentes. O naturalista Le-
clerc de Buffon (1707-1788) pensava que os licores masculino
e feminino contém particulas enviadas por todas as partes do
corpo que se ordenam miraculosamente para constituir o fi-
lho. E mesmo o pai da teoria da Evolugdo, Charles R. Darwin
(1809-1882), viu cada célula do corpo como funcionando em
dependéncia de pequenissimas particulas, as 'gémulas’. As
gémulas do pai e da mde reencontrar-se-iam em cada célula
do embrido, dotado assim de caracteristicas intermédias entre

as da célula paterna e as da célula materna.

cioso. Na transmissdo de geragdo para geragao, as caracteris-
ticas individuais deviam desaparecer e apds poucas geragoes
todos nds deviamos ter aparéncias quase iguais, contrariando
o facto de que caracteristicas dos pais que na geracao dos fi-
lhos se podem ndo manifestar, podem reaparecer nos netos.
Muitos leitores terdo conhecimen-
to de que foi um frade da ordem dos
Agostinhos, Gregor Mendel (1822-
-1884), que nos anos 1850 na cidade
de Briinn (do império austro-hungaro,

hoje Brno, na Reptiblica Checa), com

as suas experiéncias sistemdticas de
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cruzamentos de plantas, trouxe pela primeira vez luz sobre
o assunto. Com ele comegou na biologia o que na fisica nos
lembra de Galileu: por experiéncias sistemadticas e pacientes
em situagdes simples, suprimiu influéncias perturbadoras e
descobriu relagdes essenciais.

Durante oito anos, Mendel experimentou com a ervilheira
(pisum sativum). Com esta planta fez uma escolha feliz, pois
poucas plantas exibem as leis da hereditariedade de forma
tdo pura como esta.

Sera ttil na nossa abordagem recordar duas coisas ele-

mentares:

a. A lei da distributividade implica que o produto de duas ou
mais somas se obtém selecionando de todas as maneiras
possiveis um termo em cada soma, multiplicando estes ter-
mos e adicionando todos os produtos obtidos, por exem-
plo (a+b+c)(d+e) = ad + bd + cd + ae + be + ce. Junto
com a comutatividade, obtemos regras tais como

(a+b)(a+b) =a*+2ab+ b2,

b. Da teoria das probabilidades sabemos que a probabilidade
de dois eventos independentes acontecerem é igual ao
produto das probabilidades dos dois eventos. Por exem-
plo, a probabilidade de no lancamento simultdneo de um
dado e de uma moeda néo viciados se obter o par (5, cara)
é(1/6)(1/2) =1/12.

E devido a estas observacdes (a) e (b) que a contabilizagdo
da totalidade dos resultados possiveis em certas consideracdes
probabilisticas é feita de forma muito cémoda com polinémios.
Por exemplo, se numa urna hd duas letras x e trés ys, a probabi-
lidade de tirar da urna ao acaso um x é %, enquanto a probabili-
dade de tirarumy é % ; informagdo que codificamos convenien-
temente pelo polinémio %x + %y. Se numa outra urna houver
um x, trés ys e dois zs, informagao codificada por %x + % y+ %z,
entdo, calculando o produto das duas combinagdes lineares,
obtemos % X2+ 1% xy + %yz + % Xz + %yz. Torna-se claro que
este polinémio nos informa corretamente de que na experiéncia
'tirar uma letra de uma das urnas, e uma letra da outra urna', a
probabilidade de tirar 'x's de ambas as urnas é %, a de tirar um
x de uma das urnas e um y da outra é %; a de tirar ys de ambas
é %;adetirarumxeumzé %, eadetirarumyeumzé % Esta
técnica pode ser directamente generalizada a trés ou mais urnas.
Os polinémios obtidos seriam produtos respectivamente de

trés ou mais fatores.

Voltando ao nosso tépico, para obtermos graficos simples
vamos supor que fazemos experiéncias com plantas de as-
petos bdsicos [0, a que chamamos 'quadradas’; e A, a que
chamamos 'tridngulas'. Além de ser 'lisa', uma tridngula pode
ocorrer ainda com um 'ponto’: A.

O que ndés vemos nestas plantas sédo apenas os seus 'fendti-
pos'": a forma como os genes — que Mendel viria a descobrir e a
chamar fatores — se manifestam. Imaginem Mendel a fazer as
experiéncias seguintes e apontando de seguida os resultados

no seu caderno como todo o bom naturalista faz.

Ensaio |: Cruzar quadradas vermelhas Ml com quadradas
brancas .

Resultado: Todas as quadradas-filhos, i.e., as quadradas da
geracao filial Fj, sdo de cor-de-rosa: resulta em

M x O resulta em OO OO (apenas).

Ensaio 2: Cruzar quadradas da geragdo Fj entre si.

Resultado: Os filhos que constituem a geragdo F, ndo séo
todos iguais; na verdade, em termos estatisticos, saem em
cada quatro uma quadrada vermelha, duas de cor-de-rosa e

uma branca:

OxOresultaem BOOO.
o % \ : P, Com estas experiéncias,
7 O que em livros seriam expli-

cadas com figuras como a

=—. mostrada, a teoria dos lico-
\\

‘1 ™ A A .
- . - - res de Buffon e de Darwin
I & | @& | cai definitivamente por terra,
I A . P
o= (oL pois segundo eles deviamos
21N | AN
obter aqui flores cor-de-
]
iy | sl
i - -rosa apenas. Talvez pelos
G ,
seus estudos matemadticos

anteriores, Mendel tenha tido a ideia genial de que o fené-
tipo ndo é governado por um fator hereditdrio s6, mas por
dois. Supondo que a cor da quadrada é determinada por dois
fatores que designamos por R (red) e W (white), e que am-
bos exercem a mesma influéncia sobre a cor, entdo devemos
supor que as quadradas M tém dois fatores R; dirfamos hoje
que sdo do genétipo RR, as quadradas [ sdo do genétipo RW,
e as quadradas [Osdo do genétipo WW. Se supusermos ain-
da, como é natural, que na criagdo de um filho cada um dos
fatores de pai e mée sdo transmitidos com a mesma probabi-

lidade, entdo chegamos exatamente aos resultados descritos.
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De facto, para o ensaio 1 justifica-se o cédlculo polinomial

(3R+ 3RIGW + W) = L (RW + RW + RW + RW) = RW;

e para o ensaio 2 o calculo
1

1.1, 1 1
(GR+5W)(GR+ 5W) = [ (RR+RW + WR+WW) =

1 1 1
—RR+ -RW + -WW.
4 + 2 + 4

Na verdade, sabe-se hoje a nivel molecular e cromosso-
matico o que Mendel intuiu: da perspetiva matemadtica pode
pensar-se do processo da acquisi¢do de uma determinada ca-
racteristica por um filho como se este fosse 'escolher' um gene
da 'urna’ dos genes (correspondente a caracteristica) do pai e
um tal gene da urna da mae.

Resultados mais tipicos do que os anteriormente relatados

sdo aqueles nos quais um gene domina o outro.

Ensaio 3: Cruzar tridangulas vermelhas de genétipo puro, RR
4. com tridngulas brancas rr. A
Resultado: Todas as tridngulas da geragéo F; sdo vermelhas:

Ensaio 4: Cruzar triangulas da geracdo F; entre si.
Resultado: Obtemos tridngulas vermelhas e brancas em
ndmeros que estdo na razao 3:1.

A X A resultaem 4 A a A

Estes resultados pdde explicar supondo que nas tridngu-
las o fator (hoje chamado alelo) responsével pelo vermelho é
'dominante’, e o alelo que dava cor branca é 'recessivo'. Alelos
dominantes sdo usualmente designados por letras grandes; a
sua presenga ou auséncia sozinha determina a manifestagdo
ou ndo de uma caracteristica; para os alelos recessivos usam-
-se as mesmas letras, mas pequenas. Assim s6 flores de gené-
tipos rr sdo brancas. Ao ensaio 3 corresponde o mesmo célculo
do ensaio 1:

1 1 ..,1 1 1

(Rr+Rr+Rr+Rr) =Rr

explica porque na geragdo F; temos apenas vermelhas, que,
no entanto, sdo mistas (heterozigéticos), enquanto os seus
pais foram todos puros (homozigéticos). Os resultados dos
ensaios 1 e 3 foram cristalizados na 1* Lei de Mendel, dita Lei
da Uniformidade: se cruzarmos dois individuos de raca pura,
i.e., homozigoéticos que diferem num par de alelos, os hibridos

da geracdo F; sdo todos iguais. No caso da hereditariedade

intermédia, o fendtipo dos individuos F; tem um aspeto com-
preendido entre aqueles dos pais (ensaio 1); no caso da here-
ditariedade dominante, um dos alelos sozinho (0 dominante)
determina o fenétipo, o outro dito recessivo ndo se manifesta
nesta geragdo. Ao ensaio 4 corresponde o mesmo cdlculo do
ensaio 2, mas as interpreta¢des dos calculos diferem por ra-
z0es da existéncia de um alelo dominante: na geracdo F, que
nasce da geracdo F;, temos o célculo

1. 1.1 1 1 1 1
SR+ =r)(=R+ =) = (=RR + =Rr + ~rr);
(GR+3NGR+57) = (gRR+ S Rr+ grr);

se 'algebrizarmos' a passagem para os fenétipos fazendo cor-
responder a RR e a Rr a mesma letra, digamos R; earraletra
7. Obtemos assim os polinémios simples R e 3R + 7, que ex-
plicam o resultado de que o nimero das vermelhas estd para
as brancas como 3:1.

Vimos aqui a 2% Lei de Mendel, a Lei da Segregagdo em
acgdo: se cruzarmos os monohibridos da geracdo Fj, os gené-
tipos vao dividir-se nas razdes estatisticas 1:2 : 1. No caso da
hereditariedade intermédia, estas razdes valem também para
os fenétipos; mas simplificam para 3 : 1 para os fenétipos no

caso da hereditariedade dominante.

Exercicio: Quais as razdes numéricas esperadas por cruza-
mentos de tridngulas Rr X rr, RR X Rr?

Naturalmente, testar as suas hip6teses sobre recessividade
e dominancia terd sido bem complicado para Mendel: do as-
peto vermelho sozinho néo se sabe se uma triangula é do ge-
nétipo RR ou Rr. Mas das suas préprias hipéteses decorre um
método para identificar um conjunto de tridngulas vermelhas
de genétipo RR.

Problema: O leitor diga como.

Finalmente podemos examinar se existe ou ndo alguma
dependéncia entre a cor (governada por alelos R,) e o aspeto
de ser liso ou ter ponto (governado pelos alelos L,I) de tridn-

gulas.

Ensaio 5: Cruzar triangulas vermelhas lisas de genétipos
RR LL com tridngulas brancas rr 1l pontuadas.

Resultado: As tridngulas da geragdo F; sdo todas verme-
lhas lisas:

A X A resultaem a4, a..apenas.

Este resultado obtém-se porque as propriedades de

cor e de ser lisa ou pontuada sdo independentes. Sdo pro-
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vocadas por genes que residem em loci (posigdes) distin-
tos dos cromossomas. O resultado corresponde ao calculo
L(R+R)(L+L)(r+7)(I+1) no qual o fator 1 é o produto
de fatores § que estariam a frente de cada letra. Expandindo o
polinémio, obtém-se evidentemente Rr LI; e como R domina
re L domina [, todas as flores sdo vermelhas e lisas. O poliné-

mio dos fenétipos é RL.

Ensaio 6: Cruzar tridngulas da geracdo F; entre si.
Resultado: Em dezasseis flores esperam-se:
94,32, 34, 1A,

Este resultado obtém-se expandindo o produto
E@R+1)(L+1) - (R+7)(L+1)
que significa que no cruzamento o acaso vai escolher no pai,
no lécus responsével pela cor, um dos alelos R ou r e no locus
responsavel pelo aspeto um dos alelos L ou [, onde cada esco-
lha é feita com a mesma probabilidade %

Exatamente o mesmo acontece quanto a escolha dos alelos
da mae.

Calculando o produto, obtém-se R2L?+2R2LI + R21>+
2RrL? + 4RrLl + +2RrI? + r?L% + 212 L1 + r?]?.Passando para
os fenétipos, substituimos os fatores LL e LI por L;RReRr por
R; Il por I; e rr por 7. Resulta RL + 2RL 4+ RI 4 2RL + 4RL+
2RI+ 7L +2FL+ 7l =9RL+3RI+37L+7I, o que explica
perfeitamente a experiéncia 6, supondo as hipéteses de inde-
pendéncia.

Os resultados obtidos nos ensaios 5 e 6 sdo expressos pela
3" Lei de Mendel, a Lei da Recombinagido dos Genes: se cru-
zarmos dihibridos, entdo os alelos que dizem respeito a fénos
distintos transmitem-se de formas independentes.

Uma das objecdes que os bi6logos aduziram contra as leis
de Mendel foi que caracteristicas raras (como o canhotismo
ou doencas raras) deviam, ao fim de poucas geracdes, desva-
necer-se; uma ideia associada a teoria do licor.

Em 1908, o matemadtico Godfrey Harold Hardy, famoso
pelos seus resultados obtidos na andlise e na teoria dos na-
meros, bem como pelo seu controverso livro de honestas
confissdes [H], e autonomamente, o0 médico alemao Wein-
berg mostraram que, pelo contrario, independentemente da
distribuicdo das frequéncias dos genétipos em sistemas de
2 alelos, numa populagio panmista, a partir da primeira geragdo
filial as frequéncias dos trés gendtipos possiveis ficam constantes.

Uma populagdo diz-se panmista se a probabilidade de dois

genoétipos se cruzarem for o produto das probabilidades
de encontrar os ditos genétipos na populagdo. O resultado
viria a ser conhecido como a Lei da estabilidade de Hardy
-Weinberg.

Vamos trabalhar com os genoétipos RR, Rr, rr, respetiva-
mente. Supomos que estes se encontram numa dada popu-
lagdo com as frequéncias a,b,c, respetivamente.

Como um qualquer sujeito de um dos referidos genétipos
d4 exatamente um dos seus alelos ao seu filho, podemos espe-

rar outra vez que o produto de dois polinémios dé o resultado

pretendido.
Em generalizacdo direta do que fizemos antes, fazemos o
célculo
1.1 1.1 1 1.,
b b
= ((a+ )R+ (c+ E)r)2
B b, b b b,
=(a+ E) RR+2(a+ E)(c—l— E)RH_ (c+ E) rr
=a'R?+b'Rr + %12

Aqui, no ultimo passo definimos implicitamente a’,¥’, ¢’
como coeficientes dos mondémios R?, Rr, 12, respetivamente;
sdo também as probabilidades de encontrar os genétipos RR,
Ry, rrna populacdo filial. Estes coeficientes desempenham para
esta geragdo o papel que a,b,c desempenharam para os pais.
Os calculos mostram-nos entdo que a passagem dos pais para
os filhos corresponde um mapeamento

(a,b,c) KA (a,b,c)
b, b b b,
= -)5,2 = =), =)).
((a+ )22+ 3)(c+2), (e +5)?)

Seja agora (a”,b",c") = ¢(a’, b, ). Entdo,

" 1 b/z
a = (12 +E)

b b b
((a+ 57+ (a+3)(c+3)?

(a4 2P0+ )+ (c+ 2))

b
= (a+§)2'1:a’,

dado a que a,b,c designam probabilidades de soma 1.

Exercicio: O leitor estabeleca de forma andloga que b = b'e
¢ = ¢, concluindo a prova de que ¢ o ¢ = ¢, ou seja, que ¢
é idempotente. Finalmente, convenca-se de que esta idempo-

téncia estabelece a lei de Hardy Weinberg.
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A matematica das leis de Mendel é relativamente simples e
podiamos ter dispensado a nossa teoria. Mas, ao contrario do
que é possivel com tabelas, podiamos tratar com a ferramenta
contabilistica de polinémios — na qual podemos ver germes
do que na andlise combinatéria é conhecido pelo termo 'fun-
¢Oes geradoras' — também leis mendelianas em planetas dis-
tantes onde na procriagdo estdo envolvidos trés ou mais sexos
e a transmissdo dos alelos néo é equiprobabilistica.

Mas também o nosso planeta nos coloca questdes onde a
matemadtica apresentada é ttil. Acessivel a um leitor que te-

nha absorvido o método aqui exposto é o seguinte problema.

Problema. Um ictiélogo jd hd tempos queria saber a distribui-
¢do das frequéncias relativas de carpas, Iticios e trutas em trés
lagos 1, 2, 3 vizinhos. A obtengéo de tais dados é custosa, mas
quis a sorte que ouvisse de trés pescadores amigos que man-
tiveram durante dois anos (730 dias) o costume didrio de cada
um ir a um lago diferente e esperar até que um dos desejados
peixes mordesse o0 isco.

No jantar conjunto de cada dia cada um punha o seu peixe
na mesma panela. Registavam também em que consistiam os
seus jantares.

Contactados, emprestaram os seus registos ao cientista,
que conseguiu construir a seguinte tabela, que lhe dizia que
em 100 dias comeram trés carpas, em 176 dias a panela conti-

nha duas carpas e um ltcio, etc.

trés duas carpas, uma carpa,
carpas um lticio dois Itcios
100 176 89
trés duas carpas um peixe de
Idcios uma truta cada espécie
13 120 156
dois ldcios, uma carpa, um ldcio,
uma truta duas trutas duas trutas
36 20 20

Sendo amigo matematico do ictiélogo, o leitor é capaz de
o informar de qualquer coisa como de que num dos lagos os
nimeros de carpas, ldcios e trutas estdo aproximadamen-
te nas razdes 3:1:5, no outro dos lagos .... etc.? Desta forma
poupava-lhe imenso trabalho, tempo e dinheiro, além de se
tornar coautor do préximo artigo cientifico do icti6logo, o que
ndo seria de todo mal para a carreira.

Explicdmos aqui alguma matemadtica ttil em certas
consideragdes probabilisticas e, em particular bioldgicas.
As fascinantes histérias da descoberta e da bioquimica da leis
mendelianas, tivemos de simplificar radicalmente. Estas ver-
tentes da narrativa mendeliana encontram-se, por exemplo,
em [J],[A][W].
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ADAO E EVA NOS NOSSOS GENES

Somos todos irmaos! Esta frase pacifista ilustra uma realidade genética:

tomos nds descendemos de ancestrais comuns. Addo, o pai de todos os
pais, e Eva, a mde de todas as maes, estdo marcados em nossos genes.
No entanto, eles nem precisam de se ter conhecido, pois ninguém disse
que descendemos de um tnico casal, muito menos que eles eram 0s tinicos
seres humanos vivos. Novas estimativas sobre quando viveram estes nossos
antepassados ilustres langam novas luzes sobre a evolu¢do humana.

0do tem dois pais; os seus pais tém, cada um, dois pais; os
Jseus avos também. Quando retornamos 7 geragdes para trds,
encontramos 2" antepassados do Jodo. Nuns miseros 1000 anos,
0 Jodo tem mais antepassados do que toda a populagéo atual da
Terra. Alguma coisa seriamente errada tem de haver neste argu-
mento. A resposta é simples: muitos caminhos levam a mesma
pessoa. Ou seja, por vezes o avd materno da avo paterna da mae
também é o pai de algum outro antepassado. E ndo precisa se-
quer de ser da mesma geracao, pois este conceito nao é rigido.

Se considerarmos também a Maria, que nem conhece o Jodo,
o raciocinio é parecido. Mas hd um ingrediente a mais: quando
recuamos no tempo, mais e mais antepassados da Maria serdo
também antepassados do Jodo. Um, ou alguns deles, é conhe-
cido como MRCA (antepassado comum mais recente, na sigla
em inglés). Para dois irméos, os MRCAs sdo o pai e a mée. Para
primos, os avés. Para quaisquer duas pessoas, existe um MRCA,
caso contrdrio teriamos a indicagdo de que a linhagem humana
foi criada duas vezes, o que ndo parece ter sido o caso. (De facto,
também hd um antepassado comum entre um dono e o seu cao,
mas isto fica para outra crénica.)

Populagbes inteiras podem ter um MRCA, mas neste caso
é muito dificil encontrar toda a linhagem passada. O que po-
demos fazer é estimar o tempo em que este ancestral existiu.

E agora que a situacéo fica mais interessante. O nosso ADN ¢é

consitituido por 23 pares de cromossomas. Destes, 22 sdo conhe-
cidos como autossomas e um par é formado pelos cromossomas
sexuais. Cada um dos elementos dos autossomas ¢é idéntico na
sua estrutura (ndo necessariamente no seu contetido), assim
como dois livros com o mesmo niimero de paginas e capitulos,
mas um sobre fisica e outro sobre biologia. No entanto, o par
sexual pode ser bastante distinto. As mulheres tém dois cromos-
somas X, enquanto os homens tém um X e Y. (O nome deriva da
sua forma aproximada.) Os tinicos cromossomas que recebemos
na integra dos nossos pais sdo os sexuais. Os outros, antes da
divisdo celular, sofrem um processo conhecido como cross-over,
que faz com que recebamos do nosso pai autossomas que tém
origem parcialmente na nossa avé paterna e parcialmente no
nosso avo paterno. No entanto, cada homem tem um cromosso-
ma Y que recebeu integralmente do seu pai, e portanto do seu
av0 paterno, e do pai deste, formando o que é conhecido como
a patrilineagem.

Cada um dos dois cromossomas X de uma mulher pode ter
vindo do pai ou da mae. Desta forma ele ndo permite reconstruir
a matrilineagem. No entanto, todas as nossas células tém uma pe-
quena organela, conhecida como mitoncéndria, que possui um
DNA préprio (provavelmente resquicio de uma existéncia au-
ténoma no passado), chamado DNAmt. Recebemo-las todas da

nossa mée. Desta forma, podemos reconstruir a matrilineagem.
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Porém, tanto o cromossoma Y, passado de pai para filho,

como o DANmt, passado de mée para filhos, ndo sdo necessa-
riamente iguais nas duas geragdes. Um processo fundamental
para toda a vida tal como a conhecemos é a mutagéo: a possibi-
lidade de um trecho do ADN sofrer uma alteragdo. Esta ocorre
numa taxa pequena, da ordem de 1 alteracdo por cada milhao
de unidades do ADN (chamadas bases) na comparagao entre pai
e filho. No entanto, supondo esta taxa constante e medindo o
nimero de alteragdes entre o cromossoma Y de duas pessoas,
podemos estimar quando viveu o seu antepassado comum por
parte de pai. O mesmo ocorre com a linhagem materna.

E importante realcar que a estimativa depende crucialmen-
te de conhecermos a velocidade com que as mutagdes ocorrem.
Muitas causas, incluindo a espécie, a exposi¢ao a raios solares,
agentes quimicos, etc, podem fazé-la variar. Para termos uma
boa estimativa, procuramos pedagos do ADN que em condi¢Ges
de laboratério tenham taxas aproximadamente constantes. Em
geral, isto se encontra nas partes do ADN que nado codificam
proteinas (e cuja fungéo ndo é de todo compreendida).

Juntando as ideias acima, podemos estimar a época passada
em que viveu o nosso antepassado materno e aquela em que vi-
veu 0 nosso pai comum. O hipotético antepassado masculino é
conhecido como o "Ad&o do cromossoma Y", enquanto a grande
mae de todos nés é a "Eva mitocondrial".

E evidente que a terminologia associada evoca imagens bi-
blicas, como se houvesse um casal humano original do qual
todos descendemos. Nem por isso. Ndo hd grande evidéncia
de que Ad&o e Eva se tenham conhecido. De facto, as esti-
mativas de hd quanto tempo cada um destes nossos (meu e
do leitor) antepassados existiu sdo bastante dispares: cerca de
100.000 anos para o Addo; 300 milénios para Eva. Tamanha
discrepancia era explicada por uma maior pressao da selegdo
natural sobre os homens, fazendo com que a evolugio seja
mais rdpida no cromossoma Y do que no DNAmt (ha mais
homens sem filhos, hd mais homens com muitos filhos, ape-
sar de — como consequéncia da populagdo humana ser dividi-
da quase meio a meio — a média de filhos tanto para homens
como para mulheres ser aproximadamente a mesma).

Um novo trabalho, envolvendo 11 investigadores nos Esta-
dos Unidos e em Franga, vem no entanto desafiar estas ideias [1].
As novas estimativas, usando relégios moleculares aperfeigoa-
dos, indicam uma sobreposigao dos intervalos em que possivel-

mente Adado e Eva existiram. Desta forma, a conclusdo é a de
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Figura 1: Seis pontos num grafico representando seis diferentes individuos; a sua distan-
cia euclideana (ou seja, aquela medida com uma régua) representa a sua distancia de
Hamming (o ndmero de diferencas nas sequéncias de ADN). Agrupando-os por proxi-
midade, chegamos ao cladograma a direita. Inicialmente juntamos b com c e d com e;a

seguir, o resultante desta dltima jungdo com f e assim por diante até obtermos o MRCA.
Fonte:Wikimedia Commons.

que, afinal, as pressoes de selegdo natural sobre homens e mu-
lheres ndo sdo tdo distintas assim. Addo deve ter existido entre
120 e 156 mil anos atrds e Eva entre 99 e 148 mil anos. Conside-
rando o tempo médio de vida humana, é facil ver que mesmo
assim a probabilidade de eles se terem conhecido é microscépi-
ca — lembrem-se de que ainda ndo havia Facebook, nem com-
panhias aéreas; o niimero de conhecidos de cada ser humano
pré-histérico era diminuto; além do mais, e por outras razdes,
podemos ter uma razodvel certeza de que a populagdo humana
nunca foi de apenas duas pessoas.

Como foi feito este trabalho: inicialmente colheu-se amos-
tra de ADN de nove populagées humanas "primitivas" (que
estiveram em isolamento até recentemente, ndo tendo ainda o
seu ADN se misturado significativamente com os de outras po-
pulagdes). Além disso, foi necessario fazer uma estimativa do
relégio molecular. Como em ciéncia dificilmente uma drea do
conhecimento vive sozinha, estimativas arqueoldgicas foram
usadas para as populagdes das Américas. Estima-se, e confia-se
com base em fortes evidéncias, que a migracao da Asia para as
Américas comegou hd cerca de 15 mil anos e seguiu um répido
caminho costeiro. Desta forma, a divergéncia genética encon-
trada entre os amerindios permitiu estimar a taxa de mutagao.
Usando o mesmo valor para toda a humanidade, os nimeros
acima foram concluidos.

E importante notar que se a estimativa da primeira coloni-
zacdo humana das Américas estiver errada, entdo mudam as
estimativas de ancestralidade de Adao e Eva, mas ndo o facto de
que estes intervalos tém uma boa concordancia.

Por trds de toda esta andlise hd muita matematica.
Um primeiro ponto importante é perceber como, a par-

tir dos dados brutos, é possivel construir a drvore evolutiva
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Figura 2: Cladograma obtido para os 69 individuos do sexo masculino de nove populagdes distintas investigadas. Note que ao escolher trés individuos quaisquer e considerando

que a distancia entre eles é dada pelo tempo que as suas linhagens divergiram, entdo estes estdao nos vértices de um triangulo isdsceles. Figura gentilmente cedida pelos autores

do artigo, em particular G. D. Poznik.

(cladograma). Quando comparamos duas sequéncias (como as
de ADN), a sua distancia é medida pela quantidade de pontos
ndo idénticos. Isto é conhecido como métrica de Hamming.
No entanto, para construir o cladograma, é preciso converter
estes dados no que é conhecido como uma ultramétrica, uma
forma de medir distancias onde todo o tridngulo é is6sceles.
Nao hd uma maneira tnica de converter uma na outra, e um
exercicio cldssico em evolucdo é mostrar como os algoritmos de
conversao sdo sensiveis aos dados (incluir ou excluir uma infor-
magao pode mudar completamente o resultado). E importante
lembrar que existe uma tnica drvore da vida correta, o proble-
ma é saber qual é. Veja a figura 1 para uma exemplificacdo e
a figura 2 para os resultados obtidos nos grupos pesquisados.
Uma outra drea importante da matemadtica profundamente

relacionada com esta andlise é a da teoria da coalescéncia, um

N

ramo da probabilidade particularmente ttil em genética popu-
lacional e biologia evolutiva. Esta foi criada hd poucas décadas
e continua com desenvolvimento ativo. O seu objetivo é estimar
o quanto é preciso andar para trds no tempo de forma a que a
populagdo coalesga (se junte) num tnico individuo. Quando a se-
lecdo natural tem um papel importante, isto é particularmente

dificil de se calcular.

REFERENCIAS

[1] G. David Poznik, Brenna M. Henn, Muh-Ching Yee, Elzbie-
ta Sliwerska, Ghia M. Euskirchen, Alice A. Lin, Michael Sny-
der, Lluis Quintana-Murci, Jeffrey M. Kidd, Peter A. Underhill,
Carlos D. Bustamante. "Sequencing Y Chromosomes Resolves
Discrepancy in Time to Common Ancestor of Males Versus Fe-
males" Science Vol. 341 no. 6145 pp. 562-565 (2 de agosto de 2013).
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A EQUACAO QUE NUNCA FOI DE PELL

Como determinar todas as solugdes, em ntimeros naturais, da equagao
x?> —2y?> = 1? E as de x? — 61y = 1? Equagdes deste tipo sdo designa-
das por equagdes de Pell, apesar de John Pell (1611-1685) nunca ter tido
nada a ver com o assunto e de terem sido investigadas séculos antes
deste ter nascido. Mas, ndo obstante a sua longa histéria, contém ainda

alguns mistérios por desvendar.

ﬁ designacdo equagio de Pell refere-se, de facto, a familia

e equagoes:

2 —ay? =1,

onde a é um ntimero natural maior que 1, usualmente livre de
quadrados’, isto ¢, que néo é divisivel por um quadrado per-
feito superior a 1. Mais ainda, estd subentendido que se pre-
tende resolver a equagdo em niimeros naturais, ou seja, em
que se procuram todas as suas solugdes com x,y € IN. Quan-
do 4 ndo é um quadrado perfeito, esta equagdo tem uma in-
finidade de solugdes que se podem todas obter de uma par-
ticular, por essa razdo chamada fundamental. Por exemplo,
as solugdes em niimeros naturais de x> — 2y%> = 1 sdo todas
obtidas a partir de x; = 3,; = 2 fazendo, sucessivamente,
paran =1,2,3,...

Xp+1 = 3xp + 4ya
Ynt1 = 2xy + 3yn. (1)

Obtém-se assim (x,y) = (17, 12), (99, 70), (577, 408), (3363,
2378), (19601, 13860), etc.

A referéncia explicita mais antiga que se conhece a respei-
to destes pares de nimeros, de facto a uma familia um pouco
mais geral, a das solugdes de x2 — 2y2 = +1, estad contida na
obra de Tedo de Esmirna? que viveu algures no século II.
Pensa-se, no entanto, que Tedo conhecia estes assuntos de

fontes pitagéricas bastante anteriores ao seu tempo. Estes
ndimeros, que se obtém de x; = 1,y; = 1 tomando, sucessi-
vamente, paran = 1,2,3,...

Yn41 = Xn + 2Yn

Yn+1 = Xun +  Yn, 2)
sdo apelidados de algo como lado (y.) e diagonal (xy).
A construgdo sumariada na figura 1 (pédgina seguin-
te), que pode ser usada para mostrar que \/2 é irracio-
nal e que se deixa ao cuidado do leitor entender, con-
e 20—d=uxy
obtém-se precisamente d = x, + 2y, e ¢ = x;,, + y,. Isto po-

duz ao seguinte: fazendo d—/{=y;,
dera explicar os nomes de lado e diagonal.
Evidéncia de que o assunto era conhecido muito antes

da época em que Tedo de Esmirna viveu, foi descoberta por

'E facil ver que os outros casos podem ser reduzidos a este, e que se a
for um quadrado perfeito entdo a equagio nao tem solugdes, em nimeros

naturais.

2 A tradugdo para o francés, publicada em 1892 por |. Dupuis, da obra de
Tedo de Esmirna com o titulo de Exposicdo dos Conhecimentos Matematicos
Uteis para a Leitura de Platdo encontra-se disponivel em http://www.wilbou-
rhall.org, um site com tradugdes de textos antigos, originalmente em grego,

sanscrito, arabe e latim, sobre matematica e astronomia
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Figura 1

Gotthold Lessing (1729--1781), escritor alem&o e uma figu-
ra importante do Iluminismo. Este, enquanto director da
Biblioteca Herzog August in Wolfenbiittel, descobriu, num
dos manuscritos ao seu cuidado, um curioso epigrama que
contém um problema que tudo indica ser da autoria de Ar-
quimedes, e que aqui reproduzimos, com alguma liberdade
de traducdo de modo a simplificar a sua leitura.?

O PROBLEMA DE ARQUIMEDES
Se fores diligente e sébio, 6 estranho, calcula o nimero de
bovideos do deus Sol, que hd muito tempo atrds pastavam
pelos campos da ilha trindcria da Sicilia, divididos em qua-
tro manadas de diferentes cores, uma branca como o leite,
outra de um preto lustroso, uma terceira amarela e a ulti-
ma malhada.

Em cada uma havia bois, imensos em niimero, de acor-
do com estas proporg¢ées: Entende, estranho, que os bois
brancos eram tantos quantos a metade e um ter¢o da mana-
da preta em conjunto com todo o gado amarelo, enquanto
que os bois pretos eram tantos quantos a quarta parte mais
um quinto dos malhados conjuntamente com, novamente,
todo o gado amarelo. Sabe ainda que os restantes bois, 0s
malhados, eram em numero igual a sexta parte mais um
sétimo dos brancos e mais toda a manada amarela.

Esta era a proporgdo das vacas: As brancas eram pre-
cisamente iguais, em numero, a uma terga parte mais um
quarto de toda a manada preta; as vacas pretas eram tantas
quantas a quarta mais a quinta parte de todo o gado ma-
lhado, quando bois e vacas iam para o pasto juntos. Agora,
as malhadas eram iguais, em numero, a quinta mais a sexta

parte de toda a manada amarela. Finalmente, as vacas ama-
relas eram iguais, em niimero, a sexta mais a sétima parte
da manada branca.

Se tu, 6 estranho, conseguires dizer com exactiddo qual
o nudmero de cabecas de gado do deus Sol, fornecendo
separadamente o ndimero de bois bem alimentados e o
numero de fémeas de acordo com cada cor, entdo tu ndo
poderds ser chamado de inabil ou ignorante dos niimeros,
mas ainda ndo poderads ser contado entre os sdbios.

Mas vem, entende também todas estas condig¢bes que
dizem respeito ao gado do deus Sol. Quando os bois bran-
cos misturavam o seu niimero com os bois pretos, manti-
nham-se todos firmes, iguais em profundidade e largura, e
as planicies da Sicilia ficavam repletas em todas as direc-
¢ées com a sua multitude.

De igual modo, quando os bois amarelos e os bois ma-
lhados eram reunidos numa sé manada, colocavam-se de
tal modo que o seu niimero, comegando com o um, crescia
lentamente até completar uma figura triangular, ndo ha-
vendo bois de outras cores entre eles, nem faltando algum.

Se fores capaz, 6 estranho, de determinar todas estas coi-
sas e de as reunir jun tas na tua mente, fornecendo todas as
suas relagoes, entdo tu partirds coroado de gloria e sabendo
que foste julgado perfeito neste género de sabedoria.

Fica ao cuidado do leitor perceber que este problema con-
duz a uma equagdo de Pell. Mas fica desde jd avisado que,
apesar do problema ter uma infinidade de solucdes, a menor
¢ um ntmero com 206, 545 algarismos!

Para saber mais sobre este intrigante problema, consul-
tar o artigo de D. Joyce, disponivel em http://alephO.clarku.
edu/~djoyce[numbers/cattle.pdf, assim como o artigo de H. W.
Lenstra Jr. publicado nas Notices da AMS em Fevereiro de
2002, disponivel em http:/[www.ams.org/notices/200202/fea-
-lenstra.pdf.

A equagdo dita de Pell foi também amplamente estudada
por matematicos indianos, pelo menos desde Brahmagupta
no século VII, até Bhaskara no século XII. Num comentdrio
escrito no século XI é descrito um processo para a resolver
que ficou conhecido como o método ciclico, e que é atribuido,
nesse documento, a um outro matematico indiano, Jayade-
va, do qual se conhece apenas esta referéncia.*

Actualmente, a equacdo de Pell estd intimamente liga-
da as unidades dos anéis de inteiros dos corpos quadrati-
cos, ou seja a aritmética de conjuntos como, por exemplo,
A={m+nv2:m,n € Z}. Asoma e o produto de dois ele-
mentos de A é ainda um elemento de A, tendo este conjunto,
munido dessas operag¢des, uma aritmética algo andloga a dos
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inteiros, havendo primos e compostos, assim como factori-
zagdo tnica em primos (neste caso). Uma pequena diferenga
é que, enquanto em Z hd apenas dois elementos que tém
inversos multiplicativos, nomeadamente £1, em A h4d uma
infinidade, nomeadamente: {4 (1 ++/2)" : m € Z}. Tem-se
que £(1+1/2)™ é um ntmero da forma a + b+/2, para al-
guns a,b € Z com a — 2b> = +1, e quando m percorre todos
os inteiros, a e b percorrem todas as solugdes desta equagéo.
Pondo (14 v2)" = x, + Yn V2, obtém-se os nimeros descri-
tos em (02), enquanto que (14 v/2)*" = x, + y,v/2 da todos
os descritos por (01).

Tudo isto, e muito mais, incluindo aplica¢des relativa-
mente recentes da equacgdo de Pell a Criptografia, pode ser
visto num livro inteiramente dedicado a esta equacdo: Mi-
chael J. Jacobson Jr., Hugh C. Williams, Solving the Pell Equa-
tion, Springer, 2009. Também o artigo acima referido de H.
W. Lenstra Jr. deixa claro que, como esse autor escreve, a
dltima palavra sobre a equagdo de Pell ainda néo foi pro-
ferida, em particular no que diz respeito a algoritmos para
encontrar a solu¢do fundamental.

Dada toda a longa histéria desta equagdo muito especial
(na realidade, como referido, trata-se de facto duma familia
de equagdes), porque se lhe chama entdo “equagdo de Pell”?
A culpa é de Leonhard Euler que escreveu algures, errada-
mente, que foi John Pell que encontrou um método para as
resolver. E muito provavel que tal tenha resultado de uma
leitura apressada de partes da Algebra de Wallis, numa fase

em que, como Weil diz (loc.cit. p.174), “Euler devia ser um lei-
tor descuidado por essa altura”>.

Sendo Euler quem foi, o nome pegou e ndo hd agora como
o alterar. Mas, como Shakespeare tdo bem explicou por in-
termédio da sua célebre Julieta, ndo é o nome que interessa,
pois a equagdo que chamamos de Pell por outro qualquer
nome seria igualmente fascinante.

3Ver https:/lwww.cs.drexel.edu/~crorres/Archimedes/Cattle/Statement.html.

*Sobre este assunto, ler André Weil, Number Theory: an approach through his-

tory, from Hammurapi to Legendre, Birkhauser, 1984, pp. 19-24.

®Ver também Heath, Diophantus of Alexandria: a study in the history of Greek Alge-
bra, segunda edicio, Cambridge University Press, 1910, pp.286, especialmente a
nota-de-rodapé 4. Esta obra esta disponivel online em https://archive.org/details/

diophantusofalexOOheatiala, assim como em http://www.wilbourhall.org.
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A 26 de Margo de 1913 nascia, em Budapeste, P4l Erdés, cujo
nome foi mais tarde ocidentalizado para Paul Erdés. Filho de
pais judeus e ambos professores de matemadtica, cedo mos-
trou interesse pelos nimeros. “Erd6s era um prodigio mate-
matico e aos 3 anos conseguia multiplicar, de cabega, ntime-
ros com trés algarismos e aos 4 anos descobriu os niimeros
negativos.” [1]

Grande parte do trabalho de Erdés envolveu niimeros pri-
mos. “Os ndmeros primos eram amigos intimos de Erdés, que
os compreendia melhor do que ninguém.” Aos 17 anos provou
que entre qualquer niimero e o seu dobro existe sempre um
nimero primo. Embora este resultado j4 tivesse sido demons-
trado por volta de 1850 pelo grande matematico russo Pafnu-
ty Chebyshev, a demonstracdo de Erd@s era mais simples e
elegante. “Ele (Chebyshev) tinha usado uma escavadora para
transplantar uma roseira, enquanto Erdés tinha Conseguido o
mesmo com uma colher.” [1] Mais tarde simplificou também a
demonstragdo do teorema dos ntimeros primos que descreve
a distribui¢do dos primos ao longo dos inteiros positivos. Este
resultado formaliza a ideia intuitiva de que perto de zero os
niimeros primos sdo bastante frequentes 2,3,5 7.), mas, a
medida que avangamos, os niimeros primos tornam-se cada
vez mais raros. “Tal como a demonstragdo de Chebyshev, a
demonstragdo de 1896 do teorema dos niimeros primos depen-
dia de maquinaria pesada e as mais brilhantes mentes mate-
maticas estavam convencidas de que o teorema nédo podia ser
demonstrado com nada menos. Erd6s e Selber, um colega que
ainda ndo era muito conhecido, espantaram o mundo da ma-

tematica com uma demonstragdo elementar”. [1]

Paul Erd6s era um génio matematico

que adorava conjecturar e demonstrar.
Colaborou directamente com mais de 500
matematicos de todo o mundo e quando
queria fazer matematica perguntava
aos seus colaboradores:
“Is your brain open?”

Erdés acreditava que Deus (a quem chamava “o Fascista
Supremo”) possuia um Livro com demonstragdes perfeitas e
simples para todos os teoremas, e defendia que a tarefa pri-
mordial de um matemdtico era a de transcrever as demonstra-
¢oes do Livro.

Erdés adorava conjecturar e resolver problemas de matemé-
tica, mas também apreciava conversar sobre histéria e politica,
adorava caminhar, jogar pingue-pongue, xadrez e realizar pe-
quenos truques para divertir criangas pequenas. Era indubita-
velmente uma figura impar: nunca se casou, nunca teve filhos,
nunca comprou uma casa e nunca teve uma profissdo, nem
mesmo muito dinheiro. Viajava pelo mundo, levando consigo
apenas duas malas com todos os seus haveres, ficando alojado
em casa de amigos ou colaboradores. A sua vida errante levou-
-0 aos cinco continentes. «O seu estilo consistia em trabalhar
em vdrios problemas em simultdneo com colegas em locais
muito afastados. “Telefonava a matematicos de todo o mundo
todos os dias”, dizia Peter Winkler, da AT&T. “Estd sempre a
telefonar-me. ‘O Professor Winkler estd?” Mesmo quando os
meus filhos eram muito pequenos, sabiam imediatamente que
era o Tio Paul. Sabia o ntiimero de telefone de todos os mate-
maticos, mas ndo me parece que soubesse o nome préprio de
nenhum. Duvido que reconhecesse o meu, apesar de ter tra-
balhado com ele durante 20 anos. A tnica pessoa que tratava
pelo nome préprio era Tom Trotter, a quem chamava Bill.”»' [1]

Erdés publicou 1521 artigos cientificos com 511 colaborado-
res, um volume de publica¢des que é claramente superior ao
de qualquer outro matematico. O seu extenso trabalho abarca
diversas dreas da matemdtica, como, por exemplo, Teoria de
Numeros, Combinatéria, Probabilidades, Teoria de Conjuntos,
Andlise Matemitica, entre outras, e foi determinante para o
desenvolvimento de novas areas de investigagdo. O seu nome
ficard para sempre associado a teoria aditiva de ndmeros, a
geometria combinatdria, a teoria de grafos e hipergrafos ex-
trema, a grafos aleatérios e ao método probabilistico. Devido
ao seu prolifico trabalho, os matematicos homenagearam-no,
criando o ntiimero de Erd6s, que descreve o grau de separagdo
de uma pessoa relativamente ao trabalho de Paul Erdgs. De

forma simples, quem publicou um artigo em coautoria com

'O primeiro nome de Tom Trotter é William cujo diminutivo ¢ Bill, no
entanto todos o tratam por Tom.
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18970 1880

Figura 1: Publicacdes de Erd6s ao longo dos anos

Erdés tem ntimero de Erdés 1, quem publicou um artigo em
coautoria com um coautor de Erdés obtém ntimero de Erdés 2,
e assim por diante. Estima-se que 90% dos matemadticos tenha
um numero de Erd6s menor do que 8 (0 que néo é de espantar,
tendo em conta o fenémeno dos pequenos mundos). O traba-
lho de Erdés é tdo abrangente que muitos cientistas de outras
dreas também possuem ndmero de Erd6s finito. Por exemplo,
Albert Einstein tem niimero de Erdds 2 e Bill Gates tem ntime-
ro de Erdés 4. [2]

O ntimero de Erdés ndo tem qualquer consequéncia mate-
matica, é apenas um jogo. Paul Erd6s acreditava que a mate-
mdtica deve ser fruto de partilha e colaboragbes. «Erd8s era
singularmente generoso no que dizia respeito a partilhar
ideias matemdticas com colegas. “Partilhava as suas conjectu-
ras porque o seu objectivo ndo era o de ser o primeiro a de-
monstrar alguma coisa”, dizia Alexander Soifer, que escreveu
dois artigos com ele. “Pelo contrario, o seu objectivo era garan-
tir que alguém a demonstrava — com ele ou sem ele. Ninguém
assumia mais o papel de judeu errante do que ele. Deu a volta
ao mundo a distribuir as suas conjecturas, a sua perspicdcia,
por outros matematicos.”» [1]

A 20 de Setembro de 1996, com 83 anos, Paul Erdds sofreu
um ataque cardfaco e morreu “em acgdo” durante uma con-
feréncia sobre combinatdria em Varsévia. “O desaparecimen-
to de muitos matematicos, tal com as suas vidas, geralmente
passa desapercebido fora da sua pequena comunidade de ma-
temadticos. Mas quando Erdés faleceu, a primeira pdgina do
The New York Times anunciava: “Paul Erd8s, 83, a Wayfarer in
Math's Vanguard, Is Dead.” (Paul Erdéds, 83, um Caminhante
na Vanguarda da Matemadtica, morreu.) Os jornais de todo o
mundo escreveram longos obitudrios sobre Erdés e a impor-

tancia do seu trabalho.” [3]

AN

Paul ErdGs celebraria o seu centésimo aniversario no dia
26 de Margo de 2013. Para celebrar o centendrio do seu nasci-
mento e homenagear o seu trabalho e o seu legado matemati-
co, realizou-se em Julho, na Academia das Ciéncias Hangara,
em Budapeste, um congresso. Este encontro reuniu cerca de
700 matematicos de todas as idades, vindos de todo o mundo,
cujas carreiras matemadticas foram indubitavelmente marcadas
pela vida e pelo trabalho de Paul Erdés. Durante a sessdo de
abertura do congresso, Verd T. Sés, uma das mais importantes
colaboradoras de Erdds, que fora também sua amiga préxima,
disse: “Erdds é considerado o Euler do séc. XX, no entanto a

grande questdo é: Quem serd o Euler do século XXI?”

REFERENCIAS
[1] Hoffman, Paul, O Homem Que S6 Gostava de Niimeros, Gra-

diva.

[2] Grossman, Jerry. “Some Famous People with Finite Erdés

Numbers”. www.oakland.edufenplerdpaths

[3] Schechter, Bruce. My Brain is Open. The Mathematical Journey
of Paul Erdds.

A autora escreve de acordo com a antiga ortografia.
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ensino do que é o
“misterioso” Tt coloca
dificuldades de véria ordem. Para
as ultrapassar é possivel usar
alguns exemplos inspirados na
histéria da matemadtica, como os
que se apresentam neste artigo.
As técnicas de aproximacgéo de
T, cujo percurso histdrico é aqui
rapidamente esbogado, podem
também contribuir para esclarecer
a natureza deste niimero.

I. O CIRCULO E O NUMERO T
A medigdo de uma figura geométrica foi desde a Antiguida-
de uma questdo importante pela sua utilidade imediata, mas
constituiu também um problema fundamental da matemati-
ca. Medir comprimentos, dreas e volumes implica estabelecer
a ligacdo entre geometria e niimero, o que originou ideias e
técnicas inovadoras ao longo da histéria, mas também le-
vantou problemas complexos acerca da natureza do niimero.
De entre os objetos que materializam a relagdo entre figura
geométrica e nlimero, o mais célebre de todos talvez seja o
circulo, tanto pelas suas particularidades e presenga na na-
tureza, como pela dificuldade em calcular as suas medidas,
que dependem do “misterioso” .

O desenvolvimento do calculo integral tornou possivel,
a partir do século XVII, a determinagdo da drea e do com-
primento de figuras geométricas definidas por curvas, em
particular das cénicas. Mas a medida exata do circulo ndo
levanta apenas problemas de cdlculo, passa também pela de-
finigdo de ndmero irracional, uma questdo que s6 foi com-
pletamente resolvida no século XIX. Outros nimeros hd que,
desde a Antiguidade associados a geometria, ndo podem
também ser escritos com um ndmero finito de digitos. E o

caso de v/2 ', ou a medida da diagonal do quadrado de lado 1.

Mas o ntimero 7, além de irracional, é transcendente, o que

veio justificar uma outra impossibilidade célebre na histéria,
a da quadratura do circulo. Assim, esta figura geométrica,
colocada na encruzilhada de vérias questdes relativas a na-
tureza dos ntimeros, é um exemplo concreto das dificuldades
historicas e também didéticas na definicdo de ndmero real.

Onumero 7, a par das suas caracteristicas e da sua histéria,
destaca-se também no ensino atual por ser um dos primeiros
irracionais a ser apresentado. Se por um lado a importancia
do circulo justifica que se aprenda desde cedo a calcular a
sua drea e o seu perimetro, por outro é impossivel ignorar,
e fazer ignorar, as dificuldades subjacentes a esses cdlcu-
los. Mas, precisamente, a histéria de m contém momentos e
episédios que podem ser esclarecedores e simultaneamen-
te aliciantes para quem ensina e aprende a medir o circulo.
Ainda a propésito das dificuldades com 7, é possivel tratar
algumas questdes mais gerais e relevantes em vdrios niveis
de aprendizagem, como “nimeros e grandezas geométricas”,
“dizimas finitas e infinitas”, “exatiddao de uma medida”, além
de outras menos prioritdrias no ensino elementar, como por
exemplo as quadraturas.

E impossivel percorrer num pequeno texto todos os calcu-
los e epis6dios que constroem essa histéria impar da mate-
matica que é a do circulo e do nimero 1. Nos préximos para-
grafos apresentam-se apenas alguns exemplos histéricos que
podem ter interesse na aprendizagem, ao mesmo tempo que
se referem, brevemente, algumas das etapas que permitiram

esclarecer a relagdo entre o circulo e o nimero.

2.0 CiRCULO NA BABILONIA,

NO EGITO E NA GRECIA

Babil6nios e egipcios (séculos 20-18 a.C.) usaram técnicas as-
tuciosas para calcular aproximadamente a drea do circulo.
As suas aproximagdes equivalem, nas notagdes atuais, a usar
valores de m respetivamente iguais a 3,125 e (16/9)2 = 3,16,
resultados que, naquelas épocas, eram suficientemente rigo-
rosos para as aplicagdes desejadas. O papiro de Rhind?, um
dos mais famosos documentos matemadticos da Antiguidade,
fornece indicios, no problema 48, de como os egipcios obtive-

ram o valor de Tt.

"Ver"O que é realmente 2!, de A. Machiavelo, Gazeta de Matemdtica, 2013,
n° 169, pp. 23-24.
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Figura 1

Considere-se um octégono (irregular) construido no inte-
rior de um quadrado com nove unidades de lado onde estd
inscrito um circulo (figura 1). A drea deste octégono, que se
obtém contando o niimero de partes dos quadrados de lado 3,
éigual a 63. Usando a férmula atual, A = (D/ 2)27'(, obtém-se
para drea do circulo representado na figura o valor (9/2)27.
Considerando que essa drea € ligeiramente superior a do oc-
tégono, e aproximando-a pelo valor 64, compensa-se assim a
drea que falta ao octégono, o que também facilita os calculos
(Delahaye, 1997). Fica entdo, (9/ 2)271 = 64, do que resulta o
valor acima referido, w = (16/9)? ~ 3, 16.

Desde a Antiguidade até ao Renascimento que todas as
aproximagdes de 7 se baseiam nesta “proximidade geomé-
trica” jé utilizada pelos egipcios. A substitui¢do da drea ou
do perimetro da circunferéncia pelos de um poligono é uma
ideia explorada por intimeros calculadores de varias civili-
zagOes para obter resultados que equivalem, nalguns casos,
a calcular m com grande aproximagdo, muito superior ao
requerido pelas necessidades do dia a dia’. O rigor procura-
do nestas aproximagdes por matemaéticos de varias épocas e
civilizagGes s6 se justifica considerando que o célculo de 7 se
tornou uma finalidade em si mesma e o niimero m um objeto
de investigacdo matemadtica. Foi na Grécia Antiga que nasceu
essa forma aparentemente especulativa de trabalhar a mate-
matica, e que atualmente se designa por “investigagado”.

Arquimedes (287-212 a.C.) é o cientista da Antiguidade
que melhor representa o sucesso da matemdtica na medida
do circulo. O seu resultado constitui uma grande novidade

na matemadtica grega pois é definido por “enquadramento”,

uma grande ousadia no seu tempo (Jean Dhombres, 1985, p.
64), embora de pratica corrente na atualidade.

Esse resultado, publicado em A Medida do Circulo, em nota-
¢Oes atuais escreve-se:

34—1O<7r<3+1 223<7T<22
71 7 %% 71 7

(as fragdes que definem o enquadramento podem ambas ser
aproximadas por 3,14)

O que é extraordindrio neste resultado é que para o obter
nao foi usado nem calculo algébrico nem o sistema de nume-
ragdo posicional, que na época néo existia. A sua importancia
deve-se também ao método usado, designado por “método
da exaustdo” (Vasconcelos, 1927, 2009, pp. 171-173) inventado
por Euddxio de Cnido (408-355 a.C.). A técnica de Arquime-
des baseava-se no enquadramento geométrico da circunfe-
réncia através de inscrig¢do e circunscri¢do de uma sucessdo
de poligonos com nimero de lados definido pela expressao
3x2"(n=1,2,...), como é exemplificado na figura 2, para
n=1 e n=2. Para obter a aproximagado acima apresentada, Ar-
quimedes fez o célculo até aos termos de ordem 5, ou seja,
para poligonos de 96 lados. Consideremos um circulo de raio
1 enquadrado por dois poligonos de 3 x 2" lados. Sejam a,e
by, os semiperimetros dos poligonos, respetivamente circuns-

crito e inscrito.

Figura 2: O circulo enquadrado por poligonos (casos n=1 e n=2).
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Mostra-se facilmente que, para 7 = 1, ou seja, no caso do
hexdgono, a1 = 2v/3 e by = 3.

Usando trigonometria verifica-se, pela observacao da fi-
gura anterior, que para os termos de ordem n das sucessdes
de poligonos se tem*:

ay =3 x"tan[/(3 x 2")]  b,)3 x 2"sin[7/ (3 x 2")]
As aproximagdes dadas pelo algoritmo de Arquimedes
sdo, até aos termos de ordem 5:
by =3
by = 3,105828540
by = 3,132628612
by = 3,139350206
bs = 3,141031951

a; = 3,464101616
a; = 3,215390308
a3z = 3,159659942
as = 3,146086216
as = 3,142714600

Estes dados mostram que o processo de aproximacdes
sucessivas usado por Arquimedes pode conduzir intuitiva-
mente a nogdo de limite. No entanto, em Arquimedes ndo ha
qualquer sugestdo de que é possivel prolongar o calculo in-
definidamente, ou seja, a ideia de limite nunca é explicitada.
A nogdo de limite pressupunha a consideracdo do infinito,
que esteve sempre excluido da matematica grega. O forma-
lismo matematico necessdrio para trabalhar com a nogéo de
limite foi elaborado s6 centenas de anos depois, no quadro
do célculo infinitesimal, mas o maior incentivo e a grande
inspiracdo para o seu desenvolvimento encontram-se, sem
davida, nos trabalhos de Arquimedes. Efetivamente, o méto-
do da exaustdo desenvolvido por Arquimedes tornou-se, no
Renascimento, o modelo para o cdlculo de dreas e volumes.
Ainda hoje se usa um método andlogo, embora adaptado aos
processos de representacao e de cdlculo da matemadtica atual.
A ideia de base é a mesma: para calcular a drea ou o peri-
metro definidos por uma curva (a circunferéncia ou outra),
substitui-se a curva por uma linha poligonal e calcula-se o
espago ou o comprimento assim definido.

O valor aproximado da drea do circulo obtido por Arqui-
medes, sendo suficiente em muitas aplica¢des ainda hoje, ndo
satisfazia no entanto as exigéncias de rigor da matemadtica
grega. Mas na Grécia havia outra forma de “medir” uma fi-
gura que fugia a imprecisdo do célculo — a “quadratura” —
que consistia na construgdo de um quadrado com a mesma
drea da figura dada, utilizando apenas régua ndo graduada
e compasso. Os gregos tinham métodos eficazes para reali-
zar muitas quadraturas. Uma das mais célebres é a das ltinu-

las (Boyer, 1996, p. 66) conseguida por Hipdcrates de Quios

(séc. V a.C.) que tentou realizar também, sem sucesso, a qua-
dratura do circulo, uma tentativa que muitos outros retoma-
ram ao longo dos séculos. De facto, o problema atormentou
os gedmetras profissionais e amadores de todos os tempos
até que, em 1882, se demonstrou que ndo tinha solucéo.
A quadratura do circulo continuou, no entanto, a ser um pro-
blema apaixonante para os matemdticos amadores°, que ndo
entendiam a razdo da sua insolubilidade. Essa razdo prende-
-se com a “transcendéncia” de m, demonstrada por Ferdi-
nand von Lindemann (1852-1939). A explicagdo do que é um
namero transcendente e a sua demonstragdo exigem conhe-
cimentos matemadticos que ultrapassam o nivel elementar,
e que s6 poderdo ser abordados nos finais do ensino secun-
dério ou no superior.

Paralelamente as tentativas para quadrar o circulo,
o desenvolvimento da matemadtica a partir do séc. XVII, e em
particular da andlise, propiciou um rigor crescente no cal-
culo de nimeros irracionais, permitindo esclarecer alguns
aspetos da sua natureza e acabando por conduzir aos concei-
tos de irracionalidade e transcendéncia. O problema da qua-
dratura exata do circulo perdeu sentido, mas a outra via, a
do cdlculo aproximado, que Arquimedes havia inaugurado,

prolonga-se até hoje através do cdlculo computacional.

3. O NUMERO TT E A ANALISE MATEMATICA

O matematico francés Frangois Viete (1540-1603) foi o primei-
ro, no cdlculo de 7, a usar uma férmula que, embora de ins-
piragdo geométrica, jd nao é aproximada. E uma férmula que

usa a nogdo de limite e que, no limite, é exata:

2 2 2
=2X — X X X o+oe
V2 V242 vt

A férmula continua a basear-se em poligonos, neste caso

s

inscritos na circunferéncia de raio 1, e com niimero de lados
definido por 2". A sua drea tende para m, quando n tende

para infinito.

2 http://ptwikipedia.orglwiki/Papiro_de_Rhind
*Por exemplo, no séculoV, na China, Tsu Chung-Chi estabelece que 3,1415926
<m< 31415927

* Demonstragdo das férmulas de Arquimedes presentes em Delahaye, 1997,
pp.55-57.

> O matemédtico De Morgan chamou a atracdo por esse problema a “doenca
dos quadratores de circulo” ou morbus ciclometricus (http://www-history.mc
s.st-and.ac.uk/HistTopics/Squaring_the_circle.html)
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Figura 3

Podemos considerar que esta férmula astuciosa se enqua-
dra na histéria da matemadtica no periodo de transi¢do para
o célculo. A geometria desempenha ainda um papel impor-
tante na sua elaboragdo mas, por outro lado, a passagem ao
limite estd presente. Embora recorrendo a um produto infini-
to, Viete ndo se interrogou acerca da sua convergéncia. Esse
tipo de preocupagdes surgiu apenas mais tarde.

O desenvolvimento do cédlculo infinitesimal propiciou o
aparecimento de um grande nimero de férmulas em que 7 é
calculado a partir de séries ou produtos infinitos, ja sem re-
curso a qualquer imagem geométrica. John Wallis (1616-1703)

foi um dos primeiros autores desse tipo de expressoes, de
que é exemplo o produto infinito:
(2 2 4 4 6 6 )
T=2X

IX3XgXgXgXpX..
O matematico escocés James Gregory (1638-1675), profes-
sor nas universidades de Saint Andrews e de Edimburgo,
descobriu uma série famosa pela sua simplicidade, embora
seja de convergéncia lenta, o que a torna pouco ttil do ponto

de vista do célculo de 7
. :4< 1 1 1 > 4 Z
n=0

l—c4+—-—5+--
James Gregory foi um dos primeiros a especular acerca

(-1
3 5 7 2n+1
da existéncia dos “niimeros transcendentes”. Em 1667, tentou
demonstrar, sem sucesso, que o problema da quadratura do
circulo por meios algébricos é de impossivel resolugao.
Entre as séries cuja soma envolve o niimero 7, uma das
mais célebres, e também mais curiosas pela sua simplicida-
de, foi determinada por Leonhard Euler (1707-1783):

2 1 1 1

T (o)
.
n=1 n

T =lt gttt =

Foi Euler quem, em 1737, adotou a notagdo m para designar
este naimero. Embora tivesse sido usada pela primeira vez
em 1706 por William Jones (1675-1749), s6 depois de Euler a
ter utilizado se tornou corrente entre a comunidade de ma-

tematicos.

De entre séries e produtos infinitos que convergem para 7,
uns sdo mais favordveis do que outros porque convergem
mais rapidamente, ou seja, para obter uma precisdo determi-
nada no seu cdlculo aproximado usa-se um menor ndmero
de termos. Atualmente esse cédlculo, evidentemente efetua-
do por computadores, permite obter uma aproximagdo de
muito superior ao que é necessdrio. De facto, para a maio-
ria das aplicagdes bastam alguns digitos de m e, mesmo em
célculos cientificos onde se pretende grande rigor, nunca se
usam mais do que 39 digitos. No entanto, a procura de digi-
tos de 7 continua a fazer-se em centros de investigagdo de
vdrios pafses, pois o seu cdlculo permite testar algoritmos
numéricos, ou mesmo investigar questdes teéricas da ma-
temadtica. Alguns dos métodos usados pelos modernos cal-
culadores de n foram antecipados por Srinivasa Ramanujan
(1887-1920), um matematico indiano com um percurso singu-
lar® que publicou vérias férmulas para obter 7, extraordina-
rias pela sua elegéncia e rapidez de convergéncia. Uma delas,
de uma grande simplicidade, obtida por métodos empiricos,
foi usada por Ramanujan para fazer uma quadratura aproxi-

mada do circulo e permite obter 7T com oito casas decimais:

192\ /4 2143
(92+ ) = Yy = 3/14159265. ...

O facto de existirem intiimeros métodos para calcular 7 é,
s6 por si, um facto de relevancia pedagégica. Essa abundan-
cia permite diferentes escolhas para diferentes situagdes de
ensino, e, por outro lado, traduz a importancia da questdo do

cédlculo de  na matematica.

4. DA HISTORIA PARA A SALA DE AULA:
SUGESTOES E EXEMPLOS

Compreender o que é um namero irracional exige conheci-
mentos matemadticos que sé estdo ao alcance dos alunos nos
finais do ensino secunddrio. Mas antes disso é possivel expli-
car-lhes o que muitos povos souberam desde a Antiguidade:

0 que sdo “aproximagdes racionais de um ntimero irracional”.
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A ideia de que podemos substituir um valor numérico por
outro ndo é dificil de exemplificar, pois basta usar uma di-
visdo, por exemplo de 1 por 3, e substituir a dizima por um
valor aproximado. Ganhar a sensibilidade de um jovem para
essa simplificagdo é um passo essencial na construcdo da
ideia de aproximagcao.

A histéria da matemdtica proporciona indmeros exem-
plos de aproximagdes de m que podem ser escolhidos pelo
professor de acordo com diferentes turmas e diferentes con-
textos. Desde a Antiguidade até aos primérdios da matema-
tica moderna, a associagdo entre a geometria e o niimero T,
em particular, deu origem a um vasto leque de construgdes e
exercicios adequados aos varios niveis de ensino. Em niveis
elementares, poderdo ser utilizadas aproximagbes muito
simples e acessiveis. Os que se seguem foram selecionados

entre os propostos num trabalho mais longo (Sousa, 2013),

AB=AC=1
BAD = 30°

CE=3

ED = 4/BC? + (CE — BD)?

—1/40/3-6/4/3

=3,141533~=m

CE 3

Figura 4: Método de Kochansky (1685).

por poderem ser apresentados de forma breve e sucinta, e
também, por serem adequados a alunos até ao 9° ano.

A construgéo egipcia ja referida é uma das mais faceis de
realizar. Gaspar e Mauro’ apresentam, para a férmula que
lhe estd associada, A = [(%) D]z, explicagdes baseadas em
conhecimentos sobre a cultura egipcia e que encontraram em
textos de histéria da matematica e de etnografia da matemd-
tica. Essas diferentes explicacdes “fornecem uma quantidade
de materiais e métodos que podem ser utilizados em sala de
aula na discussdo do cdlculo da drea do circulo™.

E possivel obter retificagdes simples da circunferéncia,
ou seja, tracar um segmento cujo comprimento é préximo
do seu perimetro. A construcdo de Adam Kochansky (1631-
-1700), ver figura 4, permite obter 7 com seis casas decimais
exatas, mas para o calcular é necessario usar o Teorema de
Pitdgoras e raizes quadradas.

Esta construgdo pode ser usada em sala de aula e propor-
cionar familiaridade com um problema célebre que contribui
para entender e concretizar a questdo da aproximacao de .

Em “ntdmeros e geometria”, capitulo incluido numa obra
coletiva (Bouvier, 1986, pp. 237-248) e no qual se usa também
a ideia de retificagdo, Fernand Lemay propde que se verifique
experimentalmente que 7 estd bastante préximo de 22/7, fa-
zendo rodar um circulo de didmetro 1 sobre uma reta e mos-
trando que, apds sete voltas, se atinge um ponto préximo de
22, como é esquematizado na figura 5 (Bouvier, 1986, p: 242).

Uma roda de bicicleta e uma linha branca de campo des-
portivo podem ser tteis para o processo. Com uma moeda e
uma folha de papel, a experiéncia é possivel mas mais deli-
cada. Um material que facilitaria o procedimento numa ex-
periéncia em sala de aula seria, por exemplo, um carrinho de
linhas, ou um cilindro de pequenas dimensdes.

Este exercicio destaca-se pela sua simplicidade, mas tam-
bém porque estd associado a uma experiéncia. O “ensino ex-
perimental”, embora nem sempre permita obter resultados

muito precisos, pode ser um importante fator de motivagdo

\ .

0 4 2 3

para os alunos.

7 Gaspar, M.T. e Mauro, S. (2004). Explorando a
Geometria através da Histéria da Matemdtica e da
Etnomatemdtica, VIIl Encontro Nacional de Educacdo

A

271 Matemdtica. (U.FP; SB.EM) http://www.sbem.com.br/

filestviiilpdflO7IMC10721746500.pdf, pp. 9-16

Figura 5: Esquema do procedimento para verificagdo do valor de .

& |dem, pp. 9-10
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A oportunidade de usar a via experimental surgiu no
seguimento de um trabalho sobre a interagdo de histéria e
ensino da matemdtica (Sousa, 2013, pp.71-83), e foi concretiza-
da através de um projeto envolvendo duas turmas do 5° ano
do Ensino Bésico. O seu objetivo consistiu na determinacao
experimental da razdo entre o perimetro e o didmetro da cir-
cunferéncia, P/D.

Partindo da definigdo de perimetro, didmetro e raio, foi
proposto aos alunos que tragassem na sua folha de registos
circunferéncias com medidas de raio/didmetro definidas, e
que depois medissem os seus perimetros, sobrepondo um
cordel nas circunferéncias e utilizando uma régua. As me-
digdes foram registadas numa tabela, bem como o respetivo
célculo da razdo P/D.

Em seguida, os alunos foram questionados sobre quantas
vezes caberd, aproximadamente, a medida do didmetro den-
tro da medida do perimetro de um circulo e depois incitados a
verificar a resposta, usando exemplos e o material ja utilizado.

Ap0s esta pequena experiéncia, chamou-se a atencdo dos
alunos para a imprecisdo dos valores obtidos nos seus cal-
culos das razdes P/D e fez-se referéncia ao erro experimen-
tal. Sugeriu-se que, utilizando o menor e o maior valor das
razdes registadas, os diferentes grupos procedessem a um
enquadramento de 7. Depois, utilizaram-se os enquadra-
mentos obtidos para abordar a questdo das aproximagées do
nimero 1, em particular pelo valor 3,14.

Numa segunda fase da experiéncia, os alunos escolheram
alguns objetos com forma cilindrica, dentro e fora da sala de
aula, para realizar medigdes e calcular a razdo P/D, efetuan-
do os respetivos registos numa tabela semelhante a inicial.
Compararam-se as duas tabelas e discutiram-se as causas
das suas diferengas e semelhangas.

Na conclusdo da atividade apresentaram-se algumas in-
formacgdes sobre os nimeros irracionais, as dizimas infinitas,
e também sobre o ntimero 7, a sua histéria e as suas aproxi-
magdes mais interessantes para este nivel de ensino.

O objetivo desta atividade é proporcionar um conheci-
mento “experimental” de que P/D tem sempre aproximada-
mente o mesmo valor, e ndo obter a verificagdo rigorosa desse
facto. A tarefa possibilita, contudo, que o aluno va experi-
mentando e observando que os valores obtidos sdo diferentes
mas, ainda assim, préximos do valor de .

O exercicio ndo permite, evidentemente, explicar o que

é um ntimero irracional, mas apenas fazer perceber que hd
uma razdo constante entre perimetro e didmetro, um conhe-
cimento que existia jd nas civilizacdes egipcia e babilénica.
Esta ideia, que podemos considerar ja abstrata e complexa,
e é ensinada no 5° ano de escolaridade apenas “teoricamen-
te”, torna-se mais concreta e real através da experimentagdo.
Mas a experiéncia deve ser complementada com a discussao
da falta de rigor do método, e também com a da validade
da aproximacdo dos valores de 1 encontrados, discussao na

qual o professor desempenha um papel fundamental.

5. CONCLUSAO: A DEFINICAO RIGOROSA DETT,

A HISTORIA E O ENSINO DA MATEMATICA

A descoberta de que existem segmentos geométricos inco-
mensurdveis, embora ndo esteja associada a uma data preci-
sa, parece estar relacionada com a aplicacdo do Teorema de
Pitdgoras, pelos proprios pitagdricos, ao tridngulo retangulo
is6sceles (Boyer, 1989, p. 72). Na matemadtica grega eram co-
nhecidos outros segmentos e também dreas e volumes inco-
mensurdveis ou, como dizemos atualmente, cuja medida é
dada por um ntimero irracional. Alguns autores defendem a
ideia de que as dificuldades conceptuais criadas pela existén-
cia dos incomensuraveis impediram, na Grécia, o desenvolvi-
mento do cdlculo, uma drea onde a prética aparecia associada
a falta de rigor (Boyer, 1989, p. 117). No entanto, mesmo reco-
nhecendo a impossibilidade de traduzir por nimeros as me-
didas dos incomensurdveis, a que chamavam “grandezas”, os
gregos souberam enunciar as suas propriedades, construin-
do uma “teoria das proporg¢oes” que se aplicava tanto a gran-
dezas comensuraveis quanto a grandezas incomensuréveis
(Dieudonné, 1990, p. 79). Esta teoria, elaborada por Eudéxio e
apresentada no livro V dos Elementos de Euclides, foi durante
mais de dois mil anos a tinica base para lidar com os ntime-
ros irracionais, até Richard Dedekind (1831-1916) se debrugar
sobre o0 assunto, no séc. XIX.

Dedekind construiu a nogdo de niimero irracional a partir
da natureza da continuidade de uma grandeza geométrica.
Introduzindo o conceito de “corte”, elaborou uma defini¢dao
com base na teoria de nimeros, mas que assenta num con-
ceito intuitivamente aceitdvel. Ao observar que um ponto
divide uma reta em duas partes, foi conduzido para o que
considerou como sendo a esséncia da continuidade (Sousa,

2013, p.11). As construgdes dos ntimeros reais de Charles
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Méray (1835-1911) e de Karl Weierstrass (1815-1897) foram ela-
boradas na mesma época e, tal como no caso de Dedekind, o
ensino foi a sua principal motivacao.

A definicdo rigorosa dos nimeros irracionais proporcio-
nou, evidentemente, o fundamento indispensdvel ao cdlculo
com essas grandezas, mas a sua auséncia nao influenciou o
cdlculo nem as técnicas de aproximagdo numéricas, que de-
finiram um percurso auténomo ao longo da histéria, dando
origem a inovagdo e conhecimento matemadtico. Por outro
lado, essa prética, mesmo ndo fundamentada no conheci-
mento rigoroso dos nimeros irracionais, foi propiciando a
compreensdo da sua natureza, ou seja, ao trabalhar com ob-
jetos que ndo estavam definidos rigorosamente os matemati-
cos passaram a conhecé-los melhor. O mesmo pode acontecer
com um aluno que precisa de usar os niimeros e ndo é ainda
capaz de compreender perfeitamente a sua natureza.

Noutras matérias da matemadtica é também possivel esta-
belecer paralelismos entre o trajeto de aprendizagem e o da
histdria, e usa-los com proveito. Mas a utiliza¢do da histéria
tem ainda mais interesse no caso do nimero 7, pois sendo o
primeiro irracional a ser formalmente introduzido no ensino
bésico, envolve conceitos dificeis de transmitir e compreen-
der, principalmente em niveis elementares. Em particular, o
percurso de alguns matemadticos no estudo dos ntimeros po-
derd ser uma fonte de recursos para o professor explorar. De
facto, as dificuldades e davidas por eles encontradas ao longo
da histdria, assim como os processos usados para as ultrapas-
sar, propiciam pistas e solugdes interessantes para introduzir
ou desenvolver conceitos, mesmo em niveis elementares de
aprendizagem. E quase sempre, mesmo no caso de alunos
com algum tipo de preconceitos relativamente a matemadtica,
a abordagem histdrica torna a disciplina mais aliciante, efeito
que pode ser reforcado por outros fatores como, por exemplo,

a articulagdo com outras disciplinas.

REFERENCIAS

Boyer, C. (1968, 1989), A History of Mathematics, John Wiley &
Sons, U.S.A.

Bouvier, E. (coord.) (1986) Didactique des Mathématiques

Delahaye, J.P. (1997), Le Fascinant Nombre Pi, Ed. Belin, Pour

la Science Paris.

Dhombres, J. (1985), “Archimedes in Le matin des mathéma-
ticiens. Entretiens sur 'histoire des mathématiques”, Ed. Be-

lin, Pour la Science Paris

Dieudonné, J. (1990), A Formagio Matemdtica Contempordnea,
Ed. D. Quixote, Lisboa, (Edi¢do original, Hachette, 1987)

Sousa, L. (2013), “Ntumeros Reais: Histéria e Didatica”, dis-

sertagdo de Mestrado, Departamento de Matematica, FCUL.

Vasconcellos, F. A. (1927), Histéria das Matemdticas na Antigui-
dade, Aillaud e Bertrand. (Reeditado pela Ludus em 2009).

SOBRE OS AUTORES

Isabel Serra é professora auxiliar aposentada da Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Lisboa e lecionou no Departamento de Matematica
e na Secgio Auténoma de Histéria e Filosofia das Ciéncias. E investigadora
do Centro Filosofia das Ciéncias da UL, onde realiza investigagdio em
histéria e filosofia da fisica e da matematica.

Luisa de Sousa é docente do Ensino Basico, variante de Matematica e
Ciéncias da Natureza, tendo exercido fungdes em varias escolas da rede
de estabelecimentos do Ensino Publico. A produgao do artigo surgiu na
sequéncia do tema desenvolvido na sua dissertagao do curso de mestra-
do Matematica para Professores, ministrado na Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa.

NUMEROS IRRACIONAIS NO ENSINO BASICO: OS DESAFIOS DA HISTORIADETT 31



PERGUNTAS SIMPLES, RESPOSTAS SURPREENDENTES

rka.\.
-]
=

'.l e o

e H 1
il A
MANUEL SiLva PeDRO ). FREITAS
Universidade Nova Universidade

de Lisboa de Lisboa
mnas@fct.unl.pt pedro@ptmat.fe.ul.pt

GRUPO Eg SUPERSTAR

Em 2007 foi finalmente concluido o projeto de descrever o gigantesco
grupo Eg. O feito envolveu a participagdo de um vasto grupo de mate-
maticos e pesados célculos computacionais. E chegou as paginas do The

New York Times.

mbora possa ndo parecer, um dos grandes interesses dos

matemadticos é simplificar. Quando se fala de ndmeros
naturais, por exemplo, um dos teoremas mais famosos é o da
decomposigdo em fatores primos. Estes sdo, por assim dizer,
os naturais mais simples de todos, a custa dos quais podemos
construir todos os outros.

Outros objetos, menos conhecidos do publico em geral
mas muito centrais em matemadtica, sdo os grupos. Estes po-
dem ser definidos como conjuntos onde estd definida uma
operacdo que é associativa, com elemento neutro, e para a
qual todos os elementos tém inverso. Um modo natural de
pensar nos grupos é vé-los como conjuntos de simetrias de al-
gum objeto. Por exemplo, o conjunto das bije¢des de {1, ..., n}
em si mesmo forma o famoso grupo simétrico sobre 1 objetos.
Podemos também pensar nos grupos de aplicagdes do espago
tridimensional nele préprio que preservam a distancia, co-
nhecido como o grupo de isometrias de R>. Em linguagem
matemadtica, dizemos que os grupos atuam sobre estes con-
juntos.

Como hd uma grande variedade de grupos, é razoavel divi-
di-los em familias e perguntar, dentro de cada familia, quais
sdo os membros mais simples, e se os restantes se podem

construir a partir destes, tal como acontece com os inteiros.

Os grupos finitos formam uma destas grandes familias de
grupos. Dentro destes, os grupos simples (é este o termo técni-
co) desempenham um papel semelhante ao dos primos para
0s numeros inteiros.

Além de se saber quais sdo os grupos simples, é importante
saber um pouco mais sobre eles. Hé certas fungdes, definidas
num grupo e com valores complexos, que contém informacao
importante sobre o grupo, chamadas carateres, que passa-
mos a descrever informalmente. Como dissemos, é natural
esperar que um grupo atue sobre certos conjuntos, e quando
os elementos atuam como aplicagdes lineares de um espaco
vetorial nele préprio, a agdo leva o nome de representagdo.
Cada representacéo faz assim corresponder a cada elemento
do grupo uma aplicagdo linear, e o carater é entdo a funcao
que faz corresponder a cada elemento o traco dessa aplicagéo.

A classificagdo dos grupos simples finitos é mais compli-
cada do que a dos primos: demorou quase cinquenta anos a
fazer (de 1955 a 2004) e envolveu mais de cem autores.

Outra familia de grupos, menos facil de definir mas igual-
mente central em matemadtica desde o século XIX, é a dos
grupos de Lie, que combinam duas estruturas: sdo simulta-
neamente um grupo e uma variedade diferencidvel — além de

serem infinitos, tém, ao contrdrio dos grupos finitos, uma na-
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tureza continua. O grupo de rotagdes em torno de um ponto
fixo de R® é um exemplo de um destes grupos.

A descrigdo destes grupos pode ser feita recorrendo a uma
estrutura de dlgebra nédo associativa que se pode estabelecer
no espago tangente ao elemento identidade. Chama-se a essa
estrutura uma dlgebra de Lie. E, por sorte, a classificagdo das
dlgebras de Lie simples (mais uma vez, é este o termo técnico)
faz-se através de estruturas combinatérias muito elegantes:
os diagramas de Dynkin. Ei-los.

o—0---0—0——0 A, (n=1)

O—0---c—0=0 B,(n=>2)

8]
o
O—0 0——0 O0—0

O o Fg

&= G

O
o]

o—o0==0—0 F,

A cada diagrama corresponde uma dlgebra. Como vemos,
ha quatro familias infinitas, Ay, By, Cy € Dy, € cinco dlgebras
excecionais. A maior destas dlgebras excecionais é Eg, de di-
mensao 248.

A partir desta classificagdo das algebras, comegou-se o ca-
minho inverso: conhecer os grupos que a elas estdo associa-
dos. Este percurso é sinuoso e ndo univoco: a cada algebra
podem estar associados vérios grupos. Além disso, hd outro
problema: se inicialmente os grupos eram variedades reais,
foi necessério considerar dlgebras sobre C para estabelecer

esta classificacdo. O regresso a R também n&o é univoco: hd

vdrios grupos reais associados a cada grupo complexo oriun-
do das dlgebras, em particular, para cada grupo complexo hd
dois grupos reais especiais (podendo haver outros): a forma
compacta e a split form — e é a esta tltima que vamos referir-
-nos a partir de agora.

Tal como aconteceu com os grupos finitos, estabeleceu-
-se um projeto de elaborar um atlas dos grupos de Lie e
suas representagdes, que se pode encontrar na pédgina [2].
Tal como no caso dos grupos finitos, parte da compreenséo
dos grupos de Lie envolve um estudo dos seus carateres.
O seguinte resultado, de Langlands e Knapp-Zuckerman,
permite que os carateres mais simples (irredutiveis) se ca-
racterizem por uma matriz: estes dividem-se num nidmero
finito de familias F;, 1 <i < N sendo que em cada familia
hd um ndmero finito de carateres infinitesimais Xf-\ (as varia-
veis i e A apenas tomam um ndmero finito de valores). Por
sua vez, Harish-Chandra provou que estes carateres infini-
tesimais se escrevem como

A ad A
Xi = ]; P;(1)0;
para certas fungoes @j\ e certos polinémios P;, chamados
polindmios de Kazhdan-Lusztig. Portanto, os coeficientes P;;(1)
caracterizam completamente os carateres. H4 um mar de de-
talhes tedricos e técnicos que estamos propositadamente a
omitir; quem quiser conhecer mais pormenores poderd con-
sultar o artigo [Vo] disponivel em [2].

O projeto dedicou-se entdo a encontrar estes polinémios
de Kazhdan-Lusztig para as split real forms dos grupos vindos
dos diagramas de Dynkin excecionais, pois os seus valores em
1 determinavam entdo toda a estrutura dos carateres, segun-
do a férmula acima. Esta iniciativa comegou a tomar forma
em 2003. Depois de sucessivamente tratados todos os outros
grupos, o que ficou terminado em 2005, restava Eg, o0 maior
de todos. Para o grupo Eg, de dimensdo 248, os polinémios
ocupavam uma matriz quadrada de tipo 453,060 x 453, 060
(ainda que a matriz fosse triangular inferior, o que dava cerca
de cem mil milhdes de entradas para preencher)'.

Os célculos foram feitos em vérios computadores, o maior

dos quais com 128G de RAM e 128G de memoria adicional

' DavidVogan apresentou estes resultados numa palestra intitulada **The Cha-
racter Table for Eg or How we wrote down a 453,060 x 453,060 matrix and
found happiness”.
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(swap space) e teve de recorrer a aritmética modular e a
software feito de propdsito para o efeito (embora se tenha usa-
do também o software sage, que estd disponivel gratuitamente,
ver [4]. As primeiras frases do artigo [Vo] descrevem o fim do

processo:

“On January 8, 2007, just before 9 in the morning, a compu-
ter finished writing to disk about sixty gigabytes of files containing
the Kazhdan-Lusztig polynomials for the split real group G of type
Eg. Values at 1 of these polynomials are coefficients in characters of
irreducible representations of G; so all irreducible characters were

written down.”

Como termo de comparagdo, note-se que o genoma humano
se consegue codificar em menos de um gigabyte.

Este feito gerou um grande interesse, mesmo para o publi-
co ndo matematico. O préprio The New York Times falou do as-
sunto, ver [NYT]. Além disso, o grupo Eg tem tantas simetrias
que o fisico Garrett Lisi o considera uma peca fundamental
para a integracdo de vdrias teorias e a eventual criagdo de
uma “teoria de tudo” (veja-se, por exemplo, a “TED Talk” [3]).
Isto faz de Eg um grupo verdadeiramente excecional.

Sem mais parangonas, notamos que este resultado foi con-
seguido gragas ao esfor¢o de varios matemadticos, entre os
quais os 21 que participaram (até agora) no projeto, quer te6-
ricos quer ligados a implementagédo computacional de algorit-

mos. Aqui estdo alguns deles, numa foto gentilmente cedida

pelo American Institute of Mathematics (ver [1]).

Foi necessdrio traduzir resultados tedricos, sem nenhuma
motivagdo computacional, em algoritmos implementdveis
num computador. Foram usados teoremas recentes e antigos
(com mais de 100 anos) e um poder de célculo s6 ha pouco
tempo atingido.

Terminamos com uma imagem que se tornou popular. Tal
como o diagrama de Dynkin, codifica a estrutura da élge-
bra Eg. O objeto original existe em 8 dimensdes, esta ¢ uma
projecdo para dimensdo 2. A sua beleza, para além do seu
significado, ajudou a popularidade que o trabalho sobre Eg

veio a ter.
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FRANCISCO DE MELO,
ENTRE FILOLOGIA E MATEMATICA

Estudar a matemdtica de um periodo em que ndo hd sendo textos
manuscritos faz desenvolver o gosto pela filologia. Uma melhor

compreensao dos processos de escrita, copia e transmissao dos textos
conduz a uma melhor interpretagdo da prépria matematica.

Francisco de Melo foi um importante matemadtico portu-
gués que viveu entre 1490 e 1536. Estudou e lecionou na
Universidade de Paris, onde redigiu, em latim, um conjunto
de comentdrios a obras de Euclides (Optica, Catdptrica) e de
pseudo- Arquimedes (Sobre os objectos que caem em liquidos).
Durante muito tempo, conhecia- se apenas uma tnica copia
destes comentdrios, que pertencia as cole¢des da Biblioteca
Nacional de Portugal (BNP). Em 2011 descobriu-se, numa
biblioteca alemd, o manuscrito original que Melo mandou
executar, a partir do seu autégrafo (que ndo possuimos), e
ofereceu ao Rei D. Manuel I, como forma de agradecimento
pelo apoio dado pelo monarca a sua estada em Paris.

Esta foi uma descoberta feliz; quanto mais nao seja, por-
que a tnica copia que se conhecia, a que se encontra em Por-
tugal, estava em muito mau estado e apresentava ébvias di-
ficuldades de leitura. Além de exigir um intenso esfor¢o do
leitor, algumas linhas estavam irremediavelmente ilegiveis.
Nas imagens ao lado, é possivel confirmar a diferenga que
faz ler um e o outro manuscrito (figura 1).

As vantagens de se ter descoberto uma nova cépia do tex-
to ndo terminam aqui. Como os copistas de um e do outro
manuscrito optaram por abreviar e escrever por extenso ex-
pressoes diferentes, a maior parte das dificuldades de leitura
causadas por motivos estenogréficos desaparecem.

Ainda assim, a existéncia das duas copias ndo nos per-

mite uma leitura descansada da obra. A razdo é que o texto

g e £y 0

Pooa o

Ané'uh:uﬁ-um,c ¢ g;lfnﬁ.b e d‘rr.'luahs. Eltautem.b rd_Fx

hypothelim spﬂ,..l e r..:qualu:cqualr.s ergo funtan gulae
cgec.At latus.c :.-:Emunz,:rgu Perwntlfnﬁﬁ.ﬂi primi
ent.a -:.u:]uahs lpﬁ.r 3-&'.3 eaplie gc onnectantue fg. &

Figura 1: Um passo do comentdrio de Melo a primeira proposicao da Catéptrica
de Euclides (em cima: BNP COD 2262, f. 69r; em baixo: Stadtarchiv Stralsund,
ms. HS 0767, f. 73r); o texto diz: Est autem .bed. per hypothesim ipsi .aec. equalis

equales ergo sunt anguli .aec gec. At latus .ce. commune. ergo per...

continua a apresentar intimeras falhas relacionadas com a forma de
producéo (e reprodugao) do texto e com o processo de interpretagio
de obras antigas proprio da Renascenga: além dos habituais proble-
mas da tradigdo manuscrita (abreviaturas mal desdobradas, inter-
pretagdo errada pelo copista, etc.), algumas figuras estdo erradas ou
apresentam letras trocadas, outras sdo pouco compreensiveis, outras
ainda estdo em falta; além disso, algumas partes do texto e da argu-
mentagdo sdo de dificil interpretagdo. Por isso, o trabalho de edicdo e
tradugdo da obra exige intimeras corregdes que tém de ser bem sus-
tentadas matematica e filologicamente. E esta necessidade de cruzar
matemdtica e filologia que pretendo exemplificar sucintamente.

Por exemplo, em dois ou trés passos relativamente distantes,

o texto apresenta a expressao: Conuertantur enim .ef. Literalmente, o
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texto afirma “com efeito (enim) troque-se (conuertantur) E e F”,

7o

0 que ndo faz sentido no contexto. Como a confusdo entre “u” e
“n”, e entre “r” e “c” é constante, substituimos “conuertantur”
por “connectantur” e o texto passa a dizer: “com efeito, ligue-se
[os pontos] E e F”, o que j4 faz todo o sentido. Uma expressdo
relacionada com a anterior é connexis ... signis (“ligados os pon-
tos”), que por vezes aparece escrita conuexis ... signis (“pontos
convexos”); como a pontuagdo é muito deficiente e corresponde
mais a pausas para descanso do copista do que a pausas sinta-
ticas, é frequente pensar-se que conuexis quer dizer “espelhos
convexos” e se encontra no final de uma frase. Por vezes, as
dificuldades de leitura tendem a acumular-se; o termo “enim”,
por exemplo, é abreviado muitas vezes para “.n.”. Resultado:
o texto citado em primeiro lugar neste pardgrafo poderia perfei-
tamente estar escrito desta forma: Conuertd ™" nef. Se uma linha
apresentar demasiadas abreviaturas, incluir troca de caracteres e
apresentar uma ordem trocada na indicagao das letras de obje-
tos geométricos, a leitura de manuscritos de matematica antigos
pode tornar-se um quebra-cabecas muitissimo complicado.

Por vezes, conhecer a matemadtica por detrds de um argu-
mento ajuda a corrigir o texto; por vezes, é ao contrario. Outras
vezes ainda, o conhecimento que se deve ter é de outra ordem.
Por exemplo, a pdginas tantas, o texto afirma: per primam com-
munem sententiam additam a Campaurit .heg. maior erit angulus
angulo .ecg. Literalmente: “pela primeira no¢io comum acres-
centada por [segue-se Campaurit, que é uma palavra inexistente
em latim], o &ngulo HEG serd maior do que o angulo ECG”.
Como corrigir? Atentemos no texto; lembremo-nos, mais uma
vez, da habitual confusdo entre “u” e “n”; reparemos que o fi-
nal da palavra desconhecida (“-rit”) se repete um pouco mais a
frente (“erit”); finalmente, notemos que o texto menciona uma
nogao comum acrescentada por alguém, que terd de ser um co-
mentador de Euclides. Acabamos por achar natural propor a
corregao Campano, em substituicio de Campaurit e traduzimos:
“pela primeira no¢do comum acrescentada por Campano...”.
Verificamos o texto de Campano e tudo bate certo (penso que
é nestes momentos que o fil6logo sente algo semelhante ao que
sente 0 matemdtico quando consegue uma prova hd muito pro-
curada). Depois pensamos no que pode ter causado um erro
tao absurdo. Francisco de Melo deve ter escrito a Campano erit e
depois riscou a expressdo porque preferiu escrever “erit” mais a
frente; o copista acabou por néo perceber a expressdo rasurada

e o resultado foi o que vimos.

Um episédio engracado da edigdo do texto refere-se a uma fi-
gura desonesta, apresentada em baixo (veja-se a figura 2). Como
se pode ver, a figura repete as letras A e D. Por outro lado, o texto
refere (na terceira linha a contar de baixo) um olho G (oculo .g.)
que ndo se encontra representado na figura. Tentamos adequar
o texto a figura e ndo conseguimos perceber o argumento.

E quando abandonamos a fé na corregio do passo que ad-
mitimos que a imagem estd errada. Mais: ela estd, na realidade,
rasurada, e por isso tem uma cruz desenhada por cima. As figu-
ras foram desenhadas num momento posterior ao da cépia do
texto e o desenhador, ao aperceber-se de que tinha desenhado
esta de forma errada, procurou elimind-la da forma mais dis-
creta possivel, para evitar forgar um novo trabalho de cépia
(o desenhador tentou uma segunda figura na folha seguinte do
manuscrito, mas esta continua errada). Para o leitor, no entanto,
a figura parece legitima, o que o faz perder algumas horas até
conseguir fazer sentido do texto.

Ler textos de matematica antiga é isto: € nunca saber se pode-

mos confiar no texto que temos diante dos olhos.

Theorema. Sexturn . e ————
arallela interuallo i dillanta Ii_,ﬂ-l,;n

inXqu alis Lamvrudims a Pparent, s——

St parallelanierusila abed, adef :ru.;rﬁ fpe i
thentur lattrudines. ba,af. ab eculag. diflantia inzqua r".— - a
Irter rll!i‘l. abed. propinguios Fade remonoe. |;|,mﬂI i’ .
torualls. we- Fd .PP:.mremtv:luilh Larvrwd e, %mi e L

Figura 2: Comentério de Melo ao teorema sexto da Optica de Euclides
(Stadtarchiv Stralsund, ms. HS 0767, f. 31r).
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onhec¢a um instrumento
mecanico que serve para
medir areas planas e reveja
os seus conhecimentos sobre
fungOes de varias variaveis ao
mesmo tempo que compreende
o seu espantoso funcionamento.

Figura 1: Planfmetro polar de Amsler.

Vamos estudar o funcionamento mecanico de um instru-
mento chamado planimetro polar, que permite medir a drea
de um dominio plano interior a um contorno irregular.

Os conhecimentos de Anélise Matemdtica inerentes 2
compreensdo completa de tal funcionamento situam-se ao
nivel de um curso de Célculo de vdrias varidveis e consti-
tui um excelente exercicio para alunos e professores de tais

matérias, uma vez que exige o conhecimento:

» do método dos infinitésimos constantemente usado nas

aplicacoes,

» do produto interno de vetores e sua interpretagdo geo-

meétrica,

» do integral duplo e sua relacdo com a drea de um domi-

nio plano,

» do integral de linha e sua relagdo com o problema meca-

nico da roda que sofre rotagdo e arrasto simultaneamente,

» do teorema de Green para a transformagdo do integral

de linha no integral duplo,
» da derivagdo implicita de fun¢des de mais de uma varidvel,

» dainterpretagdo de um determinante 2 x 2 como drea de

um certo paralelogramo.

Assim sendo, ndo podemos dizer que se segue um tex-
to de compreensao rdpida e simples, mas vale a pena tentar
uma leitura atenta ndo s6 pelo acréscimo de conhecimentos
de Calculo que possibilita como também pela beleza mecéani-
ca intrinseca do funcionamento de tal instrumento.

Existem muitos tipos de planimetros. O mais vulgar é,
sem duvida, o chamado planimetro polar de Amsler (1854)
representado na figura 1. E constituido por duas hastes de
comprimento r e s, articuladas no ponto (1,0), tendo um
polo fixo (na origem das coordenadas) e uma extremidade
no ponto (x,)) que vai percorrer o contorno A do dominio
plano A (ver figura 2). Uma roda com eixo na haste de com-
primento r (ndo representada na figura 2 mas identificavel
na figura 1) assenta sobre o plano onde estd desenhado o
dominio A.

Esta roda, arrasta-se sobre este plano e/ou efetua um mo-
vimento de rotagdo sobre o seu eixo, a medida que a extremi-
dade (x,y) do planimetro percorre o contorno A. Ligado a esta
roda existe um contador mecanico que permite uma contagem
bastante rigorosa do ntimero n (real) de voltas que a roda deu
sem arrasto. A rotagdo da roda em torno do seu eixo mede-se
em voltas, sendo uma volta igual ao comprimento do perime-
tro da roda. O contador mede o ndmero de voltas usualmente

a menos de um milésimo do perimetro da referida roda.

T

]
0
H
i

Figura 2: Vista esquemdtica, em projecdo horizontal de um plani-
metro formado por duas hastes de comprimento r e s articula-
das no ponto (uv). O polo do planimetro esta fixo no ponto (0,0).
A extremidade (xy) percorre o contorno A. A roda do planimetro,
que ndo estd representada na figura, tem o seu eixo na haste de
comprimento r.
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Seja (dx,dy) o deslocamento elementar da extremidade
(x,y) sobre o contorno A. A rotagdo elementar da roda cor-
respondente a este deslocamento é a medida da projecao do
vetor (dx, dy) sobre a dire¢do do vetor unitdrio D perpen-
dicular a haste de comprimento r (eixo da roda) cujo vetor
diretor é (x — 1,y — v): notemos que a roda ndo efetua ne-
nhuma rotagdo quando o deslocamento (dx, dy) se dd na di-
recdo da haste de comprimento r porque arrasta na diregdo
do seu eixo; porém, a rotacdo da roda dé-se sem qualquer
arrasto quando o deslocamento (dx, dy) se processa na di-
regdo D, perpendicular ao eixo da roda. Para deslocamen-
tos (dx, dy) ndo coincidentes com os dois agora descritos,
a roda efetua alguma rotagdo com algum arrasto. Assim,
a rotacdo elementar da roda correspondente ao desloca-
mento elementar geral (dx, dy) é dada pelo produto interno
(dx, dy). D. Como

D=1 (~(y—o)x—u),

entdo o ndmero n de voltas que a roda dd sem arrasto é a

soma de todas estas rota¢des elementares, isto €,

n:/A(dx,dy).D: %/A(—(y—v),x—u).(dx,dy) =

= E/A —(y —v)dx + (x —u)dy.

r
Sendo (4,v) fungdo de (xy), isto &, u=u(xy) e v=v(x,y),
este integral de linha pode exprimir-se num integral duplo
sobre o dominio plano A cujo contorno é A. Assim, por apli-

cacgdo do teorema de Green, resulta

1 ou v
n-;/{4<1—£+1—@)dxdy—

2 1 Ju Jdv
—;/Adxdy—;/[‘<g+@>dxdy.

Como se tem

(x—u)+(y—o)?=r Q)

w4+ 0P =%, 2

por derivacdo implicita obtemos

aj:v(x—u)

ox  uvx—yu’

90 _ uly—o)

Yy ox —yu’

uma vez que vx — yu # 0 (ver a observagédo antes da nota his-

torica). Assim,

o w
ox dy
e portanto 1
n= ;(érea de A),
ou seja,

drea de A = rn. ©)]

Por consequéncia, o valor da drea é exatamente igual ao
produto do comprimento r da referida haste pelo ntimero n de
voltas que a roda efetua sem arrasto (embora a roda arraste en-
quanto a extremidade do planimetro percorre o contorno de A!).

A exatiddo deste resultado contrasta com alguns processos
mais modernos, utilizados para o mesmo fim, e baseados na
digitalizagdo da imagem do dominio; estes tltimos sdo mais
dispendiosos e ndo sdo teoricamente exatos.

Por exemplo, se quisermos comprar ou vender uma quinta
com o terreno avaliado num certo prego por metro quadrado,
teremos de saber com suficiente exatiddo a drea da quinta. Um
método expedito consiste no uso do planimetro sobre a planta
topografica onde se encontra tracado o contorno da quinta. O
planimetro ndo é s6 usado em topografia, é também usado em
muitas situagdes técnico-cientificas que requerem a medicado
de dreas limitadas por contornos irregulares desde a engenha-

ria a biomedicina.

Observagdo: Note-se que a expressdo vx — yu que figura no
denominador das fragdes se pode escrever na forma de um

determinante,

e que o valor absoluto deste se pode interpretar como a area
do paralelogramo gerado pelos vetores (x,y), e (1,0). Assim, en-
quanto a extremidade do planimetro percorre o contorno, serd
sempre vx — yu # 0 porque vx — yu = 0 corresponde a drea
nula de tal paralelogramo (ver a figura 2), isto é, a coincidéncia
das duas diregdes (x,y) e (1,0); tal, porém, ndo pode acontecer
na prética porque o planimetro ficaria "esticado" com as duas
hastes no prolongamento uma da outra! Deste modo se garan-
te também, (na vizinhanga de cada ponto do contorno e pelo
teorema da fungdo implicita) a existéncia de (1,v) como fungéo
de (x,y), definida implicitamente pelas relacdes (1) e (2), o que jd

era mecAnicamente evidente.
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NOTA HISTORICA:

O primeiro planimetro foi inventado por Johann Martin
Hermann em 1814. Seguiu-se o planimetro ortogonal de Titto
Gonnella (1784-1867), professor em Florenca, que publicou a
sua invencdo em 1825, mas sé em 1850 foi reinventada e in-
troduzida no mercado pelo engenheiro suico Kaspar Wetli
(1822-1889). Em 1854 foi inventado o planimetro polar pelo
matematico sui¢o Amsler o qual ainda hoje perdura em ver-
sOes mecanicas e eletrénicas. As versdes eletrénicas baseiam-
-se exatamente no mesmo principio que as mecanicas. Além
dos descritos, existem ainda outros tipos de planimetros. Fi-
sicos notédveis, como Lord Kelvin (1824-1907) e Maxwell (1831-
1879), interessaram-se também por este instrumento, tendo

introduzido melhorias no seu funcionamento mecanico.
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titulo deste trabalho é retirado da
Ofrase de abertura do artigo intitulado
“The Excel Depression”, da autoria do
Nobel da Economia de 2008, Paul Krugman,
publicado em 18 de abril 2013 no The
New York Times. No seu artigo, Krugman
comega por fazer uma breve referéncia
a dois desastres provocados por erros
numéricos e passa ao desenvolvimento
explicando o caso de um trabalho de
economia, muito referido e citado, que entre
outros erros, inclui uma utilizacao errada
de estatistica. Além de detalhar os exemplos
referidos por Krugman, nas linhas
seguintes sdo referidos e detalhados outros
exemplos de desastres provocados por erros
numéricos. Os ultimos casos apresentados,
retirados de contratos de parcerias publico-
privadas, também podem considerar-se

relacionados com a depressao econémica.

1. INTRODUGAO

Nas tdltimas seis décadas, com a generalizacdo dos instru-
mentos de cdlculo automatico, cientistas, economistas e en-
genheiros tornaram-se cada vez mais independentes de vo-
lumosos processos de célculo numérico.Além de limitados e

enfadonhos, os processos de célculo baseados no papel e no

lapis sdo impraticdveis em tempo ttil em muitas aplicagbes
atuais. Em problemas que envolvem um grande volume de
dados, na resolugdo de sistemas de grande dimensdo e na
utilizagdo de métodos numéricos em equagdes diferenciais
em derivadas parciais, por exemplo, podemos até dizer que
a resolugdo s6 é possivel com sofisticados instrumentos de
célculo de elevado desempenho.

No entanto, este afastamento do calculo de papel e lapis,
como todos os professores e encarregados de educacdo ja
perceberam, tem a desvantagem de reduzir a sensibilidade
aos resultados numéricos. Simultaneamente, a utilizacdo de
algoritmos de cdlculo sofisticados, por vezes sem que os uti-
lizadores conhecam os limites a sua utilizagdo, dificulta a
andlise critica dos resultados.

Na literatura encontramos exemplos de desastres devidos
a utilizagdo de algoritmos numéricos fora do contexto para
que foram preparados, mas também devidos a simples acu-
mulacéo de erros de arredondamento ou até a representagao
errada de resultados. Vamos ver que alguns desastres resul-
tam da utilizacdo de férmulas erradas, outros da utiliza¢do

errada de férmulas.

2. ERROS ORIGINADOS NA REPRESENTACAO
NUMERICA

Podemos encontrar relatos de desastres originados em erros
de representacdo numérica, ou porque tal representacdo nao
tem precisdo suficiente ou porque tal representacdo nao é
convenientemente interpretada.

Ao contrdrio do que se possa pensar, este ndo é um pro-
blema especifico da nossa era da informagao. Nas polémicas
que envolveram a alteracdo dos sistemas legais de unidades
para o sistema decimal, aparecem referéncias [1] aos perigos

de colocagdo errada da virgula, ver figura 1.

Dl O *ilogramme, ou peso ‘decimal,
-invelvia as mesmas difficuldades e até perigos da maior
consideracio no receituario medico, attentos os erros

frvolantarios ‘tda anteposigdo ou posposigho de huma

virgula. Ne-medicio-de-algumas-obras, e nas<¥endas

Figura 1: Perigos da maior

consideraciao no receitudrio médico.
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2.1. Erro na 6rbita da sonda Mars Climate Orbiter

Quase dois séculos depois deste aviso, permanecem dificul-
dades na utiliza¢do do sistema decimal de unidades. Exem-
plo deste facto é o caso de uma organizacdo da dimenséo da
NASA, capaz de planear e enviar sondas para diversos plane-
tas do Sistema Solar e que perdeu uma sonda por um erro na
interpretacdo do sistema de unidades.

O caso da sonda Mars Climate Orbiter (MCO), que se per-
deu ao entrar na 6rbita do planeta Marte, é detalhado no re-
latério apresentado pela comissao de investigacdo ao aciden-
te [2]. Durante os nove meses de viagem, da Terra a Marte,
foram realizadas periodicamente manobras de corregdo de
rota (AMD - Angular Momentum Desaturation). Estas ma-
nobras realizaram-se com uma frequéncia entre 10 e 14 vezes
superior ao previsto, tendo esta falha de previsdo resultado

de uma assimetria nos painéis solares da sonda. Este elevado

ntmero de corre¢des realizadas durante a viagem e o facto
de existir um pequeno erro de célculo neste processo resul-
taram numa grande acumulac&do de erros na manobra de cor-
recdo de trajetdria final (TCM-4) da sonda.

O erro resultou de os dados de leitura da rota serem regis-
tados na unidade inglesa pound force e o software que tratava os
dados assumia que estes estariam registados em newton. Esta
discrepancia na leitura das varia¢ées de velocidade da sonda,
AV = 4,45 (1 pound force = 4,45 newton), resultou num erro de
170km na manobra de entrada na érbita de Marte. Conforme
se ilustra na figura 2, a entrada em 6rbita foi planeada para
ocorrer a 226 km de altitude, tendo ocorrido 49 segundos
mais cedo do que o previsto e a apenas 57 km de altitude.

Em vez de cumprir os fins para que foi enviada, a sonda

perdeu-se, e com ela perderam-se 125 mil milhdes de délares.

Schematic MCO Encounter Diagram (Not to scale)

TCM-4

Estimated trajectory
and AMD AV’s

*‘**:o-ot

~
~

TCM-4

~

~
~

Larger

AMD AV’s

Driving trajectory down
relative to ecliptic place

Actual trajectory
and AMD AV’s

ToEARTH

Figura 2: Erro na manobra de corre¢do de trajetéria da sonda [2].
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2.2. Explosdo de um Ariane 5

Em 4 de junho de 1996, apenas 39 segundos apds o inicio
das operagdes de voo e a uma altitude de 3,7 km, naquele
que seria o primeiro langamento de um Ariane 5, o foguetdo
saiu da sua rota, quebrou-se e explodiu. A Agéncia Espacial
Europeia promoveu um inquérito, tendo concluido que a ex-
plosdo se deveu a um erro de conversdo numérica.

Segundo o relatério do inquérito ao acidente [3], o software
de controle da velocidade instalado no Ariane 5 é o mesmo
sofware instalado no Ariane 4. Por uma questdo de seguranca,
o sistema de controle inclui diversos componentes duplica-
dos, funcionando em paralelo e de forma independente. Este
é o caso do Inertial Reference System (SRI), que existe em du-
plicado, cada unidade com o seu préprio computador e me-
dindo angulos e velocidades de voo de forma independente.

O acidente resultou de um erro de overflow nos computa-
dores das unidades SRI. O facto de este software estar dese-
nhado para o Ariane 4, conjugado com o facto de o Ariane
5 ter uma trajetdria inicial com componente de velocidade
horizontal consideravelmente mais elevada, provocou a su-
cessdo de erros que culminou no desastre. Quando, durante
a execugdo de um algoritmo, o resultado de uma operacao
aritmética ultrapassa os limites de representacdo da maqui-
na que o executa, o resultado designa-se por overflow. Ocorre
um erro se o programa néo estiver protegido contra este re-
sultado. Neste acidente, o erro de overflow ocorreu durante a
operacao de conversdo de um valor representado em virgula
flutuante de 64 bits para um inteiro de 16 bits e do facto de
o valor representado em 64 bits ultrapassar o maior inteiro
representdvel em 16 bits

F1+2+22 4204 421 =20 -1 =32767
O erro custou mais de 7, 5 mil milhdes de euros a Agéncia

Espacial Europeia.

2.3. Erro de arredondamento altera composicdo do
parlamento
Nao se tratando exatamente de um desastre, dependendo do
ponto de vista de quem ficou a ganhar ou a perder, em 5 de
abril de 1992, um erro de arredondamento alterou a distri-
buicdo de mandatos para o parlamento estadual alem&o do
Schleswig-Holstein.

A lei eleitoral deste Estado diz que, independentemente

da distribuicdo de votos, os partidos com votagdo inferior

a 5% ndo tém representagdo parlamentar. Efetuada a conta-
gem de votos, registaram-se 5% de votos para o partido Os
Verdes. A distribuicdo proporcional de mandatos originou
grande dispersdo e nenhum partido obteve maioria absoluta.
No dia seguinte, alguém resolveu verificar os célculos e
concluiu que o resultado d’Os Verdes foi 4,97%. A lei eleitoral
excluiu este partido do parlamento estadual, os lugares foram
redistribuidos e o SPD obteve metade dos mandatos mais
um, isto é, maioria absoluta para formar Governo estadual.
Este erro resultou apenas do formato de escrita dos re-
sultados, estando o software programado para arredondar as

percentagens a um algarismo decimal [5].

3. ACUMULAGAO DE ERROS

Com alguma frequéncia, pequenos erros em operagdes de
cdlculo intermédias ddo origem a erros desastrosos no resul-
tado final. Este foi o caso de um erro de célculo na trajetéria

de um missil, com a consequente perda de vidas humanas.

3.1. Falha no sistema antimissil Patriot

Em 25 de fevereiro de 1991, no decorrer da primeira Guer-
ra do Golfo, um erro de 9.5 x 10~8 segundos, no registo de
tempo de uma componente do sistema de defesa antimissil
Patriot, originou um erro de centenas de metros no célculo
da trajetéria de um missil scud do Iraque, tendo morrido 28
soldados americanos.

O sistema registava o tempo 10 vezes por segundo, em
sistema de virgula fixa de 24 bits. Uma vez que o valor 1/10
constitui uma dizima infinita em base 2, a sua representacao
numa madaquina bindria é necessariamente aproximada. No
caso de 24 bits,

0.130 ~ .00011001100110011001100;
=274425 42784279 427124 718 4 16
+277 4270 4072
209715
2097152
resultando no erro
1 209715 1

- _ — ~9 -8
10 2097152 10485760 9:5x10

O Patriot foi projetado para trabalhar na Guerra Fria, na
Europa, como defesa contra misseis cujas velocidades néo

chegavam aos 2500 km/h, montados em plataformas por-
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3, Track Action - Only Range Gated
Porion of Beam Processed

Figura 3: Erro no cdlculo da

trajetdria do missil [4].

téteis e pensados para funcionar por pequenos periodos de
tempo. Na Guerra do Golfo o sistema foi instalado em plata-
formas fixas, como defesa de posicdes fixas, contra misseis
scud com velocidades superiores a 6 mil km/h. O erro ocor-
reu ap6s mais de 100 horas de funcionamento ininterrupto
da bateria [4]. Ao fim deste tempo, 0 erro acumulado

1 653
10485760 1902 0.343s

provocou um erro de 687 m no célculo da trajetéria e o missil

100 x 60 x 60 x 10 x

perdeu-se do radar.

4. ERROS NAS FORMULAS E NA SUA UTILIZACAO

Por descuido, por acidente ou deliberadamente, encontra-
mos a utilizagdo de férmulas de cdlculo que nédo calculam
aquilo que se diz ou que ndo justificam os seus resultados.
Nos casos seguintes, podemos constatar que as consequén-
cias de tais erros podem conduzir ao desastre financeiro e
podem ser muito mais determinantes nas nossas vidas do

que esperariamos.

4.1. Pagamentos por disponibilidade em PPP
Estipula o decreto-lei n® 44/2010 de 5 de maio que as conces-
siondrias das autoestradas Ex-SCUT passem a ser retribuidas
pela disponibilidade das infraestruturas. A componente da
remuneracdo anual pela disponibilidade é calculada nos ter-

mos da férmula

IPC L;
DL gy () x 1)

Di td; x
e Z 7 IPCpexaooo Lotar

onde td; é o valor da tarifa didria de disponibilidade no ano
t, nds(j) o numero de dias do ano t em que o sublango j se en-
controu em servigo, IPCp,,, representa o indice de pregos no
consumidor em dezembro do ano ¢, Lj a extensao do sublan-
¢o j e L7, a soma das extensdes dos sublangos que integram
a concessao [6].

Uma vez que estes contratos foram assinados depois de to-
dos os sublangos se encontrarem ao servico, logo nd;(j) = 365
para todos os valores j, e porque por definigdo Y Li = Lrotar
entdo a férmula anterior é algebricamente equivalente a

IPCpe;,

Dis; = td; %
' "7 TPCpeza009

X 365. ()]

Prescindindo do quociente L;/Lrytq;, a férmula (2) é numeri-
camente estdvel, ao contrdrio da férmula (1), que é numerica-
mente instdvel. De facto, uma vez que td; x gggﬁ x ndy(f)
é da ordem de grandeza das dezenas de milhdes de euros [7],
um erro € de arredondamento no quociente em (1) produz
um erro de 107 x € euros no resultado final. Concluimos que
a utilizagdo da férmula instdvel é potencialmente danosa,
especialmente se os célculos intermédios nédo forem efetua-
dos com pelo menos nove algarismos significativos. Acresce
que o texto é omisso quanto aos procedimentos de célculo a

adotar.
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Figura 4: Prémios e multas devidos por variagdo dos indices de

sinistralidade.

4.2. Prémios e multas por variacdo do indice

de sinistralidade

Os mesmos contratos estipulam que, conforme o indice de

sinistralidade de uma concessiondria IS;(Conc) é menor ou é

maior do que o indice de sinistralidade ponderado com as res-

tantes concessiondrias ISy(ponderado) no ano ¢, entdo a con-

cessiondria recebe um prémio calculado segundo a férmula

IS;_1(ponderado) — IS;(Conc)
1S¢(Conc)

ou paga uma multa calculada pela férmula simétrica.

Sii’lt =2% X DiSt X

Esta férmula inclui dois erros, um no numerador e outro
no denominador. O facto de existir um desfazamento tempo-
ral de um ano entre os indices de sinistralidade do numera-
dor viabiliza a existéncia de prémios e de multas com sinal
negativo, sempre que o indice de sinistralidade de uma con-
cessiondria é menor do que o ponderado num ano e maior no
ano seguinte ou vice-versa.

O outro erro consiste na escolha do denominador, que

pode ser nulo. Para ilustrar o que pode resultar desta férmu-

1S;(Conc)

T8 (ponderado)’ de que resulta

la, defina-se p =

Sing = 2% x Dis; % p, se IS;_1 (ponderado) # 0,

féormula que representa uma hipérbole, o que permite con-
cluir que os valores dos prémios e das multas sdo calculados
utilizando escalas diferentes. Com efeito, os prémios, atribu-
idos quando o denominador é pequeno, sdo calculados no in-

tervalo que contém a assimptota vertical e as multas, quando

o denominador cresce, tendem para a assimptota horizontal.

Na figura 4 representa-se em escala logaritmica o grafico
de H;pp\’ para p € [0.01,100].

Para uma concessiondria com taxa de disponibilidade
didria de 130 mil euros, a remuneracao anual por disponi-
bilidade é Dis = 47,45 milhdes de euros. Na tabela seguinte
apresentam-se alguns valores de prémios e de multas, jun-
tamente com a remuneracao anual desta concessiondria, em
funcdo do valor de p.

A existéncia de autoestradas com indices de sinistralida-
de zero (acidentes com mortos ou feridos graves), ou valores
muito péximos de zero, pode estar na origem dos sistemdti-
cos desvios entre os encargos previstos com PPP rodovidrias

e 0s encargos realmente suportados pelo Estado [8].

p Siny | Disy £ Sing | (Dis; £ Sing) / Dis;
100 @ 939 510€ | 46 510 490€ 98,02%
10 § 854 100€ | 46 595 900€ 98,20%
2 . 474 500€ | 46 975 500€ 99,00%
0€ | 47450 000€ 100%
0.5 949 000€ | 48 399 000€ 102,00%
0.1 -é 8 541 000€ | 55991 000€ 118,00%
0.01 ‘% 93 951 000€ | 141 401 000€ 298,00%
0 0 ©

Tabela I: Prémios e multas por variagdo de sinistralidade Sin; e
remuneracdo anual Dis; & Sin;, de uma concessdo com |30 mil
euros de tarifa de disponibilidade didria, como funcdo da razdo

entre os indices de sinistralidade da concessdo e o ponderado.

4.3. Crescimento em tempo de débito

No seu artigo do The New York Times [9], Paul Krugman dis-
serta sobre a possibilidade de um erro de utilizacdo de Excel
poder destruir as economias do Mundo Ocidental. Suposta-
mente, existem erros na base da principal conclusdo de um
muito citado artigo de economia. A conclusdo do artigo [10]
é a de que existe um limiar de 90% do Produto Interno Bruto
de um pais que, quando ultrapassado pela divida publica,
provoca uma queda brusca no respetivo crescimento econé-
mico. A relagdo com o Excel reside no facto de ter sido este o
software utilizado nos célculos.

Segundo investigadores de economia [11]-[12], existem er-
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ros no trabalho de Reinhart and Rogoff, tendo sido identifica-
dos erros de c6digo, exclusdo seletiva de dados disponiveis e
uma utilizacdo ndo justificada de pesos utilizados no calculo
de médias. Além disso, segundo este estudo, a utilizagdo de
longas séries de dados, com lacunas e imperfei¢des, foi des-
cuidada e incompleta, ignorando especificidades histéricas
e ignorando padrdes temporais. Corrigidos os erros, as con-
clusdes sdo de que a aparente ndo linearidade entre déficite
publico e crescimento do PIB constitui uma especificidade
histérica e que a relagdo entre estas duas varidveis econémi-
cas é mais fraca em anos recentes do que em perfodos mais
remotos.

Mas uma utilizagdo tendenciosa de resultados imprecisos
ou parciais, baseados em falsas estatisticas, é desde hd muito

tempo uma frequente falsificagao.
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SPM COMPLETA 73 ANOS
EM DEZEMBRO

Foi no fulgor da atividade matemadtica das
décadas de 1930 e 1940, em Portugal, que a
SPM nasceu, impulsionada por uma geragao
composta por nomes histéricos como Bento
de Jesus Caraga, Ruy Luis Gomes, Anténio
Aniceto Monteiro, Manuel Zaluar, Alfre-
do Pereira Gomes e Pilar e Hugo Ribeiro.
Ao longo de vérias décadas, a SPM tem de-
senvolvido as suas atividades com base nos
objetivos a que se propds aquando da sua
criagdo: a divulgacdo da matematica e o de-
senvolvimento do ensino e da investigacdo
desta drea em Portugal. Atualmente, a SPM
é responsdvel por vdrias publicacdes, entre
as quais a Gazeta de Matemdtica, pela edigdo
de livros, apostando ainda na formacdo de
professores, através do seu Centro de Forma-
¢do, e na certificagdo de manuais escolares.
A Sociedade organiza ainda iniciativas e
eventos que mobilizam cada vez mais pesso-
as a nivel nacional, como as Olimpiadas Por-
tuguesas de Matemdtica, as Tardes de Mate-
matica ou exposi¢des temadticas, no esforco de
desenvolver o conhecimento da matemadtica
e o interesse pela disciplina. A dinamizagdo
de projetos como o Clube de Matemética, o
programa televisivo “Isto é Matemadtica” e
a adaptagdo para portugués dos videos da
Khan Academy reflete também esta preocu-
pacdo. A SPM assinala 73 anos de existéncia
no proximo dia 12 de dezembro.

JA ARRANCARAM AS 32AS
OLIMPIADAS PORTUGUESAS
DE MATEMATICA

Foram perto de 40 mil os alunos que no dia 13 de novembro

participaram na 1° eliminatdria das Olimpiadas Portuguesas
de Matemética (OPM), que decorreu, em simultdneo, em cen-
tenas de escolas de todo o Pais. As provas foram realizadas por
estudantes dos 6° e 7° anos (Categoria Junior), 8° e 9° anos
(Categoria A) e 10°,11° e 12° anos (Categoria B). No mesmo dia
realizou-se a prova unica das Pré-Olimpiadas (5°ano). No dia
15 de janeiro, na 2° eliminatdria desta competicdo, serdo apura-
dos, a nivel regional, os 90 finalistas das OPM que disputardo a
Final Nacional, entre os dias 3 e 6 de abril, no Agrupamento de
Escolas Dr. Mério Sacramento, em Aveiro. Em maio, os alunos
dos 3° e 4° anos terdo ainda a oportunidade de realizar a prova
tnica das Mini-Olimpiadas. As incri¢des podem ser efetuadas
até 30 de abril de 2013. As OPM sdo organizadas pela SPM,
em parceria com o Departamento de Matemdtica da Univer-
sidade de Coimbra, com o objetivo de desenvolver o conhe-
cimento da matemadtica, o treino do raciocinio e o gosto pelos
desafios matemadticos. A SPM conta com o apoio do Ministério
da Educacéo e Ciéncia, do Ciéncia Viva, da Fundacdo Calouste
Gulbenkian, do Banco Espirito Santo, da Pathena e do jornal
Publico na realizagdo das Olimpiadas.
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“ISTO E MATEMATICA” DISTINGUIDO
AQUEM E ALEM-FRONTEIRAS

H4 um ano que o programa “Isto é Matematica”, transmitido todos os
sdbados na SIC Noticias, habituou os portugueses a encontrar mate-
mética em tudo o que os rodeia. A boa aceitagio do ptblico nacional
juntaram-se agora duas distingdes. Em solo nacional, o programa foi
distinguido com o Prémio Ciéncia Viva Montepio nos Media. O galar-
déo foi entregue pela Agéncia Ciéncia Viva ao presidente da SPM, Mi-
guel Abreu, no dia 24 de novembro, Dia Nacional da Cultura Cientifica.
Os Prémios Ciéncia Viva Montepio sdo atribuidos anualmente como
reconhecimento por intervengdes excecionais na divulgacao cientifica e
tecnoldgica em Portugal. Antes disso, o programa havia sido jd premiado
na Mostra Internacional de Ciéncia na TV VerCiéncia 2013, que decor-
reu no Brasil entre 21 de outubro e 3 de novembro, com a Homenagem
Especial VerCiéncia 2013 “pela exceléncia dos programas produzidos,
apresentando tépicos da matemadtica de forma atraente e divertida”.
O “Isto é Matemdtica” é promovido pela SPM e produzido pela Sigma 3,
com o apoio do COMPETE, da Ciéncia Viva e do QREN/FEDER.

“UM CONTO QUE CONTAS”

50

Os alunos do 1° ao 12° ano de escolaridade das escolas
de todo o Pafs estdo convidados a participar no concur-
so “Um Conto que Contas”, que consiste na escrita e
na ilustracdo de um conto que envolva contetidos ma-
temadticos, e que deverd ser submetido a concurso até
ao dia 31 de janeiro de 2014. Os participantes podem
concorrer a uma de oito categorias e de acordo com os
ciclos de ensino em que estdo integrados, individual-
mente ou em equipa, num mdaximo de quatro elemen-
tos. O concurso “Um Conto que Contas” vai agora na
sua 2° edigdo e procura fomentar habitos de leitura e de
escrita nos alunos, assim como promover a articulagdo
entre diversas dreas do saber, desenvolver a capacida-
de de expressdo e de comunicagdo, e estimular a ima-
ginagdo dos participantes. Esta iniciativa é organizada
pela Delegacdo Regional do Sul e Ilhas da SPM e tem
o apoio da Universidade de Evora, da Fundagao Luis

de Molina, do Centro de Investigacdo em Matemadtica
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e Aplicacdes da Universidade de Evora, do Centro de
Matematica Aplicada e Tecnologias de Informagéo da
Universidade dos Agores e da Delta Cafés. Mais infor-
magdes em hittp:/[www.spmsul.uevora.pt/concurso.htm.
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CANGURU MATEMATICO
SEM FRONTEIRAS 2014

Ja é conhecida a data da préxima edi¢do do Canguru Ma-
temdtico sem Fronteiras 2014. No dia 20 de marco do pré-
ximo ano, os alunos de todos os ciclos de ensino (a partir
do 2° ano de escolaridade) inscritos neste concurso realiza-
rdo a prova Unica do Canguru Matemadtico em simultaneo
com todos os outros estudantes dos paises participantes.
A inscri¢do na prova deve ser efetuada de acordo com cinco
categorias distintas, com base na idade dos concorrentes. As
escolas poderdo efetuar a sua inscri¢io na competigdo a par-
tir do préoximo més de janeiro. A Associagdo Canguru sem
Fronteiras é uma organizacédo internacional que retine perso-
nalidades de diversos paifses e que tem como objetivo a divul-
gacdo da matemadtica elementar. Em Portugal a organizacao
deste concurso estd a cargo do Departamento de Matemadtica
da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de
Coimbra e tem o apoio da SPM.

PREMIO
* PEDRO MATOS

V "

INSCRICOES ABERTAS
PARA PREMIO PEDRO MATOS

O Prémio Pedro Matos, uma iniciativa do Instituto Politécnico de

6." edicdn

S

Leiria, vai jd na sua 6" edigdo e, este ano, convida os alunos do ensino
secunddrio a apresentar trabalhos sob a perspetiva da “Matemitica
na Natureza”. As inscri¢des devem ser efetuadas até ao dia 28 de fe-
vereiro e os trabalhos, apresentados a concurso até ao dia 12 de maio.
Os projetos podem ser elaborados individualmente ou em grupo (mé-
ximo de trés estudantes) e poderdo ainda ter a participagdo de um
professor do ensino secundério, ao qual cabera o papel de orientador.
Os prémios serdo entregues em julho do préximo ano, na 7.* edigdo
do Mat-Oeste: Matemadtica na Regido Oeste (ver caixa). Esta inicia-
tiva, que conta com o apoio da SPM, tem como objetivo fomentar a

criatividade e o interesse pela matemadtica e as suas aplicagdes.

MATEMATICA
NA REGIAO OESTE
NO DIA |1 DE

JULHO

A 67 edicdo do Mat-Oeste: Mate-
matica na Regido Oeste decorre-
rd na manhd do dia 11 de julho
de 2014, na Escola Superior de
Tecnologia e Gestdo do Institu-
to Politécnico de Leiria. Tendo
como publico-alvo os professores
de todos os niveis de ensino e o
publico em geral, este encontro
pretende promover a divulgacdo,
a discussdo e a partilha de experi-
éncias nas mais diferentes verten-
tes da matematica. Nesta edigdo,
o tema em destaque serd a “Mate-
madtica na Natureza”.
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SERGIO MACIAS MARQUES
PUBLICA REMEMORACOES
MATEMATICAS E

ALTERNATIVAS

Coordenado por Sérgio Macias Marques,
Rememoragoes Matemdticas e Alternativas é
uma compilacdo de textos que aborda a lin-
guagem matematica, a geometria, a diddtica
da matematica, e temas tdo diversos como
0s pentaminds, a numeragao romana ou a
filatelia, e apresenta ainda uma entrevista
ao autor, na altura diretor do Jornal de Ma-
thematica Elementar JME). Em 1984, Macias
Marques reeditou a publicacdo, hd muito
extinta, quando se assinalavam os 100 anos
da sua criagdo, tendo sido diretor do jornal
durante mais de 20 anos, e mantendo-se atu-
almente como seu diretor honordrio. Sérgio
Macias Marques nasceu em Loulé em 1928, e
foi, durante 40 anos, professor do ensino se-
cunddrio e superior. Licenciado em Ciéncias
Matemadticas pela Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa, é autor dos quatro
volumes da Galeria de Matemdticos do Jornal de
Mathematica Elementar e do Diciondrio llustra-
do de Matemadtica Elementar.
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KHAN ACADEMY EM PORTUGUES
CONTINUA A CRESCER

Ja sdo quase 400 os videos de matemdtica da Khan Academy,
disponiveis em http://fundacao.telecom.pt/. As matérias abor-
dadas nestas video-aulas abrangem agora todos os niveis do
ensino bdsico e do 3° ciclo, e ainda o 12° ano. A SPM con-
tinua a colaborar neste projeto da Fundagdo Portugal Tele-
com, certificando a adaptagdo dos contetidos de acordo com
o curriculo escolar nacional. Em 2014, a Fundagao PT espe-
ra disponibilizar cerca de 800 videos de matematica, fisica,
quimica e biologia. O projeto pretende chegar também, além
do publico portugués, aos internautas dos Pafses Africanos
de Lingua Oficial Portuguesa e Timor-Leste através do Sapo
Internacional. Os videos, que procuram servir de reforgo as
matérias lecionadas na sala de aula, sdo narrados por Ro-
gério Martins e por quadros da PT. O repositério da Khan
Academy, criada em 2006 por Salman Khan, conta ja com
mais de quatro mil videos sobre matematica, fisica, quimica,

histéria, e economia, entre outras 4reas.
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EXPOSICAO MATER
PATENTE NA FCT/UNL

Integrada na iniciativa Matemati-
ca do Planeta Terra 2013, a ex-
posicdo MATER foi inaugurada
recentemente na Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia da Univer-
sidade Nova de Lisboa (FCT/
UNL). A exposi¢do é composta
por varios médulos (Tempo, Es-
paco, Arte, Vida, Quotidiano)
e estd patente na Biblioteca e
no Edificio VII FCT/UNL. Ao
longo do periodo da exposigdo,
decorrerdo visitas guiadas, ofici-
nas pedagdgicas e concursos,
destinadas a escolas dos ensinos
bésico e secunddrio e ao ptblico

em geral.

FCUL HOMENAGEIA MIGUEL RAMOS

A Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa
(FCUL) prestard uma homenagem a Miguel Ramos no dia
6 de janeiro de 2014, que contard com a participagdo de ma-
temaéticos radicados em diversas universidades, nacionais
e estrangeiras. As apresentagdes e testemunhos dos orado-
res decorrerdo no edificio C3, anfiteatro 3.2.14, na FCUL,
e serdo seguidos de um jantar no mesmo edificio. As ins-
cri¢des para o jantar deverdo ser efetuadas até ao dia 19
de dezembro, através do e-mail aimarques@fc.ul.pt ou do
tel. 217 500 042. Miguel Ramos (1963-2013) foi professor
catedrdtico no Departamento de Matemadtica da FCUL e
desenvolvia a sua atividade de investigacdo em dreas como:
Equacgoes Diferenciais Parciais, Andlise Funcional e Cal-
culo de Variagoes. Autor de Teoremas de Enlace na Teoria de
Pontos Criticos e Curso Elementar de Equagoes Diferenciais Or-
dindrias (DMFCUL), Miguel Ramos foi também editor da

Portugaliae Mathematica.
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7.° CONGRESSO
EUROPEU DE

MATEMATICA 5
REALIZA-SE EM BERLIM :

Berlim serd a cidade anfitrid do 7.°
Congresso Europeu de Matematica,
encontro que se realiza de quatro em
quatro anos. Entre 18 e 22 de julho de
2016, a capital alema sera palco de um
dos acontecimentos matemadticos mais
importantes da Europa. O congresso
decorrerd na Technische Universitat
Berlin, onde, durante quatro dias, se
reunirdo matemadticos vindos de toda
a Europa para discutir os principais
desenvolvimentos na drea da matema-

tica. Este encontro é uma iniciativa da

European Mathematical Society.

UNIVERSIDADE DE AVEIRO RECEBE
CONFERENCIA SOBRE OTIMIZAGCAO,
EM FEVEREIRO

A discussdo dos desenvolvimentos mais recentes em

PREMIO REN 2014
DISTINGUE TESES DE
MESTRADO

o A s A . . Estdo abertas até 14 de janeiro as ins-
otimizagdo e as suas aplicagdes as ciéncias naturais estard

em destaque na EURO Mini-conference on Optimization EHIESD PO PHETHD AN, GRa CHihin:

. . ! . . uird as melhores teses de mestrado
in the Natural Sciences, que decorrerd na Universidade &

. . . fo em matemdtica, engenharia, econo-
de Aveiro entre os dias 5 e 9 de fevereiro do préximo ano. &8 ¢

c 4 . mia, fisica, quimica, sistemas de in-
O encontro serd também uma oportunidade para a troca ! 4 ¢

de conhecimentos e de contactos entre investigadores Torwacie © qumpuiiEdne, O el

. ~ L .y (o apresentados deverdo ter sido conclu-
nas dreas de computagdo, otimizagao, estatistica, fisica,

idos e classificados nos anos letivos de
2011/2012 e de 2012/2013 e realizados

em estabelecimentos portugueses de

quimica, biologia e ciéncias médicas. O prazo para as

inscri¢des termina a 15 de dezembro.

ensino superior por recém-mestrados
ou finalistas de mestrados nas dreas
atrds mencionadas. Mais informacdes
sobre este prémio podem ser consulta-
das em http:/[www.ren.pt/sustentabilida-
de/premios_ren/.
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FANTASTICOS, BRILHANTES,

ESPETACULARES!

CARTAS DA DIREGCAO

JOANA TELES
Dire¢io SPM
jteles@mat.uc.pt

Em 2013 os resultados de Portugal nas competi¢cdes de matemadtica

internacionais foram assim...

Escrever sobre os resultados dos alunos portugueses
nas competi¢des internacionais ndo é tarefa facil. De-
pois de um ano de ouro em 2011, com a obtencdo da pri-
meira medalha de ouro nas Olimpiadas Internacionais, os
resultados ndo param de nos surpreender. Ano apds ano,
é preciso encontrar novos adjetivos para ndo haver repe-
ticdes. Brilhantes, espetaculares, fantdsticos, todos eles jd
foram usados para qualificar os resultados. Este ano, mais
uma vez, todos os resultados superaram os anteriores.
Nas trés participa¢des internacionais, todos os elementos das
delegacdes foram premiados e Portugal arrecadou uma me-
dalha de ouro em cada uma das competi¢des.

A equipa portuguesa que participou nas Olimpiadas Inter-
nacionais de Matemdtica, realizadas na Colombia no passa-
do més de julho, era a mais experiente de sempre. Cinco dos
seis alunos presentes ja tinham participado na edigéo anterior
e quatro dos seis ainda poderdo participar no préximo ano.
Portugal conquistou, pela terceira vez consecutiva, uma me-
dalha de ouro, este ano atribuida ao aluno Miguel Moreira,
que no ano anterior tinha conquistado uma medalha de pra-
ta. Além desta medalha, Portugal obteve quatro medalhas de
bronze e uma mengéo honrosa. O nimero total de pontos de

Portugal, 111, ultrapassou, pela primeira vez, a barreira dos

100 pontos. De Mogambique e das Olimpiadas de Matema-
tica da CPLP, os quatro alunos participantes trouxeram uma
medalha de ouro, uma de prata e mais duas de bronze.

Nas Olimpiadas Ibero-Americanas de Matemadtica, que
decorreram em setembro no Panam4, Portugal obteve a sua
melhor pontuagdo de sempre, com o aluno Luis Duarte,
medalhado de ouro, a conquistar, pela primeira vez, para um
aluno portugués, os 42 pontos possiveis na prova. A adicionar
a este resultado, os dois alunos que conquistaram medalhas
de prata terminaram a prova com 41 pontos, apenas a um
ponto da pontuagdo perfeita (e também do ouro) e a fechar a
delegagdo mais uma medalha de bronze. Na classifica¢do por
paises, Portugal repetiu o extraordindrio segundo lugar obti-
do no ano passado, de novo atrds do Brasil. De realgar que,
mais uma vez, os dois pafses de lingua portuguesa consegui-
ram destacar-se dos restantes que falam espanhol.

Qual é a férmula mégica? O que é que estd por detrds de
todos estes sucessos? Os nossos alunos olimpicos trabalham
e dedicam-se totalmente a sua preparacdo para as Olimpia-
das, estudando temas e contetidos ndo abordados nas escolas
bésicas e secunddrias, mas principalmente treinando a reso-
lugéo de problemas, com a aprendizagem de ideias e técnicas

que poderdo ser usadas noutros problemas. Este trabalho,
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que para eles é visto como um verdadeiro divertimento, é fei-
to com uma dedicagdo, uma naturalidade e uma simplicidade
dificeis de descrever. O outro ponto fulcral no trabalho atrds
descrito é a existéncia do Projecto Delfos e a possibilidade que
ele da a qualquer aluno de se juntar a outros jovens com esta
aptiddo e este gosto pela resolugdo de problemas. A dimensao
donossopaisealocalizagdogeogréficade Coimbratornam pos-
siveis as deslocagdes ao longo do ano de alunos de todo o Pafs.
O trabalho e o ambiente vivido pelos olimpicos no Delfos
é fundamental para o espirito de equipa e para o trabalho,
em e para a equipa, que os portugueses tém apresentado nas
competi¢des matemdticas. Os alunos que se destacam nas

Olimpiadas Portuguesas de Matemdtica (OPM) podem desde

Chegada a Lisboa da equipa que representou Portugal nas
Olimpiadas Internacionais de Matemdtica

muito cedo comegar a sua preparagdo no Projecto Delfos e o
trabalho continuado quer dos alunos quer do préprio Projec-
to tem dado os seus frutos.

O que é que ainda poderemos melhorar? Gostariamos de
levar as OPM a todas as escolas e a todos os alunos. Como
exemplo, as Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Esco-
las Publicas (OBMEP) s&o obrigatérias. Todos os alunos das
escolas publicas brasileiras realizam a primeira eliminatéria
das OBMEP. Temos consciéncia de que alguns alunos, ou por-
que pensam que nao tém jeito para a matemadtica ou porque a
sua escola ndo participa, perdem a oportunidade de verificar
o talento e a facilidade que tém na resolucdo de problemas.
Estamos certos de que, ao participar nas Olimpiadas, os alu-
nos, desenvolvem capacidades que sdo tteis nas vdrias dreas
do saber.

Para terminar, uma palavra de agradecimento as entidades
que nos tém apoiado. Em primeiro lugar, o Ministério da Edu-
cagdo e Ciéncia que permite que as Olimpfadas Portuguesas
de Matematica se iniciem nas escolas com a primeira elimina-
téria e terminem na grande festa que é a Final Nacional, onde
se retinem os alunos que nas duas provas anteriores tiveram
melhor desempenho. Em segundo lugar, a Ciéncia Viva, que
nos permite chegar até as competicdes internacionais além-
-fronteiras. Por tdltimo, os nossos patrocinadores, Banco
Espirito Santo, Pathena, Fundagdo Calouste Gulbenkian, que
nos ajudam a poder dignificar e melhorar todas as atividades

olimpicas.

Ja e socio da SPM?

SOCIEDADE

Conheca as vantagens e saiba
como aderir em www.spm.pt
ou através do numero 217 939 785
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Consulte também as condigGes para os so6cios institucionais (Departamentos, Faculdades, ESES, Politécnicos, etc.)
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matemadtica continua a ser, tal como
contece desde a sua fundagao em 1939, o prin-

cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temdtica com a comunidade matematica portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgacdo da cultura matematica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matemadtica.

A Gazeta de Matemadtica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e sec¢des
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos
para publicacdo na Gazeta de Matemadtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagdo de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagéo para publicacdo na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versio em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2013

Preco Assinatura
de Capa . Assinatura Assinatura
(avulso) + Gulr?e-Bls,sal{ Resto do para sécios o reatie
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM P

avde Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA
www.spm.pt

E O DA GAZETA DE MATEMATICA
www.gazeta.spm.pt

Sociedade Portuguesa de Matematica ® Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa e Telf:21 793 97 85 © Email: spm@spm.pt
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