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Um Jornal

por Anténio

O aparecimento, nos principios do século xix, cios
primeiros periodicos cientificos dedicados especial-
mente a investigagdo matematica coincide com o ini-
cio duma nova época no desenvolvimento da cultura
matematica.

O mais antigo de todos os jornais dedicados prin-
cipalmente ou inteiramente & cultura matematica
¢ o Journal de I'Ecole Polytechnique que iniciou a
sua publicacdo em 1794. Existiam ou tinham existido
anteriormente a 1794 outros jornais em que Sse pu-
blicavam artigos de matematica. Segundo Felix Mul-
ler O existiam 17 periédicos nestas condi¢des an-
teriormente a 1700, tendo o primeiro sido publicado
em 1665. Durante o século xvin apareceram 210
novos periodicos e no sécujo xix 950, incluindo os
que continuaram a sua publicagdo com novos titu-
los (*), mas muitos destes jornais publicavam poucos
artigos de matematicas puras.

No dominio das matemaéticas elementares tinham
mesmo existido no século xvin alguns jornais de
caracter nitidamente matematico, entre éles podemos
citar o Lady's Diary (1704-1840), (*) o Gentleman's
Diary or the Mathematical Repository  (1741-1840)
que desempenharam em Inglaterra um papel im-
portante no desenvolvimento do go6sto pelo estudo
das Ciéncias Matematicas. Mas esta circunstancia
ndo invalida de maneira nenhuma a afirmacédo an-

ti) E°tas informagdes e outras que indicaremos foram
colhidas no livro de G. A. Miller. Historical  Introduction
to Mathematical Literature, New York, 1916.

W Jakresbericht der Deutschen Mathematiker
ningung, vol. 12,1903, pag. 439.

<> T.P.Kirkman (cujo nome ficou ligado ao célebre pro-
blema das quinze raparigas da escola) escreveu o seguinte
em 1849 a propo6sito déste jornal :

€l confess it do be my belief, from a limited observation
of graduate and non-graduates, that when the difference

Verel-

Portugués

Esquecido

Monteiro

teriormente feita de que foinos finsdo século xvm
que nasceu o primeiro periddico cientifico dedicado
principalmente ao progresso das Ciéncias Matemati-
cas.

Os primeiros grandes jornais dedicados exclusi-
vamente a matematica aparecem na primeira me-
tade do século xix e entre éles podemos citar os
seguintes:

1.°) Journal fur die reine und angewandte  Mathe-
tnatik (Journal de Crelle) que se comecou a publi-
car na Alemanha em 1826 sob a direccdo de A.
Crelle.

2.°) Journal de Mathématiques pures et appliquées
(Journall de Liouville) que se comegou a publicar
em Franca em 1836 sob a direccdo de J. Liouville.

3.°) Cambridge  Mathematical Journal que se
cemecou a publicar em Inglaterra em 1839.

Estes jornais desempenharam desde a sua funda-
¢cdo um grande papel no desenvolvimento da cul-
tura matematica.

Como se sabe a ciéncia teve um grande desenvol-
vimento a partir dos fins do século xvm. Foi nessa
época que apareceram pela primeira vez (em
Franca) os trés graus de ensino: o priméario, o se-
cundario e o superior. Existiam Universidades em

between prizes awarded by the authorities on lither side is
considered, an incomparably greater share of the glory of
kindling and cherishing a pure and lasting love of mathe-
matical science in men as well as boys, must be attribued
to the Immortal Lady Dia, than to all the universities and
colleges of these kingdoms put together, to all our Lyceums,
Athenoeums, and Philosophical Societies, and to all our Im-
perial Boards of peace and war». Veja : Raymond Clare
Archibald, Notes on Some Minor English Mathematical
Serials, Mathematical Gazette, April 1929, p. 379-400.
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muitos paises do mundo anteriormente ao século
XxiX, mas o ensino das matematicas ou n&do existia
ou tinha um caracter elementar nessas Universida-
des. Na Alemanha, por exemplo, o ensino das ma-
tematicas elementares sO0 passa das Universidades
para os Ginasios (Liceus) entre 1810 e 1830.

Em 1802 exigia-se para a entrada na Universi-
dade de Harvard (América) conhecimentos de Ari-
tmética que ndo iam além da regra de trés simples.

O principio do século xix marca o inicio duma
era de progresso cientifico exigido c condicionado
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nos diverses paises pelo desenvolvimento e trans-
formacdo da Técnica, da Industria e do Comércio.

Dai resultou a transformacdo das Universidades
e 0 aparecimento de uma nova organizacdo do en-
sino que permitiria formar os técnicos necessarios
4 indlstria, ao comércio, ao exército e marinha. E
eéste sentido que o século xix foio século das luzes
e do progresso.

Estas circunstancias deviam ter naturalmente o
seu reflexo na organizacdo dos periédicos cienti-
ficos.

E também nos principios do século xix que apa-
receram o0s primeiros peridédicos dedicados especial-
mente ao ensino das matematicas.

Nos Estados Unidos publicou-se o primeiro jor-
nal de matematica em 1804: «The Mathematical
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Correspondent; containing new elucidations, discove-
ries and improvements in various branches of ma-
thematics> mas sairam apenas nove nimeros; o jor-
nal acabou por falta de compradores (*).

Em Franca J. Gergonne comegou em 1810 a pu-
blicagdo dos Annates de Mathématiques pures et
appliquées que foi interrompida em 1831. Dez anos
depois, em 1841, fundou-se na Alemanha o Archiv
der Mathematik und Physik e em 1842 em Franca
0s Nouvelles Annales de Mathématiques ambos com
orientacdo analoga aos Anais de Gergonne.

Estes jornais desempenharam um grande papel
na formacdo dos professores de mateméatica dos res-
pectivos paises.

A histéria do jornalismo matematico portugués
estd ainda por fazer. A existéncia dos periodicos
de matematica mais importantes tem sido, é certo,
assinalada nos estudos que se tém feito sdbre a hist6-
ria das matematicas em Portugal; mas ainda néao
se féz um estudo de conjunto s6bre a vida dos jor-
nais cientificos que interessam as ciéncias matema-
ticas. Era necessario fazer um inventario désses jor-
nais, historiar a sua vida, estudar os artigos que
neles se publicaram e avaliar o papel que desem-
penhavam nas épocas em que existiram.

O estado da cultura cientifica portuguesa reflecte-
-se neccssariamente na vida dos jornais cientificos
da época.

A dolorosa e educativa experiéncia que temos vi-
vido com a publicacdo de dois jornais de matematica
levam-nos mesmo a pensar que o estudo da vida
administrativa, directiva e diplomatica dos jornais
cientificos é susceptivel de iluminar com novas cores
o ambiente cientifico das épocas em que se publica-
ram.

A indiferenca e o derrotismo na hora em que nas-
cem os jornais. O siléncio e a expectativa perante
aquéles que ndo morrem a nascenca. O ataque e a
intriga quando o jornal firma a sua posigdo.

Quantos jornais cientificos néo desapareceram
como resultado da maldade ou da indiferenca dos
homens? Quantos sacrificios, quantas horas de tra-
balho e canseiras inutilizadas pela incompreensdao do
meio? Mas também que alegria e contentamento nao
provoca o esforco dispendido numa tarefa que trans-
cende o interesse imediato de cada um?

O Dr. José da Silva Paulo publicara em breve, na «Ga-
zeta de Matematica», um artigo sébre o jornalismo matema-
tico americano.
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Por detrds da serenidade das comunicacdes cien-
tificas encontra-se uma vida real feita de lulas e
paixdes a imagem e semelhanga des homens.

Vém estas consideragbes a propdésito do Jornal de
Mathematica Elementar que parece ter caido com-
pletamente no esquecimento. Trata-se provavelmente
do primeiro jornal portugués de matematica ele-
mentar.

Fomos encontrd-lo a venda num alfarrabista ha
cérea dc trés meses.

A sua existéncia ndo é referida em nenhum dos
trabalhos que consultdmos sbbre a histéria das mate-
méaticas em Portugal.

Encontramos, porém, referéncias a existéncia déste
jornal nas seguintes obras:

1.*—A. X. da SILVA PEREIRA.— O JORNA-
LISMO PORTUGUES. (Resenha Chronologica de
todos os periédicos portugueses impressos e publi-

cados no reino e no estrangeiro, desde o meiado do
século xvii até a morte de D. Luiz I, bem como dos
jornais em lingua extrangeira publicados em Portu-
gal durante o mesmo tempo). Lisboa, 189S. Citado
na pagina 176.

2*—A. X. da SILVA PEREIRA.—O0S JOR-
NAIS PORTUGUESES SUA FILIAQAO E ME-
TAMORPHOSES. (Noticia supplementar  alphabe-
tica de todos os periodicos mencionados na Resenha
Chronologica do Jornalismo Portugués, etc). Lisboa,
1897. Citado na pag. 87.

3.0—A. X. da SILVA PEREIRA. — DICIONA-
RIO JORNALISTICO PORTUGUEZ. ("). Obra

manuscrita existente na Biblioteca da Academia das
Ciéncias de Lisboa. Num volume relativo a 7* época
(1861-1889) encontra-se na F6lha n.° 4390 a seguinte
noticia.

Jornal de Mathcmatica  Elementar
Lisboa, 1883-1884
in 4.°, 8 paginas lithographadas.

Publicacdo quinzenal, no seu género o Unico que
se tem publicado na Capital. Era lithographado.
Cada numero devia conter —segundo o programa —
alguns theoremas de ariihmetica, geometria e alge-
bra, assim como varios problemas propostos ao lei-

W Esta obra cujo manuscrito foi enviado a Academia das
Ciéncias de Lisboa em 1893 nunca chegou a ser impressa.
Contém numerosas indicacdes s6bre a vida dos jornais
portugueses.

3
tor sobre estes trés importantes ramos da vasta
sciencia das mathematicas. As demonstracbes  seriam

dadas com a maior clareza, de modo tal que o es-
pirito de um simples estudante do primeiro anno
dos lyceus as abragasse sem difficuldade nem relu-
tancia.

O Numero Programa sahiu em 15 dc  Outubro
de 1883.
O 1° N." publicou-se em 1 de Novembro  seguinte.

O ultimo —N.° 9 em 1 dc Marco de 1884
Este jornal contem alguns desenhos e figuras geo-
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métricas para melhor comprehensdao do texto. Foi
editado pelos Srs. Crus & C, proprietarios da Li-
vraria Académica, rua Augusta 102-104, e redigido
por dois officiais de artilharia cujos nomes ignoro.

Nado se encontra nenhum dos 9 numeros, que se
publicaram, nas Bibliotecas da Faculdade de Cién-
cias de Lisboa, da Faculdade de Ciéncias do Porto
e da Academia das Ciéncias de Lisboa Na Biblio-
teca Nacional existe o n.° 5.

A coleccdo que encontramos é formada pelos se-
guintes nimeros :

N.° programa. Publicado em 15 de Outubro de 1883.
Duas paginas em que estdo resolvidos 4 problemas,
um de Aritmética, outro de Algebra, outro de Geo-
metria e outro de Trigonometria.



Numeros 1 a 9. Cada numero tem 8 paginas. As
paginas sdo numeradas de 1a 72. Os nimeros foram
publicados nas datas seguintes :

N.° 1, 1 de Novembro 1883; n.° 2, 15 de Novembro
1883; n.° 3, 1 de Dezembro 1883; n." 4, 15 de De-
zembro 1883; N.° 5, 1 de Janeiro 1884; n.° 6, 15 de
Janeiro 1884; n.° 7, 1 de Fevereiro 1884; n."" 8, 15
de Fevereiro 1884; n.°9, 1 de Margo 1884.

Cada numero tem duas partes: Em primeiro lugar
sdo apresentados os problemas resolvidos, pela se-
guinte ordem : Aritmética, Algebra e Geometria; de-
pois véem as Questdes a Resolver pela mesma ordem.

A apresentagdo grafica é nitidamente inspiraxla
(como mostra a figura junta) no jornal Mathémati-
ques Elémentaires que se comegou a publicar em
Franca em 1877 (').

io) Foi neste mesmo ano que Gomes Teixeira comegou a
publicar o seu Jornal de Ciéncias Matematicas e Astrono-

A IDEIA DE
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Depois desta tentativa para lancar um jornal por-
tugués de matematica elementar s6 temos conheci-
mento da existéncia do Tira-Teimas (*), que apare-
ceu ha poucos anos e que interrompeu também a
sua publicacdo, (com o n.° 9 se ndo estamos em erro).

Porque terdo falhado estas tentativas? Nao terd
0 nosso pais necessidade dum jornal de matemaética
elementar? N&o existira um grupo de professores
do ensino secundario, capaz de realizar uma missdo
desta natureza? N&ao haverd nenhum editor capaz de
0 publicar? Nao serdo os estudantes do ensino se-
cundario capazes de apoiar uma tal iniciativa?

Mas entdo porque ndo tem hoje um continuador
o Jornal de Mathematica Elementar fundado ha 60
anos, em 1 de Novembro de 1883?

micas. N3o encontramos no Jornal de Gomes Teixeira ne-
nhuma referéncia a existéncia do Jornal de Matematicas
Elementares.

Jornal dactilografado e litografado.

DIMENSAO

por Beno Ekmenn

(Encarregado de curso na Faculdadede Ciéncias e na Escola de Engenharia da Universidade de Lausanne

e privat dosent

Licdo inaugural proferidaem 1943, Fevereiro, 5 e publicadana Revue de Théologie

na Escola Politécnica Federal de Ziirich)

et de Philosophie,

n.° 127, Abril-Junho de 1943

1. Aidéia de dimensdo, embora uma das mais intui-
tivas e antigas da Geometria, nao foi objecto duma teo-
ria exacta e satisfatdria sendo desde ha vinte ou trinta
anos e sO néstes Ultimos tempos atingiu uma certa
perfeicdo. O problema, abordado ja nos Elementos dc
Euclides, foi retomado a volta de 1900 sob um novo
aspecto, entre outros, pelo célebre matematico Henri
Poincaré, cujas idéias estdo na base das investigacdes
ulteriores que originaram uma das mais belas teorias
geomeétricas.

Se vou tentar apresentar-vos alguns resultados e
idéias simples sbbre o assunto —sob a forma mais ou
menos incompleta que o quadro destd H¢30 me impde e
que espero seja desculpada pelos meus colegas mate-
maticos — é porque creio que se trata duma coisa de
que se fala muito frequentemente, ao dizer que 0 espago
tem trés dimensdes, que uma superficie tem duas, que
o0 tempo tem uma dimensao, ao fazer alusdo, com um
subentendido misterioso, a quarta dimensdo — sem
bem entender o que se compreende por isso e sem saber
gue se trata de um problema de importancia fundamen-
tal para a Geometria e para tédas as ciéncias.

Todavia, considero tudo isto apenas como um exem-
plo, e o objectivo da minha exposicao sera atingido se

conseguir dar-vos uma idéia das relagdes bastante deli-
cadas que existem entre a intuicdo, a experiéncia e a
abstraccdo e que sao caracteristicas da maneira de pen-
sar e de trabalhar na Geometria moderna.

2. Encaremos 0 nosso problema : 0 nosso espaco € a
trés dimensdes, uma curva é a uma dimensdo, etc.,
i Que significa isto ? Quais sao as razdes e as conse-
quéncias déste facto ?

Antes de tudo: iQae é o espaco? Precisamos de
distinguir duas coisas : 0 espaco da nossa intuicdo e
experiéncia, onde nos vivemos chamé-lo-ei no que se
segue espago real (somente como abreviatura, pois ha
diferentes espécies ou gradagOes de realidade) —e espaco
geométrico que é uma criagdo abstracta do espirito.

O espago real ndo quero tentar dar déle uma defi-
nicdo fechada ; as suas propriedades sdo mais ou menos
imprecisas ; pois 0s objectos considerados nédo sao pon-
tos, rectas, etc., mas arestas de um corpo, raios lumi-
nos, reticulos, planos mais ou menos rugosos, figuras
desenhadas duma maneira pouco exacta ; e, se se ten-
tasse tornar mais exactas as propriedades déstes objec-
tos por aproximagOes sucessivas, nada se conseguiria,
mesmo teoricamente ; | como obter, por exemplo, uma



GAZETA DE MATEMATICA

recta precisa, sendo a matéria composta de atomos ou
moléculas em movimento térmico? E, um raio luminoso,
desde que se tente torna-lo suficientemente fino, comeca
a dispensar-se ! Pode mesmo afirmar-se que as proprie-
dades de todos os objectos se modificam no tempo—
— segundo 0s nossos meios e possibilidades experimen-
tais. Sem maior discussdo, pretendemos admitir que
tudo o que se diz do espago real é verdadeiro num sen-
tido ingénuo e nao inteiramente definitivo.

No espaco geométrico, as coisas sa0 muito diferentes.
Os seus objectos tém propriedades inteiramente exactas :
elas s30 ou axiomas que se n3o demonstram, ou teore-
mas que se demonstram com o auxilio dos axiomas e
da deducdo ldégica. Mas, ique sao éstes objectos? Nada
déies se diz; nao s30, em todo o caso, os objectos
inexactos do espaco real, mas seres abstractos que
possuem apenas as propriedades que lhes foram atri-
buidas sob a formade axiomas. Estes axiomas nao sao,
portanto, seguramente, nem verdadeiros, nem falsos,
nem evidentes, mas, simplesmente, postulados, con-
vencdes que se impdem a seres abstractos chamados
pontos, rectas, etc. Estas convengdes sao, naturalmente,
Inspiradas pelo real ; elas idealizam as coisas que se
constataram no real de um modo bastante grosseiro.
Mas elas ultrapassam tudo o que o real pode dar-nos :
se se diz, por exemplo, que duas rectas se intersectam
num ponto, cu se se fala do comportamento no infinito,
sdbre Isso o espago real nao nos d& nunca informacdes
precisas e directas. Ha, portanto, uma grande parte de
arbitrario nos axiomas; assim, jo espago geométrico
serd uma construcdo puramente logica que se baseia
sdbre convencdes arbitrarias ? Felizmente €le é mais do
gue isso, mais do que um simples jogo logico : éle é
uma imagem esquematica do espago real, extréema-
mente Gtil de resto ; déle nos servimos a todo o mo-
mento na nossa vida, na técnica, nas ciéncias.

Concluindo : o espaco geométrico é uma construcdo
légica cuja base é constituida pelos axiomas, isto é,
convengOes arbitrarias do ponto de vista légico, mas
inspiradas pelo real e, consequentemente justificadas.
O espaco geométrico nao é idéntico ao espago real,
mas é — para usar uma expressdo devida a Gonseth —
um esquema simples e eficaz.

Naturalmente, é possivel criar outras geometrias,
escolhendo para base da construcdo logica axiomas um
pouco diferentes e tal se tem feito. E entdo a experién-
cia que nos leva a preferir, como esquema do espago
real, uma dessas geometrias as outras. A geometria
ordinaria ou eudideana é considerada como a mais
simples e a mais eficaz para as necessidades ordinarias ;
mas, é possivel que, em casos extraordinarios, em
Astronomia ou em Atomistica, por exemplo, sejamos
forcados a preferir um outro esquema.

3. Agora, que destinguimos bem duas coisas, espaco

real. de um lado, e espaco geométrico, do outro, pode-
mos precisar a nossa pregunta :

i A que propriedades do espaco geométrico abstracto
nos referimos ao dizer que o espago real é a trés
dimensdes ?

Para responder, é muito simples o método seguinte :
Todo o ponto do espago geométrico pode ser caracteri-
zado por trés nimeros reais, denominados coordenadas ;
observemos que, de uma maneira anédloga, se fixa um
ponto de uma recta por um numero (isso se faz nas
réguas) e um ponto do plano por dois nimeros (tal se
faz sbbre qualquer carta topografica). As trés coorde-
nadas de um ponto P do espago sao, por exemplo, as
trés distancias de P a trés planos perpendiculares
dois a dois, ou as duas coordenadas da projec¢do de P
no plano horizontal e a altura acima désse plano.

Se se fazem variar éstes trés nimeros, independen-
temente uns dos outros, obtém-se todos os pontos do
espaco. Conhecendo as coordenadas de dois pontos do
espago pode calcular-se a sua distancia por uma férmula
simples ; por intermédio das coordenadas podem cal-
cular-se angulos, deduzir propriedades geométricas com
simples calculos, etc. —é o método bem conhecido sob
0 nome de geometria analitica. Nesta geometria, um
ponto é trés nlmeros, e 0 espago € 0 conjunto que se
obtém quando se fazem variar, independentemente,
ésses trés nameros. Por isto se diz que 0 espago geo-
métrico tem trés dimensdes, entendendo por ndmero
de dimensdes o numero de coordenadas que variam
independentemente.

4. Esquecamos agora, por um momento, a significa-
cdo exterior do espago geométrico, esquecamos que éle
é o esquema do espaco real. Entdo, nao se compreende
0 papel extraordinario do nimero trés nesta constru-
cdo, visto ser evidente que a mesma construgdo logica
pode fazer-se com quatro, cinco ou um nime'o qual-
quer « de coordenadas ; obtém-se entdo o espaco a n
coordenadas ou a n dimensdes.

Um ponto déste espago a n dimensdes € n ndmeros
reais, e obtém-se todo o espago, se se fazem variar
independentemente éstes n nimeros. Néle pode fazer-se
a geometria analitica : a distancia de dois pontos cal-
cula-se, a partir das coordenadas, com o au ilio de uma
formula anédloga a do caso de trés dimensdes, etc.

E inatil preguntar se éste espaco a quatro, cinco,
ou » dimensdes existe ou nao - éle é, simplesmente,
uma construcdo légica que nao pretende dar informa-
cdes sbbre qualquer coisa de real —o espago a trés
dimensdes nao as da também; pode servir como esquema
do espaco real, eis o seu papel particular! (De resto, o
espago a duas dimensdes é, duma maneira analoga, o
esquema do plano, e o de uma dimensao o da recta).

Preguntar-se-a : i N3o poderia tomar-se, para o
esquema do espaco real o espago a quatro, cinco ou a



outro nimero de dimensdes, tal como o espago a trés
dimensdes ? Obter-se-ia assim uma geometria muito
diferente da nossa !

Mas, entre todas estas possibilidades, a experiéncia
féz-nos escolher uma : trés dimensdes sao, como sem-
pre se verificou, exactamente o que é preciso para des-
crever (de uma maneira esquematica, mas eficaz) os
pontos do nosso espaco real.E, mesmo, se se tentou, como
j& foidito, modificar um pouco a nossa geometria (por
exemplo, considerando uma outra férmula para a distan-
cia), nunca se foi levado a modificar o nimero trés das
dimensdes, das coordenadas que variam independente-
mente

Ha outra possibilidade que se mantém mais ou menos
em aberto : Poderia acontecer que 0 Nosso espago real
fizesse parte de um espacgo real a quatro dimensoes (isto
é, qualquer coisa cujo esquema deveria ser 0 espago
abstracto a quatro dimensdes), como um plano que faz
parte do espaco ordinario, que esta imerso neste espaco.
Certas propriedades geométricas diferem essencialmente,
segundo se ficar no espaco, ou dele se saia no espaco
a quatro dimensoes.

Para melhor compreensdo, examinemos a situagéo no
caso do plano. Comparemos a geometria no plano se-
gundo se fica no plano, fazendo abstraccdo do espaco
que o rodeia, ou néle se nd°o0 permanece.

Consideremos um rectangulo e um ponto Interior; no
plano, é impossivel fazer sair o ponto do interior do
rectangulo sem atravessar um dos lados ; portanto, se
lhe é proibido atravessa-los, se ele esta encerrado, néo
pode sair sem que se lhe abra uma portal Ora, atra-
vez do espago é isso possivel : eleva-se o ponto nadi-
reccdo de um terceiro eixo, perpendicular ao plano, des-
loca-se paralelamente ao plano, deixa-se recair no plano.
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Consideremos a situagdo analoga no espacgo : se ura
objecto estd encerrado num arméario (num cubo), éim-
possivel fazé-lo sair sem abrir aporta, sem atravessar
as faces, sem nelas abrir um orificio. Ora, se 0 nosso
espago esta imerso num espaco a quatro dimensdes ou
mais, tal € bem possivel. Pode verificar-se isso, facil e
rigorosamente, na geometria analitica do espaco a qua-
tro dimensdes, realizando, por férmulas, o movimento
necessario : desloca-se o ponto na direc¢do de um quarto
eixo, transporta-se paralelamente ao espaco e faz-se
recair no espaco, no nosso mundo.

E possivel indicar outros fenémenos déste género que
poderiam produzir-se, se 0 NOSSO espaco estivesse imerso
num espaco a quatro dimensdes : Poderia transformar-
ese com um simples movimento uma luva direita numa
luva esquerda, poderia resolver-se um no fechado sem
cortar o cordel, poderiam separar-se dois anéis enlaca-
dos sem os abrir, e assim por diante.

Se tais fendmenos se produzissem regularmente e se
éles fossem confirmados por experiéncias fisicas, o meio
mais simples e claro para os reconhecer e para os for-
mular e explicar seria 0 esquema de um espaco a quatro
dimensdes no qual se encontraria 0 nosso espaco. Mas,
exceptuados alguns truques de prestidigitacdo, ftstes
fendmenos designados como sobrenaturais, nao foram
nunca observados. E um resultado empirico (como, por
exemplo, a ndo-exlsténcia do movimento perp'tuo de
primeira ou segunda espécie). Para a descri¢do do nosso
espago e dos seus fenomenos a hipotese duma quarta
dimensao é supérflua.

Traducdo de A. SA DA COSTA
(bolseiro do I. A. C. em Zarieh)

(Continua no préximo numero)

PEDAGOGIA

ALGUMAS REFLEXOES SOBRE OS EXAMES DE APTIDAO

por Bento de Jesus

1. Os resultados dos exames de aptiddo as Univer-
sidades podem fornecer elementos de interésse sobre
éste problema que nao sei se foija estudado conve-
nientemente — o da coordenacdo entre o ensino secun-
dario e o superior.

Seria bom que todas as Escolas dissessem o que sobre
0 assunto a sua experiéncia lhes indica. Vamos dar aqui
hoje alguns resultados dessa experiéncia na Escola onde
sou professor —o Instituto Superior de Ciéncias Econo-
micas e Financeiras — relativos ao ano corrente e a disci-
plina de Matematica.

Propositadamente limito a minha observacdo a 194}

Caraca

para procurar eliminar, tanto quanto possivel, as osci-
lagdes, naturais num primeiro periodo de adaptacéo.
Agora, com alguns anos de vigéncia déste regimen,
com muitos pontos publicados e acompanhados das res-
pectivas resolucdes, o elemento surpreza ou desconhe-
cimento de orientacdo nd'o deve jogar ja, e a situagdo
deve por consequéncia oferecer garantias de estabilidade
gue permita certa seguranca de apreciagoes.

2. Comeco por consideragOes de caracter estatistico.

Os candidatos ao exame de aptiddao ao I.S. C. E.F.
sao de duas origens —Liceu e Ensino Técnico médio
(Institutos Comerciais de Lisboa e Porto).
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Os numeros de aprovag3es e reprovacdes nas duas
épocas de Julho e Outubro, constam do seguinte quadro :

JULHO OUTUBRO JUL. e OUT.

Apr. Rep. Apr. Rep. Apr. Rep.
74 38 18 13 92 51
66»/. 34V. 58»/. 42°/. 64V. 36V.

18 17 10 7 28 24
51V. 49V. 59*/. 41V. 54v. 46",

Déste quadro tira-se imediatamente uma concluséo
perturbante — é que, salvo na época de Outubro e por
uma muito escassa diferenga, as percentagens de repro-
vagdes s30 superiores nos candidatos vindos do ensino
técnico do que naqueles que vém do Liceu. Isto é exac-
tamente o contrario do que seria de esperar. Ha aqui
qualquer coisa que n&do esta certa e que seria bom de-
bater com uma certa amplitude. Professores das esco-
las interessadas e candidatos, todos tém, certamente,
algema coisa a dizer a éste respeito. A «Gazeta» abre
as suas colunas para essa discusséo.

Tem também um grande interésse a classificacdo de
cada uma das escolas secundarias conforme os resulta-
dos obtidos pelos seus candidatos. Abstenho-me de o
fazer por agora devido a ser ainda escasso o material.

Como casos dignos de nota, encontramos o Liceu de
S& da Bandeira, com cinco aprovacdes e uma so repro-
vacdo (em Julho», e o de Jodo de Deus com cinco apro-
vagOes e nenhuma reprovacdo contando-se ainda, entre
0s seus candidatos, o que obteve classificacdo mais ele-
vada em 104.3. Como no decorrer déste artigo terei de
dizer algumas coisas duras, apraz-me citar os resulta-
dos do bom trabalho de duas escolas.

3. Encaremos agora a questdo mais importante —
> permitem os resultados dos exames de apti. o dizer-
nos alguma coisa sébre o nivel do ensino médio e a
forma como éle é feito ?

A éste respeito, as conclusdes que podem tirar-se sao
um tanto desoladoras. Se se pensar que se trata de
pessoas, a volta dos 18 anos, cujo trabalho foi acom-
panhado por professores durante anos e que se sujeita-
ram depois, com éxito, a provas finais de saida, se se
pensar nisso e depois se lerem definicbes como esta :
«0 m. m.c. de dois nUmeros é o maximo divisor comum
e ndo comum que é divisivel pelos os outros dois»
(ens. téc.) ou como esta: «Poligonos sdo figuras pla-
nas dom numero ilimitado de lados» (Liceu), ou como
esta: «0 logar geométrico dos lados dum angulo é a
bissectriz» (Liceu), ou ainda como esta : «sdo chama-
das superficies de revolucdo as figuras do espago que
sdo geradas por solidos» (Liceu), o menos que se pode
pensar é que ha qualquer coisa de muito errado no

fundo e que n&o pode continuar
sob pena de nos convertermos
crime.

Com tais erros de base, ndo se pode fazer nada de
geito e ndo é de-certo no ensino superior que éles podem
ser emendados.

Mas nao é apenas isto o que se passa. H& mais e
talVi. z pior Véem-se nas provas de muitos candidatos
que, no entanto, mostram n3o ser totalmente desprovi-
dos de aptiddes, certos habitos e vicios de raciocinio e
de comportamento em face dos resultados do seu traba-
Iho, que sédo altamente perniciosos.

Julgo nao se tratar de casos pessoais, dada a fre-
quéncia e persisténcia com que se apresentam. Creio
antes tratar-se de certa atitude negativa que subrepti-
ciamente se vai introduzindo no ensino da Matematica
e que o ameaca duma subversdo total.

O caso 6 suficientemente sério para merecera atencao
ndo s6 das entidades oficialmente responsaveis pela
orientagdo da nossa pedagogia, como de todos os tra-
balhadores do ensino.

Aqg .iv3o alguns factos salientes.

a deixar-se como estd,
todos em cumplices dum

4. E frequentissimo encontrar entre os candidatos
um desprezo total pelos resultados e seu possivel enqua-
dramento dentro do problema a que dizem respeito. E
hoje limitadissimo o nimero de candidatos que faz uma
idéia clara do que seja a discussSo dos resultados dum
problema. Mas a coisa vai ainda mais longe e verifica-se
em muitos casos uma completa indiferenca, até, pela
verosimilhanga dos resultados.

Dos muitos exemplos que poderia apresentar, citarei
0s seguintes :

I. Na é oca de Julho, num ponto de céalculo numé-
rico, pedia-se o célculo da area dum triangulo equilatero
de 273,47 metros de lado. Um candidato (Liceu) d&
13 metros quadrados ; outro (Liceu) d& 273,468 (nao
diz o qué); outro (Liceu) d& 0,6871 metros quadrados !
e isto como resultado dum célculo que termina pela

273 47x 2
«igualdade» -——-

8
d&, para altura do mesmo triangulo, 24,12 metros.

II. Na época de Outubro, num ponto de célculo
numérico, pedia-se o célculo do volume da esfera cir-
cunscrita ao cubo cuja aresta mede 22,01 metros. Um
candidato (Liceu) da 15 metros cubicos ; outro (Liceu)
6 metros cubicos.
I1l. Um candidato (Liceu) encontra para a altura dum
cone 7,2 metros e para geratriz do mesmo cone 9 me-
tros e continua imperturbavelmente o calculo do volume
do cone. Outro (ens. tec.) encontra para altura do
mesmo cone o nimero A=6—3« ! e continuaimpertur-
bavelmente t

IV. Um candidato, raciocinando sébre uma figura como

— 0,6871 ; outro ainda (Liceu)



a junta, encontra = X e nao nota que

o0 resultado é absurdo !

I Que concluir déstes e outros casos? Que a Unica
coisa que interessa na
resolucdo dum problema
é fazer determinadas ope-
races em obediéncia a
certas receitas Que o
resultado dé ou nao dé
coisa aceitavel, nao in-

teressa—foi... um engano de contas e nds, como so-
mos pessoas superiormente inteligentes, nao ligamos a
essas ninharias |

5. Outro facto saliente é a tendéncia a usar das
receitas, mesmo quando
elas dao muitissimo mais
trabalho do que pensar
um pouco, ainda que seja
muito pouco, sobre uma
figura. Na época de Ju-
lho, num ponto de cal-
culo numérico pedia-se a
area da corSa circular li-
mitada pelas circunferén-
cias inscrita e circunscrita a um octdgono regular de
lado 18,31 metros.
Houve um nGmero multo limitado de candidatos que
I*
4
A grande maioria seguiu um raciocinio que tem a sua
expressdo tipica no seguinte, que reproduzo textual-
mente (Liceu):
Sejam :

observaram na figura que a area é ir(A?—r*)=

R o raio da circunferéncia clrcunscria
r o raio da circunferéncia inscrita
/ o lado do octégono.
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Tem-se

R = "2-|Vt+2\/2 donde R*= n [*(4+21/2)

r=-j-/(1+1/2) donde r-=) P(1+2+2\fi)

logo
TZR*—Tzr*=7Zl— (4+ 21/2)—i£—(3 +2 \2)=*

=L+ 218 -(3+2/2)]-ir-p

6. Muitos candidatos nao distinguem com clareza,
de entre varias proposicdes apresentadas, as que éles
préprios tomam como definicdes e como  propriedades.

Um exemplo tipico : Um candidato d& a seguinte
definicdo de triangulos semelhantes — «dois triangulos
dizem-se semelhantes quando tém os angulos iguais e
os lados homélogos proporcionais». E logo a seguir
Propriedades : 1." — «dois triangulos dlzem-se seme-
lhantes quando tém os trés angulos iguais».

7/ Tdédas estas insuficiéncias, se reduzem, creio eu,
fundamentalmente a duas falta de espirito cr.tico e
automatismo. Diante do problema, a primeira reaccdo
do candidato é procurar a formula que se aplica (che-
gam a encontrar-se expressdes como esta — «aplicando
0 Pitagoras» —e recordo um caso ainda mais expres-
sivo — «agora aplico pitagoras» — com p minudsculo !) ,
atirar-nos com o resultado, nao do problema, mas da
aplicacdo da formula.

i Quais as razbes déste estado de coisas ? Tenho a
ésse respeito a minha opinido, mas seria bom que mais
professores dessem a sua e. antes de mais, que se es-
clarecesse bem se tenho ou nao razdo, isto é, se é ou
nao verdade gque o nosso ensino secundario desenvolve
a falta de espirito critico e o automatismo.

Facamos um longo debate sdbre éste problema que
envolve, muito profundamente, uma grave questdo de
interesse nacional.

ASTRONOMIA

SOBRE O MOVIMENTO DOS POLOS A SUPERFICIE DA TERRA
VARIAGAO DAS LATITUDES

por A. Baptista dos Santos

E javastissima a bibliografia relativaa éste pro-
blema de Astronomia que ha cem anos preocupa
os cientistas do Mundo inteiro sem que, até hoje,
se tenha conseguido resolvé-lo completamente;
e tarefa dificil é a daquele que queira expd-lo nos
apertados limites de um artigo da «Gazeta», sem
deixar de referiras suas fases mais importantes,

de modo a dar aos que onaoconhecam uma idéia
geral da sua evolugdo até aos nossos dias. Vamos
tentar fazé-lo sem esperanca de sucesso brilhante-

A possibilidade do deslocamento dos polos a
superficie da Terra era ja do conhecimento da
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Mecanica depois que Euler aperfeicoou e comple-
tou a teoria do movimento de rotacdo de um corpo
solido, rigido, em térno de um ponto fixo (1765).

Euler demonstrou que o movimento de rotagao
de um solido homogénio, rigido, admitindo um
eixo de simetria e subtraido a accdo de forcas
exteriores, persistiria indefinidamente com velo-
cidade uniforme, se a rotacdo se tivesse iniciado
em torno désse eixo de simetria; mas que, em
igualdade de t6das as outras condigdes, se inicial-
mente o eixo de rotagdo ndo coincidisse com o
de simetria, éle manteria ainda uma direccdo fixa
no espa¢co mas deveria girar em térno do segundo,
descrevendo um cone no interior do sélido.

A aplicacdo da analise de Euler ao Globo Ter-
restre suposto perfeitamente rigido, permite re-

y

conhecer, na hipétese da rotagdo se ter iniciado
em torno de um eixo ndo coincidente com o de
figura — eixo menor do elipséide de revolugdo a
que a Terra se assemelha —e abstraindo ainda
das accOes do Sol, da Lua e dos outros planetas,
que o eixo de rotacdo conserva no espacgo, relati-
vamente as estrelas, uma direccdo fixa, mas gira,
de ocidente para oriente, em tdrno do eixo de
figura, completando o seu movimento num periodo
de 305 dias siderais que é uso designar pelo nome
de ciclo de Euler. Em relacdo as estrelas, é entdo
o eixo de figura que gira em tdérno do eixo de rota-
cdo, descrevendo uma superficie cénica cujo an-
gulo de abertura, que é uma funcdo das constan-
tes arbitrarias introduzidas pela integracdo das
equacOes de Euler, s6 pode ser determinado pela
observagdo. Nas hipdteses estabelecidas, o polo
de rotagdo descreve, assim, a superficie da Terra,
uma circunferéncia cujo centro existe no eixo da
figura ; e sendo a latitude de um lugar a altura do
polo de rotacdo acima do horizonte é 6bvio que

as latitudes astron6micas se ndo conservam cons-
tantes.

O movimento do eixo de rotagdo em tdrno do
de figura nédo é, porém, tdo simples como o con-
siderou Euler. Tisserand estuda mais pormenori-
zadamente éste movimento e mostra, supondo
ainda nulas as forgas exteriores, que éle tem duas
componentes: uma, a principal, € o movimento
considerado por Euler, de periodo igual a 305 dias;
a outra, de importancia secundaria, € um movi-
mento do eixo instantaneo de rotagdo em tdrno
da sua posicdo média, de periodo diario e de sen-
tido contrario ao do primeiro. Qualquer déstes
movimentos se anula no caso da coincidéncia ini-
cial dos eixos

A projeccdo do movimento do polo de rotagdo
no plano tangente ao elipséide, cujo ponto de con-
tacto € o polo de simetria, é, assim, um movimento
epicicloidal como se reconhece pela figura. Desi-
gnando por x ey as coordenadas do polo P em
relacdo a um sistema de eixos coordenados rectan-
gulares com origem no polo P, as equacbes do
movimento composto serao :

x=r\ cos a+r, cos 8

y=ri sen a+”"sen p

$
onde r, e r, sdo os raios dos circulos e « e p sdo
funcdes do tempo.

A Teoria mostra ainda que o raio r, é variavel
desde 0 ao valor maximo de 60 centimetros. Como
se vé, bem insignificante é, de facto, a segunda
componente do movimento.

Oppolzer, no seu tratado da Determinagdo das
Orbitas, estuda ainda a influéncia das acgdes do
Sol e da Lua no deslocamento do eixo de rotacédo
em relagdo a Terra, e chega a expressdo seguinte
da variacdo das latitudes resultante :

40=0".009 sen 6-0".006sen (0-2( ) -
-0".003sen (-2 ©)+seee

onde 0¢é a hora sideral local e © e ( sdo as lon-
gitudes do Sol e da Lua.

A anélise desta expressdo, de que escrevemos
apenas os térmos principais, mostra que as acc¢des

<* Aos menos familiarizados com éste assunto recorda-
mos que 0s movimentos considerados sdo perfeitamente
distintos dos de precessdo e nutacdo do eixo terrestre ;
estes sdo movimentos de conjunto de tdda a Terra em térno
de um eixo perpendicular ao plano da ecliptica fixa e resul-
tam da accdo do Sol, da Lua e dos planetas sdbre o anel
equatorial do elipséide terrestre. Se fossem nulas as accdes
exteriores, éles anular-se-iam, persistindo, no entanto, os
primeiros movimentos.
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do Sol e da Lua originam variacdes de periodo
diario ; Ovaria, com efeito, de 0° a 360° no inter-
valo de um dia sideral.

Considerando, porém, os valores que tomam
aquéles termos a mesma hora civil de cada dia,
reconhece-se que o0 primeiro e o terceiro apre-
sentam um periodo anual mostrando o segundo
um periodo semi-mensal, visto que 9e 0 variam
de cérca de | °por dia e ( varia de 0° a 360° num
més lunar.

A possibilidade da variagdo periodica das lati-
tudes astron6micas apareceu, como se Vvé, teori-
camente, como consequéncia imediata dum pro-
vavel deslocamento dos polos a superficie da
Terra ; mas a Teoria ndo pode afirmar ou negar
a existéncia real désse deslocamento porque nada
pode saber das condi¢gdes em que se iniciou o mo-
vimento de rotacdo da Terra. A verificacdo expe-
rimental impunha-se, portanto, a consideracdo dos
astronomos.

Foi o ilustre Bessel um dos primeiros a tentar
essa verificagdo por observacOes da Polar em
combinagdo com as leituras de uma mira colocada
no meridiano, mas sem resultado positivo.

As primeiras observacOes que confirmaram a
existéncia real da variabilidade das latitudes foram
feitas por Peters em 1842 e 43, no circulo vertical
do Observatorio de Poulkovo; éste célebre astro-
nomo constatou variacdes de 0".08 de amplitude,
cujo periodo se adaptava bem ao ciclo de Euler,
mas éle prdprio ndo confiou muito nas indicacdes
dos seus resultados porque os ndo podia conside-
rar expurgados de influéncias relacionadas com
as diferentes caracteristicas das estagdes do ano
—a da temperatura, principalmente.

Qutros astrénomos se lhes seguiram neste em-
preendimento“>: Magnus Nyren, que discutiu as
observacdes de Struve no primeiro vertical de
Poulkovo, o conjunto de t6das as observacdes de
Peters, as de Gylden (1863-70) e as suas proprias
(1871-73), determinando pelas observacdes de
Gylden uma amplitude maxima de 012 com um
érro provavel de 0".02; Clerk Maxwel, que dis-
cutiu observacdes efectuadas em Greenwich
(1851-54) ; Downing, que examinou observacdes
também de Greenwich (1868-77), chegando a re-
sultados que se aproximavam muito dos de Peters;
A. Nobile, que além das suas proprias observacoes
efectuadas no Observatorio de Capodimonte ***,

< M. F. Tisserand - «Bulletin Astronomique», Vol. 5,
1888; Tisserand —cTralté de Mécanique Celeste», Vol. 2.

(* Onde esta hoje instalado o Oficio Central do Servico
Internacional das Latitudes, sob a Direc¢So do Prof. Car-
nera.
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Néapoles, discutiu longas séries de observacOes de
diferentes observatérios, Oxford, Washington,
Mil&o, e, em particular, uma série de 20 anos de
observacdes de Greenwich (1862-82), cuja analise
p6s em evidéncia um valor minimo da latitude de
Greenwich entre Dezembro e Janeiro, e um ma-
ximo correspondente aos meses de verdo, 0 que
revelou um ciclo anual, aproximadamente.

Em 1883, no Congresso de Geodesia realizado
em Roma, Fergola tinha chamado a atencdo dos
astronomos para a necessidade de se fazerem
observacdes sistematicas de latitude, com o fim
de se descobrirem as suas variagdes periddicas e
seculares, mas essa necessidade s6 foi geralmente
reconhecida em 1888, depois da publicacdo duma
memoria de Kiistner, do Observatorio de Berlim,
sbbre a determinacdo da constante de aberracao-
Kustner tinha-se proposto determinar uma cor-
reccdo ao valor deduzido por Struve e, contra a
sua espectativa, encontrou o valor —0".132 que
estava em completo desacdrdo com o determinado
por Nyren, +0".05. Procurando as causas do
desacdrdo, apenas uma lhe pareceu inelidivel, a
variacdo da sua latitude, claramente manifestada
nos resultados das observacdes.

SO entdo principiou a desfazer-se a descrenca
geral na variabilidade das latitudes, que a Teoria
de modo algum tinha apontado como verdade in-
discutivel. As observacgdes antigas, a ndo ser as
de Peters e as de Downing, pouco se harmoniza-
vam com as deducdes teoricas, e Kustner mos-
trou-se inclinado ainda a atribuir a variagdo a
causas de origem meteorolégica ou de natureza
subterrdanea. Mas de tal modo a sua memdria
prendeu a atencdo dos astronomos, que diversos
Observatorios — Berlim, Potsdam, Praga, Stras-
bourg, Poulkovo, Copenhague, Upsala e Lund —
se propuseram estudar em comum as variagdes
da latitude tendo os primeiros quatro escolhido
para ésse fim o método de Horrebow-Talcott'™
que tinha sido usado por Kustner na deducdo da
constante de aberracgédo.

E nesta faseque aintervencdo de Chandler vem
encontiar o problema. Alguns o tém apresentado
como o descobridor do movimento do polo, o pri-
meiro, talvez, a suspeita-lo» “’. Ora, 0o mérito de
Chandler, que foi muito grande ndo s6 nesta como
em outras questdes de Astronomia, ndo necessita
da prioridade na descoberta do movimento. Chan-

<& E éste o método usado ainda hoje pelas estagdes do
Servigo Internacional das Latitudes.

i> H. H. Turner —«Astronomical Discovery*. London,
1904,
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dler nao descobriu o movimentodo polo e, sobre-
tudo, ndo foi éle o primeiro a suspeita-lo. Tudo
guanto atraz ficou dito estava feito quando, em
Novembro de 1891, Chandler escreveu no N.° 248
do «Astronomical Journal» o seu primeiro artigo
em que falaabertamente de variacdo das latitudes.
O que Chandler descobriu, pela analise das suas
observacdes com o Almucéantara do Observatoério
do Harvard Colege (Cambridge, Massacbussets) e
de dezenas de milhar de outras, foia leido movi-
mento —o valor real do periodo e a forma com-
plexa da trajectoria do polo —mercé de criteriosa
interpretagdo das observacdes e de decidido alhea-
mento de tddas as consideragdes de ordem te6-
rica. Os que o antecederam, ou por que usaram
métodos defeituosos no tratamento das observa-
¢des ou por ndo terem conseguido libertar-se dos
conceitos tedricos estabelecidos, ou nada puderam
concluir ou se aproximaram apenas dos resulta-
dos previstos pela Teoria. E foiainda a Teoria
gue, em méaos de tdo notdvel autoridade como
Newcomb, veio em auxilio de Chandler para que
no meio cientifico Ilhe dessem crédito —na curiosa
expressdo de Turner, Newcomb ensinou-nos  como
engulir a pilula.

O Dr. Seth Chandler néo era astrénomo de pro-
fissdo. O seu gdsto pela Astronomia manifestou-se
logo no ultimo ano do curso e, concluido éste,
Chandler iniciou a vida pratica como assistente
particular do Dr.Gould no U.S. Geodetic Survey,
em Boston, mas em breve abandonou a carreira
astronémica para se dedicar a inddstria de Segu-
ros onde foi um técnico distintissimo. Retomou
m7is tarde os trabalhos astronémicos no Obser-
vatorio do Harvard Colege onde trabalhou ainda
durante alguns anos e, desde entdo até a sua morte,
nunca mais deixoude se interessar profundamente,
como amador, pelas questdes de Astronomia.
A descoberta das leis do movimento do polo va-
leu-lhe a concessdo da Medalha de Ouro da Royai
Astronomical Society de que era associado. Um
dos seus primeiros triunfos foi a invencdo do
Almucantara, instrumento cujas observacdes o

conduziram a investigagdo dessas leis.

Chandler tinha notado que os residuos destas
suas observacgdes ndo gosavam de caracter aciden-
tal, o mesmo sucedendo aos das observagdes do
Dr. Kdstner e as de Berlim, Potsdam, Praga e
Poulkovo a que atraz se fézreferéncia; e, servin-
do-se em particular das observagdes de Poulkovo
e Washington, realizadas conjuntamente durante
um periodo relativamente mais longo (1863 a 67),
calcula pela formula :

Ao = —r cos [X + (I—T) 6]

11

os valores decefi*", verifica que estes valores
satisfazem também as equacgdOes estabelecidas pe-
las observacdes de Melbourne e Leyden eafirma
ousadamente que o polo norte da Terra gira, de
Oeste para Leste, em térno de uma posicdo média,
num periodo de 427 dias - 14 meses, — descre-
vendo uma curva de raio igual a 30 pés— cérca
de 9 metros.

Mal pode fazer-se idéia, diz Turner, da onda de
incredulidade que suscitaram as conclusdes de
Chandler. O conceito geral sdbre o movimento do
polo era tacitamente éste : ou é imovel a superfi-
cie da Terra ou, ndo o sendo, completa o seu
movimento num periodo de 305 dias de ac6rdo
com a Teoria. A pressuposi¢do gratuita de uma
Terra absolutamente rigida, sdbre que assentava
tdda a Teoria, tinha sido esquecida e para que
fossem aceites as conclusdes de Chandler foi ne-
cessario que Newcomb chamasse a atencdo para
essa infundada hipétese e demonstrasse que se
a Terra fosse considerada elastica e lhe fosse
atribuida uma rigidez ligeiramente superior a do
aco, o periodo teérico do movimento do poloigua-
laria o deduzido pelas observagoes.

Chandler poderia ter ficado por aqui: a Teoria
e a Pratica estavam ja reconciliadas e a missao
de ulterioresinvestigagdes pertencia agora a Asso-
ciacdo Geodésica Internacional que, para ésse fim,
acabava de criar o Servigo Internacional das La-
titudes com programa e métodos proprios. Mas a
fé de Chandler nas suas conclusdes era grande
de mais para que se resignasse a ndo ver confir-
mada por maior nimero de observacdes a lei do
movimento deduzida e, assim, éle passa a anali-
zar as observacdes de Bradley® e por elas deduz
um periodo anual para o movimento do polo.
O manifesto desacdrdo entre estas e as primeiras
conclusdes levam-no a suspeita da variabilidade
do periodo e, com o fimde a verificar, éle aplica
a sua analise a cérca de trés dezenas de milhar
de observagoOes, feitas, entre os anos de 1837 e

<" Por r e 6 designava Chandler o raio da curva descrita
eo movimento angular diario; A9 era a variacdo da lati-
tude, T a data em que o polo moével existia no plano do
meridiano de Greenwich e , a longitude daestagdo referida
a Oreenwich.

<" Newcomb —On the Dynamics of the Earth's Rotation
with respect to the Periodic Variationsof Latitude — Mon-
thly Notices, Vol. Ill, Mar¢o de 1892.

¢> E curioso notar que foram estas observacdes que leva-
ram Bradley a descoberta da Aberragdo daLuz e da Nutacéo
do eixo terrestre. Como vai ver-se saoelas que vaoainda
conduzir Chandler a descoberta da verdadeiralei do movi-
mento do polo. E mais um atributo de preciosidade que a
Astronomia lhes n&o pode negar.
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1891, em diversos obhservatérios e por métodos
diferentes. Ao principio ainda se pronunciou por
um perfodo varidvel mas, ante a critica severa de
Newcomb a esta conclusdo, Chandler é compelido
a rever o seu trabalho e concluientdo : o movi-
mento do polo é a resultante da combinacédo de
dois movimentos distintos, tendo o primeiro um
periodo de 428.6 dias e uma semi-amplitude de
0M2, e o segundo um periodo anual com a semi-
-amplitude variavel entre 0".04 e 0".20. O periodo
do movimento resultante era, pois, de 7 anos, ou
sejam 84 meses (m.m.c. 14,12). Em todo o caso,
as observagdes mostravam que os periodos e as
amplitudes déstes movimentos estavam ainda su-
jeitos auma oscilacdo de longoperiodo compreen-
dido entre 60 e 70 anos.

Chandler procura em seguida determinar a na-
tureza das trajectdrias” . Tracando por pontos a
do movimento resultante, obteve uma linha quasi
fechada que se aproximava muito de uma elipse
de eixos iguaisa 0'.55 e 0".30. Estudando depois,
em separada, as trajectdrias dos dois movimentos
componentes, Chandler determinou para o movi-
mento de 14 meses uma curvatdo pouco diferente
da circunferéncia que os dados da observacéo
eram igualmente bem representados por uma ou
por outra; para o movimento de periodo anual,
obteve uma elipse muito alongada de eixos iguais
a 0".32 e 0".10 .

Estavam descobertas as leis do movimento do
polo.

As investigacOes posteriores do Servigo Inter-
nacional das Latitudes confirmaram, com efeito,
estes resultados de Chandler, mas ndose suponha
que se encontrou sempre, rigorosamente, o nu-
mero 428.6 para a grandeza do periodo do movi-
mento principal, ou que os valores das amplitudes
igualaram sempre os deduzidos por Chandler, ou,
finalmente, que as trajectoérias obtidas por essas
investigacdes se adaptaram sempre, com inteiro
rigor, a circunferéncia e a elipse, de raio e eixos
constantes, que Chandler determinou. Estas gran-
dezas estdo sujeitas a variacdes mais ou menos
regulares. A trajectéria do polo apresenta, por
vezes, formas bastante caprichosas e pelo que
diz respeito, em particular, ao periodo do movi-
mento principal, tem-se reconhecido a sua varia-

W Néao cabe aqui, evidentemente, a exposicdo pormeno-
rizada dos métodos usados por Chandler nesta exaustiva
investigacdo que lhe levou o melhor de 6 anos. O leitor
mais interessado encontrard essa exposi¢do em artigo do
préprio Chandler, no n.° 406 do « Astronomical Journal», de
18 de Junho de 1897, sob o titulo: Synthetical statement of
the Theory of the polar motion.
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bilidade dentro de alguns dias. Enquanto Chandler
determinou primeiro, para seu valor, 427 dias e
mais tarde 428.6, Frank Dyson achou, pelas obser-
vacOes de Greenwich, 432 dias, e mais moderna-
mente, para s citar estes, Markowitz, do Obser-
vatério de Washington, encontrou o valor médio
de 422 dias pela analise das observagdes de 21
anos (1916-40). A efeméride das latitudes que
Chandler chegou a imaginar e mesmo a construir,
isto é, uma tabela que nos desse, para qualquer
data, a latitude de um lugar de longitude x, é im-
praticavel a ndo ser que nos contentemos coiii
um grosseiro valor aproximado. Ele o reconheceu
quando, depois da analise que ainda féz das pri-
meiras observagdes do Servico Internacionalapre-
sentadas por Albrecht, enuncionu os seus resul-
tados do modo seguinte : 0 movimento do polo é
a resultante de dois movimentos simples, um de
trajectoria aproximadamente circular e de veloci-
dade angular variavel, realizando-se num periodo
de 14 meses, e um outro de trajectéria aproxima-
damente eliptica e de periodo anual. E assim se
deve dizer: 14 meses — como quem diz, mais dias
menos dias —e nédo 428 ou 432 dias, e sobretudo,
428.6. Ha, na realidade, varias causas que pertur-
bam a perfeita regularidade do movimento do
polo, designadamente, tddas as de origem meteo-
rolégica e geoldgica que modificam, sem regula-
ridade periddica, adistribuigcdo de massas a super-
ficie e no interior do Globo.

E geralmente aceite a seguinte interpretagéo
fisicados movimentos do polo deduzidos da obser-
vacdo. O movimento principal, de periodo igual a
14 meses, é 0 movimento previsto por Euler. Ele
resulta, como se viu, de ndo serem coincidentes
os eixos de rotacdo e de figura da Terra e jafoi
explicado como o periodo previsto pela Teoria se
poderia ajustar ao deduzido experimentalmente.
Quanto ao segundo movimento, de periodo anual,
ocorre naturalmente identifica-lo com o deduzido
teoricamente por Oppolzer como resultado das
accdes do Sol e da Lua, mas reconhece-se que
éste, por si s0,apenas pode explicar uma pequena
parte daquele térmo anual. A maior parte resulta,
principalmente, do fendmeno meteorolégico do
deslocamento de grandes massas de ar a supar-
ficie da Terra. Sabe-se, com efeito, que 0 maximo
de pressdo atmosférica se verifica nos continen-
tes durantes os meses frios, registando-se néies
0o minimo de pressdo nos meses quentes. NoOs
mares da-se o contrario. Ora, dada a enorme ex-
tensdo do hemisfério norte ocupada pelos conti-
nentes, muito superior a superficie déste hemis-
fério ocupada pelos mares, reconhece-se que
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apenas uma pequena parte do excesso de ar que
no inverno cobre aqueles continentes é gasta em
produzir o excesso de pressao verificada durante
0 verdo sObre os mares do mesmo hemisfério.
A massa excedente, que Spitaler™' calculou ser
superior a uma dezena de bilides de toneladas,
desloca-se pois de Norte para Sul na passagem
doinverno para overdo (hemisférionorte), ficando
sujeita a um movimento de sentido contrario na
passagem do verdo para o inverno.

Este movimento de periodo anual de uma tédo
grande massa de ar tem como consequéncia um
deslocamento, igualmente de periodo anual, do
polo de figura da Terra, que foi estudado por
Spitaler e de que resulta, segundo os trabalhos
de Radau, um deslocamento triplo para o polo de
rotacdo. E de esperar, por outro lado, que éle dé
origem a uma vibracdo do centro de gravidade ">
da Terra para um e outro lado da sua posicao-

«> Spitaler, Die Ursache der Breitenschwankungen,
Wien 1897.

OWN Escrevemos contrafeitos «centro de gravidade da
Terra'. S6 o desejo de nédo fugir a regrageral nos levou a
isso porque entendemos que esta designacdo se deveria
exclusivamente aplicar no caso de corpos sujeitos a ac¢édo
<ia gravidade. Para a Terra ou qualquer outro planeta prefe-
riamos empregar a designagao de «centro de atracgdo».
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média, resultando dessa vibracdo variagdes na
inclinacdo, em relagdo ao equador, da vertical de
qualquer lugar a superficie da Terra e, portanto,
variacdes de periodo anual nas latitudes. Sendo
assim, é de reconhecer que uma parte do térmo
anual nédo é propriamente devida a um desloca-
mento do polo a superficie da Terra mas sim a
um desvio da vertical. Voltaremos a éste assunto
guando tratarmos do térmo de Kimura.

Termina aqui a idade antiga —deixai-me cha-
mar-lhe assim —da variagdo das latitudes. A sua
idade moderna principia com a descoberta do
térmo de Kimura que terd de ser objecto de futuro
artigo porque éste ja vai longo e a seccdo de
Astronomia ndo foicriada para aborrecer os lei-
tores da «Gazeta de Matematica».
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ESTUDDO

A NOC}AO DE GRUPO TOPOLOGICO"
por Hugo Ribeiro

(Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura)

«The concept of a continuous, or what is the
same thing, topological group, arose in mathema-
tics from the study of groups of continuous trans-
formations. A group of continuous transforma-
tions, €. g. geometric transformations, constitutes
in a natural way a topological manifold. It appea-
red later that for the treatment of the greater
part of the problems arising in this connection it
is not necessary to consider a group as a group
of transformations, but merely to study the group
intrinsically, remembering however that there is
defined in it an operation of passage to a limit.

< Colaborando na presente seccdo da ""Gazetade Mate-
matica» o objectivo do autor é unicamente indicarnogdes e
resultados, provavelmente ainda ndo familiares a maior
parte dos leitores déste jornal, e sugerir problemas com os
quais alguma vez tomou conhecimento numa medida que lhe
permite ,aseu juizo!) umaexposicdo precisa (para que a lei-

Thus arose a new mathematical concept —topo-
logical group.

One of the concrete concepts of the theory
of topological groups is the concept of Lie group.
In fact the theory of topological groups lirst arose
in the theory of Lie groups. As is usual in relati-
vely older theories the theory of Lie groups left
unsolved some of its fundamental problems. We
devote the sixth chapter of this look to the solu-
tion of these problems*

O que precede é parte do prefacio de Pontrjagin
ao seu livro*, livro que, cremos, constituia expo-

tura ndo apresente obstaculos escusados) mas breve (exi-
gindo um esférgo salutar do estudioso e excluindo os leito-
res contemplativos) e contendoindicacdes bibliogréaficas pa-
ra o desenvolvimento do textoe o prosseguimento do estudo.

« Topological Groups, Traduzido do russo por Emma
Lehmer. Princeton Mathematical Series, 1939.
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sicdo de conjunto mais detalhada e mais recente
sbbre éste assunto. Esta obra contém dois capi-
tulos introdutérios nos quais se desenvolvem res-
pectivamente os conceitos de grupo e espago to-
poldgico.

Um grupo topolégico é um grupo com uma
estrutura topologica de certo tipo, relativamente
a qual as operagdes do grupo sdo fungdes con-
tinuas. Mais precisamente: Seja G um grupo
(abstracto) com aoperacdo de multiplicacdo «e de
elementos x,y,-- cujos inversos se representa-
rdo respectivamente por .v'y~', ese; seja em G
definidauma estrutura topoldgica, isto é, seja dado
um processo de ter, com cada conjunto de ele-
mentos de G, o sub-conjunto de G dos seus ele-
mentos («pontos») de acumulacdo (conjunto deri-
vado) ou, o que é equivalente, o seu fecho (reu-
nido do conjunto em questdo e do derivado), e
especialmente seja esta estrutura topoldgica a
dum espaco T%; seja ainda para cada elemento
y de G, x-y (istorepresenta entdo uma corres-
pondéncia univoca, x—>-x-y, do conjunto G no
conjunto G!) uma fung¢do continua de x (relati-
vamente ao espag¢o anterior!) e, para cada ele-
mento x (éagora uma correspondéncia y -* X-y)
uma fung¢do continua de y ; seja, finalmente, tam-
bém x'™ uma funcdo continua de x. O grupo G
é entdo um grupo topoldgico (relativamente aquela
estrutura topoldgica).

Recordemos o significadode cada um dos con-
ceitos anteriores (grupo, espagco T\, fuucdo con-
tinua) para que fique aquiinteiramente entendida
a definicdo anterior e porque isso nos vai ser
atil no que segue :

Um conjunto ndo vazio, G, é um grupo relati-
vamente a uma operacao - (@ multiplicacdo do
grupo), que faz corresponder univocamente a cada
par (ordenado!) <xy> (pode ser x=y/) de
elementos x ey de G um elemento s=x-y de G,
se, e sO se, esta operacdo é associativa e tal que
hd em G elementos z e « para 0s quais s * Xx=y
e X-Usy. (Prova-se entdo que G contém um

» Para o estudo da nocdo de grupo, teoria e aplicagdes
consulte-se qualquer dos seguintes livros: Zassenhaus,
Lehrbuch  der Gruppentheorie, erster Band, Hamburger
Mathematische Einzelschriften, 1937, Teubner, Berlin ; Al-
meida Costa, Elementos da Teoria dos grupos. Centro de
Estudos de Matematica, 1942, Porto; Speiser, Die théorie
der Gruppen oon endticher  Ordnung, 3. Auflage, 1937,
Springer, Berlin ; B. L.van der Waerden. Moderne Alge-
bra 1,3. Auflage, 1937, Berlin. Sublinhamos aqui, somente, o
seguinte importante teorema (Cayley) : Qualquer grupo
pode sempre considerar-se como um grupo de permuta-
¢Oes.
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elemento Unico (a unidade do grupo), e, tal que
X * «=« ¢ x=X qualquer que sejaoelemento xde G
e também, que, para cada elemento x de G haum
elemento unico (o inverso de x) x~' para o qual
XT* e Um conjunto G é um espago
Ji, relativamente a uma operagédo (o fecho do
espa¢o) que faz corresponder univocamente a
cada sub-conjunto X de G um sub-conjunto
X de G, se, e sOse, esta operacdo verifica as con-
digdes X\jY=XOY (U representa aoperacdo de

reunido de conjuntos), X=X e X=X se X ¢
constituido por um «ponto» Unico "" . (Prova-se
entdo que é, para cada conjunto X nao vazio,
XcX  —isto é: cada elemento de X é um ele-
mento de X —e, se supozermos, como sempre
faremos, que G tem mais do que um elemento,
asseguramo-nos de que se tem para oconjunto
vazio, 0,0 =0). A operacgdo foiaqui suposta
dada directamente. Ela pode porém obter-se li-
gando a cada elemento x de G uma familia de
sub-conjuntos de G (as vizinhancas de x) verifi-
cando, esta correspondéncia, certas condi¢cdes*"".
Entdo, um elemento x de G pertencera ao fecho X
dum sub-conjunto X se, e sO se, tddas asvizinhan-
cas de x contém elementos de X . (Este procedi-
mento tem grande importancia, especialmente no
desenvolvimento da teoria dos grupos topoldgicos
gue parece ter sido sempre sistematicamente
prosseguida déste modo*). Uma correspondéncia
univocal/(funcdo dumespaco T\\G, emsimesmo
é continua em todo o espaco sef (X )cf(X)
gualquer que seja o sub-conjunto X de C*. f é
continua em todo o espaco se, e s6 se, é continua
em cada ponto x do espaco, isto é, (Cauchy) se, e
s6 se, para cada x e cada vizinhanca de f(x)ha
uma vizinhanga de x tat que para todos os seus
pontos, y , f (y)pertence aquela vizinhanca de
1(*).

Podemos agora dizer brevemente : G & um
grupotopoldgico relativamente asoperagfes . e’
se, e sO se, estas verificam (além das condicdes
impostas simplesmente a operagdo do grupo) as

seguintes condigdes: XUY ~ XUY, X*=X,

I

Para o estudo dos espacos Ti Veiam-se: Kuratowski,
Topologie  1,1933, Varsovie ; Alexandroff und Hopf. Topo-
logie 1. Band, 1935, Springer, Berlin, p. 58. Para um estudo
sistematico das relagdes entre as no¢des de fecho e de visi-
nhanca em diversos espagos abstractos veja-se  Trabalhos
do Seminario de Analise Geral, 1941, Lisboa, ou Portuga-
llae Mathematica, Vol.1,2, 5, Lisboa.
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X ~C X" quaisquer que sejam 0s sub-conjuntos
Xe Y de G e (x={x), YxcY™x, x-Yax.Y
quaisquer que sejam o0 sub-conjunto Y e o ele-
mento X.

A estrutura topolégica dum grupo topoldgico
é sempre homogénea: dados dois elementos quais-
quer X ey hadsempre umapermutacdo do espago
em si mesmo (por exemplo, a multiplicacdo a di-
reita por x~"-y) que transforma x em y, e esta
transformacdo é continua e tem uma inversa
(a multiplicagdo a direita por y~' +x\ que é tam-
bém continua —ha uma homeomorfia que faz
corresponder y a x. Isto indica que as proprie-
dades topoldgicas locais (relativas as vizinhangas)
sSo as mesmas em todos os pontos, e bastard por-
tanto estabelece-las num ponto Gnico, qualquer,
que pode ser, por exemplo, a unidade do grupo.
Esta observag¢do é propria do procedimento usual,
acima apontado, no desenvolvimento da teoria
dos grupos topoldgicos .

E tempo de indicar alguns exemplos importan-
tes de grupos topoldgicos: 1.°) O grupo aditivo
G dos numeros reais e, nele, a estrutura topolod-
gica habitual. 2.°) O grupo aditivo G dos vecto-
res (translacgdes) dum espago euclideano, R", a
« dimensOes ; éste exemplo generaliza imediata-
mente o anterior e, se «=2, é fundamentalmente
0 grupo aditivo dos nimeros complexos. 3.°) O
grupo G das rotacdes, do espa¢o ordinario, em
téorno dum ponto O. Obtém-se em G um espago
distanciado (e portanto um espa¢o 7~j)se a cada
rotacdo de amplitude <p, com 0<¢<ir, se faz
corresponder sbdbre o eixo respectivo, e no sen-
tido para o qual é directo o sentido do movimento.
o ponto cujadistancia a O é tgo/2, tomando entdo
para distancia de duas rotacdes a dos pontos cor-
respondentes. O espaco projectivoa 3 dimensdes,
representa aqui, o espaco das rotagdes em tdrno
de O. Este grupo, que nédo é, ao contrario dos
anteriores, abeliano, pode ainda considerar-se
comoum grupo de matrizes ortogonais. 4.°) O grupo
multiplicativo dos nimeros complexos (de mo-
dulo 1), com a estrutura topol6gica ordindria
da circunferéncia. E, fundamentalmente, o grupo
aditivo dos niumeros reais quando se consideram
iguais dois nimeros que diferem dum inteiro.
5.°) O caso trivial dos grupos topol6gicos discre-
tos®*, para os quais o fecho de cada sub-conjunto
é éste mesmo sub-conjunto. A sua teoria é a teo-
ria, puramente algébrica, dos grupos.

Um método usual de obter novos grupos topo-
légicos a partir de grupos topol6gicos dados é o
da operacdo que fornece o «produto directo» **
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de dois ou mais (mesmo infinitos numeréaveis)
grupos topolégicos dados. Assim, o grupo topo-
légico do 2.° exemplo é o produto directo de n
grupos todos iguais ao do 1.° exemplo ; o «toro»
¢ o produto directo de dois grupos topoldgicos
iguais aos do 4.° exemplo, etc.

Na teoria dos grupos topolégicos estdo estabe-
lecidas muitasproposi¢cdes que eram jabem conhe-
cidas nos exemplos anteriores. Relacionam-se fre-
quentemente, naquela teoria, os conceitos seguin-
tes da Teoria dos Grupos e da Topologia, entre
os quais h& uma correspondéncia natural: sub-
grupo e sub-espa¢o, homomorfismo e continui-
dade, isomorfismoe homeomorfismo,grupo factor
e espago cociente, etc. Certos grupos topoldgicos,
cuja estrutura topoldgica tem propriedades parti-
culares, podem estudar-se como grupos topolé-
gicos de matrizes® . Investigacdes sdbre esta pos-
sibilidade tém sido sistematicamente prosseguidas,
e assim se desenvolvem, por exemplo, os estudos
da integracdo em grupos topoldgicos®' .

Voltemos a definicdo de grupo topoldégico :
A operacdo de multiplicacdo em G induz natu-
ralmente uma operacdo de multiplicacdo entre os
sub-conjuntos X,\Y--- de G\ e esta, com as ope-
racfes de reunido U e de interseccdo D de clas-
ses da logar a um conhecido céalculo de «comple-
xos» dum grupo : Com efeito, se se fixaque X Y
é osub-conjunto constituido pelos elementos de G
que sdo iguais ao produto (segundo a multiplica-
¢80 do grupo) de um elemento de X por um ele-
mento de Y, e ainda que X~ é o sub-conjunto
constituido pelos inversos dos elementos de X,
poderédo facilmenteestabelecer-se varias leis déste
cédlculo (a distributividadede erelativamente a U,
por exemplo) importantes na teoria dos grupos.
Verifica-se facilmente que o complexo X =f=0 ¢
um grupo se, e s6 se, X- X~ ¢ X (ou, o que é o
mesmo, Xe X~* UX— X)>. Do ponto de vista
déste célculo de complexos dum grupo qualquer
(ndo se supde ainda que seja topol6égico) os com-
plexos constituem uma algebra de Boole completa
atomica (espaco algébrico cujos elementos se com-
binam com as operacdes U e D como os sub-
-conjuntosde um conjunto) onde duas outras ope-
ragcdes (ade multiplicacdo, e a de tomar o inverso)
verificam certas condi¢cfes. A operacéo seré
uma nova operacdo (uma correspondéncia) para

> André Weil, L'intégration das les groupes topoto-
gigaes. Publications de I'Institut Mathématique de Cler-
mont Ferrand, Act Sc. e Ind. n.°868, 1940, Hermann, Paris.



os elementos desta algebra de Boole,e verifica-se
facilmente (a partir das condi¢cbes acima e das
definicdes ja dadas) que aquéle calculo de com-
plexos é o de um grupo topoldgico relativamente

Y, XX,
e X V"™ quaisquer que sejam X e Y e

a éste fecho se, e s6 se, X\JY=XU
X- Y
X—X quando X é um 4atomo (complexo de um
Gnico elemento de G)™.

(Demonstra-se agora,

imediatamente, por exemplo, que se X é um

sub-grupo X também é um sub-grupo : De facto,
se X=f=0 é Xj=0 e se X-X~i(zX é X-X C
cX X- ¢ X).

Esta formulacdo, que se nos afigura simples,
significa de certo modo, uma algebrizagdo da no-
¢do do grupo topoldgico, e tem, porventura, inte-

e Antonio Monteiro, et Hugo Ribeiro, Les fonctions
continues et tes espaces partiellement ordonnés, Portu-
galiae Mathematica, vol. 4,1943, Lisboa.
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resse no estabelecimento de alguns resultados da
sua teoria geral. Sabe-se por exemplo, que a es-
trutura topolégica dum grupo topolégico é sempre
a dum espaco regular -'". E éste resultado deve
poder obter-se facilmente se se recorre a caracte-
rizagdo que Anténio Monteiro deu dos espagos
regulares '". Afigura-se-nos ainda que, com leves
modificacdes, as trés primeirascondi¢cdes aponta-
das para o céalculo dos complexos dum grupo to-
polégico, se verificam ainda noutros calculos muito
distintos (& que elas sdo especialmente interes-
santes no célculo das relagdes binarias). Procura-
remos detalhar esta observagdo num novo artigo.

1043, Setembro, Zurich

> Anténio Monteiro, La notion de fermeture et tes
axiomes de séparation, Portugaliae Mathematica, vol. 2,
1941, Lisboa, p. 290 ou Anais da Fac. Ciéncias do Potto,
tomo 26, 1941, Porto, p. 193.

M ODERNA

por A. Almeida Costa

Em seguimento da exposicdo feita nos cursos
do Centro de Estudos Matematicos do Porto sbObre
Grupos e Anéis, seria (til, nos térmos da me-
moéria fundamental de £. Steinits (Algebraische
Théorie der Korper, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, Band 137, pags. 167 a 308,
1910), continuar o tratamento das ampliacdes algé-

FISICA

bricas dos corpos comutativos, expor o teorema
fundamental relativo a existéncia dum tipo de
equivaléncia de corpo algébricamente fechado,
ampliacdo dum corpo dado, e dar os teoremas re-
lativos as ampliacdes transcendentes (Os cursos
referidos inserem todo o conteddo da memodria
citada, até pags. 249).

TEORICA

por A. Almeida Cosia

Tem interésse justificar os raciocinios que vao
seguir-se, utilizandosimultadneamente dados expe-
rimentais e métodos da Andalise Matematica.

Consideremos um &tomo composto de um nu-
cleo e de f+ i electrdes. Na auséncia de campo
exterior, a funcdo de forga é

Ze-
n».

onde Ze representa a carga do ndacleo, r,,, a dis-
tancia entre as particulas de indices / e m, e
onde o indice zero se refere ao ntGcleo. A equacéo
de Schrodinger correspondente ¢é

[ il U* f- "+ e\

f-2- \-Sf-+2.. ..

Introduzindo as coordenadas x, < do centro de
gravidade e as coordenadas relativas
XN—X,=X\ tém lugar as igualdades

*x-t X',
Po

Por elas se verifica que U depende Cinicamente
das coordenadas relativas. Nas novas coordena-
das, a equacdo de Schrddinger escreve-se

Y. .

T Un=EN,
" — >« —Y
(if—m+j™H ) -

Esta equacdo parte-se nas duas seguintes (onde

se suprimem as linhas) :
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Nesta Gltima, vamos desprezar a quantidade ~-
1/ u. \
em facede — (ou — em facedaunidade |I. Sendo

(Po+frH ) 5= «o-Fo-i-|*iRH . >

obtém-se, na mesma ordem de aproximacéo,

X,=*0, eoe | rx= ee= \ f*\ + = *\V

A equac¢cdo em causa torna-se na seguinte :

Pondo de parte as variacdes de -£',e ~,, 0 nosso
problema é um problema de nlcleo fixo e de
electrdes moéveis em tdérno désse nlGcleo, que pode
supor-se na origem das coordenadas.

Vamos escrever (1) sob a forma

(2) (A+B)<H (A'+B")

com

1
*Vr.

2f.-2*>=-2

| «* f / 1\
A»
M-1
. = 1-
5 r<,fH
ISA e 1>
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A equacdo (2) parte-se agora em

(3) (A+B
(4) (A"+B")~A»n >,

A equacdo (3) respeita aos f primeiros electrdes.
O seu tratamento supde-se ter sido feito do modo
seguinte : estudou-se Ai/=*Ety, que respeita ao
sistema dos referidos/ electrdes postos em frente
do nucleo com «protecgdo» (Abschirmung); em
seguida, sob a forma de «perturbacdo», introdu-
ziu-se i?=accdo mutua — proteccdo.

Admitindo que os espectros aos quais se supde
aplicdvel a doutrinaem desenvolvimento (espec-
tros hidrogenoides dos alcalinos) se explicam su-
pondo fixos e i/\ (estado fundamental), somos
levados a equacdo (4). Podemos dizer, em pri-
meiro lugar, que ao sistema, de estado determi-
nado, constituido pelos / primeiroselectrdes, se
juntou o electrdo de ordem sob o qual actua
um campo centralcom «proteccdo», tudo regulado
pela equacgdo

(A+BH-i-A"

e, em segundo lugar, que o resto da ac¢do mdutua,
entre o electrdo de ordem f + 1 ea «carcassa» do
nicleo e dos f primeiroselectrdes, é introduzida
pelo operador B'.

A equacdo A'<|4=£s<(4 corresponde ao problema
usual dum electrdo em frente dum nlcleo, sob a
accdo duma fdorca do tipo ¢(r), que ndo é uma
forca de Coulomb. Se ndo existisse a «proteccdo»

, 0s valores préprios constituiriam um sis-
tema discreto :

Por simplicidade, escreveremos iV=1"+2"H h

+ («—1)'+1 e poremos

E%N—EL1;1-1 -fij,

O valor préoprio E, tem uma degenerescéncia de
grau »*. A intervencdo de <ty, diminue essa de-
generescéncia, pois Efi desdobra-se nos valores
préprios

(5) E(n,0),E(»,I),--,E(n,l),--,E(ti,n-1),

onde a E (n ,1) corresponde um degenerescéncia
de grau 2/+1.0O célculo dos valores (5) faz-se
determinando as raizes ; duma equac¢do da forma

= 0,
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que quasi se reduz a forma

6, - b, 0 o 0
bu 0 O
W bn-- 0 0
0 0 0O o-C - 0
0 0 0 0 « oc
onde »=/(/—1)+1, e / se supde grande. Os
correspondentes a valores grandes de / seriam,

pois, nulos, facto que justificaria a tendéncia do

MOVIMENTO
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espectro dos hidrogenoides para o espectro do
hidrogénio, quando / aumenta.

A intervencdo de B alteraria os niveis da ener-
gia mas ndo a degenerescéncia.

Finalmente, «responsabilizando» o electrdo de
valéncia pelo fenémeno de Zeeman proveniente
da intervencdo dum campo magnético uniforme
(ndo muito intenso), o efeito correspondente po-
deria entdo tratar-se como se houvesse um Unico
electrdo num campo central, mesmo para o céal-
culo das intensidades luminosas (probabilidades
de transi¢cdo em que intervém onUmero quantica
magnético ;;»).

MATEMATICO

JUNTA DE INVESTIGAGCAO MATEMATICA

A «Gazeta de Matematica» tem o prazer de
comunicar aos seus leitores a criagdo da Junta de
Investigacéo Matemética, acontecimento da maior
importancia para o desenvolvimento e orientacgédo
do movimento matemdatico portugués contempo-
raneo.

Publicamos a seguir a acta da fundacédo da Junta
que teve lugar no dia 4 de Outubro de 1943 ; nela
se apresentam os objectivos a alcancar dispen-
sando qualquer outro comentario.

Atendendo a necessidade de :

1.° — Promover o desenvolvimento da investigacéo
matematica ;

2.° — Realizar trabalhos de investigacdo necessarios
a economia da nagdo e ao desenvolvimento das outras
ciéncias ;

3. — Sistematizar e coordenar a inquiricdo cientifica
dos matematicos portugueses ;

4.° —Vincular o movimento matematico portugués
com o dos outros paises e em especial com o dos paises
ibero-americanos ;

5.° — Despertar na juventude estudiosa portuguesa
o entusiasmo pela investigacdo mateméatica e a fé na
sua capacidade criadora ;

resolvem os signatarios promover a criagdo duma Junta
de Investigacdo Mateméatica convidando a ingressar
nela todos aqueles a quem o empreendimento interesse.

A. de Mira Fernandes
Anténio A. Monteiro
Ruy Luis Gomes

A «Gazeta de Matemadtica» aprovando, eviden-
temente, esta iniciativa pde as suas paginas ao
servigo da Junta e pede a todos os que por ela se
interessam para comunicarem a sua adesdo a
«Junta de Investigagdo Mateméatica». — Redaccdo
da «Gazeta de Mateméatica» — Lisboa.

€0 QUE E A «PORTUGALIAE MATHEMATICA»?

por Hugo Ribeiro

(bolseiro do 1. A.C. em Zurich)

A «Portugaliae Mathematica» tem sido repetida-
mente anunciada na nossa «Gazeta». Os nossos
leitores sabem ja que se trata de uma revista de
colaboragdo internacional editada por Antdnio
Monteiro, a Unica revista portuguesa que publica,
exclusivamente, trabalhos originais de Matema-
tica. Mas é tempo de dar a seu respeito algumas
informagdes mais e, em especial, de procurar

explicar ao publico largo e interessado, que é ja
o dos leitores da «Gazeta», como serve ela o desen-
volvimento dos estudos matemadaticos e a impor-
tdncia que asua publicacdo tem para os estudiosos
portugueses do presente e do futuro. E o que.
rapidamente, procuro fazer nas linhas que seguem
as quais, em parte, desenvolvem o prefacio de
Anténio Monteiro no primeirovolume da revista.



GAZETA DE MATEMATICA

A «Portugaliae Mathematica» publicou o seu 1.°
fasciculo em 1937, mas s6 em 1940 foi possivel
encerrar, com cérca de 500 paginas, o primeiro
volume. Desde entdo passaram a publicar-se regu-
larmente os volumes anuais de aproximadamente
300 paginas. No final do ano corrente saira
pois o volume 4.° e, assim, tera publicado perto
de 1500 paginas de trabalhos de Matematica que,
na sua maioria, sdo portugueses. A revista quere
reflectir com justesa o desenvolvimento dos estu-
dos mateméaticos em Portugal; com estefim,
reeditou ja os trabalhos que o professor Mira
Fernandes publicara em revistas estrangeiras.
Quere também servir o desenvolvimento da cola-
boracdo internacional: e, neste sentido, no inté-
resse evidente dos estudiosos portugueses, tem
publicado (com uma frequéncia cada vez maior
em cada novo volume) memdrias vindas de diver-
sos centros estrangeiros : de Cluj, na Romania ;
de Roma ; de Madrid ; de Paris ; de Princeton; de
Rosario, na Argentina; de Salamanca ; de Zurich,
etc. Entre os seus colaboradores permanentes
figuram ja mateméaticos aos quais a Ciéncia deve
contribui¢ées das mais importantes: o francés
Maurice Fréchet, o americano John von Neumann,
etc. E, decerto, escusado sublinhar a utilidade
desta cooperacdo, sobretudo para o desenvolvi-
mento dos estudos mateméaticos em Portugal. O
professor Heinz Hopf, da Escola Politécnica Fede-
ral de Zdarich, colaborador de muitas das mais
importantes revistas de Matematica, e que é agora
também colaborador permanente da «Portugaliae
Mathematica», edesinteressado eactivo cooperador
da sua expansdo, considera-a uma publicagdo hoje
excepcional, pela sua regularidade e pela diversi-
dade de origem dos seus colaboradores e varie-
dade do seu conteudo.

Sem a revista de Anténio Monteiro seria muito
dificil que os matematicos portugueses tornassem
rapidamente conhecidos os resultados que védo
obtendo nos seus estudos. Ela publica-se normal-
mente em fasciculos trimestrais que sdo enviados
a algumas dezenas de colaboradores, a cérca de
uma centena de bibliotecas (universitarias na sua
maioria), das revistas com que troca, e a aproxi-
madamente 50 assinantes (hajAumnidmero razoa-
vel de assinantes estrangeiros). Também é enviada
regularmente as revistas que publicam analises
dos trabalhos de Mateméatica editados em todo o
mundo, e, assim, 0s seus artigos se tornam conhe-
cidos; pois tais revistas, como a «Zentralblatt far
Mathematik» e a «Mathematical Reviews* sdo sis-
tematicamente folheadas pelos estudiosos e por
éles lidas atentamente nas sec¢des das suas espe-
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cialidades. (Estas anélises tém sido feitas mesmo
guando os artigos respectivos foram redigidos em
lingua portuguesa).

Por outrolado,a«Portugaliae Mathematica» con-
vida as Universidades, as Academias e as socie-
dades cientificas a permutarem os seus volumes
com as publicagdes respectivas, e recebe, por seu
turno, convites idénticos. Estas permutas, a pouco
e pouco estabelecidas, com algumas das melhores
revistas cientificas dos mais diversos centros-
constituem um dos aspectos mais importantes da
difusdo da «Portugaliae Mathematica» e enrique-
cem ininterruptamente a sua biblioteca. Até dum
ponto de vista de estreito utilitarismo, ja estas
aquisigOes justificariam, sé por si, a publicacdo
da nossa revista, pois trata-se, ja, de centenas de
volumes, cada um dos quais é (mesmo comercial-
mente !)muito valioso. Mas sucede que tais revis-
tas sdo, quasi todas, simplesmente indispensaveis
aos que estudam, e muitas delas preciosas no
nosso pais, onde as bibliotecas cientificas, se as
ndo ignoram completamente, ou nédo avaliam o
seu interésse ou (éste «ou» ndo é o excluidor!)
sdo desprovidas de dotagdes que permitamadqui-
ri-las. E os estudiosos portugueses podem, final-
mente, utilizar essas revistas e utilizam-nas, na
realidade, muito freqldentemente.

Para fazer vingar a expansdo de uma revista
de Matematica ao lado das ja consagradas ha mui-
tas dezenas de anos é preciso que o0 seu conteddo
interesse verdadeiramente ao publico matematico
e, em especial, que acompanhe o desenvolvimento
dos problemas contemporaneos. Com mais forte
razdo € isto preciso se se quere conseguir reali-
zar aquela cooperacdo internacional de que os
estudos matematicos do nosso pais tanto necessi-
tam. A «Portugaliae Mathematica» conseguiu rapi-
damente (e sem ter prosseguido uma difusdo nor-
mal que éstes anos de guerra tém impedido) inte-
ressar efectivamente o publico mateméatico. Isto
ndo se conseguiu sem esférgco para manter a regu-
laridade da impressdo e da expedi¢do dos fasci-
culos, das provas tipograficas e das separatas aos
autores, etc., etc. Imaginar-se-d0 0os pormenores
destas tarefas (e tantas pequenas outras!) em que
se queimam energias e a que se dedicam muitas
horas de trabalho. A situacdo actual da «Portu-
galiae Mathematica» deve-a ela (e portanto todos
0s portugueses) a Anténio Monteiro, que ndo s6
com uma visdo justa (que a exper éncia ja julgou)
mas também com uma persisténcia incansavel
fundou a revista enfrentando os obstdculos mais
diversos, e manteve a sua publicacdo organizando
minuciosamente e realizando efectivamente até
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aquelas mais pequenas tarefas indispensaveis. A
revista é subsidiada pelo «Instituto para a Alta
Cultura», que tem compreendido o alcance dos
seus objectivos e que pdde ver ao cabo de pouco
tempo os seus frutos.Este subsidio permite fazer
face as despezas do papel, de impressdo e de
expedicdo. Ela parece dever constituirum modélo

FACULDADE DE CIENCIAS DA

Faz parte do programa de trabalhos do Semina-
rio de Fisica Te6rica no presente ano lectivo um
conjunto de sessdes dedicadas ao Estudo tedrico
geral das particulas elementares. A primeira teve
logar no dia 29 de OQutubro e o Professor Dr. Proca
tratou de Les particules élémentaires (Position du
probléme. Méthodes d'attaque. Principes fonda-

A PARTIDA DO DOUTOR

Os diarios portugueses noticiaram ja o convite feito
pela Faculdade Nacional de Filosofia do Rio de Janeiro
ao Doutor Anténio Monteiro e a sua préoxima partida.
Os nossos leitores sabem também que o Prof. A. Mon-
teiro vai reger a cadeira de Andlise Superior, até aqui
a cargo do Prof.G. Mammana, e dirigir um seminéario
de estudos mateméaticos cujas pesquisas orientara, pros-
seguindo na tarefa iniciada pelos ilustres professores
de matemética italianos que o precederam. Felicitamos
vivamente a Faculdade Nacional de Filosofia pela inte-
ligente escdlha feita, aconselhada também pelos grandes
cientistas americanos A. Einsteine John von Neumann.

Sentimos bastante, como amigos, na Redaccdo da
«Gazeta de Mateméatica», o seu afastamento temporé-
rio de Portugal ; a revista, no entanto, é compensada
pelo elo que estabelecerda o Prof. Monteiro com o meio
matematico brasileirode cujo movimento nos informara.
E, porém, o meio mateméatico portugués, ndo desenvol-
vido ainda, como conviria, que mais perde com a sua au-
séncia. Nao queremos, com efeito, neste momento, deixar
de recordar o animador incansavel de qudasi tédas as
iniciativas de trabalho no campo matematico, algumas
das quais foio Unico a concebé-las. O nosso colabora-

MATEMATICAS
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para outras publica¢des doutros capitulos da
Ciéncia que queiram prosseguir idénticos fins.
A «Portugaliae Matematica» tem jauma irméd mais
nova, a «Portugaliae Physica» que comegou éste
ano a sua publicacéo.

Zurich, 15 de Setembro de 1943.

UNIVERSIDADE DO PORTO

mentaux des mécaniques nouvelles); a 2.* sesséo
realizou-se no dia5de Novembro e o mesmo pro-
fessor versou o tema Rappel de quelques notions
fondamentales de Mécanique Ondulatoire. O Se-
minario funcionard as sextas feiras sendo, em
breve, afixado um programa detalhado das ses-
sdes a efectuar.

ANTONIO MONTEIRO

dor e amigo Hugo Ribeiro esclarece neste nimero da
«Gazeta» o leitor do que é a «Portugaliae Mathema-
tica» e o que esta lhe deve. E também ao seu entu-
siasmo e persisténcia que se deve em grande parte a
criacdo da Sociedade Portuguesa de Matemética, a pu-
blicagdo da nossa revista e tantos outros empreendi-
mentos, o mais recente dos quais e de grande impor-
tancia é, sem davida, o ser um dos fundadores da
Junta de Investigagdo Matematica. Os bolseiros do
Instituto para a Alta Cultura que actualmente na Italia
e na Suica se aperfeicoam no campo da investigacdo
matematica, e que constituem a melhor propaganda
portuguesa cultural no estrangeiro, permitem-nos afir-
mar — sabemo-lo de certeza, sem consultas — que
muito devem a Anténio Monteiro na orientagdo dos
seus trabalhos de investigagdo e no entusiasmo sempre
comunicado, impedindo desanimos e eliminando hesi-
tagdes.

Em nome da «Gazeta de Matematica», desejamos-lhe
encontre no Brasil a possibilidade, tao merecida, de
realizar sem preocupacgfes continuadas, o trabalho de
investigacdo e orientacdo e consiga alcancar os objecti-

Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1943)

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

Ponto n.°1
151T — D& a formade um polinémio ordenado,
de coeficientes inteiros, igualado a 0, a equacgdo
1 X + 1
S (M 2)* =7 —- R: Desenvol-

vos que procura realizar. m. Z.
vendo, desembaragando de denominadores e orde-
nando, tem-se, sucessivamente

x* 3X',3x , x* 4x3 4 7_'_X+1

8 4 2 6 6 6

-4X4+3X'-34x*+48%x-176=0
4x4-3x3 H-34%x2-48x+176=0
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X- +  2x—I
1512 — Resolva a inequacéo < 0.
R : A fraccdo  é negativa para os valores de X que
tornem  de sinais  contrarios os seus dois termos,
isto é:
i xi+2x-1<0 I x'+ 2x-1>0
fox+1 >0 I x-t-1 <0
donde donde ;
\V-l-V7i2<x<-1+vVv/2 »x>1+vVv/2 ex<-1-\/2
| X > -t ) x < -1
e portanto e portanto
+l<x<-1+V'2 x<-1-1/2
A desigualdade & portanto satisfeita para
Sl<x<-1+1/712 e x<-1-t/2
1513 — Defina triedro. Enuncie as relagdes que
conhece entre os seus elementos.
1514 —iQue unidades angulares conhece?
Defina-as.
1515 —Determine por logaritmos com 5 alga-

rismos decimais, e com a aproximagdo que estes
permitirem, o valor ou valores de
are cotg ~0,34275x cos*123°12'10" .

R : Se designarmos por n.o arco do i.° quadrante
a que se refere o problema e se notarmos que
cos'123°12'10"= cos*56°47'50"

tem-se
cotg *= 1/0,34275xco0s-56°47"' 50"
e portanto
log cotga=1/2 10g 0,34275+ log cos 56» 47' 50"

-1,76649f 1,73846 -1,50595

donde «=72°13'28",7 .
Os arcos que satisfazem ao problema proposto
sdo, pois, x=k180°+72°13"'28",7 .
1516—Verifique se o nimero 631 é primo.
Justifique a resposta. R: Para verificar se um
dado  numero N &, ou ndo, primo, basta verificar
se éle &, ou ndo, divisivel por algum dos ndmeros
primos p < V/N. NO caso presente  bastard verifi-
car se 631 e divisivel por algum dos nuUmeros pri-
mos menores do que 29. Como tal facto n&o se
verifica, couclui-se que o ndmero 631 é  primo.
1517 — Determine todos os divisores comuns
de 1188 e 990. R: Como se sabe, o0s divisores
comuns de varios ndmeros sdo os divisores do seu
M. D.C. O algoritmo de Euclides  permite-nos de-
terminar o M.D.C. (1188; 990)=198. Como 198=
= 2x3'xll, teremos o0 seguinte  esquema para O

23,

calculo de todos os divisores de 198 incluindo o]
proprio ndmero e a unidade
1 2
1 3 3
1, 2,3,6,9, 18
1, 11

1, 2,3, 6,9, 18, 18, 11, 22, 33, 66, 99, 198

Tais s&o os divisores comuns de 1188 e 990.

1518 —Em que consiste o método de resolucéo
dos problemas pelos lugares geométricos? Apli-
gque-o ao seguinte problema: Sendo dados sdbre
o plano uma circunferéncia e um ponto A néo
situado sObre ela, tracar uma secante que passe
por A e que corte a circunferéncia em dois pon-
tos B e C, tais que a razdo das distancias AB
e AC seja igual a 2. (Lembra-se que a figura
homotética de uma circunferéncia € outra circun-
feréncia). R : A resolugdo de um problema de
construcéo pelo método  dos lugares geométricos
consiste,  geralmente, em tornar 0 problema inde-
terminado abstraindo de uma das condigbes que
lhe s&@o impostas. A solucdo do referido problema
indeterminado € constituida pelos  pontos de um
lugar  geométrico que satisfazem as restantes con-
dicbes do problema proposto. Construido ésse  lu-
gar  geométrico, retoma-se 0 problema proposto e
abstrai-se de uma outra das condigdes que lhe sao
impostas, 0 gue da origem a outro lugar geomé-
trico. A intersepcédo destes dois lugares geométricos
constitui a solucdo do problema  proposto. A natu-
reza do problema  a resolver indicard  quais as con-
dicbes  que deveremos sucessivamente omitir para
que o0s lugares  geométricos obtidos  sejam o0s  mais
convenientes pava a resolugdo do problema pro-
posto.  Suponhamos o problema resolvido e seja

I >

B

AB a secante tal que e= 2. Nestas condigdes,

se tomarmos por centro de homotetia ~ oponto A e

para razdo de homotetia o nimero +2 , oponto B
serd homotético de C relativamente a A . Por outro
lado, como o ponto C pertence a circunferéncia
dada, o0 seu homotético existira sbbre a circunfe-
réncia  homotética da circunferéncia dada. Desta
andlise  resulta 0 método para determinar 0 ponto
B que, com oponto A , definem a secante pedida.
Basta, com efeito, construir  a circunferéncia homo-
tética da circunferéncia dada tomando para centro
de homotetia o ponto A c para razdo de  homote-
tia o ndmero +2. A interseccdo das duas circun-
feréncias determinara os pontos B que satisfazem
ao problema.

Solugdes dos n.°* lail a 1518 de J. Q. Calado.
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1519 — Determine o valor de m nas equacg0es:
5x+m=0, 4+ 7%+ 2»»=0 de modo que uma

das raizes da segunda equacdo seja o dbobro de
uma das raizes da primeira. R : Se forem x, e x»

as raises da primeira equagdo e x', 2x, as raises
da segunda, ter-se-a X, sX,=5; X, X.e-m; x\ +
+2xj=7 e 2x, Xj=2m. Resolvendo o sistema for-
mado por estas equagbes obtém-se  os valores m=6,
x,=3, x,=2 e x,=3. A outra raiz da segunda
equagdo € 4.

1520— Enuncie os teoremas que servem para
determinar o sinal que toma o trinémio ax-+bx + ¢
quando se atribuem diferentes valores a x.

1521 — Determine uma fraccdo cujo valor nédo
se altere quando se juntam 15 unidades ao nume-
rador e 18 ao denominador e que se torne trés
vezes maior quando se juntam 55 unidades ao

numerador e 6 ao denominador. R : Seja a/b a
. a a-(-15

fraccdo  pedida, serd& —= - e como 0s ndmeros
b b+18

que podemos  juntar ao numerador e denominador

duma fracgdo sem lhe alterar o valor s&o equimul-
tiplos dos termos da Jraccdo  equivalente a fraccdo
dada e de termos  primos entre si, terd& que ser
a pe5+ 55
3e—= —
b p-6+6
de a e b,
conseguinte a=2;)

a=p-e+5eb=p-e6. Por outro lado

donde se tira, atendendo aos valores
2p +22=6p+6 ou p=4 e por
b= 24.
I
1522 — Verifique a identidade

cos a
-R: tg 45°-al/2)=(l-tga/2):(l + tga/2)=
1+ sen a
=(cos a/2 —sen al/2):(cos a/2 + sen a/2) = <cos’a 2—

—sen® a/2) : (cos a/2 + sen a/2)’=cos a:(1+sen a).

tg(45°—al2) =

1523 — Calcule sen 3a em funcgdo de" sen a .
R : sen (a + 2a) = sen a cos 2a + cosS a sen 2a =
=sen a(l—Jsen’ a)+ cos a (2sen a cos a)=sen a—
—2 sen” a+ 2sen a (1—sen’a)=3sen a—4 sen’ a .

1524 — Usando o calculo logaritmico, calcule o
comprimento do lado do heptdgono inscrito
numa circunferéncia de 13,17 metros de diametro.
R.- 1,=2x13,17sen25°42'51" donde logl, =log2 +
+ log 13,17 + log sen 25°42'51" = 0,30103 + 1,11959 +
+ 1,63737 = 1,05799 e 1,= 11,43 metros.

GAZETA DE MATEMATICA

1525 — Sobre os lados de um triangulo qual-
quer ABC constroem-se para o exterior 3 trian-
gulos equildteros ABO , ACB', BCA" Demons-
tre que os segmentos de recta AA, BB' e CO
tém comprimentos iguais. R:
exemplo que AA'=BB'. A igualdade
demoustra-se por'processo anélogo.

Demonstremos por
AA'=CC
Consideremos

os triangulos [BB'C] e [AA'C], que sédo iguais
porquee. BO;=AC, BC=CA' e B'CB=ACA"' pois
B'CB=BCA+ACB =BCA+60° e ACA'=BCA +

+ BCA'=BCA+60°, logop BB'= A"A'.

1526 — Figure duas rectas concorrentes r e s
e um ponto P de r. Deduza e justifique a cons-
trucdo a usar para determinar o centro de uma
circunferéncia tangente as duas rectas, sendo P
0 seu ponto de contacto com r. R : Tiremos por
P uma perpendicular, p, a r; csdbre esta recta que
deve existir o centro da circunferéncia pedida. Se
as rectas r e s se encontram no ponto | nos limi-

tes do desenho, ese for Q o ponto de contacto da
circunferéncia com s, a igualdade IP=1Q, que se
deve verificar poténcia do ponto | em relagio a
circunferéncia/, permite determinar Q que pode
ocupar duas posi¢Oes Q\ e Qz simétricas em rela-
¢do a | sébre s. As perpendiculares em Q| ou Q,
a s encontrardo p nos pontos Oj e Oz, centros das
circunferéncias que satisfazem as condigbes estabe-
lecidas. Se r e s ndo se encontram nos limites  do
desenho,  podemos ainda  determinar as bissectrizes
dos angulos  que formam T e s, bissectrizes b, e b,
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que encontrardo pem 0, e Q,. Para determinar as
bissectrizes tragam-se duas  perpendiculares pi a
r e qgi a s (m pontos arbitrarios Pr~r ¢ 0, es «
sobre elas e a partir de P\ e Qi marcam-se dis-
tancias arbitrarias mas iguais, determinando 0s
pontos P, e Q, interiores no angulo de r com s ;
tiram-se por esses  pontos rectas t\ e si paralelas
ares. As distancias PiP,= QiQt devem satisfa-
zer A Unica  condigdo de W\ e S\ se encontrarem
nos limites  do desenho.  As bissectrizes t>i e b, dos
angulos ri com si sdo as bissectrizes de r com s.
A igualdade dos triangulos [IPOj] e [IQOIi] jus-

tifica qualquer das
terd  solucéo

construgdes. O problema nao
se P coincidir com | .

Solucgdes dos n.™ 1519 a 15% de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia — 29 de Julho de 1943.

Ponto n.° 1

1527 — Determine o pardmetro m de modo que
a equacdo (m—Il)x—2mx+m-hl=0 admita uma
raiz superior e outra inferiora 2. R : Do enun-
ciado deduz-se que a equacdo dada tem raises reais
e diferentes ;0 trindmio f(x), primeiro membro
da equacgdo, tomara pois,  para X=2, um valor
i (2) de sinal contrério ao do coeficiente de x°, isto &,

<m-1)f(2)<0 ou (mMm—I1)[4(m—1)—4m+m+ 1] =
=(m-1)(m-3)<0 donde 1 <m<3.

1528 —Quantos numeros impares compreen-
didos entre 2000 e 7000 se podem constituir com
os algarismos 2, 3, 4, 6, 8e 9, de modo que
em cada numero ndo figurem algarismos repeti-

dos? R : Pretende saber-se 0 numero total de ndme-
ros com 4 dos 6 algarismos dados, comegando por
2, 3, 4 ou 6 e terminando por 3 ou 9. O n° de
ndmeros de 4 algarismos comegando por 2¢& A,,,
e 2/5 destes sdo impares ; 0 n.° de ndmeros de 4
algarismos comegando por 3 & A, ., e 15 déstes
sdo  impares ; 0 n° de ndmeros de 4 algarismos
comegando por 4 & A, ., e 2/5 déstes s&o impares;
0o n.° de numeros de 4 algarismos comecando por
6 ¢ A, 3,e 2/5 déstes sdo impares. O numero pro-
curado € pois 7/5 ¢A.,,3=7/5 5 ¢4 +3 =84,

1529 —Defina progressdo aritmética e calcule «

de modo que 2« + | ;2w’+ 5; 10» estejam em pro-
gressdo aritmética. R: Tem-se 2n°+ 5—(2n+I)=
=10n- (2n"+ 5), 4n’-12n + 9=0, (2n+ 3)'=0
n=3/2.
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1530 —Da extremidade A de um diametro AB
de uma circunferéncia de raio igual a 335", 27

tragcou-se uma corda AC de comprimento igual a

600", 25. Calcule o angulo « que a corda AC

forma com o didmetro AB. (Utilize logaritmos).

R: O triangulo [ABC] e evidentemente recto

(C = 90°). Tem-se pois AC = AB cos a= 2R cos a
AC 600,25

donde cosa= :log cos a=log 600,25 -f-

"lR~ 2x335,27
-i-colog 2+ colog 335,27= 2,77834+1,69897+3,47461=

= 1,95192 donde «=26° 28'.
1531 —Sendo a um angulo do 1.° quadrante
que satisfaz a relacdo tga=1/2/2, calcule

cos (5r/2 + a). R : cos (5*/2 + a) = cos («/2 + a) =

t
= —sen a= — 9> - - -N3/3.
t/l + tg° a
1532 — Calcule os valores de x compreendidos

entre 0 e r/2 radianos que satisfazem a desigual-
dade 4sen*x-2 (1 + |/2~)sen * -I-t/2 < 0. R : De-

terminemos as  raizes do trindmio do i.° mem-
bro : 4sen’x-2(l+t/2)senx+/2=0, sen x =
I+t/2xV/ (l+t/2)r-4t/2"1+t/2 + (1-t/2)

4 4
ou senxi= t/2/2 e senx,=1/2. A desigualdade é,
portanto, satisfeita para 12 < sen x < t/2/2 ou,
limitando-nos aos valores de x entre 0 e r/2,

r/6 < x< rl/4.

1533 - Os catetos de um tridangulo rectangulo
medem respectivamente 3 centimetros e 4 cen-
timetros. Calcule o volume do sélido obtido por
uma rotag¢do completa do triangulo em tdérno da
hipotenusa. R : O sélido obtido ¢ formado por  dois
cones de revolugédo com a mesma base, cujo raio R
é a altura relativa a hipotenusa, e cujas alturas h,
e h, sdo o0s segmentos que a altura  determina sobre
a hipotenusa. Tem-se V = 1/3 *rR '"hi +1/3 erR*h, =
=1/3-rR (h!+h,). Mas h,+h,=t/a"*1"" e R

determina-se facilmente atendendo aque 5 R=3x4,
144*
ou R=12/5. Vem finalmente V ———cm'.
15
1534 — Demonstre que a soma dos segmentos
de recta que unem os vértices do tridngulo [ABC]
com o ponto M, qualquer, do interior do trian-
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guio, € menor que o perimetro e maior que o
semi-perimetro do referido triangulo. R:  Desi-
gnemos por a, b, e c as medidas dos lados 0pos-
tos a A, B e C, e fagamos AM=x, BM=y e
CM=2z. De propriedades conhecidas  dedus-se
a<z+y, b<x+z, c<y+x donde a+b+c=

=2p<2(x +y+z) ou p<x+y-fz e ainda a+

MATEMATICAS
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c+ta>z+Xx donde

c.q.d.

+b>x+y, b+o y +2z,

4p>2(x+y +z) ou22p>x+y+z,
Nota — Em cada umdosgrupos | e | Isdo de

resposta obrigatéria o 1.° problema e uma das

duas questdes seguintes. E também de resposta

obrigatéria uma dasquestdes dogrupolll.
Solucgdes dos n.°* 157 a 1064 de Manuel Zaluar.

SUPERIORES

Exames de frequéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — Um ponto do exame

final de 1941-42.

ay
1535— Calcule'-~- sendo
- A A=
s It Yark sec x* T° -

1536 — Dada a circunferéncia de equacéo
.r'+_y’=10, determine umatangente talque a
drea dotriangulo formado pela tangente e a parte
positiva doseixos seja igual a32.

1537 — Dada aférmula cos fi= —cos A ecos C+
+ sen A -sen C-cos b deduza dela pormeio das
relacdes entre os elementos dum tridngulo edo
seu polar, uma férmularelacionando 3 lados e um
angulo e torne logaritmica a expressdo obtida
para o calculo doelemento a.

1538 — Reduza aos seus eixos e classifique a
quadrica *—2>>—A4*jy+ 8*-t-12_y—16=0.

. S. C.E.F. — Exame final — 15 de Julho de 1942.

1539 — Estudar erepresentar geometricamente
a funcédo yref". Utilizar-se-4 o desenvolvimento
em série da funcdo exponencial para o célculo
das ordenadas dos pontos de inflexdo com um
érro inferior a 10 °.

1540 — Dada a varidvel complexa e=x+iy
determinar o lugar dos pontos (x,y) do plano

s -1

para os quais € = 1.
e+l
1541 +Dada a funcdo assim definida
Xx—a
yCr) ", *, > P

y@ =20

estudar a existéncia dasuaderivada noponto a.

1. 8. C.E.F. — 1.» CADEIRA Exame final, 10 de Outo-

bro de 1942.

1542 —Dada a equacéo
0 + 5x' —XOax + 5(0° + b*)=

X—""2ax*+(a+b)x+
determinar a e bde

modo que elatenha as raizes -ri e —». Nessa
hip6tese resolvé-la. R: Substituindo X na equa-
¢80 dada por + ie —i vem
5(a'+b0-2a-5+i[ I-l0a-falJ-f-b*)]=0
X donde
6(a’+b')-2a-5+i[-1+10a+(a’+b)] =0
5(a*+b*)- 2a-5 =0 (a=0
(a2+b*)+10a-1=0" j (a*+b')+10a-1=0
a=0
b=l Finalmente, tem-se X*-r x'+5x*-{-5=0,

Lr*+1)(*3+5)-0 «(* " +1)(*+"1/5)I(*-"V'5/2>*+
+3V25/4]=0.

i X+y—xr+3=0

1543 — Dados os trés planos -y+s+1°0

Xx+3y-3s=0
verificar que formam uma superficie prisméatica,
determinar a direccdo das arestas e a area da
seccdo nela determinada por umplano perpendi-
cular as arestas. R: O sistema  constituido pelas
trés equagbes € incompativel, visto que a  caracte-

ristica da ma tris dos coeficientes das incognitas &
2 eada matris dos coeficientes e dos termos conhe-
cidos i 3. Qualquer dos sistemas ~ formado por
duas outrés equacdes dadas i compativel e indeter-
minado de grau 1. Logo oOs trés planos intersec-
tam-se  dois a dois, mas ndo os trés, e formam
uma  superficie prismatica. A direccdo das  atestas
i ado vector (i+j- k)A(i-j+k)=-2(j+Kk).
Um plano perpendicular as arestas &, por  exemplo,
o plano deequacdo y+z=0. Os pontos de encon-
tro diste plano com as trés arestas sao

A (-2, -1/2, 1/2), B(-9/2, 3/4, -3/4),

C(-3/4, 1/8, -1/8).
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A éarea do triangulo [ABC] &
S=1/2 mod [(B—A) A (C—A)] =25/16.

1544 — E dada a equacgéo

2*
Diga se, para valores muito grandes de x, o valor
numérico de y (x) é grande ou pequeno. Porqué?
_2r (log2)e>" .
R: Procuremos I|m—rg** lim2*= oo depois
»-+»X' (10°)! «-.«
10 aplicacbes da regra de I'Hopital. Logo vy (x)
" muito grande  para valores  muito grandes de X,

Solugdes dos n°» 1502 a 154 de A. S& da Costa

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS — exame final —
20 de Outubro de 1942.

1545 — Calcular o valor de
«0 «1 8 <*n-l
-1 X 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 0 eee -1 X
R: Trata-se dum  determinante de ordem n+1.
Multipliquemos a i." coluna por x", a 2» coluna
por Xx°~, ees a coluna de ordem n por X e some-
mos  ordenadamente todos  estes produtos a coluna
de ordem n-fl. Desenvolvendo o} determinante
obtido segundo  o0s elementos da sua Ultima coluna,
virh :\ = (—1)" ¢(ao x° + a, x"~' f-a,_, x+a,) x
-1 X 0 .- 0
M 0 -1 x e 0
0 0 0 . -1
Como facilmente se reconhece, éste determinante e
(—1)", e portanto A= a, x"-i-ai x"~H t-a,_, X+ a,.
1546 — Estudar e representar graficamente a

Determinar, em particular,

funcdo vy _(((il)*

as tangentes no ponto de abscissa 3 e num ponto

de inflexdo. R : A funcdo dada & continua nos
intervalos abertos (—oo0,+1) e (+1,+ 00). O ponto
x=1 é um ponto de descontinidade infinita de i.’

CALcuLO 1

F.C. P.— CALCULO
Junho de 1943.

INFINITESIMAL — Exame Final,

1548 — Sendo 2xy—2x'+y a equacdo de uma
linha plana, determinar a abscissa dum ponto A de
ordenada minima, e a abscissa dum ponto B de
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espécie  porque lim y=+00 e lim y=+o00. As
X->1—0 X-*1+0
assintotas a curva sdo, como facilmente se Ve,
x=1l e y=0. A origgm é um ponto da curva. Por
ser:  y'= - (I+ xi/(x-1)», y"=2(x + 2)/(x -1)<
ey"' = —6(x+3)/(x—1)" conclui-se, facilmente, que
a funcéo € crescente  no intervalo aberto  (—1, +1)
e decrescente nos intervalos abertos (- co,—1) e
(+1,+00); o ponto (—1,-1/4) e de minimo. (e}
ponto (—2, —2/9) 4 de inflexdo e a concavidade da

curva estd voltada no sentido das ordenadas nega-
tivas  no intervalo aberto (—o00,—2) e no sentido
das  ordenadas positivas no intervalo aberto
(—2 ,+00). A equagdo da tangente a curva
a) - no ponto (3,3/4) i y-3/4 1/2¢ (x-3).
bj — e no ponto de inflexao (-2,—2/9) & y+2/9=

= —1/27»(x + 2) por ser respectivamente y'(3)=
= —1/2 e y'(—2)=»—1 27. A imagem geométrica
de y seria agora de construcdo imediata.

1547 — Estudar a conica

ixy—32 +ix —14y —7=10 (eixos rectangulares)
Determinar, em especial, a sua equacdo referida

aos eixos de simetria. R : Trata-se duma conica
género hipérbole, ndo degenerescente porque  se tem
B"—AC=4>0 e |,=12=£0 dj invariante cabico).
0 seu centro éoponto (2,-1) eas direcgdes assin-
toticas s&o m=0 e m=4/3; portanto, as suas
assintotas sdo as rectas de equagoes: y=—1 «
y +1=4/3 x—2). E facil ver que a conica dada tem

por direccBes  principais 2 e —2 e gwe 0S Seus  eixos
tém, pois, por equagdes: y+1=2(x—2) ey+Il =
= —2(x—2). Os seus Vértices sdo os pontos de
coordenadas (0,-7+7), (0,-7-»/42) e (7/4,0)
A sua equacdo, referida aos eixos de simetria, que
é da forma ax’ —Py’+f=0, obtém-se, facilmente,
I'1-- 3=a+ p
pois terd que ser 1 | lj= — 4=2a3 , donde,
(1,= 12 = ailr

i «= 1 i 4

1 $=—4 ou <p= 1 (0o que equivale a trocar
{T=-3 ( Tf=—3

0s eixos entre si) e portanto: x'—4y'—3=0 ou

4x'-y*+3=0.
Solugdes dos n. 145 a 1547 de O. Morbey Rodrigues.

FINITESIMAL

inflexdo. Calcular a é&4rea limitada pela curva, o
eixo dos xx e as paralelas ao eixo dos yy tiradas

pelos pontos A e B. R : Resolvendo em ordem
[-2i°-

ay,vem y=+ W 67Ti '« condicdo y'=0 da-nos

x=1, que ser& a abscissa da ponto A (pertencente
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ao ramo  positivo) de ordenada minima (y','>0).
A condigdo y"=0 danos Xx«=2, que sera a abscissa
dum ponto B de inflexdo (y,"":£0). Tem-se, entéo,
i S
y & X
s=j \J2x31”" fOJ fr*":) <7 ou, pondo

\a

S =n2/2-" (t2+1)dt-= ~-21/2/3,
<IMC ti a area  pedida.

1549 — Integrar a equagdo y"+y>=2sec'Xx
determinar a linha Integral que passa pelo ponto
(0,1) onde y'»=0, e calcular o raio de curvatura
nesse ponto. R : Trata-se de uma equagéo linear
de 2." ordem, de coeficientes constantes. Usando o
simbolo D, a equagdo sem a.° membro  escreve-se ;
(D*+1)y=0, e o seu integral geral ser& y=Acosx+
+ B sen x; o método da variacdo das constantes
da-nos A ——sec’x+Q ,B=2tgx+C,;o0 integral
geral da equagdo dada ¢, pois, y=(C,—2)cos x+
+ Cjsen x+sec x . As condicdes iniciais d&o-nos
C, =2, Cz=0; a equagdo da linha integral pedida
i, entdo, y=secx, etemse R, ,=1".

1550 — Mostrar que a superficie 3z *=3xy +
+HiX—y)"—2x' ¢ planificavel. Escrever a
equacdo do plano tangente com um Gnico para-
metro, e determinar a aresta de reversdo.
R: Tem-se s’—rt= 0. Entdo, p=¢(q), ea equa-
¢do do plano tangente no ponto (x,y,z) escreve-se
Z-=<p(q)X + qY + 1" q), sendo V(gq)<=z —ip(q)x—qy

2x-1=t",

Para y=0, tem-se p=q=0, logo tf (0)=0; para
xX'=y ,temse p= —x’',q =>X, logo cp(x)-=— x’; isto
leva-nos  a verificar que 9(q)= —q°. Tem-se entdo,
*<q)=z+ q-'x—qy. Para x=y=0, tem-se z=q = 0;
para x°‘=y , tem-se z=x°/3,q=x; logo >r(0)—0,
* (x)=x'/3, o que nos leva a verificar que ¥(q)-»
=q°'/3. A equagio do plano tangente i, entéo,

Z-=—(q°'X +qY-l-g°/3. E a aresta de reversao tem
para equagdes Z=X'/3 e Y=X"'.
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F.C.P. —CALCULO INFINITESIMAL — exame final,
Junho de 1943.

1551— Sendo p= cos’0/2 a equacdo de uma
linha plana, determinar o perimetro da curva e
os pontos de ordenadas maximas ou
R: Tem-se ds-=cos 6/2 «da ; portanto, o]

ir

minimas.
perimetro

« s=2 Jcos0/2 *d8=»=4. Como y = fsenO, a  condi¢do
u

de maximo ou minima da& 6J=7P/3,6j=ir, 03=5it/3;

no ponto 0|,y tem um maximo, no ponto tj ndo

tem  maximo nem  minimo, no ponto 63 tem um

minima.

1552— Integrara equagdo(1—x)y"+xy'—-y-=0,
sabendo-se que admite a solugdo y = x. Determi-
nar a linha integral que passa pelo ponto (0,1)
onde a tangente é paralela ao eixo dos xx, e cal-
cular as coordenadas do centro de curvatura nésse
ponto. R : Trata-se de uma equagdo linear de 3.
ordem. Poremos y = Cx e, variando a constante,
obtem-se  .(1- x)xC"+ [2(1- x)+ x']C' =0, que i

uma equagdo incompleta. Pondo C —ze separando
o dz /2 x \
variavels | obtem-se M 1 )dx=0, eujo
z \ X 1—x/
integral geral e z=Q e (1 —x)/x". Finalmente,
obtem-se y=C, x—C, e, que i o integral  geral pro-
curado. As condigbes iniciais, ddo-nos Cg=Cj —1.
A linha integral pedida &, pois, y=e —x; to seu
centro de curvatura no ponto (0,1) € oponto (0,2).
1553— Sejam x=u+y, y=u+2v, e»e=«" <p(y)
as equacdes duma superficie (S). Determinar

¢(z») de modo que (S) seja planificdvel e deter-
minar as constantes de modo que (S) passe pelo
ponto (0,0,1) e seja tangente nesse ponto ao
plano x—2y+s"=l. R: Obtim-se 9 (v)=e>""« g
em seguida, o(v) = e’*,

Solugdes dos n.°* 143 a 1553 de A. Pereira Gomes.

PROBLEMAS

As resolugdes  de problemas propostos devem  ser-nos  remetidas até ao dia 13 do més
anterior ao do aparecimento de cada numero da Gazeta.

Para facilitar a organizacgdo da seccdo, pedimos que cada resolugdo  seja transcrita
numa folha de papel, utilizada s6 de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tra-
tados), com a indicagdo do nome e da morada do  autor.

Das resolugdes recebidas  de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das
melhores e mencionam-se os autores de todas as resolugdes correctas e so destas.

PROBLEMAS

1554— Resolver a equacdo biquadrada:
DeHVx~  +2x{l + \fx)]-[x'+1/*(2*-1)]=.159600.
Problema proposto porJ. S. Faria de Abreu (de Penafiel).

PROPOSTOS
1555 — Circunscrever um tetraedro a um tetrae-
dro dado, cujas fases passam por 4 rectas dadas.
Problema proposto por José Morgado (do Porto).
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ALGUMAS DAS SOLUCOES

881 — Calcular o integral
x"dx

*\= BI-AC4 inteiro
/'( ) f VAX*+2Bx +C Q (e«
positivo). R : O integral

B'—AC~”=0 o radicando

& definido, pois sendo
do denominador da  fun-

¢80 integrando s6 tem raises simples. Vamos
deduzir uma férmula de recorréncia para 0 seu
calculo.  Suporemos n> 1.
i\ f X" dx
1, X):- /| — = = =
g J t/IAXx + 2Bx+ C
0
_ 1 /'(Ax+ B)x°-'"—Bx™* d
X-
A t/Ax*+2Bx + C
1,«-id~A,, 2Bx + Cdx -

J

dx
l _ «=-x°-" I/Ax'+2Bx4 C
A, VIAX*+ 2Bx + C A

n-1
I X-VAx2+2Bx+Cdx- —1*
A

por outro lado

x"-»t/Ax*+ 2Bx + Cd x

x"-»(Ax2+2Bx + C)dx

e Al,,-(-2BI* +ClI,_.;
I/AX"+ 2BXT-C

donde
x-"tIAx*+2Bx+C 2n-1B n -1

1."= R ., L Vi ) c'u

(n>1).
calculo
regras

Com esta formula  de recorréncia redus-se 0
de I, aos de lie I ,,que se efectuam pelas
habituais.

884 — Estudar a convergéncia da série cujo
termo geral é

»,=j"sen(@a + £j J 0<acx< .

R : Aplicando o critério de Cauchy, temos
' t/5"— sen + —”" c«/o limite para n infinito
& sen a< 1. ™M srfrle« convergente.

885 — Integra-se a funcdo «'s"' (» > 0) ao

longo dum
segundo ox,

contorno formado por um raio OA
um arco de circunferéncia AB de
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RECEBIDAS

centro O e raio OA , e um raio BO,

que a*A0B esteja entre 0 e ir/2.
Fazendo crescer OA indefinidamente deduzir
do resultado os integrais definidos :

sendo B tal

00
e~°"cos bu du fu"~ "sen bu du.
R : Damos apenas o0s resultados, visto o enunciado
indicar o caminho a seguir e os célculos serem
bastante  longos

Jn| jj. durOHb?)"""*cos |*narctg~Jr (n)

I u"-"e-*°cos bu du=0°+b"*)

(o]

sen ~“narctgJr (n)

em que r (n) éafuncdo de Euler r (n)=J x' ' e *dx.
0
886—Dada a curva plana de equacéo y—AX'—0
(yl constante, p e q inteiros), pretende-se saber
em que casos 0 arco pode ser expresso na abscissa

por meio das transcendentes elementares.

R: Dada a curva y*=y(x) o elemento de arco &
dado por ds= I/1-+y**dx . No caso presente temos
ds = [1+ A"'p'g-"x"""-"]"*dx. Reduzindo esta  dife-
rencial  binémio & forma  candnica  pela mudanca
de variavel A'piglxtt=t obtém-se
3T—»l|

ds-Ril+tyH" "dt (B constante).
Sabemos  que o integral de (I+t)" t"dt pode expri-
mir-se  pelas  transcendentes elementares se  forem
inteiros m, n, ou m+n. NO nosso caso  Vé-se
facilmente que essas condigdes  correspoudem a ser
- . 4 ou P
inteiro par um dos nameros D-q 0-q

1007—Proveque para ninteiro as fungdesde Bes-
set J,(s) verificamJ, (y..)= 2

«n=—ao

IM{yNN@)-

Il
R: Podemos definir J, (z) por el *

+ 00
- S JM@e) (2 0) . Aplicando este  desen-
volvimento a ambos 0os membros da identidade

KA)(-FL>04)..M«4)

vem

2 J-(*+y>f- SAW'*"" 57 (y)-t'
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e igualando os coeficientes de t" temos J,(z+y)=
-2 Jk(*>-Ji(y)- 2 ;. W J—(y) g-e.d.
k+4=ni n=—oo0

1008 —Ache o reciproco de 1-t-p°’no corpo defi-

nido por /ip)=p°-3,4-1=0. R: Sea f(x) =
=»x’—3x +1 g(x)=x"+1. Vamos calcular dois
polindmios a e b /als »«e af+ bg=*1. O reciproco
pedido serd  evidentemente b (p). O algoritmo de
Euclides aplicado aieg da
f=x-g+ (1-4x%)
= -0 (4 x I, (l-4x) + ~
donde
16 1
=~ g +M(4x+ 1,(1-4x)
16
"P7e 07 ) (-78)
r 4 1 16T T4 n
O reciproco pedido & pois
4 1 16
b(,) =-,-,«-—P + —-
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1010 — Sdo dados um plano <©e um ponto O
desse plano. Pede-se a equacdo geral das superfi-
cies 2 tais que, sendo M um ponto de 2, MN a
normal em M {N e<), ii/P a perpendicular a
«(Pe w), seja igual a uma constante dada a* a area

do triangulo ONP. Com os mesmos dados fazer
NOP=const. R : Tomando m/aro plano OXy «
o ponto O ~ara origan, a area do triangulo ONP
é dada por S=1/2.z(py—qgx). ™ equagdo do pro-
blema épois 2a’=z(py—qgx). O sistemadas caracte-
risticas  desta equacdo as derivadas parciais admite
0s integrais primarios

X'+y'=R* e z'+4a’'8=C {em que y=x1tg6).
Donde vem a solugdo do problema, dada por
z'4-4a’arctgy/x—<p(x‘4-y*)=0 em que < i uma
funcéo arbitraria.

1011—Demonstrar que, dados os pontos Mi e Mi
representativos dos complexos s, e *,, se M\

descreve uma recta paralela ao eixo Ox, o0 ponto
M representativo do produto z,s, descreve
uma recta paralela a OM. R : Sejam z\ e 2\
dois  valores de zi. Serd arg (z'iz, —z"iz,) =
=arg [(z't-z""!) z,]=arg(z~-z"~l+argz,=arg z, por
ser arg (z'!'—z"|)=0. "4 igualdade arg(z'.z,—z"iz,)=
—arg z, prova a proposi¢do enunciada.

Solucdes dos problemas anteriores de Mario de Alenquer.

BOLETIM BIBLIOGRAFICO

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicacdes de matemética de que os autores ou editores enviarem dois exemplares & Redaccéo

25 — ALBERT A. ADRIAN — Introduction lo
Algebraic Theories —The University of Chicago
Press, 1943.

Os que estudaram 4lgebra abstrata sabem bem
gque o0s seus métodos sdo simultdneamente mais
simples e faceis de assimilar e mais penetrantes
do que os processos classicos ; mas os que toma-
ram contacto com a dlgebra abstracta ndoignoram
gque se apresenta um grande obstdculo ao estudante
que deseja travar conhecimento com esta nova
orientagdo da é4lgebra. O principiante tem de
aprender primeiro a lidar com conceitos e a uti-
lizd-los tdo facilmente como se se tratasse de
nimeros, se bem que, depois de tal ter conse-
guido, note que tudo se desenvolve com mais
facilidade.

Tem por objectivo esta «Introdugdo as teorias
algébricas» auxiliar o estudante na sua tentativa

de vencer as dificuldadesapontadas e de adquirir
os héabitos de raciocinio abstracto, que sdo o fun-
damento, ndo s6 da algebra abstracta, mas de
quasi tédas as teorias mateméaticas de hoje. Visto
que éste livro tem o intuito de ser uma obra de
iniciacdo, ndorequere nenhum conhecimento pré-
vip — além de técnicas algébricas ja conhecidas
dos mateméaticos do Renascimento — ainda que
uma boa vontade de trabalhar e pensar sejam
indispenséaveis.

Os assuntos tratados neste texto sdo os que
naturalmente eram de esperar: matrizes, equiva-
léncia e semelhanca, e certos outros assuntos
ligados. Tal impde o estudo de alguns elementos
da teoria dos polinémios — por razdes de ordem
técnica —é dos espagos lineares, estudo éste indis-
pensavel para acompreensdo do significado real
dos conceitos relativos as matrizes. Indicacdes da
técnica de generalizacdo — tdo importantes no
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momento actual —e da sua utilizacdo sdo dadas
constantemente. O UGltimo capitulo constitui o
ponto culminante de tdda a obra onde os concei-
tos fundamentais da éalgebra abstracta sdo intro-
duzidos como a conseqUéncia natural das consi-
deragcbes precedentes.

Um grande nimero de exercicios—tanto exem-
plos numéricos, como desenvolvimentos matema-
ticos — dado ao leitor uma oportunidade de avaliar
0os conhecimentos adquiridos. O livro estd escrito
com clareza de estilo, e os assuntos sdo apre-
sentados com a elegdncia e precisdo que eram
de esperar do autor. Assim esta obra reve-
lar-se-a valiosa tanto para o aluno como para o
mestre.

(de Reintiold Baer em «Bulletin of the American
Mathematical Society» Vol. XLVII, n.° 11— Nov. 194 —
Trad. M.Z.)

26 —SMART, W. M.— Foundations of Astro-
nomy — Longmans, Green and Co., London, New
York and Toronto, 1942.

O Prof. W. M.Smart ndo necessita de apresen-
tacdo como autor de livros de astronomia. Estes
vdo desde as divulgagdes populares como «O Sol,
as Estrélas e o Universo» até a valiosa e com-
preensivel obra «Dindmica estelar», concernente
ao movimento das estrélas.

A obra, agora em critica, estd entre as divulga-
¢0es populares de astronomia e os livros de texto
para os estudantes universitarios, como o tipico
«Text-book» de Astronomia Esférica do mesmo
autor, de que hé ja 2. edicédo.

Os «Fundamentos de Astronomia» sdodirigidos
aos estudantes que frequentam o 1.° ano dum
curso de astronomia das universidades e a todos
0s que se interessam por estes assuntos e que
tém necessidade duma base mais s6lida do que a
dada pela maioria dos livros descritivos. O autor
deseja que o livro possa ser Gtil a muitos dos
jovens das forcas navais e aéreas que necessitam
de conhecimentos de astronomia e das suas apli-
cagBes como introdugdo aos manuais dos servigos
onde é dado relévo especial aos assuntos té-
cnicos.

Abrindo com os capitulos «Geometria da Esfera»
e «A Esfera Celeste», o livro apresenta definicdes
de muitos termos astronémicos, acompanhan-
do-os de explicagbes completas e cuidadosas,
simples de seguir, e ilustrando-os com exemplos.
A salientar nestas explicagdes é o uso de diagra-
mas apropriados, bem imaginados e elaborados.
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Simultdneamentecom as defini¢gdes sdo dadas, por
uma forma muito clara, descri¢gdes e explica-
coes de fenémenos naturais. E de notar que a
parte da trigonometriaesférica utilizada depende
s6 de uma UGnica féormula —a féormula do coseno
— e que esta dependéncia é directa em cada
caso.

Apesar de se tratar principalmente de astrono-
mia de posicdo, o capitulo «As estrélas» inclui
uma breve introdugdo ao estudo dos espectros e
dalguns dos mais importantes e fascinantes resul-
tados que podem obter-se a partir do estudo da
constituicdo da luz das estrélas. Também figura
um capitulo sobre a «Determinacdo da posicédo
da Terra».

Caracterizadamente util é a inclusdo, no fim de

quési tédos os capitulos, de exercicios para o
leitor e ainda a coleccdo de respostas do fim
do livro. H& ainda apéndices com tabelas de

constantes astronémicas e elementos dos pla-
netas e satélites, figurando também um valioso
fndice.

A obra é belamente impressa e em nada da a
revelar a producdo do tempo de guerra.

(de 1.C. P. Miller em «Nature», Vol.CU,
n." 3819, —1943,Jan. 9- Trad. M. Z.)

C. and FRANK, N.H.- In-
physics — International

27 —SLATER, J.
troduction to theoretical
Series in Physics, 1933.

Do Prefécio

.. .Este curso teve origem na convicgcdo de que
a divisdo do ensino da fisica tedrica em cadei-
ras distintas como mecanica, teoria electromagné-
tica, teoria do potencial, termodinamica, tende
a impedir o estudante de ver a unidade da fi-
sica e de apreciar a importancia da aplicagdo a
um dado ramo dos principios desenvolvidos para
outro.

tornou-se evidente que a estrutura da maté-
ria ndo podia tratar-se sem uma compreenséo
perfeita dos principios da mecéanica ondulatéria e
que esta exigia uma cuidadosa preparagdo em fi-
sica classica.

No final de cada capitulo vem um conjunto de
problemas. A capacidade de resolver problemas
(note-se que o autor ndo se refere asimples exer-
cicios com aplicagdo imediata de formulas decora-
das), em nossa opinido, é essencial para uma com-
preensdo adequada da fisica.

... Finalmente queremos lembrar ao leitor que
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éste é, exclusivamente, um livro de fisica teo6-
rica. .. (Ndohé& davida ser de lamentar, do ponto
de vista da unidade da fisica, uma separa¢do dos
aspectos experimental e teérico). Isto é particular-
mente certo quando nos lembramos que a maior
dificuldade encontrada pelo estudante no dominio
da fisica teérica é mais a apréndisagem do como
aplicar a mateméatica a um caso fisico, do como
formular matematicamente um problema, do que
a resolugdo dum problema ja& formulado.Mas a
Gnica resposta satisfatéria é um vasto treino no
qual a fisica teérica caminhe passo a passocom a
fisica experimental e com o trabalho de labora-
torio. ..

Fugas em sistemas no vacuo ou em circuitos
eléctricos tém a sua contrapartida nas muitas coi-
sas desastrosas que podem acontecer as equacgodes.
E é muitas vezes tao dificil encontrar um sistema
mateméatico para tratar dum problema dificil, sem
aproximacdes injustificdveis e complicacdes im-
possiveis, como construirum aparelho para medir
uma grandeza dificil (de medir) ou para eviden-
ciar um efeito novo. Estas coisas ndo podem ser
ensinadas.. Mas metade da batalha estd ganha
se o0 estudante se acerca da fisica tedrica, nédo
como dum conjunto de férmulas misteriosas, ou
como duma rotina macadora que se estuda por
obrigacdo, mas antes como dum conjunto de mé-
todos, de instrumentos, de aparelhos, submetidos
a regras analogas as dos outros aparelhos fisicos
e conduzindo a resultados fisicos de grande impor-
tancia.

Titulos dos capitulos (é indicada entre parén-
tesis o respectivo nimero de péagina):

tm Séries de poténcias (10)— 2. Método das
séries de poténcias para as equacOes diferen-
ciais (20i —3. Métodos das séries de poténcias e
exponencial para vibragdes harménicas simpies (8)

4 Vibragdes amortecidas, forcadas e resonancia
(12) — 5. Energia (9) — 6. Vectores, forgcas e poten-
ciais (10)— 7. Equag¢des de Lagrange e movi-
mento planetdrio (11) —8. Momentos generaliza-
dos e equagdes de Hamilton (10) 9. Espaco das
fases e movimento geral das particulas (13) 10.
O movimento dos corpos rigidos (15) 11. Siste-
mas ligados (coupled) e coordenadas normais (13)
— 12. A corda vibrante e as séries de Fourier (14)
— 13. Coordenadas normais e a corda vibrante (12)
— 14. A corda com tensdo e densidades variaveis
(14) 15. A membrana vibrante (12) —16. Ten-
sdes, deformacdes e vibragdes dum sdlido eldas-
tico (13) - 17. Escoamento de fluidos (10) - 18.
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Escoamento do calor (13) —19. Electrostatica, teo-
rema de Green e teoria do potencial (15) — 20.
Campos magnéticos, teorema de Stokes e poten-
cial vector (10) — 21.Inducdo electromognética e
equacdo de Maxwel (11) —22. Energia no campo
electromagnético (12) — 23. Reflexdo e refracgéo
das ondas electromagnéticas (12) — 24. Teoria
electronica e'dispersdo (16) —25. Ondas electro-
magnéticas esféricas (14) 26. Principio de Huy-
gens e teorema ae Green (13)— 27. Difraccdo de
Frésnel e de Fraunhofer (14) — 28. Ondas, raios e
mecanica ondulatdéria <16)—29. Equacado de Schrd-
dinger a uma variavel (13) —30. O principio de
correspondéncia e a mecanica estatistica (16) —
31. Matrizes (12) - 32. Teoria das perturbacdes (20)
— 33. O atomo de hidrogénio e o campo central
(19) —34. Estrutura atémica (14) —35. Forgas in-
teratoémicas e estrutura molecular (15) — 36. Equa-
¢0es de estado dos gases (17)— 37. Vibragdes
nucleares em moléculas e nos so6lidos (15) — 38.
Colisdes ereacgdes quimicas (13)—39. Interacgdes
electronicas (17) — 40. Energia electrénica de &to-
mos e moléculas (13) —41. Estatistica de Fermi
e estrutura metalica (14)—42. Dispersdo, die-
léctricos e magnetismo (16).

Zurich, 19-1X-43.
A. Gibert

28 — GONSETH, FERDINAND ET GAGNEBIN,
SAMUEL — Eléments de Géométrie — | Géométrie
Plane — Librairie Payot. Lausanne. Da coleccéo
da Société Suisse des Professeurs de Mathé-
matiques 1942.

Trata-se de um livro destinado ao ensino da
Geometria nas escolas secundarias suicas, edigédo
em lingua francesa de que s6 esta publicada esta
| parte. Em lingua alema encontram-se ja publi-
cadas as duas partes de que consta a obra. E um
livro cuja leitura é de aconselhar em especial
aos professores de matematica que desejam fa-
zer o seu ensino, de modo a preparar o aluno
de acdrdo com as modernas correntes de es-
tudo da matemdatica- E ndo se julgue que os au-
tores se perdem em altas abstrac¢gdes ou teori-
zagBes se bem que a matéria seja apresentada a
partir das idéias de grupo de transformagdes que
deixam invariantes as propriedades das figuras.
Veja-se, por exemplo, como é introduzidaa nogéo
de plano: «Entre as melhores realizagfes duma
superficie plana que se sabem construir, citemos
as que sao utilizadas na imprensa, e em metalur-
gia com o nome de marmores. Como se fa-
brica um marmore? Realizam-se, para comecar,
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trés superficies

e desgastam-se

aproximadamente planas M
Mi e J/j.Aplica-se /t/]j sbbre Mz,
uma contra a outra

por exemplo,
(rodam-se

uma sObre a outra) durante um certo tempo ; de-

pois substitui-se
M, por Mi. In-
terrompe-se em
seguida esta ope-
racdo para des-
gastar M, con-
tra Sf- e assim
por diante. Se
se prolonga sufi-
cientemente este
desgaste alter-
nado, obtém-se
trés superficies
lisas que se apli-
cam umasbbre a
outra de manei-
ra extraordina-
riamente perfei-
ta, ndo deixando
entre sl qualquer
espago aprecia-
vel : eis os mar-
mores. Além dis-
so, se se rodam
do mesmo modo
um outro grupo
de trés marmo-
res, cadaum dés-
tes ultimos gosa
da mesma pro-
priedade em re-
lagdo a cada um
dos primeiros.
Para compreen-
der que éste
processo deve
conduzir a trés
superficies bem
planas, basta
observar que o
desgaste de dois
marmores SsoO-
mente, ndo con-
duziria neces-a-
riamente a duas
superficies pla-
nas, mas antes

esta eventualidade, pois
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seria necessario que

aquela terceira superficie fosse ao mesmo tempo
convexa para se aplicar sbbre a superficie con-
cava, e concava para se aplicar sdbre a superfi-

«COMO SEDEVE PROCURAR A SOLUCAO»?

1

i. Compreender a questdo.

3. Achar um cantinho que va da incégnita aos dados — pas-
sando, se for preciso, por varios problemas intermediérios,
tAnalise).

3. Realizar. Efectuar as construgdes (Sintese.

4. Verificar ¢ criticar.

Formular a ou as relagbes entre a incognita e os dados.
Transformar os elementos desconhecidos. Procurar-se-a in-
troduzir novas incégnitas mais aproximadas dos dados.

Transformar os elementos dados.

Procurar-se-a deduzir

novos elementos mais aproximados das incognitas.

N&o resolver sendo uma parte do problema.

Né&o satisfazer sendo a uma parte das condi¢des : que liber-
dade de variacdo se introduziu abandonando a outra parte ?

(Lugares geométricos).

Generalizar. Particularizar. — Proceder por analogia.

De que se trata ? O que se
da? O que se procura ?

Os dados determinam a in-

Examinar cognita?  Ou s&@o insuficien-
cada ponto e tes ? ou superabundantes T «Substi -
ndo admitir Pode-se poOr aquestdo doutro tuir as defi-

com Des- modo? nicdées nolu-
cartes — se- Pode-se  relacionar o pro- gar dos defi-
ndo o que blema com outro que ja se nidos».
«se pode ver conhega?—cuia solucdo & mais
com evidén- simples?—ou mesmo  ime- Pascal
cia ou dedu- diata t
zir com cer- Estas questdes devem-se
teza».

repetir a cada problema in-

termediario. Além disso :

Tomam-se
todos os factos

em

consideracao

O resultado é plausivel ? Porqué ?

Pode-se fazer uma verificacdo ?

H& outro caminho conduzindo ao resultado? Ha algum mais
directo? Que outros resultados se poderiam obter pela mesma

via ?

a duas superficies esféricas, uma convexa e outra
cbncava, ajustando-se uma contra a outra. Mas se
se faz intervir uma terceira superficie, é excluida

cie convexa: ela
deve ser plana
bem como as ou-
tras duas». E da-
qui conclui os
postulados do
plano : «Para os
planos ideais, es-
tas propriedades
dos méarmores
conduzem-nos as

duas seguintes
propriedades :
Dois planos
séo sobrepont-
veis.
Uma porcao
qualquer de um

plano pode ser
deslocada livre-
mente neste  pla-
no*.

O indice dar-
nos-a uma idéia-
exacta da dispo-
sicdo e coorde-
na¢do dos assun-
tos :

Primeiras no-
¢bes fundamen-
tais: A — Intro-
ducao; B—A
superficie, a li-
nha e o ponto;
C O plano e a
recta; D—A me-
dida dos compri-
mentos; E —O
plano, a recta e
os seus desloca-
mentos. Angulos
e rotagcbes no
plano ; Simetria
Axial ; Os casos
de igualdade dos
triangulos; Pa-

ralelismo e simetria central; Os lugares geo-
métricos, aplicagbes ; O circulo ; A medida das
superficies ; Linhas proporcionais ; Homotetia e
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semelhang¢a ; Os poligonos regalares ; O compri-
mento da circunferéncia e a superficie do circulo.

Sbdbre todos os capitulos a partir do Il ddo-nos
exercicios graduados em numero de 507. Por
Gltimo apresentam um quadro devido ao professor
G. Pélya que pelointerésse que pode ter para

p
'> Note-se que um nome como o de G. P6tVanSo se des-
doura com 0 escrever coisas tdo comesinhas, verdades a
Mr. de la Palisse, como acham certos matematicos, sem se
lembrarem que estes conselhos séo dirigidos aos que prin-
cipiam, se bem que n&o seja mau recorda-los mesmo aqueles
que percorreram longo caminho.

PUBLICACOES

Agronomia Lusitana — Vol. 4 —n.° 2 — 1942,

(Estagdo Agrondomica Nacional).

Agros — Boletim dos Estudantes de Agronomia
— Ano XXVI - n.° 2— Margo-Abril de 1943

Euclides — (Madrid) — Revista mensal de Cién-
cias Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales —
Tomo Ill,n<* 30 e 31.

Consideracdes sdbre a perceptibilidade auditiva
dos sinais horérios ritmicos radiotelegréficos no
processo das coincidéncias por extingdo de sinais
—José Antonio Madeira — Coimbra, 1942.

Elementos da Teoria dos Anéis Almeida Costa
—Publicacao n.° / do Centro de Estudos de Mate-
matica da Universidade do Porto, 1943.

GAZETA DE MATEMATICA

os alunos nao resistimos a tentacdo de trans-

crever.

Enfim, o livro contém, pelo modo como séo tra-
tados, e ndo porgue sejam novos, muitos assuntos
de interesse para 0 nosso ensino secundario. E
claro e escrito numa linguagem acessivel ao meio
a que ¢é destinado, apesar de um dos seus auto-
res, Gonseth, ser um professor do ensino supe-
rior, professor da Escola Politécnica Federal de
Zurich, e grande matematico suigo.

J. da Silva Paulo

RECEBIDAS

Boletin Mateméatico — (Buenos Aires) — Revista
argentina de Matematica Ano XVI —n.”" 1le 2.

Publicagbes do Sindicato Nacional dos Enge-
nheiros Geodgrafos — N.° 1  Estudo comparativo
dos processos de registo gréafico e de recepgdo
acustica  (extingdo de sinais) na determinacdo da
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désica, por Manuel Pires de Matos — Lisboa, 1941.

Sur une généralisation de I'opérateur de pro-
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