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ROGERIO MARTINS
Universidade Nova
de Lisboa

A MATEMATICA PODE

MUDAR O MUNDO

Este ano é dedicado a Matematica do Planeta Terra. A Gazeta de Matemiitica de-

cidiu juntar-se a esta iniciativa: dedica este nimero ao planeta Terra e publica

uma série de artigos sobre este tema. Mas, afinal, o que é que tem a matemadtica

a dizer sobre o nosso planeta?

uando tentamos responder a esta pergunta ficamos tao
Qperplexos como quando nos perguntam: “Sempre ouvi
dizer que a matematica estd em todo o lado, afinal onde é que
ela estd concretamente?” A verdade é que a temdtica do pla-
neta Terra é tdo abrangente e a matematica, tdo omnipresente,
que a abundéncia de exemplos é de tal ordem que é dificil
escolher por onde comegar... De facto, ndo faltam exemplos
de dreas nas quais a matemadtica tem um papel determinan-
te e que estdo diretamente ligadas ao planeta: meteorologia,
ecologia, epidemiologia, alteragGes climaticas, energia, astro-
nomia, geologia, sociologia... e assim por diante.

Por outro lado, quando afunilamos mais e tentamos ver
que matematica hé afinal em cada uma destas éreas, percebe-
mos que a matemadtica tem um papel que acaba por ser dis-
creto, embora determinante. As conquistas matemadticas sdo
fenémenos raros mas com consequéncias tremendas, dada a
forma como, quando Tteis, se generaliza o seu uso por todo o
mundo e permanecem atuais ao longo do tempo. Além disso,
muitas destas ferramentas matemadticas acabam por ser usa-
das de forma ndo explicita, escondidas por detrds de muitos
softwares, auténticas caixas negras, programadas por uma mi-
noria e usadas por muita gente.

Pensemos num exemplo concreto: as Curvas de Bézier.
Estas curvas foram criadas por Pierre Bézier, um matematico
francés que trabalhava para a Renault. Neste momento milha-
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res de pessoas usam estas curvas em softwares gréficos, embo-
ra a maior parte delas ndo conheca a matemdtica por detrds
desta ferramenta. A descoberta foi um fenémeno seguramen-
te discreto e bem localizado no tempo, 1962, por outro lado,
a aplicacdo desta descoberta estd amplamente generalizada
em softwares graficos e serd usada provavelmente por muitos
anos, talvez até para sempre! E incalculdvel a vantagem em
termos praticos desta criagdo matematica. De certa forma, a
dindmica da matemadtica e suas aplicagdes é sensivel as con-
digGes iniciais.

Claro que neste momento pode alguém estar a pensar:
“Sim, é verdade, mas por cada Bézier hd uma quantidade
enorme de matemdticos que foram pagos pelo erdrio pu-
blico e que ndo produziram nada marcante para o planeta
Terra.” Bem... a resposta que temos para esse argumento é a de
que ndo é claro até que ponto o trabalho de um matematico,
mesmo ndo produzindo nada suficientemente relevante para
que o seu nome lhe fique associado, ndo contribua com um
pequeno épsilon para o conhecimento matemadtico. Por outro
lado, mesmo que ndo acreditemos nesta teoria dos pequenos
épsilones, defender que sé devemos financiar a primeira linha
de matematicos é uma ideia tdo absurda como dizer que basta
ensinar a jogar futebol a 4 em cada 100.000 pessoas (essen-
cialmente o ntiimero de jogadores da primeira divisdo) para
termos a qualidade de futebol que temos.



ATRACTOR

JOGOS ISOMORFOS

Neste artigo, propomos ao leitor uma versdo luminosa do jogo das

torres de Hanoi.

maginemos um jogo formado por uma fila de lampadas, em
que cada lampada pode estar num de dois estados: acesa

ou apagada.

Figura 1

Clicando numa delas, ou sé essa muda de estado, ou ficam
todas no estado em que estavam. Qual das duas ocorréncias-
tem lugar, dependerd, segundo uma regra precisa, do estado
das lampadas da fila. Aconselhamos o leitor a que tente desco-
brir essa regra por si mesmo, experimentando com um mode-
lo virtual do jogo, disponivel em [1]. Para usar esse modelo, o
browser deverd ter o plugin Mathematica Player, que poderd ser
importado de [2]. Se o leitor ndo desejar fazer esse exercicio,
deve ler agora, no final' do texto, o enunciado da regra. Conhe-
cida essa regra, considere-se o seguinte problema”: para uma
fila com n lampadas todas apagadas, serd possivel, utilizando
cliques adequados, conseguir que apenas a tltima lampada fi-
que acesa? Se for, qual o ndmero minimo de cliques a usar? E
haverd apenas uma, ou mais do que uma, sucessio de cliques
com o nimero minimo, que cumpra esse objetivo? O leitor po-
dera utilizar o jogo virtual para varios valores de n, procurando
gastar o nimero minimo de cliques.

Decorre da regra geral que, se as primeiras n—1 lampadas
estiverem apagadas, os mesmos cliques que acendem a lampa-

da n (se estava apagada), também a apagam (se estava acesa).

~ ~!
F(3) F(3)

Figura 2

Designe F(n), para cada n, uma sucessdo de cliques de com-
primento minimo que, aplicada a uma fila de n lampadas das
quais as primeiras n—1 estdo apagadas, s6 muda o estado da
lampada n. E designe f(n) o ntimero de cliques de F(n). Partin-
do de uma fila de n lampadas apagadas, s6 se conseguird acen-
der alampada n quando, entre as anteriores, apenas esteja ace-
saa de ordem n—1; e consegue-se chegar a esse estado, usando
precisamente os cliques de F(n—1), em ndmero de f(n-1). Cli-
cando depois na lampada 1, ficardo apenas acesas as lampadas
n-1 e n; e com F(n-1) apagar-se-4 a lampada n—1. Portanto,
Fn)=F(n—1)x (n) xF(n—1)e f(n) =2f(n—1)+1
Notando que F(1)={1}

(um clique na 1°* lampada

F(n-1) 1 acende-a) e f(1)=1, temos
v F(n) e f(n) definidos por
recorréncia, e a unicidade

{1} de F fica também estabe-
lecida. E, como a fungéo g

Foel) ) definida por g(n) = 2"-1,

satisfaz também a g(1)=1
e a g(n)=2g(n-1)+1, serad
f=s

Figura 3

ATRACTOR ¢ Jogos isomorfos 03



Ao jogar este jogo, ocorre imediatamente pensar num ou-

tro, cuja estrutura de resolugdo é muito semelhante — o popular
jogo das Torres de Handi. Lembremos rapidamente as regras:
num tabuleiro com trés hastes e discos de raios todos diferentes,
pode-se, de cada vez, mudar o disco de cima de uma haste para
outra haste, desde que nunca se coloque um disco qualquer
sobre outro mais pequeno. Partindo de uma pilha de discos (de
didmetros decrescentes) numa das hastes e nenhum disco nas
outras duas, quer-se transportar aquela pilha para outra has-
te previamente fixada. Como o fazer num niimero minimo de
jogadas? O jogo é trivial quando a pilha s6 tem um disco. E,
se ja o soubermos resolver para uma pilha de n-1 e tivermos
uma de 7, poderemos transferir os n—1 discos de cima para a
haste diferente da inicial e da final, depois mudar o disco maior
para a final e novamente transportar a pilha dos anteriores n-1
para cima do disco maior. De notar apenas que, como os n—1
discos sdo todos mais pequenos do que o maior de todos, os
movimentos “permitidos” sdo os mesmos, quer uma haste es-
teja vazia, quer j4 1d tenha o maior (ver figura 4, em que n =4, a
coluna inicial é a de baixo e a final é a da direita). O processo e
a conclusao sdo andlogos aos do jogo anterior.

Constatada esta semelhanca entre as resolucdes dos dois
problemas, é natural procurar levé-la um pouco mais longe.
Serd que podemos estabelecer uma correspondéncia natural
entre os dois jogos e os respetivos passos de resolucdo? Isto §é,
quererfamos estabelecer uma correspondéncia biunivoca natu-
ral entre o conjunto das diferentes distribuiges possiveis dos
n discos das torres de Handi pelas trés hastes e as diversas dis-
tribuigdes de “acesas e apagadas” numa fila de n lampadas, de

modo que:

1. Os discos estivessem todos na haste inicial se e s6 se as

lampadas estivessem todas apagadas;

2. Os discos estivessem todos na haste final se e s6 se apenas

a dltima lampada estivesse acesa;

3. A um movimento permitido de uma haste para outra cor-
respondesse 0 mesmo efeito que teria um clique na fila de
lampadas (que provocasse mudanga de estado de uma lam-

pada) e vice-versa.

Sob esta forma, é fécil concluir que o problema néo tem solu-

¢d0: ndo existe uma tal correspondéncia biunivoca. Basta notar

Figura 4

Figura 5

que, em cada jogada, o nimero de possibilidades de mudar
de configura¢do ndo é o mesmo nos dois jogos. No caso das
torres de Hanéi, quando todos os discos estdo numa mesma
haste (trés casos possiveis), hd duas jogadas possiveis: o disco
mais pequeno pode ir para qualquer das duas hastes vazias. E

em todos os outros casos, além das duas jogadas com o disco
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mais pequeno — que estd sempre em cima numa haste — hd ou-
tra, de outro disco: se houver uma haste vazia, é o movimento
para ela do disco em cima da haste que ndo contém o disco
mais pequeno; se ndo houver, é o movimento entre as hastes
que ndo tém o disco mais pequeno, que envia o menor dos
dois discos para cima do maior. No jogo das lampadas, ha dois
casos: se todas as lampadas estiverem apagadas ou apenas a
dltima estiver acesa, s6 hd um clique com efeito visivel: na pri-
meira lJdmpada; em todos os outros casos, além do clique na
primeira lampada, hd o clique na lampada a seguir a primeira
que estiver acesa (figura 5). Portanto, neste jogo duas jogadas
sdo possiveis, excetuando duas situagdes em que hd apenas
uma; enquanto no outro jogo hé trés jogadas possiveis, exce-
tuando trés situagdes, em que hd apenas duas. Relativamente
ao jogo das lampadas, notemos que, no caso geral, dos dois cli-
ques possiveis, um deles é o mesmo que o anterior e, portanto,
repde o estado anterior. Ora, numa procura de como resolver
0 jogo no menor ndmero de cliques possivel, a repeticdo do
clique anterior nunca deve ser feita. Mas, excluindo essa re-
peticdo, os cliques ficam determinados de maneira tinica: isto
é, a boa estratégia para resolver o jogo no menor niimero de
cliques consiste apenas em escolher, desde o inicio, o tinico cli-
que disponivel, que, a partir da segunda jogada, ndo desfaca
ajogada anterior.

Para exprimir de um modo simples uma estratégia com o
minimo niimero de movimentos no caso do jogo das torres de
Hanéi, é cémodo ter discos alternadamente de uma cor clara
e outra escura. Deixa-se ao leitor a verificagdo de que a manei-
ra mais rdpida de concluir a transferéncia de uma haste para
outra consiste em nunca pdr um disco diretamente sobre outro
de tonalidade idéntica. Isto determina o movimento a fazer
quando ndo h4 hastes vazias. Para incluir os casos de hastes
vazias na regra indicada, bastard imaginar no tabuleiro-base
trés discos virtuais (figura 6), os das hastes de partida e de che-
gada com tonalidade diferente da do disco maior e o da haste
restante com a mesma tonalidade do disco maior. Entre as po-
si¢des indicadas na figura 7, foram omitidas, respetivamente 1,
1, 2, 3 e 3 posicdes intermédias, no total de dez, ou seja, estdo
mostradas seis das dezasseis.

Com estas convengdes quanto as jogadas, é muito facil en-

contrar a estratégia 6tima: basta nunca desfazer a jogada ante-

rior! E isso equivale a que as jogadas sejam alternadamente do
disco mais pequeno e de outro. Quer dizer: este jogo das torres
de Handi de regras mais exigentes acaba por ser mais fécil do
que o de regras mais permissivas. O paradoxo é aparente: as
novas regras impedem que o jogador se perca em caminhos
mais longos... Estamos, pois, com esta versdo, numa situacdo
idéntica a do jogo das lampadas, o que nos deixa esperanga de
conseguirmos encontrar a equivaléncia entre esta versdao do
jogo das torres de Handi e o das lampadas. Para definirmos
a correspondéncia, comecemos por imaginar os n discos da
pilha numerados por ordem crescente dos respetivos raios de
1 a n; o circulo virtual na base da haste de partida com um
raio um pouco maior do que o disco 1, 0 maior da pilha, serd
visto como o disco n+1. Quanto aos outros dois discos virtuais
do tabuleiro, serdo ainda maiores, chamemos-lhes n+2 e n+3.
Com esta convengédo, poderfamos tentar definir a correspon-
déncia que procuramos, pela seguinte regra muito simples: a
lampada k estd apagada se e so se o disco k estiver pousado direta-
mente sobre o disco k+1.

Verifiquemos as trés propriedades enunciadas acima. Co-

mecemos pela primeira: os discos estdo todos na haste inicial 1

Figura 6

Figura 7
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se e s6 se cada disco, incluindo o 1, estiver sobre o disco de nd-
mero imediatamente seguinte, portanto se e s6 se as lampadas
estiverem todas apagadas. Quanto a segunda: todos os discos
estarem numa haste diferente da inicial equivale a s6 o disco
n ndo estar sobre o seguinte maior, o que por sua vez equivale
a s6 estar a lampada n acesa. Mas s6 hd uma possibilidade de
obter esta configuragdo: todos os discos estarem na haste final
—aquela que tem um disco de tonalidade oposta a do maior e
ndo é o de ordem n+1.

Observe-se ainda que ao longo do jogo se mantém a repar-
ti¢do inicial das cores dos discos de cima: a cor do disco mais
pequeno e, em cada uma das outras duas hastes, um de cada
cor. A razdo é que um movimento permitido muda para a cor
oposta a dele a cor do disco no topo da haste de onde saiu e
muda para a cor dele a cor do disco no topo da haste para
onde foi.

Vejamos agora a terceira condicdo. O tinico disco que pode
eventualmente estar em cima do segundo é o mais pequeno,
ou seja, o0 primeiro; e, se ndo estiver nenhum, o segundo serd
o tnico disco de cor diferente do primeiro que estd no cimo de
uma haste. Portanto, quando o disco mais pequeno se move,
ou vai para cima do segundo ou sai de cima do segundo. No
primeiro caso, a primeira lampada apaga-se, no segundo,

acende-se. Isto é, qualquer movimento do disco 1 correspon-

Figura 8

de a clicar na lampada 1 (e vice-versa). Este tipo de raciocinio
estende-se aos restantes discos. Suponhamos que néo é o disco
1 que se move; serd o disco j em cima das outras hastes que for
mais pequeno (eles tém cores diferentes). Ndo haverd nessas
duas hastes nenhum disco mais pequeno do que o disco j, por-
tanto todos eles estardo na haste do primeiro disco, isto é, se
j>2 as lampadas de 1 a j-2 estardo todas apagadas; em qual-
quer caso, a lampada j-1 estard acesa. Quanto ao disco j+1,
ou estd (imediatamente) por baixo do disco j ou é o do topo da
outra haste. No primeiro caso, ao mover o disco j, a lampada
j passa de apagada a acesa; no segundo caso, passa de acesa a
apagada. Em ambos os casos, essa acdo corresponde a um cli-
que na lampada j, estando j-1 acesa e todas as anteriores apa-
gadas. Esta argumentacdo pode ser apresentada em sentido
inverso para qualquer clique numa lampada, no caso de haver
mudanga de estado. Na figura 8, é j=2 e o dltimo movimento
foi do disco mais pequeno, correspondendo a um clique na
primeira lampada, que a acendeu; portanto, o disco j vai para
cima do disco j+1 e a lampada j apaga-se. Os outros casos de
clique ndo mudam o estado das lampadas: correspondem ao
disco j+1 ou a discos que ndo estdo no topo das hastes e ndo
podem, pois, ser movidos. Portanto, fica estabelecida a equi-
valéncia (o isomorfismo) entre os dois jogos: o das lampadas
e 0 das torres de Hanéi mais restritivo. Em [4] é possivel jogar

os dois jogos e observar o isomorfismo descrito.

REFERENCIAS

[1] http:/fwww.atractor.pt/mat/JogosIsomorfos/regras.cdf
[2] http:/fwww.wolfram.com/cdf-player

[3] http:/fwww.spm.pt/olimpiadas

[4] http:/fwww.atractor.pt/mat/Jogoslsomorfos

" Um clique numa ldmpada fa-la mudar de estado se e sé se ela for a primei-
ra da fila, ou entdo se a Unica ldmpada acesa a sua esquerda for a contigua.
O estado das ldmpadas a direita da ldmpada clicada é, pois, irrelevante. Nas
filas de ambas as figuras seguintes, a 4* ldmpada muda o seu estado por um
clique e qualquer das duas filas muda de uma das figuras indicadas para a outra:

2 Este problema foi proposto na Final Nacional das XXIX Olimpiadas de
Matematica de 201 | (categoria B —2° dia).Ver [3].
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VIAGENS NA NOSSATERRA

RECREIO

JorGe NuNo Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

O tema das viagens serve de pano de fundo a muitos problemas interessantes.

Hoje vamos propor trés, em contextos geografica e temporalmente distintos.

O mais antigo chega-nos do século XIII, do grande Fibonacci, mais conhecido

pelo seu problema dos coelhos. Fra Luca Pacioli propde-nos uma deslocagao

entre Borgo e Perugia, com alguma fruta pelo meio. Finalmente, Lewis Carroll

leva-nos a montes e vales nas cercanias de Oxford na era victoriana.

eonardo Pisano (1170-1250), mais conhecido por Fibo-
Lnacci, publicou em 1202 a sua célebre colecédo de proble-
mas Liber Abaci. Desta obra extraimos o problema seguinte:
Dois homens metem-se a caminho para um longo passeio. Em cada
dia o primeiro percorre 20 milhas, o sequndo 1 no primeiro, 2 no
segundo, 3 no terceiro, etc. Quando é que o sequndo apanha o

primeiro?

O grande corredor
portugués Francis
Obikwelu.

Luca Pacioli (1445-1517) escreveu, por volta de 1500, De
viribus quantitatis, considerada a primeira obra de matemati-
ca recreativa. Entre muitas outras, encontrdmos esta questéo:
Um homem é encarregado de transportar magds entre Borgo e Pe-
rugia, que distam 30 milhas entre si. Ele s6 consegue carregar 30 e

come uma por cada milha percorrida. Como maximizar o niimero de

magds que chegam a Perugia?

Perugia, o
destino das
magas.
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Um percurso acidentado.

Lewis Carroll, pseudénimo de Charles Dodgson (1832-
1898), foi um matemadtico e escritor inglés, cuja fama se deve
principalmente a Alice no pais das maravilhas. Adaptamos um
dos problemas que propde em A tangled tale: O Sr. Atikin vai
de Labutes a Latrum e regressa a Labutes. A sua velocidade é de 4
km/h em terreno plano, 3 km/h nas subidas e 6 km/h nas descidas.
Partiu as 9:00 e regressou a casa as 13:00. Serd que se pode deduzir

a distdncia entre Latrum e Labutes?

Algumas notas sobre os problemas do dltimo ntimero.
2. Uma professora tem a seu cargo uma turma. Ela quer escolher

dois estudantes i sorte e reparou que a probabilidade de serem do

mesmo sexo é 50%. Quantos estudantes tem a turma e quantos sdo
de cada sexo?

O problema é indeterminado. 1-3, 3-6, 6-10 sdo algumas
proporgdes dos dois sexos que respondem a questdo. Na re-
alidade, qualquer par de ntimeros triangulares consecutivos

é solugdo.

2. A cada um dos cinco vértices de um pentdgono regular faz-se
corresponder um niimero inteiro, de maneira a que a soma dos cinco
niimeros seja positiva.

Se os niimeros de trés vértices consecutivos forem x, y e z em que
y < 0, podemos substitui-los, respetivamente, pelos niimeros x+y,
-y e z+y. Esta operagdo é repetida enquanto existir pelo menos um
vértice com um niimero negativo. Serd que este processo é sempre
finito?

Sim. Sejam x1, xp, X3, X4, X5 0s valores dos vértices do pen-
tagono, listados consecutivamente. A fungdo f(x) = (x; — x3)?
+ (g — 24)? + (x3 — x5)% + (x4 — x1)* + (x5 — xp)? é estritamente
decrescente em cada passo do nosso jogo e toma valores na-

turais, logo o nosso jogo é finito.

3. Caga ao Cristdo. O Cristao sobrevive correndo ao longo
de uma linha poligonal de comprimento infinito. . . (ver obra

citada no niimero anterior).

Ja é socio da SPM?

SOCIEDADE

Conheca as vantagons o saiba
COMO 08I &m www.spoem, pt
ou atraves do nemero 217 939 785

PORTUGUESA DE MATEMATICA




CANTO DELFICO

QUANDO FARA A SPM
ANOS NUM DOMINGO?

L

ALEXANDER KoVACEC
Universidade de
Coimbra
kovacec@mat.uc.pt

Se o leitor facilmente se irrita com indica¢des minimalistas de datas na forma
dd-mm-yy que, quase invariavelmente, nos obrigam a ir a procura do correspon-
dente dia da semana, oferecemos hoje um remédio. Uma férmula que permite

o célculo desse dia. A férmula permite também responder facilmente a outras
questdes ligadas a datas como, por exemplo, a do titulo.

s nossos calenddrios — existe pelo menos, uma dtzia nas
Ovérias culturas — tentam algo impossivel: racionalizar o
irracional, como observa lan Stewart em [S]. O ano trépico médio
tem a duracdo de 365.242199... dias, sendo um dia a duragdo
entre duas passagens do Sol pelo zénite. Na sequéncia deste
inconveniente, ja em 46 A.C., Julio César, aconselhado pelo as-
trénomo alexandrino Sosigenes, introduziu os anos bissextos
para repor a sincronicidade do calenddrio com as estagdes do
ano. A regra entdo introduzida ndo se mostrou suficientemente
exata de modo que em 1582 o Papa Gregoério XIII introduziu
mais uma reforma que manda que "anos que sdo multiplos de
4 sdo bissextos, exceto quando sdo divisiveis por 100; tais anos
sdo bissextos s6 se forem divisiveis por 400." No calenddrio
gregoriano um ano bissexto tem o dia adicional no dia 29 de
fevereiro.

Como dito, o nosso propésito é o de fundamentar uma fér-
mula para calcular o dia da semana a partir duma indicagdo
dd-mm-yy. Esta férmula, no essencial deixada em [NZ] como
problema ao leitor, é naturalmente um pouco complexa. A ma-
temética é elementar, mas convém ter um minimo de notagao.

Designamos por 07(x) ou p(x) o resto de x € Z na divi-
sdo por 7. Indicamos este resto naturalmente em {0, 1, ..., 6}.
Por exemplo, p(—2) = p(12) = 5, sendo isto 0 mesmo que
escrever —2 =7 12 =7 5, que quer dizer ‘reduzir -2 e 12 mé-

dulo 7. Da teoria dos numeros recordamos que p(x +y) =

p(x) 4+ po(y), desde que se reduza o lado direito médulo 7.
O ‘sucessor médulo 7’ de, por exemplo, 4 é 5, mas o de 6 é 0.
A partir de agora escrevemos simplesmente '='em vez de '=7'.

Para um real r, por |r| designa-se o maior in-
teiro <

[2.07| =2 =—(—2) = —[—2.07]. Precisamos da permutagdo

r, por [r] o menor inteiro = r. Por exemplo,

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

queindicac(2) = 12,0(5) = 3, etc. Finalmente definamos para
m=1,2,..,12, E(m) =|2.6 c(m) — 0.2}, e para uma propriedade
P, x(P) = 1se P for verdadeira, e 0 se for falsa. Por exemplo,

x(m < 2) = 1se m=1,2; mas se m=3, entdo x(m <2) =0

RECEITA PARA CALCULAR O DIA DA SEMANA. Dada uma data
na forma habitual dd-mm-yy (que vamos abreviar por d m y),
para calcular o dia da semana associado, ponha-se s := nime-
ro de séculos que cabem no ano (por exemplo, 19 se falamos
de 1974), 6 = 1 se o0 ano é bissexto, e 6 = 0 nos outros casos.
Reduza-se o inteiro

N=1+d+E(m)+ %] - [2]-1+8x(m<2)
médulo 7:d = p(N). Finalmente utilize-se a tabela

d 0 1 2 3 4 5 6

dia: Sab Dom Seg Ter Qua Qui

para determinar o dia.

Sex
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Papa Gregdrio Xlll

Gragas a forma simples como aqui designamos os dias, nem
precisamos desta tabela. Nos célculos praticos pode ser mais
expedito usar acima o lado direito da identidade

5
HI- 131 =y+ 14+ 15) -2

Provamos a validade da receita por indugdo. Para o inicio
da indugéo podemos escolher o dia 1 de janeiro de 2013. Neste
caso,d = 1,m = 1,y = 13,5 = 20. O ano ndo é bissexto, por
isso & =0. Colocando estes dados na férmula, vem

N =N(1,1,13,20,0) =
=1+1+260(1) -2 +13+ 8|+
+ (2 -2.20-(140)-1=
=2+1(26-11-02]+134+3+5-40-1=
=2+(284] —20=30—-20=10.

Ora p(10) = 3, de modo que o dia 1 de janeiro de 2013 foi
segundo a férmula uma terga-feira, como de facto foi.

O passo de indugdo é laborioso porque as mudangas que
regem o quintuplo (d, m, y, s, 0) que serve de entrada para a f6r-
mula sdo um pouco complicadas, ainda que a mudanca mais
comum seja dada simplesmente por

d,m,y,s, 6~ (d+1,m,y,s,d).

Parece-nos que uma forma para facilitar a discussao é con-
densar as numerosas regras num pseudocédigo que exibe de
forma arrumada o que fazemos quando mudamos a data.

Algoritmo: ‘Préxima Data’

Input: um quintuplo admissivel (d, m, y, s, 6)

Output: o quintuplo associado ao dia seguinte.
if me {1,3,5,7,8,10} then
ifd<30thend =d+1; 5;
ifd=31thend=1m=m+1,5;
if m e {4,6,9,11} then
ifd<29thend =d+1; ;
ifd=30thend=1,m=m+1,5;
if m = 2 then
ifd<28thend =d+1; ;
ifd=28&0=0thend=1,m=3;, ©;
ifd=28&0=1thend=d+1; S;
ifd=29&6=1thend =1,m=23; ©;
if m = 12 then
ifd<3lthend=d+1; ;
if d = 31 then
d=1m=1;
if y < 99 then
y=y+1
if4ly thend =1;5; else 6 = 0;5;
if y = 99 then
y=0s=s+1
if 4|s then § = 1;6; else 6 = 0; S;

O algoritmo tem quatro linhas ‘if m.... ...". Estas repartem
os meses 1 a 12 em quatro partes disjuntas. Os © que inter-
pretamos como ‘stop’ garantem que no méaximo uma linha de
uma das partes vai ser executada. O ‘if m € {1,3,...,10} ...
contempla 0s meses janeiro, margo, maio, julho, agosto, outu-
bro, que tém 31 dias. Nestes meses, se o dia é d < 30, o dia a
seguir tem nimero d + 1, pertence a0 mesmo meés, e eviden-
temente ano, século e 6 também ndo mudam. Se o dia é 31,
o proximo dia é o dia 1 do més seguinte. Mais nada muda.
O‘ifm € {4,6,9,11}..” contempla de forma andloga os meses
abril, junho, setembro, novembro que tém apenas 30 dias. O
més de fevereiro (in = 2) é mais complicado. Seja ou ndo o ano
em consideracdo bissexto, se d < 28, d deve ser aumentado em
uma unidade, o resto do quintuplo fica igual. Se d =28 e 0 ano
ndo é bissexto (i.e. se 6 = 0), entdo o dia seguinte é um dia 1 e o
més sucessor é marco (m = 3). Se 0 ano é bissexto, entdo o dia
seguinte é 29 ainda com m = 2, mas se d = 29, devemos mudar

parad=1e m =3, enquanto o resto fica igual.
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Resta 0 més de dezembro. Neste caso em todos os dias com
d < 31 devemos s6 aumentar d em uma unidade, e ndo fazer
mais nada. Mas se d = 31, entdo devemos mudar para o dia 1 de
janeiro (m = 1), e também mudar o par (y, s). Se y <99, y deve
ser aumentado em uma unidade. Se y =99, o préximo y é 0, e 0
século aumenta 1.

O novo ano (obtido pela linha y = y+1) é por extenso igual
a 100s + y. Traduzindo as regras do Papa Gregério XIII, o ano
é bissexto se for divisivel por 4, a ndo ser que y = 0; neste caso
é bissexto s6 quando 4 |s. Em férmulas l6gicas podiamos mes-
X((4ly&—(y =0)) v
importante é que as tltimas seis linhas do c6digo traduzem as

mo definir § = (y = 0&4s)); mas o mais
diretivas papais.

Obtida desta forma uma compreensao completa das leis que
regem a mudanca do trio dd-mm-yy, dedicamo-nos a verifica-
cdo da férmula. Seja (d, m, y, s, 6) um quintuplo para o qual a
férmula d4 uma resposta correta. Se uma das linhas que apenas
contém o comando ‘d = d + 1;” for executada, é evidente que o
valor da férmula aumenta exatamente em 1 e por isso, apds
aplicagdo de p, dd-nos o préximo dia da semana.

Para continuagdo é necessdrio que o leitor verifique primeiro

a tabela seguinte

m:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
p(E(m). 0 3 2 5 0 3 5 1 4 6 2 4
xm<2. 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Por exemplo, para m =5, 0(5) =3, E(5) =
p(7) =0.
Note-se também a tltima linha da tabela. Um olhar para o

12.6-3-02]=7,

‘Préximo Dia’, dd que nos meses 1 e 3 até 11 apenas o valor
da parte d + E(m) da férmula pode mudar. Examinemos para
esses meses as mudangas de p(d + E(m)) para o més suces-
sor. Temos p(30) = 2,p(31) = 3,p(1) = 1. Do més de margo
para o de abril interessam os célculos p(31 + E(3)) = p(31)
+p(E(3)) =3+2=5,p(1+E(4)) = 1+5 =6.0svalores
para os restantes casos sdo calculados da mesma maneira e es-

tao reunidos nas tabelas seguintes.

m: 1 3 5 7 8 10

pB1+E(m): 3 5 3 1 4 2

p(l+E(m+1)): 4 6 4 2 5 3
m: 4 6 9 11
p(30+E(m): 0 5 6 4
p(1+Em+1): 1 6 0 5

E pertinente que p(d + E(m)) mude em todos estes casos
para o sucessor dos restos médulo 7. Decorre que o mesmo
acontecera com a nossa férmula, i.e. com p(N).

Vejamos agora o més de fevereiro, m = 2.

As mudancas do quintuplo ainda por examinar sdo a seguir
acompanhadas pelas correspondentes redugdes médulo 7 dos
fragmentos relevantes (que ndo contém y, nem s) da férmula.

(28,2,,5,0) = (1,3,y,5,0): Aqui observamos
1+28+E2)—-1=1+0+3-1=3,e
1+1+EB)—1-0=14+1+2=4.

(28,2,y,5,1) — (29,2,y,s,1): Neste caso apenas a varidvel d
da férmula aumenta em 1 e, portanto, o valor da férmula muda

para o seu sucessor médulo 7.
(29,2,y,5,1) —

1+294+E(2)—2=1+1+3-2=3e
1+1+EB)—2.0=1+14+2=4

(1,3,y,s,1):Aqui observamos

Teremos entdo também em fevereiro sempre que p(N) muda
para o sucessor médulo 7.

Ficam por examinar as mudangas para o novo ano. As mu-
dangas possiveis e os célculos acompanhantes séo os seguintes
e 0s mais complicados de todo o calendério.

A parte 1 +d + E(m)
mo dia de um ano o valor 1+ 31+ E(12)

— x(m < 2) da férmula tem no ulti-
—0=1+3+4=1e
no primeiro dia do ano novo o valor
1+41+E(1)-1=2+40-1=1

Fica assim apenas por provar que as restantes partes da fér-
mula geram uma mudanga para o sucessor médulo 7. Chame-
mos y e J aos anos cessante e novo e s, s aos séculos em curso
nestes dias, tipicamente os mesmos, claro.

As mencionadas restantes partes da férmula sao

x1: y+|y/4]+|s/4] —2s, e

xp: Y+ |y/4]+(5/4] —25—6.

Caso: y <99. Nestecasoy =y + 1,5 = s.
Se 0 novo ano néo for bissexto, 5 = 0, e 4/y o que faz com
que [y/4] =

adicionamos exatamente 1 médulo 7, como querfamos.

|y/4] Decorre que na passagem de x| para %,

Se o ano novo for bissexto, 6=1, e com o y < 98, 4]y, e
|ly/4] = |y/4| + 1. Assim na passagem de *; para x, adiciona-
mos maisumavez1l=1+1-1mddulo 7.

Caso: y=99. Nestecasoy = 0,8 = s+ 1.
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Sed =0, |$/4] = |s/4] exy, xps80
99+24+ |s/4| —2s =4+ |s/4] —2s,e
04+0+ [s/4] —2(s+1) =|s/4] —2s+5,
assegurando assim para x, a propriedade de sucessor. Se, final-
mente, 6 =1, entdo|$/4] = 1+ [s/4]e de x, ‘sai’ exatamente o
mesmo valor que no caso anterior, pois o 1 adicional é equili-
brado pelo valor -6 = -1.

Logo, mais uma vez, temos em x; o sucessor médulo 7
de x.

Isto acaba a prova da férmula. m

Quem quer mesmo calcular mentalmente os dias do ano cor-
rente 2013, observe que muito do que é preciso para determinar
odialde cadamésjd sabemos: Como p(E(1)) =0, e inicidmos
a indugdo calculando que p(N(1,1,13,20,0)) = 3, obtemos
pela férmula, p(N(1,m,13,20,0)) = 3+ p(E(m)) + 1, param
>3,e3+ p(E(2)) para m = 2, com somas a reduzir médulo 7,
claro. Ou seja, os dias 1 do ano 2013, levam segundo a tabela
p(E(m)), os seguintes rétulos, na sua ordem por més: 3, 6, 6, 2,
4,0,2,5,1,3, 6, 1; ou seja, sao: Ter, sex, sex, seg, qua, sab, seg,
qui, dom, ter, sex, dom.

Quem fixa isto (por grupos de quatro parece mais facil),
quando quer impressionar o bisneto calculando o dia 13 de
agosto de 2013, seu dia onomdstico, calcula assim: Lembra-se
que 1 de agosto é uma quinta, 13 de agosto sao 12 dias depois de
quinta, logo é o dia que corresponde a p(5 + 12) = 3, uma terca!

A questdo do titulo tem origem no e-mail de um colega ja
aposentado e muito respeitado pelos docentes do meu de-
partamento. Ficou muito incomodado por, excetuando ele,
ninguém de Coimbra ter ido ao almogo do septuagésimo se-
gundo aniversdrio da SPM, que se realizou no passado dia 12
de dezembro em Lisboa. Defendi que esse dia foi uma quarta-
-feira (pois 01-12-12 foi um sdbado logo, dia 12 foi 0 +11 =
4!). Sou bem pago, seria um mau role model se faltasse num
dia titil ao trabalho, ainda por cima em tempos de crise. Mas
se festas destas fossem feitas aos domingos participaria fre-
quentemente. Supondo que a SPM continua a celebrar o seu
aniversdrio no préprio dia, quando poderei entdo ir? De quar-
ta até domingo sdo 4 dias. A fungdo y + |4 comecando com
12, aumenta segundo os passos 1,1,1,2,1,1, 1,2, 1. Esé agora
que a soma é congruente a 4 médulo 7. Daqui a 9 anos, e ndo
antes, a SPM faz o seu octogésimo primeiro aniversario num

domingo e nessa altura garanto, realize-se este onde se rea-

lizar, vou aparecer (a ndo ser que tenha um fim de semana
Delfos nesse dia).

O nosso tépico podia ter sido abordado de forma gené-
tica — podiamos ter reunido aos poucos as ideias que per-
mitem construir a férmula. Tal abordagem encontra-se, por
exemplo em [R], mas precisa um pouco mais da teoria dos
ntmeros. Na defini¢do de E(m) é necessdrio ‘experimentar
e ter sorte” de qualquer forma. Assim preferimos o método
répido do ladrdo: apropridmo-nos da férmula como de uma
joia cujo valor posteriormente verificimos.

Provas de empenho na leitura de Cantos Délficos sdo cer-

tificados pelo

Projecto Delfos,

Dep. de Matemitica da FCTUC, Apartado 3008,
EC Santa Cruz

3001-501 Coimbra,

e-mail: delfos@mat.uc.pt

Agradecimentos: A indica¢do do livro [R] deve-se a Wi-
land Schmale, Oldenburg, Alemanha; a eliminagéo de uma
série de deselegéancias linguisticas a minha querida Bernarde-
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O LOGARITMO DOS ESTIMULOS

“A sensagdo é proporcional ao logaritmo dos estimulos.” J4 ouviu isto antes?

Fagio CHALUB
Universidade Nova
de Lisboa
chalub@fct.unl.pt

Se ouviu, entdo ja conhece a lei de Weber-Fechner. Se nunca ouviu, mesmo as-

sim ndo pode ter escapado as suas aplicagdes. Como, por exemplo, o facto de

que é necessdrio elevar ao quadrado a intensidade sonora, para que a altura
do som seja percebida como tendo dobrado. No entanto, porque é que é as-

sim? Em principio, hd muitas outras possibilidades para relacionar sensagdo e

estimulo. Uma recente investigacdo em matemadtica e psicologia mostra como

a lei do logaritmo tem uma fungao central na sobrevivéncia dos nossos ante-

passados num mundo onde erros de percecdo podem ser fatais.

No séc. XIX, o médico alemdo Ernst Weber fez um in-
teressante experimento. Deu dois pesos, de diferen-
tes valores, a vérias pessoas, e perguntou qual era o maior.
As vezes a resposta era 6bvia, pois todos percebemos a dife-
rencga entre um e de dois quilogramas. Por vezes, a diferenca
era tao subtil, de uns poucos gramas por quilo, que ninguém
via claramente qual era o de maior valor. De facto, o que We-
ber constatou era que a diferenca que tornava a maioria das
pessoas capaz de detetar corretamente o maior peso era pro-
porcional as quantidades envovidas. Assim, se é necessario
uma diferenga de 10 gramas para perceber as variagdes quan-
do se trata de pesos de cerca de 100 gramas, entdo, quando
estivermos a tratar de pesos de 1 kg, a diferenga necessdria
serd da ordem de 100 g.

Foi um seu compatriota, o psicélogo Gustav Fechner, que
refraseou as observacoes de Weber na forma como é atual-
mente conhecida: a sensagdo é proporcional ao logaritmo do
estimulo. A ideia é relativamente simples: dado um estimulo
(que no exemplo acima é o peso) E, seja S a sensagdo que este
causa (ou seja, a percegdo psicolégica causada pelo estimulo).

Desta forma S = S(E), ou seja, a sensagao é fungdo do estimu-

lo. Agora considere uma pequena variacdo do estimulo dE.
A obervacdo de Weber é de que esta variacdo, quando dividi-
da pelo préprio valor do estimulo, tem um efeito constante na
variagdo da sensagdo d S, ou seja:
dE

E

onde k é uma constante experimental. A equagdo acima é um

ds =k

exemplo de equagdo diferencial, que ao ser resolvida implica
em

S(E) =klogE+C.
C é uma constante de integragdo. Fixando um valor minimo
para o estimulo capaz de causar alguma sensagdo, encontra-

mos:
S(E) =klog £ ,
Eo

onde Ep é o minimo estimulo percetivel, ou seja, tal que
S(Eg) =0. A equago acima é conhecida como Lei de Weber-
-Fechner. Veja a figura 1 na pagina seguinte.

Apesar de a motivagdo ter sido o trabalho de Weber sobre
a percecdo da diferenga de pesos, a lei acima é vdlida para

uma enorme variedade de situagdes. Por exemplo, ao fazer o
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Figura 1: O médico Ernst Weber (esquerda) e o psicologo Gustave Fechner (direita),
alemies, descobridores da relagdo entre estimulo e sensagdo que leva o nome de
ambos. Fonte: Wikimedia Commons.

mapa do céu, os gregos antigos classificaram as estrelas pelo
seu brilho, no que é conhecido como “magnitude estelar”. A
magnitude de uma estrela é grosso modo proporcional ao lo-
garitmo do seu brilho. Também o som é comumente medi-
do em “decibéis”, que é o logaritmo da intensidade da onda
sonora (de facto, o “decibel” é uma unidade genérica que se
aplica a todos os casos estudados).

Mas porqué esta relagdo? Serd possivel que, de alguma
forma, isto otimize alguma caracteristica essencial na nossa
relacdo com o mundo exterior?

Pense que um amigo chegou a sua casa e, fascinado com o
seu novo televisor, perguntou-lhe o preco. Apesar de o valor
exato ser 1495,50 euros, é natural que a resposta seja “cerca de
1500 euros”. Nés memorizamos (e, de facto, percebemos) os
niimeros numa escala muito mais grosseira do que a real, o
que faz com que as sensagOes tenham sempre, de forma ine-
rente, um erro. Evidentemente, o que nos interessa é o erro
relativo, pois é muito mais grave para a nossa sobrevivéncia
acharmos que estamos a ser perseguidos por 2, e ndo por 4,
ledes, do que errarmos de 98 para 100 predadores. Em ambos
0s casos o erro absoluto é o mesmo: dois.

Como discutido acima, apesar de os estimulos poderem ser
continuos, a sensa¢do é medida em unidades discretas, onde
a distancia de um possivel valor para o préximo é exatamente
a menor diferenca percetivel. A questdo é: qual serd o conjun-
to discreto de sensagdes percetiveis que minimiza o erro das
percegdes?

A resposta hd de depender, claramente, de como os esti-
mulos sdo produzidos. Se estes forem produzidos maiorita-

riamente num intervalo muito limitado, entdo o conjunto

acima deve ser muito fino nas sensagdes resultantes destes
estimulos e esparso fora deste. Entdo vamos supor que os
estimulos sdo gerados com uma densidade de probabilida-
de G(E), que a nossa perce¢do se dd num conjunto finito de
valores $1,5,,...,5N, definido dividindo em intevalos de
igual tamanho o espago das sensa¢des admissiveis (aque-
las que conseguimos perceber de forma razoavelmente
fidedigna). Como a relagdo entre estimulo e sensagdo é um-
-para-um, entdo existe um conjunto discreto de estimulos
Ey = F1($y),...,Ex = F71(Sy) onde a fungdo F é a que
relaciona o estimulo e a sensacéo (logaritmo, de acordo com
a lei de Weber-Fechner). O erro médio na medicdo dos esti-
mulos é medido somando, de forma ponderada por G(E),
o erro por supor que o valor da sensagdo é dado por um dos
elementos do conjunto discreto E;:
erro(E,G,r) = E {‘E;ifq ,
onde E é o valor discreto representativo do estimulo E e E é o
valor esperado do erro relativo.
Manipulando um pouco os conceitos, e na hipétese de que
N é muito grande (ou seja, de que hd muitos valores mensu-
rdveis para as sensagdes), o artigo [1], provou que a relagdo
entre E e S (dada por F) que minimiza o erro também satisfaz

a equagdo diferencial

dr —r/(r+1 1/(r+1
I = KE /D) G (R (1)

O problema agora é o de estimar a distribui¢ao de estimu-
los. No entanto, para uma grande gama de distribuigdo de es-
tatisticas (incluindo, por exemplo, a transmissdo de informa-
¢Oes através das linguagens naturais), os estimulos seguem a
chamada lei de Zipf. Esta é uma lei empirica, vélida em todas
as linguagens conhecidas (mesmo em algumas linguagens
artificiais) que diz que a frequéncia da i-ésima palavra mais
frequente na lingua é proporcional a 1/i. Nao existe propria-
mente uma explicagdo para a prevaléncia desta lei, mas hd
um consenso sobre a sua prevaléncia, mesmo em situagdes
muito mais gerais que a transmissdo de informagdes a par-
tir da linguagem natural. Com esta hipétese, ou seja, com

G(E) = E~!, encontramos

ds dF

— = —— =kE!,

dE dE
que é a mesma equacdo diferencial encontrada anteriormen-
te. Desta forma, mostramos a ligagdo entre a lei de Zipf e a lei

de Weber-Fechner, algo que nio se supunha até ent&o.
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Figura 2: Relagdo logaritmica entre o estimulo (eixo x) e a sensagio (eixo y). Note que
as sensagdes sao percebldas apenas num conjunto discreto Sq,...,Sy , que correspon-
de a estimulos E1 EN Todos os estimulos na regido sombreada correspondem a
mesma sensacio Sz O grifico a vermelho indica a relagio entre estimulo e sensagio,
que, pela lei de Weber-Fechner, é logaritmica. N6s medimos o valor no eixo x e inver-
tendo a fungdo deste grafico, tentamos inferir o estimulo correspondente.

Para distribui¢des G(S) = S* (uma lei de poténcia, tam-
bém muito comum em distribui¢Bes estatisticas reais), en-
contramos uma relacdo que generaliza a lei de Weber-Fe-
chner das escalas logaritmicas para as escalas de poténcia.
A sua expressdo exata fica como exercicio. E interessan-
te notar que as leis de magnitude estelar modernas, que
generalizam as medicdes dos brilhos das estrelas para valo-
res inimaginaveis pelos gregos antigos, também seguem leis
de poténcia (limitando-se ao caso logaritmo para as estrelas
visiveis a olho nu); a escala de Richter, que mede os terra-
motos, estabelece uma relagido entre o logaritmo da energia
libertada no sismo e os seus efeitos, grosseiramente propor-
cionais ao valor na escala. J4 a escala de Beauford, que tem
fungbes parecidas para os ventos, relaciona os efeitos com

uma certa poténcia da velocidade do vento.
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1. A QUESTAO INICIAL
Este artigo surgiu de uma conversa com a biéloga Rute Por-
tugal, membro de uma equipa de investigadores que faz
observagdo de golfinhos no rio Sado a entrada da baia de
Setdbal. A monitorizagdo dos roazes é feita, usando ins-
trumentos 6ticos apropriados, por dois observadores em
simultdneo, um em cada uma das margens da embocadura
do Sado. Devido a erros de medigdo, a posi¢do do golfinho
ndo pode ser determinada exatamente. Em vez disso a sua
“localizagdo’ é registada como a regido de intersecdo dos
‘angulos de observacdo’ dos dois observadores, conforme
se ilustra na figura 1. A amplitude desses angulos corres-
ponde ao erro de precisdo dos instrumentos 6ticos usados.
O problema que nos foi colocado consiste na determinagéo
da drea dessa regido onde o golfinho avistado se ‘localiza’.
A regido de localizagdo do roaz é tipicamente um quadri-
latero convexo, mas pode degenerar num tridngulo ou num

quadrildtero aberto com drea infinita. Por esta razdo a sua

- \
-
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Figura 1: Representa¢do da localizagdo de dois observadores
avistando um golfinho.

Oerro na localiza¢ao de um golfinho
efetuada por dois observadores a
entrada do estuario do Sado é expresso
através duma area. Usando um pouco de

Trignometria e Geometria Euclideana

obtemos férmulas para esse erro e

mostramos como a fungao erro depende

da posig¢ao do golfinho.

drea é dada por diferentes expressdes analiticas, dependen-
do da posigdo do golfinho. Coloca-se entéo a questdo de de-
terminar as configuragées possiveis e calcular as respetivas

dreas desta regido.

2. O PROBLEMA MATEMATICO

Dois observadores posicionados nos pontos A e B, a uma
distancia d um do outro, observam em simultineo um roaz
no ponto C. Os instrumentos 6ticos usados tém uma esca-
la que indica o d4ngulo da dire¢do em que a observacédo é
efetuada. Sejam 6; = m(£LABC)e8, = m(£LBAC)os angulos
medidos pelos observadores A e B respetivamente, e seja ¢
a margem de erro na escala dos instrumentos 6ticos. Cha-
maremos ‘dngulos de observagdo’ dos observadores A e B aos
angulos de amplitude 20 que tém como bissetrizes as semir-
retas AC e BC respeti-

vamente. A intersecdo

dos dois angulos de =~ - s
observacdo é uma re-
gido convexa a que nos
vamos referir como o
‘poligono de localizagdo’ - “\_

do golfinho.

O poligono de loca-
lizagdo tanto pode ser
um poligono fechado
delimitando uma é&rea
finita, como uma re-
gido aberta e ilimita-
da com d&rea infinita,
a que, por abuso de
linguagem, nos vamos
referir como um ‘po-
ligono aberto’. Na figura
2 estdo representadas
quatro configuragdes
possiveis do poligono
de localizagio do gol- .~ 7
finho, que no quarto

exemplo fica aberto

Figura 2: Representacdo geométrica

m drea infinita.
co ¢ dos observadores (pontos A e B) e

A drea deste poligo-

no depende da dis-

de quatro possiveis localizacdes do
golfinho (ponto C).
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tancia d entre os dois observadores, da margem de erro 6
do instrumento 6tico de observacdo e das medigdes 61 e 6,
efetuadas pelos dois observadores. Vamos agora recorrer a
alguns resultados bem conhecidos de geometria euclidiana
(c.f. [1]) para obter a drea do poligono de localiza¢do em cada

uma das suas diferentes configuragdes.

3. ALGUNS RESULTADOS CLASSICOS

DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

Consideremos um tridngulo de vértices A, B e C cujas me-
didas dos lados opostos a cada vértice sdo a, b e ¢, respeti-
vamente, e cujas medidas dos angulos internos sdo a, e ¥,
conforme representado na figura 3. Sabemos que séo vélidas

as seguintes propriedades:

p 1
Area do tridngulo: A|pc) = 3 besina ;

a b c

Lei dos Senos: —
sina

sin 8 ~sing

Figura 3: Representacdo do triangulo [ABC].

Teorema 1 (Arco Capaz). Consideremos uma circunferéncia
com duas retas secantes a circunferéncia e concorrentes en-
tre si num ponto Q.

(i) Se Q pertence a circunferéncia (figura 4 (1)), entdo a

medida do 4ngulo £TQR é dada por

em que m(ﬁ{) é a medida do arco TR que ndo contém

o ponto Q.

(ii) Se Q pertence ao exterior da circunferéncia (ver

figura 4 (2)), entdo ~ ~

(iii) Se Q pertence ao interior da circunferéncia (ver

figura 4 (3)), entdo

_ m(TR) +m(PS)

m(£TQR) >

Como consequéncia deste teorema temos a seguinte pro-

posicéo:

Proposicdo 2. Dados dois pontos A e B e um dngulo a com
0° < a < 180°, o lugar geométrico dos pontos E tais que
AEAB + £EBA = a é a unido de dois arcos de circunferéncia

com extremidades A e B.

(1) ponto Q sobre a circunferéncia

-
o

(2) ponto Q no exterior da circunferéncia

(3) ponto Q no interior da circunferéncia

Figura 4: Representagdo do ponto de intersecdo, Q, de duas retas
secantes a circunferéncia.

4. GEOMETRIA DO PROBLEMA
As questdes matemadticas motivadas por este problema vao
além do cédlculo da referida drea propriamente dita. Por
exemplo, considerando a figura 5, existe alguma relacdo en-
tre os pontos A, B, C, D e F? Como sdo as curvas, na carta
geografica, que separam as regides correspondentes as di-
ferentes configuragdes do poligono de localizagdo? E como
é a curva que delimita a regido onde o poligono é fechado?
Considerando a figura 5 temos que
m(£LACB) = m(£LADB) = m(£LAFB)
= 180° — (61 +62). @
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onde 6 e 6, representam os dngulos £LABC e £BAC medidos

pelos observadores A e B respetivamente.

AL\ & L \e

Figura 5: Representacdo geométrica dos observadores
(pontos A e B), do golfinho (ponto C) e dos pontos D e F.

Recordando que trés pontos nao colineares determinam
uma circunferéncia e supondo que o golfinho nédo se encon-
tra em linha reta com os observadores, consideremos a cir-

cunferéncia que passaem A, Be C.

Proposig¢ao 3. Os pontos D e F pertencem a circunferén-

cia determinada pelos pontos A, B e C.

Suponhamos, com vista a um absurdo, que D estd no ex-
terior da circunferéncia e designemos por D; e D, os pontos
de interse¢do dos segmento de reta DB e DA com a circun-

feréncia, respetivamente (figura 6).

Figura 6: Supondo que o ponto D estd no exterior da
circunferéncia.

Usando (i7) do Teorema do Arco Capaz, temos que

m(AB) — m(D;Dy)

m(£ADB) 2
e por (i) R
m(£LACB) = "’(‘243 )
o que é absurdo por (01).

Suponhamos agora, também com vista a um absurdo,
que D estd no interior da circunferéncia e designemos tam-
bém por Dj e D; os pontos de intersecdo das retas DB e DA

com a circunferéncia, respetivamente (figura 7).

Figura 7: Supondo que o ponto D estd no interior da
circunferéncia.

Usando (iii) do Teorema do Arco Capaz, temos que

m(D1Dy) + m(AB)
2

m({LADB) =

e por (i)
m(AB)
2

m(£LACB) =

0 que novamente é absurdo por (1).

Provamos assim que o ponto D pertence a circunferéncia
determinada pelos pontos A,B e C. Analogamente se prova
que o ponto F também pertence a mesma circunferéncia.
Concluimos assim que os pontos A, B, D, C e F pertencem a

mesma circunferéncia, conforme a figura 8.

0

Figura 8: Representacdo da circunferéncia que passa pelos pontos
A B CDeF

Sejam A, B os pontos que representam as posi¢des dos
observadores. Pela Proposi¢do 2, o conjunto dos pontos C

tais que 61 + 6, < 180° — 26, onde como anteriormente
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6, = m({BAC)ebf, = m(£LABC), é aunido de todos os arcos
de circunferéncia com extremidades A e B correspondentes
a angulos a < 180° — 20. Este conjunto esta representado pela

regido a branco na figura 9.

(1) Poligono fechado

(2) Poligono aberto

Figura 9: Regides onde o poligono é fechado (a branco)
e aberto (a vermelho).

Recordando que a soma dos angulos internos de um
tridngulo é igual a 180¢, e considerando a figura 8, vemos
que o poligono de localizagdo, que é a intersecdo dos an-
gulos LEAF e £DBE, ambos de amplitude 26, é fechado se
61 + 6, < 180° — 26,e é aberto quando 6 + 6, > 180° — 26.

Logo, remetendo novamente para a figura 9, podemos
concluir que sempre que o golfinho é avistado na regido
a branco temos um poligono de localizacédo fechado. Caso
contrdrio, o poligono é aberto e a respetiva drea infinita.

No caso em que o poligono de localizagéo é fechado te-

mos trés situagdes distintas, que correspondem aos trés
primeiros casos da figura 2:

16 <6, 6 <0e20+ 06 + 6, < 180° que na figura 10
corresponde a regido Ry;

2.0)9; <6, 6, > 0e20+0; +6, < 180° que na figura
10 corresponde a regido Ry;

if)61 > 6,0, < 0e20+ 01 + 6, < 180° que na figura 10
corresponde a regido Rg;

3)61 >6,6, >0e 20+ 06, +6, < 180°% que na figura 10

corresponde a regido Ry.

Quando 26 + 61 4 6, > 180° o poligono é aberto, e a sua

drea é infinita, o que na figura 10 corresponde a regido Rs.

Figura 10: Representacdo das regides onde o golfinho
se pode localizar,

5. AREA DO POLIGONO DE LOCALIZAGAO

Considerando a figura 10, temos que o poligono de localiza-
¢do do golfinho pode ter diferentes formas dependendo de
ser avistado na regido R;, R,, R3 ou Ry;. Apresentamos em
seguida a férmula do cdlculo da drea do poligono em cada
uma das regides. No entanto, apenas mostramos como cal-

cular a drea no caso Ry por ser o que envolve mais calculos.
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Nos outros casos os célculos sdo andlogos.

(R7) Se o golfinho ¢ avistado na regido R;, temos que o

poligono de localizagdo tem a configuragdo ilustrada na fi-
gura 11.

Figura 11: Representacdo do poligono de localizagdo
do golfinho na regido R;.

A édrea do poligono [AEBG] em fungdo de d, 0, 61 e 6, é
dada por

g (ﬁsin(@ —6,) + AGsin(6 + 02))

em que
dsin(6 — 6y)
sin(20 — 6, — 6,)

e dsin(6 + 6;)

AE = —
sin(20 + 61 + 6;)
(R,) Se o golfinho é avistado na regido R,, temos que o

poligono de localizagdo tem a configuragdo ilustrada na fi-
gura 12.

Figura 12: Representacdo do poligono de localizacdo
do golfinho na regido Ro.

A drea do poligono [AEF] em fungdo de d, 0, 81 e 6, é dada
por

N =

(AE AFsin(26))

em que

F_ dsin(61 + 0)
a sin(91 +6, + 29)

T — dSiI‘l(Gl +9)

sin(61 +6,)

(R3) Se o golfinho é avistado na regido Rj, temos que o

poligono de localizagdo tem a configuracdo ilustrada na fi-
gura 13.

e i
".’—-*”-—"-3‘.%'— - \B

Figura 13: Representacdo do poligono de localizagao
do golfinho na regido Rs.

A drea do poligono [BDE] em fungdo de d, 0, 6 e 6, é dada

por 1
5 (BD BE sm(29))
em que
BD — dsin(6, +0) BE— dsin(6, +0)

sin(6y + 62) sin(f1 + 62 +26)

(Ry) Finalmente, se o golfinho é avistado na regido Ry,

temos que o poligono de localizagdo tem a configuracdo
ilustrada na figura 14.

Figura 14:
Representacao do
poligono de localizagdo
do golfinho na regido Ry.

Wy A

A drea do poligono [DEFG] em funcéo de d, 6, 61 e 6, é
dada por

% (ﬁﬁsin(el + 6, +20) + DG FGsin(6; + 6, — 29))

em que
DE — dsin(f; +0)  dsin(6; — )
- sin(91 + 6, + 29) sin(91 + 92) !
F = dsin(6p +0)  dsin(6 —0)
- sin(01 + 6 + 26) sin(f1 + 62) ’
DE — dsin(6p +6)  dsin(6; —0)
N sin(6; +6,)  sin(6; + 6, —20)
e
G- dsin(0; + 0) dsin(6; — 6)

sin(6; +6,)  sin(6; + 6, —26)
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Mostremos apenas como se obtém DE pois o0s outros sdo
anélogos.
Considerando os triangulos [ABE] e [ABD] e aplicando a
Lei do Senos, temos que
AE AB

sin(fy +0)  sin(6; + 0, + 20)

AiD 4B
sin(f; —6) ~ sin(6; +6,)’
e como AE = AD + DE, fazendo AB = d, temos que
— dsin(fy +6)  dsin(6; —0)

b= G+ 0,120)  sin(6, 405 °

Assim, observando que a drea do poligono [DEFG] é a
soma das dreas dos tridngulos [DEF] e [DFG], aplicando a

férmula “Area do tridngulo”, temos o resultado.

6. OBSERVACOES SOBRE A VARIACAO

DA AREA DO POLIGONO

Em cada uma das regides onde o poligono é fechado, depen-
dendo do local onde o golfinho é avistado, o cédlculo da drea
do respetivo poligono deve ser efetuado usando a férmula

especificada na se¢cdo anterior.

Figura 15: Representacdo de curvas de nivel da drea do poligono
onde se localiza o golfinho.

Recorrendo ao programa Mathematica obtivemos uma re-
presentacdo das curvas de nivel da fungdo drea do poligono
de localizagdo do golfinho. Na figura 15 podemos ver um
density plot com a variagdo da drea do poligono nas dife-
rentes regides.

Observemos, por exemplo, que na regido atrds referida
como Ry, a medida que o golfinho se afasta dos observado-
res, a drea do poligono aumenta até ao infinito, quando o
golfinho alcanga o arco limite que separa as regides Ry e R;

a partir do qual o poligono deixa de ser fechado.
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APANHADOS NA REDE

O QUE E REALMENTE v2?

Os nimeros ditos “reais” estdo impregnados de mistérios, entre os quais o de

ANTONIO MACHIAVELO
Universidade do Porto

ajmachia@fc.up.pt

saber qual é exatamente a sua “realidade”, ou seja qual é o seu estatuto on-
tolégico. A sua origem é geralmente mal contada, estando a verdade envolta

em lendas e puro desconhecimento, por falta de documentos histéricos que
nos permitam reconstruir muitos dos detalhes do aparecimento e evolugdo da
nocdo de “ntmero real”, que é, sem qualquer diivida, central em matemadtica.

Hé muito, muito tempo atrds, os nimeros eram apenas
os (agora ditos) naturais: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, ... — abs-
tracbes magnificas dos diversos tipos de quantidades dis-
cretas —, assim como os (agora ditos) racionais, razdes de
ndmeros naturais, como por exemplo %, 25—1, ou %, natural-
mente moldados para representar multiplos de partes de
um todo, titeis portanto para lidar com problemas de repar-
ticdo de fragmentos das mais diversas coisas. Nesse con-
texto é muito natural pensar que dois quaisquer segmentos
sdo comensurdveis, ou seja, que existe um outro segmento
que os mede exatamente, isto é, que ambos sdo multiplos
inteiros deste terceiro segmento. Dito de um outro modo,
escolhendo uma unidade arbitrdria, porque ndo héo-de ser
os seus multiplos, submiiltiplos e os multiplos dos submil-
tiplos, suficientes para medir todos os segmentos?

Foi presumivelmente algures no século VIA.E.C. e, tam-
bém presumivelmente na Grécia Antiga, que alguém, ou
um grupo de pessoas, descobriu algo de profundamente
estranho: a existéncia de grandezas incomensurdveis. Ndo
se sabe se primeiro se descobriu que a diagonal de um
quadrado ndo é comensurdvel com o seu lado, ou se foi a
descoberta de que a diagonal de um pentdgono é incomen-
surdvel com o lado deste que deixou perplexos alguns dos
nossos mais notdveis antepassados. As histérias que usual-
mente se contam e repetem até a exaustdo ndo passam de
lendas. Nenhum documento historicamente fidvel chegou
até nés que relate o que de facto aconteceu.

E importante realgar que a conclusio imediata retirada

de tal descoberta desconcertante ndo foi, nem poderia ter
sido, a de que “existem outros nimeros”, como demasiadas
vezes se sugere ao contar (mal) a histéria dessa descober-
ta da existéncia de segmentos incomensuraveis, atribuida
aos pitagoéricos. Isto é um disparate histérico, assim como
um absurdo epistemolégico. Como se criam nimeros a
partir da constatagdo de que existem segmentos incomen-
surdveis? Como foram de facto criados (descobertos?) os
ndmeros ditos irracionais? Para que o leitor perceba me-
lhor as questdes que aqui se colocam, considere a seguinte
pergunta: o que é v/2? E o ntimero positivo que elevado ao
quadrado dé 2? Mas serd que existe? O problema é que ao
dizer “é o niimero” ja se estd a supor que tal ntimero exis-
te! Compare o leitor com a seguinte frase “o Pai Natal é a
pessoa que na véspera de Natal deixa presentes a todas as
criangas que se portaram bem”. S6 porque se diz “é a pes-
soa” ndo quer dizer que ela exista, pois ndo? Repito pois a
questdo: V2 existe? Entdo, dird porventura o leitor, ndo é a
medida do comprimento da diagonal de um quadrado de
lado unitdrio? Mas o que é “a medida”? Seja 14 o que for,
é uma nogéo ligada a de ntimero, depois de escolhida uma
unidade... E voltamos ao inicio: mas tal ntiimero existe?
Nao, a conclusdo ndo poderia ser outra para além da 6b-
via, embora intrigante ilagdo: “os ntimeros ndo servem para
medir todos os tipos de segmentos”! Mas entdo como com-
parar segmentos, ou outras grandezas, como superficies ou
sélidos, se ndo existem nuimeros suficientes para tal? Uma
solugdo genial é atribuida a Eudoxo de Cnido, que tera
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vivido no século IV A.E.C,, talvez um dos mais notdveis
matemdticos de todos os tempos. Apesar de nenhuma das
suas obras ter sobrevivido, sabemos que Eudoxo é respon-
sdvel pela denominada teoria das propor¢des exposta no livro
V dos Elementos de Euclides. Af define-se vagamente razdo,
na defini¢do 3, como uma espécie de relagio no que diz respeito
ao tamanho relativo entre duas grandezas do mesmo tipo (duas
grandezas do mesmo tipo sdo, por exemplo, dois segmentos,
duas superficies ou dois sélidos), para depois introduzir,
na defini¢do 5, uma relacdo de equivaléncia entre tais ra-
z0es abstratas, do seguinte modo:

Grandezas dizem-se estar na mesma razdo, a primeira para a
segunda e a terceira para a quarta, quando, tomando equimiilti-
plos arbitrdrios da primeira e da terceira, assim como equimiil-
tiplos arbitrdrios da segunda e da quarta, os primeiros equimiil-
tiplos ou sdo ambos maiores, ou ambos iguais ou ambos menores
que os segundos.

Se A, B, C, D, representarem quatro grandezas, sendo A
do mesmo tipo que B, e C do mesmo tipo que D, entdo,
denotando a razdo abstrata entre duas grandezas X e Y por
X :Y, adefini¢do acima citada pode ser reescrita da maneira
seguinte:

A:B=C:D,
se e s6 se, para todos os m,n € IN,

(mA>nB AmC>nD)V (mA=nBA mC =nD)V(mA<nBAmC<nD).

O leitor que queira perceber isto bem, ndo poderd fazer
melhor do que consultar a excelente edi¢do online da obra
imortal de Euclides elaborada por D. E. Joyce, do Departa-
mento de Matematica e Ciéncia de Computadores da Clark
University, disponivel em:
http:/laleph0.clarku.edu/~djoyce/javalelements/Euclid.html,
e, depois de ler um pouco do livro V, deve ler com cuidado
a demonstragdo da proposigdo 1 do livro VI, assim como as
demonstragdes das proposi¢oes VI.33, XI1.25 e XII.13.

Matematicos drabes dos séculos X a XIII, tais como al-
Karaji, Omar Khayyam e Nasir al-Din al-TtsI irdo criticar o
facto de Euclides nédo definir precisamente o que é a razdo
entre duas grandezas de um mesmo tipo e, nesse periodo,
essas entidades abstratas irdo sofrer uma transfiguragio
que as transformard em outras entidades abstratas a que
hoje chamamos niimeros reais'. Desde a constatagdo de que
ndo era possivel medir todos os segmentos usando nime-
ros (racionais) até a construgdo de novos numeros, ditos
irracionais, houve por conseguinte, e como é natural, um
longo periodo de lenta metamorfose que conduzird uma
ideia abstrata de razdo a um conceito que hoje achamos
concreto, mas que ndo é menos abstrato, de niimero, tendo

sido o seu estatuto ontolégico satisfatoriamente esclareci-
do (pelo menos do ponto de vista interno da matemética)
apenas no século XIX por, entre outros, Cantor e Dedekind,
sendo que este dltimo se inspirou, justamente, na constru-
¢do de Eudoxo!

Nao deixa de ser curioso que esses nimeros chamados
irracionais formem, juntamente com os racionais e via a
Anadlise dita Infinitesimal, a base de teorias fisicas que des-
crevem fenémenos reais com uma aproximacgdo extraordi-
ndria, isto apesar de essas mesmas teorias nos descreverem
um universo que parece ser discreto, desde a energia ao
espaco e talvez mesmo ao tempo: ver http://en.wikipedia.
org/wiki/Planck_time e http://en.wikipedia.org/wiki/Chronon.
Temos aqui um intrigante enigma filoséfico sobre o qual
apenas € certa a nossa ignorancia.

Mas regressemos a questdo colocada no titulo: o que é
mesmo v/2? Nao conhego melhor resposta que a dada por
Newton, na sua Arithmetica Universalis?, de 1707, incluida
na definigdo que este d4 de ntiimero:

Por Niimero entendemos ndo tanto uma Multitude de Unida-
des, como a Razdo abstraida de qualquer Quantidade em relagdo
a uma outra Quantidade da mesma Espécie, que tomamos como
Unidade.

Assim, v/2 ndo serd mais do que a relagdo que existe, por
exemplo, entre a diagonal e o lado de um quadrado! E o su-
cesso da matemdtica talvez se explique por tornar, para nés
seres humanos, essas relagdes, de algum modo, concretas.

g
n/ // ? \/
/
\ i

\ / /

'Ver p. 554 de Victor Katz (ed.), The Mathematics of Egypt, Mesopotamia, Chi-
na, India, and Islam, Princeton University Press 2007, e p. 15 de J. L. Berggren,
Episodes in the Mathematics of Medieval Islam, Springer 1986.

2 Disponivel em http://archive.orgl/details/universalarithm00hallgoog.
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Ao contrdrio do que possa parecer, este texto ndo é sobre gastro-

nomia. A perfeicdo que aparece mencionada no titulo tem mais

a ver com matemdtica do que com paladar, e mesmo o donut de

que se fala tem muito poucas calorias.

Comecemos entdo por falar da perfeigdo. Se perguntds-
semos a vdrias pessoas qual o niimero mais perfeito, ou
o poligono mais perfeito, provavelmente obterfamos varias
respostas distintas, e provavelmente todas bem fundamenta-
das. Seria possivel achar que o tridangulo era o poligono mais
perfeito, por ser o que tem menos lados, ou por ficar comple-
tamente definido sabendo os comprimentos dos lados; seria
também possivel defender, como no livro Flatland, que quanto
mais lados um poligono tem, mais nobre (e perfeito) ele é, por
se aproximar da circunferéncia.

Seria também possivel dizer que era o pentdgono regular
o poligono mais perfeito, dadas as proximidades com o na-
mero de ouro, que é por sua vez um candidato a ser o nimero
mais perfeito. No entanto, outros candidatos haveria, como
por exemplo o T ou 0 e, por serem nuimeros transcendentes
que desempenham papéis inesperadamente centrais em toda
a matemadtica — o niimero de ouro tem uma participa¢do mui-
to mais modesta, e chegaria, quando muito, em terceiro lugar

nesta corrida de irracionais.

Para fixar ideias, neste texto estamos interessados em figu-
ras geométricas no plano e no espago, e aqui, a “perfeicao” vai
ter uma definigdo precisa. Se procurarmos, por exemplo, a cur-
va plana fechada, de comprimento fixo, que limita a maior 4rea
possivel, a resposta vai ser, como possivelmente se espera, a
circunferéncia. Esta é uma consequéncia simples da desigual-
dade isoperimétrica: para uma curva fechada com compri-
mento L, que limite uma 4rea A, temos

AmA <12,
com igualdade apenas se a curva for uma circunferéncia.
E imediato ver que, no caso da circunferéncia, se substituir-
mos A = rtr? e L = 27tr, obtemos a igualdade.

Outra forma um pouco mais sofisticada de definir a
“perfei¢do” de uma curva fechada ¢ definir, de alguma for-
ma, a energia dessa curva, e procurar a curva que tem me-
nor energia. Esta minimizacdo de energia é uma maneira
natural de olhar para a perfei¢do, pois hd vérios problemas
de fisica que se resolvem encontrando a curva que minimi-

za alguma grandeza, dentro de uma certa classe de curvas.
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Definimos a energia de uma curva y num ponto como a
curvatura da circunferéncia osculante a curva nesse ponto,
que, informalmente, significa que é a circunferéncia que
melhor aproxima a curva préximo do ponto. Se a circun-
feréncia osculante tiver raio r, essa curvatura x serda dada

por 1/r.

Circunferéncia osculante

Podemos definir energia de uma curva como
L(7) / K2ds,
v

emquelL(y) = fv 1ds é o comprimento da curva Y. Esta defi-
nicdo garante que a energia é uma grandeza adimensional, e,
portanto, invariante por mudanga de escala, e que serd tanto
maior quanto maior for a curvatura de y (para o mesmo com-
primento). Werner Fenchel provou em 1929 que fﬂy |x|ds > 27,
com Y igualdade se e s6 se k > 0, isto é, se a curva for convexa.
Ora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, é simples
verificar que a energia de qualquer curva é maior ou igual

a4

. 2 A
4m? < (/ |K|ds) < / 1ds/ K2ds = L(’y)/ K2ds.
it 7 it 0

Se a energia for igual a 477%, temos também igualdade na
desigualdade de Cauchy-Schwarz, o que implica que as fun-
¢des x2e1sdo multiplas uma da outra, isto é, x é constante e a
curva é uma circunferéncia — que é entdo a curva de menor
energia.

Passando agora para o espago tridimensional, podemos fa-
zer uma pergunta similar: consideremos todas as superficies
difeomorfas a superficie de uma esfera, isto é, que se podem
deformar numa superficie esférica, sem criar nem eliminar

vincos. De todas estas, qual serd a que minimiza um integral

de energia do mesmo tipo? A energia aqui serd a denominada

energia eldstica, dada por

/ H2dA,
Y

em que a fungdo H é a curvatura média da superficie £ em cada
ponto. Esta é dada pela média aritmética das duas curvaturas
principais (na figura, kj e k), que séo os valores médximo e mi-
nimo das curvaturas de curvas obtidas por interse¢do da su-

perficie £ com planos contendo o vetor N normal a superficie.

Estas duas curvaturas sdo sempre obtidas por planos per-

pendiculares um ao outro.

Em 1965, Thomas Willmore demonstrou que todas as su-
perficies compactas difeomorfas a superficie esférica tém
energia eldstica maior ou igual a 47, sendo este valor atingi-
do apenas na superficie da esfera. Assim, é esta a superficie
de menor energia.

E o que se passaria com outras superficies? As que se
seguem naturalmente, em termos de complexidade, sdo as
difeomorfas a um toro — dentre essas, qual serd a que tem
energia eldstica minima? Willmore conjeturou que este valor
seria 2772, e que este seria atingido no toro de Clifford, que
representamos na figura, ou em qualquer sua deformacao
conforme.

O toro de Clifford pode ser obtido rodando a circunferén-
cia contida no plano 10z, de raio 1 e centro no ponto (0, v/2,0)
a volta do eixo dos zz. A sua equagdo paramétrica, tal como
descrita em [FM], é

(1,v) — ((V/2+ cosu) cosv, (V2 + cosu) sinv,sinu) € R,

A prépria natureza parecia estar de acordo com esta con-

jetura. Verificou-se, nos anos 90, que certas células, quando
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formam membranas com forma de toro, assumem natural-
mente a forma do toro de Clifford, ou uma das referidas de-
formacGes.

A questdo foi resolvida em 2012 por Fernando C. Mar-
ques, do IMPA, e André Neves, do Imperial College, que
apresentou recentemente uma palestra sobre o assun-
to, [1], na qual, alids, este texto é largamente baseado.
O resultado que demonstraram prova a conjetura de Will-
more, 47 anos depois de esta ter sido enunciada: a energia
minima destas superficies é de facto 272 e é atingida no toro
de Clifford, bem como nas superficies obtidas desta por de-

formagdes conformes.

Toro de Clifford
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Onde instalar postos para vigia
de fogos florestais? Como

desenhar uma rede de areas para
protecao da biodiversidade?

Como selecionar candidatos a guias,
em idiomas diferentes, para um
museu? Vamos ver que estas questoes
nao sao mais do que diferentes
contextualizacdes do mesmo problema
e que podera nao ser exequivel

encontrar as solu¢oes mais eficientes.

No caso da instalagdo de postos de vigia, sdo dados o con-
junto das parcelas florestais que se pretende monitorizar re-
lativamente a ocorréncia de fogos, os locais onde é possivel
a instalagdo de postos de vigia e a indicacdo, para cada um
desses locais, das parcelas que ficam sob vigilancia caso seja
instalado um posto nesse local. Quer-se decidir onde instalar
postos de forma a monitorizar todas as parcelas florestais e,
como hé custos decorrentes da construcédo e da utilizagdo de
cada posto de vigilancia, pretende-se que o nimero de postos
a instalar seja minimo.

Para o tragado de redes de dreas prioritdrias para a con-
servagdo, sdo conhecidos o conjunto de parcelas em que se
divide a drea de estudo, as espécies dessa regido com inte-
resse para a conservagdo e as espécies representadas em cada
uma das parcelas. O problema bésico na identificagdo de are-
as prioritdrias para a conservagdo consiste em descobrir um
conjunto de parcelas, em nimero minimo, em que estejam
representadas todas as espécies.

Finalmente, para selecionar candidatos a guias, em idio-
mas diferentes, para um museu, ap6s estabelecidos os idio-
mas desejados e conhecidos os idiomas que cada candidato
domina, procede-se a escolha de um conjunto de candidatos
que, com o menor nimero possivel, assegurem visitas guia-
das em todos os idiomas.

Os problemas anteriores podem ser descritos usan-

do diagramas como o da figura 1, em que estdo represen-

tados pontos agrupados em dois conjuntos (ndo vazios)
E={12---,7Y e D={8,9,---,16}, e algumas ligacdes
entre pares de pontos em que um dos pontos estd em E e
o outro em D. O objeto assim representado chama-se grafo
bipartido e E, D sdo as classes de biparticdo.

Os pontos de E representam (i) os locais onde poderdo
ser instalados postos de vigia de fogos, (ii) as parcelas da
drea de estudo, ou (iii) os candidatos a guias. Os pontos de
D representam (i’) as parcelas florestais a monitorizar, (ii’) as
espécies a proteger, ou (iii’) os idiomas que se pretende usar
nas visitas guiadas. A existéncia da ligacdo [1, v], comu € E
ev € D, indica que (i”) a instalagdo de um posto no local u
permite vigiar a ocorréncia de fogos na parcela florestal v,
(ii”) a espécie v estd representada na parcela u, ou (iii”) o

candidato u fala o idioma v.

8
1 9
2 10
3 11
4 12
5 13
6 14
7 15

16

Figura 1: Grafo bipartido com classes de biparticdo
E={127yeD={89" 16}

Um grafo bipartido pode ser adequadamente codificado
para ser introduzido num computador como uma matriz de
0’s e I’s, do tipo |[E| x |D|, em que o elemento (1, v) da matriz
é 1 (0) se (ndo) existe ligagdo entreu € Ee v € D.

Uma solugdo admisstvel para cada um dos problemas ante-
riores é um conjunto C de pontos de E tal que todo o ponto de
D esteja ligado a pelo menos um ponto em C. Diz-se que C é
uma cobertura (de D). Os conjuntos {1, 4, 5, 6, 7} e {1, 2, 3, 6} sdo
coberturas (dos pontos do lado direito) do grafo da figura 1,

com cardinalidades 5 e 4, respetivamente. Os problemas da
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instalacdo de postos de vigia contra fogos florestais, da iden-
tificacao de dreas prioritdrias para a conservagao e da selecédo
de candidatos para guias em idiomas diferentes num museu
procuram coberturas minimas, i.e., de menor cardinalidade. O
leitor ndo terd dificuldade em verificar que o conjunto {1, 2,
3, 6} é uma cobertura minima (dos pontos do lado direito) do
grafo da figura 1.

Coloca-se pois, a questdo de determinar coberturas
minimas.

Poderiamos pensar procurar coberturas minimas por
enumeragdo. Por exemplo, comecando com um inteiro arbi-
trario k (1 < k < |E|), repetidamente enumerando os sub-
conjuntos de E com cardinalidade k, e atualizando o valor de
k, diminuindo-o ou aumentando-o caso um dos subconjun-
tos seja ou ndo cobertura. O procedimento termina quando
for encontrada uma cobertura C e nenhum subconjunto de
cardinalidade [CI-1 for cobertura. Mas serd que este pro-
cedimento é exequivel? Suponhamos que é possivel decidir
se um subconjunto arbitrdrio de E é cobertura num nanos-
segundo (10~? segundos), que é o valor aproximado do tem-
po de execugdo de uma operagio elementar (uma comparagao,
uma atribuicdo de valor, uma adigdo, ...) num computador
atual. Para |El =10 e k = 3, testar se cada um dos 120 subcon-
juntos de cardinalidade 3 de E é cobertura demoraria cerca de
0.00000012 segundos. Mas 17 séculos seriam insuficientes se
IEl =70 e k = 30. Tendo em conta que os problemas de deter-
minacao de coberturas minimas que se colocam em situagdes
reais incidem, normalmente, sobre dados de grandes dimen-
sbes (digamos, |E|l e |IDI| nas ordens das varias centenas e
vérios milhares, respetivamente), métodos de enumeragéo
como o anterior sdo completamente impraticéveis.

Ha pois que considerar estratégias mais eficientes. Uma
possibilidade, aparentemente razodvel, seria, em cada itera-
¢do, adicionar a um subconjunto C C E um elemento u de
E \ C com o maior nimero de vizinhos ainda nio cobertos
por C. Esta estratégia, que em cada momento opta por um
agente que garante o maior retorno imediato, chama-se gu-
losa. Vejamos como opera o algoritmo guloso com o grafo bi-
partido da figura2,em que E={a, b, ¢, d, efe D={f, g h i, j k.

O primeiro ponto a ser incluido em C é o ponto 4, uma vez
que tem o maior niimero de vizinhos (4). Ficam por cobrir j
e k. Cada ponto de E \ {a} cobre exatamente um desses dois

pontos. Assim, C é ampliado com um qualquer ponto dife-

rente de 4. Vamos supor que é escolhido d, restando ainda
por cobrir o ponto k. Os candidatos a inclusdo em Csdocee,
e uma vez incluido um qualquer desses pontos, o algoritmo
termina com a obten¢do de uma cobertura de cardinalidade
3. No entanto a cobertura obtida ndo é minima, uma vez que
{b, ¢} é também cobertura.

Desta vez o algoritmo guloso falhou na determinagdo da
solucdo 6tima. Serd sempre assim? Serd que ndo h4 garan-
tia da otimalidade das soluges gulosas dos problemas de
otimizacdo combinatéria? Para responder a esta questdo co-
mecemos por definir problema de otimizagdo combinatdria.

Seja A um conjunto finito e ¢, > 0 um custo associado a
todo o elemento e de A. Se X é um subconjunto de A, dizemos
que o custo de X é a soma dos custos dos elementos em X,
que denotamos por c(X). Consideremos um conjunto S de
subconjuntos de A. Aos elementos de S chamamos solu¢des
admissiveis. O problema de otimizagio combinatéria (POC) asso-
ciado ao terno (4, ¢, S) consiste na determinagdo de uma so-
lugdo admissivel de custo maximo ou minimo.

No problema da cobertura minima, A é o conjunto dos
pontos de uma das classes de biparticdo do grafo, c. = 1,
qualquer que seja o ponto ¢ de A e o conjunto das solugbes
admissiveis S é o conjunto das coberturas.

Em muitos POC o conjunto S é fechado para a incluséo,
i.e, ao eliminar elementos arbitrdrios de uma qualquer so-
lug¢do admissivel obtém-se uma solugdo admissivel. Curio-
samente, é precisamente o oposto do que acontece com o
problema da cobertura. Obtém-se uma cobertura ao incluir
um qualquer ponto numa cobertura. No entanto, podemos
facilmente transformar o problema da cobertura num POC

equivalente cujo conjunto de solucdes admissiveis é fechado

Figura 2: Grafo bipartido.

30 GAZETA DE MATEMATICA -« 69



para a inclusdo. Basta considerar que as solugdes admissiveis
sdo os complementares das coberturas, i.e, X C A é admissi-
vel sse A \ X é cobertura. Uma solugdo admissivel de custo
méximo X* deste problema identifica uma cobertura A \ X*
de custo minimo.

Quando S é fechado para a inclusdo diz-se que o par
(A, S) é um sistema de independéncia e os conjuntos de S (de
24\ S) chamam-se independentes (dependentes).

Para obter uma solu¢do admissivel de custo maximo do
POC associado a um sistema de independéncia (4, S), com
custos ndo negativos definidos sobre os elementos de A, o
algoritmo guloso, em cada iteragdo, insere em X, que ini-
cialmente é o conjunto vazio, um elemento de maior custo
e € A\X, tal que XU {e} € S. Se ndo existe ee € A\ X
com X U {e} € S, o algoritmo para e devolve o independente

maximal X.

Q 1. Em que condigbes o algoritmo guloso resolve corre-
tamente o POC associado a um sistema de independéncia
(AS) ie, determina um independente de custo mdximo,
quaisquer que sejam os custos ndo negativos atribuidos aos

elementos do conjunto A?

A resposta a esta questdo é dada pelo resultado seguinte:

R 1. O algoritmo guloso resolve corretamente o POC asso-
ciado ao sistema de independéncia M = (A, S) se e s6 se M é

um matraéide.

Um sistema de independéncia M = (A,S) é um matréide
se X,Y € S, com |Y| > IXI, entdo X U {y} € S, para algum
y € Y\ X. Por outras palavras, dados dois independentes
com cardinalidades diferentes, é possivel ampliar o de me-
nor cardinalidade com algum elemento do de maior cardi-

nalidade, mantendo independéncia.
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Vejamos exemplos de sistemas de independéncia que sao,
e que ndo sdo, matrdides.

Consideremos de novo um grafo bipartido. Um subcon-
junto X de ligagdes é um emparelhamento se ndo hé duas
ligagdes em X a incidir no mesmo ponto. O conjunto das
ligagoes {[a, f1, [b, j], [d, i]} do grafo da figura 2 é um empa-
relhamento. O conjunto {[a, f], [, j], [, j]} ndo é emparelha-
mento. E 6bvio que o conjunto dos emparelhamentos forma
um sistema de independéncia (sobre o conjunto das ligacdes
do grafo), mas ndo é matréide. De facto, ndo se obtém um
emparelhamento se incluirmos no emparelhamento {[4, gJ}
uma das duas ligagdes do emparelhamento {[g, ], [b, g]}.

Um conjunto de ligagdes de um grafo (ndo necessaria-
mente bipartido) chama-se floresta se ndo inclui ciclos.

O conjunto F={[a,d], [¢ el [¢ f], [g k], [k i],[i ], [i m]}
é uma floresta do grafo representado no lado esquerdo da
figura 3. O conjunto F U {[h, m]} ndo é floresta pois inclui o
ciclo {[h, i], [i, m], [h, m]}.

E claro que quando se eliminam ligagdes numa floresta
ainda se obtém uma floresta e, portanto, que o conjunto das
florestas é um sistema de independéncia definido sobre o
conjunto das ligacdes do grafo. Para ver que este sistema
de independéncia é um matréide, considere a floresta F que
estd representada no lado direito da figura 3, e seja F’ uma
floresta arbitrdria com mais ligagdes do que F. Como numa
floresta ndo pode haver mais do que k — 1 ligagGes entre pa-

res de k pontos, F’ ndo pode incluir mais do que
> 1 ligagdo entre pares de pontos do conjunto
C1 = {ﬂ,d},
> 2 ligacbes entre pares de pontos do conjunto

Cy=A{cef}e

> 4 ligacbes entre pares de pontos do conjunto

Cs={g nhijm}
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Figura 3: Grafo com I3 pontos (a esquerda) e uma floresta desse grafo com 7 ligacdes (a direita).

LOCALIZAGCAO DE POSTOS DE VIGIA DE FOGOS FLORESTAIS E OUTRAS COISAS ¢ Jorge Orestes Cerdeira 31



Como IF'l > IFI, vai existir em F’ alguma ligac&o e = [u,7],
em que u e v ndo pertencem simultaneamente a C;, nem a
Cy, nem a Cz. Se juntarmos a F a ligagdo e, ndo vamos obter
ciclos, i.e,, F U {e} é uma floresta. Espero que o exemplo seja
suficientemente ilustrativo para convencer o leitor que o sis-
tema de independéncia associado as florestas de um grafo é
um matréide.

Vamos agora demonstrar o resultado R1. Para de-
monstrar a implicagdo < vamos supor que a solugdo gu-
losa G ndo é de custo mdximo. Suponhamos entdo que
G ={e1,ep - ,en}, comce, > cp > > ¢, € que exis-
te um independente (maximal) O = {e}, e} --- ,¢e},}, em que
Cy = Cp = -0 = €y com custo ¢(O) > ¢(G). Como
c(0) > ¢(G), paraalgum 1 < k < n, tem-se ¢, > C,. Seja
k o primeiro inteiro em que se verifica a desigualdade an-
terior. Note que X = {ej,ep--- e, 1} (X = @, se k = 1)e
Y = {ej,ex--- ,ex_1, ¢} sdo independentes, com |X| < |YI.
Logo, algum elemento de Y pode ser inserido em X manten-
do a independéncia. Como todo o elemento de Y tem custo
maior do que o custo de ¢, na iteragdo k, o algoritmo guloso
funcionou incorretamente, escolhendo erradamente o ele-
mento ¢! Isto mostra que o algoritmo guloso resolve correta-
mente o POC associado a um matréide.

Para provar a implicagdo = vamos supor que o sistema
de independéncia ndo é um matréide. Sejam entdo X e Y in-
dependentes com 1X| =k < 1Y, e vamos supor que X U {y}

é dependente, qualquer que sejay € Y \ X. Definimos custos

k+2 seecX

Ce=9 k+1 seecY\X

0  em qualquer outro caso

e vamos deixar o algoritmo guloso operar. A solugdo gu-
losa G contém X e ndo inclui elementos de Y. Assim,
¢(G) = k(k +2) = k* + 2k. Mas
c(Y) > (k+1)(k+1) =k* +2k+1,

0 que mostra que se o algoritmo guloso encontrar uma solu-
¢do 6tima do POC associado a um sistema de independéncia
M = (4, S), qualquer que sejam os custos atribuidos aos ele-
mentos de A, entdo M é matrdide.

Pode concluir-se do resultado R1 que a estratégia gulosa
permite, por exemplo, desenhar uma rede vidria de menor

custo a ligar vérias localidades. Basta definir um grafo (com-
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pleto) cujos pontos representam as localidades e associar a li-
gacao entre cada par de pontos u, v 0 “custo” c(, ) =W —wy, o)
em que wy, ;) € o custo da construgdo do trogo que liga as lo-
calidades u e v, e W um ntimero suficientemente grande para
garantir que os custos c sejam positivos. Uma vez que redes
com ciclos ndo podem ter custo minimo, as redes vidrias que
interessa considerar sdo os independentes maximais do ma-
tréide das florestas deste grafo. O resultado 1 assegura que o
algoritmo guloso determina uma floresta maximal de custo
maximo relativamente aos “custos” c. Obviamente, as ligagdes
desta floresta constituem uma rede de menor custo, relativa-
mente aos custos de construcdo w, a ligar as vérias localidades.

Pode também concluir-se do resultado 1 que, provavel-
mente, ndo se atinge a maior produtividade possivel utilizan-
do a estratégia gulosa para atribuir n tarefas a n operadores.
Mais precisamente, suponhamos que se conhecem valores
que quantificam os desempenhos dos operadores na exe-
cucdo de cada uma de n tarefas, e que se pretende atribuir
a cada operador uma tarefa de forma a maximizar a soma
dos valores dos desempenhos. As solugdes admissiveis deste
POC s&o os emparelhamentos com n ligagdes do grafo bipar-
tido completo, em que as classes de bipartigdo sdo os con-
juntos dos pontos O e T que representam os operadores e as
tarefas, respetivamente. Se para todo o par de pontos u € O
ev € T, associarmos o valor do desempenho do operador
representado por u na execugdo da tarefa representada por
v, 0 problema consiste em determinar um emparelhamento,
com 1 ligagdes, cuja soma dos desempenhos é maximo. Uma
vez que o grafo é completo, a solu¢do gulosa é um emparelha-
mento com n ligacdes e é portanto admissivel. Mas o conjunto
dos emparelhamentos do grafo ndo define um matréide e as-
sim, muito provavelmente, existem solu¢des mais eficientes
do que a solugédo gulosa para atribuir n tarefas a n operadores.

Ainda no que respeita a emparelhamentos é pertinente ob-
servar o seguinte. Um emparelhamento de um grafo biparti-
do, com classes de biparticdo E e D, é um conjunto de liga¢oes
que néo inclui mais do que uma ligacdo incidente em cada
ponto de E e em cada ponto de D. Facilmente se pode verificar
que os conjuntos de ligagdes, em que ndo mais do que uma
ligagdo é incidente em cada ponto da mesma classe de bipar-
ti¢do, formam um matréide (sobre o conjunto das ligagdes
do grafo). Assim, os emparelhamentos sdo os independentes

comuns a dois matréides ((i) ndo mais do que uma ligagdo



incidente em cada ponto de E e (ii) ndo mais do que uma li-
gacdo incidente em cada ponto de D). Para além do algoritmo
guloso que é um método eficiente para o POC associado a um
matréide, existem também algoritmos eficientes para o POC
associado a interseccdo de dois matréides. E portanto possi-
vel identificar, em tempos razodveis de computacdo, empa-
relhamentos de custo maximo e, em particular, distribuir n
tarefas a n operadores assegurando a maior produtividade.

Voltemos ao problema da cobertura minima que, como
vimos, ndo é convenientemente solucionado pela estratégia
gulosa. Também néo sdo os algoritmos para o POC na inter-
seccdo de dois matréides que vao permitir resolver eficien-
temente o problema, uma vez que ndo é possivel estabelecer
para a cobertura minima uma formulagao de POC associado
a intersecgdo de dois matréides. A possibilidade de serem
concebidos algoritmos eficientes é muito limitada, pois pode
provar-se que determinar coberturas minimas é um proble-
ma dificil. Um problema é dificil se é pelo menos tdo dificil
quanto um problema dificil. Claro que esta definigdo néo teria
grande interesse se ndo existissem problemas comprovada-
mente dificeis. Porém, atualmente é sabido que muitos proble-
mas das mais variadas dreas (l6gica, dlgebra, grafos, teoria
dos ntimeros,...) sdo problemas dificeis. Um deles é o problema da
realizacdo' (PR) de expressdes booleanas (na forma conjuntiva
normal). As ocorréncias do PR sdo colegdes de grupos de lite-
rais associados a varidveis boleanas. Os literais associados a
uma varidvel boleana u sdo u e u. Se a varidvel u toma o valor
verdade (falso), os literais u e U tomam os valores verdade e
falso (falso e verdade), respetivamente.

Por exemplo, a expressado

L=A{(xy2), (xy2),(%7),(%2)}

envolve os pares de literais x, %; y,7 e z,z, associados as vari-
dveis boleanas x, y e z, respetivamente. Os grupos de literais
1= (%,7,2),c0 = (x,4,2), c3 = (%,7) e ¢y, = (%,z) chamam-
-se cldusulas. Uma afetagdo de valores verdade-falso sobre
as varidveis realiza uma cldusula se, para essa afetacdo, al-
gum dos literais da cldusula toma o valor verdade. Uma
afetacdo de valores verdade-falso sobre as varidveis realiza
a expressdo se realiza todas as cldusulas simultaneamen-
te. A afetacdo (x < V,y < F,z < F), em que V significa
verdade e F falso, sobre as varidveis x, y, z, ndo realiza a ex-
pressdo L, uma vez que ndo realiza a cldusula cs. A afetagdo

(x <~ V,y < F,z < V)realiza a expressdo L.

O PR consiste em decidir, dada uma expresséo boleana,
se existe uma afetacdo de valores sobre as varidveis que a
realize. Se existir, a expressdo diz-se realizdvel.

Vamos converter o PR no problema de encontrar cobertu-
ras minimas. Por outras palavras, para cada expressao bole-
ana (na forma conjuntiva normal), vamos construir um grafo
bipartido e mostrar que a expressao é realizdvel se e s6 se a
cardinalidade das cobertura minimas do grafo igualar um
determinado valor.

Cada varidvel boleana u vai originar dois pontos no grafo,
associados aos literais u e ii. O conjunto dos pontos assim ob-
tidos forma a classe de biparticdo E do grafo. Cada clausula
¢; da origem a um ponto de D, a outra classe de biparticao.
Ligamos cada ponto p de E a cada um dos pontos em D que
representam as cldusulas que incluem o literal que p repre-
senta. Assim, qualquer subconjunto S de pontos E cobre os
pontos de D que representam as cldusulas em que figuram
os literais representadas pelos pontos de S. Por fim, amplia-
-se D com um conjunto de pontos A, com ntimero de pontos
igual ao ndmero de varidveis e liga-se cada ponto de A com
exatamente dois pontos de E, que representam os dois lite-
rais associados a mesma variadvel. Na figura 4 é apresentado
o grafo que se obtém com a expressdo L, em que os pontos

azuis representam os pontos de A.
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Figura 4: Grafo bipartido correspondente a expressao

L =(cs, cp 3 ¢4), comCy =(x, ¥, 2), C2 = (x, 1 2), C3 = (%, 7)) C4 = (X 2).

Satisfiability problem
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Podemos identificar as afetacdes de valores verdade-
-falso sobre as varidveis, com os subconjuntos de E que
incluem exatamente um dos dois pontos que represen-
tam os literais associados a mesma varidvel. A afetacdo
(x « V,y < F,z < F)sobre as varidveis de L corresponde
ao conjunto {x,7,z} dos pontos de E do grafo da figura 4.
A afetagdo (x < V,y < F,z <~ V) corresponde ao conjunto
{x,7,z}.

Uma afetacdo de valores verdade-falso realiza a expressao
se e sO se 0 correspondente conjunto de pontos de E é cobertu-
ra. A afetacdo (x < V,y < F,z < F)nio realiza a expres-
sdo L, uma vez que a cldusula ¢4 ndo inclui um dos literais
x, § ou z. Equivalentemente, no grafo da figura 4, o conjunto
{x,7,2} néo é cobertura (dos pontos de D), pois o ponto que
representa a cldusula ¢4 ndo esté ligado a qualquer dos pontos
desse conjunto. O conjunto de pontos {x,7,z} do grafo é a
cobertura que corresponde a afetagéo (x <— V,y < F,z < V),
que realiza L.

Temos pois definida uma correspondéncia biunivoca en-
tre afetacdes de valores l6gicos sobre as varidveis e subcon-
juntos de pontos de E, com exatamente um dos dois pontos
que representam os literais associados a mesma varidvel.
Uma afetagéo realiza a expressdo se e s6 se o correspondente
conjunto de pontos é cobertura.

Qualquer cobertura (de D) tem de incluir um dos dois
pontos que representam os literais associados a mesma vari-
avel. Caso contrdrio, o ponto de A adjacente a esses dois pon-
tos ficaria por cobrir. Assim, por um lado, ndo héd coberturas
com cardinalidade menor do que o ntimero de variadveis. Por
outro lado, uma cobertura com cardinalidade igual ao na-
mero de varidveis, se existir, inclui exatamente um dos dois
literais associados a cada varidvel, e portanto corresponde a
uma afetacdo de valores 16gicos que realiza a expressao.

Pode assim concluir-se que a expressdo dada é realizdvel
se e 56 se a cardinalidade de uma cobertura minima do grafo
obtido pelo processo descrito atrds é igual ao nimero de va-
ridveis boleanas.

Portanto, qualquer algoritmo para o problema da cobertu-
ra minima pode ser utilizado para decidir se uma expressdo
boleana é realizavel. Apenas hd que, previamente, executar
os procedimentos que definem o grafo associado a expressao
dada. Como PR é um problema dificil, determinar coberturas

minimas é também um problema dificil, o que é interpretado

pela maioria dos especialistas da drea da complexidade com-
putacional como uma evidéncia da nédo existéncia de algorit-
mos eficientes.

Dado este resultado negativo, onde é que vamos instalar
0s postos para vigia de fogos florestais? Quais as dreas a se-
lecionar para uma rede de dreas para prote¢do da biodiversi-
dade? Como escolher os candidatos a guias, em idiomas di-
ferentes, para um museu? A otimiza¢do combinatéria e, em
particular, a teoria dos poliedros combinatérios, sdo as dreas
da matemadtica nas quais se desenvolvem os fundamentos
para responder convenientemente a estas questdes’. Muitos
resultados moderam o pessimismo decorrente da constata-
¢do da dificuldade de resolucdo dos problemas e proporcio-
nam uma narrativa bem mais otimista da localizagédo de pos-
tos de vigia de fogos florestais e outras coisas, que se reserva

para uma eventual ocasido futura.
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ecorrendo a analogias geogréficas e

a imagem dum planeta imagindrio,
procuramos explicar o contetido da
Teoria de Morse, uma atraente teoria
matemadtica do século XX que relaciona os
pontos criticos duma fungado suave com a

topologia do seu dominio.

Imagine a superficie acidentada dum planeta ficticio, com-
pletamente submersa num oceano pacifico. Um dia, o nivel
da dgua do mar comeca a descer, fazendo aparecer as primei-
rasilhas. A medida que a terra se eleva acima do mar, sdo for-
madas bafas, que depois viram lagos. Surgem istmos ligando
terras préximas, peninsulas e continentes vdo sendo desco-
bertos pelas dguas. A descida das dguas faz com que lagos
sequem, descobrindo vales profundos. Neste mundo todas
as dguas estdo niveladas porque a terra é formada de matéria
porosa. Entendendo “geografia”, em sentido restrito, como
a simples contagem do nimero de ilhas ou continentes, por
um lado, e do niimero de mares ou lagos, por outro, serd pos-
sivel compreender as mudangas que ocorrem na “geografia”
do planeta em fungdo da descida do mar? Uma teoria desen-
volvida pelo matematico americano Marston Morse nos anos
30 do século XX responde a esta questdo. A Teoria de Morse
relaciona mudangas “geograficas” globais com certos pontos
especiais, ditos pontos criticos, em torno dos quais ocorrem
transformacdes qualitativas na “geografia”. Existem essen-
cialmente trés tipos de metamorfose causadas pelo abaixa-
mento do nivel das dguas, que sdo: (1) o nascimento duma ilha,
(2) a emergéncia dum istmo, ligando duas porg¢ées de terra e
(3) 0 desaparecimento dum lago, porque o fundo dum vale ficou
acima do nivel do mar.

O objetivo principal deste artigo é o de mostrar algumas
relacdes quantitativas entre o niimero de pontos criticos as-
sociados a estas metamorfoses (chamados, respetivamente,
cumes, selas e pogos) e o nimero de ilhas e de lagos do pla-
neta. Provaremos estas relacdes considerando uma regido

suficientemente pequena do planeta ficticio, de forma a po-

dermos considerar aceitdvel a sua aproximagéo com a super-
ficie de um plano. Para nos convencermos da corregdo desta
aproximacao local, é suficiente lembrar que, no caso da Terra,
as civiliza¢des mais antigas achavam que o nosso planeta, na
realidade aproximadamente esférico, fosse mesmo plano (e
ndo sé as mais antigas, em meados do século XX, foi funda-
da uma sociedade, The Flat Earth Society, que defende que
a Terra é plana!). Na parte final do trabalho, um pouco mais
técnica, iremos explicar brevemente como uma das relagoes
referidas acima se estende a contextos mais gerais. Em parti-
cular, consideraremos uma generalizagdo que envolve a geo-
grafia de todo o planeta, esférico ou de outro tipo. De facto, o
tipo de relagdo que se obtém neste contexto global depende
da forma (tecnicamente, da topologia) do nosso planeta ficti-
cio, que poderd ser uma esfera, um donut (tecnicamente, um
toro), ou ter outras formas ainda mais complicadas, como a
de um oito “insuflado” (tecnicamente, um bitoro).

Comecamos entdo por introduzir as notagdes e os concei-
tos que vao levar-nos ao nosso resultado principal.

Se quisermos descrever a geografia de uma pequenaregiao
do planeta, serd suficiente considerar a fungéo f(x,y), definida
no plano cartesiano R? que mede a cota do lugar em fungao das
suas coordenadas geograficas x e y. O grafico da fungéo f(x,y)
reproduz localmente a orografia do planeta. Sejac¢ € R um
ntimero real. O conjunto Ny = { (x,y) € R* : f(x,y) =c}
representa a curva de nivel orogrdfica, formada pelos pontos
de cota c. Se ¢ medir o nivel do mar, N, representa a linha de
4gua, enquanto M = { (x,y) € R? : f(x,y) > c} representa
a “terra” descoberta pelo oceano. E claro que o conjunto de
nivel N, é o bordo da regido M.. Vamos agora enunciar as
hipéteses sobre f.

(I) Assumimos que a fungdo f(x,y) seja suave, isto é, que admita
derivadas parciais de todas as ordens. Do ponto de vista geomé-
trico, isto implica, em particular, que existe um plano tangen-
te ao grafico de f por cada um dos seus pontos e que, ao variar
do ponto sobre o grdfico, o correspondente plano tangente
varia de uma forma continua.

(I1) Assumimos que o conjunto Mc={(x,y)€R2: f(x,y)>c}
seja limitado para todo o ¢ € [co, +00], ou seja, que a “geografia”
é limitada para estes niveis do mar.

(IIT) Assumimos que f tem apenas um niimero finito de pontos
criticos. Chama-se ponto critico de f a qualquer ponto em que

o plano tangente ao gréfico de f seja horizontal. Os maximos
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Figura 1: Um ponto de sela.

Prsrssssssassnanses

Figura 2: A esquerda, uma funcio com infinitos pontos criticos.

A direita, uma sua pequena perturba¢do com um Unico ponto critico.

e minimos locais sdo os exemplos mais ébvios de pontos cri-
ticos de f, que correspondem aos cumes de montanhas e aos
fundos de vales. Nasce uma nova ilha em torno do ponto p
(metamorfose 1) quando o nivel das dguas desce abaixo do
valor f(p) dum méximo local p. Analogamente, um lago desa-
parece num ponto g (metamorfose 3) sempre que o nivel do
mar desce abaixo do valor f(g) dum minimo local g. Chama-se
sela a qualquer ponto critico que ndo seja um méximo nem
um minimo local. Uma fungdo cujo gréfico tenha a forma
duma sela de cavalo tem um ponto critico no centro da sela,
que ndo é um maximo nem um minimo local. Quando o nivel
do mar desce abaixo do nivel critico, forma-se um istmo (me-
tamorfose 2). Veja a figura 1.

Uma fungdo pode ter infinitos pontos criticos. Por exem-
plo, um planalto cujo topo seja perfeitamente horizontal
corresponde a uma colegdo infinita de pontos criticos. Esta
situacdo € atipica. Qualquer perturbagéo, causada por um pe-
queno abalo sismico, fard com que o planalto se incline muito
ligeiramente e a fungdo f passe a ter um dnico mdximo local
onde antes existia o planalto. Veja a figura 2.

(IV) Assumimos que todos os pontos criticos de f sdo nio degene-
rados. Chama-se sela degenerada a uma sela onde trés ou mais
regides se conectam num istmo muiltiplo, logo que o mar des-
ce abaixo do nivel critico. Veja dois exemplos na figura 3. Ao
perturbar estas selas, pense num abalo sismico provocando
uma pequena perturbagdo aleatéria no grafico de f, duas ou
mais selas (ndo degeneradas) aparecem no lugar da sela de-
generada original. Veja na figura 4 exemplos de perturbagdes

das selas da figura 3.

Figura 3: Duas selas degeneradas.

Figura 4: Perturbacdes de selas degeneradas.
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Quanto aos mdximos e minimos ndo degenerados, sem
entrar em pormenores demasiado técnicos, podemos dizer
que sdo pontos criticos tais que, em torno deles, o grafico de
ftem a forma de uma superficie esférica em torno, respetiva-
mente, do seu ponto com cota maior (polo norte) ou do seu
ponto com cota menor (polo sul). Estes pontos sdo “robustos”
no sentido que persistem para toda a pequena perturbagdo
do gréfico de f.

As hipéteses (III) e (IV) sdo genéricas.

Uma propriedade genérica é uma propriedade que é parti-
lhada por “quase todas as fun¢des”. Intuitivamente, isto sig-
nifica que se tivermos um saco que contém todas as possiveis
fungdes suaves e extrairmos aleatoriamente uma fungdo do
saco, ela satisfard as hipéteses (III) e (IV).

Vamos chamar cume a um méximo local, pogo a um mi-
nimo local, e sela a um ponto critico de tipo sela. Um nivel
¢ € R diz-se regular se o conjunto de nivel N; nédo tiver pon-
tos criticos. Imagine ¢ como o nivel do mar. Quando ¢ é um
nivel regular, designamos por jo (M), resp. p1 (Mc) e pa (M),
o ntimero de cumes, resp. selas e pogos, em M. As compo-
nentes conexas de M. sdo as regides, as ilhas, em que M, se
decompdem. Analogamente, as componentes conexas de N
sdo as “curvas” do conjunto de nivel N.. A figura 5 ilustra
estes conceitos. Sejam agora

Bo(Mc) = #( componentes conexas de M.) = # ilhas,

B1(M.) = #( componentes conexas de N.) —1 = # lagos.

Estamos agora prontos para enunciar e provar o resultado

principal deste artigo.

Figura 5: llhas e lagos.

Teorema Seja f(x,)y) uma fungdo em R? satisfazendo as hipé-
teses (I),(I),(I1I) e (IV). Entdo, para todo o nivel regularc > cy,

Bo(Me) = B1(Mc) = po(Mc) — pa (Me) + p2(Me),
AuO(Mc) 2 ﬁO(Mc)/ m
u1(Me) = B1(Me).

A figura 6 e a tabela seguinte ilustram este resultado na

emersdo duma ilha com um cume, uma sela e um pogo, de-

senrolada em trés etapas: A, Be C.

Bo Pi| Mo M1 k2| Bo—P1 | Ho—H1tH2
EtapaA |1 | 0| 1 0 0 1 1
EtapaB |1 1|1 |1]0 0 0
EtapaC| 1 O |1 1 |1 1 1

Vamos supor, para simplificar, que cada nivel critico de f
tem um tinico ponto critico. Esta é uma hipétese fécil de con-
A tornar, pelo que nédo é neces-

sdrio assumi-la no enunciado
do teorema. Quando ¢ decres-
ce, as mudangas “geograficas”
qualitativas correspondem a
mudangas na “topologia” dos
conjuntos M, que sdo dete-
tadas por variagdes dos nu-
B meros Bo(Mc) e B1(M,). Estas
mudangas ocorrem de cada
vez que o nivel do mar ¢ des-
ce abaixo dum nivel critico.
Temos assim o “nascimento
duma ilha” quando c¢ passa
pelo nivel dum cume, temos
- a “emergéncia dum istmo”
C : quando c cruza o nivel duma
sela, e o “desaparecimento
dum lago” quando c desce
abaixo do nivel dum pogo. Se
agora virmos que em cada um
destes trés casos as relagdes (1)
’ sdo preservadas, por um argu-
mento indutivo elas terdo de

Figura 6: Emersdao duma ilha. .
permanecer sempre vélidas.
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Nostréscasosquevamosanalisar,cydesignardumnivelcritico,
c e ¢’ serdo dois niveis regulares tais quec > ¢, > ¢!, sendo cx
o tnico nivel critico entre c e ¢’. Os ndmeros By, B1, Mo, H1€H2
reportam-se ao conjunto M,, i.e, Bo = Bo(M.), etc,, enquan-
to os nameros B, B, pp, p} e ps se referem ao conjunto M.,
ie, B = Po(M, ), etc. Vamos descrever 0s vérios casos possi-
veis, deixando ao leitor a verificagdo em cada caso de que se
Bo, B1, Ho, 11, 12 satisfazem (1), entdo também By, B, 1o, 1Y, Hh
satisfazem (1).

No “nascimento duma ilha” aparece uma nova ilha mas
nenhum lago novo, pelo que (B, ;) = (Bo, p1) + (1,0). Por
outro lado, M contem apenas mais um cume do que M,
pelo que (g, 1y, 1) = (po, a1, H2) + (1,0,0).

No “desaparecimento dum lago”, o nimero de ilhas
mantém-se, havendo apenas menos um lago, pelo que
(Bb,BY) = (Bo,B1) + (0, —1). Por outro lado, M contém ape-
nas mais um pogo do que M,, pelo que

(uormy H2) = (po, 1, p2) + (0,0,1).

Na “emergéncia dum istmo”, temos dois casos a
considerar. Se o istmo liga duas ilhas distintas, temos
(Bb, B1)=(Bo, B1)+(~1,0). Como M, contém apenas mais uma
selado que My, segueque(jih, i, 15) = (o, i, 12) + (0,1,0).
Se o istmo liga dois cabos da mesma ilha, temos a formagao
dum lago, mantendo-se inalterado o nimero de ilhas. Pode
também acontecer que o istmo ligue dois cabos dum lago
ou mar interior, que assim se divide ao meio. Em qualquer
caso, onimero de ilhas mantém-se e o ntiimero de lagos vem
acrescido duma unidade, pelo que (8(, ;) =(Bo, B1) + (0,1).
Como My contém apenas mais uma sela do que M., segue
que (g, 1y, 1y) = (Ho, 1, p2) + (0,1,0).

o

O resultado anterior lembra a conhecida férmula de Eu-
ler para poliedros convexos, (F — A + V =2, onde F=# faces,
V=i arestas, V=# vértices do poliedro), o que néo é por mera
coincidéncia. Ambas as férmulas descrevem a “topologia”
dum certo objeto: dos poliedros no caso da férmula de Euler,
e daregido emersa M. no caso da férmula de Morse. O nime-
ro 2 é o valor da caracteristica de Euler de todos os poliedros
convexos, um importante invariante topolégico que reflete o
facto de estes objetos, se os imaginarmos de borracha, pode-
rem ser todos deformados de forma continua numa esfera.
Os nameros Bo(Mc) e B1(M.) sdo também invariantes topo-

l6gicos de M., conhecidos como os niimeros de Betti de M.

O teorema enunciado pode ser generalizado a contextos
mais gerais. Em particular, podemos substituir o plano R?
por uma superficie compacta, o que nos permite passar de
um resultado essencialmente local a um que tem em conta a
topologia da totalidade da superficie. O adjetivo “compacta”
refere-se ao facto de a superficie ser limitada e de conter to-
dos os seus pontos de fronteira (isto é, os pontos que podem
ser aproximados tanto quanto se queira por pontos da su-
perficie). Pense-se, por exemplo, na superficie de uma esfera,
ou na superficie de um donut, ou na de um oito “insuflado”,
ou, ainda, num disco com a circunferéncia do bordo inclui-
da. Analogamente ao feito acima quando descrevemos a oro-
grafia local do planeta através de uma funcado definida num
plano, podemos descrever a sua orografia global utilizando
uma funcdo que mede a cota dos seus pontos relativamente a
superficie que aproxima a forma média do astro (no caso da
Terra, esta superficie serd uma esfera cujo raio é o raio médio
do nosso planeta).

A primeira relagdo do teorema enunciado permanece va-
lida para fungdes definidas em superficies compactas se na
férmula usarmos Bo — B1 + B2em vez de By — B1. No caso em
que a superficie M é compacta e orientavel’, os nlimeros de
Betti para uma podem ser caracterizados do modo seguinte:
Bo(M) é o nimero de componentes conexas de M. f1(M) é
o maior nimero de “cortes” que podemos fazer sem dividir
M em duas componentes separadas. Cada “corte” deve ser
efetuado ao longo duma curva simples (isto é, sem autointer-
secgdes) fechada, ou duma curva simples aberta entre dois
pontos do bordo de M. Finalmente, f2(M) = 1se M néo tiver
bordo, e B2(M) = 0 no caso contrario. Se M for um disco ou
um retangulo, entdo f1(M) = 0, porque todo o corte divide
M em duas partes. Se M for o toro, entdo f1(M) = 2 porque
cortando M ao longo dos dois circulos ortogonais indicados
na figura 7 obtemos um “retangulo”, que ndo pode mais ser
cortado sem ser separado. Imagine agora um planeta ficticio
na forma dum toro, com uma orografia a sua escolha, e pro-
cure verificar a validade do teorema.

O teorema ¢é ainda valido em superficies de dimensao fi-
nita arbitrdria, e mesmo de dimens&o infinita, sob hipéteses
adequadas. Na sua esséncia, a Teoria de Morse mostra-nos
como a topologia duma superficie condiciona, e é a0 mesmo
tempo condicionada, pelo niimero e o tipo de pontos criticos

duma fungdo suave sobre ela definida. A Teoria de Morse, e
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Figura 7: Dissecando um toro.

as suas multiplas generaliza¢des enquadram-se e expandem
o chamado Cdlculo das Variacdes com um arsenal de novas
técnicas. No seu trabalho [1], além de estabelecer as bases
desta teoria, M. Morse faz uma bela aplicagdo a resolugdo
dum problema da Geometria Riemanniana. Os trabalhos de
M. Morse tiveram um impacto profundo numa boa parte da
matematica do século XX, em dreas como a Topologia, a Ge-
ometria, as Equagbes Diferenciais e os Sistemas Dinamicos.
A Teoria de Morse influenciou de forma decisiva o trabalho
de Stephen Smale, nomeadamente em Sistemas Dinamicos,
como a Teoria dos Sistemas Morse-Smale, e a Teoria Hiper-
bélica, e na sua demonstragdo da Conjectura de Poincaré Ge-
neralizada para dimens&o = 5, publicada em 1960, e que até
entdo se acreditava ser falsa em dimensdes superiores. Como
curiosidade, referimos que, segundo o préprio Smale, uma
parte desta conjetura foi demonstrada na praia de Copacaba-
na, no Rio de Janeiro. Pode ler mais sobre a vida e o trabalho
de Smale, e as suas ligacOes a escola brasileira de Sistemas
Dinamicos, em [2]. A versdo final da Conjectura de Poincaré
foi finalmente demonstrada em 2002 por Grigori Perelman
para a dimens&o 3. O livro [3] de John Milnor contém uma ex-
celente exposi¢do do trabalho de M. Morse. No artigo de sur-
vey [4], R. Bott, que fez importantes generalizac¢des da Teoria
de Morse, faz uma bela sintese desta teoria. O nivel das duas
referéncias anteriores deve ser considerado avangado. Reco-
mendamos o video [5] editado pela MAA, com duas ligdes do
proprio Morse sobre a sua teoria, a primeira das quais a um

nivel bastante elementar.
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NOVAS HISTORIAS DA MATEMATICA ANTIGA

BerRnARDO MoTA
Universidade de Lisboa
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UM NOVO OLHAR SOBRE OS
ESPELHOS DE EUCLIDES

Atradicdo atribui a Euclides um pequeno tratado sobre reflexdao de raios

em espelhos; contudo, a incoeréncia que caracteriza o tratado afasta-o

da perfeicdo 16gica dos Elementos. Como entender esta discrepancia?

Oestudo da catdptrica antiga (reflexdo de raios visuais e
solares em espelhos planos, convexos e concavos) estd
repleto de dificuldades. As fontes que chegaram até nés sédo
em numero reduzido, sofreram intiimeras altera¢ées ao longo
dos séculos e apresentam sinais de contamina¢do mutua. Entre
os textos sobreviventes, conta-se uma miscelanea de proposi-
¢Oes atribuidas a Diocles, um excerto intitulado Liber De Spe-
culis (Livro sobre os Espelhos), que se considera uma tradugdo
de um original de Heréo, os livros 3 e 4 da Optica de Ptolemeu
e um fragmento pertencente a Antémio de Trales, autor do
séc. VId.C.

A estes deve acrescentar-se a Catdptrica atribuida a Euclides,
0 tnico tratado aparentemente completo transmitido em gre-
go, mas cujas especificidades representam um quebra-cabecas
para o leitor. Tanto a coeréncia interna como a corregéo dos re-
sultados, como ainda a qualidade dos argumentos, estdo mui-
to aquém do que encontramos nos Elementos, o que obscurece
a interpretagdo da obra. As dificuldades comegam logo com os
postulados e defini¢ées, traduzidos em baixo:

[1] Um raio visual é uma linha reta, cujas partes intermédias co-

brem as extremidades.

[2] Os objetos que se veem, veem-se em linha reta.

[3] Colocado um espelho num plano e avistada uma altura perpen-

dicular ao plano, ficam em propor¢do: como a reta entre o espelho

e o observador para a que estd entre o espelho e a altura perpen-

dicular, assim a linha reta da altura do observador para a altura

levantada perpendicularmente ao plano.

[4] Em espelhos planos, tomado o lugar onde cai o cateto [=a per-

pendicular] do objeto avistado, o objeto avistado deixa de se ver.

[5] Em espelhos convexos, tomado o lugar por onde passa a linha

reta que vai do objeto avistado ao centro da esfera, o objeto avista-

do deixa de se ver. O mesmo acontece em espelhos concavos.

[6] Se se lancar algo para um recipiente e se se tomar uma distancia

tal, que deixa de se ver; se se vazar a 4gua mantendo-se a distancia,

o objeto langado ver-se-4 novamente.

Como se pode ver, o primeiro é um principio de visdo direta
e ndo reflexa. O segundo parece redundante, a primeira vis-
ta. O terceiro dificilmente pode ser considerado um principio;
trata-se de um complicado expediente para permitir concluir,
na primeira proposicao, a igualdade dos angulos de incidéncia
e de reflexdo (ver fig. 1). O dltimo é sobre refracdo (e ndo refle-
x30) e nem sequer é utilizado no tratado.

D

F E
C G A

Figura 1: Catdptrica, post. 3: GC.GA=BC:DA (B=observador; D=objeto;
BG=raio direto; GD=raio reflexdo, BC/

DA=perpendiculares ao plano do espelho). Em Catéptrica, prop. |, tira-se a

refletido; G=ponto de

igualdade dos angulos F e E por Elementos 6.6.
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O quarto (tal como o quinto) simplesmente néo faz qual-
quer sentido, sé sendo valido no caso especifico de o obser-
vador se encontrar na perpendicular tragada do objeto para o
espelho, como quando alguém observa a sua prépria imagem
num espelho colocado perpendicularmente & sua frente (na
fig. 1, A s6 deixa de ser visivel quando se coloca B entre D e 4,
ou atrds de D). Jd na Antiguidade o principio causava surpre-
sa. Herao, por exemplo, corrigiu este disparate, substituindo a
expressdo “lugar onde cai o cateto” pela expressdo “ponto de
reflexdo” (cf. fig. 1: a imagem deixa de ser visivel, tapando-se,
por exemplo, com cera, o ponto G, e néo o ponto A). E dificil
perceber o que o autor do texto da Catdptrica tem em mente.

No entanto, aquilo que para nés parece absurdo, ndo deve
té-lo sido para os autores antigos, cujos textos apresentam for-
mulagbes equivalentes utilizadas no estudo de fenémenos as-
tronémicos, como, por exemplo, dos eclipses. O eclipse do sol
era muitas vezes definido como obstrugao do nosso raio visual
pela lua; o eclipse da lua, como a intersecdo, pela terra, da reta
que vai do centro do sol ao centro da lua quando os trés se
encontram alinhados. Eis, a titulo de exemplo, um interessan-
te passo de Gémino (séc. I d.C.), que aplica a linguagem dos
postulados num contexto de visdo direta:

...0s eclipses ndo sdo iguais para todos os observadores, antes ha-

vendo grandes varia¢des na grandeza dos eclipses, de acordo com

as diferencas dos climas. Ao mesmo tempo, o sol estd completa-
mente eclipsado para alguns, meio-eclipsado para outros, menos
de meio para outros; para outros ainda, nenhuma parte do sol
se vé eclipsada. Para os que se encontram no cateto debaixo da

obstrugao,o sol estd completamente invisivel, para os que se encon-
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tram parcialmente fora da obstrugédo, uma parte do sol fica eclipsa-

da, para os que estdo fora da obstrugdo, nenhuma parte do sol se

vé eclipsada (Introdugio aos Fendmenos, c. 10).

As fontes antigas sugerem que os matemadticos antigos
(como Aristarco, segundo afirmagédo de Vitriivio) considera-
vam a lua como um espelho. Nada mais natural, portanto,
do que tentar ler no pequeno tratado de Euclides (seja nos
principios, seja nas proposi¢des) argumentos elaborados para
servirem também no dominio da astronomia. E isto faz parte
da investigagdo em histéria da matemdtica antiga: alargar o
contexto para 14 dos textos estritamente matemadticos, porque
0s menos técnicos podem, por vezes, ser surpreendentemente

informativos.

REFERENCIAS:
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Traduzido do original publicado em acesso livre em http://blog.kleinproject.org como uma Klein vignette. Tradugdo de Teresa Caissotti
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1. IMAGENS BINARIAS

EM ESCALAS DE CINZENTO E DE CORES

As imagens que vé nas paginas da Internet ou as fotografias
que tira com o telemével sédo exemplos de imagens digitais. E
possivel representar este tipo de imagens por matrizes. Por
exemplo, a imagem do Gato Félix, pode ser representada por
uma matriz 35x35 onde os elementos sdo os niimeros 0 e 1.
Estes nimeros especificam a cor de cada pixel (pixel é o me-
nor elemento grafico de uma imagem matricial, o qual pode
tomar apenas uma cor de cada vez): o nimero 0 indica cor
preta e o nimero 1, cor branca. As imagens digitais que usam
apenas duas cores sdo chamadas imagens bindrias ou imagens
booleanas.

As imagens em escalas de cinzento também podem ser re-
presentadas por matrizes. Cada elemento da matriz determi-
na a intensidade do pixel correspondente. Por conveniéncia,
a maioria dos ficheiros digitais usa nimeros inteiros entre 0
(que indica a cor com menor intensidade, o preto) e 255 (que
indica a cor com maior intensidade, o branco), o que dd um
total de 256 = 28 escalas diferentes de cinzento’.

Imagens coloridas, podem ser representadas por trés ma-
trizes. Cada matriz especifica a quantidade de vermelho,
verde e azul que compde a imagem. Este sistema de cor é
conhecido como R(ed) G(reen) B(lue)’. Os elementos destas
matrizes sdo nimeros inteiros entre 0 e 255, e determinam
a intensidade do pixel com respeito a cor da matriz. Assim,
no sistema RGB é possivel representar 256° = 2 = 16777216

cores diferentes.

IMAGENS DIGITAIS E MATRIZES -
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Este nimero de escalas de cinzento é suficiente para trabalhar, por
exemplo, com imagens nas paginas da WEB. No entanto, existem certas
aplicagbes especificas que necessitam de um maior nimero de escalas de
cinzento de modo a poderem reproduzir imagens com maior detalhe e
evitar erros de arredondamento em cdlculos numéricos, como por exem-

plo é o caso de imagens médicas.

Existem muitos outros sistemas de cor que sdo usados conforme a apli-
cagao: CMYK (para imprimir), Y’IQ (para as transmissoes de TV analégica
em NTSC, etc.)
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2. PROCESSAMENTO DIGITAL DA IMAGEM

E OPERACOES COM MATRIZES

Uma vez que uma imagem digital pode ser representada
por matrizes, podemos perguntar de que maneira as ope-
ra¢des realizadas nas matrizes poderdo afetar a imagem.
Por exemplo, nafigura 1, se considerarmos aimagem bindria A
representada pela matriz A = (a; j), entdo a imagem B corres-
pondente a matriz transposta de A é B = (b; ;) = (a;;) = AT,
A imagem H, por sua vez, corresponde a matriz (a;35_;11)-
Tente descobrir a relagdo matricial entre a imagem A e as ou-
tras imagens!

Outro exemplo (figura 2): se determinarmos a média arit-
mética das matrizes componentes R, G e B de uma imagem
a cores de A, obteremos uma versdo da imagem em escalas
de cinzento (os valores néo inteiros sdo arredondados para o
inteiro mais préximo).

Mais um exemplo: usando a multiplicacdo por um escalar
e a soma de matrizes, é possivel criar uma imagem com efei-
tos de transigdo. Este tipo de imagens é geralmente usado nas
apresentagdes em PowerPoint. Mais precisamente, consideran-
do duas imagens em escalas de cinzento com o mesmo tama-
nho, representadas por duas matrizes A e Z. Para cada escalar
(ntimero real) f no intervalo [0, 1] definimos a seguinte matriz

M) =(1—-t)A+tZ D

Repare-se que M(0) = A e M(1) = Z e, para cada t entre 0 e
1, os elementos da matriz M(t) estdo entre os elementos das
matrizes A e Z. Portanto, quando ¢ varia de 0 a 1, a matriz M(t)
varia de A a Z. No caso de imagens coloridas, a transforma-
¢do apresentada em (1) deve ser aplicada as matrizes R, G, B
que compdem cada imagem (ver figura 3).

A multiplicagdo de matrizes tem também aplicacdo no
processamento de imagens digitais. Apesar de o préximo
exemplo ser mais elaborado (utiliza conhecimentos de Alge-
bra Linear estudados no ensino superior), acreditamos, que
mesmo assim serd do interesse do leitor, jd que esta aplicacdo
deriva da habilidade de decompor a matriz como um pro-
duto de matrizes com uma estrutura especial. Os detalhes
omitidos poderdo ser encontrados nas referéncias [Lay, 2011]
e [Poole, 2005]. Consideremos uma decomposi¢do em valo-
res singulares (DVS), que consiste em escrever a matriz Ay, «,
como produto de trés matrizes

Amxn = Umsxm Smxn Viten

onde U e V sdo ortogonais (isto &, UTU e VTV sao as matrizes
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identidade de dimens&do mxm e nxn, respetivamente) e S é
uma matriz cujos elementos s; ; sdo iguais a zero para i # j
e 511 > 52 > ... > gk > 0, com k=min{m,n}]. Segue-se um

exemplo de uma decomposicao DVS

-1 1 0
A= =usvT

0o -1 1
Ve V2 vl
6 2 3

N )

22 || 3o
_ V6 V3
= -5 Y 7

V2o V2 0 1 0
S Ve V23
L 6 2 3

Mostra-se que qualquer matriz admite uma composicdo
DVS [Lay, 2011] e [Poole, 2005]. Além disso, existem algorit-
mos que nos permitem calcular essa decomposigdo utili-
zando meios computacionais. A chave do nosso exemplo é
observar que se ug,up, ..., u;; sdo as colunas da matriz U e
V1,Vy, ..., Vy as colunas da matriz V, entdo

A=USVT =s11u;v] +sp0upv] + ...+ skrkukv,f

Qual a utilidade desta férmula no processamento digital
de imagens? Suponhamos que A é uma imagem em escalas
de cinzento de tamanho 1000 x 1000 transmitida a partir de
um satélite para um laboratério na Terra. Em principio o sa-
télite terd de enviar 1 milhdo de nimeros (um por cada pixel).
Apenas os primeiros elementos s;; da matriz S da decom-
posigdo DVS de A sdo significativos (os outros sdo “despre-
zdveis”), é entdo suficiente que o satélite envie, por exemplo,
apenas as 20 primeiras colunas de U e V , e 0s 20 primeiros

ntdmeros s;; (num total de apenas 20 - 1000 + 20 - 1000 + 20

= 40020 ndameros que tém de ser enviados). Depois de rece-
ber estes dados no laboratério da Terra, é calculada a matriz
slllulvlT +52,2u2v:£ + ... +520,20u20vgo, o que nos dd aproxi-
madamente a imagem original.

Vejamos um exemplo: a fotografia, na figura 4A em bai-
xo0, do matemdtico Christian Felix Klein (1849-1925) tem
720 x 524 = 377289 pixels.

Para a decomposi¢do DVS da correspondente matriz desta
imagem, podemos calcular as matrizes

51,1“1V{ + 52,2u2v2T+ .t sr,rurvrT
para r =1, 5, 10, 20. Estas matrizes geram aproximadamente a
imagem original, ilustrada na figura 4B em baixo.

A imagem original corresponde ao caso r = 524. Impres-

sionante!

3. OUTRAS APLICACOES
O processamento digital de imagens tem variadissimas apli-
cagbes, como, por exemplo, na detecdo remota de imagens,
na transmissdo de dados, em medicina, em robética, na vi-
sdo computacional, na indudstria cinematografica, etc. Em
particular na dete¢do remota, as imagens adquiridas pelos
satélites sdo tlteis para monitorizar recursos naturais, para
fins cartogréficos e de andlise do crescimento urbano, e em
muitas outras aplicagdes ambientais. Na transmissdo de ima-
gens, temos comunicac¢des por via fax, redes, Internet e cir-
cuito fechado de TV para seguranga. Em aplica¢bes médicas,
temos processamento de imagem de raios-X, as imagens de
projecdo da tomografia axial, radiologia, ressonancia magné-
tica nuclear (RMN) e ultrassom de digitalizag&o.

Certos métodos de aquisicdo e transmissdo podem gerar
algum “ruido” naimagem. O filtro de mediana é uma técnica

de processamento da imagem usado para remover ou para

B Figura 4
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reduzir os seus efeitos: para cada elemento da matriz que re-
presenta a imagem, observamos os seus elementos vizinhos
e, em seguida, colocamo-los numa lista ordenada. O filtro de
mediana (figura 5) consiste em escolher o elemento central
desta lista e substituir o elemento em causa por este.
Existem muitas outras técnicas de processamento de ima-
gem com objetivos diferentes. A figura 6 ilustra exemplos de

ajuste de contraste, detegdo da borda e limiar.
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4. COMENTARIO FINAL

O objetivo deste texto é o de apresentar uma aplicagdo pouco
conhecida de matrizes para professores e alunos do ensino se-
cundédrio: o processamento de imagens digitais. E importante
notar que as ferramentas matemdticas relacionadas com este
tema vdo muito para além das matrizes. O assunto é vasto,
rico e moderno. Infelizmente, o limite de poucas pdginas reco-
mendadas para este artigo ndo nos permite dar mais detalhes.
Como ponto de partida para o leitor motivado saber mais, re-
comendamos os livros [Gonzalez e Woods, 2007] e [Gomes e
Velho, 2008].

5. REFERENCIAS

No site http:/fwww.uff-br/cdme/matrix/matrix-html/matrix-enhtml,
existe uma série de aplicacdes interativas que permitem ex-
plorar as relagdes entre matrizes e imagens digitais apresen-
tadas neste texto. Encontra-se também um arquivo DOC com
sugestdes de exercicios a serem trabalhados em sala de aula.
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Graciano de Oliveira ndo precisa de ser apresentado aos leitores da Gazeta de

Matemdtica, ja que foi recentemente editor da Gazeta e trés vezes presidente

da Sociedade Portuguesa de Matemdtica. O que talvez alguns leitores nado

saibam é que ele é autor de 49 artigos de investigagdo (segundo o Mathe-

matical Reviews), sozinho ou em colaboracéo, e que orientou 11 estudantes

de doutoramento, tendo pelo menos 51 descendentes matematicos contando

netos, bisnetos e uma trineta. Vai aqui meia conversa, depois 0 meu mote e

uma linda glosa.

Tudo comecou com uma troca de e-mails para tentar com-
binar uma conversa por telefone que seria transcrita para
a Gazeta. Graciano respondeu que preferia fazé-lo por escrito,
para poder pensar e rever com calma o que iria dizer. Mandei
uma lista de temas e provocagées. Veio a resposta, que ndo
tive coragem de estragar introduzindo perguntas. Enquanto

a resposta ndo vinha, conversdavamos por e-mail.

E-MAILS

GRACIANO Ja comecei a escrever para a entrevista, mas eu
sou um bocado lento a escrever. Sempre fui, acho que ndo
tenho jeito para escrever. De facto, ndo tenho veia de escri-
tor, mas acabard por sair. Que lhe parece? Devido & minha

lentiddo, ndo sei quando estard pronta.

ISABEL A minha ideia de telefonar era que vocé é bom con-
versador, eu sei, o falado sai mais facil do que o escrito. En-
tendo bem, porque eu também sou assim... em matemadtica,
dou um semindrio muito facilmente, mas levo séculos para

escrever um artigo. Vocé também é assim em matematica?

GRACIANO Sim, sim, sempre me pareceu que falar é mais
fécil que escrever, acho que sou um bocado exibicionista e

acho que gosto de ter espectadores por perto!!

ISABEL Acho que “exibicionista” é um pouco injusto. Um
dos problemas de redigir é ndo ter um interlocutor ou ima-
ginar um que seja muito critico. Falando, a gente sabe a
quem estd se dirigindo. E o falado vibra no ar e logo desa-
parece, enquanto o escrito fica. Mas € ilusdo: sempre que eu

igo alguma coisa errada em uma aula, o danado do erro
d 1 cois d 1 danado d

aparece de volta nos exames.

GRACIANO Logo que possivel, eu envio-lhe os textos e até
sugestdes de perguntas. Acha que posso propor ou sugerir
perguntas? E que ndo me faz certas perguntas porque nio
conhece (penso eu) alguns acontecimentos da minha vida.
Por exemplo, poderia p6r-se uma pergunta a respeito de in-
cursdes politicas da minha parte? Que lhe parece? Depois
pode selecionar o que achar melhor e juntar ou suprimir

perguntas. Claro, podemos também acertar verbalmente.
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ISABEL Sugira todas as perguntas ou assuntos que quiser.
A ideia é ser mais uma conversa do que uma entrevista. Eu

sei que redigir essas coisas é bastante dificil.
GRACIANO E mesmo.

ISABEL Pode ficar mais facil se for mais interativo: por

exemplo, o que vocé iria por sobre incursdes politicas?

GRACIANO Bem, a ideia é ndo ser demasiado mondétono

falando estritamente s6 de matematica. Que acha?

ISABEL Acho 6timo, afinal os matemdticos sdo pessoas, fa-

zem outras coisas também. Fiquei curiosa!

MOTE
Eu queria conversar sobre as mudangas que aconteceram
entre os matemdticos em Portugal. Eu estou aqui desde
1983 e noto uma enorme diferenga. Algumas coisas estdo
melhores, outras piores e outras simplesmente diferentes.
Tenho a minha lista, mas queria ver a sua antes. Além do
mais, eu s6 tenho informacdo indireta sobre como era an-
tes disso.

Em Portugal hd um grupo enorme que faz investigacao
em Algebra Linear, vocé é um deles, gostaria de comentar?

Em outros paises, os matemadticos vdo as reunides das
sociedades de matemadtica deles. Estou pensando nas reu-
nides da AMS, no British Mathematical Colloquium ou no
Coléquio Brasileiro de Matematica. Aqui vdo muito pouco,
quase s6 quando sdo conferencistas convidados. Isto quer
dizer que aqui ndo h4d um lugar onde os matematicos se
encontrem. Alguma ideia de porque é assim e de como isto
poderia mudar?

Sobre o ensino de matemaética nas escolas: os programas
sdo muito menores do que eram antes, ou sdo diferentes?

Como é a vida de um matematico depois de aposentado?
Sabatica permanente?

Como foram as suas temporadas no Brasil e em Macau?

Acho que isso ja dd um bom comeco de conversa, mas se

tiver temas e provocagdes no sentido inverso, mande!

GLOSA

APOSENTACAO Nunca ambicionei aposentar-me. Mante-
nho-me ativo, embora ndo tenha a capacidade de outrora.
Os indicios de senilidade avangam com rapidez. Mas ainda
dou aulas, coisa de que gosto, e leio. Depois de aposentado
ainda fui, por exemplo, diretor da Gazeta de Matemitica por
uns anos. Agora estudo matematica despreocupadamente
e motivado essencialmente pelo gosto. Agora resido em

Lisboa e quero continuar a dar aulas.

O QUE LE? Tenho lido, lido n3o é o termo, tenho de di-
zer estudado, coisas interessantes no ambito de Teoria dos
Anéis, Corpo dos p-ddicos, Légica, etc. Fora da matemati-
ca, as minhas leituras recentes foram livros de Philip Roth,
Paul Auster, Naguib Mahfouz, Cesdrio Verde, Méximo
Gorki e 0 que me apetece. S6 por gosto, ndo tenho em vista
aplicagdes. Se estivesse no ativo ndo poderia fazer isto, su-
ponho. Teria de produzir ndo sei quantos artigos por ano,
independentemente da qualidade. A medida que os anos
passam leio menos matemadtica e muito mais literatura. Fre-

quento os blogues, sobretudo os de cardcter politico.

Graciano de Oliveira aos 40 anos
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Rede de colaboradores de Graciano de Oliveira - coautores de seus artigos e coautores de seus coautores, segundo o Mathematical Reviews em Outubro de 2012.

PLANOS PARA O FUTURO Para o futuro? Talvez ultrapassar
(em idade) a professora Pilar Ribeiro ou até passar a perna a
Manoel de Oliveira. Depois se vera... Talvez concorra a uma
bolsa (se ainda houver) para ir ndo sei para onde, se calhar

fazer tijolo ou qualquer coisa igualmente divertida.

ALGEBRA LINEAR Tem-se publicado muita coisa. Refiro-me
ao grupo portugués. Entre o que se publicou encontram-se
resultados notabilissimos. Emprego o superlativo proposi-
tadamente, porque sdo acima da média. Mas ndo quero citar
nenhum aqui porque, para falar verdade, ndo conhego tudo.

Acompanhei até certo ponto, depois ja ndo consegui. Estou a

referir-me a trabalhos de meus ex-orientandos e de orientan-
dos de orientandos, ndo sei até que geragdo. Nao sei quantos
descendentes matemdticos tenho, embora saiba que jd tenho
bisnetos crescidos. Grande parte deles ultrapassou-me larga-
mente, ndo s6 em quantidade (que é o que hoje em dia conta)
como em qualidade (que é ao que eu dou importancia). Se ca-
lhar, exagero, pode pensar-se que ao elogiar os feitos dos mais
novos estou a elogiar-me a mim préprio. Se calhar, é verdade.
Confesso que ndo me sinto em boa posigao para avaliar, outros
que o facam com mais distanciamento.

O grupo de Algebra Linear cresceu enormemente, é certo.

Uma razdo de peso era ser possivel encontrar ca orientador

CONVERSA COM... GRACIANO DE OLIVEIRA ¢ Isabel Labouriau 51

« Sergeichuk, Vladimir V.



para efeitos de doutoramento. Havia quem tivesse dificuldade
em se deslocar para fora do pais e, noutros ramos, era dificil ou
impossivel encontrar orientador.

A certa altura, eu préprio pus travdes ao crescimento da

Algebra Linear em Portugal.

INCURSAO PELA POLITICA Sim, interesso-me bastante pela
politica apesar de ndo ter apeténcia por cargos politicos, nem
sequer dentro da universidade. Para isso é preciso habilidade.
Como me interessa o nosso destino, interesso-me pela politica
ja desde antes do 25 de Abril. Eu achava a ditadura insupor-
tdvel e o atraso de Portugal intolerdvel. Detestava o pais do
respeitinho e do “sabe com quem estd a falar?”. Em crianga
ndo vivi num ambiente que me despertasse para a politica.
Quando acabei a escola primadria, estava convencido do que
me tinham metido na cabega sobre o império colonial portu-
gués, que era a terceira poténcia colonial, etc., etc. Mas aos 12
anos os meus pais emigraram para Angola e eu fui com eles.
O que vi destruiu de imediato as ideias da escola primadria e,
sem que ninguém me explicasse, achei que aquilo ndo podia
ser. Ficou para sempre na minha retina o que vino dia em que
o barco onde viajava atracou em Luanda. Foi muito cedo, ao
amanhecer... Subi ao convés e olhei para o cais. A fotografia
ficou-me na retina (ndo tinha médquina fotografica) até hoje. Vi
uma mole imensa de pretos (nunca tinha visto tantos juntos)
descalgos e esfarrapados. Eram os estivadores a espera de co-
megcarem a descarregar o barco. Fiquei estarrecido com a misé-
ria que aparentavam apesar de, nesse tempo, nas aldeias por-
tuguesas também haver muita. Achei esquisito e bailaram-me
(e ficaram definitivamente abalados) na cabeca os conceitos da
escola: império, missdo civilizadora, etc. S6 tinha 12 anos mas
pensei que ndo podia ser e o que presenciei mais tarde, em trés
anos de Angola, confirmou a primeira impresséo.

Pouco antes do 25 de abril tomei contacto com o marxismo-
-leninismo, que me seduziu e encantou. Passei uns trés ou
quatro anos em que praticamente sé lia sobre marxismo. O
materialismo histérico fascinou-me e até me parecia que, para
um matematico, era uma doutrina irresistivel.

Quanto a matematica, a paixdo nasceu em crianga. No liceu

ja sentia uma grande atracdo mas néo sei porqué.

DEMISSAO Em marco de 1969, doutorei-me em Coimbra e tor-

nei-me 1° assistente (hoje diz-se professor auxiliar). Foi o ano

da crise académica. Tornei-me personna non grata e o Conselho
da Faculdade decidiu, por unanimidade, demitir-me, apesar
da extrema falta de doutorados na época. Fiquei sem empre-
go. Houve uma tentativa do professor Sebastido e Silva para
me fazer contratar pela Universidade de Lisboa, mas falhou.
Mais tarde, repetir-se-ia uma cena semelhante com a Univer-
sidade do Porto com intervengao do professor Arala Chaves e
do professor Coimbra. Senti que a minha carreira académica
estava terminada em Portugal: nenhuma universidade portu-
guesa me queria porque achavam que isso seria uma desfeita
para quem me demitira por razdes ndo académicas. Fiquei de-
sempregado e estive com uma bolsa no Centro de Célculo da
Fundagdo Gulbenkian. Af congeminei a versdo final do meu
mais importante artigo (ou paper se preferir). Acabei numa
universidade brasileira no Recife, Pernambuco, gragas a inter-
vengdo do professor Ruy Lufs Gomes que também 14 estava.
Mais tarde regressei e entrei na Universidade de Lisboa. Foi o

professor Almeida Costa quem dinamizou essa entrada.

MINISTRO DA EDUCACAO E CIENCIA Nao me identifico com
os valores da direita. Nem com as ideias neoliberais, privati-
zagdes, etc. Nem com a sobrevalorizagdo da competitividade
em relagdo a solidariedade. A submisséo da politica ao merca-
do e a finanga ndo me agrada. A desvalorizacdo da ideologia
horroriza-me. Detesto o Governo que elegemos (eu nédo contri-
bui). Isso ndo significa que do atual ministro, que conheco ha
alguns anos, ndo possam sair coisas positivas. Por exemplo, na
questdo do eduqués. Conhecem-se as opinides de Nuno Crato.
Nao sei se terd poder para levar por diante as transformagdes
que preconiza. Talvez consiga, e isso pode ser muito positivo
e dar-lhe lugar na histéria como o ministro que acabou com
esta brincadeira. Por outro lado, espero que ndo prejudique
gravemente a escola ptblica nem ajude a aumentar o desem-
prego dos professores. Nao aprovo a dicotomia prematura
entre carreira académica e profissionalizante. Espero que néo
destrua a investiga¢do, que chegou a um nivel muito dificil de
conquistar, por causa de um orcamento que causa calafrios.

H4 demasiados cientistas a abandonarem o Pafs.

AVALIACAO Nunca simpatizei com o processo de avaliagdo.
Pareceu-me sempre um processo demasiado burocrdtico e
eu nunca gostei de relatérios nem de preencher impressos e

questiondrios que se destinam mais a enfeitar estantes do que
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Genealogia matemitica de Graciano de Oliveira: orientandos a laranja, e descendentes, incluindo uma trineta. Comegamos com dados do Mathematics

Genealogy Project e fomos completando a informagdo. Com certeza faltam muitos netos e bisnetos. A primeira bisneta, Susana Furtado, doutorou-se em 2000.

A primeira trineta, Liliana Manuela Costa, que também € neta, doutorou-se em 2012. Quem tiver mais informacdo pode envid-la para completarmos o quadro,

ou, melhor ainda, pode inclui-la no Mathematics Genealogy Project.

a serem lidos (felizmente). Recordo-me sempre de incidentes
da minha infancia (que me traumatizaram para toda a vida,
como hoje se diz) em que tinha de preencher impressos e,
no fim, havia sempre algo que ndo estava bem, faltava um
carimbo ou selo branco e uma assinatura tinha de ser reco-
nhecida. Eu tenho a mania do estudo e disponibilizar-me
para ser avaliado parecia-me uma enorme perda de tempo.

56 obrigado. J4 fazer trabalho de referee ou de reviewer para

a Mathematical Reviews ou Zentralblatt agradava-me. Preferia
até participar em juris de doutoramento ou de concursos. Ti-
nha de estudar e era o que eu jd fazia por dever da profissdo
que escolhi. A avaliagdo implica uma grande perda de tem-
po, inclusivamente para os avaliadores. Quando comegaram
a avaliar pelo nimero de artigos (que passaram a ser cha-
mados papers) desanimei definitivamente e nunca mais pude

ouvir falar de tal coisa, fiquei com um traumatismo vitalicio.
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Custa-me a crer que pessoas inteligentes acreditem nos indi-

ces que por af abundam. Alguns sdo uma brincadeira.

FUNCOES Nunca senti muita inclinagdo para o desempe-
nho de fungdes politicas ou administrativas na universida-
de. Até tinha uma certa aversdo, hoje acho que exagerada,
por certos cargos que me pareciam necessitar da leitura de
dossiers sem graga. Nem teria habilidade para desempenhar
cargos politicos, penso. S6 senti vontade de ser Presidente
da Sociedade Portuguesa de Matematica, o que consegui por
trés vezes, em 1986-88 depois em 1996-98, e finalmente de
1998 ao ano 2000, Ano Mundial da Matematica. O biénio de
1996-98 foi precedido de umas elei¢des animadissimas e dis-
putadissimas. Chegou a haver uma Assembleia Geral (nor-
malmente os participantes ndo chegavam a dtizia) em que
o saldo era pequeno para conter todos. Confesso que nunca
entendi o fenémeno mas alimentou o meu ego. Fora essas, as

elei¢Ges costumam ser uma sensaboria.

DO QUE GOSTEI MAIS Provavelmente, de ter sido presiden-
te da Sociedade Portuguesa de Matematica. E de ter sido
dean da Faculty of Science and Technology da Universidade
de Macau e de af ter contribuido para o inicio da participa-
¢do de Macau nas Olimpiadas Internacionais de Matemitica.
Ainda hoje torco pela equipa de Macau. Para presidente da
Sociedade Portuguesa de Matemadtica senti apeténcia, para
dean em Macau ndo. Desempenhei o cargo por mero acaso.
Mas gostei imenso.

Outras coisas de que gostei: (i) do 25 de abril e do periodo
que se lhe seguiu; (ii) no &mbito profissional, deixe-me pen-
sar. Fiquei feliz quando consegui a primeira aceitagdo de um
artigo, quando pela primeira vez fui convidado para main
speaker numa conferéncia internacional, quando fui convi-
dado para o editorial board da Linear Algebra and its Applica-
tions. Também achei graga quando fui eleito (ndo esperava
ganhar) vice-presidente da International Linear Algebra So-
ciety. Por acaso, eu ando quase sempre feliz mesmo quando
as coisas correm mal, como, por exemplo, quando em 1969
fui despedido pela Universidade de Coimbra. Af senti-me
um heréi.

E ja agora, do que ndo gostei? Nao me lembro bem. Senti
uma espécie de desfalecimento quando fui provido definiti-

vamente e quando requeri a aposentagéo.

MELHORES E PIORES No nosso pais, as coisas estdo melho-
res em muitos aspetos. Quando eu era jovem, muitas crian-
¢as ndo iam a escola ou iam sé por trés ou quatro anos. Mui-
tas andavam descalgas, sujas e esfomeadas. Muitas casas,
sobretudo nas aldeias, ndo tinham dgua nem eletricidade e
chuveiro, com ou sem dgua quente, ndo se sabia o que era.
Muito poucos, pouquissimos, entravam na universidade.

Na escola e na universidade muito mudou. Quando eu fui
aluno da universidade e assistente, ndo se sabia praticamen-
te o que era isso de investigacdo. A Universidade de Coimbra
tinha e tem uma 6tima biblioteca, mas as revistas permane-
ciam serenas e intocdveis nas estantes. Doutoramentos s,
ou quase s6, no estrangeiro com uma bolsa. A maior parte
dos professores confessava-se incapaz de orientar para um
doutoramento, e com razdo. As licenciaturas tinham estru-
tura idéntica em todas as universidades. E universidades, s6
em Lisboa, Porto e Coimbra. Salvo raras exce¢des os progra-
mas eram antiquadissimos. Podia chegar-se ao fim da licen-
ciatura sem nunca ter ouvido palavras como isomorfismo,
bijecdo, topologia, espaco vetorial, grupo, anel, relagdo de
equivaléncia, etc. Eu dizia que a licenciatura era a base de
calcular derivadas e primitivas e o famoso integral do osso.

Recentemente algumas coisas pioraram, ou melhor, eu
ndo gosto delas. As atividades de pés-graduagdo burocrati-
zaram-se, os professores tendem a perder autonomia. Eu fiz
coisas que hoje s6 sdo possiveis com montes de impressos,
pagamento de propinas e relatérios. A mania da pedagogia
irrita-me. As vezes, certos professores parecem-me maso-
quistas com o que defendem e apoiam.

Bem, globalmente, no que respeita ao ensino superior e
investigagdo, o progresso foi, apesar de tudo, de tal ordem
que nem vale a pena comparar com 0s aspetos negativos.
Hoje o que se ensina na licenciatura é idéntico ao que se en-
sina em qualquer outro pais. E a pés-graduacdo, a investi-
gagao, etc.,, ndo nos envergonha, suponho eu, atraindo até

estudantes estrangeiros, o que dantes era inimaginavel.

ENSINO DA MATEMATICA NO SECUNDARIO Nao me consi-
dero muito bem preparado para responder... ndo tenho expe-
riéncia de ensino de adolescentes. Mas tenho a ideia de que
a exigéncia decresceu consideravelmente. Ndo tenho a me-
nor simpatia por aquilo que Margal Grilo chamou eduqués.

Parece-me que néo se incute nos jovens a ideia de que s6 com
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trabalho drduo se aprende. E que a meméria é importantissi-

ma. E que em matemadtica é impossivel progredir sem domi-
nar bem o que estd para trds. Generalizou-se a ideia de que
as criangas e os adolescentes sdo uma espécie de deuses a
quem todos devemos respeito. E que eles pouco respeito de-
vem aos professores. Se se contrariam...traumatizam-se para
toda a vida. D4 vontade de rir. E parece que se pressupde que
néo tém maturidade para terem nogédo de ética ou de dever.
Deveres, s6 os professores tém, a comecar pelo de motivar os
alunos e o de prestar contas aos paizinhos. Apesar de tudo e
comparando com o meu tempo, acho que se deu um grande
salto em frente. Nos tltimos 30 anos Portugal fez o que ou-

tros fizeram em 60.

ESTADA EM MACAU Adorei. Por véarias razdes, incluindo a
gastronémica. Pelo contacto préximo com gentes das mais
variadas origens. Também viajei muito pelo Extremo Orien-
te e passei a ter uma visdo do mundo muito menos eurocén-
trica. A China fui tantas vezes que perdi a conta. A primeira
vez fui a pé. Cheguei as Portas do Cerco e, zds, atravessei a
fronteira e vi-me em Gongbei, na mitica Repudblica Popular
da China. Visitei Cantdo, Pequim, Xian, Xangai, Kunming,
Hangzhou, etc. A maior parte das vezes fui como matema-
tico fazer semindrios em universidades. E visitei muitos ou-
tros pafses, do Vietname ao Nepal, da fndia a Malésia, na

qualidade de turista.

CHINA Fiz muitos esforgos e procedi a intimeras diligéncias
para fomentar as relagGes cientificas entre Portugal e a China.
Os chineses mostraram-se muito recetivos. Sempre que visi-
tava uma universidade, rodeavam-me muitos estudantes p6s-
-graduados. Mostravam grande anseio por virem fazer uma
pés-graduagdo fora da China. Ndo resultou apesar disso. Mas
registo como resultado positivo a vinda para Portugal de uma
minha orientanda chinesa, professora Zhang Yulin, hoje pro-

fessora auxiliar da Universidade do Minho.

ESPIRITO ASSOCIATIVO Entre nés o espirito associativo ndo
me parece muito forte. Portugal tem enfermado de um razo-
avel atraso cientifico, por isso muita gente achava que coisas
de nivel elevado, s6 no estrangeiro. Portanto, ndo valeria a
pena perder tempo em atividades portuguesas ou mesmo
de colaboragdo com espanhois. Além disso, no tempo da di-
tadura toda a associagéo era mal vista, melhor, perseguida.
A Sociedade Portuguesa de Matematica foi fundada em
1940, mas s6 conseguiu legalizar-se em 1977. E acho que en-
tre nés hd a ideia de que o que dd prestigio sdo os cargos
que emanam do Estado. A Sociedade Portuguesa de Mate-
maética ndo emana do Estado... ser reitor ou simplesmente
presidente de um departamento parece ser mais apetecivel,
suponho eu.

Eu sempre pensei que além das relagées com outros pai-
ses, a atividade interna deveria ser promovida. Por isso fui
Presidente da Sociedade Portuguesa de Matematica por trés
vezes (no primeiro mandato, os estatutos chamavam-me se-
cretdrio-geral). Foi dos cargos que mais gostei de desempe-
nhar. A comecar pela minha elei¢do em 1996, que foi agita-
dissima e me deu muito gosto. O caso terminou em tribunal
e até hoje ndo percebi a razdo da agitagdo, o que s6 prova
a minha falta de inteligéncia para estas coisas. Tanto mais
que quem se me opunha eram pessoas de elevadissima cra-
veira intelectual (com uma tinica excecdo). Cedo reconheci a
minha falta de inteligéncia politica e por isso ndo me candi-
datei a outros cargos. Deu luta e, na altura, eu era suficiente-
mente jovem para gostar. A distancia, acho que foi positivo.
Por um lado, chamou a atengéo para a existéncia da Socieda-
de Portuguesa de Matemadtica, por outro, ajudou a incutir a
ideia de que a Sociedade Portuguesa de Matemadtica ndo era
um grupo de amigos que faziam o que lhes apetecia, espiri-

to a que sempre me opus. Havia que cumprir a lei.
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LANCAMENTO OFICIAL DA MPT2013

O dia 5 de margo ficou marcado pelo langamento oficial, a nivel europeu, da
iniciativa Matematica do Planeta Terra 2013 (MPT2013), um projeto a escala
global com o alto patrocinio da UNESCO, que pretende envolver matemati-
cos, investigadores, professores, alunos e o pablico em geral. Em Portugal, a
cerimonia oficial decorreu na mesma data no Pavilhdo do Conhecimento, em
Lisboa. Durante o ano de 2013, centenas de institui¢des cientificas de todo o
mundo realizardo conferéncias, workshops e outras atividades no dmbito do
MPT2013, em que o foco principal serd a investigacdo. Paralelamente, serdo
dinamizadas ag¢des para o publico em geral, focadas na divulgacdo do papel
da matemdtica no estudo do nosso planeta. Também a SPM se encontra asso-
ciada a esta iniciativa, nomeadamente através da promocdo de conferéncias
em parceria com o Centro Internacional de Matematica, do apoio a edi¢do de
um livro de divulgacdo deste tema pela IST Press, e da realiza¢do da sua Es-
cola de Verdo de Matematica sob a perspetiva do MPT2013. Além da SPM, em
Portugal, sdo parceiros internacionais do MPT2013 as seguintes entidades:
Associagdo de Professores de Matemdtica, Associagdo Ludus, Centro Inter-
nacional de Matemdtica, Museu da Ciéncia da Universidade de Coimbra e
Museu Nacional de Histéria Natural e da Ciéncia.
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LIVRO IST PRESS
EXPLORA TEMAS
DA MPT

Um livro de divulgacdo sobre
a Matematica do Planeta Terra
serd publicado no decorrer do
verdo com o apoio de diver-
sas entidades, nomeadamente
da SPM. Os 16 capitulos que
o compdem foram especifi-
camente redigidos para esta
obra por matemdticos e cien-
tistas portugueses, ou que tra-
balham em Portugal, e refle-
tem as vadrias facetas da Mate-
matica da Terra, como planeta
fisico, vivo e humano.



ESCOLA DEVERAO DA SPM
REALIZA-SE EM SETEMBRO

A Escola de Verdo da Sociedade Portuguesa de Mate-
madtica 2013 (EVSPM) realizar-se-4 entre os dias 5 e 7
de setembro, no Museu Nacional de Histéria Natural
e da Ciéncia, em Lisboa, e terd como tema a MPT2013.
Durante trés dias, a comunidade cientifica e escolar
terd a oportunidade de explorar e discutir importantes
aspetos da matemadtica, sob a perspetiva da Matemati-
ca do Planeta Terra, em diversas atividades, tais como
sessOes plendrias e temdticas, mini-cursos e exposicdes.
A EVSPM destina-se essencialmente a professores de
Matemadtica dos ensinos bdsico e secundario, investi-
gadores, estudantes, bem como a todos aqueles que se
interessam pela matemdtica e pelas suas aplica¢Ges.
As inscrigdes para a EVSPM serdo abertas em breve.

CONFERENCIAS DO CENTRO
INTERNACIONAL DE
MATEMATICA

Duas conferéncias internacionais e duas escolas avan-
cadas dedicadas a MPT2013 serdo organizadas pelo
Centro Internacional de Matemdtica (CIM) e apoiados
pela SPM, pela Sociedade Portuguesa de Estatistica e
pela Associagdo Portuguesa de Investigacdo Opera-
cional. Entre 25 e 27 de mar¢o realiza-se a conferéncia
“Energy and Climate Change”, na Fundagdo Calouste
Gulbenkian (FCG). Nos dias 20 a 23 de margo e 27 a 28
de marc¢o decorrerd, na Faculdade de Ciéncia da Uni-
versidade de Lisboa, a escola avangada “Mathematics
of Energy and Climate Change”. Em setembro, entre os
dias 2 e 4, a FCG apresenta a conferéncia “Dynamics,
Games and Science” e nos dias 26 a 31 de agosto e 5a 7
de setembro decorrerd no Instituto Superior de Econo-
mia e Gestdo, da Universidade Técnica de Lisboa, uma

escola avancada subordinada ao mesmo tema.
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CAMPEONATO NACIONAL DE JOGOS
MATEMATICOS ANIMOU EVORA NO
DIA | DE MARCO

Cerca de 1700 alunos de mais de 350 escolas de todo o Pais encheram, no
dia 1 de marco, a Arena d’Evora para participarem em mais uma final
do Campeonato Nacional de Jogos Matemdticos (CNJM). Centenas de
alunos dos trés ciclos dos ensinos basico e secunddrio disputaram, em
12 torneios simultaneos, os jogos “Seméforo”, “Caes e Gatos”, “Rastros”,
“Hex”, “Avango” e “Produto”, jogos de tabuleiro para dois jogadores. Os
participantes apurados para a final do CNJM, agora na sua nona edigéo,
foram selecionados em torneios locais, realizados nas escolas, que envol-
veram dezenas de milhares de alunos a nivel nacional. Entre os partici-
pantes encontravam-se alunos com baixa visdo e cegueira, que tiveram
acesso a material ltidico adaptado as suas necessidades e a acompanha-
mento personalizado. O CNJM é uma iniciativa da Associagdo Ludus,
da Associagdo de Professores de Matematica, da SPM e da Ciéncia Viva.
Evora recebeu, pela segunda vez, a final deste campeonato, organizada
localmente pela Universidade de Evora, pela Camara Municipal de Evo-
ra e pela Delegacdo Regional do Sul e Ilhas da SPM, com o apoio da Es-
cola Profissional da Regido Alentejo — EPRAL, Fundagdo Luis de Molina,

BES, Luduscience, Tantrix Portugal.
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MATEMATICA ELEMENTAR
DEUMPONTO DE VISTA
SUTERIOR

GEOMITRIA

PUBLICADO
MAIS UMTITULO
DE FELIX KLEIN

J4 foi editado mais um volume
da colegdo Leituras em Mate-
maética - Matemdtica Elementar
de um Ponto de Vista Superior
- Geometria, de Felix Klein,
um dos mais notdveis mate-
maticos alemdes de fins do
séc. XIX. Neste volume, Klein
apresenta uma visdo geral da
geometria, proporcionando
aos leitores a organizacdo dos
conhecimentos adquiridos ao
longo dos seus estudos. Este
titulo encontra-se disponivel
na Loja SPM, que langou re-
centemente uma campanha
promocional: a aquisi¢do da
colecdo completa de Matemd-
tica Elementar de um Ponto de
Vista Superior beneficiard de
um desconto de 10%.



ALBUFEIRA RECEBEU FINAL

31 B NACIONAL DAS OLIMPIADAS
.OLIMPIAOAS PORTUGUESAS DE
yo= MATEMATICA
spn < it

De 14 a 17 de margo, 90 alunos, entre os 10 e os 18
anos, participaram na final nacional das Olimpia-
das Portuguesas de Matemdtica. A Escola Bésica e
Secunddria de Albufeira foi a escola anfitrid desta
fase da competigdo, em que os finalistas realizaram
as provas que ditaram os vencedores das meda-
lhas de ouro, prata e bronze. Os nomes dos alunos
medalhados podem ser consultados no site oficial
das OPM, em http:/[www.spm.pt/olimpiadas/. Para
encerrar a 317 edicdo das OPM, realizam-se ainda
no més de maio as Mini-Olimpifadas, dirigidas aos
alunos dos 3° e 4° anos. As incri¢des terminam no
dia 30 de abril. As OPM sdo organizadas pela SPM
em parceria com o Departamento de Matemd-

tica da Universidade de Coimbra, e contam com
o apoio do Ministério da Educacédo e Ciéncia, do
Ciéncia Viva, da Fundagdo Calouste Gulbenkian,
do Banco Espirito Santo, da Pathena e do jornal
Puablico.

LIVROS SPM
DISPONIVEIS NA FNAC

A colegdo Leituras em Matemadtica, editada pela
SPM, estd novamente disponivel nas livrarias Fnac.
Matemdtica Elementar de um Ponto de Vista Superior,
de Felix Klein, 4000 Anos de Geometria, de Robin
Wilson, Matemidtica & Comboios, de Hélder Pinto,
A Magia das Sucessoes, de Joaquim Eurico Nogueira,
ou Logaritmos, de Elon Lages Lima, sdo alguns dos

titulos que podem ser agora encontrados na Fnac.
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MIGUEL DE PAULA NOGUEIRA RAMOS (1963-2013)

Faleceu no passado dia 3 de janeiro Miguel Ramos,
professor catedratico no Departamento de Mate-
matica da Faculdade de Ciéncias da Universidade
de Lisboa (DMFCUL). Miguel Ramos desenvol-
via a sua atividade de investigagdo nas dreas de
Equagoes Diferenciais Parciais, Andlise Funcional
e Célculo de Variagdes. Foi autor de dois livros,

Teoremas de Enlace na Teoria de Pontos Criticos e Cur-
so Elementar de Equacdes Diferenciais Ordindrias
(DMFCUL), e ainda editor da Portugaliae Mathema-
tica. Miguel Ramos é considerado pela comunidade
matemdtica portuguesa um matematico notdvel
e um professor extraordindrio, dotado de enormes
generosidade e disponibilidade.

“ISTO E
MATEMATICA”
NOMEADO PARA PREMIO
DA SOCIEDADE
PORTUGUESA DE
AUTORES

O “Isto é Matematica” foi nomeado
pela Sociedade Portuguesa de Au-
tores (SPA) para os Prémios Autores
2013, na categoria de Melhor Progra-
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ser transmitido na SIC Noticias, mas
o interesse que suscitou fez com que
a sua difusdo tivesse sido alargada
aos canais SIC Kids e SIC Interna-
cional. Produzido pela Sigma 3, com
o apoio do Ciéncia Viva e do COM-
PETE, o “Isto é Matemadtica” conta jd
com duas temporadas e milhares de
seguidores no Facebook. Na gala de
entrega de prémios da SPA /RTP, re-
alizada no passado dia 25 de feverei-
ro, o prémio de Melhor Programa de
Entretenimento acabou por ser atri-
buido ao programa “Super Diva -
Opera para Todos”, da RTP2.
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HENRIQUE LEITAO
DISTINGUIDO PELA ACADEMIA
INTERNACIONAL DE
HISTORIA DAS CIENCIAS

Membro correspondente da Academia Inter-
nacional de Histéria das Ciéncias desde 2007,
Henrique Leitdo foi, no final do ano passado,
eleito membro efetivo desta prestigiada associa-
¢do de historiadores de ciéncias, com sede em
Paris. Autor de vdérios livros, Henrique Leitéo,
da Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa (FCUL), dedicou-se nos tiltimos anos a
coordenacdo cientifica da publicagdo das Obras
de Pedro Nunes, com a chancela da Fundagdo
Calouste Gulbenkian e da Academia das Cién-
cias de Lisboa. Henrique Leitdo doutorou-se
em Fisica, em 1998, na FCUL, mas o interesse

crescente pela histéria das ciéncias acabou por

o tornar num “historiador de ciéncia a tempo inteiro”. Entre os seus principais interesses estd a histéria das ci-

éncias exatas nos séculos XV a XVII. Membro de vérias sociedades cientificas, nacionais e estrangeiras, Henrique

Leitdo tem colaborado pontualmente com a SPM em algumas das suas atividades. Desenvolve investigacdo no

Centro Interuniversitdrio de Histéria das Ciéncias e da Tecnologia e leciona na Secgdo Auténoma de Histéria e

Filosofia das Ciéncias, na Universidade de Lisboa. E ainda comissdrio da exposigdo 360° - Ciéncia Descoberta,

sobre a ciéncia ibérica na época dos descobrimentos, patente na Fundagdo Calouste Gulbenkian (ver caixa).

EXPOSICAO 360° CIENCIA
DESCOBERTA NA FUNDAGAO
CALOUSTE GULBENKIAN

Até ao dia 2 de junho a Fundacdo Calouste Gulbenkian
acolherd a exposicdo 360° - Ciéncia Descoberta.
Inaugurada no inicio do més de marco, esta exposigdo
apresenta os desenvolvimentos cientificos e técnicos
que resultaram das viagens de portugueses e espanhdis
na época dos descobrimentos, revelando o impacto

que estes tiveram no surgimento da ciéncia europeia

moderna.

CIENCIA DESCOBERTA
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EVORA RECEBE LOGIC
COLLOQUIUM

EM JULHO

O Logic Colloquium 2013 (ASL European
Summer Meeting) terd lugar, pela primeira
vez, em Portugal, e Evora ser4 a cidade an-
fitrid do evento, entre 22 e 27 de julho. Este
encontro, que decorrerd na Universidade
de Evora, promovera a discussdo dos mais
recentes desenvolvimentos na drea cientifi-
ca da Légica, incluindo a Légica Matemati-
ca, as Ciéncias da Computacédo e a Légica
Filoséfica. As inscrigdes para o Logic Collo-
quium 2013 estdo abertas até 31 de maio,
em http:/[ptmat.fc.ul.pt/LC2013/.

1.° EUROPEAN-NORDIC CONGRESS OF

EMS ACEITA MATHEMATICIANS ENTRE 10 E 13 DE JUNHO
PROPOSTAS Organizado pela primeira vez pela European Mathematical Society, o Nordic
PARA ATIVIDADES Congress of Mathematicians, agora na sua 26" edigdo, decorrerd entre 10 e 13
EM 2014 de junho, na Lund University, em Lund, na Suécia. Neste 1.° European-Nor-
A European Mathemati- dic Congress of Mathematicians, Tamar Ziegler, Lecturer EMS 2013, apresen-
cal Society aceita propos- tard trés conferéncias sobre Dindmica e Teoria dos Nimeros. As inscri¢des
tas para as suas ativida- podem ser efetuadas na pégina oficial do congresso, em http:/[www.maths.lth.
des e distingdes em 2014. se/nordic26/.

As propostas podem ser
apresentadas para as se-
guintes categorias: EMS
Lecturer, EMS Distingui-
shed Speaker, EMS Joint
Mathematical Weekend,
Special Activities e Acti-
vities sponsored by the
EMS. Mais informagées
sobre a submissdao de

propostas podem ser en- . oL PO OOG FVCCC SN -

ol aml w0l a

. ——— vy —

contradas no site oficial — -
da EMS, http:/[www.euro-
-math-soc.eu/.
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CARTAS DA DIRECAO
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A PORTUGALIAE MATHEMATICA EA
PARTIDA PREMATURA DE MIGUEL RAMOS

Comecemos por uma pergunta de trivial: O que é que tém em comum matemdti-
cos como M. Fréchet, |. von Neumann, R. Caccioppoli, G. Ascoli, H. Hopf, W. Sier-
pinsky, L. Nachbin, L. de Broglie, P. Erdos, 1. Kaplansky, M. Peixoto, . Dieudonné,
G. Kothe, C. Foias e ].-L. Lions? A resposta é que todos eles publicaram artigos

na Portugaliee Mathematica.

lista de matematicos ilustres que publicaram na Por-
A/ugulix Mathematica sofre uma pausa em meados da
década de 60 do século passado, com o desaparecimento de
Manuel Zaluar Nunes, um dos fundadores da revista, que
assegurou a dire¢do da revista durante o seu periodo dureo.
Recordemos que a Portugaliee Mathematica tinha sido fun-
dada em 1937 por Anténio Aniceto Monteiro, (que fundou
igualmente, dois anos mais tarde, esta Gazeta de Matemdti-
ca). A sua primeira comissdo editorial contava ainda com
um grupo de jovens matemadticos portugueses: José da Sil-
va Paulo, Hugo Ribeiro e Manuel Zaluar Nunes. Em 1945,
Aniceto Monteiro partiu para o Brasil, por razdes politicas
e econdémicas, deixando a dire¢do da revista a Zaluar Nu-
nes. A partir desse ano, a revista deixa também de contar
com qualquer apoio financeiro do Estado portugués (uma
situagdo que, curiosamente, volta agora a registar-se). Com
a morte de Zaluar Nunes, a revista entrou num periodo obs-
curo da sua histéria, em que sdo aceites, sem arbitragem,
artigos (pseudo) cientificos, periodo este que s6 termina em
finais da década de 70, com o fim do Estado Novo e o re-
gresso (breve, pois viria a falecer pouco tempo depois) de
Aniceto Monteiro a Portugal’, altura em que a revista passa

a ser propriedade da SPM.

O restabelecimento da Portugalize Mathematica como uma
revista cientifica de qualidade é uma tarefa a que se tém
dedicado desde entdo as sucessivas comissdes editoriais,
primeiro sob a direcdo de Alfredo Pereira Gomes e depois
sob a diregdo de Jodo Paulo de Carvalho Dias. Foi dele que
recebemos uma revista ja em plena recuperagdo da sua re-
putagdo. De facto, em 2007, quando passamos a tomar con-
ta da revista, esta tem ja um corpo de editores associados
de grande prestigio e publica regularmente artigos de ma-
temaéticos de renome. Além disso, a revista estava prestes a
iniciar uma nova etapa de vida com o inicio da sua publica-
¢do pela European Mathematical Society Publishing Hou-
se. A adesdo da revista a EMS-PH deu-se gragas aos esfor-
¢os conjuntos da comissdo editorial da revista da altura e
da direcdo da SPM, entéo presidida por Nuno Crato, e con-
tou ainda com a ajuda de outros matematicos portugueses,
entre os quais devemos destacar José Francisco Rodrigues.

Em 2007, entrou em fun¢des uma nova comissao editorial

dirigida por mim, que integrava ainda Luis Nunes Vicente,

"Para uma breve histéria dos primeiros anos da Portugaliz Mathematica,
e o contexto em que surgiu, ver o artigo de J. F Rodrigues, “Revistas de
Matematica Portuguesas”, Boletim da SPM 50 (2004), 19-36.
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José Ferreira Alves e Miguel Ramos. O Miguel Ramos e eu
transitdmos da comissdo editorial anterior e assegurdmos
a necessdria continuidade. Embora eu tenha assumido for-
malmente a dire¢do da revista, a verdade é que o empenho
do Miguel foi de tal ordem que se tratou de uma diregdo
quase bicéfala. Sempre esteve nos nossos planos que o Mi-
guel Ramos assumiria a dire¢do da revista quatro anos mais
tarde, e que eu deixaria a comissdo editorial, possibilitando
a entrada de novo(s) elemento(s), de forma a assegurar o
desejdvel continuo rejuvenescimento da comissdo editorial.
A doenga grave do Miguel atrasou este plano mas, apesar
disso, ele assegurou corajosamente a diregdo da revista no
inicio de janeiro de 2012. A sua partida prematura no dia 3
de janeiro de 2013 representa uma perda significativa para
a matemadtica portuguesa e para a Portugalizz Mathematica.
Este ndo é o local adequado para um obitudrio’?, mas que-
remos destacar aqui o trabalho notdvel do Miguel Ramos
neste perfodo que agora termina.

Neste momento de transi¢do, em jeito de prestacdo de
contas, gostarfamos de enumerar os principais objetivos al-
cangados pela Portugaliez Mathematica no periodo 2007-12,
e para os quais a agdo do Miguel Ramos foi determinante:

» A publicacdo da revista pela EMS-PH, que permitiu
um grande salto de qualidade, quer na sua edigdo em pa-
pel, quer na sua edigdo eletrénica, quer na sua pagina web,
assegurando uma maior visibilidade da revista perante a
comunidade mateméatica mundial.

» A disponibilizagdo de acesso eletrénico livre a todos
os nimeros da revista, desde o nimero 1, com uma moving
wall de quatro anos.

» A cria¢do de um sistema de submissdo eletrénica e de
gestdo dos artigos submetidos, permitindo uma melhor
gestdo e um melhor arquivamento da informacdo relativa
as submissdes e a sua avaliagdo cientifica.

» A passagem de um sistema de arbitragem de, pelo me-
nos, um referee, para, pelo menos, dois referees, o que au-
mentou a taxa de rejei¢do de artigos, mas melhorou a quali-
dade dos artigos aceites.

» A entrada da revista para a base de dados ISI-Web of
Knowledge, da Thomson Reuters.

Em relagdo aos dois dltimos pontos, vale a pena referir

que em 2007 foram submetidos a Portugalize Mathematica

cerca de 65 artigos e foram publicados 23; em 2012 foram
submetidos cerca de 120 artigos e foram publicados 21.

A partir de 1 de janeiro de 2013, a Portugalizz Mathema-
tica conta com um novo editor-chefe, Luis Nunes Vicente,
e uma comissdo editorial com um elemento adicional, de
forma a gerir o maior nimero de submissées: José Ferrei-
ra Alves, Fernando Ferreira, Pedro Freitas e Diogo Gomes.
Com eles a revista tem condicées para atingir patamares de
qualidade ainda mais elevados. Para que isso acontega, é
necessdrio que a comunidade matemadtica portuguesa tam-

bém colabore através da submissédo de artigos de qualidade.

PORTUGALI/E MATHEMATICA:

UM AGRADECIMENTO, UMTRIBUTO

Como descreve Rui Loja Fernandes no artigo anterior, a Por-
tugaliae Mathematica é tdo importante para a comunidade
matemadtica portuguesa que a sua fundagédo é anterior a da
SPM, e a sua publicacdo teve durante muito tempo de ser
independente desta. Com o normalizar da situagdo politica
e cientifica, foi com naturalidade que a Portugaliae Mathe-
matica passou a ser uma publicacdo da SPM, da qual esta
muito justamente se orgulha: é uma das mais importantes
presencas de Portugal no mapa da matemadtica mundial.

Nesta hora de despedida do antigo corpo editorial e de
entrada em fungdes do novo corpo editorial, ndo quer dei-
xar a SPM de agradecer a extraordindria colaboracdo dos
editores cessantes, que conseguiram as realizacdes acima
descritas, e de enderecar os maiores votos de sucesso para
os editores que agora iniciam o seu trabalho.

Este agradecimento ao passado e estes votos de suces-
so para o futuro sdo também um tributo ao Miguel Ramos.
Poucas semanas antes de nos deixar, ainda ele pedia, “com
urgéncia”, o refereeing de artigos para a PM. E também em
sua memoria que devemos dar, como ele sempre deu, o nos-
so melhor.

A Dire¢do da SPM

?Para uma breve nota biografica de Miguel Ramos, da autoria de Luis San-
chez, ver: http://fc.ulpt/pt/noticia/04-01-20 | 3/miguel-ramos-1963-2013
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
contece desde a sua fundagdo em 1939, o prin-

cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemadtica. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemadtica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgbes
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso publico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagao de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagao para publicacao na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versio em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2013

Preco Assinatura
de Capa = Assinatura Assinatura
(avulso) + Guu?e-Bls,sau' Resrorde para sécios de;\ ou'o
portes de Portugal Europa S.To'me e Principe Mundo SPM pol

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemadticos. As pessoas interessadas em incluir antdncios neste site devem enviar um email com os dados para

imprensa@spm.pt
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