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EDITORIAL

ROGERIO MARTINS
Universidade Nova
de Lisboa

A MATEMATICA COMO

MEDIDA DE INTELIGENCIA

A matemadtica é frequentemente vista pela sociedade em geral como um teste

de inteligéncia. Isto tem vantagens e inconvenientes para a imagem desta no

cidadao comum. Confesso que ndo sei quais deles pesam mais...

Se a sua profissao estd relacionada com a matematica ou obte-
ve algum grau académico na édrea, seguramente ji lhe acon-
teceu dizer este facto a alguém ndo ligado ao meio e ver uma re-
agdo do outro lado de alguém que diz ou pensa algo do género:
“Uau, deves ser muito inteligente!” A verdade é que, para o bem
ou para o mal, a capacidade de entender ou fazer matematica é
vista pela sociedade em geral como uma medida de inteligéncia.

Nao creio que a matemadtica seja uma medida fiel das nossas
capacidades intelectuais, por vdrias razdes.

Em primeiro lugar, aquilo a que se pode chamar inteligéncia
tem vdrias facetas, e s6 algumas delas sdo exploradas pela ativi-
dade matemdtica. Veja-se, por exemplo, a chamada inteligéncia
emocional, mais relacionada com capacidades sociais. A habilida-
de para a matematica ndo tem de estar necessariamente (embora
possa haver ligacdes) relacionada com esta faceta do ser humano.
A atividade matemadtica acaba geralmente por conter periodos de
isolamento, por exemplo, de estudo ou de escrita. Seja porque as
pessoas que escolhem fazer matematica jd tém alguma capacida-
de de isolamento ou porque a matematica as leva a isso, a ver-
dade ¢é que é mais ou menos conhecida uma pequena tendéncia
entre 0os matematicos para serem pouco habeis para atividades
sociais. Como dizia um amigo meu, nos congressos de matemati-
ca, nos intervalos da primeira metade do congresso fala-se da via-
gem de ida e na segunda metade fala-se da viagem de regresso.

Em segundo lugar, creio que somos todos muito parecidos
quanto a capacidade para fazer matemdtica. Na minha opinido,
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a distribui¢do da capacidade de fazer matemética no ser humano
é semelhante a muitas outras caracteristicas fisicas e psiquicas.
Veja-se, por exemplo, a capacidade de jogar basquetebol: prati-
camente todas as pessoas podem aprender a jogar basquetebol,
claro que hd jogadores naturais, porque tém mais de dois metros,
e também h4 andes para quem este jogo nunca serd o seu forte,
mas a maioria da populagdo pode jogar ou, pelo menos, aprender
ajogar de uma forma razoavel. A distribui¢do da capacidade para
a matemadtica ndo deve de ser muito diferente, de facto ao longo
dos ultimos vinte anos em que fiz matematica, nunca conheci ne-
nhum matematico de “quatro metros de altura” (embora j4 tenha
conhecido alguns de “dois metros de altura”), creio mesmo que
se me cruzasse com os chamados génios do passado, ndo iria ver
gigantes de “quatro metros”. Tal como um desses génios dizia, “a
genialidade é 1% inspiragdo e 99% transpiracdo” e trabalhar, em
principio, quase toda a gente pode deste que esteja motivada para
isso. Assim, mesmo que a capacidade de fazer matematica seja o
reflexo de uma inteligéncia légica, seja porque jd nascemos com o
dom da habilidade para a matemdtica ou porque treindmos esse
“musculo” que é o cérebro, a verdade é que ndo somos assim tdo
diferentes de um ndo-matematico.

Claro que esta imagem que a sociedade tem dos matematicos
tem vantagens, por exemplo, dd um ar um pouco mitico a ativi-
dade matematica, mas também tem desvantagens... No préximo
ntimero falarei essencialmente sobre as segundas...



TRIANGULOS COM
ANGULOS MULTIPLOS

ATRACTOR

atractor@atractor.pt

Num tridngulo plano AABC, a iqualdade entre os dngulos /B = LA é equivalente a uma relagdo simples

entre os dois lados opostos a esses dngulos, | AC1=IBCI. E se ZB = nZA para algum natural n?

sta foi a questdo que Euler considerou em 1765 no arti-
E go [2]. Euler comeca por tratar alguns casos particulares,
de n=1an =5, apercebendo-se de que hd um padrdo nas equa-
¢Oes que vai obtendo, mas resume a apresentacdo aos valores de
n até 13 e algumas afirmagbes que faz requerem uma justifica-
¢do. Por isso, vale a pena regressar a este problema.

Dado um tridngulo AABC, com vértices A, B, C, designe-
mos por 4, b e ¢ os comprimentos dos lados opostos a A, B e
C, respetivamente. Comecemos por supor que /B = ZA e tra-
cemos o segmento CP perpendicular a reta que contém o lado
AB, construindo desse modo dois tridngulos, AAPC e ABPC,
que sdo rectangulos e semelhantes. Além disso, tém em comum
o lado CP, que se corresponde pela semelhanca. E, portanto,
sdo tridngulos congruentes, com a = b. Reciprocamente, se a = b,
consideremos o ponto médio M do lado AB (figura 1) e o seg-
mento que o une a C. Os tridngulos AAMC e ABMC s&o con-

gruentes, logo, em particular, /B = ZA.

o
e

Figura 1

B,

Analisemos agora os tridngulos AABC (figura 2) tais que
ZB = 2 /A. Se bissectarmos o angulo /B e considerarmos

o ponto Q de intersecgdo dessa bissectriz com o lado AC, en-

Figura 2

P A

tdo os tridngulos AABC e ABQC sdo semelhantes. Pelo Teo-

rema de Tales lac| _ 4Bl _ IBC| ouseja, L = 5 = e
»TBC] ~ TBQI ~ IcQl’ 1 @ = TBQl ~ JoQl &
consequentemente, |[BQ| = 4 e [CQ| = 7. Além disso, por

construcio, |AC| = |AQ| +|CQ), isto &, |AQ| = b — %. E, no
triangulo AABQ, tem-se /B= /A, logo| AQ| = |BQ)|. Substituin-

. . 2
do nesta igualdade os valores anteriores, obtemos b — ’% = %,

ou seja, b*> — a®> = ac. Reciprocamente, suponhamos que no
tridangulo AABC, de lados correspondentes 4, b e ¢, vale a igual-
dade b? — a? = ac. Entdo b > a e, portanto, no lado AC pode-
mos fixar um ponto Q tal que o angulo ZQBC éigual a ZA. Desse
modo, criamos um tridngulo ABQC semelhante a AABC, logo,
como vimos, |[BQ| = % [CQ| = % e|AQ| = b— %. Além

% AQ| = |BQ},

disso, como por hipétese b — % = 7, isto ¢
sabemos que o tridngulo AAQB é is6sceles, com LABQ = ZA.

Daqui resulta que, no tridngulo AABC, se tem /B =2 ZA. Com
esta caracterizagdo dos tridngulos em que um angulo é o dobro
de outro, podemos, por exemplo, provar que existe exatamente

um destes tridngulos cujos comprimentos dos lados sdo inteiros

ATRACTOR -« Tridangulos com Angulos Multiplos 03



consecutivos': é o que verificaa =4, b = 6 e c = 5. Ou determinar

expressOes gerais para o seno e o cosseno de um angulo duplo.
Por processo andlogo, usando o que ja sabemos para n = 2,

podemos explicitar uma relacdo entre os comprimentos dos la-

dos de um tridngulo em que um dos dngulos € triplo de outro.

Figura 3

-}

Seja AABC (figura 3) um tal tridngulo com /B =3 ZA. Se tris-
setarmos o angulo /B e considerarmos o ponto Q do lado AC tal
que o angulo ZQBC é igual a ZA, entdo, de novo, os tridngulos
AABC e ABQC sdo semelhantes, sendo |[BQ| = 4, |CQ| = %
e|AQ|=b— %. Por construgéo, no tridngulo AABQ, tem-se
/B=2/A, e portanto| AQ|2 — |BQ|? = | AB||BQI, ou seja,

) =5
b b/ \b
0 que é equivalente a (b*> — a?)? — ac?(a + b) = Oe, cancelando

—a)—bc® = 0.

Quanto a implicagdo reciproca, voltemos a referéncia

a + b, omesmo que (b — a2 + c?)(b

[2]. Euler afirma que, se num tridngulo AABC, de lados cor-
respondentes 4, b, ¢, vale a igualdade (b2 — 42 +C2)(b7u)
—bc? =0 entdo /B = 3 ZA. A figura com que Euler preten-
de ilustrar esta afirmacdo s6 é possivel se b > a. Esta é uma
condicdo necessdria para que o angulo no vértice B seja
triplo do do vértice A, mas ndo é consequéncia da hipéte-
se(b? —a? +c2)(b—a)—

b é a solucdo da equacéo (b?

bc? = 0.Se, por exemplo,a=3,c=2e
—5)(b—3) = 4bem|1,/5], entdo
a, b e ¢ sdo os comprimentos dos lados de um tridngulo AABC,
opostos aos vértices A, B, C, respetivamente, que verifica a con-
digao (b* — a2 + ¢2)(b — a) — bc®> = 0 mas em que ZB # 3 ZA.
Se, contudo, admitirmos que no tridngulo AABC, deladosa, b, c,
se tem (b2 — a? + c2)(b —a) — bc®> = 0eb > 4, entdo podemos
fixar no lado AC um ponto Q tal que o angulo ZQBC é igual a
ZA. Desse modo, o tridangulo ABQC é semelhante a AABC, com
lados |BQ| = 4, |CQ]
disso, como por hipétese (b - é)

|AQ* — |BQJ* =

2 2
= T e, portanto,|AQ| = b — % . Além
— (%)% = ¢, ou seja,

|AB||CQ), concluimos, pelo caso 1 = 2, que,

no tridngulo original AABQ, o angulo ZABQ é igual a 2/QAB.
Daqui resulta que, no tridangulo AABC, se tem ZB = 3ZA.

O argumento geométrico anterior pode repetir-se para os
outros valores de n. Designemos por F,(a,b,c) = 0 a relagdo
entre os lados, com comprimentos a4, b e ¢, de um tridngulo
AABC em que /B = n/A. Entdo, uma vez obtidas as expressoes
de Fjparal < j < 4, a férmula de recorréncia que resulta deste

processo indutivo é, para todo o natural n > 4, dada por

Fui1(a,b,c) := (b2 —a®+ cz) Fu_1(a,b,c) — b*c* F,_3(a,b,c).

Reciprocamente, seb > ae Fy(a,b,c) = 0, entdo ZB = nZA.
Fixado P > 0, na familia de todos os tridngulos com pe-
rimetro P, hd um que se destaca: o equildtero com esse peri-
metro, por ser aquele que engloba maior drea. Para n > 1,
designemos por ¥, o conjunto de tridngulos AABC tais que
/B = nZA. Quando n > 2, o tridngulo equildtero ndo per-

tence a T, e até s6 hd dois tridngulos isésceles neste con-

T nm T
n+2’ n+2’ n+2
nri

7T, 21 2 Qual é a solugdo, se existe, do problema iso-

junto: um com angulos e outro de angulos
perimétrico em ¥,,;? Pela Lei dos Senos, em ¥ a drea de um
tridangulo com perimetro P é dada por
P2 sin(ZA) sin(nZA) sin((n +1)ZA)

2 [sin(ZA) +sin(nZA) +sin((n +1)ZA))?
onde ZA €10, ;7.
A ndo dependem do valor de P e que o denominador de A

Além disso, sin((n+1) ;74) =0 e

A(LA) =

Observe-se que os pontos criticos de

é positivo em 0, ;75 [
limy 0 A(x) =0, e portanto a fungéo A estende-se continu-
1) = A(0) = 0, embora

estes casos extremos correspondam a tridngulos degenerados.

amente a [0, ;7] se definirmos A(

Sendo A continua e valendo 0 nos extremos do dominio, tem
méximo global atingido no interior do intervalo [0, ;7] Com a
pagina de webMathematica [1], podemos desenhar os gréficos da
fungdo drea e da respetiva derivada para algumas escolhas de

n. Por exemplo, para n = 2, eles permitem-nos prever que s6 um

Area BAC = 7.43

Figura 4
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tridngulo maximiza a drea e que ndo é isdsceles: tem angulo
ZA ~ 41 graus, valor que, em radianos, se situa estritamente
entre % e % . Para o confirmar, é mais simples usar a férmula
de Héron [3] que exprime A em fung&o dos comprimentos dos
lados e do perimetro fixado P, e utilizar multiplicadores de
Lagrange, beneficiando da caracterizacdo F, = 0 descrita an-

teriormente.

Figura 5

Fixado P, queremos maximizar a fungdo

Ala,b) = /S (S—a) (S—b) (a+b—38), onde S =75,
noconjunto{ (a,b) € (R+)2 : gla,b) = b? —2a8S +ab = 0}.
Como as duas componentes do gradiente de g, isto é

3—5 =-2S8+be 3—‘; = 2b + anéo se anulam em %5, basta encon-

trar os elementos (4, b) onde os gradientes de f = A?Z ede g sdo
colineares. Esta dependéncia linear dos gradientes significa que
o tridngulo de drea maxima que procuramos corresponde a um
ponto de tangéncia de uma curva de nivel de f com a curva de
nivel ¢ = 0.

Analisemos o sistema de equagdes V f = AV, com trés in-

cognitas, a, b e A, sujeito a restricdo g = 0:

(S-b)@25-2a-b) | _ | %
(S —a)(28 —2b—a) %
g(a,b) =0.
Como, pela desigualdade triangular, temos

S = %b” > &8 = 4 e analogamente, S > b, das

duas primeiras equagdes podemos desde jd concluir que
28 —2a—b =0sees6se2S—2b—a=0, uma vez que 0s

coeficientes de A ndo se anulam. Mas o tridangulo equilatero

Figura 6

(correspondente a 25 —2a—b=0=25—-2b—a =0) ndo
pertence a T2. Logo nenhuma das alternativas 28 —2a —b
ou 28 — 2b — a = 0, que descrevem, em separado, os tridngu-
los is6sceles de Ty, serve para maximizar a drea. O sistema tem

(S8—a)(28—2b—a

uma tnica solugdo, sendo A = Pl Je (a,b) o par que

satisfaz as equagdes

(S—b)(2S—2a—b)
—25+b

(§—a)(25—2b—a)
2b+a

b? —2aS8 +ab = 0.
No endereco http:/fwww.atractor.pt/mat/triang_multis estdo
vérios applets que permitem, variando P ou 1, conjecturar sobre
a resposta no caso geral, além de uma versdo mais detalhada

deste texto.
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' Problema proposto, em 1968, nas Olimpiadas Internacionais de Matematica.
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RECREIO

JorGe NuNo Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

OUTROS HEROIS OLIMPICOS:
OS PROBLEMAS!

Um Convite a Matemdtica: das Competigdes a Investigacio é o titulo de um livro
recente da Springer. Nele vdrios autores mostram como alguns problemas das
Olimpiadas Internacionais de Matemadtica (IMO) conduzem naturalmente a
problemas de investigacdo, necessariamente com outro nivel de complexidade
e profundidade. Escolhemos os problemas iniciais de Simon Norton, Stanislav
Smirnov e Béla Bollobds pela simplicidade dos respectivos enunciados.

MICEELLE PFEIFFER Oproblema inicial apresentado por Norton conduz rapi-
damente a uma viagem por vdrias dreas da matemdtica

pura. Contudo, tudo se passa numa turma de uma escolinha...

Problema 1: Uma professora tem a seu cargo uma turma. Ela
quer escolher dois estudantes a sorte e reparou que a probabi-
lidade de serem do mesmo sexo é de 50%.

Quantos estudantes tem a turma e quantos sdo de cada sexo?

m A generalizagdo para o caso em que hd trés sexos em vez
sRnuLIouLD ninvg de dois é o préximo passo... Mas passemos ao problema de
g e e i o)

Smirnov. Trata-se de um problema da IMO de 1986, proposto

Michelle Pfeiffer no papel de professora. por Elias Wegert.
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Problema 2. A cada um dos cinco vértices de um penta-
gono regular faz-se corresponder um niimero inteiro, de
maneira a que a soma dos cinco niimeros seja positiva.

Se 0s nimeros de trés vértices consecutivos forem X,
y ez em que y < 0, podemos substitui-los, respetivamen-
te, pelos nimeros x+y, -y e z+y. Esta operacgdo é repetida
enquanto existir pelo menos um vértice com um nimero
negativo.

Serd que este processo é sempre finito?

1 2 3 H i i 4 -4
W -1 & =3 ] =3 -1 ]
-3 3 i E
] o 1 1 1 g 1
ul i -1 1 <1 L ¥ -1
2 [} =1 ]
1 t 1 4 1 i a o
* =2 ] 2 o 1 g L

Um exemplo a partir dos nimeros 1, -2, -3, 4, 2.
Apds onze passos, 0 processo termina.

O problema de Bollobds é dindmico, trata-se de uma

instancia da caga ao cristio...

Problema 3. Imaginemos um circo romano circular com
um ledo e um cristdo capazes de correr a mesma velocida-
de. Admitamos que o ledo quer comer o cristao, e que este
pretende sobreviver.

O que deve cada um deles fazer para atingir o seu ob-

jectivo? O ledo apanha necessariamente o cristdo?

Para simplificar, sem alterar a esséncia da questao,
imaginemos que o ledo estd no centro da arena, que é um

disco circular fechado, e que o cristdo estd noutro ponto

qualquer. Uma possibilidade natural para o cristdo é des-
locar-se rapidamente para a circunferéncia circundante e

dar a sola. . .

- -

O cristdo corre pela periferia e. . . sobrevive. S é a posicdo do
cristdo apds uma volta, T a do ledo.

Se o ledo optar por se deslocar sempre a velocidade
maéxima em direcdo do cristdo, este salva-se, porque a cir-
cunferéncia é assimptota da curva tragada pelo ledo, mas
nunca se tocam. . .

Acontece que se o ledo decidir perseguir o cristdo a velo-
cidade méxima, mas sempre sobre o raio que une o centro
a posicdo do cristdo, entdo caga-o rapidamente! Este dd um

quarto de volta e é surpreendido pelo felino.

T

O cristdo corre pela periferia e. .. morre. S € a posicdo inicial do
cristdo, B a posi¢ao tipica do ledo. Chegam a T ao mesmo tempo.

Em que ficamos? Quem ganha, e como, este jogo de

vida ou de morte?

RECREIO ¢ Outros heréis olimpicos: os problemas! 07
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oo e de UMA DESIGUALDADE FUNDAMENTAL

ajplb@mat.uc.pt
Caro Leitor,

Numa altura em que muitos acreditam que o conhecimento estd na nuvem e que

o ruido e as informagdes contraditérias imperam, pensamos ser fundamental a

matematizacdo na sociedade.

Matemadtica é uma exploracdo de certas estruturas om-
ipresentes e mais ou menos complexas que se nos
apresentam e que admitem uma andlise racional, manipulé-
vel mediante simbolos, colocando nas nossas maos um certo
dominio da realidade. A nossa mente necessita de interpretar
racionalmente, o melhor que lhe for possivel, as realidades e
os factos. Disto se nutre o matemdtico no seu trabalho didrio.
Ao nos sentirmos, como matemdticos, proximos dos nos-
sos antecessores (0 que acontece, acreditamos nds, mais do
que com qualquer outra ciéncia), temos a responsabilidade
de apresentar a matemadtica aos mais jovens, para além das
técnicas, mostrando-lhes a sua histéria, incentivando o co-
nhecimento e a leitura de obras fundamentais, e explicando-
-lhes a responsabilidade e a importancia que implica o saber
matematica na sociedade e no tempo em que vivemos.

Nao nos podemos esquecer que hd uma ligagdo estrei-
ta entre as necessidades educativas e a conveniéncia em
dialogar com a sociedade, enculturando-a em assuntos de
matemadtica. Numa altura em que muitos acreditam que o
conhecimento estd na nuvem e em que o ruido e as informa-
¢des contraditérias imperam, pensamos ser fundamental a

matematizagdo da sociedade.

100
Great Problems ol
Elementary Mathematics

THEIR HISTORY AND SOLUTION

-

Hemrich v

Iramsbated by Dav

100 Great Problems of Elementary Mathematics.

Their History and Solutions, Dover, 1965.
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Neste livro inspirador, Heinrich Dérrie recolhe problemas
célebres de matemadtica elementar, analisando a sua origem
e, acima de tudo, apresentando a sua solugdo de forma clara
e compreensiva.

A restrigdo a problemas de matemaética elementar foi con-
siderada, por Dorrie, aconselhdvel tendo em vista os leitores
que nédo tém o tempo nem a oportunidade de se familiarizar
com os detalhes de matemdtica superior.

Desta forma, é possivel dar uma ideia da incrivel va-
riedade de métodos, técnicas e pensamentos matematicos,
fundamentais a quem queira iniciar-se nesta ciéncia. Neste
livro encontramos pérolas de arte matemadtica da autoria de
Cauchy, Euler, Gauss, Pedro Nunes, Steiner e tantos outros.

Um dos propdsitos de Dorrie, com este livro, é o de ca-
tivar jovens para o estudo desta ciéncia tdo perfeita, a ma-
temadtica.

Ao apresentar alguns dos problemas reunidos no livro
queremos, imbuidos do espirito do seu autor, popularizar o
interesse e o0 prazer no pensamento matemadtico, que é uma
das ideias-chave do Projecto Delfos.

O tema que passamos a expor serviu de base a uma ses-
sdo para alunos do Projecto Delfos designada “O Oraculo”,

e nele aparecem ndmeros, fungdes, extremos de fungdes. . .

Teorema da média de Cauchy. Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) foi um dos maiores matematicos franceses, que
em 1821 no seu Cours d’Analyse apresentou o teorema sobre
a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica que
serd, como veremos, o ponto de partida para o estudo que
aqui vamos apresentar.

A prova do teorema que a seguir daremos baseia-se na
solucdo do problema fundamental: Quando é que o produto
de n niimeros reais positivos de soma constante atinge o seu valor
mdximo?

Consideremos n nimeros 4, b, ¢, . . ., de soma constante K,
e de produto P. Por experimentacdo podemos inferir que o
produto P atinge o seu valor mdximo quando os ntimeros 4,
b, ¢, ... possuem o mesmo valor M = K/n.

Para determinar a precisdo desta hipétese, usamos o Teo-
rema Auxiliar: Dados dois pares de nimeros de igual soma,
0 que possui o maior produto é aquele cujos niimeros exi-

bem a menor diferenca.

De facto, considerando os pares de ntimeros reais
(X,Y) e (xy), com X+Y =x+y, o teorema auxiliar se-
gue a partir das identidades 4XY = (X +Y)?2 — (X -Y)% e
dxy = (x+y)* = (x —y)>

Por aplicacao reiterada do teorema auxiliar, obtemos que
P <M" tendo-se igualdade se, e somente se,

a=b=c="=M/n

Podemos entdo enunciar o seguinte Teorema: O produto
de n ndmeros reais positivos cuja soma é constante atinge o

seu valor mdximo, quando os niimeros sdo todos iguais.

Extraindo a raiz n-ésima na tltima desigualdade entre P
e M, obtemos o teorema da média aritmética e geométrica,
conhecido como desigualdade de Cauchy: Sejama, b, ¢, . . .,

n niimeros reais positivos, entao
" a b c P
\/abc~~-§7Jr tet , (1)
n

tendo-se igualdade somente quando, a=b=c=.

Este teorema de Cauchy leva-nos diretamente a um pro-
blema extremal analogo: A soma de n niimeros positivos
cujo produto é constante atinge o seu valor minimo quando
o0s niimeros sdo todos iguais.

De facto, denotando estes n ntimeros porx, y,z ... 0
seu produto por k, a funcdo soma por s, e a raiz de indi-
ce n de k por m, obtemos, tendo em atencédo, a desigualda-
de de Cauchy, s >nm , com igualdade somente quando

x:y:z:..._

Desigualdade fundamental. A desigualdade de Cauchy
leva-nos também a uma nova desigualdade,

Van <1+n(a—1)/m, )
valida para todo os inteiros positivos n, m comn < m e todo
o nuiimero real positivo 4, com igualdade somente quando
a=1

De facto, basta considerar a desigualdade (1) para o con-
junto de m nimeros reais positivos constitdido por, n de va-
lor a e m — nde valor 1.

A desigualdade (2) pode ser estendida da seguinte forma,

¥ <1l+e(x—1),e€]0,1[, x €]0,+oo], (3)

com igualdade somente se, x=1.
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Numero de Euler, e. O ntmero e foi introduzido por
Leonhard Euler (1707-1783) em meados do século XVIII.
A primeira vista a sua definicio pode parecer misteriosa,
pois surge como solucdo do problema da existéncia de limite
quando x — +o0 das fungdes definidas em R™ com expres-
sdo analitica

p(x) = (14+1/x)" e ®(x) = (1+1/x)*".

Partindo da desigualdade (3), vamos conseguir analisar
este problema. De facto, sejam 4, b dois ntimeros reais po-
sitivos com a4 > b. Tomando x =1+1/b e e =b/a em (3),
obtemos

(14+1/b)" < (1+1/a)",
e portando ¢ é uma fungdo crescente. Da mesma forma se
prova que @ é decrescente, para tal basta considerar a desi-
gualdade 3) comx=1-1/(b+1)ee= (b+1)/(a+1)

Assim, para X >x, e como ®(x)= (1+1/x)¢(x)
temos que ¢(x) < ¢(X) < P(X) e p(X) < P(X) < P(x).

Considere-se agora dois pontos, p e P em R' que se
situam a distancia ¢(t) e ®(f) da origem no momento t,
e comec¢am 0 seu movimento no instante t=1. O ponto p come-
ca em ¢(1) =2 e desloca-se continuamente para a direita, e
oponto P, que comegaem P(1) = 4, desloca-se continuamente
para a esquerda.

A distancia entre os pontos p, P é dada por

4= (1) — g(t) = p(t) /t
e, portanto, 0 < d < 4/t,logo o limte quandot — +ocoded é0.

Agora, como ¢ é uma funcdo monétona e limitada, in-
feriormente por ¢(1) = 2 e superiormente por ®(1) = 4,
temos que existe o limite quando ¢ — +oco de ¢(t). Da mes-
ma forma concluimos que existe o limite quando { — 400 de
®(t). Das consideragdes anteriores concluimos que estes li-
mites coincidem. O valor comum destes limites designamos

niimero de Euler, e.

Fungdo exponencial e uma desigualdade exponencial.

Acabamos de ver que o niimero de Euler, ¢, é tal que
(14+1/x)* <e< (14+1/x)*, x e RT.

Tomando x = 10°, obtemos e = 2,71828....

Da primeira destas desigualdades, (1 +1/x)* < ¢, toman-
do x =1/P, onde P é um qualquer ntimero real positivo,
obtemos

eP>14+P,PecRT.

Da segunda desigualdade, substituindo x + 1 por —1/7,
ie.1+1/x=1/(1+n), onde n é um qualquer niimero real
em[—1,0[, obtemos

e">1+n,ne[-1,0[.

Tomando na segunda desigualdade x + 1 = —1/N com
N um qualquer nimero real em | — co, —1|, obtemos também
N >1+ N pois1+ N <0.
Em conclusdo, temos a seguinte desigualdade exponen-
cial
e >14+x,x€eR, 4)
tendo-se igualdade somente quando, x = 0.
Sejam agorax € Ren € R tais que 1+ x/n > 0. Tendo
em atencdo a desigualdade (4) temos
M > 14x/n e e >1—x/n.
Da primeira desigualdade, obtemos e* > (14 x/n)"
e da segunda, obtemos, depois de multiplicar por, 1 + x/n,
(1+x/n)"e™* > (1—(x/n)*)"
Agora da desigualdade (3), temos que
(1—(x/n)?)" >1—x%*/n
e, portanto, a segunda desigualdade pode escrever- se como
(14 x/n)" > (1—x2/n)e*,
que combinada com a primeira, nos dé
(1—x%/n)e* < (1+x/n)" <e*.
Concluimos assim que o limite quando n — +oco de
(1+x/n)"ée", x e R

Problema de Steiner sobre o nimero de Euler. O seguin-
te problema foi proposto por Jacob Steiner (1796-1863) no
Crelle’s Journal, vol. XL: Determinar o mdximo da funcio ¥/x
emRT.

Da desigualdade para fungdes exponenciais, obtemos
e(r=0)/e > 14 (x—e)/e = x/e, tendo-se igualdade somente
quando, x = e. Esta desigualdade 1é-se, depois de algumas
simplifica¢des, como Ve > Ux.

Assim, o problema de Steiner tem como resposta o niime-

ro de Euler.
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5 SIGMAS DE CERTEZA

A confirmacdo experimental da existéncia do bosao de Higgs foi uma das
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grandes conquistas da fisica contemporanea. O seu antincio, no entanto, foi

cheio de cuidados: era uma particula compativel, mas podia ndo ser a prépria;

é necessdrio ter a certeza de “5 sigmas”, etc. Mas o que é uma certeza de 5

sigmas? Alids, o que é a certeza em ciéncias experimentais? Considerando um

exemplo simples das sondagens eleitorais, vamos discutir como se pode me-

dir o grau de confianga de um enunciado cientifico, seja em ciéncias humanas

ou mesmos nos experimentos mais precisos do mundo, como os realizados

no Centro Europeu de Investigagdo Nuclear (o famoso CERN, na fronteira

franco-suica).

magine um pais em que a populagdo se divide politica-

mente em dois grupos exatamente do mesmo tamanho:
enquanto metade da populacédo apoia o partido PX, um grupo
de precisamente o mesmo tamanho apoia o partido PY. No
entanto, isto ndo é sabido. A fratura na sociedade sé serd re-
velada ao mundo no dia das elei¢des. Enquanto a votagdo nado
chega, sondagens sdo feitas. O método consiste em escolher
um pequeno nimero de eleitores e a partir das suas intengdes
de voto tentar inferir o resultado das urnas.

Vamos supor que dez cidaddo foram escolhidos de forma
aleatéria para participar numa sondagem: Alice, Bernardo,
Catia, David, Elisa, Filipe, Germana, Hugo e Joana. Também
para simplificar nossas contas, vamos supor que ninguém evi-
ta revelar o seu voto, que sempre é num dos dois concorren-
tes, o Governo — PX — ou a oposicao, PY.

Vamos quantificar todas as possibilidades, escrevendo em
maitsculas os eleitores de PX e em mindscula os de PY. Ha ape-
nas uma maneira de todos votarem em PX: ABCDEFGHI]J,
ou seja, os dez querem reconduzir o Governo. Ha uma pro-

babilidade de 1/2 de cada componente da amostra ser gover-

nista, pois a sociedade estd dividida em duas partes iguais;
logo héd uma probabilidade de 2% = ﬁ do resultado da son-
dagem ser 10-0, ou seja 10 votos no Governo e 0 na oposicdo.

Aumentam as possibilidades quando consideramos uma
amostra de 9 governistas e um oposicionista entre 10 eleito-
res: aBCDEFGHIJ, AbCDEFGHIJ, ABcDEFGHI], . . .,
ABCDEFGHI]. Sao exatamente dez configuragdes possiveis,
e como cada uma tem uma probabilidade de wﬁ , entdo ha
uma probabilidade de % do resultado da sondagem ser 9 — 1.
Obter o caso geral ndo é dificil. O ndmero de combinagdes de

n eleitores de PX num conjunto de 10 eleitores é dado por
10!

10 _
Cn = Ao —nyt

onden!=n-(n—1)-(n—2)---2-1¢ o fatorial de n. Levando
em consideragdo as probabilidades, temos que numa popu-
lagdo dividida politicamente meio a meio, a probabilidade
de numa sondagem com 10 eleitores, n serem governistas
é dada por
10!
n!(10 — n)1210

NA LINHA DE FRENTE - 11



Veja a tabela 1 para as vdrias probabilidades (medidas em PX Probabilidades Probabilidades
percentagens) para sondagens com 10 e 100 eleitores. A partir (10 eleitores,em %) (100 eleitores, em %)
deste nimero poderfamos calcular médias, desvios-padrdo e 0-5% 0.098 107
tudo mais (o desvio padrdo é o intervalo tipico — que precisa- 6-15% 0.98 107"
remos melhor abaixo — que os experimentos se desviam do 16-25% 44 10
valor esperado, ou seja, da média). No entanto, como devem 26.35% 1 018
lembrar das primeiras linhas, nés ndo sabemos que a socieda- .
de se dividiu em dois, portanto nés ndo temos as probabilida- 36-45% 2! '8
des acima a disposigdo. 46-55% 25 68

Abstraindo o exemplo para o caso das ciéncias experimen- 56-65% 21 13
tais, temos algumas observagGes (que no exemplo acima é o 66-75% 12 0.090
resultado da sondagem) e queremos saber o quanto é confia- 76-85% 4.4 10°
vel extrapolar o resultado para o conjunto completo nédo ob- 86-95% 0.98 1012
servado (sejam experiéncias que ndo foram feitas, mas pode- 96-100% 0.098 102

riam ter sido, seja o conjunto completo da populacdo que néo
foi inquirido na sondagem). Para isto, formulamos o que é
conhecido como hipétese nula que no nosso exemplo pode ser
escrita: “a sociedade divide-se igualmente, em relagdo a sua
inteng¢do de voto, entre os partidos PX e PY”, e calculamos a
probabilidade de que, na validade desta hipétese, o resultado
da sondagem seja exatamente igual aquele registado ou mes-
mo ainda mais extremo. Suponha, por exemplo, que na son-
dagem com apenas 10 eleitores, encontramos uma diviséo de
7-3. Entdo, sob a hip6tese nula, a possibilidade de termos este
resultado ou um ainda mais extremo (8-2, 9-1, ou 10-0) é de

1 /100 100 10! 10! 176

210 (7'_3' 812! ot W) = fopa ¥ 172%.

Portanto exite uma probabilidade de 17.2% de, numa so-
ciedade dividida igualmente pelos dois partidos, por razdes
puramente aleatdrias na escolha de uma amostra de eleitores,
uma sondagem com 10 pessoas resultar em 7 ou mais votan-
tes no partido do Governo. Pior ainda, hd uma probabilida-
de de 34.4% de uma sondagem com 10 pessoas apresentar 7
apoiantes de um dos dois partidos, mesmo quando a socieda-
de como um todo estd divida em grupos partidarios de mes-
mo tamanho.

A conclusdo é que a sondagem acima ndo nos permite de-
duzir que o PX serd o vencedor, pois com alta probabilidade
este resultado pode ter sido obtido apenas pelas flutuagdes
estatisticas da escolha da amostra. Se fizermos uma sondagem
com 100 pessoas e tivermos um resultado de 70-30, as conclu-
sdes sdo diferentes, apesar de todos os nimeros serem uma

simples multiplicagdo por 10 da sondagem restrita anterior.

Tabela 1:Nahipotese nula de uma sociedade dividida em grupos iguais,estas sio as pro-
babilidades, numa sondagem com 10 eleitores (centro) e com 100 eleitores (direita),
de os varios resultados possiveis medidos em percentagem de apoiantes do partido
PX.Note como aumentaa probabilidade de a sondagem capturar o resultado correto.
(A soma de cada coluna difere de 100% devido aos arrendodamentos.)

Em particular:

%’ 1000
2100 &~ y[(100 — n)!
49756171168061176633478360
1267650600228229401496703205376

~ 0.003925069823%

Portanto, a veracidade da hipétese nula é compativel com
o resultado da sondagem ou um resultado mais extremo em
menos do que 0.01% dos casos. Podemos entdo rejeitar a hip6-
tese nula e supor que a sociedade néo esta dividida em dois,
concluindo uma provavel vitéria do partido PX. E importan-
te notar que nenhum dos nimeros discutidos acima fornece
a probabilidade de vitéria de PX nem a probabilidade de a
hipétese nula ser verdadeira. De facto, chamamos ao com-
plementar destes niimeros “nivel de confianga”, no primeiro
caso de 100% — 34.4% = 65.6% e no segundo caso de 99.99%.

H4, evidentemente, um conceito mal definido. Qual o nua-
mero mégico que nos permite ter uma razodvel certeza de
que podemos rejeitar a hipdtese nula? N&o hé resposta tni-
ca. Nas sondagens eleitorais, assim como em grande parte do

trabalho das ciéncias humanas e sociais, este valor é fixado

12 GAZETA DE MATEMATICA -« (68



em 5%. Por exemplo, se fizermos experimentos com seres
humanos, ou mesmo com ratinhos, para medir se em dadas
circustancias eles fazem isto ou aquilo, é costume considerar
como hipétese nula que o seu comportamento é aleatério e
ver qual a probabilidade de a hipétese nula reproduzir os da-
dos observados ou mais extremos. Se esta for inferior a 5%,
dizemos que a mesma foi rejeitada e temos uma concluséo a
mostrar ao mundo. Caso contrario, nada afirmamos.

As ciéncias fisicas costumam ter um padrdo muito mais
rigoroso. Aqui entram os tais 50 (diz-se “cinco sigmas”) de
que tanto se falou nos experimentos do bosdo de Higgs [1].
A hipétese nula é algo como “néo hé particula de massa en-
tre 125 GeV e 126 GeV no experimento” (o giga-eletrdo-volt
ou GeV é uma unidade de energia frequentemente usada
em fisica de particulas como medida de massa — lembre-se
da relacdo entre massa e energia antevista por Einstein; os
valores usados decorrem de experimentos preliminares que
indicaram que se o bosdo de Higgs existisse, teria massa num
certo intervalo e da afinagdo destes valores-limites pelo pré-
prio experimento). Finalmente temos de considerar que os
dados experimentais podem ser decorrentes da existéncia de
um bosdo na faixa procurada ou resultado apenas de mo-
vimentos aleatérios de outras particulas que por puro acaso
geraram nos aceleradores do CERN o mesmo padréo predito
pelo fisico irlandés.

Voltemos ao nosso exemplo, o das sondagens eleitorais.
Uma boa estimativa é que as vérias combinagdes possiveis C
podem ser aproximadas pelas distribui¢ées normais quando
a populacdo e as amostras sdo grandes. Esta ¢ uma fungao ca-
racterizada por dois pardmetros (a média ¢ e o desvio padrédo
o) e dada explicitamente por

1 (x=m?

e 202

oV 21

Esta expressdo é conhecida como “gaussiana”. A figura 1
mostra o grafico desta funcdo, e também ilustra o facto de
que ¢ mede o grau de dispersdo em torno da média p. Na
figura 2 vemos como os dados experimentais estdo préximos
do que seria de esperar sem um bosdo com massa x, exceto
quando x é préximo a 126 GeV.

A probabilidade de termos um resultado que se desvie da
média de um valor igual ou superior a 50 é o integral da
gaussiana entre —co e y — 50 somado ao integral entre y + 5¢°

e +00, Isto dd menos de 10~°. Quando um fisico de particu-

0.0 01 0.2 03 04

las afirma que uma particula existe ele quer dizer que a pro-
babilidade de ele ter observado um determinado valor (ou
ainda, um valor mais extremo) nos seus experimentos sem
que a particula existisse era inferior a um em um milh&o. E é
devido a este rigor na produgdo de enunciados que podemos
acreditar mais na equipa do CERN do que nas sondagens em

véspera de escrutinio eleitoral!

=30 =20 =10 M 1o 2o 3o

Figura 1: Distribui¢do normal e probabilidades. Se exigirmos uma precisio de 10,
entdo o nivel de confianga na rejei¢do da hipotese nula é de 100% — 2 x 34.1% =
31.8%; 0 50 ndo é mostrado no grafico. Fonte:Wikipedia.
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Figura 3: Resultados do experimento Atlas. Na maior parte das energias estudadas o
resultado observado pode ser considerado consequéncia de flutuagbes aleatorias, ex-
ceto proximo aos 126 GeV, onde o desvio chega a 50 tornando altamente improvavel
obter estes dados na auséncia de um bosdo com esta massa aproximada. Fonte: ATLAS
Experiment ©2012 CERN
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Em matematica, projetar é o ato que consiste em representar
um determinado objeto num plano, denominado plano da
projecdo. Para fazer uma proje¢do é necessdrio escolher um
ponto qualquer do espago para origem da projecgdo e, a partir
desse ponto, fazer passar varias semirretas através do objeto
em questdo, de forma a que todos os seus pontos pertencam
auma semirreta. Essas semirretas intersetam o plano da pro-
jecdo num conjunto que constitui a projecdo do objeto dado.

Hé muitas formas de projetar um objeto no plano, mas
existe uma muito particular que, pelas suas propriedades, é
muito usada em astronomia, por exemplo. Trata-se da proje-
¢do estereografica, que permite representar num plano figu-
ras que estdo sobre a superficie de uma esfera. Escolhe-se um
ponto qualquer da esfera para origem da projegdo e conside-
ra-se como plano da proje¢do o plano tangente a esfera no
ponto diametralmente oposto ao da origem da projegdo. No
entanto, ndo é necessdrio que o plano da projecao seja tangen-
te a esfera: qualquer outro plano que lhe seja paralelo e ndo
passe pela origem da proje¢do pode desempenhar esse papel,
pois com uma qualquer escolha deste tipo as principais pro-
priedades da projecdo estereogrdfica mantém-se. Entre estas
propriedades, consideraremos trés muito particulares, que a
tornam tnica em relagdo as outras formas de projetar. A pri-
meira propriedade da projecédo estereografica estabelece que

qualquer circulo inscrito na esfera se projeta como um circu-

lo (se ndo passar pela origem da proje¢do) ou como uma reta
(se passar pela origem da projecdo). A segunda propriedade
consiste no fato de que os dngulos entre curvas da superficie
esférica sdo preservados quando essas mesmas curvas séo
projetadas estereograficamente no plano. A terceira proprie-
dade desta projecdo diz que se rodarmos a esfera ao longo
do didmetro que contém a origem da projecdo, a projecdo
dos objetos da superficie esférica também roda em torno do
ponto de intersecdo desse didmetro com o plano da projecao
segundo o mesmo angulo de rotagdo.

Este artigo estd dividido em trés sec¢des. Na primeira,
que foi organizada tendo em conta o material exposto em
[11,[2],[3] e [9], serdo apresentadas a definicdo de projecdo
estereografica e as demonstragées das trés propriedades re-
feridas no pardgrafo anterior. Na segunda seccdo, seguindo
[1], serd feito um breve apontamento histérico da projegéo
estereogrdfica e na terceira e ultima seccdo falar-se-d das
aplicagdes desta projecdo a astronomia, mais propriamente
ao astroldbio. A exposicdo desta sec¢do segue o que foi apre-

sentado em [9].

PROJECAO ESTEREOGRAFICA:

DEFINICAO E PRINCIPAIS PROPRIEDADES

Sejam S e & um ponto qualquer da superficie de uma esfera
e um plano tangente a esfera no ponto diametralmente a S,
ou seja, S’, respetivamente. A projegdo estereografica de um
ponto P # S pertencente a esfera é o ponto P’ que resulta da

intersecdo da reta SP com o plano «a.

s
-
e ".T“'j
A ——r— J
,f”/’ FF/ \—-u-—"'/ /’fj/

Figura 1: Definicdo de projecdo estereogréfica
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A projecdo estereogréfica, como jd foi referido ante-
riormente, é dotada de trés propriedades que a tornam pe-
culiar e 1til na medida em que tem aplicacdes em variadas
4reas do conhecimento como, por exemplo, em astronomia.
Apresentamo-las de seguida dividindo a primeira proprieda-

de em duas partes (A e B) para facilitar a exposigdo.

Propriedade A: Circulos na superficie esférica que passem
pela origem (ponto S) projetam-se como retas no pla-

no (w);

Propriedade B: Circulos na superficie esférica que nao pas-

sem pela origem sdo projetados como circulos no plano;

Propriedade C: Angulos entre curvas da superficie esfé-
rica sdo preservados quando essas mesmas curvas sao

projetadas no plano.

Propriedade D: Quando a esfera roda em torno do eixo
SS’, os objetos projetados no plano & vao também sofrer

uma rotagdo de centro em S’ com a mesma amplitude.

E facil de verificar que a propriedade A é verdadeira. Bas-
ta para isso reparar que qualquer ponto que fique sobre um
circulo que passe por S, digamos C, vai gerar um conjunto
de retas (que passam por S e por cada um dos pontos de C)
que pertencem ao plano definido por C. Como a intersecao
de dois planos é uma reta, a projecao do circulo C é a reta que
resulta da intersecdo do plano definido por C com o plano a.

Para demonstrar a propriedade B comegamos por observar
que, dado um circulo C da superficie esférica que ndo passe
por S, todas as retas da projecdo que saem de S e passam por
todos os pontos do circulo formam um cone circular com vér-
tice em S. O circulo C pode ser obtido como seccdo desse cone
com o préprio plano que contem C, e a sua projegdo, C’, é a
secgdo desse cone com o plano de projecdo. No que se segue
iremos demonstrar que C’ é um circulo no plano de projecao
provando e utilizando um resultado que identifica as secgdes
circulares de um cone circular. Na verdade, se o circulo C for
paralelo ao plano de projecao, o cone definido pelas retas de
projecdo e por C é um cone circular reto, e um argumento di-
reto que utiliza semelhangas de tridngulos permite concluir
que C” é um circulo. Mas, no caso geral, esse cone é obliquo, e
os argumentos tornam-se mais elaborados.

Iniciamos entdo a prova de B enunciando um resultado

auxiliar:
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Lema: Sejam M e N dois pontos de um circulo inscrito na
esfera eM’ e N’ a projecdo estereogrdfica de M e N respetiva-
mente. Entdo SMIN = SN'M’ e SNM = SM'N’. (ver figura 2)

Figura 2: SMIN = SN'M’ e SNM = SM'N’

De facto, os tridangulos [SMS'] e [SS’M’] sdo semelhantes
porque sdo ambos retdngulos e tém o dngulo MSS’ em co-
mum logo:

SM _ 5SS L SM xSM = (SS7)2.
ss’ SM/
Os triangulos [SNS'] e [SS’N’] também sdo semelhantes

por serem retangulos e terem o dngulo NSS” em comum.
Logo, seguindo um raciocinio andlogo ao anterior, a seguin-
te igualdade SN x SN’ = (@)2 também é verdadeira.
Assim, SM x SM’ = SN x SN/, ou seja,
SM_ SN
SN’ SM’

Desta tiltima equagdo conclui-se que os tridngulos [SMN]

e [SN'M’] sdo semelhantes e t¢ém um &ngulo em comum, o
angulo MSN, logo SMN = SN'M’ e SNM = SM'N’, que era
o0 que se pretendia provar.

Voltando a propriedade B, se o circulo ndo passar pela ori-
gem da proje¢do, entdo podemos assumir que o plano que
passa por S5’ e pelo centro do circulo dado, é o plano SMN
onde [MN] é um didmetro do circulo que pretendemos proje-
tar (ver figura 2). Como jd foi mencionado anteriormente, to-
das as retas da projegdo que saem de S e passam por todos os
pontos do circulo formam um cone circular com vértice em S.

Enquanto que num cone reto s6 é possivel obter sec¢des
circulares fazendo cortes paralelos a base, num cone obliquo

(cone cujo vértice ndo estd verticalmente oposto ao centro



da base) existem duas formas distintas de se obter sec¢oes
circulares. Uma delas é, tal como no cone reto, fazendo cortes
paralelos a base. Para obter a segunda forma é necessario re-
cordar o seguinte facto: dado um circulo de didmetro [AB], se
[CD] for perpendicular a [AB] onde C é um ponto arbitrério
desse circulo, e D € [AB] (ver figura 3), entdo a seguinte igual-
dade é verdadeira:
AD x DB =CD’ 1)
Reciprocamente, se a igualdade anterior for verdadeira en-
tdo C pertence a um circulo de didmetro [AB].
.
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Figura 3: AD x DB = cD

Consideremos agora um cone circular obliquo tendo o
ponto A como vértice e [BC] como didmetro da base. Vamos
assumir que a reta BC passa pelo pé da perpendicular do

ponto A em relagdo a base, tal como mostra a figura 4.

Figura 4: Cone obliquo

De seguida, secciona-se o cone, através de um plano nor-
mal ao plano ABC, ao longo da reta HK, com H e K a perten-
cerem a superficie do cone, e de modo a que AHK = ACBe
AKH = ABC. A seccdo obtida vai ser a curva HJK.

Queremos provar que a curva HJK é um circulo e assim
obter a segunda forma de seccionar um cone obliquo de
modo a obter um circulo.

Assim, considere-se um ponto qualquer | da curva HJK
e um ponto qualquer L da circunferéncia da base do cone.
Desenham-se os segmentos [JG] e [LM] perpendiculares ao
plano ABC. Como estes dois segmentos sdo perpendiculares
a ABC entdo vdo ser paralelos entre si.

De seguida desenha-se o segmento [DE] a passar por G
e paralelo a [BC] e constréi-se a secgdo do cone gerada pelo
plano que passa por [DE] e [JG]. Esta secgao vai ser paralela a
base do cone porque [DE] é paralelo a [BC] e [JG] é paralelo a
[LM], logo trata-se de um circulo (circulo DJE).

Pela propriedade (1), a seguinte igualdade é verdadeira
para o circulo DJE:

DG x GE = JG? )

Por outro lado, como AHK = ACB = AED (pois [DE]//
[BCl) e AKH = ABC = ADE (pela mesma razdo), temos que
HDG = EKG e DHG = KEG. Destas igualdades conclui-se
que os tridangulos [EGK] e [HGD] sdo semelhantes.

Assim,
HG _ GE ., GD « GE = HG x GK.
GD GK

Pela equacéo (2) obtemos

HG x GK = |G ®3)
Como a equagao (3) é da mesma forma da equagéo (1) e esta
igualdade é vélida para qualquer ponto da curva HJK e qual-
quer segmento HK, conclui-se que a curva HJK é um circulo.
Todas as secgdes do cone paralelas a H/K vao também ser
secgdes circulares
Para concluirmos, e com referéncia a figura 2, aplicamos o
resultado que acabdmos de demonstrar tomando, por exem-
plo, o circulo C como base do cone de projecdo e tomando uma
sec¢do do cone, digamos C”, obtida com um plano paralelo ao
plano de projegdo e que corte o cone acima do ponto M. Pelo
que foi provado acima, C” serd um circulo, e logo também o
serd C’, sendo uma seccdo paralela a C”” do mesmo cone.
De seguida vamos demonstrar a propriedade C, de que os

angulos entre curvas da superficie esférica sdo preservados
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quando essas curvas sdo projetadas estereograficamente no
plano. O dngulo entre duas curvas de uma superficie esféri-
ca define-se como sendo o dngulo entre as tangentes a essas
curvas no ponto onde elas se intersetam.

Assim, sejam #1 e t retas tangentes a esfera num ponto P
e « 0 angulo entre elas. Sejam t1 e t'; as projegdes de t] e tp
respetivamente e «’ 0 &ngulo formado por elas (ver figura 5).

Queremos provar que a = «’.

"
1% |
|
f

Figura 5: Conservacao dos dngulos

A interse¢do do plano formado pelas semirretas com ori-
gem em S e que passam todos os diferentes pontos de t; com
a esfera é um circulo que passa por S, entdo f1 projeta-se na
t'1 que passa por P’ (projecdo estereografica de P). Ty, a tan-
gente ao circulo em S, é paralela a t'1 porque todas as tangen-
tes em S sdo paralelas ao plano da proje¢do. Analogamente,
o plano definido por 5 e S interseta a esfera noutro circulo
que passa por S e tem a tangente T, que € paralela a t'>. Entéo,
o dngulo «’ entre t'1 e t'p é igual ao dngulo entre T e T, (por-
que os lados dos dngulos sdo paralelos dois a dois), que por
sua vez é igual a dngulo entre t1 e tp, porque os dngulos entre
os dois circulos da superficie esférica nos pontos de inter-
secdo P e S sdo iguais. Para nos convencermos deste facto,
chegard observar que o plano que corta perpendicularmente
o segmento PS no seu ponto médio é plano de simetria para
os dois circulos. Logo, « = &’ como queriamos provar.

Por fim, em relacdo a propriedade D, a sua veracidade
pode ser facilmente demonstrada se reparamos no fato de
que a proje¢do M’ de qualquer ponto M da esfera é um pon-
to pertence a um plano que passa por SS’ e quando a esfera
roda ¢°, a reta relativa a intersegéo desse plano com o plano
da projecdo também roda ¢°, ou seja M rodou ¢° em torno do

eixo SS'.
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UM POUCO DE HISTORIA...

A referéncia mais antiga da projecdo estereografica remonta
a obra de Ptolomeu Planisphaerium. Ptolomeu foi um cientista
grego do séc. II a.C. e que descreveu, nesta obra, um instru-
mento que conseguia determinar as coordenadas das estre-
las. Esse instrumento, que era o astroldbio, utilizava a proje-
¢do estereografica na sua construcgdo. As propriedades desta
projegdo referidas anteriormente estdo enunciadas na obra
Planisphaerium mas sem as respetivas demonstragdes.

A demonstragdo mais antiga e completa das propriedades
A e B da projegao estereogréfica foi escrita por Ahmad Al-
-Fergani, um cientista do séc. IX nascido em Fergana (Asia
Central) e que trabalhou em Baghdad. No capitulo I da sua
obra Construindo o Astroldbio é-nos apresentada a teoria da
projecao estereografica. O Lema e as propriedades A e B apre-
sentados neste artigo estdo na obra de Al-Fergani. A demons-
tracdo da proposicdo B de Al-Fergani é muito parecida com
a demonstragdo da 5% proposicdo do tratado sobre cénicas de
Apolénio de Perga, gedmetra grego da escola de Alexandria
do Séc. III d.C., onde se descreve o segundo conjunto de sec-
¢oes circulares de um cone obliquo.

Na Idade Média, a projecdo estereografica era conhecida
como a “projecdo do astroldbio”. O termo “projegdo estereo-
gréfica” foi utilizado pela primeira vez por um jesuita chama-
do Frangois d’Aguilon no inicio do séc. XVII. A palavra estere-
ografica deriva do grego e é a jungdo das palavras: sélido e de-

senho, ou seja, é a geometria que desenha sélidos (no plano).

O ASTROLABIO

O astroldbio é um instrumento astronémico que resolve pro-
blemas relacionados com o a medicdo do tempo e com a posi-
¢do do Sol e das estrelas. O nome “astroldbio” vem do grego
aster, que significa estrela, e [ambanein, que possui varios sig-
nificados: tomar, capturar, colher, apreender, compreender.
Juntando as duas palavras, astrolabio significa compreender
as estrelas.

O astroldbio é portétil, achatado e de forma circular, com
cerca de 15 cm de didmetro, no entanto esta dimensédo pode
variar. O corpo principal deste instrumento chama-se ma-
dre. A madre é composta por duas partes: um disco sélido,
que define a parte de trds do astroldbio e um anel graduado a
volta da madre, chamado rodela, com 0 mesmo didmetro da

madre e que define a parte da frente.



Figura 6: Em cima, a frente de uma madre.

Em baixo, a parte de trds.

Outra componente muito importante do astrolabio é a ali-
dade (figura 7). A alidade girava em torno do centro do astro-
lébio (centro da madre) e servia para encontrar a altura dos
astros, ou seja, a amplitude do 4ngulo que o corpo celeste faz
com o plano do horizonte (plano tangente a Terra no ponto
onde o observador se encontra).

Para identificar um objeto na esfera celeste (considera-se
que o céu é uma enorme esfera sobre a qual estdo fixadas as
estrelas e tem como centro a Terra), é necessario definir um
sistema de coordenadas. Um dos mais utilizados por aqueles
que observam os céus é o Sistema Horizontal de Coordenadas,

figura 8 (para mais pormenores, ver [7]). Este sistema de coor-

~ — — i~
{ﬁ@ R _-[h—-_-'l

——

Figura 7: Alidade

Ze- Zénite
Na- Nadir
Alt- Altura
Az- Azimute

Na

Figura 8: Sistema horizontal de coordenadas

denadas é composto pelo plano do horizonte e pelo eixo per-
pendicular ao plano e que passa pelo zénite (ponto da esfera
celeste que estd verticalmente acima do observador) e pelo
nadir (ponto diametralmente oposto ao zénite). A orientagdo
deste eixo é no sentido nadir — zénite. A origem do sistema
horizontal é o ponto cardeal sul orientado no sentido da rota-
¢do dos ponteiros do relégio.

Com este sistema sdo necessarios apenas dois angulos, ou
seja, duas coordenadas, para definir inequivocamente um
ponto da esfera celeste. A primeira coordenada é a altura e a se-
gunda denomina-se por azimute (amplitude do angulo medido
horizontalmente entre o ponto cardeal sul e o objeto celeste).

A primeira coordenada é obtida através do astrolabio se-
gurando-o na vertical por um anel e fazendo alinhar a alida-
de com o corpo celeste. Depois da alidade estar alinhada fa-
zemos a leitura da altura através da rodela presente na madre.

A segunda coordenada descobre-se através da parte de

trds da madre. Nesta é fixado um disco que gira em torno do
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centro denominado lamina. A ldmina possui varios circulos

desenhados que sédo a projegdo estereogréfica do equador ce-

leste (circulo que se obtém intercetando o plano definido pelo Almucantaras
equador terrestre e a esfera celeste); dos trépicos de Cancer e
Capricérnio celestes, que sdo dois circulos paralelos ao equa- Plano do horizonte

»,

dor celeste e tangentes a ecliptica (circulo que é descrito pelo

movimento aparente do Sol ao longo do ano); do horizonte

(circulo que se obtém intercetando o plano do horizonte e a Trépico do cancer =

esfera celeste) e das almucantaras (circulos da esfera celeste

. . . . . Equador celeste -

paralelos ao horizonte). A lamina possui também a projecdo

estereografica do zénite e dos azimutes (circulos perpendicu-
Tripico de capricimic -

lares ao horizonte e que passam pelo zénite).

Pelas propriedades A e B, estes circulos da esfera ce-

leste projetam-se como circulos ou segmentos de reta.
Por norma, o pélo sul celeste é escolhido para origem
da projecdo, e o plano do equador para plano da pro-
jecdo logo, o equador e os trépicos sdo desenhados na
lamina através de circulos concéntricos. O Trépico de Figura 9: Esfera celeste e os seus principais elementos.
Capricérnio é o circulo que delimita a ldmina do astro-

ldbio. Os azimutes sdo projetados como circulos que

passam pelo zénite e sdo perpendiculares ao horizonte.

Figura 10: Constru¢do da lamina de um

astroldbio. Alguns elementos da esfera

~FiB=8" 0 H'Plano da Projegdo celeste (figura acima) sdo projetados es-

tereograficamente em circulos da mesma

b cor no plano equatorial (figura abaixo). Em
particular, o plano do horizonte tem cor
amarela, a almucantara tem cor verde (no
plano de projecdo sdo representadas mais
duas almucantaras que ndo foram dese-
3 nhadas na figura acima para ndo tornar o
S g desenho demasiado complicado). Por fim,
o equador e os trépicos tém cor violeta.
O plano da projecao é, por conveniéncia
gréfica, o plano equatorial paralelo ao plano
tangente a esfera no polo norte celeste N.
Como observado na introducdo, as proprie-
dades da projecdo estereografica continuam
a ser vdlidas.
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Na lamina ainda podemos encontrar as linhas ho-

rdrias que servem para determinar as horas e séo

Alracirlan
tracadas por de baixo do horizonte.

Por cima da ldmina encaixa-se a rede, um dis- T——
co circular, o mais entalhado possivel para dei-
xar ler as indicagdes da ldmina que se encontram _—
por baixo. A rede dava a projecdo da ecliptica
(que se encontra dividida em doze partes iguais R

que sdo as constelagdes do zodiaco) e das estrelas
fundamentais com os respetivos nomes. A eclip-
tica aparece projetada tangente aos trépicos.

Com o astroldbio apenas é possivel determinar os azimu-
tes das estrelas que estdo representadas na rede. Depois de
se obter (através da alidade) a altura de uma determinada es-
trela, roda-se a rede em cima da lamina até que esta (que estd
representada na rede) fique em cima da almucantara com a
mesma altura. £ a propriedade D que nos permite fazer esta
rotacdo da rede. Ap6s esta operacdo determina-se a posigdo
exata da estrela no céu, ou seja, as suas coordenadas pois,

basta ver para que azimute estd a rede a apontar.
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MATEMATICA E MALABARISMO

O malabarismo é uma arte que poucas pessoas associariam a matematica.
Ha4, no entanto, entre estas duas atividades humanas muito mais rela¢des
do que se possa suspeitar a primeira vista. Enquanto o malabarismo ofere-
ce a matemadtica problemas combinatdrios interessantes, a matemadtica deu ja
ideias para novos truques, ajudando a estabelecer uma classificagdo proficua
dos padrdes malabares e a combinar movimentos de formas originais.

mais antiga evidéncia de atividades malabares remon-

ta ao Antigo Egito, a uma pintura contida num tamu-
lo de um principe egipcio desconhecido. Data do Império
Médio, que decorreu do inicio da 11° dinastia ao fim da
13* dinastia, ou seja, entre os anos 2055 A.E.c.' e 1650 A.E.C.,
periodo do qual, curiosamente, datam também alguns dos
textos matemadticos mais antigos que se conhecem, como
o chamado papiro de Moscovo e o documento do qual o
papiro de Rhind foi copiado. Esta coincidéncia cronolégica
é certamente apenas circunstancial.

Também talvez ndo seja mais do que uma coincidéncia
que um dos grandes matemadticos persas do séc. X, Aba
Sahl al-Qaihi? tenha sido um famoso malabarista, conhecido
pelas suas manipulagdes de garrafas de vidro no mercado
de Baghdad, antes de se dedicar a matemdtica®. Mais recen-
temente, hd alguns exemplos de notdveis matemdticos com
paix6es malabares, dentre os quais se destacam:

Claude Shannon (1916-2001), que deu contribui¢des de-
cisivas para o desenvolvimento das comunicacées eletro-
nicas e é considerado o fundador da teoria da informacgéo,

T p-ﬂ?
sy 5} ’

Figura I: Pintura tumular egfpcia
com cerca de 4000 anos, mostrando

mulheres fazendo malabarismo
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tinha por passatempos tocar clarinete, jogar xadrez, andar
de monociclo* e o malabarismo; Ronald Graham (n. 1935),
um dos principais arquitetos do desenvolvimento da ma-
temaética discreta no séc. XX, e que foi presidente da Socie-
dade Americana de Matemadtica de 1993 a 1994, foi também
presidente da International Jugglers” Association em 1972;
David Eisenbud (n. 1947), que foi diretor do Mathematical
Sciences Research Institute (MSRI), de 1997 a 2007, e pre-
sidente da Sociedade Americana de Matematica, de 2003
a 2005, tem por passatempos a musica (flauta e canto) e o
malabarismo; Allen Knutson® (n. 1969), galardoado com o
prémio Levi L. Conant em 2005, juntamente com Terence
Tao, e atualmente no departamento de Matemdtica da Uni-
versidade de Cornell, foi detentor do recorde mundial de
12 bolas em malabarismo a “quatro méos”, isto é, envol-
vendo duas pessoas, de 1990 a 1995 (o atual recorde é 13).

O que talvez jd ndo seja uma coincidéncia é que na dé-
cada de 1980/90 vdrios malabaristas com fortes pendores
matemadticos inventaram uma notagdo para descrever cer-
tos movimentos malabares que revolucionou esta arte mul-
timilenar. Apelidada de site-swap, ou notagdo transposicio-
nal, é um instrumento extremamente ttil para comunicar e
descobrir novos movimentos, facilitando ainda a aprendi-
zagem, uma vez que torna possivel decompor, de um modo
natural e sistemadtico, sequéncias complicadas em compo-
nentes mais acessiveis que podem ser treinadas a parte.

No caso mais simples (conhecido por vanilla site-swap),
o tnico que aqui serd descrito, a notagdo transposicional
aplica-se apenas a sequéncias malabares que satisfazem os
trés requisitos seguintes:

1) os objetos séo langados alternadamente pela méao di-
reita e pela médo esquerda;

2) no maximo um objeto é langado a cada instante;

3) a sequéncia de langamentos é periddica.
A ideia é concentrar toda a informacdo de um padrédo mala-
bar deste tipo, a que chamaremos simples, numa sequéncia
de ntimeros que dd a sucessdo das ag¢des de cada uma das
maos, alternadamente, em que cada agdo se resume a langar
ou ndo um objeto, dando-se apenas a indicagdo de quantas
agdes haverd desde o lancamento até a rececdo do objeto,
sendo ambas contabilizadas. Os ntimeros de um padrao
malabar sdo designados “alturas”, uma vez que quanto
maior for o nimero, mais tempo o objeto terd de ficar no
ar antes de ser recapturado, e portanto mais alto terd de
ser lancgado.

Por exemplo, a figura 2 representa o padrdao 3 em que
cada uma das méos langa um objeto que é apanhado pela
outra mao trés “tempos” a frente. A figura 3, por seu

' A.E.C. significa “Antes da Era Comum” — ver http://en.wikipedia.org/wikil

Common_Era.

2Mais exatamenteng}{ J‘V‘” j.g\

3Ver Berggren, Episodes in the Mathematics of Medieval Islam, Springer, 1986,
p-79.

“Foi mesmo um dos membros fundadores da Associacio Americana de

Monociclismo.

*Que no passado més de julho participou na Escola de Verdo do programa

Novos Talentos em Matemadtica da Fundagio Calouste Gulbenkian.
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lado, ilustra o padrdo malabar 441, em que uma das méos
(a direita, por exemplo) langa um objeto que é recaptura-
do quatro “momentos” mais tarde, de seguida a outra mao
langa um outro objeto que serd também recapturado qua-
tro “tempos” depois, apds o que a primeira mao lanca um
terceiro objeto que é apanhado logo no momento imedia-
tamente seguinte, e tudo se repete ciclicamente. Em ambos
os esquemas, cada uma das linhas coloridas representa um
objeto distinto. Para ver os movimentos correspondentes
a estes padrdes, consultar o site Juggling Lab, no endereco
http:/[jugglinglab.sourceforge.net, seguindo depois o link Full
applet.

Uma das vantagens desta notagdo é a de permitir ob-
ter uma relacdo entre diferentes padrdes, como ilustrado
na figura 4, onde se permutam dois lancamentos conse-
cutivos, um de altura m e outro de altura n. Como é facil
ver, essa troca origina novos langamentos de alturasn + 1 e
m — 1. Isto significa, em particular, que se XmnY é um deter-
minado padrdo malabar, onde X e Y designam sequéncias
(eventualmente vazias) de nimeros, entdo X(n + 1)(m — 1)Y
também é um padrdo malabar (é daqui que vem o nome
site-swap). Observe-se que isto define uma operagdo (uné-
ria) no conjunto das sequéncias malabares que é involutiva
(ou seja, é a sua prépria inversa), e que por conseguinte
pode ser usada para decidir se uma dada sequéncia é ou
ndo uma sequéncia malabar, isto é, se corresponde a um
padrao malabar. Por exemplo:

56612 e~ 56252 «~» 56234 «~» 53534 «~v 44444,
mostra que a sequéncia 56612 é malabar, uma vez que é fa-
cil ver que 4 é malabar (desenhe o diagrama corresponden-
te) e, mais, que envolve quatro objetos. Esta operagdo de
permuta de movimentos consecutivos pode ser usada para
mostrar o seguinte resultado: o niimero de objetos envolvidos
num padrdo malabar é igual & média aritmética dos respetivos
niimeros.

A notagdo trasposicional tem ainda a vantagem de per-
mitir classificar e contar todos os padrdes malabares do tipo
aqui considerados. Nomeadamente, tem-se que uma sequén-
cia de p niimeros, ny, ny, . . ., n, é um padrdo malabar simples
se e sO se os restos dos niimeros i + n;, quando divididos por p,
forem todos os niimeros de 0 a p—1. O nimero de sequéncias
malabares simples com b objetos e de periodo p é dado por

En () (0r0rv),

onde u é a funcdo de Mébiust. Por exemplo, hd exatamente
12 padrées com trés objetos e cujo periodo é 3, designada-
mente: 423, 441, 504, 522, 531, 621, 603, 630, 711, 720, 801, 900.

n+l m=l

Figura 4: Permuta de dois lancamentos consecutivos

Para demonstragdes destes resultados e para saber mais
sobre este assunto, consultar o artigo “Juggling Drops and
Descents”, de Joe Buhler, David Eisenbud, Ron Graham e
Colin Wright, no The American Mathematical Monthly, Vol.
101, n.° 6 (June-July, 1994), pp. 507-519, ou o livro The Ma-
thematics of Juggling de Burkard Polster (Springer, 2003).
Para mais detalhes sobre malabarismo, consultar as pagi-
nas SiteSwaps, How To Write Down A Juggling Pattern: A Gui-
de For The Perplexed, http://juggling.org/help/siteswap/ssintro
e Juggling Information Service, http://juggling.org.

Recentemente, Allen Knutson, Thomas Lam e David
Speyer encontraram uma aplicagdo do malabarismo a Ge-
ometria Algébrica. Ver “Positroid Varieties: Juggling and
Geometry”, disponivel em http://arxiv.org/pdf/1111.3660.pdf.
H4& assim uma relag¢do simbidtica entre a matemética e o
malabarismo: enquanto a primeira fornece a segunda mo-
dos de descrever os possiveis padrdes e formas de os com-
binar em arranjos originais, a segunda inspira construgdes

novas e problemas interessantes a explorar. Quem diria...

“Ver http:/len.wikipedia.orglwikilMobius_function.
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O insucesso escolar da matematica

é hoje em dia muito estudado e é

do conhecimento geral que um dos
fatores que mais contribuem para este
insucesso é a falta de interesse dos
alunos na aprendizagem.

A introdugio de jogos no ensino/
aprendizagem é uma “arma”
poderosa no combate a este flagelo

da indiferenga, nao s6 porque motiva
os alunos mas também porque
introduz regras a cumprir e estimula
a cooperacao e a sociabilizacao dos
alunos. Este trabalho pretende ser
uma reflexdo sobre o jogo no contexto
educativo, e apresentam-se varios
jogos que podem ser usados em varias
idades e em contexto de sala aula.

Os jogos apresentados pretendem
apenas ser um fator motivador para a
aprendizagem da matematica e ndo o
objetivo do ensino. Pretende-se que o
aluno veja a matematica de uma forma
ladica e integrada no seu mundo.

1. INTRODUCAO

oje fala-se muito na dificuldade na aprendizagem da

matemdtica, sé que este facto passa muitas vezes pelo
medo prévio para com o ensino da matemética. E comum ou-
virmos os pais a desculpar a falta de estudo e as fracas notas
dos filhos a matemadtica dizendo “eu também tinha dificuldades
a matemdtica...” Segundo Jalia Borin, “outro motivo para a in-
trodugdo de jogos nas aulas de matemaética é a possibilidade
de diminuir bloqueios apresentados por muitos dos nossos
alunos que temem a matemdtica e se sentem incapacitados
para a aprender. Dentro da situacdo de jogo, onde é impos-
sivel uma atitude passiva e a motivagdo é grande, notamos
que, a0 mesmo tempo que estes alunos falam matemdtica,
apresentam também um melhor desempenho e atitudes

mais positivas frente aos seus processos de aprendizagem.”"

Este fenémeno que considera ser comum ter dificuldades
a matemadtica ainda é o pior inimigo do professor, pois sé
aprende quem se predispuser a isso e se 0s alunos se consi-
deram logo a partida incapazes de aprender, entdo o profes-
sor ndo s6 tem de transmitir conhecimentos, mas também
de mudar mentalidades. No livro de Diddctica da Matemdtica,
de Maria Elfrida Ralha, da Universidade Aberta (pédg. 78),
aparece: “Alguns alunos e cidaddos em geral veem a mate-
matica como uma drea muito dificil e s6 compreensivel para
alguns.” E necessério repensar a forma de ensinar mateméd-
tica de modo a vencer este complexo e é nesse contexto que a
introdugdo de jogos pode motivar o aluno a abrir-se a apren-
dizagem da matematica, pois o jogo é uma ferramenta que
pode ser usada para tornar a aprendizagem mais divertida.
“Os jogos sdo tdo antigos como a humanidade. O ato de jogar
desde sempre acompanhou a civilizagdo. Em todas as civili-
zagdes que existiram e existem encontram-se atividades ladi-
cas. Os jogos constituem uma das facetas incontornaveis da
cultura humana. (...) As razdes profundas que levam a que
todas as civilizagdes desenvolvam jogos séo ainda desconhe-
cidas, mas é consensual o seu interesse cultural e educacio-
nal”, in Jogos Matemdticos, Jogos Abstractos, — Jodo Pedro Neto e
Jorge Nuno Silva, Gradiva.

Um jogo ndo s6 implica um conjunto de regras que tém
de ser respeitadas, como também tem de ser jogado em gru-
po. Assim, ao introduzirmos os jogos na sala de aula ndo s6
estamos a introduzir um fator motivador da aprendizagem,
mas também a fomentar a sociabilizagdo e a introduzir re-
gras a cumprir. Estes aspetos sdo fundamentais para o de-
senvolvimento intelectual, emocional, afetivo e social dos
nossos alunos. Segundo Angel Alsina, o jogo “quer seja livre
ou estruturado, é uma fase necessdria, que faz a ponte entre
a fantasia e a realidade e promove, por isso, em simulténeo,
o desenvolvimento social e intelectual, numa fase eminen-
temente lidica do desenvolvimento infantil” (Angel Alsina,
2004, Desenvolvimento de Competéncias Matemdticas com Recur-

sos Liidico-manipulativos, Porto Editora, pdg. 6).

'Segundo Julia Borin, 1996, in Jogos e Resolucdo de Problemas: uma Estraté-
gia para as Aulas de Matematica, Sio Paulo — SP: IME-USP, 1996, retirado
de Jogos Matematicos como um Recurso Diddctico, de Jeniffer de Oliveira

/

Rodrigues e Sandra Mara Ricci.
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Associar jogos e matematica pode tornar certos conceitos
mais claros e atrativos pois, embora um jogo possa ser um
simples desafio entre colegas, é através do jogo que se conse-
gue atingir diferentes modos de aquisigdo de conhecimento.
Quando as atividades sdo bem orientadas, o jogo permite de-
senvolver a criatividade, a imaginacdo, o raciocinio 16gico, a
organizacdo e a sociabilizagdo, a ateng¢do e a concentracgdo dos
nossos alunos.

Quando se fala em jogos mateméticos temos de considerar
dois tipos de jogos:

»Jogos de cilculo — Envolvem a utilizagdo das quatro
operagdes e, por isso, promovem o desenvolvimento de
estratégias de cdlculo. Desenvolvem a compreenséo dos
niimeros e das operagdes e a capacidade de cdlculo men-
tal e escrito dos alunos de uma forma lidica. Séo jogos
que tém relagdo direta com os contetidos ensinados no 1.°
ciclo, que relacionam os conceitos, e que levam os alunos

a refletir sobre a eficdcia do que é proposto.

> Jogos de estratégia — A prética de certos tipos de jogos de
tabuleiro estimula o pensar e é, sem ddvida, um passo
para ganhar destreza com t6picos de matemdtica. Come-
¢amos por jogar simplesmente por jogar, mas depressa
passamos para um jogar pensado, numa busca das me-
lhores decisdes para atingir o objetivo do jogo. Nessa
procura de melhorar e aperfeigoar o modo como joga-
mos, desenvolvem-se as competéncias de concentragdo,
de visualizagdo, de pensar primeiro e agir depois, de
pesar as opgdes e de memorizagdo, entre tantas outras.
A tabela seguinte mostra os jogos do Campeonato Nacio-
nal de Jogos Matematicos? realizados em 2012 pela Asso-
ciagdo LUDUS e a sua distribuigdo pelos diversos ciclos

de ensino bésico e secunddrio.

1°CEB 2°CEB 3°CEB  SEC
SEMAFORO X
GATOS & CAES X X
OURI X X X
HEX X X X
RASTROS X X
AVANCO X

Ha muitos jogos e é dificil proceder a sua classificagao,
uma vez que pelas suas caracteristicas um jogo pode integrar
mais do que um tipo. O jogo deve ser introduzido logo no en-
sino pré-escolar, mas em contexto de sala de aula parece-me
que s6 devem ser utilizados jogos que permitam aos alunos
explorar as aprendizagens que estdo nesse momento a ser

lecionadas.

2. A MATEMATICA NO ENSINO PRE-ESCOLAR

A introducdo de alguns jogos pode ajudar a crianga, na faixa
dos 3 aos 5 anos, a identificar melhor as cores, 0s niimeros e as
formas geométricas mais elementares. No Curriculo Nacio-
nal do Ensino Bésico — Competéncias Essenciais (DEB, 2001),
destaca-se a utilizagdo de materiais manipuldveis: “Materiais
manipuldveis de diversos tipos sdo, ao longo de toda a es-
colaridade, um recurso privilegiado como ponto de partida
ou suporte de muitas tarefas escolares, em particular das
que visam promover atividades de investigacdo e comunica-
¢d0 matemdtica entre os alunos. Naturalmente, o essencial é
a natureza da atividade intelectual dos alunos, constituindo
a utilizacdo de materiais um meio e ndo um fim.” Embora
as escolas se deparem frequentemente com falta de mate-
rial, é possivel elaborar facilmente alguns jogos para ajudar
a atingir estes objetivos. Investigagdes conduzidas por Jean
Piaget, referidas no livro Como Ensinar Matemdtica no Bdsico
e no Secunddrio, de Volker Hole, pag. 39, “vieram mostrar que
as criangas até a idade de onze ou doze anos, para chegarem
a assimilar certas experiéncias e conhecimentos, necessitam
de lidar, concretamente, com os objetos e de os manusear”.
Dentro dos varios jogos possiveis, saliento dois que me pare-
cem importantes pois ndo s6 trabalham as cores e os nime-
ros como também fazem a ligagdo ao mundo que nos rodeia.
O primeiro é o Jogo dos Numeros e Cores onde é elaborado
um cartaz que no centro contém imagens de frutos ou flores
de cores diferentes e em nimero diferente. O objetivo deste
jogo é a crianga identificar a cor e o ndmero de objetos que
aparecem em cada imagem, e podem ser usadas varias co-
res e diferentes nimeros conforme as idades das criangas a
que se destina o jogo: 3, 4 ou 5 anos. Ganha a crianga que
mais rapidamente acertar no nimero de objetos e nas cores.
O outro que eu aqui saliento é o Jogo das Formas Geométri-
cas no qual também ¢é elaborado um cartaz que contém ima-

gens do mundo em que vivemos. O objetivo deste jogo € a
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crianca identificar as formas geométricas que aparecem em
cada imagem. O facto de se utilizarem imagens do mundo em
que vivemos permite que a crianga comece a sensibilizar-se
para o facto de a matemaética estar em tudo o que nos envolve.
Neste jogo ganha a crianga que mais rapidamente identificar
as vérias formas geométricas existentes na figura proposta. E
importante levar a crianga a descobrir as cores, os niimeros e
as formas geométricas no mundo que a rodeia, pois s6 assim
podemos proporcionar-lhe atividades que vdo ao encontro
do seu mundo e da sua histéria pessoal, permitindo-lhe uma

integragdo das suas aprendizagens no seu dia-a-dia.

3. AMATEMATICA NO 1.° CICLO
No 12 ciclo sdo introduzidas as operagoes bdsicas de adicdo
e subtragdo, numa primeira fase, e de multiplicacdo e divi-
sdo, numa fase posterior. A introdugédo de jogos nestas fases
permite consolidar melhor as aprendizagens e de uma forma
mais féacil porque mais ltidica. Um jogo muito simples que
pode ser utilizado logo no 1.° ano é o Quadrado Semimadgi-
co. O jogo do quadrado mdgico estd descrito num antigo li-
vro chinés, datado do periodo Han, chamado Lo Shu (Livro
do Rio), e estd relacionado com mitos e lendas.? Em cada um
dos pequenos quadrados serd colocado um niimero de 1 a 9
de modo a ndo haver repeti¢des de nimeros. A soma de cada
linha, coluna ou diagonal terd de ser 15. Existem oito combi-
nagdes de trés digitos cuja soma é 15. Este jogo consiste numa
tabela com nove posi¢des, em que algumas podem jd conter
nimeros, e onde é necessdrio colocar os niimeros que faltam
de modo a que as somas por linhas e colunas sejam iguais.
Existem vdrias formas de jogar que diferem apenas no grau
de dificuldade. Outro jogo deste tipo, mas que implica j4 um
maior raciocinio é o Soma 9 (ou Soma 10 ou Soma 11 ou Soma
12). Nestes jogos o aluno tem de colocar os numeros 1, 2, 3, 4,
5, 6 de forma a que a soma dos
numeros colocados em cada
lado do tridngulo seja igual a 9
(ou 10 ou 11 ou 12) (ver fig. 1).
Para tornar o jogo acessivel aos
alunos do 1° ano, podem ser
previamente fornecidas as po-

sicGes de um ou dois ndmeros

e os alunos s6 terdo de colocar

O

Figura 1 os restantes.

Outro jogo que permite explorar as operagdes basicas de
uma forma divertida é O Labirinto. Neste jogo comega-se de
um nimero que estd no canto inferior esquerdo (fundo verde)
de um tabuleiro com ntimeros, e realizando sucessivamente
o0 mesmo conjunto de operagdes, que tem de ser definido a
partida, pretende-se chegar ao niimero que estd no canto
superior direito (fundo vermelho) do mesmo tabuleiro. Por
vezes hd mais do que uma opgéo de escolha, s6 que algumas
ndo permitem atingir o niimero pretendido. Ganha o jogador
que estabelecer o percurso num menor tempo. Por exemplo,
partindo do niimero 16 (no canto inferior esquerdo) e execu-
tando sucessivamente as operagdes +7 e -6, chegar ao nimero

21 (no canto superior direito), (ver fig. 2).

27 20 26 13 13 15

21 19 17 16 16 27 16

25 16 16 25 20 21 16

19=—926 16 13

16 24 26 18 16 14 10

17423 18 20 16 13 9
¥

16' 14 16 21 27 13 8

Figura 2: O Labirinto

4. A MATEMATICA NOS 2.° E 3.° CICLOS

Nos 2.° e 3.° ciclos os programas de matemadtica sdo extensos
e os alunos devem ter outro tipo de raciocinio e desenvolver
outras competéncias. Os jogos a inserir nestas fases devem
ser jogos com regras simples para que ndo se perca muito
tempo a explicar o jogo e devem ser jogos que permitam de-
senvolver e explorar os conceitos que estdo a ser apreendidos
nas aulas e que explorem o fator social, tdo importante hoje

em dia nas nossas escolas.

2http:/lludicum.orglcnjm/

3Santos, C. P, Neto, . P, &Silva, . N. (2007). Os Quadrados Latinos + Jogo
‘Hexagono Magico’ — Colecgio Jogos com Histéria (vol. 10), jornal Pdblico e
revista Visdo, pag. 28.
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Nestes ciclos de ensino dois temas que sdo muito impor-
tantes, e nos quais por vezes os alunos tém dificuldades, sdo o
teorema de Pitdgoras e os casos notéveis da multiplicacdo. Um
quiz online que pode ser utilizado na aula para explorar estes te-
mas é o Pitdgoras®. O Pitdgoras pode ser jogado apenas por um
jogador, mas também por vérios, ganhando aquele que obtiver
maior pontuagdo e, em caso de empate, vence o que terminar
0 jogo em menor tempo. Existem perguntas com graus de di-
ficuldade diferentes: 1, 2 e 3 que d&o 1, 2 e 3 pontos, respetiva-
mente. O jogador apenas pode responder a quatro perguntas
de cada grau. O objetivo do jogo é responder a 10 perguntas e
obter a maior pontuagdo possivel. As perguntas de grau 1 estdo
relacionadas com a histéria e o enunciado do teorema de Pitd-
goras e sdo de escolha multipla. Por exemplo, a que tridngulos
se pode aplicar o teorema de Pitdgoras? a) Todos, b) Retangulos,
) Equilédteros. Ou entdo, Pitdgoras fundou: a) um hospital, b)
uma escola, ¢) uma orquestra. As perguntas de grau 2 e grau 3
séo de desenvolvimento, sendo que as primeiras tém como ob-
jetivo determinar o comprimento de catetos ou hipotenusas de
alguns tridngulos retangulos e as de grau 3 incidem no célculo
de dreas e perimetros de vdrias figuras geométricas.

O Jogo dos Polinémios é idéntico ao Pitdgoras, pois tem as
mesmas regras s6 que aqui as perguntas de grau 1 estdo relacio-
nadas com o desenvolvimento dos casos notéveis, por exemplo,
efetuar e simplificar (2x — 3)2 — (2x + 3)% ou (2x +7)2x —7)
. As perguntas de grau 2 tém como objetivo fatorizagdo de po-
linémios, por exemplo, escrever o polinémio como um produto
de fatores: 2x* — 8x2. E as perguntas de grau 3 tém como objeti-
vo a simplificacdo de expressdes. Este jogo permite explorar de
uma forma leve e divertida um assunto que é muito importante
e que habitualmente os alunos consideram pesado e no qual
tém muitas dificuldades.

Um jogo possivel é o Jogo do 24, cujo objetivo principal é
desenvolver nos alunos a capacidade de cédlculo mental. Tam-
bém podem ser trabalhados os conceitos de multiplo e divisor
bem como as propriedades da adicdo e da multiplicacdo. No
Programa de Matemadtica do Ensino Bdsico, relativamente ao
tema “Ntmeros e Operagdes”, no que diz respeito ao 2.° ciclo

do ensino bésico é referido o seguinte:

“No estudo das propriedades das operagdes, é de promover
uma ligagao estreita ao calculo escrito, mental e com o auxilio

da calculadora. Para o desenvolvimento do cédlculo mental é

importante procurar contextos e combinagées numéricas que
suscitem a estimagédo do resultado das operacdes envolvidas
antes da realizagéo do célculo. E também de explorar a uti-
lizacdo da relagdo entre as operagdes e suas propriedades.
O trabalho com o célculo mental (exato e aproximado) deve
merecer uma grande atencdo neste nivel de ensino, dada a
importancia de um bom dominio a este nivel por parte dos
alunos para o desenvolvimento da autoconfianca e do desem-

barago essenciais para a resolugdo de problemas.”*

O Jogo do 24 original joga-se com cartas que equivalem a
ntmeros (A-1, K-13, Q-12, J-11, cartas de ntimeros € o respetivo
ntmero). O objetivo é, dadas quatro cartas, ordenar as cartas
e 0s sinais aritméticos (+, —, X, :), de forma que o resultado
final dé 24. Este jogo permite apenas desenvolver o raciocinio
e ndo explora os conceitos novos que sdo introduzidos nestas
idades, sendo muito apropriado para alunos do 2° ciclo (5.° e
6.° anos de escolaridade). Existe também o Jogo do 24 Avanca-
do, que é mais apropriado para alunos do 3.° ciclo ou secun-
dario, jd que integra outros ntimeros e outras operagdes, como
por exemplo a potenciacdo e a radiciagdo, embora a finalidade
seja a mesma, isto é, obter 24. O Jogo do 24 foi inventado por
Robert Sun em 1988, com o objetivo de demonstrar que “...
a matematica pode ser poderosa, aliciante e, acima de tudo,

divertida”®.

Um outro jogo que é muito simples de jogar e que pode
ser utilizado em contexto de sala de aula é o Ntimeros Cruza-
dos. Este jogo é idéntico ao das palavras cruzadas, mas aqui
as quadriculas sdo preenchidas por algarismos (em vez de le-
tras) de modo a representarem os nimeros que satisfazem a
condi¢des enunciadas. Para o aluno jogar tem de responder a
questdes cuja solugdo é o niimero a colocar nessa posigdo. Este
jogo pode ser utilizado para treinar poténcias, critérios de di-
visibilidade, multiplos e divisores ou até mesmo para resolver
problemas de dreas e volumes. Consideremos o exemplo se-
guinte onde sdo trabalhadas as nocdes de divisor, mdltiplo,
critérios de divisibilidade e as operagdes com poténcias. Este
exemplo é um problema tipico de ntimeros cruzados, isto é,
temos de ir resolvendo umas questdes e ir preenchendo a
quadricula para encontrarmos a solugdo final, uma vez que
algumas questOes tém vdrias respostas possiveis (ver, por

exemplo, a questdo 6 horizontal)
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Horizontais:

I. O produto de |7 pela diferenca entre 7 e 4. 2. Adicionar a
soma de 58 e 10 a diferenca entre esses dois nimeros. 4. 8 vezes
a soma de 7 com 8. 6. Um mdiltiplo de 9. I1. Ao produto de
25 por 40 subtrair o produto de 20 por 6. 12. Multiplicar por 12
o quociente da divisdo de 96 por 6. 13. Metade do quociente da
divisao de 20000 por 40. 18. Dividir a diferenca entre 140 e 14
pelo quociente da divisio de 42 por 6. 19. O maior mdltiplo de 15
com trés algarismos. 20. Multiplicar a soma de 53 com 45 pela sua
diferenca. 21. Dividir o produto entre |18 e 14 pela sua diferenca.

Verticais:

Figura 3: Jogo dos Numeros Cruzados

Neste nivel de ensino é importante também introduzir os
alunos em jogos que tenham campeonatos nacionais ou mes-
mo internacionais, tais como as Olimpfadas Portuguesas de
Matemidtica, o Canguru Matemdtico sem Fronteiras’, o su-
perTmatik®... Este tipo de jogos tem a vantagem de permitir,
aos vencedores de cada escola, uma experiéncia enriquecedo-
ra, que é a oportunidade de participar num concurso nacional

ou internacional.

5. CONCLUSAO
E condicdo necessdria para que alguém aprenda que se predis-
ponha a isso. Nesse contexto a introdugdo de jogos no ensino
da matematica pode facilitar a aprendizagem, pois é um fator
motivador. Se tivermos em atengdo o peso que a sociedade, de
uma forma geral, e as familias, em particular, pdem no ensi-
no da matemdtica, entdo o uso de jogos como fator motivador
pode realmente tornar-se uma “arma” poderosa para o pro-
fessor. Além disso, como o jogo é constituido por um conjunto
de regras a que temos de obedecer para conseguir ganhar, a
introdugdo do jogo pode também ser um fator disciplinador.
Ojogo de regras que pode ser jogado em equipa fomenta tam-
bém a sociabilizagdo e a cooperagdo entre alunos. Num mo-
mento em que o fator disciplina é um problema em muitas
escolas e em que a motivagdo para aprender é pouca, 0 uso
de jogos permite utilizar o lado competitivo dos alunos para
motivar para a aprendizagem.

Para que os alunos néo se fiquem sé pela brincadeira, mas
tenham consciéncia de que é preciso trabalhar para se apren-
der, parece-me importante que néo se fagam apenas jogos, mas

que estes sejam alternados com a resolugéo de fichas de exer-

I. O dobro da soma de 12 com 14.3. Dividir por 3 a diferenca en-
tre 40 e 4. 5. Elevar ao quadrado o quociente da divis3ao de 30 por
6.7. O maior divisor de 86. 8. A 200 subtrair o triplo da diferenca
entre 8 e 4.9. Um multiplo de 18 inferior a 200. 10. Um mudittiplo
de 130. 14. A metade de 286 subtrair o produto de 6 por 17. I5.
O quadrado de um ndmero inteiro. 16. Um mdiltiplo de 17.17. O
triplo de, uma dezena mais uma unidade.

cicios tradicionais. O jogo em contexto de sala de aula deve
ser cuidadosamente escolhido, de forma a ser apenas um fator
motivador e ndo o objeto de ensino. Nesse contexto parece-me
importante que o jogo permita explorar as competéncias e os
temas que est@o a ser ensinados no momento. E importante
também que o jogo nao necessite de materiais muito diferen-
tes daqueles que habitualmente sdo utilizados nas outras aulas
para que o aluno néo se disperse com o que néo é fundamen-

tal, e que o jogo tenha regras simples para que ndo se perca

*Ver http://nautilus.fis.uc.pt/mnipitagoras/pitflash|.html

SPonte, J. P, & outros. (s.d.). Reajustamento do Programa de Matemitica
do Ensino Bésico-Ministério da Educagio, Direccio-Geral de Inovagio e
de Desenvolvimento Curricular. Obtido em 20 de maio de 2009, de http://
www.dgidc.min, pag. 35.

¢Torres, D. F. (3 de 2004). “O Jogo do 24 — Digressdes com o Maple”.
(U. D.Mat., Ed.) Obtido em 30 de outubro de 2008, de http://www2.mat.
ua.pt/delfim/delfim/artigos/jogo24.pdf., pag. 1.

’Jogo promovido pela Associagio Canguru sem Fronteiras, que é uma
associagio de caracter internacional que relne personalidades do mundo
da matematica de 46 paises. Em Portugal a organizagdo deste concurso
esta a cargo do Departamento de Matemitica da Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade de Coimbra, com o apoio da Sociedade
Portuguesa de Matematica. O concurso consiste numa Unica prova: nao
existe nenhuma selegdo prévia nem uma prova final. Ha seis categorias, de

acordo com as idades dos alunos. Ver http://www.mat.uc.pt/canguru/

8Os objectivos deste jogo sio fomentar o interesse pela pratica do cal-
culo mental, desenvolver destrezas numéricas e de calculo e reforcar a
componente ludica na aprendizagem da matematica. Este é um jogo de
cartas em que em, cada jogada, os jogadores tém a oportunidade de ga-
nhar cartas que, no seu verso, tém “Super-letras” ou “ Super-estrelas”.

O objetivo é coleciona-las de modo a escrever SuperT. Ver, por exemplo,

http:/Ipt.scribd.com/doc/7748074/Demonstracao-Supertmatik
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muito tempo a explicd-lo. O mesmo jogo pode até ser utilizado
para explorar temas diferentes, mas é importante ir variando
0s jogos, sendo pode tornar-se mondtono para o aluno, néo se
conseguindo atingir o objetivo proposto de o jogo ser um fator

de motivacdo.
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UM PROBLEMA PARA POLIMATEMATICOS

Estamos habituados a pensar nos grandes avangos cientificos como fruto da inspiragdo e

do suor de alguns individuos geniais que conseguem ver mais além trabalhando isolada-

mente. Talvez no futuro esta situagdo possa mudar e o progresso seja obtido coletivamen-

te como resultado da soma de intimeras pequenas contribuiges.

1. A ARTE DE BEM DISTRIBUIR
A teoria da discrepancia teve origem numa questdo formula-
da por Van der Corput em 1935: serd possivel construir uma
sequéncia de ntimeros reais que esteja bem distribuida no
intervalo [0,1]? Teremos em primeiro lugar de definir o que
se entende por “estar bem distribuida”. Para isso, podemos
por exemplo verificar quantos dos primeiros n elementos da
sequéncia estdo contidos num dado intervalo [a,b] C [0,1].
Se a sequéncia estiver bem distribuida este valor devera ser
aproximadamente proporcional ao comprimento do interva-
lo, mais precisamente (b — a)n. O conceito de niimero normal
introduzido por Emile Borel em 1909 estd de algum modo
implicito nesta discussdo. Recorde-se que um nitimero real se
diz normal na base 10 se na sua representacdo decimal apa-
recem todas as possiveis sequéncias finitas de digitos com
a frequéncia esperada. Por exemplo, a sequéncia 666 deverd
aparecer com frequéncia ﬁ. Para saber mais recomendamos
a consulta de [1], onde se mostra entre outras coisas a rela-
¢do da teoria da discrepancia com o estudo da complexidade
computacional.

A nogdo de discrepancia que vamos discutir aqui, em-

bora relacionada com a descrita no pardgrafo anterior, tem

natureza discreta. Denominamos por hipergrafo um par
H = (V,A), em que V é um conjunto (eventualmente in-
finito), cujos elementos sdo denominados vértices, e onde
A={A;,i=1,---,m} onde A; CV sdo subconjuntos fini-
tos de vértices, designados por (hiper)arestas. Suponhamos
que, dado um hipergrafo H, pretendemos colorir os seus
vértices com duas cores, azul e vermelho, de modo a que
todas as arestas contenham aproximadamente o mesmo nu-
mero de elementos de cada cor. Escolher uma coloragio do
conjunto de vértices V é equivalente a definir uma fungéo
x:V—={-11}

A discrepdncia de um conjunto B C V relativamente a co-
loragédo yx é dada pela diferenga em valor absoluto entre o nd-
mero de elementos azuis e vermelhos. A discrepancia total
do hipergrafo H é definida pela expressdo

disc(H) = min max | ) x(x)|.
X i=1,-m XEA,

O minimo é tomado sobre todas as 2" coloracdes possiveis,
onden = |V]|.

Nem sempre é possivel escolher uma coloragdo dos vérti-

ces para a qual todas as arestas tenham discrepancia baixa.
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Oresultado a seguir permite obter um majorante para disc(H)
no caso em que nenhum vértice aparece repetido em dema-

siadas arestas.

Teorema 1 (Beck-Fiala). Se todo o vértice v € V aparece no

mdximo em ¢ arestas, entdo disc(H) < 2t.

Este resultado tem uma demonstragdo simples que usa 4l-
gebra linear. Seria interessante melhorar o majorante linear

n por uma fungdo com um crescimento mais lento, como por

exemplo /7.

2. O PROBLEMA DE DISCREPANCIA DE ERDOS

Por volta de 1930, o matemdtico hiingaro Paul Erdés formu-
lou um problema envolvendo a discrepancia nos conjuntos
de multiplos dos ntimeros naturais que permanece ainda
hoje em aberto. O problema proposto por Erdés é neste mo-
mento objeto de um projeto de colaboracdo na Internet aberto
a toda comunidade matematica, com o intuito de o resolver.
Estamos habituados a pensar nos grandes avangos cientifi-
cos como fruto da inspiragdo e do suor de alguns individuos
geniais que conseguem ver mais além trabalhando isolada-
mente. Talvez no futuro esta situacdo possa mudar e o pro-
gresso seja obtido coletivamente como resultado da soma de
inimeras pequenas contribuigdes. O leitor interessado pode-
rd encontrar na Internet uma pédgina Wiki dedicada a questao
proposta por Erdos.

O hipergrafo relevante no problema proposto por Er-
dos tem como conjunto de vértices o conjunto dos nime-
ros naturais e como arestas os conjuntos de miltiplos:
P(d,k)={d,2d,---,kd},d k € N. Erdos

usando duas cores ndo seria possivel evitar que algum destes

conjeturou que

conjuntos de mudiltiplos tivesse discrepancia arbitrariamente

grande.

Conjetura (Erdds). Para qualquer sequéncia x, € {—1,1},
n € NeL> 0, existemd, k € N tais que

k
‘ Z xid| >1?
i=1

3. EXEMPLOS DE SEQUENCIAS
Como construir uma sequéncia x,, com discrepancia baixa
nos conjuntos de multiplos? Uma ideia que certamente néo

z

funciona é escolher uma coloragdo periddica, isto porque

facilmente constatamos existirem conjuntos de multiplos
arbitrariamente grandes todos da mesma cor. A procura de
uma sequéncia equilibrada, i.e.,, com discrepdncia total baixa,
terd de evitar regularidades como as repetigdes periddicas.
A sequéncia pretendida ndo parece portanto ter uma estru-
tura simples.

Serd boa ideia gerar a sequéncia procurada langando a
moeda ao ar: azul se sair cara e vermelho caso contrério?
A ideia de usar um processo aleatério pode parecer a primeira
vista estranha, mas muitas vezes este método permite cons-
truir objetos para os quais uma construgdo explicita se reve-
lou inacessivel.

No caso da sequéncia pretendida para o problema de dis-
crepancia de Erdos é possivel mostrar que nédo é boa ideia lan-
¢ar a moeda ao ar para decidir a cor de cada ntimero natural.
Para verificar a ineficiéncia do processo aleatério basta verifi-
car que o maximo entre os valores médios das discrepancias
nos conjuntos de mdltiplos pode ser muito grande.

Que outras construgdes explicitas de sequéncias bindrias
xp € {0,1}, n € IN ndo periédicas faz sentido tentar? Um
exemplo de uma sequéncia bindria ndo periédica fécil de defi-
nir é a sequéncia de Thue-Morse 01101001 - - -. Esta sequéncia
é determinada pela paridade do nimero de uns na expansao
bindria de cada natural n. Podemos definir um processo ite-
rativo simples para obter esta sucessdo: em cada passo jus-
tapomos ao bloco inicial x o bloco contrdrio ¥ que se obtém
substituindo em x cada zero por um e cada um por zero. Ob-
temos assim sucessivamente: 0, 01, 0110, 01101001. O leitor in-
teressado pode encontrar mais informagédo sobre esta curiosa
sequéncia redescoberta diversas vezes em vdrios contextos.
Se eu escolher um bloco de comprimento arbitrariamente
grande algures no meio desta sequéncia, ndo serd possivel
adivinhar qual é o elemento que ird aparecer a seguir. A se-
quéncia de Thue-Morse tem no entanto discrepancia n108:(3)
nos conjuntos de miltiplos. Podemos experimentar outras se-
quéncias com este tipo de comportamento pseudo-aleatério.
Por exemplo, a sequéncia bindria dos restos da divisdo por 3
dos ndmeros primos p > 5: 2,1,2,1,2,1,2,2,1,- - . Também
neste caso, adivinhar qual o préximo resto é algo que ndo
pode ser obtido facilmente a partir dos restos anteriores.

Podemos, para simplificar o problema, considerar sequén-
ciasx, € {—1,1} (completamente) multiplicativas, para as quais

Xmn = XmXy para qualquer n,m € IN. Neste caso para avaliar
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a discrepancia nos conjuntos de multiplos basta determinar

as somas parciais Y1 Xi. Isto porque
n n n
| ) xial = lxall Yo xil =1 ) xil.
i=1 i=1 i=1

Existe além disso alguma evidéncia empirica de que a
haver uma sequéncia equilibrada esta deverd ser aproxima-
damente multiplicativa. Para definir uma sequéncia multipli-
cativa basta escolher a cor x), onde p é um ntimero primo. Um
exemplo cldssico de fungdo completamente multiplicativa é
a sequéncia de Liouville, a qual toma o valor —1 no conjunto
dos niimeros primos. Para cada natural n o valor da sequén-
cia de Liouville depende da paridade do ntimero de fatores
primos contados com a respetiva multiplicidade.

Encontrar um majorante para as somas parciais da fungdo
de Liouville é um problema cldssico em teoria de nimeros.
E possivel mostrar que o médulo da soma dos primeiros 7
primeiros termos da sequéncia de Liouville excede C. /n
para infinitos valores de n.

Podemos tentar usar um algoritmo guloso (greedy) para
construir uma sequéncia multiplicativa: escolhendo para
cada ntimero primo entre os valores 1 e -1 aquele que garante
menor discrepancia nos conjuntos de multiplos.

A melhor sequéncia conhecida para o problema de Erdds
tem discrepancia da ordem de In #n. Comegamos por escrever
0 ndmero 7 na base 3 (onde usamos 3 digitos 0, 1 e 2). Por

exemplo, 13 = 23241342, logo escreve-se 212 na base 3.

Este programa € promovido pela Sociedade Portuguesa de Matematica.

Para definir a nossa sequéncia definimos x;, = 1 se o tltimo
digito ndo nulo da representagdo terndriadenélex, = —1
se for 2. Esta sequéncia é completamente multiplicativa e é
possivel mostrar que as somas parciais até n ndo excedem
Inz(n) + 1, o que corresponde a sua discrepancia.

Tratando-se de um problema em aberto que ja resistiu
80 anos, ndo podemos saber quais as ferramentas para o
resolver.

Se ndo conseguimos resolver um problema, podemos ten-
tar resolver um outro mais simples ou pelo menos relaciona-
do com o primeiro. Existem diversas variantes naturais para
o problema proposto por Erdos. Podemos considerar trés ou
mais cores em vez de apenas duas. A definigdo de discrepan-
cia neste caso deverd ser o afastamento relativamente a 1/3
da frequéncia relativa dos elementos de cada uma das cores
nos conjuntos de multiplos. Uma outra variante seria consi-
derar fung¢Ges f que tomam valores em z € C com|z| = 1. Ao
considerar variantes do problema procuramos desta forma
obter um melhor entendimento do problema original. Até
aqui a questdo sugerida por Erdos resiste a todos os ataques.
Convidamos o leitor a juntar-se na busca coletiva da solugado

deste problema.
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ste ano Portugal participou

mais uma vez nas Olimpiadas
Ibero-Americanas de Matematica,
cuja 27 edicdo decorreu na cidade
de Cochabamba, na Bolivia,

entre 29 de setembro a 6 de outubro.

Vieram até ao “Coragdo da América” 18 delegagdes de lingua
oficial portuguesa e espanhola (Argentina, Bolivia, Brasil,
Chile, Coldmbia, Costa Rica, El Salvador, Equador, Espanha,
Guatemala, México, Nicardgua, Panamd, Paraguai, Perd,
Porto Rico, Portugal e Uruguai), trazendo cada uma quatro
estudantes, e, na maioria dos casos, um lider e um vice-lider.

A delegacéo de Portugal era composta pelos estudantes:

» POR 1: David Pires Tavares Martins, aluno do 10.° ano

em Mirandela;

» POR 2: Lufs Pedro Lopes Duarte, aluno do 11.° ano em

Alcains;

» POR 3: Miguel Miranda Ribeiro Moreira, aluno do 10.°

em Lisboa;

» POR 4: Miguel Martins dos Santos, aluno do 11.° ano

em Alcanena.

O lider Anténio Salgueiro e o vice-lider Paulo Antunes, am-
bos do Departamento de Matemaética da Universidade de

Coimbra, faziam também parte da comitiva.

A selecdo destes quatro estudantes foi feita com base nos
resultados obtidos nos estdgios do Projecto Delfos, do Depar-
tamento de Matemética da Universidade de Coimbra, onde
foi feita a preparagdo das equipas internacionais, bem como

nas pontuagdes obtidas nas edi¢des deste ano das Olimpia-

das Internacionais de Matematica e nas Olimpfadas de Ma-
temadtica da Comunidade dos Paises de Lingua Portuguesa.

Os lideres chegaram a Cochabamba no dia 29 de setem-
bro, onde receberam uma lista de 36 problemas enviados
por alguns dos paises (Argentina, Bolivia, Colémbia, Costa
Rica, México, Porto Rico, Portugal e Venezuela). Nos dias
seguintes, depois de resolver estes problemas e de discutir
as suas solugdes, o juri internacional, composto pelos lideres
dos pafses presentes, selecionou seis problemas para a prova,
e elaborou os respetivos critérios de correcdo. Os lideres de
Portugal e do Brasil traduziram a prova para portugués.

Entretanto, no dia 30 de setembro, chegaram os estudan-
tes das diversas delegagdes, juntamente com os vice-lideres,
e foram alojados num retiro na localidade de Vinto, a 20 qui-
l6metros de Cochabamba. Foi ai que os 72 alunos realizaram
as duas provas, cada uma composta por trés problemas e com
a duragdo de 4h30m. Na primeira hora de cada dia, os estu-
dantes podiam esclarecer as suas dtividas relativamente aos
enunciados, que, consoante a sua pertinéncia, eram ou nio
respondidas pelo juri internacional, que se deslocou a Vinto
para este efeito.

Apenas depois da realiza¢do das provas foram permitidos
os contactos entre os lideres e os restantes elementos das de-
legacdes. Os vice-lideres juntaram-se aos lideres em Cocha-
bamba, para em conjunto corrigirem as provas. Cada reso-
lugéo foi classificada com um valor entre 0 a 7 pontos, obtido
através de um consenso entre o jiiri de cada problema e o lider
e vice-lider de cada pais. Os resultados obtidos pelos portu-
gueses foram os melhores de sempre, tendo o total de 136
pontos superado largamente o anterior recorde de 108 pontos.

Com estes excelentes resultados, e muito homogéneos,
Portugal conseguiu alcangar o 2.° lugar na classificagdo por
pafses. Em primeiro lugar ficou o outro pais presente de

lingua portuguesa, o Brasil.

S 3 Y ) T

POR 1 DAVID MARTINS

POR 2 LUIS DUARTE 7 2 7
POR 3 MIGUEL MOREIRA 7 1 7
POR 4 MIGUEL SANTOS 7 4 0

7.° lugar
7 7 0 30 16.° lugar
7 7 7 36 8.° lugar
7 7 7 32 12.° lugar
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[iFsiciay] S R FsiizE

1 Brasil 150
L2 PORTUGAL 136 |
3 Peru 135
4 Argentina 110
5 Costa Rica 107
6 México 106
7 Espanha 103
8 Chile 93
9 Colémbia 90
10 El Salvador 88
11 Equador 72
12 Guatemala 66
13 Uruguai 6l
14 Nicaragua 60
15 Bolivia 59
16 Paraguai 52
17 Panama 50
18 Porto Rico 34

Classificagdo por paises

Devido a esta pontuagdo, foi também atribuida a Portugal
a Taca Porto Rico, destinada ao pais cujas pontuagdes mais
melhoraram nos tltimos trés anos. Apés o apuramento dos
resultados, o jdri internacional reuniu-se para decidir a par-
tir de que pontuagéo seriam atribuidas as medalhas de ouro,

prata e bronze, cumprindo a regra de que cerca de metade dos

1: David Martins,
vencedor de uma
medalha de
ouro.

2: A delegacio
portuguesa, com as
quatro medalhas e a
Taca Porto Rico.
Da esquerda para

a direita:

Paulo Antunes,
David Martins,

Luis Duarte,

Miguel Moreira,
Miguel Santos e
Antdnio Salgueiro.

estudantes deveriam receber uma medalha, e que os nimeros
de medalhas de ouro, prata e bronze estdo aproximadamente
na razdo 1:2:3. Tendo isto em conta, o jari decidiu atribuir a
medalha de bronze a partir dos 22 pontos, a medalha de prata
a partir dos 27 pontos e a medalha de ouro a partir dos 38
pontos. Aos estudantes que ndo recebessem nenhuma meda-
lha, mas resolvessem um problema completo seria atribuida
uma mencio honrosa. Deste modo, o David Martins recebeu
uma medalha de ouro, e o Luis Duarte, o Miguel Moreira e o
Miguel Santos receberam uma medalha de prata.

Durante as Olimpiadas ainda houve um pouco de tempo
para conhecer alguns locais da cidade de Cochabamba, como
o Palédcio Portales, o Museu de Histéria Natural e o Cristo
de la Concérdia, bem como as catedrais de Cochabamba e
Quillacollo. Apés a ceriménia de encerramento, as vdrias
delegacbes comecaram a regressar aos seus paises, levando
orgulhosamente as suas medalhas. A delegacdo portugue-
sa realizou no regresso o percurso inverso da ida, passando
pelas cidades de Santa Cruz, Lima e Amesterddo, num total
de 40 horas de viagem em cada sentido, mas ja a pensar nas
préximas Olimpiadas Ibero-Americanas de Matematica que

decorrerdo em 2013, no Panama.
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NOVAS HISTORIAS DA MATEMATICA ANTIGA

A MATEMATICA DO LUAR,
DE PLUTARCO A KEPLER

Que a iluminagdo da Lua é causada por reflexdo da luz do Sol é hoje

BernARDO MoTA
Universidade de Lisboa
bernardomota@campus.ul.pt

conhecimento comum. O fenémeno, contudo, ndo é evidente, e a sua

explicagdo requer uma teoria formulada matematicamente que demo-
rou séculos a impor-se e a tornar-se convincente.

No século I, Plutarco escreveu uma miscelanea (os Moralia,
ou Obras Morais) onde incluiu um singular opusculo in-
titulado “Sobre a Face Visivel no Orbe da Lua”. Neste didlogo
imaginado, um grupo de amigos discute a natureza da Lua e
das suas manchas, a posigdo deste astro no Universo e demais
assuntos relacionados. A tradi¢do matemadtica ndo é ignorada:
af aflora o nome de Hiparco, o maior astrénomo grego anterior
a Ptolomeu, af se cita o “Sobre os Tamanhos e Distancias do
Sol e da Lua”, de Aristarco de Samos, af se discute a primeira
proposicado da catéptrica euclidiana.

A péginas tantas, um dos intervenientes, Ltcio, coloca um
interessante problema de 6tica e astronomia que pode resumir-
-se assim: assumindo que a reflexdo se faz em angulos iguais e
que os raios do Sol se refletem na Lua como num espelho, h4
pontos na superficie desta que teoricamente nido deverfamos

ver iluminados (ver fig. 1).

O problema, que ficou conhecido como o problema da
meia-lua, é referido por outros autores, como Cleomedes (“So-
bre os Movimentos Circulares dos Corpos Celestes”, 2.4.103),
e permaneceu sem solugdo durante muitos séculos. Trata-se,
afinal de contas, de determinar a constituigdo da Lua e explicar
a natureza da sua iluminagio. Terd a Lua uma natureza etérea,
ou serd semelhante a Terra? Terd uma superficie polida ou ru-
gosa? Reflete a luz do Sol ou emite luz quando aquecida, tal
como um pedaco de metal em brasa? Se a luz do Sol é refletida
na Lua, como explicar que possamos ver metade do seu disco
totalmente iluminado durante a fase de meia-lua?

Alguns autores sugeriram que a lei da igualdade dos an-
gulos de incidéncia e reflexdo estaria errada. Outros, que a te-
oria da reflexdo da luz do Sol na Lua estaria correta, devendo
ser complementada de alguma forma. O mesmo Lucio indica

como, ao prosseguir o seu raciocinio (ver pdgina seguinte).

MELA LUA
A v
Figura 1: Plutarco, “Sobre a Face Visivel no
: Orbe da Lua", 929 F-930 A: uma interpre-
HORIZONTE TERRA HORIZONTE SOL

tacdo possivel.

7
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“Admitamos, no entanto, por cortesia para com a tdo amada geometria, que aquela lei é valida.
Em primeiro lugar, € licito pensar que se aplica apenas a espelhos perfeitamente polidos. A Lua,
por sua vez, possui tantas irregularidades e rugosidades, que os raios provenientes de um corpo
enorme embatem em relevos de considerdvel dimensdo que recebem contrarreflexos e difusdes
de luz uns dos outros, refletindo e entrelacando-se por toda a parte. A reflexdo mistura-se com
a propria reflexdo, que chega até nés como se fosse refletida em muitos espelhos. Em segundo
lugar, mesmo que assumamos que as reflexdes na superficie da Lua se fazem em angulos iguais,
ndo é impossivel que os raios, ao percorrerem um téo grande intervalo, sofram fraturas e de-
flexdes, misturando e desviando a luz. Alguns provam mesmo, por meio de um desenho, que
muitos dos raios [provenientes da Lua] chegam a Terra ao longo de uma reta tragada a partir da
curvatura mais afastada de nés; contudo, néo foi possivel construir a figura geométrica enquan-

to falava e diante de tantos ouvintes.”

O primeiro argumento acrescenta, ao conceito de reflexdo espe-

cular em superficies planas, o conceito de reflexdo difusa em super-

ficies rugosas. O segundo indica que a distancia pode distorcer a

direcdo dos raios enviados para a Terra, parecendo aludir a algum

tipo de refragdo causada pela atmosfera da Terra. O argumento @

final ndo resolve a dificuldade principal, mas real¢a que a lei da L C S

reflexdo, por si s6, assegura alguma reflexdo da luz do Sol na Lua. O o

texto sugere uma demonstracdo matemadtica, mas subtrai-a a nossa

curiosidade. Kepler, que leu e comentou profusamente o optsculo

de Plutarco, supriu a lacuna com uma prova, que pode parafrasear- D

-se assim (ver fig. 2): “H4 sempre um ponto na meia-lua no qual a

luz do Sol é refletida para a Terra. Una-se S, T e L (os centros do Sol, T

da Terra e da Lua); com centro L e raio LT, descreva-se um circulo;

bissete-se 0 arco CT em D; una-se D e L; I é o ponto procurado.” Figura 2: Plutarco, “Sobre a Face Visivel no Orbe
Os parédgrafos acima citados ilustram a complexa discussdo da Lua", 930E: a interpretacdo de Kepler.

milenar sobre a relagdo entre fisica e matemadtica, que ainda se

mantém, e apontam para a existéncia de uma fisica-matemaética na

Antiguidade que hoje ¢ habitual considerar n&o ter existido. Mais REFERENCIAS

ainda, mostram como, na Antiguidade, a matemdtica era chamada O comentdrio de Kepler a Plutarco néo se encontra tra-
a explicar o fenémeno da iluminagdo da Lua. Porém, nada disto é duzido para qualquer lingua moderna. A edigdo de refe-
tdo relevante como realgar a forma como Kepler reagiu ao texto de réncia do original (escrito em Latim) é esta: W. von Dyck;
Plutarco, e que é representativa da forma como todos nés olhamos M. Caspar (hrsg.), Johannes Kepler. Gesammelte Werke,
para a ciéncia antiga. Pensamos que ela inclufa argumentos que se vol. 11.2, Miinchen, Bayerische Akademie der Wissens-
perderam e que temos de reconstituir a partir do nada. No entan- chaften, 1993, pp. 410-436, esp. 418).

to, se percorrermos os tratados antigos especificamente dedicados Eu préprio me entusiasmei com o texto de Plutarco e tra-
a catdptrica, encontramos demonstracdes que podem ter servido duzi-o para portugués. A edicdo pode ser descarregada
para complementar os argumentos que surgem em tratados ele- gratuitamente no enderego eletrénico seguinte: https://
mentares de astronomia. Indica-las fica para a préxima vez. Nesta bdigital.sib.uc.pt/jspui/bitstream/123456789/36/3/sobre_a_
folha de papel é impossivel, pela tradicional razdo em matemética: face_visivel_no_orbe_da_lua.pdf.

falta de espaco.
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Neste artigo iremos focar a atengdo no erro
mais comum que detetamos em manuais

por nés consultados, o da utilizagdo da
mesma reta de regressao, obtida pelo método
dos minimos quadrados, para estimar um
valor de x condicionado a um dado valor

de y bem como para estimar um valor de

y condicionado a um valor de x quando,
corretamente, dever-se-iam utilizar duas

retas distintas (exceto em alguns casos muito

particulares onde as duas retas sdo andlogas).

Este erro serd exemplificado utilizando um
software (que é freeware) frequentemente
utilizado no ensino da geometria no ensino
bésico e secunddrio, o GeoGebra, e que é
uma potencial ferramenta no ensino da
regressdo linear, bem como de outros temas

da Estatistica.

pesar de a Estatistica desempe-

nhar, cada vez mais, um lugar de
destaque na disciplina de Matematica,
quer ao nivel do ensino basico quer ao
nivel do ensino secundario, os materiais
disponiveis para o ensino e a compre-
ensdo dos conceitos mais elementares
desta drea nem sempre sdao os mais apro-
priados (apesar de contributos extre-
mamente bem sucedidos pela literacia
estatistica, como ilustra o premiado pro-
jeto ALEA — Accao Local de Estatistica
Aplicada — que pode ser consultado em

http://www.alea.pt).

1. REGRESSAO LINEAR NO PROGRAMA DO ENSINO
SECUNDARIO

No programa de Matemdtica A do 10.° ano (ensino secundé-
rio) a terceira unidade a ser lecionada é a Estatistica (cf. Silva
et al., 2001). Nesta fase os alunos jd possuem algumas nog¢des
que adquiriram no 3.° ciclo do ensino bdsico e ja realizaram
pequenos trabalhos, no entanto, é a primeira vez que se fard
referéncia a distribui¢des bidimensionais, sendo efetuada
uma abordagem gréfica e intuitiva. Deste modo, os tépicos

que fazem parte do programa sao:

» Diagrama de disperséo, explorando o conceito de de-

pendéncia estatistica;

» Ideia intuitiva de correlagdo: exemplos gréficos de cor-

relagdo positiva, negativa ou nula;
» Coeficiente de correlacio e sua variagao;

» Definigdo de centro de gravidade de um conjunto finito

de pontos, sua interpretacéo fisica;

» Ideia intuitiva de reta de regressdo, sua interpretacdo

e limitagGes.

O programa sugere as seguintes indicagdes metodol6-
gicas: introducdo ao estudo dos dados bivariados, gene-
ralizando o estudo de uma tdnica varidvel e destacando a
representagdo grafica sob a forma de diagrama de disper-
sdo ou diagrama de pontos. Com base nesta representagao,
pretende-se identificar a existéncia de uma associagao linear
entre as duas varidveis em estudo, utilizando uma medida
que quantifica o grau de associagdo — o coeficiente de cor-
relacdo, assim como apresentando um modelo matematico
que permitird, conhecido o valor de uma das varidveis, obter
uma estimativa para o valor da outra varidvel. Os recursos

propostos a utilizar no ensino desta temética sdo:

> “Papel e lapis” para a constru¢do do diagrama de dis-

persdo (nuvens de pontos);

» Calculadora grafica ou computador para visualizar
o diagrama de dispersdo, desenhar a reta de regressao,
calcular o coeficiente de correlagdo e encontrar o modelo
matematico (fungdo polinomial de grau 1) que caracterize

a relagdo entre as duas varidveis.

Desta forma, no 10.° ano de escolaridade é transmitida

uma ideia intuitiva de reta de regressdo, tentando explorar
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a sua interpretacdo e as suas limitagdes. Apesar de ndo ser
objetivo deste nivel de ensino explicar formalmente a reta ob-
tida, é transmitida a ideia pela qual ela é determinada — cor-
responde a reta que faz com que a soma dos quadrados das
distancias de cada ponto da nuvem a reta seja minima (mé-
todo dos minimos quadrados), sendo esta reta unicamente

determinada recorrendo a uma calculadora.

2. 0 METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS
Consideremos um conjunto de dados (x;,y;), comi=1,...,n,
para o qual se pretende ajustar a reta
¥i=PBo+ B1xi + ¢, )
onde y; representa a varidvel dependente ou endégena (que
o modelo pretende explicar o comportamento), X; a varidvel
independente ou exégena (que serd uma varidvel explicativa
para a modelagdo de y;), ¢; a varidvel erro (que é uma varidvel
aleatéria com algumas caracteristicas fundamentais para a
fiabilidade da inferéncia estatistica associada a regressdo) e
Bo e B1 0s parametros da regressdo. A reta estimada serd da
forma
7i = Bo+ Prx; @
onde 7;, BO e Bl representam, respetivamente, os estimadores
(ou estimativas, para as quais, ao longo deste texto, iremos
utilizar igual representagéo) de 77;, BO e /§1- Desta forma, os er-
ros ¢; correspondem a diferenca entre os valores observados
para y; e os valores estimados, i.e.
& =Yi —Ji = ¥i — Bo — P1xi- €)
O método habitualmente utilizado para estimar os para-
metros da reta é o método dos minimos quadrados que de-
termina os estimadores EO ee Bl que minimizam a soma dos

quadrados dos erros, i.e. que minimizam

F(Pob)=La=Y (n-ho-hx). @

Para determinar o minimo de f (/30, /31) teremos

of (Pobr)  _
3Bo =0
o =3
of(Bob) _
9B
Bo = 7-PBix
RO TP lzf’liyifw,sﬂ,sl S
131 - 12 1x _xz - S% —erxy

onde:
» J e X representam as médias de y e x;
b5, es, representam os desvios padrdo de y e x;
» s, representa a covariancia entre x e y;
» 1., 0 coeficiente de correlagdo entre x e y.

z

O determinante da matriz Hessiana ¢

dnyl

X; ndo assuma sempre o mesmo valor). Assim sendo, a matriz

igual a
x? -4 1xl) =4n%s? que é positivo (desde que
Hessiana é definida positiva e os valores determinados em
(5) correspondem efetivamente ao minimo pretendido.

Desta forma, nas equagdes presentes em (5) temos as f6r-
mulas dos estimadores dos minimos quadrados de o e 1
com os quais podemos, recorrendo a reta de regressdo (2),
obter estimativas para y conhecendo um valor especifico de
x. As propriedades da inferéncia estatistica resultante desta
aplicagdo dependem das caracteristicas dos residuos (varidvel
¢). Contudo, uma vez que esta abordagem néo é efetuada no
ensino secunddrio, sublinhamos apenas que os estimadores
assim obtidos gozam de excelentes propriedades (ndo envie-
samento, eficiéncia e consisténcia) caso a varigvel ¢ satisfaca
determinadas caracteristicas (nomeadamente, normalidade,
independéncia e homocedasticidade). Para mais informagoes
acerca das propriedades dos estimadores, pode ser consulta-
do, por exemplo, Montgomery et al. (2006).

Algumas propriedades da regressdo sao exploradas no en-
sino secunddrio, como, por exemplo, o facto de a soma dos

erros ser nula, ! ; &; =0, pois

A BO*lei) =n(y730731?) =0, (6

éei:i(%

tendo em conta que BO =y— Bli (cf. equagdo (5)), e a reta es-
timada passar sempre pelo centro de gravidade dos dados

(X,¥) uma vez que, utilizando (2) e (5), se obtém

J=Po+Px=y-pix+piT=7, @)
logo, quando x = ¥, teremos y = Y. Estas e outras proprie-
dades da regressao linear simples podem ser analisadas em
Murteira (1993), Reis (1998), Martins (2005), Pestana e Velosa
(2009), entre outros.

Contudo, salientemos que a reta obtida pelo método dos mi-
nimos quadrados para estimar y em funcao de x e a reta obtida

para estimar x em fung¢do de y nio sio, em geral, idénticas.
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3. A REGRESSAO LINEAR INVERSA
Podemos utilizar férmulas anélogas as apresentadas em (5)

para efetuarmos a regressdo de x em funcado de y obtendo

~

X; =®o + a1y, ®)

onde %) =X — X1y e A = z—;rxy. Invertendo a reta (i.e. resol-

vendo em fungdo de y; e trocando os papéis desempenhados
pelas varidveis), obtemos

i = Po + B1x;. ©

Os estimadores de Bo e B1 assim obtidos, supondo Ty #0

(pois caso r,, ~ 0 a reta de regressdo ndo terd qualquer senti-

do), serdo dados por:

= @ x-ay oy oz 18 4
= = == =Y =—=—=r_". (10
Bo 0 7 y—pix e 1 A s (10)

As retas (2) e (9) sdo coincidentes se e s6 se BO = Boe Bl =B
que, recorrendo as equagdes (5) e (10) s6 se verifica quando
r,=1V r,=-L 11)
Assim sendo, ambas as retas passam pelo mesmo ponto (X, %),
mas so se obtém a mesma reta (retas coincidentes) utilizando
os dois métodos se 0 médulo da correlagio for unitério (sen-
do os erros, nestes casos, todos nulos, uma vez que a reta pas-
sa precisamente por todos os pontos). Deste modo, a reta de
regressdo de y em fungéo de x, determinando os parametros
daretayy= BO + E1x que minimizam; (y; — g})z, serd distin-

ta (exceto se = 1) da reta obtida quando efetuamos uma

I’Xy

regressdo de x em fungéo de y, determinando os parametros

PP L o2 .
da reta X; =@y + #1y; que minimizam Y ; (x; — X;)". Esta di-
ferenga resulta da forma como definimos os erros nas duas

regressdes, pois enquanto na primeira os erros sdo medidos

paralelamente ao eixo das ordenadas (o erro é definido pela
diferenca entre o valor observado de y e o seu valor estima-
do condicionalmente a x, &; = y; — ¥;, cf,, ilustra o primeiro
gréfico da figura 1), na segunda os erros sdo medidos para-
lelamente ao eixo das abcissas (0 erro é definido pela dife-
renga entre o valor observado x e o seu valor estimado pela
regressdo em fungdo de y, &; = x; — X; , cf. segundo grafico
da figura 1). Desta forma, serd erréneo utilizar a regressdo
de y em fungdo de x para efetuar previsdes para x quando
conhecemos um determinado valor para y e, apesar de em
algumas aplicagdes a diferenca das duas retas poder ser di-
minuta, existem outras situagdes em que o erro pode assu-
mir valores elevados. H4, contudo, determinadas situa¢des
especificas para as quais se justifica a necessidade de utiliza-
¢do de regressdo inversa, como ilustram alguns modelos de
calibragéo (cf. Brown, 1993).

Os modelos de calibragdo estatistica (ou, por vezes, deno-
minados por previsdo inversa) sdo muito utilizados em qui-
mica, engenharia, bioestatistica e podem ser extremamente
tteis em algumas aplicagdes. Contudo, estas aplicacdes sdo
caracterizadas por contextos distintos dos que previamente
referimos. Consideremos, entdo, que a variavel y é medida
através de processo complicado (muitas vezes fora do nosso
alcance), dispendioso (em termos de tempo e/ou monetaria-
mente) mas que os seus resultados sdo extremamente preci-
sos (sem erros ou com erros negligencidveis em relagdo aos
erros de medicdo da varidvel x). A varidvel x é medida por
um processo simples, rdpido, e econémico mas que tem pou-
ca precisdo (obtemos valores aproximados). O objetivo é esti-
mar novos valores de y para alguns valores de x conhecidos.

Neste contexto, 0s erros a ter em conta no método de regres-

Figura 1: Definicdo dos

erros na regressao linear
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sdo linear deverdo ser ¢; = x; — X; (pois y; — ;i ~ 0) estiman-
do-se a regressdo J; = EO + Elxi utilizando os estimadores
apresentados na equagéo (10). Com esta regressdo podemos
estimar novos valores para y condicionados a valores conhe-
cidos de x. Os estimadores assim obtidos, sob determinadas
condi¢bes, gozam igualmente de boas propriedades. Osbor-
ne (1991) faz uma apresentagdo histérica da evolugdo destes
métodos, incluindo alguma discussdo sobre a problematica
inerente a sua utilizag3o.

Contudo, estes contextos especificos nos quais a utilizagdo
da calibragéo é frequentemente utilizada, ndo sdo abordados

no ensino secunddrio.

4. ESTIMAGCAO DE Y CONDICIONADO A X = Xg
Consideremos que se pretende estimar o valor de y quando
x assume o valor xp. Recorrendo a equacédo (2), regressdo de y
em fungdo de x, obtemos

PO s s

~ — = y

Y=PBo+P1xo=7— s—”rxyx + 5 Tu o0
X

x

2]

=7+ irw (xo — %), 12)

e recorrendo a equacdo (9), fungdo inversa da regressdo de x

em fungdo de y, obtemos

~:ﬁ —l—Ex zf—s—yr_lf—i—s—yr_lx
y=~PotpPrxo=y— 71, s Tn X0

X x

w«

Jxo—%). (13)

:y—‘,— ;rxy

A distancia entre as duas estimativas obtidas é dada por
~ S _ _
7 -9 = " Ix0 %] ' (14)

Xy
que depende do quociente entre o desvio padrdo de y e o de

Ty =T

x, da distancia entre xj e ¥ [0 que era espectdvel uma vez que
ambas as retas passam no ponto (¥,y)] e da distancia entrer,,
e r;l (que serd nula se|r,,| = 1, isto é quando a relagao linear
é perfeita e as duas retas de regresséo sdo coincidentes).
Conforme claramente ilustram os quatro exemplos retra-
tados na figura 2, onde sdo apresentadas as duas retas obtidas
utilizando conjuntos distintos de 200 observagdes (recorren-
do ao software GeoGebra), com coeficiente de correlagdo igual
a 0.95, 0.90, 0.80 e 0.70, podemos constatar a distin¢do entre
as duas retas, a diferenga entre o valor estimado de y obtido
pelas duas retas quando x assume o valor X, bem como o au-
mento desta distdncia com a diminuigdo da correlagdo entre

x e y e/ou o afastamento de xg relativamente a ¥.

.‘I

| PR —— \'}' ||.'J.I;.

Fpeemenmannnsponminmns

) S ———

Figura 2: Regressdo de y em funcdo de x versus

regressdao de x em fun¢do de y
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5.0 GEOGEBRA NO ENSINO DA REGRESSAO LINEAR
Gréficos andlogos aos representados na figura 2 podem ser
construidos em sala de aula com recurso ao software GeoGe-
bra, tendo a vantagem de poderem ser dindmicos, isto é, ao
alterarmos um ponto (ou um conjunto de pontos) visuali-
zarmos imediatamente as consequentes alteraces no coe-
ficiente de correlagdo e nas retas estimadas, bem como ao
mudarmos a coordenada Xy percebermos as consequentes
implica¢ées no valor de y estimado. Para este fim, no Geo-
Gebra, podemos exibir a Folha de Calculo e utilizar as duas
primeiras colunas (A e B) para definir as coordenadas dos
pontos a utilizar para a regressao linear. Com os pontos de-
finidos podemos criar uma lista de pontos (bastard selecio-
nar as coordenadas e, utilizando o botdo do lado direito do
rato, selecionar “Criar lista de pontos”). Desta forma serd
criada a listal (nome atribuido automaticamente pelo GeoGe-
bra, mas que pode ser facilmente alterado nas propriedades
da lista de pontos) que contém os n pontos que correspon-
dem ao nosso conjunto de dados (x;,y;). Podemos de segui-
da determinar o coeficiente de correlacdo, através do co-
mando CoeficienteCorrelagio[listal]; a reta de regressdo de y
em fungédo de x de acordo com a equacdo (2), recorrendo ao
comando RetadeRegressio[listal] e, no mesmo grafico, repre-
sentar a reta de regressdo de x em fungéo de y [cf. equagdo
(9)] utilizando o comando RegressiolLinearX[listal]. As duas
retas podem ser representadas por cores diferenciadas de
forma a podermos distingui-las facilmente. Assim, ao ser
alterado um ou mais pontos da listal, quer o coeficiente de
correlacdo quer as retas serdo automaticamente ajustadas a
nova nuvem de pontos, o que permitira visualizar facilmen-
te a diferenca entre as duas retas, que a sua intersecdo se
verifica sempre no ponto (¥,¥), bem como observar as alte-
ragdes no coeficiente de correlagdo. Em sala de aula, pode
explorar-se a sensibilidade do coeficiente de correlagdo, bem
como da reta ajustada, a alteragdes das coordenadas dos
pontos, em particular a existéncia de pontos mais afastados
(outliers e/ou observagdes influentes). Caso pretendamos
analisar igualmente os valores estimados para y para um
dado valor de x, bastard definir um ponto A [de coordena-
das (x9,0)] no eixo das abcissas e construir os segmentos de
reta paralelos ao eixo das ordenadas que liguem o ponto A
a cada uma das retas estimadas (sejam P; e P, os pontos das

retas com abcissa xg). As ordenadas dos pontos P; e P> cor-

respondem as estimativas obtidas com cada uma das retas
(valores 7 e o representados nos gréficos da figura 2). Para
melhor visualizar o valor das estimativas obtidas podemos
criar segmentos de retas paralelos ao eixos das abcissas que
liguem P; e P ao eixo das ordenadas (de forma andloga a
apresentada nos gréficos da figura 2). Com esta construgéo,
caso alteremos a abcissa xg do ponto A4, as estimativas obtidas
serdo automaticamente ajustadas, permitindo, desta forma,
observar as suas diferengas quando utilizamos valores para
Xo mais préximos ou mais afastados de %.

De referir que, no ensino da Estatistica, a utilidade do
GeoGebra ndo se restringe a regressdo linear, pois este softwa-
re pode igualmente ser utilizado no ensino de outros temas
da Estatistica, uma vez que permite determinar a média,
mediana, moda, varidncia, desvio padrdo e os quartis, bem
como construir tabelas de frequéncias e representar alguns
gréficos, tais como o diagrama de caule e folhas, o gréfico
de barras, o grafico de pontos, o histograma e o diagrama de
extremos e quartis. Por este motivo, o GeoGebra é uma ferra-
menta que pode perfeitamente ser utilizada com sucesso no
ensino dos conceitos elementares de Estatistica, quer no ensi-
no secunddrio quer no ensino béasico. Por outro lado, o facto
de este software possibilitar efetuar uma construcdo dindmi-
ca, tais construgdes permitem a exploracdo da sensibilidade
de algumas medidas (como, por exemplo, das medidas de
tendéncia central ou das medidas de dispersdo) a variagdes

do valor de uma ou mais observagdes.

6. MANUAIS ADOPTADOS NO ENSINO SECUNDARIO
Em diversos manuais adotados no ensino secunddrio é uti-
lizada a mesma reta de regressdo para estimar o valor de y
quando conhecemos um valor de x (condicionado a x = xq)
e para estimar o valor de x em fung¢do de um valor especifico
da varidvel y (y = y), 0 que ndo deveria ocorrer pelas razdes
previamente apontadas (ndo iremos incluir estes manuais
nas referéncias bibliograficas uma vez que é nosso objetivo
contactar diretamente com os autores desses manuais). Esta
confusdo parece derivar do desconhecimento de que as retas
sdo distintas. Sublinhemos que, dos manuais por nés consul-
tados, hd um que apresenta corretamente este tema e, partin-
do de um exemplo simples, explica aos alunos a razdo pela
qual ndo devem usar a mesma reta de regressdo em ambos os

casos, referindo:
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“A recta de regressdo, de equacgdo y = 0, 797x + 121, 282, foi
construida para, dado o peso x, em kg, de um jogador pre-
ver a altura y, em cm, do mesmo (. . . ). Os erros cometidos,
relativamente aos valores de y medidos e os valores pre-
vistos sdo os comprimentos dos segmentos de recta assi-
nalados na figura (. . . ). A equagdo da recta de regressdo é
determinada, utilizando ferramentas matematicas, de for-
ma a minimizar a acumulagido destes comprimentos (...).
Percebe-se assim, que é possivel utilizar a equacdo desta
recta para prever valores da altura dado o valor do peso,
mas, no entanto ndo se pode utilizar esta equagdo para
prever o valor do peso dado o valor da altura”

[Negra & Martinho, 2010, pp.181-182]

Mesmo quando no desenvolvimento teérico nada é re-
ferido acerca da distingdo entre estas duas retas, diversos
manuais apresentam exercicios para estimar um valor de x
condicionado a um valor de y = ¥y utilizando a regressao de
y em fungdo de x como se as duas regressées fornecessem o
mesmo resultado (de facto, tudo leva a crer que alguns dos
autores de manuais escolares desconhecam as diferencas
entre as duas retas obtidas). E, por este motivo, igualmente
do desconhecimento de alguns professores do ensino secun-
dario a existéncia das referidas diferencas, razdo pela qual é
importante divulga-las de forma a serem efetuadas as corre-
¢des necessarias nos manuais, bem como alertar e clarificar o
corpo docente para esta situagao.

Por outro lado, pretendemos igualmente salientar que a
exploracdo de exemplos dindmicos em GeoGebra, software ja
utilizado por muitos docentes em diversos contextos da Ma-
temadtica, torna intuitiva a diferenca entre os dois métodos.
O célculo das duas retas é automatico e, alterando os valores
da nossa amostra (presentes na folha de calculo do GeoGebra),
permite visualizar a consequente alteracdo (sensibilidade)
das retas, bem como dos valores estimados pelos dois mo-
delos, razdo pela qual nos parece uma ferramenta adequada
para o ensino da regressdo linear, permitindo atingir com
sucesso todos os objetivos estipulados no programa de Mate-

matica do ensino secundério.
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JA ARRANCARAM AS 31.As OLIMPIADAS
PORTUGUESAS DE MATEMATICA

Depois de um ano letivo em que Portugal superou todas as ex-
pectativas nas competi¢des internacionais de matemdtica, chegou
o momento de preparar terreno para mais uma edigdo das Olim-
piadas Portuguesas de Matemdtica (OPM). A primeira etapa desta
competicdo, que no ano passado reuniu cerca de 58 mil participan-
tes, decorreu no dia 7 de novembro. Nesta primeira eliminatéria
participaram cerca de mil escolas inscritas nas diferentes catego-
rias - Categorias Junior (6.° e 7.° anos), A (8.° e 9.° anos) e B (10.°,11.°
e 12.° anos). No mesmo dia realizou-se também a prova tnica das
Pré-Olimpiadas (5.°ano). No dia 9 de janeiro, na segunda elimina-
téria da competicdo, serdo apurados os finalistas que, entre 14 e 17
de margco, disputardo o ouro, a prata e o bronze na Escola Bésica
e Secundadria de Albufeira, a escola anfitriad da final nacional desta
31.7 edicdo das OPM. Um bom resultado na final pode garantir
0 acesso a um lugar nas equipas que representardo Portugal nas

competi¢des internacionais.

MAIO E MES
DE MINI-OLIMPIADAS

Os mais novos terdo também opor-
tunidade de participar nas OPM no
préximo més de maio, altura em que
se realizard a prova tinica das Mini-
-Olimpiadas, dirigidas aos 3.° e 4.°
anos. As inscri¢cdes podem ser efetua-
das até 30 de abril de 2013 no site http://
mopm.mat.uc.pt/MOPM/index.php.

COLOQUIO EM LISBOA CELEBRA
OBRA DE BENTO DE JESUS CARACA

Bento de Jesus Caraca foi um dos maiores nomes da cultura cientifica
portuguesa na primeira metade do séc. XX e a ele se deve a publicagdo
de vdrias obras de divulgacdo de ciéncia. Para comemorar os 70 anos
da publicacdo dos célebres Conceitos Fundamentais da Matemdtica, a SPM,
em conjunto com a Fundagdo Mdrio Soares, organizou o coléquio “Os 70
anos dos Conceitos Fundamentais da Matemitica de Bento de Jesus Caraca”.
O encontro, que decorreu no dia 25 de outubro no Instituto para a Investi-
gacdo Interdisciplinar da Universidade de Lisboa, contou com a presenca
de diversos oradores cujas contribui¢es incidiram sobre a vida e a obra
de Bento de Jesus Caraca, um dos fundadores da SPM. Esta iniciativa do
Semindrio Nacional de Histéria da Matemadtica da SPM contou com o
apoio do Centro de Matematica e Aplicagdes Fundamentais e da Funda-

¢do Calouste Gulbenkian.
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MATEMATICA PARA MIUDOS
E GRAUDOS NA SIC NOTICIAS
E NA SIC K

Estreou no passado dia 13 de outubro, na SIC Noticias,
o “Isto é Matemadtica”, um programa inovador e dinamico,
conduzido por Rogério Martins, diretor da Gazeta, em que
este mostra de forma clara e simples como a matematica faz
parte de tudo aquilo que nos rodeia. Um novo episédio pode
ser visto todos os sdbados as 20h50, na SIC Noticias, e revis-
to noutros horérios ao longo da semana (domingos, as 8h50,
tercas-feiras, as 15h50, quartas-feiras, as 4h30 e sextas-feiras,
as 9h50). Entretanto, o “Isto é Matemadtica” passou também
a ser transmitido no canal SIC K, dirigido a um ptiblico mais
jovem, as quintas-feiras pelas 16h50, e também com vdrias
repeti¢des durante a semana. Os cibernautas podem ainda
acompanhar o programa no canal do “Isto é Matemadtica” no
YouTube, em http:/fwww.youtube.com/user/istoematematica, e
ficar a par de todas as suas novidades na pagina facebook.com/
istoematematica. Este é um projeto da SPM, produzido pela
Sigma 3, com o apoio do COMPETE e do Ciéncia Viva.

INSCRICOES ABERTAS PARA
PREMIO PEDRO MATOS

A SPM apoia mais uma edi¢do do Prémio Pedro Matos, uma ini-
ciativa dirigida a estudantes do ensino secunddrio, que tem como
objetivo fomentar a criatividade e o interesse pela matemadtica e
suas aplica¢des, bem como descobrir jovens talentos. As inscri¢des
para a quinta edicdo deste concurso estardo abertas até ao dia 17 de
abril e os participantes devem entregar os seus trabalhos até 17 de
maio. Os estudantes podem candidatar-se individualmente ou em
grupo e podem ainda contar com a colaboracdo de um professor do
ensino secunddrio, a quem caberd o papel de orientador. A entrega
de prémios realizar-se-d no dia 11 de julho. Este Prémio, criado e

organizado pelo Instituto Politécnico de Leiria, é uma homenagem

a Pedro Manuel Amado Roque de Matos, professor e investigador

& Tinve I|1.'ig:a A mtilidade da matemiatica!
L

de mérito da Escola Superior de Tecnologia e Gestdo do Instituto Joasd
Politécnico de Leiria. e fornal spm
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MAT-OESTE
REGRESSA

EM JULHO DE
2013

A “Matematica na Enge-
nharia” serd o tema em
destaque na quinta edigdo
do Mat-Oeste, organiza-
do pelo Departamento
de Matematica da Escola
Superior de Tecnologia e
Gestao do Instituto Poli-
técnico de Leiria e apoiado
pela SPM. Este encontro,
dirigido a docentes e pu-
blico em geral, decorrerd
no més de julho e promo-
verd a discusséo e partilha
de ideias no ambito das
mais diversas vertentes
da matematica. Para além
das atividades relacio-
nadas com o Mat-Oeste,
os participantes poderdo
assistir a entrega dos pré-
mios da 5.% edigdo do Pré-
mio Pedro Matos.

DELEGAGAO REGIONAL SUL E ILHAS DA SPM
PROMOVE “UM CONTO QUE CONTAS”

Os alunos do 1.° a0 12.° ano de escolaridade das escolas de todo o Pais estdo con-
vidados a participar no concurso “Um Conto que Contas”, que consiste na es-
crita e ilustragdo de um conto que envolva contetidos matematicos. O concurso,
organizado pela Delegacio Regional do Sul e IThas da SPM, tem como principais
objetivos fomentar hdbitos de leitura e de escrita, promover a articulagdo entre
diversas areas do saber, desenvolver a capacidade de expressdo e comunicacdo
e estimular a imaginacdo. Os participantes podem concorrer individualmen-
te ou em grupo a uma de oito categorias e de acordo com os respetivos ciclos
de ensino. Os contos a concurso devem ser enviados até ao dia 15 de margo.
Os melhores trabalhos serdo premiados tendo em conta a qualidade dos conteti-
dos matematicos, o dominio da lingua, a originalidade, a criatividade, o encade-
amento l6gico narrativo, etc. “Um Conto que Contas” tem o apoio da Universi-
dade de Evora, da Fundagao Lufs de Molina, do Centro de Investigagdo em Ma-
temética e Aplicagdes da Universidade de Evora, do Centro de Matematica Apli-
cada e Tecnologias de Informagdo da Universidade dos Agores e da Delta Cafés.
O regulamento do concurso pode ser consultado em http:/fwww.spmsul.uevora.

pt/concurso.htm
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CONCURSO “SABER PORQUE” POE ESTUDANTES A PROCURA DE RESPOSTAS

52
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MATEMATICA RECREATIVA EM
DESTAQUE EM PONTA DELGADA
NO MES DE ABRIL

A utilizacdo de jogos, puzzles ou quebra-cabegas
para o desenvolvimento do raciocinio matemd-
tico é uma prdtica com séculos de existéncia e
continua a ganhar terreno na atualidade. A de-
nominada Matemadtica Recreativa retine cada vez
mais adeptos e estard em destaque entre 3 e 6 de
abril do préximo ano na Universidade dos Agores,
em Ponta Delgada, no Recreational Mathematics
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O concurso “Saber Porqué” pretende envolver
alunos e professores do 3.° ciclo do ensino bdsico e
do ensino secunddrio num desafio de perguntas e
respostas. No dia 10 de cada més serdo colocadas
no site do Ministério da Educagéo e Ciéncia (MEC)
perguntas sobre ciéncia a que os alunos, sob
orientagdo de um professor, serdo convidados a
responder num video de trés minutos. Os melhores
trabalhos de cada més serdo divulgados no site do
MEC e na pagina “Saber Porqué” no Facebook.
No final do ano letivo as melhores respostas a nivel
nacional serdo premiadas. Este concurso é dinamizado

pelo MEC, no ambito do programa “O Mundo na Escola”.

Colloquium III. Durante o encontro, diversos ora-
dores nacionais e estrangeiros com trabalho desen-
volvido na drea dardo o seu contributo a discussdo
sobre a Matematica Recreativa. Simultaneamente,
a Universidade dos Acores acolherd o Board Game
Studies Colloquium XVI, uma iniciativa da Inter-
national Society for Board Game Studies que todos
0s anos retine académicos, historiadores, matema-
ticos, inventores de jogos, colecionadores, entre
outros, para partilha de conhecimentos sobre jogos
de tabuleiro. Este col6quio, que jd passou por pai-
ses tdo distintos como a Holanda, os Estados Uni-
dos da América, o Brasil ou Israel, regressa agora
a Portugal na sua 16 edicdo. Ambos os encontros
sdo organizados pela Universidade dos Acores e
pela Associagdo Ludus e contam com o apoio da
SPM, da Associagido de Professores de Matemati-
ca, do Ciéncia Viva, da Fundagdo para a Ciéncia e
Tecnologia e da Gradiva. Mais informagoes sobre
estas iniciativas em http://ludicum.org/.



CONCURSOS ANIMAM MATEMATICA DO PLANETATERRA 2013:

PLANETA MATEMATICO 2013

A Universidade de Coimbra estd a organizar o
“Planeta Matemadtico 2013”, um concurso dirigido
a professores dos ensinos bdsico, secunddrio e su-
perior, que tem como objetivo a concecdo de um
jogo de tabuleiro - o “Planeta Matemdtico 2013” -
que apresenta questdes matemadticas relacionadas
com o planeta Terra. Este inclui provas de cultura,
habilidade, sorte e estratégia. A elaboracédo do jogo
serd precedida de um concurso em que serd sele-
cionado um conjunto de cartdes, compostos por
desafios para quatro categorias distintas. A ver-
sdo final do jogo terd uma edigdo digital e, even-
tualmente, uma edigdo em papel. A submissdo de
contribui¢bes para concurso deve ser feita até ao
dia 31 de janeiro. Este concurso é organizado pelo
Departamento de Matemadtica da Universidade de
Coimbra (UC) e conta com o apoio do Centro de
Matematica da UC e do Museu da Ciéncia da UC.
Mais informagdes em http:/[www.uc.pt/fctuc/dmat/
divulgacao/PM2013.

EXPOSICOES MPE2013

Também no &mbito da iniciativa Matemética do Pla-
neta Terra 2013 (MPE2013, sigla em inglés), foi langa-
do um desafio a escala internacional para a constru-
¢do de médulos fisicos ou virtuais que irdo compor
exposicoes que serdo posteriormente apresentadas
em museus ou escolas para divulgar o MPE2013.
Os trabalhos podem ser apresentados em diferen-
tes formatos (imagens, filmes, programas, médulos
fisicos) e elaborados segundo quatro temas cen-
trais: “A planet to discover”, “A planet supporting
life”, “A planet organized by humans” e “A planet
at risk”. Os melhores exemplares serdo premiados
e expostos nos museus associados ao MPE2013.
Os trabalhos devem ser submetidos a concurso até
20 de dezembro, individualmente, por equipas, ins-
tituicdes, escolas ou organizacdes sem fins lucrati-
vos. Mais detalhes sobre esta competi¢do podem ser
consultados em  http://mpe2013.0rg/public-events/
competitions].
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PROJETO KLEIN EM LINGUA
PORTUGUESA RECEBE CONTRIBUICOES
ATE 15 DE DEZEMBRO

O Projeto Klein em Lingua Portuguesa convida professores e in-
vestigadores a submeterem “pequenos artigos Klein” no ambito do
“Klein Project for the 21st Century”, uma iniciativa da International
Mathematical Union e da International Commission on Mathema-
tical Instruction. Os textos, escritos em portugués, devem ter entre
duas e quatro paginas e abordar tépicos relevantes da matematica
relacionados com conhecimentos ao nivel do ensino secunddrio ou
que expliquem aplicagdes modernas significativas da matematica.
As propostas devem ser enviadas até 15 de dezembro, em formato
PDF para artigo.klein@sbm.org.br. O “Klein Project for the 21st Cen-
tury” tem como objetivo editar um livro dirigido a professores, tra-
duzido em mais de 10 linguas, sobre a importancia da investigacdo
em matematica e a sua ligacdo aos contetddos lecionados ao nivel
do ensino secunddrio. Os artigos selecionados no ambito do Projeto
Klein em Lingua Portuguesa poderdo ser indicados para o “Klein
Project for 21st Century”.
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EMS MONOGRAPH
AWARD DISTINGUE
MONOGRAFIAS

Atribuido a cada dois anos pela Eu-
ropean Mathematical Society, o EMS
Monograph Award pretende distin-
guir monografias relacionadas com a
matemdtica cujo contributo seja con-
siderado relevante para a drea. O pré-
mio tem um valor monetério de dez
mil euros e a monografia distinguida
serd publicada pela EMS Publishing
House. Os trabalhos podem ser sub-
metidos a concurso até 30 de junho.
Mais informacdes em http://wwuw.ems-
-ph.org/EMS_Monograph_Award.php

EUROPEAN
MATHEMATICAL
SOCIETY APROVA
CcODIGO DE BOAS
PRATICAS

O comité executivo da European Ma-
thematical Society aprovou no més
de outubro um Cédigo de Boas Pra-
ticas elaborado pelo Comité de Etica
da sociedade. O documento em ques-
tdo é composto por uma série de re-
comendacgdes para autores, editores,
referees e utilizadores de dados biblio-
métricos, em particular para os que se
encontram estabelecidos na Europa, e
também para todos os que se interes-
sam pela publicagdo, disseminagéo e
avaliacdo de conteddos relacionados
com a investigacdo em matemadtica.
O Cédigo de Boas Praticas estd dis-
ponivel para consulta em http:/fwwuw.
euro-math-soc.eu/system/files/ COP-ap-
proved.pdf
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DUAS MAOS CHEIAS DE IMENSO

Escreveu Irene Lisboa um conto infantil cujo titulo ficou
célebre: “Uma Mao Cheia de Nada, Outra de Coisa Nenhuma”.
Apetece dizer, contrariando-a, que a direccio da SPM tem

hoje ambas as méaos cheias de imenso.

ﬁ primeira mao estd cheia. As elei¢des para a direcgdo

a SPM foram em Julho passado. Foram renovados

0s corpos gerentes mas assegurada a continuidade do tra-
balho, em particular com a manutengdo do presidente.
A mao da anterior direcgdo estd cheia de sucessos: a Esco-
la de Verdo de 2011, o Encontro Nacional de 2012, o Cen-
tro de Formac&o, o envolvimento e apoio no Campeonato
Nacional de Jogos Matematicos, e, na minha opinido, o mais
extraordindrio feito: os sucessos internacionais cada vez
mais impressionantes dos nossos jovens nas Olimpiadas In-
ternacionais. Ficamos todos orgulhosos dos nossos jovens
Miguel Santos, Miguel Moreira, Jodo Lourengo, Luis Duarte
e Francisco Andrade pelas medalhas de ouro, prata, bronze
e mengdo honrosa nas IMO. Orgulhosos sobretudo porque
sabemos que estes prémios ndo sdo fruto do acaso, mas do
trabalho sério e do profundo esforgo que eles desenvolvem
com o generoso e fundamental apoio da equipa ligada ao
Projecto Delfos, da Universidade de Coimbra. E porque, 70
anos depois do comovente desabafo de Aniceto Monteiro
nesta mesma Gazeta, temos a sua e a nossa maior vitéria:
“uma juventude estudiosa consagrando inteiramente a sua

vida e o seu entusiasmo a matemadtica”.

Finalmente, tivemos a intervenc¢do civica da SPM nos
debates sobre um dos maiores problemas do pafs — a Edu-
cagdo. Ndo é certamente por acaso que o anterior presi-
dente da direc¢do da SPM é hoje ministro da Educagéo, e
um grande matemadtico e académico, membro regular dos
corpos gerentes da SPM, secretdrio de Estado do Ensino
Superior.

Hé crise? Pois hd. Mas, pela primeira vez em muitos
anos, hd também razdes para ter esperanca. O valor no
ponto pode ser baixo, mas a derivada é positiva.

A segunda mado, também ao contrdrio da de Irene Lis-
boa, estd a transbordar. Além de pretender continuar todo
o trabalho de sucesso da anterior direc¢do, a actual tem
ideias préprias sobre o caminho que quer construir. O pri-
meiro sucesso € ja fruto do notdvel trabalho realizado pelo
conselho editorial da Portugaline Mathematica, que faz agora
parte do indice ISI. Todos os matematicos portugueses tém
assim a mais forte razdo para a considerar seriamente para
publicagdo dos seus trabalhos.

Mas hd mais projectos. A matemdtica mudou muito des-
de que a SPM foi fundada em 1940. Uma das facetas mais

visiveis dessa transformagdo foi o surgimento institucional
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da chamada Matemética Industrial ou Aplicada. A prépria
SIAM foi fundada apenas em 1951. Reconhecendo a impor-
tancia crescente do envolvimento da matemaética e dos mate-
maticos no processo de 1&D ab initio e ndo apenas como fer-
ramenta, a SPM esforcar-se-d neste biénio por reunir as en-
tidades interessadas e envolver-se activamente neste ramo.

2013 serd o ano da Matemdtica para o Planeta Terra
(http://mpe2013.0rg/), uma actividade de dmbito global. A
SPM, parceira institucional, estd directamente empenhada
em fazer desta ocasido uma oportunidade para aumentar a
consciencializagdo ptiblica do papel determinante que ela
tem no planeta Terra e, portanto, nas nossas vidas. Iremos
fazer muito: estdo previstas participacdes activas em livros
e conferéncias. A Escola de Verdo 2013 terd este leitmotiv.

A SPM dedicard ainda mais atencado a investigagdo, cuja
actividade teve um desenvolvimento explosivo em Portu-
gal nos tdltimos 20 anos. Um dos projectos que nos enchem
a segunda méao é o de criar um prémio muito significativo
para jovens investigadores portugueses com trabalhos pu-

blicados de nivel excepcional. O leitor certamente conhe-

cerd um prémio internacional criado nos anos 30 do século
passado com estes tragos. Chegou a altura de darmos este
salto em Portugal.

Finalmente, e embora estritamente saia fora do biénio
para o qual esta direc¢do foi mandatada, hd uma dupla efe-
méride que a SPM nédo pode deixar de comecar desde ja
a preparar. 12 de Dezembro de 2014 marca o 100.° aniver-
sario do nascimento daquele que Monteiro considerava “o
maior matemadtico portugués do século XX”, José Sebastido
e Silva, que tdo cedo nos privou da sua sabedoria e que ndo
pode deixar de ser condignamente recordado. Exactamente
um ano depois, a 12 de Dezembro de 2015, celebra-se o0 75.°
aniversdrio da fundacdo da SPM. A préxima direcgdo terad
assim muitos motivos para celebrar todo esse ano e, seja ela
qual for, encontrard ja muito trabalho feito.

Temos assim, para dois anos, duas méaos cheias de imen-
50. Sdo projectos ambiciosos? Sem didvida. Mas sabiamente
dizia j4 Miguel Angelo que o problema ndo é termos ob-
jectivos elevados e ndo os atingirmos: é termos objectivos

baixos e atingirmo-los.

Ja e socio da SPM?

SOCIEDADE | PORTUGUESA DE MATEMATICA

Conhega as vantagens e saiba
como aderir em www.spm.pt
ou através do numero 217 939 785

Cansulte também as condigfes para os socios instituclonais (Departamentos, Faculdades, ESES, Politécnicos, etc.)
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POLITICA EDITORIAL DA GAZETA DE MATEMATICA:

Gazeta de Matematica continua a ser, tal como
contece desde a sua fundagao em 1939, o prin-

cipal elo de ligacdo da Sociedade Portuguesa de Ma-
temadtica com a comunidade matemaética portuguesa.

A Gazeta de Matematica é uma publicagdo essen-
cialmente de divulgagdo da cultura matemaética. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matematica
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela
matematica.

A Gazeta de Matematica publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secgbes
permanentes.

Incentivamos 0s nossos leitores a enviarem textos
para publicagdo na Gazeta de Matemdtica. Damos
preferéncia a artigos curtos (4 a 6 paginas) sobre temas
que tenham interesse para o nosso ptblico: algo rela-

cionado com um tema de investigacdo que possa ser
explicado a comunidade matematica em geral, algum
aspecto curioso de matemdtica menos conhecido, uma
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor
ou simplesmente algo que tenha uma ligagdo com o
mundo matematico.

Os artigos poderdo ser submetidos a apreciagao de
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um
parecer sobre a sua adequagao para publicacao na Ga-
zeta de Matematica.

Os textos podem ser submetidos em
LaTeX ou em Word (com uma versdao em PDF). No
caso de o documento conter muitas férmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereco:
gazeta@spm.pt.

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2012

Preco Assinatura
de Capa s Assinatura Assinatura
(avulso) + Gun?e-Bls'sau' Resrorde para sécios deiA\ ou'o
portes de Portugal Europa S.Tome e Principe Mundo SPM pol

AR Timor Leste

4.2€ 12€ 15€ 12€ 17€ 0€ >17.5€

A SPM disponibiliza na pdgina http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informagdo sobre emprego e carreira
para matemdticos. As pessoas interessadas em incluir antincios neste site devem enviar um email com os dados para
imprensa@spm.pt

VISITE O SITE DA SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

E O DA GAZETA DE MATEMATICA

Sociedade Portuguesa de Matematica © Av.da Republica 45,3° esq. ® 1050-187 Lisboa ® Telf:21 793 97 85 e Email: spm@spm.pt
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