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Generalizacion

por Alfonso

a la esfera dei

teorema de Pitagoras

de Urquijo

(aluno de la «Escuela de Ingenieros Agrénomos» de Madrid)

Damos a continuaciem el enunciado y demos-
tracion de un sencillo teorema de Geometria esfé-
rica, del cual no tenemos referencia, a pesar de
las indagaciones hechas.

«Dado un triangulo esférico rectangulo en A ,
si consideramos los cuadriladteros construidos
sobre la hipotenusa y ambos catetos, formados
por los trés lados, y el arco de circulo maximo
cuyo polo es el vértice opuesto al lado en cues-
tion, se verificaque el area del cuadrilatero esfé-
rico formado sobre la hipotenusa, es igual a la
suma de las areas de los cuadrilateros formados
sobre los catetos.»

El exceso de un cuadrilatero esférico, o sea su
area, como es sabido, es la suma de sus angulos
menos cuatro rectos. Veamos cual es el area del
cuadrilatero BCNM construido sobre la hipote-
nusa. Losangulos en M y N son rectos, por pasar
AM y AN por el polo A . Elangulo NCB es su-
plementario de C, el CBM, lo es del B.

Luego S,=S (BCNM) =2+ (2-5)+(2-C)-4=
=2—IB+C). Elarea de ABPQ serda :angulos en
P y Q rectos, angulo QAB es tambien recto, por

ser suplementario del A , y angulo ABP suple-
mentariodel.5, luego S, = S(ABPQ)=Z +(2-B)—
—+=1-B. Analogamente S,=S(ACRT)=1-C.
Luego S=S, + S.

Puede ocurrir que alguno o algunos de los cua-
drilateros que se formen sean cdncavos, nuestro
teorema es igualmente valido en estos casos, sin
mas que orientar el perimetro de los cuadrilate-
ros en un sentido ciclico, teniendo en cuenta el
principio de GAUSS para los signos de las areas.

Por «altimo, si el triangulo no es
efectuadas construcciones anélogas,
seguiente teorema:

rectangulo,
resulta el

«El &rea dei cuadrilatero construido sobre un
lado, es igual a la suma de las areas de los cua-
drildteros construidos sobre los otros dos lados,
menos el &rea del huso que tenga por angulo
un recto menos el opuesto al lado en cuestion».

S,=S, + S—ffm-A

La demostracion es immediata.

Sumando S,=S,+ S—H,_,
= S, -fS,,—tfoo-B
S—S,,+Si, HCQ-C

S,+S,+S,=fim-A+ ffm-B + Hm- c—

Es decir que la suma de las trés areas es equi-
valente al area de un huso cuyo angulo vale un
recto menos el exceso dei triangulo dado.
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Noticia dum problema de geometria
e duma  memoria de Euler
por Hugo Ribeiro

(Bolseiro do Instituto Para a Alta Cultura, em Ziirich)

Encontrar todos os triangulos de lados e media-
nas racionais. Aqui estda um problema que, a
avaliar pelo enunciado, todos julgardo ter com-
preendido, mas ninguém (se estou, como julgo,
bem informado) entendeu ainda perfeitamente.
Jacobi ocupou-se desta questdo e Euler escreveu
sdbre ela, pelo menos, duas memdérias em latim
e uma terceira, posterior, em lingua francesa.
E esta Gltima que me proponho resumir aqui.
Euler da aqui um processo muito geral para en-
contrar triangulos de lados e medianas racionais.
Mas o que se nao sabe, ainda hoje, é se éste
processo fornece todos os triangulos com esta
propriedade: nédo se conhece um exemplo dum
tridngulo com esta propriedade que ndo possa
obter-se por aquéle processo, nem se demonstrou
a inexisténcia de um tal exemplo. Logo no inicio
desta memoéria, que com o titulo «Probléme de
géométrie résolu par I'Analyse de Diophante» foi
publicada em 1820 no tomo V11 (1815-1816) das
«Mémoires de I'"Académie des Sciences de S."Pé-
tersbourg», pag.3-9 (e vai reaparecer agora num
dos volumes da ja monumental edicdo das obras
completas de Euler promovida pela Sociedade
Helvética das Ciéncias Naturais), diz-nos o pro-
prio autor: «J'ai déja donné, adifférentes reprises,
des solutions de ce probléme, sans qu'aucunne
m'ait entiérement satisfait. Celle que je présente
ici réunit, a beaucoup d'élégance, la plus grande
généralité.» .

Vejamos mais de perto o que fez Euler com a
preocupacdo de encararmos 0o seu método cujo
interésse se sobrepfe ao proéprio interésse do
problema: Se 2x, 2y, 2z, r, g, p representam
respectivamente as medidas dos lados e das me-

dianas respectivas dum triangulo, as equacdes
fundamentais sé&o: p'=2x*+2y'—s, q2=2x* +
+ 28—y, r=2y"+2s—x" (Euler nota aqui, o

que nédo interessa porém a sua resolucdo, que o
triangulo de lados 2p, 2gq, 2r tem as medianas
35, 3y, 3*-). Um sistema equivalente é pz—q? =
=3(jy*-2°),pZ.,Z.. "N )i..Z2Z, 1r2=2jv+2,2-*2.

E, se se faz intervir a condi¢do (que todas as

solucdes do problema pdsto devem verificar) de

que se y e s sdo racionais p e q sdao também

racionais, por-se-d4o as duas equagdes seguintes

(que substituem aquela primeira) q+p=3—(y—s)
b

e p—q=—(y+2z) onde a e b sdo parametros
a

tais que a/b é racional. Obtém-se entdo o sistema

PHO-S%(y-*), p-a=*-(y+%, 8=

b* «:
e o problema pdsto é agora Ode encontrar, para
cada par a, b (alb racional), dois nimeros racio-
y e s tais que x e r dados pelas duas ultimas
equacbes sejam racionais. Se se fazem as substi-
tuicdes y+s=a Cc+d), e y—z = b(c—d) tem-se
p+qg=3alc —d), p—q=Db(c +d), — = c*+d +
a
H cd, — =c'+a’ ") cd
20° 62 2e’
curar-se-ao para cada par a, b (agora a e b racio-
X* y*
nais) c e d tais que — ¢ — sejam quadrados de

e pro-

ndmeros racionais. Esta Gltima questdo resolve-a
Euler auxiliado pelo seguinte lema (com cuja de-
monstracdo éle comeca asua memdria): Dois ni-
meros da forma A2+2PAB+B* e A" + 2QAB+B’
serdo sempre quadrados quando A =4.(P +Q) e
B=(P—Qf—4. De facto, nas condi¢fes da hip6-
tese, o produto dos dois niumeros é o quadrado
de A+(P+Q)AB—B e o primeironimero é o
quadrado de (P —Q) (3P + Q) —4 (o segundo
ndmero sera, pela simetria, o quadrado de
(E?>—P)3Q +P)-4). A aplicagdo déste lema per-
mite, de facto, a resolucdo da Gltima questdo e
portanto a determinacdo dos tridngulos nas con-
bi—ba’

di¢des requeridas: Sera A =c, B”d, P-=

4a-
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e Q= —

os calculos utilizando um corolario do seu lema
e encontra, por exemplo, para a=2 e 6= 1,
* = 202, y=377/2 e «=619/2.

O método consiste aqui na introducdo de para-
metros e na determinacdo de x,y ,s, p,q,r
como func¢des racionais destes parametros capa-
zes de se substuirem as equacdes fundamentais.
E éste método aplicado por Euler sistematica-
mente e magistralmente (na opinido do professor
Fueter, um dos prefaciadores da edicdo das obras

Euler simplifica esta aplicacdo e

Duas demonstracdes

por J.

completas de Euler) a téda uma série de pro-
blemas que parece terem sido demasiadamente
esquecidos e deverem retomar-se dum ponto de
vista moderno pelos matematicos danova geracao.

Quanto a indicagbes bibliograficas para éste
problema do tridangulo sé posso dar, além das
obras completas de Euler, especialmente os Ille
V vols, da série |.", um artigo, que nao li, de
P. V. Schaewen, «Dreiecke mit rationalen Seiten
und rationalen Seitenhalbrérenden», na revista
«Zeitschrift ffir die Realschulwesen», 40, 1915,
péag. 145,

de um mesmo [acto

Albuquerque

(Bolseiro em Roma do Instituto para a Alta Cultura)

Seja y=f(x) uma func¢édo real de varidvel real
definida num intervalo (o ,b) extremos incluidos.
Vamos demonstrar o seguinte importante teo-

rema:

Teorema 1. Se f(x) écontinua no intervalo (a, b)
extremos incluidos, e nos extremos do intervalo
toma valores ndo nulos de sinais  contrarios, entdo
f (x) anula-se, pelo menos num ponto interior ao

intervalo.

Por hipotese fix)é continua relativamente ao
intervalo (ab), num dos extremos, por exemplo
em a. Isto significa que se tomarmos uma vizi-
nhanca V,,, do pontof(a), existird uma vizinhanca
V, do ponto a, tal que: f[V e(@,b)]czV,...

Supondo-se f(a)=j=0, existe sempre, entre os
numeros f (a) e zero, outro nimero real com o
sinal de f(a).Consideremos entdo as vizinhan-
¢as V., que sdo os intervalos [/(a)—k,f (a) + K],
extremos incluidos, onde 0< k< |f (&) \

A cada uma dessas vizinhangas corresponde,
devido a continuidade de / no ponto a, uma vizi-
nhang¢a V, do ponto a, talque: f[V.,{a,b)]cV,,, ,
isto é, tal que se xif, «(a,b) entdo / (x) tem o
sinal de fia).

O conjunto V.,-(a,b) é um intervalo
extremos incluidos, podendo ser A>0
ou entdo h < 0 se for a> b.

A continuidade de f (xX) em a, assegura-nos a
existéncia de um intervalo (a, a+ h) tal que se
xe(@ ,a + h) extremos incluidos, sera f(x) do sinal
de /' \a).

(a,a+h)
sefor a<b,

Consideremos todos os intervalos (a, a+ h) de
comprimento \h\ que gosam da propriedade indi-
cada.

Temos (a ,a + h)=V, (a,b)d(@ ,b) e portanto
o intervalo (aaa +h) é formado s6 de pontos do
intervalo (a ,b). Como f(b)é de sinal contréario
ao de /(0), todos os intervalos (a,a +h) tém o
extrémo a+ h, interior a (a ,b).

O comprimento |h\ déstes intervalos admite
um limite superior que representaremos por |\\
e que serd o comprimento do intervalo (« ,0+C),
intervalo limite da familia de intervalos (o ,a+ h).
O intervalo (a,o +C) estd contido no intervalo
(a,b); o ponto a+1, a primeira vista podera
coincidir com o ponto b: veremos ja& a seguir
que nao.

E neste momento que intervém a hip6tese da
continuidade da funcdo /(x) noutros pontos de
(a, b) além do ponto a. Para prosseguir a demons-
tracdo é necessario que a fungdo seja continua no
ponto a+ C.

Com efeito, se a funcdo é continua no ponto
a+1l, sendo a-\-\\ um ponto de acumulagdo do
conjunto de pontos a+ h,
ffiatD *° P°"*°
uma vizinhanga V , ~do ponto a+1, tal que:

flv.,...{a,b)]dvVv

para cada vizinhanca
/("™ +£) pode determinar-se

IR

Isto significa que se a+1 é ponto de acumu-
lacdo do conjunto de pontos a+h, entdo /(o +C)
serda ponto de acumulacdo do conjunto de pontos
f(a+h). Conclui-se portanto que / (a+ 1) tera o



sinal de f (a+ h) e portanto Osinalde / (a). Como
f(b) tem o sinal contrario necessariamente a+ |
¢ um ponto interior ao intervalo (a, b).
Suposemos que / era continua em a e a+ |,
fomos levados a concluir que a+1 é interior a
(a ,b). Suponhamos que a funcdo era sé continua
nos pontos interiores ao intervalo (a, b) e no
extremo a: neste caso o ponto a+ | poderia coin-
cidir com b, e ndosendo a fung¢do continua nesse
ponto ja& nada obrigava f (a+1) a ser ponto de
acumulacdo do conjunto de pontos f {a+ h), nada
obrigaria pois f (a+ 1) a ter o sinal de / (a); seria
portanto /(a+1)=f (0) e a fun¢do poderia ndo se
anular em nenhum ponto de (a, b). Vo6-se pois
que é imprescindivel que a funcdo seja continua
no ponto b, e a continuidade de / (xX) no ponto
b, é implicitamente estabelecida quando se supde
a continuidade no ponto a+l, a-pesar-de se con-
cluir logo em seguida que a+1 é interior a (a ,b)

Entdio f(a+ Q) tem o sinal de f(a) e a+ 1 €& inte-
rior ao intervalo (a,b).

Consideremos agora um ponto situado entre
atl e o ponto b. No intervalo (at+lx,) existe
sempre um ponto onde a funcdo tem o sinal de
/(€), porque no caso contrario |l | naoserialimite
superior de |h\. Entdo qualquer vizinhanca do
ponto a+ | possui um ponto onde a fun¢do toma
o sinal de f(b);a+ 1| & ponto de acumulagdo de
um  conjunto de pontos em cada um dos quais a

funcao f tem osinal de i (b).
Intervém de novo a continuidade de / no ponto
a+l, e de um modo analogo ao de ha pouco,

f{a+1) é ponto de acumulacdo de um conjunto
de pontos em cado um dos quais a fungdo / toma
o sinal de f{b). Portanto f(a+1) tem o sinal
de /(6), tal como ja tinha o sinal def(a).

Conclui-se entdo que é necessariamente
f{a+l)=Q, c.q.d.

Do teorema anterior conclui-se imediatamente

0 seguinte :

Teorema 2. Se i(x) écontinua no intervalo (a, b)
extremos incluidos, e nos extremos do intervalo
toma valores  desiguais [f () f(b)], entdo f (x),
pelo menos num ponto interior ao intervalo, toma
qualquer valor  k compreendido entre f(a) ei (b).

Para provar este teorema como consequéncia do
anterior, basta notar que a funcéo F(x)=f(x)—k,
estd nas condigbes exigidas no teorema 1.

Vamos mostrar que éste ultimo teorema e, con-
sequentemente, o teorema 1, estdo Intimamente
ligados as propriedades de conexdo do conjunto
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de pontos de um intervalo. Para isso ponhamos
a seguinte importante definicédo :

Definigdo 1. Um conjunto E de pontos diz-se
conexo  se, qualquer que for a sua decomposicéao
em dois conjuntos ndo vasios e disjuntos, um pelo
menos  desses  dois  conjuntos tem um ponto de

acumulacéo do outro.

Representando por X' o conjunto dos pontos
de acumulagdo de um conjunto X, ou como tam-
bém se diz o derivado de X, podemos afirmar
que um conjunto E sera conexo quando para
téda a decomposicdo do tipo :

(1) E—A +B, A=t=0,  B=j=0, A-B=0,

for sempre verificadaa relagéo
(2) A-B'+A'-B=f=0.

Esta ultima féormula diz-dos que: ou A « B'=£0
e entdo em A existe um ponto ao menos de B!
e portanto um ponto de acumulagdo de B ; ou
A" +B=fcO e entdo em B existe um ponto ao menos
de A' e portanto um ponto de acumulacdo de A ;
ou A *B'=/=0 e A' «B=fcO e os dois casos apresen-
tam-se simultaneamente.

Vamos demonstrar que : um intervalo (a,b) e
um conjunto  conexo

Para isso consideremos uma decomposicdo arbi-

raria do tipo (1):

(ab)=A+B, Aj=0, B4=0, A-B=>0.

Por ser A «B=0 , o ponto b pertence necessa-
riamente a um e s6 um dos dois conjuntos A e
B ; suponhamos que se tem b e B .

O conjunto A estd contido no intervalo (a, b),
é¢ pois limitado e tem um limite superior p.

Se p=~a, caso em que A se reduz ao ponto a,
p é um ponto de acumulacdo de B, logo A « B'=0.

Se psj== e p=b, caso em que B se reduz ao
ponto b, p é um ponto de acumulagdo de A ,
logo A-B'=f=0.

Se p~=a e p=fch, p é um ponto interior ao
intervalo (a, b), e por ser limite superior de A ,
¢ um ponto de acumulacdo de A, e pela mesma
razdo ainda, qualquer vizinhanca de p tem a

O leitor pode omitir a demonstracdo déste resultado
que é deveras natural. Mas se o leitor tiver a ansia de pro-
blemas, podera, ao contréario, estudar a fundo a mesma
demonstragdo e procurar, por exemplo, demonstrar esta
proposicdo mais geral: todo o intercalo  n-dtmensionat e
am conjunto conexo.

Isso permitir-lhe-la de um golpe, generalizar aos espagos
a um namero qualquer de dimensdes inteiras, o teorema 2,
que se vai demonstrar mais adiante.
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direita de p um ponto de B,
ponto de acumulacdo de B,

logo p sera também
e portanto temos :

peA'-B'=1=Q.

Mas sendo A *B=0, necessariamente ou é peA,
ou é peB. Se peA, como étambém peA'-B' ci’,
teremos: A-B'=j=0; se peB, como & também
peA'  <B'cA', teremos: A'-B=fcO.

Em todos os casos possiveis se tem para a de-
composigdo arbitraria que considerdmos, a rela-
¢do (2): A *B'+A'" « Bj=0.

Em virtude da definicdo 1, podemos concluir
que o intervalo («,b) é um conjunto conexo.

c. g. d.

Para finalmente porem relévo as relagfes entre
o contetdo do teorema 2, ou do teorema 1, e as
propriedades de conexdao do conjunto de pontos
de um intervalo, demonstremos o teorema 2,
seguindo uma nova ordem de idéas.

Consideremos entdo uma funcdo f (x) continua
nos pontos do intervalo {a ,b) e suponhamos que
[f («) -4=f (b)]. Seja k um nUamero real compreen-
dido entre/ a) ef (b), e suponhamos que a fun-
¢do nado tomava o valor k em nenhum ponto do
intervalo (a, b).

Designemos por A o conjunto dos pontos
xe(a,b) tais que f(x)<k, e designemos por B
0 conjunto dos pontos xe\ab) tais que f(x)>k.
Seréa evidentemente :

(ab)=A+B, A-B=0,
e como o ponto a pertence a um dos dois con-
juntos e o ponto b certamente pertence ao outro,
sera:

Ax0, B4=0.
Tomemos um ponto x, pertencente a A, sendo
por definicdo f(x,)<k. Ponhamos
«=£-/(*,), £E#=0.
Como a funcdo f(x ) é por hipétese continua
nos pontos do intervalo e como xe ac(a ,b), a

funcdo é continua em xo, e entdo, aquele valor
de s>0, bem determinado para o ponto X, cor-
responderda uma vizinhanca V, do ponto x, tal
que para cada ponto xeV, *(a ,b) se tem

H(*)-1(*») I <.

0 que da devido ao valor de t

[(*)<*e
Portanto todos os pontos de V, <(a,b) perten-
cem ao conjunto A e o ponto x, qualquer que
éle seja, ndo é ponto de acumulacdo de B. Tem-se
pois A «£'=0. Um raciocinio anéalogo daria
A" «3 =0. O intervalo (a, 6) ndo seria um con-
junto conexo, e a contradicdo resulta de se ter

admitido que f(x)ndoassumiaem (ab) o valor k.
O teorema encontra-se demonstrado.

Nesta demostragdo se vé dum modo claro que :
para a funcdo / (x) assumir o valor k compreen-
dido entre f(a)e f(b) tessencial que o conjunto
dos pontos do intervalo (a,b) seja conexo.

E essencial mas nédo é nisso que reside toda a
esséncia do facto : o leitor que medite no papel
ndo menos essencial desempenhado pela conti-
nuidade da funcéo.

E evidente que o teorema 2, arrasta como con-
sequéncia o teorema 1, e tinhamos visto que o
teorema 1 implicava o teorema 2. Demonstramos
de duas maneiras um mesmo facto pois os dois
teoremas sédo logicamente equivalentes.

Pois bem : na demonstracdo que demos do teo-
rema 1, ressalta téda a importancia da continui-
dade da funcéo.

O conceito de intervalo é complicadissimo, mas
ndo inextricavel: das imensas propriedades topo-
l6gicas do conjunto de pontos de um intervalo
foi-se buscar uma, aquela que intervém decisiva-
mente no facto analisado. Seria um exercicio util
para um estudante de matematica decompor o
conceito de continuidade procurando dentro déle
aquela ou aquelas propriedades que jogam na
demonstracéo.

Pode evidentemente dar-se o caso de ser o con-
ceito de continuidade, todo inteiro, a intervir®’.
Somente um hébito de meditacdo e uma técnica
de analise podera levar um estudante a pronun-
ciar-se sobre éste ou outros factos semelhantes»

Todo o estudante de matemética numa escola
superior deveria ser orientado pelos seus mestres
neste caminho. Para isso é indispensavel que o
mestre possua o habito da reflexdo e a técnica
prépria da andalise que somente lhe poderdo vir
das suas continuadas e prolongadas investigacdes.

Outro qualgquer método de estudo, adoptado
por estudantes de mateméatica e consentido por
mestres e metodélogos, diferente déste que se
apontou, podera conduzir o aluno, no final do ano
ou nas proximidades de um exame, a saber (?)
hipdteses e teses, a conhecer mesmo até, quando
tal Ihe seja exigido, técnicas de demonstracéo,
mas todos ésses conhecimentos serdo a superficie
da pele, e nédo terdo penetrado profundamente
no ser.

Em matematica ou em qualquer outro ramo do
saber, mais valioso do que saber, é. .. saber
reflectir.

Para o avaliar, poderia estudar-se o comportamento
nas mesmas circunstancias das funcdes, seml-continuas,
uniformemente continuas e aproximadamente continuas.
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PEDAGOGIA
OS TRABALHOS MANUAIS E O ENSINO DA GEOMETRIA

Em  ndmeros
de professores

anteriores da
portugueses sobre
rimentais no ensino
depoimentos juntamos
O. Larson (Taft High
«The Mathematics

A esses
de Clara
na Revista

Manejar os objectos, toca-los, da deles um
conhecimento concreto que a simples analise
visual, ainda que profunda, o desenho ou a idea-
¢do, nao podem dar.

No trabalho a escolha, do meu plano de geome-
tria, alguns rapazes fizeram modelos de madeira;
modelos apropriados as demonstra¢gdes no quadro
e outros destinados ao trabalho individual no
lugar. Alguns déstes modelos séo:

1. Triangulos. A execucdo dum triangulo, mos-
tra, como nenhum outro processo o fara, que trés
lados determinam um e um s6 triangulo rigido
que nao se deforma. Este facto pée em evidéncia o
uso dos triangulos em diversas construgdes, como
pontes, asnas, etc. Podem fazer-se modelos de
triangulos is6sceles, equilateros, rectangulos, com
angulos agudos de 30°e 60°e de 45°.

2. O quadriladtero que né&o é rigido, fig. 1)
3. O quadrilatero
. com uma barra dia-
gonal que o torna

rigido. (fig. 2)

fifi. 1 fig. 2 4. Os triangulos
isésceles que podem usar-se como aparelho para
a bissec¢do de um angulo que esteja dentro dos
limites impostos pelo instrumento, ifigs. 3 e 4)
Assim na figura 4 é AB=B~C; A=0Q, logo DBA
¢ igual a duas vezes um dos angulos A ou C, ou,
0 que é 0 mesmo, ~"=(7=1/2 DBA

AC permite deslocar a régua BA,

. Uma ranhura
aumentando

ou deminuindo o angulo DBA dentro dos limites

impostos pelo aparelho. E claro que AC nunca

pode ser maior que AB+BC. Deéste aparelho

(1) Estas ideias séo tiradas dos exercicios do «Essentials
of Plane Geometry* de Davide Eugene Smith, pag. 34, edi-
tado por Uinn and Company.

«Ga/seta»
a importancia
dos elementos  da
hoje a seguinte
School,
Teacher*

temos  publicado depoimentos
das construgdes expe-
Geometria.
transcrigéo de um artigo
Chicago, Illinois/ publicado

Vol. X X Xy ,n.°4, Abtilde 1942,

podem os alunos realizar dois modélos de madeira,
um maior destinado aos trabalhos no quadro e

fig. 3

fig. 4

outro mais pequeno
duais. « (figs. 3 e 4)

para os trabalhos indivi-

5. Um aparelho para bissectar um angulo.™
(fig. 5). Como é A~B = AD; BC=CD e A~Cigual a
si mesmo, os triangulos [ABC] e [ADC] sao iguais
e o0s angulos em A sé&o iguais. C deslisa livre-
mente sobre a barra AC, conservando-se, durante
o movimento, iguais aqueles dois triangulos. Um
dos alunos
construiu um
aparelho de me-
tal, que permite
0 movimento
livre de C sbbre
a barra A C.
Um outro colo-
cou uma ra-
nhura na barra AC,

fig. 5 fig. 6

guia do movimento de C.

fig. 7

(2) Probl. 6, pag. 166, do «New Plane Geometry* de Stone
and Mallony. Editado por Benj. H. Sanborn and Co.
(3) Ex. 12, pag. 107 do livro citado de Smith.
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(fig. 6) Estes aparelhos ilustram a igualdade e
bisseccdo do angulo BAD.

6. Réguas paralelas, (fig. 7) Sdo de facil cons-
trucdo. Pequenos parafusos com porcas ligam as
tiras de madeira. Os lados constroem-se iguais.
Qualquer que seja o movimento das barras é-se
sempre conduzido auma figuraque é um paralelo-
gramo. Um aluno usou as réguas para mostrar
que pelo facto de dois paralelogramos terem peri-
metros iguais, ndo se segue que tenham a mesma
area. Assentando o aparelho sébre papel quadri-
culado desenham-se varios paralelogramos, fa-
zendo variar os angulos das réguas. Todos éles
tém a mesma base mas alturas diferentes. Como
a area dum paralelogramo é igual ao produto da
medida da base pela altura, dois déstes paralelo-
gramos ndoterdo a mesma &rea enquanto os lados
ndo passarem pela mesma posi¢do perpendicular.
O rectangulo por ter a maior altura, tem também
a maior area.

7. Os rapazes que tém desenho de maquinas
mostraram a classe como se tracam linhas para-
lelas usando a prancheta e arégua T . As linhas
paralelas podem tracar-se baseando-se no princi-

pio que diz: duas rectas sédo paralelasse os angu-
los correspondentes forem iguais.

fig. 8

8. Transferidor com barra moével. Colocado num
tripé pode servir para medir angulos no plano

horizontal, (fig. 8). Traducédo deJ. Silva Paulo

ASTRONOMIA

UMA NOVA SIGNIFICACAO, NACIONAL E OFICIAL DA EXPRESSAO «DIA SOLAR>

por Menue/

A condigdo VIIlI do Regulamento do trabalho e
salarios para os trabalhadores rurais de 12 de
Maio, déste ano, tem a seguinte redaccédo :!

didrio de trabalho terd a duragdo do
deduzidas apenas as horas destinadas
e ao descango  dos trabalhadores.

O periodo
dia solar,
as refeicoes

E evidente que dia solar nédo tem aqui a sua
significacdo usual e classica, pois em tal caso seria
obscura, visto que o dia solar é aquéle por que
se regulam todos os povos, mesmo aquéles que
ndo usam calendarios solares : por exemplo, nos
calendarios israelita e moslémico, em que 0s me-
ses sdorigorosamente lunares, os dias sédo solares.

Poderia dar-se a dia solar a significacdo usual,
se se entendesse por descanco todo o tempo que
ndo é destinado as refeicdes e ao trabalho. Tal
interpretacdo teria, porém, o defeito de nédo se
aplicar apenas aos rurais mas a tdéda a gente,

Peres

Junior

incluindo a que ndao trabalha, e nada esclare-
ceria.

A expressdo tem, pois, outra significacdo que ¢
evidentemente a do periodo tradicional do traba-
lho do campo e que nalinguagem vulgar se chama
«de sol a sol». Ndoé, porém, esta expressdo (e com
ela a nova significagdo de dia solar) isenta de
davidas. A explicagdo que dela se d&, geralmente,
é a do periodo que vai do nascimento ao ocaso
do Sol e que é, portanto, o que antigamente se
chamava o dia artificial (em oposi¢cdo a dia  natu-
ral. que era o dia solar verdadeiro de 24 horas

iguais) e se dividia em 12 partes iguais (horas
desiguais) para 0s usos civis ou em 12 partes desi-
guais (horas planetérias) para o0s juizos astrold-
gicos.

O govérno ndo quis ressuscitar esta absoleta
designacdo que ninguém entenderia e que afinal
ndo corresponde ao periodo chamado «de sol a
sol» porque éste, ao contrario do que geralmente



se define, ndo vai do nascimento ao ocaso mas ¢
sim o lapso de tempo em que, no campo, se pode
trabalhar com a luz do Sol, isto é comeca um
pouco antes do nascimento e termina um pouco
depois do ocaso ou, empregando uma linguagem
mais precisa, comec¢a no inicio do crepusculo civil
da manhd e termina no fim do da tarde. E no fim

TEMAS D

H& tempos ja a Redaccdo da «Gazeta de Mate-
matica» pensara criar uma sec¢do onde fossem
propostos aos leitores mais interessados alguns
temas de estudo e investigacdo sobre varios assun-
tos de importancia mas acessiveis aos conheci-
mentos da maioria dos nossos leitores. N&o faltam,
com efeito, temas de trabalho quer dentro dalguns
capitulos da matematica classica, que podem,
porém, ser explorados em varios sentidos, ou ser
interpretados dum ponto de vista mais geral de
acordo com as ideias actuais, quer dentro do vasto
campo das modernas teorias mateméaticas. Havia,
no entanto, que encarregar desta importante e
simpatica tarefa um grupo, tdo grande quanto
possivel, de colaboradores, alguns dos quais
ausentes do pals, e pedir-lhes dedicassem a sua
atencdo e um pouco do seu tempo livre, em geral
muito escasso, a éste novo trabalho. E era o que
se estava tratando de organizar.

O artigo «O Prémio Nacional Doutor Francisco
Gomes Teixeira» do nosso colaborador Anténio
Monteiro suscitou porém da parte dalguns dos nos-
sos jovens leitoresopedidodecreacdodestaseccgéo
Julgamos interessante transcrever parte de duas
cartas que a Redaccdo da «Gazeta de Matematica»
dirigiram dois alunos do 2.° ano duma das nossas
Faculdades de Ciéncias. Numa das cartas diz-se:

«Li o artigo da «Gazeta de Matematica» «O Pré-
mio Nacional Doutor Erancisco Gomes Teixeira»
e concordo em que ésse apélo tem muita razao
de ser lancado. Eusempre tive amor e uma certa
aptiddo natural para a matemética. E foi ésse
mesmo amor que me levou a escolher carreira
quando completei o 7.° ano. Gosto por isso de
mexer na matematica, de palpar os seus factos na
maxima realidade, e até mesmo de perscrutar,
isto é, de investigar. Mas para isso ndo tenho tido
quem me oriente eficazmente, apesar de todos os
meus Professores se oferecerem para me dar
todos os esclarecimentos. Gosmria, pois, que me
fossem confiados temas de estudo e de investiga-
¢do, para poOr a prova as minhas aptiddes nésse
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do crepGsculo civil da tarde que os sinos das
igrejas fazem ouvir o toque das Ave-Marias que
durante séculos (e em algumas terras ainda hoje)
foi o sinal de largada do trabalho nos campos.

Se a nova significacdo de dia solar inclui ou
ndo os crepUsculos é questdo em que os advo-
gados podem dar largas a sua habilidade.

ESTUDO

sentido. Por isso, corro ao encontro da nossa
«Gazeta», pedindo : ndo se espere que 0S NOSSOS
Professores apresentem os temas e os resultados
da sua investigacdo, mas a propria «Gazeta» que
nos conceda ésses temas, com 0s quais possam o0s
alunos afiar o seu engenho matematico. Por mim,
ficaria muito grato se visse no numero de Julho
ésses temas com que me pudesse entreter e estu-
dar matemdatica durante as férias grandes, sdbre
Complementos de Algebra e GeometriaProjectiva
e mesmo s6bre outras cadeiras, 0os quais interes-
sardo outros e a mim em préximos anos. Pare-
ce-me boa a altura do ano, pois que, libertos das
obrigacdes dos exames poderemos estudar aquilo
gque nos aprouver, sem pressas e, portanto, com
mais segurancga e consciéncia».
Na outra carta Ié-se :

«Menciona-se nesse artigo como uma das causas
da indiferengca por éste prémio o facto dos pro-
fessores ndo proporem aos seus alunos temas de
trabalho ; fundado nesta consideracdo, lembrava
a redacgdo da «Gazeta de Mateméatica» se nédo se
poderia incitar os leitores da revista a concorrer
ao referido prémio, publicando temas de matemaéa-
tica nas condi¢fes do prémio e que pudessem ser
tratados pelos leitores, indicando-se a bibliogra-
fia relacionada com os temas propostos».

Os acontecimentos precipitaram-see nés apres-
samo-nos a indicar ja alguma coisa para esta inci-
piente secgdo em organizacdo, transcrevendo um
tema que nos foi enviado pelo nosso colaborador
em Zurich, o bolseiro do Instituto Para a Alta
Cultura, Hugo B. Ribeiro, e algumas outras indi-
cacdes fornecidas pela mesma carta :

«.Um tema que seria de grande interésse para
os alunos das nossas Faculdades de Ciéncias é o
da Teoria  Elementar dos Poliedros e especial-
mente (0 que se mostra como excepcionalmente
instrutivo) o estudo do desenvolvimento desta teo-
ria desde Euler, aanélise das diversas demonstra-
¢0es do teorema de Euler. O assunto tem um
caracter elementar e é capaz de despertar, desde
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o inicio, uma curiosidade que se transformaria
facilmente em verdadeiro interesse. Por outro
lado nédo tem sido cultivado entre nés e constitui
um capitulo introdutério a um assunto moderno
cujo desenvolvimento ¢é hoje tdo importante, a
Topologia, e introdutério aindaaaplicagfes recen-
temente desenvolvidas da Algebra Moderna. Em
lingua alem& estudar-se-iam com esta orientagéo
as licoes de Steinits redigidas e ampliadas por
Rademacher «Vorlesungen uber die Théorie der
Polyeder unter einshluss der Elemente der Topo-
logie», Berlin, Springer, 1934.

Aos alunos das nossas escolas de engenharia e
especialmente aos do Instituto Superior Técnico,
queremos indicar um livro onde encontrardo inte-
ressantes temas de trabalho. Trata-se de "Mathe-
matics applied to electrical engineering» de A.
G. Warren, New-York, ed. van Nostrand Com-

MOVIMENTO

pany, inc. 1941. Déste livro podemos dizer que
estd repleto de exemplos e contém, além das apli-
cacles elementares e das teorias das equagdes
diferenciais, séries de Fourier, funcdes de Bessel,
etc., certos capitulos pouco divulgados entre nos,
como o Céalculo de Heavside, transformacgdes con-
formes e respectivas aplicacdes e util biblografia.
Aproveitamos a oportunidade para citarmos uma
outra publ cagdo recente embora né&do propria-
mente mateméatica. Trata-se do livro «Die elektro-
nenrdhre ais Physikalisches Messgerat» (A val-
vula electrénica como instrumento de medigdes
fisicas) de Josef Schintlmeister, Wien, Sprin-
ger 1942,

Chamamos finalmente aatencdo do leitor para os
artigos publicados nas primeiras paginas déste nu-
mero onde sdo dadas sugestdes varias que podem
aproveitar-se no sentido de novas investigagdes.

MATEMATICO

CENTRO DE ESTUDOS DE MATEMATICA DO PORTO

A resolucdo da identidade em espagcos separaveis e nado separaveis

Em fins de Maio do corrente ano realizou o
Prof. Ruy Luis Gomes no Centro de Estudos de
Matematica da Universidade do Porto algumas li-
¢O0es sdbre «Aresolucdo daidentidade em espagos
separaveis e nédo separaveis». O referido profes-
sor escreveu para 0s nossos leitores o resumo
que segue :

Dentro do moderno desenvolvimento da teoria
do espago de Hilbert, devido principalmente a
J. v. Neumann, F.Riesz e M. H. Stone, ocupa um
lugar importante o estudo dos operadores linea-
res, através da sua decomposicdo espectral cano-
nica: (1) A =IXrfA(X).

£(X) é uma resolucdo da identidade e a inte-
gracédo (simbdlica) (1) deve tomar-se no sentido
de Stieltjes. A igualdade (1), ou melhor

(Af,g):J \d(E(X)f,g),é valida para todos os

—m

elementos /e H (espaco de Hilbert) tais que

] d [E () JY <+00 ;g qualquer. Se quizermos

definir uma integracdo Lebesgue-Stieltjes, o que
de resto j& se encontra, embora numa forma dife-
rente, na obra de H. Stone, «Linear Transforma-

tions in Hilbert Space» — Cap. VI — temos de
substituir as fun¢des de intervalo 7= [ab] £/, . (/)=
=(E(1)f,g)ou U,(1)=\E(l)f\z por uma me-
dida exterior a uma certa classe aditiva.

Na nossa exposi¢cdo partimos da fung¢do aditiva
e ndo-negativa de intervalo U, ()= [E(1)/]* para
construir & maneira de Lebesgue, a medida exte-
rior Uf (A) =\im inf2 U, (/,,), relativa ao con-

Acl.ll
junto AczRt.

A circunstancia de U, (1)ser o quadrado da
norma da projec¢do E (/) de /, levou-nos a ave-
riguar se nédo seria possivel definir uma nova pro-
jeccdo E(A), funcdounivoca de A, que aplicada
ao elemento fe H desse o mesmo resultado que
Uf(A).

Ora, as conclusdes a que chegamos foram as
seguintes :

a) O espaco é separéavel.

E sempre possivel determinar a projeccéo
E(A), fungédo univoca de A , e as suas principais
propriedades sdo:

1°) £(0)=0
2°) E (A) < E (B), AczB
3.°) E(A) E {B)=E (B) -
4.°) E<szA)=*E(A)

Y E(*i)-1,
E(A);

o
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5.0) E{zA)=z+E{A,,),
quando as projeccdes se supdem aplicadas a ele-

mentos / relativamente aos quais todos os A,
sdo mensuraveis U* .

P) O espago néo é separavel.

Se A é um conjunto boreleano ainda é possivel
definir, E(A), funcdo univoca de A , por ma-
neira que Uf (A) =\E (A)f\z, para todo / do
espaco.

Se A ¢é qualquer, a projecgcao E (A) =
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= -re E(GM), permite-nos escrever Uf (A) =
= |E{A)/|", quando / é um dos elementos rela-

tivamente aos quais A é mensuravel Uf

Nota — Sobre o problema geral de decomposi-
¢do espectral de operadores lineares em espagos
separaveis ou ndo, deve consultar-se o ultimo
trabalho de Béla v. Sz. Nagy — «Spektral — dar-
stellung Linearer Transformationen des Hilbert-
schen Raumes» — [Ergebnisse des Mathematik
und iher Grenzgebiete — Berlin 1942] .

Multiplicagdes vectoriais associativas e modulares

Na Faculdade de Ciéncias do Porto, tem-se rea-
lizado no Centro de Estudos de Mateméatica, uma
série de licdes subordinadas ao tema «Multiplica-
¢Oes vectoriais, associativas e modulares».

O Prof. Almeida e Costaamavelmente escreveu
para os leitores da «Gazeta de Matematica» a se-
guinte noticia :

, O assistente Goncalves Miranda, desenvolve
uma algebra linear associativa em que os elemen-
tos a, formados pelo conjunto de n numeros
complexos, sdo tratados como habitualmente se
faz nas referidas algebras. Introduz, porém, a par

dos elementos a, que designa por vectores con-
travariantes, elementos covariantes da 4algebra,
aos quais estende a propriedade associativa. Apa-
recem entdo, naturalmente, os produtos mixtos.

A representacdo dos elementos da algebra por
matrizes é limitada a correspondéncia de produto
a produto.

O assistente G. Miranda da, finalmente, uma
imagem no espago projectivo «-dimensional dos
seu diferentes resultados. O fundamento da cons-
trucdo da imagem reside em fazer corresponder
um ponto a cada elemento contravariante e um
plano a cada vector covariante.

O professor Alexandre Proca em Portugal

Chegou a Portugal o Prof. Alexandre Proca, do
Instituto Henri Poincaré de Paris, que, conforme
. j& aqui noticiamos, assumindo a direc¢cdo dos tra-
balhos do Seminario de Fisica Ted6rica anexo ao

Centro dos Estudos Mateméaticos do Poérto, vem
continuar a obra iniciada pelo Prof. Guido Beck,
que se encontra actualmente a trabalharno Obser-
vatéorio Astronémico de Coérdoba (Argentina).

SOBRE O ENSINO DA FiSICA EM ZURIQUE

por A.

Gibert

(bolseiro do Instituto para a Alta Cultura, em Zurique)

Na Escola Politécnica Federal de Zurique existe
uma seccao de Matematica e Fisica, a seccao I X,
e, também uma Associagdo dos antigos alunos da
seccdo I X.

Em Janeiro déste ano, durante uma das sessdes
desta Associagdo, um dos seus membros alvitrou
que se procedesse a recolha de informacdes que
tornassem possivel fazer ao Conselho Escolar uma
proposta documentada tendente a melhorar o en-
sino (Devemos dizer que éste ja é considerado
geralmente, na Europa, como muito bom).

O resultado désse inquérito acaba de ser apre-
sentado a referida Associagdo que encarregou
imediatamente uma comissdo de elaborararepre-

sentacdo que deve ser submetida ao Conselho
Escolar (Schulrat). No entanto, ainfluéncia déste
primeiro passo, despido de qualquer caracter ofi-
cial, ja se fara sentir no préximo semestre atra-
vés da criagdo de um Seminario de Matematica
para fisicos incluido no quinto semestre do curso.

O trabalho preliminar consistiu na reunido das
respostas a um grupo de preguntas, entre as quais
destacamos as seguintes :

4. i Sera «util para os fisicos a cadeira de Geo-
metria Descritiva com o desenvolvimento actual
(dois semestres) ? Respostas : 1, sim ; 21, apenas
um semestre.
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Observagdo : E natural que cause certa admira-
¢do a alguns leitores da Gazeta de Matematica
que nao tenha sido votada, pura e simplesmente,
a supressdo da cadeira. Mas, é preciso ndao esque-
cer que o Instituto de Fisica, apesar da sua grande
independéncia, esta ligado a grande escola de en-
genharia que é a E.P. F. e é, pois, natural que
sofra a sua influéncia. Por outro lado entende-se
aqui que a cultura geral tem sua importancia e
reconhece-se ainda que certos aspectos modernos
da Geometria Descritivainteressam alguns ramos
da Fisica.

6. 4N&do seriaconveniente que se introduzissem
0s seguintes cursos : a) Métodos matematicos da
Fisica ; b) Introducdo a Fisica teérica ? Respos-
tas : 3, contra; 19 a favor.

Observagdo : No que diz respeito a alinea a)
ndo se deve concluir da pregunta que néao é ja
dada aqui aos alunos abundante material tedrico
e pratico relativo a ésses métodos (0o que se torna
evidente depois da leitura do plano de estudos
que damos no fim). No entanto, para as exigén-
cias actuais da Fisica, ésse ensino parece néao ter
tomado ainda todo o desenvolvimento desejavel-

Quanto a alinea b) a situacdo é a seguinte
Entre os cursos de Fisica experimental do pro-
fessor Scherrer (bem conhecido pelo seu traba-
lho fundamental sdébre o chamado efeito Debye-
-Scherrer) easlicdes de Fisica tedrica do professor
G. Wentzel (um dos fisicos tedricos de maior vulto
da actualidade) ndo existe um curso de transigéo,
conscientemente organizado com ésse fim, que
prepare os alunos, por um lado, para um mais
facil progresso nos métodos da teoria e, por outro
lado, que consolide, com a indispensavel arga-
massa tedrica, os conhecimentos adquiridos com
a experiéncia.

7. iSeréa a teoria das fung¢les necessaria para
os fisicos ? Respostas : 2, ndo, 19, sim, o que dis-
pensa comentarios.

9. i Acha suficiente o curso de Quimica ? Res-
postas : 0, sim ; 21, nédo.

Observacdo : Calculo que alguns inimigos da
tdo falada, separacdo, em Portugal, da Quimica e
da Fisica (que se deveria antes ligar a Matema-
tica) poderdo supor encontrar aqui justificacéo
para a sua condenavel atitude inconsciente mas
perniciosa. Mas, enganam-se ! E que, presente-
mente, o curso de Fisica da E.P.F. (8 semestres)
conta uma Unica cadeira semestral de Quimica

n

(inorganica) apenas com trés horas semanais de
laboratdrio. Isto é, manifestamente, muitissimo
pouco, pois é claro que um fisico precisa de pos-
suir as nogdes e métodos fundamentais da Qui-
mica, nomeadamente, da Quimica Inorganica. Mas
para que poderdo servir aos fisicos conhecimen-
tos especiais de Quimica organica? E,para que
podera servir, seja a quem for, a transformacéo
do seu espirito em ficheiro de receitas de Anéalise
Quimica?!

Note-se bem, pois, que é éste o espirito daque-
les 21 individuos que ndo acham suficiente o actual
ensino da Quimica na E.P.F.

Sdo estes alguns exemplos dos assuntos de que
consta oinquérito preliminara que nos referimos.
Brevemente, esperamos poder ter ocasiao de des-
crever o desenvolvimento desta actividade téo
progressiva.

Por outro lado, por nos parecer complemento
indispensavel do que precede, vamos dar ainda o
plano geral dos estudos ordinarios dum aluno de
Fisica da seccédo I X.

O curso consta de varias cadeiras, umas obri-
gatorias, facultativas' outras, distribuidas por oito
semestres. Os exames fazem-se em duas épocas
apenas : uma no fim do quarto semestre, outra
depois do oitavo semestre. As cadeiras dos quatro
primeiros semestres sdo comuns para os alunos
de Matematica e de Fisica. Os leitores poderédo
encontrar a sua lista no artigo de Maria do Pilar
Ribeiro, na Gazeta de Matematica n.° 12, pag. 20.
Devem apenas acrescentar, no terceiro semestre,
uma cadeirade Quimica Inorganica (duas horas de
teoria e trés de laboratoério).

O exame no final dos quatro primeiros semes-
tres consta de provas sébre : 1) Calculo diferen-
cial e integral; 2) Mecéanica 1 e I11;3) Fisica l ell;
4) Geometria Descritival e Ile Geometria Vecto-
rial ; 5) Quimica. As notas das provas i, 2e 3tém
o coeficiente 2 e as das restantes o coeficiente 1.

Depois do quarto semestre os alunos tém grande
liberdade de esc6lha, pois existem cérca de ses-
senta cursos para ésse grau de ensino. Como
exemplo, indicaremos algumas das cadeiras da
quinto e sexto semestres destinadas, particular-
mente, a fisicos :

Calculo das probabilidades (2 horas), Fungdes
analiticas (3 horas), Equacdes diferenciais linea-
res (3 horas), Teoria do potencial (3 horase 1 hora
de exercicios), Equag¢des as derivadas parciais da
teoria do calor (2 horas), Seminario s6bre méto-
dos matemdticos da mecanica quantica (2 horas),
Métodos numéricos (2 boras), Descarga nos gazes
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(2 horas), Mecanica ondulatéria (2 horas), Semi-
nario sébre problemas actuais da fisica experi-
mental (2 horas), Técnica da alta frequéncia
(2 horas), Teoria electrénica dos metais e semi-
-condutores (2 horas), Coléquio de fisica (2 horas),
Optica tedrica (3 horas), Exercicios de 6ptica te6-
rica (1 hora), Estatistica quantica (1 hora), Semi-
nario de fisica tedrica (2 horas), Problemas de
radioactividade natural e artificial (1 hora), etc.

No quinto, sexto e sétimo semestres os alunos
de Fisica tém ainda trabalhos avancados de labo-
ratorio todos os dias sem horéario certo. Na reali-
dade, o aluno avancado de Fisica entrano labora-
tério as 7 ou 8 horas da manhd e sai as 6 horas
da tarde, abandonando-o apenas para a refeigédo
do meio dia e para assistir aos cursos que lhe in-
teressam. No oitavo semestre fazem os chamados
trabalhos pessoais de Fisica, que consistem na
resolucdo de um tema de trabalho a realizar em
quatro meses e do qual devem entregar um rela-
tério que constitui o chamado trabalho  de diploma.
Na execucdo déste exigem-se, pelo menos, 24 ho-
ras semanais de laboratorio.

O exame, no final dos segundos quatro semes-
tres, consta de provas sdbre : 1) Fisica experi-
mental, 2) Fisica tedrica, 3) Analise matematica,
4) Um curso livre a escdlha entre Astronomia,
Alta Mecanica, Pratica de Analise, Céalculo das
Probabilidades, Técnica de Alta Frequéncia, Qui-
mica, Mineralogia, Geodesia. As notas das trés
primeiras provas tém o coeficiente 2 e a da quarta
apenas 1.

SOBRE NICOLAU
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A respeito do ensino da Fisica na E.P. F. de
Zurique muito mais se poderia escrever com o
fim de dar aos nossos estudiosos uma idéia do
que ésse ensino poderia ser na nossa terra. Estas
notas rapidas nédo pretendem ter outra finalidade,
mas talvez a atinjam melhor, se concluirem com
duas observacéaes.

1. Qualquer aluno da E.P. F., pelo menos en-
quanto o é, ndo pensa noutra coisa sendo no seu
trabalho, ndo tem apreocupa¢do dos exames, mas
sim a de aprender ; s6 vai aos cursos que o inte-
ressam, mas a ésses vai com o unico fimde apro-
veitar o maximo do seu mestre ; estuda, enfim,
porque quere saber e com o objectivo fundamen-
tal de adquirir conhecimentos.

2. Qualquer assistente ou professor da E.P. F.
pode dedicar e dedica efectivamente téda a sua
actividade ao ensino e a investigacdo ; nao é for-
¢ado a perder tempo com exames a prestagoes,
procura averiguar no exame o saber do aluno
(e ndo asua capacidade de reter determinado na-
mero de paginas), classifica-o tanto melhor quanto
mais personalidade o aluno revela e aprecia devi-
damente a extensdo dos seus conhecimentos bi-
bliograficos.

O amor do estudo e uma longa tradigdo de tra-
balho infatigdvel em todos os ramos da actividade
sao os factores dominantes da elevada posicédo
que a pequena Sui¢ca ocupa no mundo civilizado.

Zurique, Julho de 1943.

COPERNICO

(Noticia enviada da Suiga por A. SA DA COSTA)

Nicolau Copérnico morreu em 24 de Maio de
1543, poucos dias depois de receber o primeiro
exemplar da sua principal obra cientifica — De
revolutionibus orbium ceelestium — impressa em
Nuremberg.

Comemorando o quarto centenario dasua morte,
anuncia-se a publicagdo em nove volumes duma
edicdo completa de tdédas as suas obras, cartas,
escritos e desenhos.

Pouco antes do inicio da guerra actual sur-
giu a idéia da publicacdo das obras completas
de Copérnico, cujo plano foi fixado por uma
comissdao de peritos depois de uma revisdo cui-
dada.

As obras serdo apresentadas, comulativamente,
na lingua original e numa nova tradugdo alema.

Serdo publicadas, ndo s6 numerosas reprodugdes
do manuscrito da obra fundamental descoberto no
século xix, mas também comentarios e desenhos
a ela relativos, revelados por laboriosas pesquizas
levadas a efeito na Alemanha, na Italia e na Sué-
cia. Completara a edi¢do uma bibliografia com-
pleta das obras de Copérnico e uma selecgdo de
documentos relativos & sua vida e a sua obra
cientifica.

O auxilio daUnido Alemé& das Ciéncias Nuturais
permitiu a execuc¢do imediata do plano da publi-
cagdo. Assim, o primeiro volume aparecera bre-
vemente no editor R. Oldenbonog (Munich-Ber-
lim) e os dois seguintes serdo publicados ainda no
ano corrente. A conclusdo da edigdo estd prevista
para 1945,
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REAL INSTITUTO DE ALTA MATEMATICA DE ITALIA

Achamos interessante publicar na «Gazeta de
Matematica» noticia dos cursos que terdo lugar,
no proximo ano escolar 1943-44, no Instituto de
Alta Matematica de Roma, centro de investigacédo
de alta categoria, de cuja organizagdo e funciona-
mento ja demos ao leitor indicagdes no nosso nu-
mero 12.

O leitor, curioso de conhecer um pouco mais
do que o titulo dum curso, encontrard em «Ren-
diconti di Mateméatica e delle sue applicazioni»,
Roma, 1943. Vol. IV—fase. 1-2 um pequeno pro-
grama-resumo, acompanhado da bibliografia acon-
selhada para a preparacdo dos interessados em
seguir os referidos cursos de que sé transcreve-
mos os titulos.

Cursos para 0 ano escolar de 1943-44

Ugo Amaldi — Problemas de equivaléncia de sis-

temas diferenciais.

ANTOL

METODOS ALGORITMICOS

por Georges

(de «La causalité des théories

Os métodos directos afastam-se pelas suas ten-
déncias dos métodos de calculo ou métodos algo-
ritmicos, cujo desenvolvimento, que data de Des-
cartes e Fermat, conheceu a sua época 4aurea
depois de Newton e Leibnitz. Em lugar de excluir
os métodos de célculo, os métodos directos ten-
dem a disciplind-los orientando-os no sentido do
melhor rendimento. O algoritmo serd numa dada
categoria de problemas um a posteriori cujo
exame directo tera previamente revelado a me-
lhor adaptacdo possivel. Entrevé-se assim uma
das solugdes que a actividade mateméatica suge-
riria para responder a pregunta de Serge Berns-
tein. E como exemplo areforcar, poder-se hiacitar
o da analise vectorial, que acompanhando o sim-
bolismo da geometria analitica, se adapta muitis-
simo melhor do que esta a uma grande quanti-
dade de problemas.

Evocava ha pouco a idade de ouro dos métodos
algoritmicos. O apogeu do seu desenvolvimento
ndo anda longe de 1799, ano em que Laplace es-

Enrico Bompiani — Geometria diferencial das
transformagdes.

Renato Caccioppoli — Os problemas de existén-
cia da Analise como problemas de Geometria fun-
cional.

Fabio Conforto — Fungbes automorfas e  geome-
tria algébrica.

Luigi Fantappie — As funcionais ndo lineares e
as suas aplicacdes ao estudo dos auto valores e dos
nudcleos  resolventes de um dado nucleo.

Giovanni Giorgi—I — Conjuntos e nameros trans-
finitos ;11— Matrizes e calculo respectivo.

Giulio Krall — As equages  diferenciais e inte-
grais da técnica.

Francesco Severi — Continuagdo das teorias
geométricas, topoldgicas e transcendentes concer-
nentes as superficies e variedades algébricas.

Antonio Signorini — Teoremas de confronto na

Fisica-Matematica, 0 problema completo da  balis-

tica externa. ,

OGIA

—METODOS DIRECTOS

Boufigand

mathématiques» pags. 5-7)

crevia : a andalise algébrica bem depressa nos
faz esquecer o objectivo principal das nossas in-
vestigagdes levando-nos a ocupar com combina-
c0es abstractas, e sé no fim é que nos reconduz
ao ponto de partida. Mas, abandonando-nos as
operagdes da anélise, somos levados pela gene-
ralidade déste método».

Eis o que merece ser meditado. A idéia de que
o calculo pode, de algum modo, arrastar-nos, fun-
damenta-se em constatacdes impressionantes ;
como exemplo, a possibilidade, descoberta por
Lagrange, de introduzir, sob o nome de dindmica
analitica, métodos de calculo aplicaveis ao estudo
dos movimentos de que podem ser animados o0s
mais variados sistemas materiais, mediante a ex-

<' Laplace, Systtme du monde, 1799. Esta passagem de
Laplace é frequentemente comentada. Cfr. Pierre Bout roux,
L'idéal  scientifique des mathématiciens, Paris, Alcan>
1920, cap. Il : o0 apogeu e o declinio daconcepgédo sintetista.
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clusdo do atrito e de certasligacdes, isto deixando
ainda aberto o campo a uma vasta generalidade.

Mas a medida que a complexidade dos proble-
mas aumentava a eficacidade do célculo diminuia.
Em questdes de caracter fisico, a prévia reducéo
algébrica escondia por detrds dos simbolos os
aspectos do real e, muito a propésito, Bouasse
poude falar «das belas coisas que os matematicos
cobrem dum impenetravel mistério».

Muitos fisicos sentiramisto com pena. E foi esta
arazédo por que se procurou bastantes vezes acom-
panhar as demonstracfes rigorosas com provas
intuitivas, menos perfeitas, mas menos afastadas
do concreto. No entanto, julgou-se por largo tempo
impossivel conseguir o rigor por esta via, consi-
derando eivados de vicios redibitérios os racioci-
nios dos fisicos ou dos gedémetras.

Sabe-se actualmente que n&do se trata sendao
duma opinido preconcebida. Os métodos directos
conduzem ao desenvolvimento de raciocinios cuja
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trama, fortemente acusada, dda a impressdo dam
todo simultaneamente harmonioso e irreductivel.
E-se levado sem rodeios daintuigdo para a légica.
Unicamente durante o percursoaparecem nogdes
subtis, que se impdem rapidamente ao que pro-
cura asolugdo, mas que necessitam da parte do in-
vestigador, que os pdeem evidéncia, esforgos, por
vezes, penosos. As vitérias déste género sdo o
fruto das correntes axioméaticas. Mas voltemos,
por um instante ao calculo, para examinaros pon-
tos fracos.

Quando se utiliza num problema um ou outro
modo operatoério, raro é haver adaptacdo perfeita
a4 questdo posta. E o que se nota pela necessidade
de hipdteses acessdrias, para permitira aplicagédo
do algoritmo. Estas hipoteses auxiliaresrepresen-
tardo um papel andlogo ao das limitacdes de car-
gas que um engenheiro, ao construir um edificio,
evita ultrapassarpara lhe garantir estabilidade.

Trad, de Manuel Zaluar

ALGUMAS NOTAS CURIOSAS SOBRE AS RELACOES DE ABEL E CRELLE

por E. T.

Bell

(da biografia de Abel em Cap. XVII de «Les grands mathématiciens»)

Tendo deixado o seu paisem Setembro de 1825,
Abel comegou por visitar os matematicos e astro-
nomos notaveis da Noruega e Dinamarca ; em se-
guida, em lugar de ir ter com Gauss a Goettingen,
como era seu intento, dirigiu-se a Berlim. Al teve
a grande felicidade de encontrar Augusto Leopodo
Crelle (1780-1856), que se tornaria para éle um
outro Holmboé, mas de muito maiorpéso no mundo
matematico. Se Crelle contribuiu bastante para a
reputacdo de Abel, éste, pelo seu lado, facilitou
grandemente o éxito de Crelle. Onde quer que se
cultive hoje a matematica, o nome de Crelle ¢é
corrente ;ndo é o de um homem, mas o da grande
revista que éle fundou e cujos trés primeiros vo-
lumes contém vinte e duas memodrias de Abel.

A revista deu a conhecer Abel, ou, pelo menos,
a conhecé-lo mais rapidamente aos matematicos
do continente ; mas a obra de Abel lancou a re-
vista com um brilho que se propaga por todo o
mundo matematico, e por fim a revistaféz Crelle.
Este modesto amador mateméatico merece mais do
que uma simples mencédo : o seu tacto e fino ins-
tinto na escolha dos seus colaboradores contri-
buiram mais para o progresso das matematicas
no século X1Xdo que uma dazia de academias
cientificas.

Crelle gostava da matemédtica e tinha-a apren-

dido por go6sto ; ndo era um creador, mas, en-
genheiro de profissdo, foi o construtor da pri-
meira linha férrea da Alemanha, tendo conse-
guido ocupar uma bela situagdo ; consagrava 0s
seus momentos livres a matematica, que era para
éle mais do que um passatempo, porque éle pro-
prio contribuiupara ainvestigacdo cientifica, antes
e depois da criacdo, em 1826, da sua revista:
«Journal far die reine und angewandte Mathema-
tik» (Jornal de matematicas puras e aplicadas),
grande impulsionadora das matematicas alemas.
Esta revista foi o primeiro periédico do mundo
consagrado exclusivamente as investigagdes mate-
maticas ; ndo eram recebidas facilmente exposi-
¢0es de obras antigas ; pelo contrario, aparte uns
trabalhos de Crelle, a revistasé aceitava memog-
rias de que ndointeressava o nome do autor desde
que o assunto tratado fésse novo, rigoroso e de
importancia (qualidade dificil de definir) sufi-
ciente para merecer a publicacdo. «Crelle» publi-
cou trimestralmente com regularidade,desde 1826
até os nossos dias, um conjunto brilhante de me-
moérias matematicas originais.

Quando Abel chegou, em 1825, a Berlim, Crelle
ia justamente langar-se nesta grande aventura
unicamente com os seus meios. Ha duas versdes



GAZETA DE MATEMATICA

do primeiro encontro entre Abel e Crelle, ambas
de interesse. Crelle ocupava, naquele momento,
funcdes oficiais para que tinha pouca aptiddo e
gosto, as de examinador no «Gewerbe-Institut»
(Escola Técnica Profissional) de Berlim. Eis como
o proprio Crelle nos conta éste histérico encontro,
que nos chegou, é certo, ja em terceira méo, por
uma carta de Crelle a Weierstrass comunicada
por éste a Mittag-Leffler!

«Um belo dia entrou no meu escritério um ho*
mem ainda novo, bastante timido, de cara juvenil
e de aspecto muito inteligente. Pensando que se
tratava dum candidato a exame de admissdo a
Escola, expliquei-lhe que teria de fazer varios
exames diferentes. No fim, o mancebo abriu a
béca para me dizer em mau alemao : N&dose trata
de exames mas de matematica».

Crelle percebeu que Abe) eraestrangeiro e ten-
tou falar-lhe em francés ; Abel poude fazer-se en-
tender nesta lingua com algumadificuldade. Crelle
preguntou-lhe o que tinha feito em matematica, a
que Abel, usando de diplomacia, respondeu ter
lido, entre outras, uma meméria do préprio Crelle
de 1823, recentemente publicada, s6bre as «facul-
dades analiticas» (cujo nome moderno é o de
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«factoriais») e que a tinha achado muito interes-
sante. Imediatamente em seguida, esquecendo
téda a diplomacia, p6s-se a mostrar ao seu inter-
locutor os érros contidos no estudo, e aqui Crelle
manifestou larguesa de espirito. Em lugar de
afectar um ar glacial ou irritar-se contraesta pre-
sun¢do audaciosa do rapaz que tinha diante de
si, prestou atenc¢do e féz preguntas cujas respos-
tas ouviu com a maior atengdo. Tiveram assim
uma longa conversagcdo matematica de que Crelle
sé parte abrangeu ; no entanto apercebeu-se niti-
damente do valor de Abel. Crelle ndo conseguiu
nunca compreender a décima parte do que Abel
criou, mas o seu fino instinto matematico indi-
cou-lhe que se tratava de um matematico de pri-
meira categoria e féz tudo quanto poude para
conseguir que fossem reconhecidos os méritos do
seu jovem protegido. Ainda antes do final da sua
primeira intervista, Crelle tinha decidido que Abel
havia de ser um dos primeiros colaboradores da
sua revista.

A narrativa de Abel difere um pouco da de
Crelle mas nédo fundamentalmente. Se lermos nas
entrelinhas, vé-se que as diferencas provém da
modéstia de Abel. Trad, de Manuel Zaluar

ELEMENTARES

Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Ciéncias— Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
térios das escolas militares e de engenheiro gedgrafo.

Ponto n." 5

1441 — Determine as condi¢cGes a que devem
satisfazer os valores de m para que as raizes da
equacdo 8x-—(tn—\)x-\-m—7=0 sejam: 1.° Reais
e iguais. 2.° Iguais e de sinal contrario. 3.° Uma
reciproca da outra. 4.° Diferentes entre si sendo
umanula. R:\.°Bastaser A=(m—I1)*—32(m—7)=0
ou seja m=9 ou m=25. 2.° Deverd Vverificar-se a

condicdo S=(m —1):8=0 ou seja m=1. 3.° As
raises serdo reciprocas uma da outra se for
P=(m—7):8=1, igualdade que é verificada para
m =15. 4.° Tetn-se P=0 donde o valor m=7.

1442 — Desenvolva, recorrendo a férmula do bi-
némio de Newton, a expressdo (y/0:3 — a:y"S)*.
Simplifique os térmos obtidos.

4

4a*vla a
9vi3 © 9"

a’ 4a‘'yla 2a’

R:
81 271/3 9

1443 — Partindo da formula que da o numero
de combinag¢des de n objectos tomados m a m,
mostre que se pode obter *"AC, (nUumero de com-
binacbes de n+ 1 objectos tomados m a m)
adicionando "C_, a "C,. R: Como ¢é "~-'C, =

(n+1)! . . n!
m!(n+l—m)! € C._+"C= (m—21)! (n—m + )T +

+ m!(n—m)! (m—1)!-me(n—m + 1)!
n'(n —m + 1) nt(m+n—m +1)
ml(n—m)! (n—m+1) m! (n—m + 1)!
(n+ 1) o .
ml(n— m+1)! vcrifica-se  a relagédo proposta.
1444—Verifigue a identidade sen 3« =
= 4sen asen (60° —a) sen (60°+ a). R: sen 3a—
= 4sen a[sen60°cos a—cos60°sena] [sen60°cosa +
cos 60° sen a] =4 sen a [3/4-cos’ a—1/4-sen’ a] =

n +

3senacos’a—sen’a o que verifica a relagdo.

1445 —Determine sem recorrer as tabuas os
valores das linhas trigonométricas (seno, coseno,
tangente, cotangente, secante e cosecante) do an-
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guio 8x/3 . R : sen 8TT/3= sen 27/3 = sen - it3) =
= Vv/3"/2; cos 8ir/3 = - cosw/3 =- 1/2 ; tg8w/3 =
- —tg wi3~ v/3; cotg 8«/3'— —cotg ir/3= - Vv/3/3;

sec3u/3 = -secre/3 =-2 e 00860811/3= 2~3/3.

1446 —Determine, recorrendo ao céalculo loga-
ritmico, o angulo ao centro que corresponde a
corda de 1,23 metros, na circunferéncia de raio
1,6721 metros. R: Se for a.o angulo pedido serd
1,23=2x1,6721sena/2 donde log sen a/2=log 1,23 +

+ colg 3,3442= 0,08991 +1,47570 = 1,56561  donde
al2=21° 34" 47" e a=43° 9" 34" .
1447 — Indique como se procede a adicdo de

numeros fraccionarios e enuncie as propriedades
dessa operacao.

1448 — Demonstre que um triangulo é isosceles
quando duas das suas medianas tém o mesmo
comprimento. R: Considere um triangulo, deter-
mine os meios de dois lados e construa as medianas
que supomos iguais. A linha que une os meios dos
dois lados éparalela ao terceiro lado. O  quadrila-
tero formado por esse terceiro lado, pela paralela
conduzida pelo meio dos outros dois lados e por
estes lados € um trapézio de que as diagonais
(medianas  do triangulo)  sdo iguais, logo, € isosceles
e por isso o triangulo  sera também isosceles.

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

Ponto n.° 1

1449 — Calcule com o auxilio de uma tabua
de logaritmos os valores de x que satisfazem

a equacdo tgx = —(1—cos a) (/sen 1/2 fi para

,=30° e p=203°27'. R: Como cos A—cosB =
/A + B\ /B-A\ .

= 2sen (—-—j] sen r—-—J ecomo |= cos0°

serd log tg (—x)=log 2+ log sen 15°+log sen 30° +
+1/2 log sen 78° 16' 30" =0,30103+1,41300+1,69897 +
+1,99542=140842 e x=-14°21"54"+ n «180°.

1450 — Defina superficies prismatica e pirami-
dal. Indique alguns sélidos limitados em parte ou
no todo por tais superficies

1451 — Resolva a inequacéo
<ix —5, calculando as raizes
macdo de 0,01. R: A inequacdo

X—(X—V):(x+)<
com a aproxi-
& equivalente a

(3x" —x—=6) :(x+1)>0 esendo as raizes do nume-
rador x,=1,59 e x,=—1,26, os valores que satis-
fazem a desigualdade sdo x>1,59 e —I,26<x<—1.

1452 — Escreva o0 4.°termo do desenvolvimento
de (T:V~y+*2yf e simplifique. R: TAOX.
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1453 — Enuncie as regras de divisibilidade que
conhece.

1454 — Diga como constréi um triangulo, dados
os comprimentos de duas medianas e o valor do
angulo cujo vértice é o extrémo de uma daquelas.

R : Traga-se uma das medianas AB e o lugar dos
pontos dos quais se vé esta mediana sob o angulo
dado a; o vértice do triangulo estard sobre ésse

lugar. Como as medianas se cortam a distancia da
base de um terco do seu comprimento marca-se D
a um térco de AB de B, ecom centro em D des-

creve-se uma circunferéncia, de raio DC igual a
dois tercos da outra mediana, que cortard& ou nao
0 lugar ja& achado assim se obtendo o ponto C;
unindo C com D cmarcando a partir de G a dis-
tdncia DD’ igual a um térgo da segunda mediana
obtem-se D' que unido com A determina 0 terceiro
lado do tridngulo pedido ACC.

Solugdes dosn.* 1441 a 1454 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.° 3
|

1455 — Efectue o desenvolvimento de

(vi-sm

e simplifique o mais possivel o resultado obtido.

U /x~ I2yVv_ " [~& _ x s '
W27~V Tj - 2yV4y2 - r2nvV 220
/12y X 2y s IN~2y /12y
«\/ —+ 100 --10 \/3—i— V/— +
V X 2y X Viy ' ' xV~
x2 V2y X*Vx'

1456 —Dada a equagdo X + mx'+l=0, deter-
mine o coeficiente m de modo que sejam reais

todas as raizes da equagdo. R : O parametro m
deve satisfazer apenas as condigdes m<0 e
m-—4 > 0.donde m< —2.

inversa de uma dada
inversa da funcéo
inversa da funcdo

1457 — Defina fungéo
funcdo e escreva a funcéo
v=2log, CA—1) . R: A funcéo
dada e x=(1+ a»”)/2.

1458 — Numa circunferéncia de raio igual a
230,08 metros inscreveu-se um tridngulo rectéan-
gulo. Sabendo que um dos seus angulos internos
mede 58°18'12", calcule o comprimento do maior
cateto do referido tridngulo. Utilize logaritmos.
R : O maior cateto b e o que se opde ao angulo
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dado a.. A hipotenusa e, evidentemete, o diametro
da circunferéncia. Tetn-se : b=2Rsena, logb =
= log 2+ log R+log sen a= 0,30103 + 2,36188 +
+ 1,92985 = 2,59276 donde b= 391,53 m.

1459 — Determine, em radianos, a expresséo
geral dos angulos que verificam a equacdo cosjy =
= cos 150°. R: 150° = 5ir/6 rad; p> = 2k.irt5ir/6 =

12k+5

irrad .
6

1460 — Sabendo que x é um angulo do 1.° qua-

drante que satisfaz a relagdo tg*=2sen x. calcule

o valor de tgx. R: Da relagdo dada dedus-se
senx -~ N <" /2 donde seni =" e
tgx = /3.
111
1461—Demonstre que os meios dos lados-de

um tridgulo e o pé de uma qualquer das alturas
sdo vértices de um trapésio isosceles. R: Sejam
M, N « S respectivamente os pontos médios dos
lados AB, AC « BC «designemos por P opé da
altura referente ao lado BC. O quadrilatero [MNSP]
tem os lados MN e PS paralelos (pois o segmento
MN que une os pontos médios de 2 lados é paralelo
ao terceiro lado). Por outro lado o ponto M é equi-
distante de A e P pois MN é perpendicular ao
meio de AP (teorema de Thaies aplicado as trans-
versais AB e AP interceptadas pelas paralelas
MN e BC) . Logp MB=MP. Como por constru-
cdo MA = MB conclui-se que MP = MB e portanto
MP=NS.

1462 — A seccdo feita num cilindro de revolu-
¢do por um plano que contém o eixo, é um rectan-
gulo de éarea igual a 16 cm® e cujo perimetro é
igual a 20 cm. Calcule a area lateral do cilindro-
R : Uma das dimensdes do rectangulo ¢é o diame-
tro 2r da base do cilindro ea outra ¢ a geratriz g.
A area lateral é A =2irrg=ir«16 cm’=50,24cm'-".

Solucgdes dos n.°* 145 a 1462 de J. Calado.

Instituto Superior Técnico
Ponto 1i." 1

1463 - Duas bicicletas fazem o percurso AB,
no mesmo sentido, partindo a segunda 5 minutos
depois da primeirae chegando 10 minutos antes.
Ao passarem uma pela outra sdo fotografadas com
a exposicdo de 1/10 de segundo, verificando-se
pela fotografia que, durante a exposi¢do, cada um
dos raios das rodas girou de um éangulo corres-
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pondente a 10 raios na primeira bicicleta e de
um angulo correspondente a 12 raios na segunda-
Sabendo que as rodas das duas bicicletas tém de
circunferéncia 3,65 m e 3,85 m, respectivamente»
e que o numero de raios de cada roda é 50 na
primeira e 55 na segunda, calcular o percurso AB «
R : As velocidades das duas bicicletas sdo, respec-

tivamente. VI =10/50x 3,65 :1/10 = 7,3m/s e v,=»
= 12/55x 3,85:1/10= 8,4m/s. Por outro lado, &
75600
AB = 7,3xt =8,4x(t-900s) donde t=——s e
AB=50170,91 m.
1464 — A equacao axt+by + cs=l ¢ satisfeita

pelos mesmos valores de x para o0=5, 4=10 e
c=15 e para a=6=c=10. Exprimir y em funcao
explicita de x. R: Como x=(l—cz—by):a sera
(I-15z-10y):5 = (1 —10z-10y):10 e por isso
z= (1—IOy) : 20 valor que substituido na equacdo da

ax+ by+c(1-10y):20=1 donde y=(20-c-20ax):
: (20b-10c).
1465 Estudar a variacdo do trinémio

>=sen’ x—2sen x+1 quando * varia entre —2TT
e 2T efazer asuarepresentacdo grafica. R: A fun-
¢cdo pode escrever-se y=(senx—I)" o que mostra
ser esta sempre positiva. Por outro lado  basta
faser o0 estudo da variagdo da funcdo entre O e 2ir
pois que em virtude da periodicidade de sen x ela
retomara 0s mesmos valores no intervalo (—2ir, 0).
Para x=0, sen0=0 e y=1;de 0 a ir/2,0 seno
cresce e e positivo e portanto em valor absoluto a
diferenca  sen|x—1 decresce epara x=ir/2ser& y=0.
De ir/20 ir o seno ¢é positivo e decresce, ea fun-

¢cdo y cresce atingindo quando x=ir ovalor y-»l.
No terceiro quadrante 0 seno é negativo e decres-
cente e a funcdo  continua  crescendo atingindo
quando x=3ir/2 o valor y=4 ; no quarto quadrante

a funcdo decresce para voltar a ter em 2T: ovalor 1.

1466 — Calcular a area de um circulo, sabendo
que no triangulo rectangulo inscrito com um dos
catetos igual a 2, é igual a 1/3 arazdo das tan-
gentes dos angulos agudos. R: O problema tem

duas solugdes conforme considerarmos o cateto de
medida 2 oposto a um ou outro dos angulos agu-
dos. Teremos assim tgB/tgC=3 ou tgB/cotgB=3
e tg-B =3, donde cosB =1:(y/l+tg’B)= 1/2.
No primeiro caso teremos 2r=2x1/2=1 e r=1/2
donde a é&rea igual a »/4. No segundo caso
cosC= ¢/3/2e2r=2x"3/2= r=v/3/2 ea éarea
mede

1467 —Dois triangulos de alturas h e h" tem
as bases b e b' sobre a mesma recta. Tirar uma
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paralela a esta recta de modo que o segmento
nela determinado pelo primeiro tridngulo seja
duplo do determinado pelo segundo triangulo.
R : Sejam s e s" os segmentos da paralela determi-
nados pelos triangulos ena distincia da paralela
a base dos dois triangulos, serd entdo s:(h—x) =
=b:h e*s':(h"—x)=Db":h i como s=2s vem
b(h—x):h=2b"(h'—x):h* e por isso teremos
x=hh' (2b'-b) : (2b* h-bh") .

1468 — Dado um paralelipfpedo rectangulo de
dimensdes 2, 3 e 4 centimetros, determinar o
angulo que deve fazer, com a face menor, um
plano tirado pela maior aresta da mesma face para

MATEMATICAS
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que divida o paralelipipedo em duas partes tais
que o volume de uma seja triplo do da outra.
R:V=2.3.4=24cm"i ovolume do prisma  dado,
e seja v o volume do prisma menor. Ser4d 4v=24
e v=6cm'; e sefor x o angulo do plano com a
face menor sera v=3.1/2 .2.2. tgx donde
6=6 tgx e x=45°.

Solugdes dosn.°> 1463 a 1468 de J. da Silva Paulo.
CORRECCAO

Problema n.° 1344, «G. M> n.° 15 —O ultimo
periodo deve ser substituido por: Os valores de
m sao todos os compreendidos entre 2 e 17/4.

SUPERIORES

Exames de frequéncia e finais

ALGEBRA SUPERIOR-MATEMATICAS GERAIS

I. S. A.—MATEMATICAS GERAIS — Alguns pontos dos
exames de fregiiéncia e finais do ano lectivo 1942-43.

1469—i Quantos valores numeéricamente dis-
tintos toma a expressdo X' quando as variaveis
tomam cada uma um dos valores 2, 3 e 5?
O mesmo para X'". R: A expressdo X' toma, nas
condigdes indicadas, tantos valores quantos o0 nu-
mero de permutagBes completas de 3 elementos ou
seja 3'=27 . J& ndo sucede o mesmo com X'™*. Com
efeito, o0 expoente yz toma valores distintos cujo
namero iode combinagdes completas de3  elementos

2 a2, ouseja r,2=C4i=6, valores estes que com-

binados com um dos 3 valores da base da o nUmero
total de 6x3=18 valores distintos para a expres-
sdo dada.

1470 — Quantas raizes tem a equacao — k-=Q?

{« inteiro e positivo). Se * for real como varia o
namero de raizes reais com n? Justifique as res-
postas.

1471 —Considere o conjunto das raizes da equa-
¢cdo cos A:+1=0. Indique a poténcia déste con-
junto e se é,0u ndo, denso. Justifique as respostas*
R: cos x= —1-*x=2k+1)*. Trata-se evidente-
mente dum conjunto  numeravel e ndo denso.

1472 — Determine m de modo que, para * qual-
quer, seja ortogonal o determinante:
cos a —msen a
A(m ,a) =
sen a m cos a
1473 — Dados os 3 vectores u,=3i+ 5j- k,
U2=3i +13j—5k e 13=1—j-i-k, verifique se sao,

ou nao, linearmente independentes. Ko caso de
dependéncia determine a relagcdo que os liga.
1474 — Resolvaa equacao

x(x +1) 3x 2X
XN—I x—| Sx—3 =0. R: Pondo em evt-
X+ | 0 X
déncia os factores comuns aos elementos das Varias
3 2
filas, tem-se X (x+ 1) (x 1) 1 3 =0 ou
0 x

X(X+1)(x-1)(--2x+ 7)=0 As
-1, 01 e 7/2.

1475 — Designando por O e Q dois pontos fixos
e u um vector constante perpendicular a Q—O,
indique o logar geométrico do ponto P satisfa-
zendo aequacdo: (Q—O0)A(P—O0)=tt. R: O logar
geométrico  pertence ao plano que conttm O e Q e é

raizes sd80  pois

normal a u. E, evidentemente, uma das duas rectas
mod u
do plano paralelas a OQ adistancia ,..j (Q_Q) '

1476 — Indique o logar geométrico dos pontos
do espaco caracterizadovectorialmente pela equa-
cao mod [(E?—0)A(P— 0)]=a* a nuamero real)-
Deduza a equacao cartesiana déste logar tomando
O para origem do referencial cartesiano ortogo-

nal e supondo Q(0,0,3). R: Tendo presente 0 exer-

cido anterior éfacil de ver que o logar i a super-

ficie cilindrica  de revolugdo de eixo OQ e raio de
a*

recta cartesiana

-+ A equacdo
mod(Q-0) *oox

sec¢ao
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dedus-se  com facilidade. Com efeito Q—0O=
=3k, P-0=xi +yj-rzk,(Q-0) A(P-0)=-3yi +
+ 3xj e, portanto, v/9y* +9x’ = a’ ou, racionali-
zando, Xx2+y*=(a'73)2.

1477 — Determine o nimero maximo de trian-
gulos formados pelas diagonais de um poligono
plano convexo de « lados. R: Como & sabido o nu-
mero de diagonais  de tal poligono é N=n (n—3)/2,

e de cada vértice partem n—3  diagonais.

O namero detriangulos €, no maximo, dado por

N\ /n-3\

3/ V3 O subtractivo  desta diferenca
corresponde  (para nN>6) aos grupos de 3 diago-
nais dentre as nN—3 queirradiam de cada vértice
e que, evidentemente, nunca formam triangulo.

A existtncia  de elementos de simetria  no poli-
gono torna paralelos ou concorrentes grupos de
diagonais, diminuindo o numero de  triangulos
formados. Por isso o numero acima indicado é
nao  excedido.

Solugdes dosn.* 1469 a 1477 de M. Zaluar.

I. S. T.— MATEMATICAS GERAIS—1.° exame de fre-

quéncia, 1942-43.

1478 — O afixo A docomplexo 3-)-4» descreve

um arco de circunferéncia de 45°, com centro na
origem doseixos. Qual é o complexo cujo afixo é
a nova posicdo doponto A ? Calcular o resultado

sob a forma algébrica. R : Ser& um complexo
. \ . fa = ocosa
a+ bi= P’ (cos a+i sen ?:13 com \ eem que
Y b=o0sen a
fi o médulo docomplexo 3+4i e a=ai+45° sendo
ai o0 argumento déste mesmo complexo supondo
a rotagdo ef ectuada no sentido directo. Por-
tanto, por ser p=v/9+16 =5, cos ai=3/5, senai =

=4/5, sen45°=co0s45°= y/2/2,
=cos(a, +45°)=— v/2/10,

teremos: COS « =
sens<k = sen («i +45°) =

= 1/2/10. Logo a+bi=5(-7"2/10 + v~/IO- i) =
= t/2/2-(-1+i).
1479 —Sendo” y . , mostrar que
Vx*—2hx  + 1
CALCULO

F. C. P.— CALCULOINFINITESIMAL
Junho de 1942.

Exame Final, 16 de

1482 — Determinar os maximos eminimos de s,
dada a equacéo 25+(X—iy+2(y—1)»—2=0.

1483 — Integrar a equacdo y =2xy" + (\+y'¥,
e determinar as equacfes paramétricas dalinha
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é y'=*(a—x)y". Calcular também asegunda deri-
vada, expressa em a e X. R: Com efeito, por ser

y'= 5 1 i imediata a verificacdo
(x*-2ax-f-1)*"* J v r
Derivando  y* emordem a X obtém-se facilmente
y»=(,2-2ax +1)-""" ¢[3(x-a)* (x'-2ax+1)-"-1] .
1480 — Marque, num grafico, os pontos  A(a,0)>
£(0,b), C(2a,0) e P(0k). Calcular a orde-
nada do ponto de encontro Q de AB com CP.
Exprima adarea S do triangulo [AQP]em fungédo
de a, b e k (considerando-a como a diferenca
das areas dos triangulos [ACP] e [ACQ]). Calcule
o valor de k que torna 5 méxima. R:  Suponhamos
a>0,b>0,k>0. A ordenada doponto de inter-
seccdo Qdasrectas AB e CP obtém-se facilmente,
eliminando X entre asequagdes daquelas rectas que
sdo, como sabemos

AB) =x/a+y/b =1 rbx+ ay-ab=0
CP)EE?x/2a+y/k=I "* i kx+2ay—2ak=0 .

Efectuando a eliminacao acima indicada, vtral
y =bk/(2b—k). A é&rea a determinar sera pois:
S=Sj—S2 emque S\ t S2 s&o respectivamente as
areas de dois triangulos debase AC=a ede alturas
OT =k e OQ=bk/(2b —k). Ter-se-4 portanto:
S =12 +a[k—bk/(2b- k)] =ak (b- k)/[2 (2b - k)].

pedida.

Pretende-se  determinar  k de modo que aarea S (k)

seja maxima. Derivando etendo em conta  algumas

simplificagdes, teremos: S'(k) =a(k’-4bk+2b")_~
> * ) 2(2b-k)*

-.-S"(k)=0 —k*-4bk+2b* =0 por ser a”~0O,-*
>k =(2+1/2) b, solugbes que ndo anulam o deno-

minador de S' (k). E facil ver que déstes  valores
de k, apenas k= (2-~2)b torna S"(k)<O0 eque
portanto, apenas éste valor de k torna aéarea S (k)
maxima.

1481 — Calcular: limC€oseC (X—a) R: o limite

a determinar  redus-se a,

sen (x—a)
X—a
Solugdes dos n. 1478 a 1481 de O. Morbey Rodrigues.

lim

INFINITESIMAL

integral que no ponto de abscissa —2/3 tem uma
tangente paralela a bissectriz do 1.° quadrante.

1484 - Calcular

7=JdyJd xdx+

J'dy ~ xdx,

depois de mudar a ordem das integracoes.
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F. C. P.— CALCULO INFINITESIMAL — 2.° exame de fre-
quéncia, 1943

1485 — Integrar a equacéo
p 28+1 1
«ft  « "6(8+1)*P
e determinar as assintotas da linha integral que
passa pelo ponto (8=3,p=1/2). R: Trata-se de

uma equacdo de  Bernoulli,
28+1
< 68+ 12
Fazendo p°’=z, a equacdo linear
dz z. 26+1

d 8 6(6+1)2

O integral geral da equagdo sem 2."" membro &

z=Ci6; variando a constante obtém-se z C6,

+
8+ 1

1
o«, finalmente, f-=-j—-+C6, queé o integral

procurado.

Para 8=3; p—1/2, yew C=0.A direcdo  assin-
«6=
totica dalinha p’= 6++ «8=—1; como (S,).._i=0,

a equagdo da assintota €étg8= -tgl, ou sen(8+ 1)=0.

1486—Integrar aequagdo jv~Nin—1) jy" + 1/2jy" ,
€ determinar a evoluta da linha integral que passa
pela origem onde é tangente ao eixo das abscissas.

R: Trata-se duma equacdo incompleta. Fazendo
y'=z, y"=z", obtém-se a equagdo de Clairaut
z=xz'—2z"+12"/2, cujo integral geral & z=xC—

—C + C*/2. Por uma quadratura obtém-se
y=C/2.x*+(C/2—CJIx + Q, que é ointegral geral
procurado.

As condi¢gBes iniciais dao-nos C=2, Ci=0. A
linha integral tem, pois, para equagdo y=Xx°, ea
sua evoluta é (Y—1/2)3=27/16 .X-".

Nota — A equagdo dada admite ainda a solucgdo

(x—Ii*
y. _ g -fC,, correspondente a solugdo  sin-
gular da equagdo de Clairaut. Na determinacdo da
evoluta ndo se considerou, por ndo terinterésse, a so-
lucdo correspondente  a determinagéo C=0, Q=0.

1487 — Calcularj j ~ | dxdy . Odominio D

é limitado pelas linhas y~ =2x; xy =i; x=i; y=0.

R: Tem-se I=jj » dxdy=j » dxJ ydy +

GAZETA DE MATEMATICA

4 a/x 2 4
+ dx / ydy= / dx+ / dx=
LI o x-th 3 * 7 3 x+1 ~J x(x+lI)
) %o « »
=9 log3+81log2/5. Podia integrar-se em primeiro
lugar emordem a X ; nesse caso Vviria
T 4T
1= dx.

0 j>/s 1

1488 — Sendo x=u+3u ;_y=«’—3« ; «=3«" S
equacles paramétricas duma linha, determinar o
comprimento do arco, a partir da origem, e veri-
. . . n i/t
ficar a i."férmula de Frenet -r-= R:

R ds

ds=3y/2(u’+1)du e, portanto. s=1/2 (u*+3u).
Cowo A=-18(u’+1), B=18(u2-1), C= 36u,

Tem-se

y«em R =3(u‘+1)2. Poroutro lado, &
1/ u’-l 2u
CT7E(CT uNuTH)
1/ uz2-1 2u  \
SAL(-" AT Ul DY)
2u 1-u’
portanto n=bAt=——j ,,— Kk
ut+ 1 u'+1
dt 2u
ds  3(u2+1)* 3w+ 1y
Atendendo & expressdo de R a verificagdo e ime-
diata.

Solugdes dos n.” 1485 a 1483 de A. Pereira Gomes.

\. S. C.E.F.— CALCULO — Exame Final — 10-X-1942.

1489 — Determinar as curvas planas cujocom-

dy
primento de arco é dado pela equagdo * ~ ** ~dx’
R: Tem-se s=a-y' ouf y/l+y“dx=a-y" e, de-

rivando em ordem axe quadrando,
Substituindo y" por t e,portanto,

1+y'2 _y™:.
y*" por t', vem

1+1° Jatv dorid dt 1+t
=a' — oride a— = ou, por sepa-
\dx/ ax por sep
x o adt i
racdo das variaveis. . ;=dx e, integrando.
yli+t’
-alog [\/\+ t"—t]=x+ Ci . Resolvendo em or-

dem a t vem, sucessivamente v/il+ t'=t+e ° ,

Jtih ,ii-di!’ t:;@[ N f izt

» +e

*or~|

| = 2te " J.

Separando  as variaveis, dy=senh —I-Tdx e
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tegrando.vem y +c,=acosh—-— que ea equagdo
das curvas que satisfazem ao enunctado.
1490
curva oy’—ax’+ bx- —4 (a+1) x+c=0 tenha uma
U
reversdo no ponto (2,0). R : Tem-se = =—3ax’ +
Of
+2bx-4(a+1), —=2ay, r= -6ax +2b, s=0,
«

t=2a. Para queoyponto (2,0) seja  umponto de
it$ =—16a +4b -t-c-8=0
M

= -16a +4b+4 =0
< . OXjo

reversdo  dever4d ser

M
=0

oy20
(s*-rt),,=24a’*-4ab =0

donde a=-1/2, b=-3, c= 12.

1491—-As equagdes xy+zt=l, e

z +t
definem s e tcomo fun¢des de x ey. Calcular

Vz o'/ . I xy+zt=1

—. e R : Derivando ~ o sistema <

o* by* I x+y + z+t=0
duas vezes em ordem a X, eresolvendo 0s sistemas

. *: iy & y—t oz
obtidos, obtem-se — = e—  t—z ox?
0x t—z ox
vy 2@ v
~ " (t—2z2)° Notando qufeo S|stema dado e
invariante  para a substituicao ) tem-se,
X tz
. >t fx-t)(x-z
imediatamente =2 —)7(x5 )
oy’ -ty

Solucgdes dos n.” 1489 a 1491 de A. S& da Costa.

I. S.T.— CALCULO — Exame final — Outubro, 1942

1492 — Dada acongruéncia de pardbolas
P) a (x—y)+2b (x+y)-t-1=0; 1.° mostrar que as
curvas da congruéncia quesao tangentes a um

MECANICA

F. C.L.— MECANICA RACIONAL — Exame Final —
Junho de 1942

1495—a) Ache os momentos de inércia em
relacdo aos planos coordenados, do volume homo-
géneo limitado pelo paraboloide x+ y '=2pz, e
pelo plano z=h. b) A partir déstes momentos,
escreva, justificando, a equacdo do seu elipsoide
de inércia, relativo a origem dos eixos coorde-

dos eixos coordenados sdo também tangentes ao
outro ; 2.° determinar a congruéncia de tédas as
pardbolas tangentes a ambos 0s eixos coordena-
dos e, entre elas, a familia aum parametro das que
pertencem a congruéncia P.

1493 — Sendo P, um ponto fixo duma curva
plana qualquer e P um ponto variavel sObre a
mesma curva, mostrar que aequac¢do diferencial
da curva descrita pelo meio da corda PoP * °
integra, como aequacdo de Clairaut, substituindo
a derivada por uma constante arbitraria. R: Seja
a curva de equacdo Yy=T (x) eos pontos P, [a,f (a)]
e P[x, f(X)] . Seja M (X ,Y) o ponto médio da

2X = a+x
\ . . .
12Y=f (@) +f (x).
X entre estas equacOes, obtém-se aequagdo da fami-
lia de curvas a que se refere o enunciado 2Y =
= f(a) J-f(2X—a). Para obter a equagdo diferencial
da familia, derivemos  ambos 0Os membros desta
equacdo em ordem a X eeliminemos o parametro a
entre as duas equagdes

corda P,P. Tem-se Eliminando

j2Y =f(a) +f (2X-a)
Jy'=f (2X-a)->
donde 2Y=f [2X—<p (Y')] +f [o(Y"')] + Como
tamente  se reconhece o integral geral desta equa-
cdo obtém-se  substituindo Y ' por uma constante
arbitraria  c. Com efeitooblém-se2Y — i [2X—«p(c)] +
+f [g>©)] ou 2Y=f(2X-a)-f-f(a).
1494 — Determinar ascurvas planas cujo com-
primento de arco é dado pela equacéo
s=@* +mx*y . R: Temse jVI-t-y"™ dx =
=(y*+mx?)*"*. Derivando em ordem axe

a= 2X-,(Y")

imedia-

quadrando

12 LJ— mz A
vem l+y - out+pg (y/x) + m que é
uma equacdo homogénea e cuja integracdo pode
fazer-se depois de resolvé-la emordem a p, ou
a yIx.

Solugdes dos n.” 142 a 14% de A. S& da Costa

RACIONAL

nados, ci A partir desta equa¢do, ache o momento
de inércia domesmo volume, em relacdo a recta:

X =2u, y =1, z=—2a. R: Empregando coorde-
nadas cilindricas, o elemento  de volume, é: dV =
= pdpd'f dz. a) Momento de inércia emrelagdo a

XOV: I,= fFfAtdV=xj &<2lz*az J 0.

o
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ir Xph*

i, :Jjj wy V=K f J R R AVE

= XJ sen’9d<pJ*dz ™ pdpo= xwp’'~ < Por rasdes
o 0 0

evidentes de simetria & 1,, = 1,, . Querendo exprimir

estes momentos em fungdo da massa do  parabo-

loide basta calcular esta. Tem-se JJJ* dv=Tc xp h".

o, » Mh* Mph

Donde l,—-jr. 1.,=1,= . equagéo
do elipsoide de inércia relativo a origem é: AXx® +
+ By*+Cz*—2Dyz-2Exz—2Fxy=1 onde A, B, C
sdo 0s momentos de inércia, do sistema, relativos,
respectivamente, aos eixos dos XX, dos YY e dos
ZZ, e D, E, F sao os produtos de inércia

"_///’(yz dV , etc. No nosso caso o0 elipsoide

de inércia é um elipsdide de revolugdo em tdérno do

eixo dos ZZ, visto o0 ser o sistema material consi-
derado, pois que, sendo todos o0s planos passando
pelo eixo dos ZZ, planos de simetria do  sistema,
sdo-no também do elipsdide de inércia do  sistema
relativo a qualquer ponto do eixo dos ZZ, e por-
tanto, em particular, do relativo & origem. Seré
entdo: A=B, D=E=F=0; mas A=l,=1,+I,.,=
Mh®  Mph 2Mph
2—I r e C=1,=1,+1, =— A equagdo
do elipséide de inércia serd entdo
/Mh®*  Mph\ 2
T\ 3 Lx‘\v‘l~3Mnhzl:1

ou: Bh +2p) (X +y’) +4pz°=—-+¢) O momento
Mh

de inércia do sistema dado, em relacdo & recta con-
1

siderada é: I = oK ''sendo K o ponto aonde a

recta encontra o elipsdide de inércia. Seja [t o

valor do parémetro |A" correspondente ao ponto K.

Sera @ | = Temos  entdo

itf + tf + 40L, 9n
(3h+ 2p)(4u,?+ «?)+ 4p"N? = ~ donde: tf =
6 Mh (15 h+14 p)
e portanto |
Mh (15h + 14p) 54

1496 — Um sistema material é formado por
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3 barras articuladas, homogéneas e do mesmo
material. A sua posi¢cdo é a indicada na figura.
Os extremos A e £> estdo articulados em dois
pontos fixos situados na mesma horizontal. Deter-
minar a relacao entre os angulos a, 3, -j, caracte-

ristica da posicdo de equilibrio do sistema
R : O sistema tem um Unico grau de liberdade
como se verifica facilmente, notando que a cada
valor dado, por exemplo ao angulo a, a posicdo
do sistema fica completamente determinada. Entéo,
aquéles 3 angulos ndo sdo independentes, devendo
ser possivel  exprimir  dois déles em funcdo do 3.° ;
por outras palavras, devem existir sempre 2 rela-
cOes entre aquéles 3 angulos. Tomemos 0s  eixos
coordenados  indicados. As 2 relagBes que  procura-
mos sdo as que exprimem que a soma das pro-
jeccbes das 3 barras sobre OX & igual a 3a, «
sobre OY & nula
acos a+ 2acos B+ 2acos 7= 3a
asen af2asen o—2asen f=10
cos a+ 2cos p+ 2cos 7=3 O
1

sen a+ 2sen o—2sen 7= 0.

As forgas que actuam no sistema sdo 0s pesos das
barras, aplicados nos respectivos centros de  gravi-
dade, situados, em virtude da homogeneidade das
mesmas, nos pontos médios destas. Tem-se  entdo

(X'!=a/2 «cos a

. O -
Barra AB Peso P \ aplicado em \
P (yi=al/2-sena

X,=a C0s « +

R . + a cos
BarraBC PésoMP - aplicado em g
| 2P jy2=a sen a-f

+asen p

(O . [ X5=3a—a cosy
Barra CD Peso 2P 1op aplicado em j

(y.=asen7.

Pelo principio  dos trabalhos virtuais, a posicdo de
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equilibrio serd aquela em que : PxSP, +2PxSP, +
+ 2PxXP,=0, sendo SP, SP,, SP, deslocamentos
virtuais de P, (x,,y,), P, (X ,vy.), P.(X,y.),
compativeis com as ligacbes. Sera entdo: P8y, 4-

+ 2PSy, + 2PSy, =0 ou Sy, + 2Sy, 4-2Sy,= 0. Mas
Syi= al2+cosae+Sa, Sy,=acos *eSa+acosp Sp,
Sy.=a cos7 *S7. Sera entdo 1/2 ecos a Sa4-2cos a"
eSa+ 2cospSp+ 2cos7+S7=0 ou 5cos ae Sa+
+ 4cospeSp+ 4cosj «S7=0. yis variagbes dos

parametros a, p, y, «ao sdo independentes visto
que estes devem verificar constantemente  as rela-
cOes™). Ter-se-a entdo, diferenciando  estas relacoes

—sen a*Sa—2 sen p*Sp—2sen7 +S-j=0, cosa *Sa +
+ 2cos peSp—2cos 7¢S7=0. Eliminando 2 das
variagbes, por exemplo Sp e S7, empregando 0
método dos multiplicadores indeterminados, tem-se
sucessivamente i5 cos a— X,sen a+ X,cos a) Sa4-
+ (4 cos p—2?isen p+ 2x,cos p) Sp 4 (4 cos 7—

—2>!'sen 7—2x,cos 7) S7T= 0, e determina-se X, e
X, de modo que os coeficientes de Sp e S7 sejam
nulos. Sera :

| (442x,)cos p—2?jsen p=20

) (4—2x,) cos 7 2Xisen 7=0

1 4+ 2x,- 2Xjtgp=0

l 4- 2x,- 2x.tg7- 0
, : ) 4 2t —2tg7 L
donde Xj e X,= gp ar, Vira

tgP + tg7 tgp + tg,

entdo: 5cos a—X(sena+ X, cos a=0 ou —4tga +

+ 7tgp+3tg7=0 que ¢ a relacdo  pedida.

Solugdes dos n.” 1495 e 14% de F. Veiga de Oliveira.

I. S. A — MECANICA RACIONAL E TEORIA GERAL
DE MAQUINAS — 1.° exame de frequéncia, 25-111-1943-

1497 — Demonstre que, havendo num sélido,—
em determinado instante —trés pontos nédo situa-
dos em linha recta com a mesma velocidade, o
movimento instantaneo é de translacdo.

1498 — Que relacdo existe entre a unido de
Oldham e os mecanismos que denominamos haste-
-manivela e elipségrafo ?

1499 — Durante o tremor de terra da Califérnia
Setentrional, em 11 de Setembro de 1938, a com-
ponente SW-NE do acelerégrafo de Ferndale
registou um movimento de periodo igual a 0,18 s
com a aceleragdo maxima de 93 cm/s’.

Admitindo, como é uso, que o movimento se
pode considerar harménico simples, determine a
sua amplitude.
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1500 — O «boi» dumasuper-centrifuga Sharpies,
usada na depuracao do azeite, gira com a veloci-
dade angular constante de 18.000 r/m .

Determine a aceleragdo de um ponto do «boi»
situado a 2cm do eixo de rotacéo.

Esta aceleracdo é igual a quantas vezes a da
gravidade ?

1501 — Um so6lido move-se em relacdo ao trie-
dro tri-rectdangulo Oeie,e,. Em determinado
instante, as coordenadas vectoriais do torsor velo-
cidade instantanea, em relacdo ao ponto Q do

- — —> -> —
eixo de Mozzi,sao Q' = !>ei—e,+ e, e n=—10*1 +
+ 2e,—2«,. Determine o passo do movimento
helicoidal tangente ao movimento efectivo do

solido no instante considerado.

1502 — Um veio gira uniformemente com a
velocidade angular de 300 r/m e comanda, por
intermédio de uma unido universal, outro veio
com o qual faz um angulo de 30°. Calcule a) a velo-
cidade angular maxima do veio conduzido; b) a
oscilacdo da razdo de transmissao.

1503 — Demostre que, no mecanismo de Scott
Russell, se a manivela tiver movimento uniforme,
0 ponto guiado rectillneamente pelo mecanismo
estd animado de movimento oscilatério harménico-

1504 —Um ponto esta animado de movimento
uniformemente variado. Sabe-se que, durante o
4.° segundo decorrido ap6s a origem dos tempos,
percorreu o ddébro do caminho andado durante os
trés primeiros segundos. Determine a aceleracgédo
tangencial em funcao da velocidade inicial.

1. S. A — MECANICA RACIONAL E TEORIA GERALDE
MAQUINAS - Alguns pontos do 2.° exame de fre-
guéncia, 16-VM943.

1505 — Considere um sistema material qualquer
de baricentro G. Considere ainda os pontos O
e 0,. Demonstre que, se o angulo GO0.,0, for recto
0 momento de inércia do sistema em relacao
a 0, é igual a soma do seu momento quadratico
em relagdo a 0, com o produto da sua massa tota'
pelo quadrado da distancia 0j0,.

1506 — Considere o campo de forcas definido

pela funcdo F (£?)=£(Q—0), em que k é uma
constante e 0 um ponto fixo (fér¢a repulsiva pro-
porcional a distancia). Determine as linhas de forca
do campo e verifique que éste admite a funcao de
forcas U=kj2. (Q-0)*.
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PROBLEMAS

As resolucbes efeproblemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia 15 do més
anterior ao do aparecimento  de cada numero da Gazeta.

Para facilitar a organizacdo  da seccdo, pedimos que cada resolucdo seja transcrita
numa folha de papel, utilizada s6 de um lado (onde outros assuntos n&o sejam  tra-
tados), com a indicagio do nome e da morada do autor.

Das resolugBes recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das
melhores e mencionam-se os autores de todas as resolugbes correctas e s6 destas.

PROBLEMAS

1507 — Resolver o sistema de equacgoes :
Ho+>*—(x+y)=48, X+y+xy=Sl.
1508 — Sobre as trés arestas de um triedro
trirectangulo marquem-se trés comprimentos
OA =a, OB=b, OC=c e trace-se o triangulo
[ABC] . Determinar: 1.°—a expressdo da area
déste tridngulo; 2.°—a distancia OD=d do ponto
O ao plano ABC; 3.°—o0 que devem ser bec,
quando sendo dados a e d, para que o trian-
gulo [ABC] tenha uma superficie dada.

Problemas 1507 e 1508 propostos por J. S. Faria de Abreu
(de Penafiel).

ALGUMAS

1081—Mostrar que 2, escrito no sistema
decimal, termina em 76. R: De (1004-16)16=
= 1004-56, (1004-16)162=1004-96, (1004-16) 16°=
=1004-36, (1004-16)164=1004-76, (1004-16)16*=
=1004-16, (1004-16)16°=1004-56, resulta que:
(1004-16) 16 terminara em 56, 96, 36, 76 ou 16
conforme o resto da divisio de n por 5 for res-
pectivamente 1,2,3,4 ou 0. Ora 21000=24. 2996=
=16 (2*)« = (O4-16) 162M = (1004-16) 162« .  Mas,
249 dividido por 5 da de resto 4. Logo 2 no
sistema decimal terminard em 76.

1083 — Mostrar que 1000/ contém 994 vezes o
factor 2.(*) R: Na decomposicdo 1000 != 19243«

999 « 1000 ha 500 factores  pares. Excluindo
entdo os factores impares, visto éstes ndo conterem
o factor 2, temos: 2°w- 5000! Procedendo do mesmo

modo para 500! temos
cessivamente, achamos
«2- 20 -2= 2991.

2%».2*%0 250! e assim su-
2" ¢ 27> 02" 02« 0031 020

(*) E éste o enunciado correcto do problema proposto
n.° 1083 que figura Incorrectamente enunciado no n.° 11 da
«Qazeta de Matematica».

DAS SOLUCOES

PROPOSTOS

1509 — Mostrar que
«(«4-1) eee(n+p+1)

2 see(*+/>) = p+2

1510 — Pelo ponto médio do lado AB dum
triangulo [ABC] traga-se uma recta arbitraria ;
designando por N e P os pontos de encontro
dessa recta com BC e AC respectivamente, mos-
trar que tém lugar as relacdes :

BN - MN . \ PN
Ap CP ° AC ~2PC"

Problemas 1509 e 1510 propostos por José Morgado
(do Porto).

RECEBIDAS

1181—Sendo A = sen 2x—k sen x—cos x+k

A
e i3=cos 2A:—k cos x—sen X, exprimir ) em

X , t-1
funcédo de t=tg--> e mostrar que é iguala”j~"

R: Atendendo sen 2x=2 sen X *COS X €

A a-j- bk
faser-se —™ ~
* B c¢+dk
onde a=cosx(2senx— 1), b=Il—senx, c=cos’X —
—sen x (sen x4-1), d= —cos x . A condicdo  neces-
séria e suficiente para que A/B seja independente
de k é que a'c=b/d, isto e, ad—bc=0. Ora, neste
caso ad—bc=—cos’ X (2sen x—1)—

[cos® x (1 —sen xX) —sen X (sen X 4-1) (1 —sen X)] =
= —2sen X cos’ X 4-€c0s” X —CO0S’ X 4-sen X cos” X 4-
4-senxcos’x=0. Fica assim provado que A/B

a que

C0S2X = c0s’X —sen’x pode

é independente  de k. Facamos entdo k=0, vird
A cos x (2sen x—1) e atendendo a que
cos’ x—senx (senx4-1)
2tg x/2 2t I-tg*x/2
cos X =
14-tg°x/2 - 1+ t!* 14-tg*x/2
14-t- teremos feitas as necessarias  reducOes
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-3t -3t+1)(t-1)
(- -30-3t + 1) (t+1)

t4_4.3, 4t-1

B t*-2t3-6t°--2t+ |
t-1

Solugdes dos n.°" 1081, 1085 e 1181 de R. Quaresma Rosa.

1182 — Os 3 lados™de um tridngulo e uma das
alturas sdo 4 térmos consecutivos de uma pro-
gressdo geométrica. Dada umadessas 4 quantida-
dades, calcular as outras. R: Sejam a, b e c os
lados dum triangulo por ordem decrescente  de
grandeza eh. a altura. Por hipétese é4ra:b:c:h,
donde: axh=bxc. Trata-se dum triangulo rec-
tdngulo em que a é a hipotenusa, h a altura  res-
pectiva, b e c os catetos. Teremos para resolver o
problema: a‘=b’'7'-c’, b'=a-c, c’=b-h, sistema
de trés equagdes a trés incdgnitas, visto ser conhe-
cido um dos elementos. A razdo da progressdo  que
facilmente  se determina, atribuindo um valor qual-

N /5-1
quer a um dos lados & V7 ”

Solugdo de Alvaro Simdes (de Sangalhos).

1183 — Dado otriangulo isosceles [ABC] rectan-
gulo em A, earecta XX', paralela & AC e pas
sando por B, determinar o lugar geométrico das
posi¢cdes do vértice A, quando B se desloca

sdbre XX', mantendo-se fixo o vértice C, e
conservando-se o triangulo isosceles e rectan-
gulo em A. R: Tracemos pelo vértice C uma

a XX'eseja O o ponto
pur Pj e P/  respecti-

recta YY" perpendicular
de interseccdo,  Designfmos

vamente 0s pés das perpendiculares baixadas  dos
pontos A[ sébre X X'e YY'. Os triangulos rec-
A A

tngulos  AiPB, e A,P'C sado iguais. Com efeito
AjB;=Aj C por hipétese e os angulos AiB;P, e
Aj CP; também s&o iguais, visto terem os lados
perpendiculares. Logo AIPI=AIP[. Os pontos A,
mantém-se  equidistantes de XX'eVYY'. O lugar
geométrico  dos pontos A, é, pois, a bissectriz  do
angulo recto do triangulo dado.

Solugdo de Alvaro Simdes (de Sangalhos)

1249 - Determinar a equacdo geral das super-
ficies S tais que, designando por X, Y, Z os pon-
tos em que a normal hum ponto M duma delas
encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX

e XOY, a razdo anarmoénica (X, Y, Z, M)=k
R: Sejam X, Y,, Z ex abcissas de X,Y,Z* M.
X - x Y-y Z-2
Das equagdes da  normal
q
tira-se  X,=0, Y=x—py/q, e Z =X+pz.
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Z,-X, p

X=W, (e

Tem-se (X,Y,Z,M) =

' XPZ+X —
x-Y p y

yxp—kxzq= (k—1) xy .
dy dz
—kxz (k-1)xy
equagBes resulta kx'+ y*=Ci.
os termos das 3 fragdes, res-
e tendo em vista uma

q
donde se tira Integremos

estas equa@ées—gzx Do  confronto
das duas primeiras
Multiplicando ambos
pectivamente  por X, y e z,
propriedade  das proporgbes vemxdx +ydy+zdz =0,
que da x*+y*+z*=c,. Portanto a equagdo geral
das superficies S 4 x*+y*+z°= P (kx?+y’).
Solugdo de Laureano Barros (do POrto).

1252 — Lugar do centro dum circulo que se des-
loca de tal forma que os seus eixos radicais com
dois circulos fixos passam por dois pontos fixos.

R : Sejam C\ e C, os centros dos dois circulos  fi-
xo0s, Ri e R, osrespectivos raios ; Pi e P, os dois
pontos fixos, definidos  pelas distancias PiP,=r,

P)Ci=di e P,C,=d,; Co centro de um dos cir-

culos do lugar.
Supondo R o raio diste altimo  circulo, tem-se,
pelas propriedades do eixo radical:
r rf-R*=d?-R?=T?
I ri-R:*=dI-RI-TI
Eliminando R,vem r’—r "=Tf—TI. Esta assim
reduzidlo o problema a achar-se o lugar dos pon-
tos C tais que a diferenca dos quadrados das suas
distancias a P, e P, é constante e igual a T?—T\.
Esse lugar é, como facilmente  se reconhece, uma
recta perpendicular a PiP,; ainterseccdo do lugar
J2 -pil 1
com Pi P, dista de Pi de g .

Solucdo de Laureano Barros (do Porto).
Envioutambém solugdo correcta: José Morgado (do Porto)

1254 — Prove que

2 2'tg(2' #)=cotg x—2» cotg (2" x) . R:
. 1—tg’x

Da relagdo cotg 2x= 2tgX tettgttt o trrg
—tgx resulta tgx=cotgx—2 c'otg2x. Mudando X
em 2'%,- tg(2'x) =cotg(2'x) —2cotg (2""*x) ou
2'tg (2’x)=2" cotg (2'x)-2""" cotg (2") X. Dando
a r os valores 0,1, '"*', n—1, e somando ordena-
damente, vem

°2'2rtg (2'x)=cotg x- 2" cotg 2" x), c.qQ.p.

Solugdo de José Morgado (do Porto).
Enviou também solucdo correcta: Laureano Barros (do
POrto).
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1335 —Seja OA, um segmento rectilineo de
comprimento igual ao dobro do didmetro de uma
circunferéncia dada. Marque-se, a partir de  OA,

o angulo AOA=45°, e outro OoAANW; a par-
1

tir de OAi, o0 angulo AOA =45°, e outro

OAiAz=9Q°;  a partirde OA, o angulo AQAI =

= — «45°, e outro OAA=90°
o

; e assim sucessi-

vamente, de modo que seja sempre ANOA =

= -Ne45° ¢ ON, ,~,=90°. Calcular lim OA,,
2" rt—*ac
e verificar que é perpendicular a OA, e igual ao
perimetro da circunferéncia dada. R: Do trian-
OAI_,
guio rectangulo  Aj_|OA; hra-se OAj= B =
’ ’ cos45'/2'-"
. 2sen 45°/2-< o ]
= OAIi_, — « Atribuindo a i os valores
sen 45°' 2'-*
1,2,- -,n, multiplicando ordenadamente as igual-
dades obtidas e simplificando, vem OA,, = OA,-
2" sen 45°/2"- .
. = OA, *2"send5°/2»-" lim OA,, =
sen 90° ->* .
. _— . sen ir/2+ ir
= OA,-lim 2"sen W2»"' = OA, lim =
n-*» »-*« TC/2"-- 2.

TZ
= éOAo. Portanto, o limite pedido éigual ao peri-

metro da circunferéncia  dada. Notando que a soma

dos angulos A~OA,, soma dos termos duma pro-

gressdo  geométrica  decrescente, € -—— = - Vé-se
11— A

que OA,,, «o limite, ¢ perpendicular a OA,.

Solucdo de José Morgado ido Porto), completada por R-
Quaresma Rosa.

Enviaram também solucdes correctas : Alberto Pais (de
Lisboa), J. S Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard
(de Portalegre).

1336 — Mostrar que sendo 2% 3"=3*e4»=6, é
também **-2y*=2*-3)/. R: De 2*+3r=3". 2"=

=2-3, resultam as igualdades 2~"e 3 =3* .

i"22»-i=l.  Aplicando logaritmos: (x—I)log2 =

= -(y-)log3, (2y-1)log2=-(x-1)log3. Divi-
| y_|

dindo membro a membro, = r>ou X—
2y—1 x—1

-2y’=2x-3y.

Solugdo de José Morgado (do Porto).
Enviou também solucdo correcta Paul Richard (de Por-
talegre).

1337 — Demonstrar a identidade 8 sen 10°e
esen 50° esen 70°=1. R: A igualdade pode, evi-
dentemente escrever-se
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8 sen 10° cos 10° sen 50° cos 50° sen 70° cos 70° =
= cos 10°co0s50°c0s70 ou sen20°senl00°sen 140° =
= cos 10° cos 50° cos 70" , igualdade verdadeira, em
virtude de ser: sen 20°=cos 70°, sen 100°= cos 10°
e senl40°=50° .

Solucdo de José Morgado (do Porto).

Enviaram também solucgdes correctas: Alberto Pais (de
Lisboa), Alvaro Simdes (de Sangalhos),J. S. Faria de Abreu
(de Penafiel), M. Guerra dos Santos (de Lisboa) e Paul
Richard (de Portalegre).

1338 — Resolver a equacdo sen 5r ecos 3.* =
=sen 9* ecos 7* . R: Atendendo a que
2 sen 5x cos 3x = st-n 8x + sen 2x e 2sen 9x cos 7X =
= senl6x+sen2x, a equagdo proposta transforma-
sse em sen8x=senl6x ou sen 8x = 2sen 8x cos 8x
ou sen 8x (I—2 cos 8x)=0 logo sen 8x=0 -» x=
- kTr/s € €COS8X= 1/2-*x = Kir/4+ it/24.

Solugéo de M. Carlos Guerra dos Santos (de Lisboa).

Enviaram também solugdes correctas: Alvaro Simdes
(de Sangalhos), José Morgado (do Porto) e Paul Richard
(de Portalegre).

1339 Trés nimeros X, y e a estdo em pro-
gressdo aritmética, estando x+y, y ey+z em
progressdo geométrica. Calcular ésses numeros
sabendo ainda que a soma dos quadrados dos
extremos x e s é 8. Calcular a razdo das duas

progressdes. R : O enunciado traduz-se pelas
Zy=x+12
y'=(x+y) (y-rz) a segunda das
I x+z2'= 8,
quais € equivalente a xy +yz + zx=0. Entdo, tem-se

sucessivamente gy = (X +y+z) = X'+y"'-)z2'=8+ty’

donde y= + |- Pira y=+1, vem Xx+z=2 , xz=
= —2, donde, a solugdo x=1+ t/3, y=1, z=1 +
+ v/3. Para y=—1, vem X+z=—2, xz=—2
donde a solugdo x=—1+ t/3, y=—1, z=—1p
+ t/3. As razbes sdo: no caso da progressdo ari-
tmética Ti——1t/3 ou r,= t/3 ; no caso da  progres-

sdo geométrica  ?,= 2+ ~3 ou 2— y"S.

Solucdo de José Morgado (do Porto).

Enviaram também solucdes correctas : Alberto Pais (de
Lisboa), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard
(de Portalegre).

1340 — S&o dadas as circunferéncias C\,Cf-C,

tais que : a) os centros estdo alinhados ; bj a cir-
cunferéncia C,(» = 2, e 1) é tangente a cir-
cunferéncia Cj_i e a circunferéncia C,.,; ¢) as

circunferéncias sdo tangentes as rectas a e 6.
Conhecendo o angulo 2a das rectas a e 6 e 0
raio R[ de C, calcular a soma dos raios das n cir-
cunferéncias. [Considerar os dois casos: i?, <Ay,
e Rj>R,, (/=1 ees ,n—i)]. R: Primeiro caso
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Rj < R,.,. E evidente a relagio sen a-

. . sen a+ 1
ou Ri+."RiX

—sena + 1
a soma de n térmos duma progressdo

A soma de n raios sera

geométrica  em

sen at+ 1
que o primeiro termo € R, ea razdo Por-
/\,f VAN L 1' —sen a1
| \1serr5@m)ﬁl
tanto S = * No caso de ser
1—sena
Rj>R,.i a progressdo serd decrescente e a razdo
I\ —sen a\
R,
. l—sen a 1+sen a
igual a o » e
1+sena -sen a
1+ sen a

Solugdo de Alvaro Simdes (de Sangalhos).

Enviaram também solucdes correctas : J. S. Faria de
Abreu (de Penafiel) e Paul Richard (de Portalegre).

1341 — Calcular o valor da soma S=1/1+
+2/2+- +wi/». R: nln =nl[(n +1)-1] =
=n!(n +1)—n!=(n+1)!—n! Fazendo n  sucessiva-
mente igual a n—1, n—2 ,%3,2,1 vem n!n=
=(n+1)!-nl, (n-2)! (n-1)=-n!-(n-1)!, (n-2)!

BOLETIM

23 —BUTLER, CHAS. H. and LYNNWOOD
WREN, F.— The Teaching of Secondary Mathema-
tics—Mc Graw-Hill Gook Co. 1941. XII + 513
pags. $3.00.

E um livro verdadeiramente actual que todo o
professor de mateméaticas do ensino secundério
deveria inscrever na sua lista de leituras. Deveria
ser lido também pelos educadores em geral e
pelos difigentes que tém a seu cargo qualquer
trabalho sobre matematicas nas escolas secundé-
rias. Escrito por dois professores capazes e expe-
rimentados, éste livro é precioso e cheio de suges-
tées, particularmente para o grupo de professores
jovens que, faltando-lhe a experiéncia do trabalho
escolar,necessitam de um guia para os seus planos
didrios de ligdes.

O livro estd dividido em trés partes:

1» O lugar e a funcdo das matematicas na edu-
cacado secundaria.

2." Melhoramento e avaliagdo da instrugdo na
educacao secundaria.

BIB

Nesta seccdo, além de extractos de criticas aparecidas em
e outras publicagdes de matematica de que os autores
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(n-2)=(n-1) 1-(n +2) 1; e 313=41-31, 212=
= 31—2, 1!'1=1 Somando ordenadamente vem
111 +212+31'3+... +n In=(n+ 1)!-1.

Solugdo de Paul Richard (de Portalegre).

Enviou também solucSo correcta : J. S. Faria de Abreu
(de Penafiel).

1343 - Consideremos um diedro de rectilineo 2a
e um plano que secciona o diedro perpendicular-
mente ao plano bissector. Sendo @ o angulo for-
mado pela aresta e por aquéle plano, determinar,
em funcdo de ae p, o angulo de seccao do diedro.
R : Considere-se o triedro que tem por vértice V ,
0 ponto de interseccdo da aresta do diedro e do
plano que secciona éste perpendicularmente ao plano
bissector, e por arestas, a aresta do diedro e as
interseccdes do dito plano com o plano bissector e
com uma das faces do diedro ; arestas que se desi-
gnam por VA, VB e VC respectivamente. Neste
triedro rectangulo  conhecem-se a face BV A=p e o
angulo x oposto aface BVC. O triedro est4, pois,
determinado. Resolvendo-o, acha-se tg BVC =
= sen ptga donde BVC= arc tg(senptga) e2BVC =
2 arc tg (sen ptg a). E o angulo pedido.

Solugéo de Alberto Pais (de Lisboa).

Enviaram também solucdes correctas : José Morgado

(do Poérto), J. S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul
Richard (de Portalegre).

LIOGRAFICO

revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
ou editores enviarem dois exemplares & Redacgéo

3." O ensino do assunto principal das matema-
ticas secundarias.

Pode-se felicitar os autores por terem escrito
um bom livro, agradavel e cheio de notas de filo-
sofia e sugestdes para o desenvolvimento da ins-
trucdo ; é sdo e bem equilibrado.

Os exercicios do fim de cada capitulo sdo bem
escolhidos e a bibliografia é actual.

(de W. D. R. em «The Mathematics Teacher»
Vol. XXXV, n.°4-Abril 1942- Trad.J. S. P.)

24 —FRANKLIN, PHILIP-A Treatise on Advan-
ced Calculus—John Wiley and Sons, Inc.—New
York; Chapman and Hall —London; 1940.

Esta obra constitue uma valiosa contribuicdo a
éste campo da matematica. Preenche definitiva-
mente alacuna existente entre o trabalho de forma
elementar e o de rigor dentro da moderna ana-
lise, como é po6sto em evidéncia pelos titulos dos
primeiros capitulos. Como ponto de partida os
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inteiros positivos e negativos, seguindo-se 0s nu-
meros racionais,os irracionais—cujo estudo é feito
pelo método de Dedekind—a defini¢do de ponto
limite, e os teoremas de Bolzano-Weierstrass e
de Heine-Borel. O segundo capitulo trata, de forma
cuidada, mas ndo muito longa, de limites, extre-
mos, e continuidade ; utilizando o teorema de
Heine-Borel demonstra-se que uma funcao conti-
nua em todos os pontos de um intervalo fechado
é uniformemente continua nesse intervalo, e apre-
sentam-se demonstragdes de teoremas relativos
a continuidade que sdo geralmente omitidas em
livros déste género. O primeiro capitulo termina
por 34 exercicios propostos que dizem respeito
aos numeros algébricos e transcendentes, demons-
tra-se que o conjunto dos algébricos é numera-
vel, o que ndo sucede com o conjunto dos nUme-
ros reais, e da-se a definicdo da curva de Peano.

Chegados ao capitulo 111, encontramos defini-
cOes aritméticas construtivas das funcdes expo-
nencial, logaritmo e trigonométricas. A aproxima-
¢cdo aqui dada é nova, e de um indiscutivel

PUBLICACOES

Boletin Matematico —(Buenos Aires) — Revista
argentina de Matematica —Ano XIV—n.° 17,
Ano XV —n.° 12-13.

Matematica Elemental —Revista publicada por
el Instituto «Jorge Juan» de Matematicas y la
Real Sociedad Matematica Espanola —4.* série
— Tomo Il1—n.° 6 - 1943.

Técnica — Revista de Engenharia dos Alunos
do 1.S. T.—n.° 138 e 139.
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interésse e valor; ao critico afigura-se ser esta a
parte mais interessante do livro. O tempo e aten-
¢do que o seu detalhe requerem deve ser, prova-
velmente, o motivo da sua exclusdo dalguns cursos
déste género.

H& trés capitulos sébre integracao e dois rela-
tivos a variavel complexa. A integracdo limita-se
aos integrais de Riemann, proprios e improprios.

Nos capitulos relativos a séries e sucessdes de
funcbes encontra-se, ao lado do que é usual,
seccOes dedicadas aos produtos infinitos, conver-
géncia em média, e equi-continuldade. O capitulo
sObre as séries e integrais de Fourier inclue o
teorema de Féjer, o de aproximacao de Weiers-
trass, o teorema de Parseval e transformacgdes de
Laplace.

O ultimo capitulo trata da fun¢do gama, dos po-
lindbmios e niumeros de Bernoulli, formula de Stir-
ling, etc.

(de R.L.Jeffery em«The American Mathemati-
cal Monthly» Vol.48, n.°4, Abril 1941 -Trad. M.Z.)

RECEBIDAS

Revista Politécnica—(Sdo0 Paulo—Brasil) —
Ano 38.° n.’» 141.

Fuclides — (Madrid) — Revista mensal de Cién-
cias Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales—
Tomo I11,H."" 28 e 29.

Seguros — Ano V —n.° 28.

Selecbes do Reader's Digest — Maio de 1943 —
e outras publica¢cGes —oferta da Legacdo dos Es-
tados Unidos da América do Norte.

A situacédo financeira da «Gazeta de Matematica»

CONTA DO N.° 15 DA «GAZETA DE MATEMATICA»

Receita

Receita da venda avulso e por assi-

natura de 842 nimeros 3.332/\75

Existéncia de 549 nUmeros ao preco
de custo 1.50wW00
24-V111-1943, Déficit 244515
5.076"90

Despesa
Composicdo, impressdo, papel e bro-
chura 4.250#50
Sua quota parte nas despezas gerais
realizadas até 24 de Ago6sto de
1943 826£40
5.076790

0. M.R. e M. O. M.
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publicard em 1943 cinco nimeros nos meses seguintes:
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PONTOS DE EXAME

Uma das secgdes permanentes da Gazeta de Mate-
matica é constituida pelos pontos de exame de aptidao
as universidades e pontos de exame de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica das escolas superio-
res. A distribuicdo normal déstes pontos, pelos diferen-
tes numeros da Gazeta de Matemética € a seguinte:

Exames de aptiddo— N.°* de Mar¢o, Maio e Julho.

1.° exame de frequéncia—N.” de Novembro e Janeiro.

2.» exame de frequéncia — N.°* de Marco e Maio.

Exames finais — N.°* de Maio e Julho.

Cada um déstes nimeros podera publicar e publicara,
em geral, outros pontos além dos indicados.

A Gazeta de Mateméatica n3o é um mero arquivo
de por.tos, mas um jornal de cultura matematica.

NUMEROS ATRAZADOS

Encontram-se completamente esgotados os N.°" 1, 2,
4, 5,6, 9 e 10. Vendem-se avulso: N.° 3 Esc 6$%o,
N.° 7 Esc. 6foo, N.° 8 Esc.4i00, N." 11 e seguintes,
Esc. 5|co.

ASSINE A

Maio,

Julho e Novembro

CONDICOES DE ASSINATURA

A Administragdo da Gazeta de Matematica aceita
assinaturas anuais de cinco nimeros, ao preco de
Esc. 20%00, para o que basta dar a indicacdo do
nome, morada, local da cobranca e do nUimero em
que deve ter inicio. A assinatura sera renovada, auto-
maticamente no seu térmo, salvo aviso prévio em
contrério.

Para simplificar o trabalho da cobranga, todas as
assinaturas serdo acertadas de modo tal que passem a
ter inicio com o numero de Janeiro de cada ano, pelo
que a primeira cobranca das assinaturas, com inicio em
qualquer outro numero, sera de Esc. 4JS00, Esc. 8%00,
Esc. 12JS00 e Esc. i6%00, correspondendo a 1,2, 3ou 4
nameros.

COLECCOES COMPLETAS

Com excep¢do duma pequena reserva que a Admi-
nistracdo da Gazeta de Matematica retirou do
comércio, estdo inteiramente esgotadas as coleccGes
completas.
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concorrera, assim, para o fuluro melhoramento duma revista que ndo constitui,

de modo algum, um empreendimento comercial



