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Bernhard Riemann foi um matematico
extraordinariamente profundo. A sua morte precoce,
aos 39 anos, fez com que a sua obra matematica néo
fosse, em extensédo, comparavel as de Euler, Gauss ou
Cauchy. No entanto, o seulegado matematico deixou-
nos aquele que é considerado hoje em dia o mais
importante problema em aberto da matematica: a
célebre Hipétese de Riemann.

Originalmente quase um a parte na sua
conferéncia inaugural como membro da Academia de
Berlim, em Agosto de 1859, a Hipétese de Riemann
estava de tal forma avangada no tempo que em 1900
foi considerada por Hilbert um dos seus 23
“Problemas da Matematica” e em 2000 foi classificada
pelo Clay Mathematics Institute como um dos sete
“Problemas do Milénio”.

E precisamente quando se passam 150 anos sobre
a sua formulagdo que José Carlos Santos nos esclarece
sobre o significado da Hip6tese de Riemann.

Editorial

Contando com as habituais secges, que vao
desde os problemas matematicos (Recreio e Canto
Delfico) a divulgagdo dos conceitos matematicos em O
Que E (nesta edigio dedicada a caracteristica de
Euler), Na Linha de Frente e Apanhados na Rede e nos
artigos que nos sio submetidos, continuamos a tentar
fazer da Gazeta uma publicagdo cada vez mais
interessante e com maior qualidade.

Recebemos recentemente uma indicagdo
particularmente gratificante de que estamos no bom
caminho. A Newsletter da European Mathematical
Society (EMS) manifestou interesse em publicar uma
versdo revista e traduzida do artigo de Antonio
Machiavelo da nossa uiltima edigao, "Pitagoras: Factos
e Lendas". Este artigo ja foi aceite e serd publicado
num dos préximos niimeros da Newsletter da EMS.

Ao autor, que tem todos os motivos para se sentir
orgulhoso, os sinceros parabéns de toda a equipa da
Gazeta.

Sobre a Capa

O artigo manuscrito de Riemann, onde se
assinala a sua célebre Hipdtese:
"... de facto, encontra-se aproximadamente
este numero de raizes reais dentro destes
limites, e € muito provavel que todas as raizes
sejam reais. Seria certamente desejavel uma
prova mais rigorosa desta questdo; eu pus
temporariamente de lado esta questdo, ap6s
algumas fugazes tentativas sem sucesso, pois
ela ndo parece necessaria para os préximos
objectivos da minha investigagio”. Riemann
formulou a sua hipétese a custade uma fungéo
auxiliar, cujo eixo real corresponde a linha
critica da fung@o zeta (ver artigo principal).
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Movimentos Pendulares

"Ouvi dizer aum homem instruido [Eratdstenes] que o tempo nao é mais que
omovimento do sol. Por que ndo seria antes o movimento de todos os corpos?
Se os astros parassem e continuasse a mover-se a roda do oleiro, deixaria de
haver tempo para medirmos as suas voltas?" - Santo Agostinho, em

Confissoes.

O Atractor desenvolveu um conjunto de aplicagdes
interactivas sobre diversos tipos de sistemas
dindmicos oscilatérios. As versdes mais elementares
s@o o oscilador harménico e o péndulo simples. No
primeiro, uma bola de massa m esta sujeita apenas
acgdo de umamola;

se a localizagdo da bola for descrita relativamente &
posigéo de repouso da mola, a forga f exercida, para
cada posigdo x, sobre a bola é a de distensdo ou
compressao da mola e tem o sinal oposto ao de x.
Supondo-a proporcional ao deslocamento, teremos
flx) =-k x (k>0). A equagdo do movimento sera, pois,
-k x =m x" ou x" = -k/m x, equagdo diferencial de 2.*
ordem equivalente ao sistema de equagdes de 1.-
ordemx'=y,y' =-k/mzx.

"http://www.atractor.pt/mat/pendulos/oscilador
*http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloRigido
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A cada solugdo da equagdo correspondera, no plano
xy, uma curva (dita de fase) tangente em cada ponto
(x,y) ao vector (y, -k/m x). O applet’ permite variar os
pardmetros m e k e seguir, em simultineo, o
movimento da bola e do ponto (x,y) no plano de fase,
as varia¢Bes das energias cinética e potencial e o
grafico do movimento. No segundo exemplo, do
péndulo simples’, a bola de massa m move-se num
plano por ac¢ao da gravidade g, mantendo-se ligada a
um ponto por uma haste rigida (de comprimento L,
eventualmente com atrito 4 e suposta sem massa).

A posicao da bola é descrita pelo angulo x da haste
com a posigdo de equilibrio (na vertical) e ha que
estudar as forgas que actuam sobre a bola. O applet
permite analisar em tempo real o movimento e
velocidade da bola, as variacdes da energia, o espago
de fase e graficos do movimento e ainda as forgas que
nelaactuam.
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[Movimentos Pendulares]

Nas figuras em cima, o vector peso, na vertical,
decompde-se numa componente tangencial (-p Sen x)
e noutra radial e, em movimento, surge ainda uma
componente radial de forca centrifuga; a resultante
das componentes radiais (azul escuro) é equilibrada
pela reaccdo da haste (azul claro), pelo que a
resultante radial final é sempre nula. A tUnica
componente relevante para o movimento do péndulo
¢é a tangencial (-p Sen x) e a equagdo sera —-p Senx=mx"
ou —mg Sen x=mx", ouainda x"=-g Sen x, equivalente
ax'=y, y =-g Sen x. Além daqueles dois exemplos,
foram programados outros applets:

w

1.Péndulo simples de fio’, cuja dindmica é distinta da
anterior porque a componente radial s6 sera anulada
pela reaccdo do fio se essa componente radial apontar
para fora, com o fio a compensar com uma forga para
dentro de grandeza igual. Se a componente radial
apontar para dentro, o fio ndo a compensa e o
movimento deixa de ser pendular: a posi¢do dabola é
agora descrita por dois pardmetros e a bola entra em
queda livre com movimento parabdlico, até o fio
esticar denovo.

*http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloFio
‘http://www.atractor.pt/mat/pendulos/2pendulos
"hitp://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloEsferico

O applet trata este caso, admitindo choque ineldstico
no "esticdo", com a consequente perda de energia; e
permite a observacdo de comportamentos muito
interessantes: a alternancia entre os dois tipos de
movimento, pendular e de queda livre, com gradual
perda deenergia.

Grafico dos movimentos

2. Dois péndulos rigidos’ movendo-se
simultaneamente, permitindo assim fazer
verificagbes experimentais - se ndo houver atrito, o
periodo ndo depende da massa, para pequenas
oscilagdes, quase ndo depende da amplitude inicial e
se, além disso, o comprimento de um aumentar por
um factor K (4, na figura), o periodo aumenta por um
factork.

#f‘u‘-"‘"‘
bl o

3.Péndulo esférico’.

4
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4. Péndulo duplo com os conhecidos
comportamentos de tipo cadtico e em que se pode
também ver em tempo real a trajectériado movimento
no toro, que é o espago de configuragdes associado.

5. Péndulo cicloidal’ (ou tautécrono), cuja frequéncia
ndo depende da amplitude das oscilagGes, o que pode
ser verificado experimentalmente com 6. Dois
péndulos cicloidais’. A independéncia da frequéncia
consegue-se com uma curva “de encosto” para o fio
do péndulo: o comprimento util do péndulo vai
diminuindo 2 medida que a amplitude cresce. Com
uma forma adequada para essa curva, consegue-se
que os efeitos (contrarios) dessas variagdes (maior

*http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloDuplo
"http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloCicloidal
*http://www.atractor.pt/mat/pendulos/2pendulosCicloidais
*http://www.atractor.pt/mat/pendulos/pendulosAcoplados
“http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloExcitado
"hitp://www.atractor.pt/mat/pendulos/osciladorPonte
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[Movimentos Pendulares]

amplitude inicial - maior periodo e menor
comprimento - menor periodo) se compensem;
prova-se que a solugdo é uma cicléide.

7. Péndulos acoplados’, em que ha agora cinco tipos
diferentes de energia, e uma (quase) total
transferéncia alternada da energia de um para o outro
péndulo, bem visivel pela propria simulagdo, pelo
grafico (de barras) da energia, pelos dois graficos do
movimento e pela alterndncia com que as drbitas
aparecem em direcgdes quase perpendiculares, no
espago de configuragdes (toro). 8. Péndulo excitado”
com os fendmenos de ressondncia associados; e

7

9. Ressondncia de ponte, em que é evocado um
epis6dio de ressonéncia" da ponte D.Luis (Porto-
Gaia), ocorrido em Abril de 1931, aquando do funeral
de um estudante de Medicina, que morrera ao ser
perseguido pela policia.[7l


http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloDuplo
http://www.atractor.pt/mat/pendulos/2peridulosQcloidais
http://www.atractor.pt/mat/pendulos/peridulosAcoplados
http://www.atractor.pt/mat/pendulos/penduloExcitado
http://www.atractor.pt/mat/pendulos/osciladorPonte

(Gavetas e Bananas

O Principio das Gavetas permite tirar algumas conclusdes surpreendentes. Uma forma de o enunciar é a seguinte:
se distribuirmos n+1 objectos por n gavetas, entdo pelo menos uma gaveta fica com mais do que um objecto.
Dirichlet utilizou este principio numa demonstragéo sobre aproximagdes por racionais dos irracionais. Trata-se
de um resultado matematicamente til, mas dois exemplos recreativos vém a calhar: em cada cinco cartas de
jogar ha pelo menos duas do mesmo naipe;

em Lisboa hé pelo menos duas pessoas com o mesmo ntimero de cabelos (estima-se que hd um milhédo de
pessoas na capital e que ninguém tem mais do que 600 mil cabelos).

Caderno_1
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Deixemos um desafio aos leitores: Seja fix) um polinémio de coeficientes inteiros, de qualquer grau.
Suponha que para trés valores inteiros g, b e c se tem f(a)=f(b)=f(c)=2. Prove que para nenhum valor inteiro d se
tem f{d)=3.

As vezes nio recorremos a métodos gerais para atacar problemas de contagem. Vejamos um exemplo
cldssico, em que uma abordagem directa basta. H4 uma pilha de bananas e trés macacos. O primeiro deita fora
uma banana e come um terco das restantes. O segundo, mais tarde, deita uma banana fora e come um tergo das
que encontrou. O mesmo faz o terceiro. Sobraram duas bananas no fim. Quantas bananas havia no inicio? Bom,
o terceiro macaco encontrou por certo quatro bananas. O segundo, para deixar quatro, é porque encontrou sete
(7-1=6, 6-6/3=4). A pilha original deveria conter portanto dezbananas.

Propomos mais duas questdes para os leitores. A primeira é semelhante a anterior, mas hé cinco macacos
envolvidos. Cada um deita fora uma banana e come um quinto das restantes. Pergunta-se: qual é o menor
numero possivel de bananas restantes apds o quinto macaco se alimentar?

Asegunda: 1600 bananas sao distribuidas por 100 macacos. Mostre que pelo menos quatro macacos receberam o

mesmo niimero de bananas.

Nota sobre o problema do niimero anterior. Como o nosso leitor Carlos Gomes, da Escola Secundaria/3
Amarante, notou P(1) = 14 d4 a soma dos coeficientes. O segundo argumento deve ser maior do que este valor.
No exemplo foi 17. Quando escrito P(17) em base 17 os coeficientes tornam-se aparentes...
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A Hipotese de Riemann - 150 Anos

Em 1859, Bernhard Riemann, entao com 32 anos, foi eleito para a Academia
das Ciéncias de Berlim. Fazia entdao parte do regulamento daquela instituigao
que os novos membros deviam fazer um relatdrio sobre a pesquisa que
estavam a realizar. O relatério entregue por Riemann era curto (foi publicado
em oito paginas) e tinha por titulo Sobre o niimero de niimeros primos que nio
excedem uma grandeza dada. B aqui que surge a hipStese de Riemann, que é
talvez o mais famoso problema em aberto da matematica.

C(n)
Para compreender o problema, convém recuar a 1650, ano em que foi publicado o livro Nova quadraturz
arithmeticee seu se additione fractionum, de Pietro Mengoli. E um livro sobre soma de séries, duas das quais sdo

1 1 1
1. 1.1
C(Z)=l+?+?+?+...

E ai demonstrado que a primeira (a série harménica) diverge e o autor levanta o problema de saber qual é a
soma da segunda. Este problema foi novamente levantado por Jacob Bernoulli em 1689". Trés anos mais tarde, o
mesmo Jacob Bernoulli comega a estudar as séries

Cn)=1 +% + ;,.' e 1)
paracadan eN\ {1}.
Em 1735, Euler provou que {(2) éigual a ¥’/ e, pouco tempo depois, calculou {(r) para cada niimero natural

par n, para além de ter obtido o produto euleriano
=] a-sm @
p primo

o qual é valido para cada nimero real 7> 1. Isto mostra que hd uma relagio entre a fungao C e a distribuigdo dos
numeros primos. Nao € a inica ligagao da fungéo ( a Teoriados Numeros. Por exemplo, se s>1, entdo

onde d(n) é oniimero de divisores de n. Além disso, ses>2, entdo

'O texto em questdo foi publicado em Basileia, 0 que deu origem a designar-se por "problema de Basileia” o problema de
determinar o valor de ((2).

81
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[A Hipo6tese de Riemann - 150 anos]

(- n=y 2D,

onde o(n) é asoma dosdivisores den.
Conjectura de Legendre

ParacadaxeRR,seja m(x)oniimero de niimeros primos menores ou iguais a x. Porexemplo, n(1)=0, n(2)=1e
n(x)=2. No fim do século XVIII, Legendre observou que aparentemente se tem

~— 3)

m(x) Togx’
querendo isto dizer que o quociente das duas fungdes tende para 1 quando x tende para +w. Pela mesma altura,
Gauss (com apenas 15 ou 16 anos de idade) também conjecturou que se tem (3), mas também fez a conjectura

equivalente
rx

n'(x)~ _’.2 E’.—' t

Que as duas conjecturas sdo equivalentes resulta de se ter

A
m /logx

X400 X 1
fz l@t dt

=1,

que éalgo quese prova facilmente. No entanto, [ l/log ¢ 9t éumamelhor aproximacéode n(x) do que */jog -
Podever pelafigural.

Figura 1: Gréficos de n(x) (a vermelho), j:xloj? dt (averde)e * flogx (@ azul)

Afigura 1 também sugere que n(x) é sempre maior do que™ Nog x € que adiferenga vai aumentando a medida
que x cresce. Isto levou Legendre a conjecturar, em 1800, que uma fun¢do que aproxima 7n(x) ainda melhor do
que x/ logx é

log(x) —1,08366

Nio é claro o que é que ele tinha em mente ao escrever isto, pois se o quociente de n(x) por * /log x tender de
facto para 1, entdo o quociente n(x) por qualquer funcdo dotipo x/(log(x) + 4) também tendeparal.

Caderno_1
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10r

Gauss nao publicou nada sobre este topico; o que se sabe sobre as observagdes dele acerca do assunto vem
nas suas cartas pessoais e no seu didrio. Em contrapartida, a conjectura de Legendre era bem conhecida dentro
da comunidade matemadtica e é mencionada por, pelo menos, Abel, Dirichlet e Cebisev na primeira metade do
século XIX. Foi alids Cebisev a primeira pessoa a fazer progressos em direc¢io a uma demonstragdo da
conjectura. Em 1848 provou que

e para x suficientemente grande tem-se

*1 * 1
0,89 xf —dt <nu(x) < 1,11} —dt;
, logt , logt

e num certo sentido (que ele precisou) nenhuma fungao da forma
x

xXH—
alogx+
aproxima melhora fung¢io ndo que* /(log(x) — 1)/

¢ caso o limite

dt

lim
x—+00 ,-x

2 logt
exista, entdo o seu valor sé podeser 1.
O artigo de Riemann

O artigo de Riemann néo é um artigo de matematica no sentido usual do termo. E sobretudo um programa
de pesquisa que pretende levar a uma demonstragao da conjectura de Legendre.

A express@o (1) para {(n) foi definida para valores naturais de n > 1. Naturalmente, definir {(n) daquele
modo continua a fazer sentido para qualquer ne 11, +o[. O que Riemann fez foi definir {(s) para qualquer
ndamero complexo s diferente de 1. A definigdo dele é complexa (sem trocadilhos!), mas vamos ver como se pode
prolongar { ao conjunto dos niimeros complexos s tais que R (s) > 0 (e com s # 1). Para comegar, convém definir
n$ = e5198™ paracadas e C.Nioédificil provar que

1

1 1
{(.S)=1+'2;+3;+4;+' “4)

converge (e até converge absolutamente) quando %(s) > 1. No entanto, a série (4) diverge quando %(s) <1. Por

outrolado, se R(s)>1tem-se
, - (—1)"
=) - Z ns T2 Z (2n)s

P

n=1 n=1
=y (GLYi
ns
Logo, —1\n
g, S ®
(@) =—Fzr—
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Acontece que o numerador do membro da direita desta igualdade é uma série que converge sempre que
R(s) > 0. Isto permite entdo definir {(s) para cada niimero complexo s com parte real positiva, excepto aqueles
paraos quais2' =1, ou seja, excepto para os niimeros s da formal — ——, com neZ . Por outro lado, se se definir

_ (—2 se n for multiplo de 3

a - 7 -
" =11 caso contrério

(neN),

entdo calculos semelhantes aos anteriores mostram que

Zoo 1‘_ln
n= nS
() = ©
Isto permite definir {(s) para cada niimero complexo s com parte real positiva, excepto os ntiimeros s da
forma 1 — -—- , com neZ. As expressdes (5) e (6) em conjunto permitem definir {(s) para cadase C \ {1} tal que
R(s)>0.

Riemann encontrou uma expresséo analitica que permitia definir {(s) para cada se C \ {1}. E natural que nio
se possa prolongar a 1, pois o limite de {(s) quando s tende para 1 por valores reais maiores do que 1 é +o. Isto
tanto pode ser demonstrado a partir de (4) como (mais facilmente) a partirde (5).

Considerando agora { como uma fung¢do de C\ {1} emC , Riemann mostrou facilmente que {(s)=0quando s
é um inteiro par menor do que 0 e observou que resulta do produto euleriano (2) que {(s) ndo tem zeros tais que
R(s)>1. Riemann também provou que, ando ser quando s ou 1- s é um inteiro par menor do que 0, {(s)=0sees6
se {(1 - s) =0. Resulta disto tudo que, com excepgao dos inteiros pares menores do que 0 (que se designam por
zeros triviais da fungdo {), todos os zeros da fungdo { estdio na faixa critica: {s e C 1 0<R(s)<1}.

Prova-se facilmente que, para cada s € C\{1}, {(s) = {(s). Em particular, se s for um zero da fungéo , entéo s
também o é. Consequentemente, se se estd a procura de zeros da fungéo { basta procurar aqueles que tém parte
imagindria maior ouigual a 0 e vdo ser s6 estes que serdo considerados a partir deste ponto.

Riemann fez uma estimativa de quantos zeros ha na faixa critica com parte imagindria entre 0 e T (T>0) e
obteve

T 1 T ) T

2m %8\2n) " 2m )

Em seguida, Riemann afirmou que este niimero também era uma estimativa para o ntimero de zeros p
situados na recta critica {2+ ti | t € R} tais que 0 < 3(p) < T. Foi neste contexto que formulou a sua famosa
hipétese:

Todos os zeros ndo triviais da funcdo C estdo na recta critica.

Enatural nesta fase ocorrer uma pergunta. O que é que tudo isto tem a ver com a conjectura de Legendre? Até
aqui, a inica relagdo que foi vista entre a fungdo ( e nimeros primos foi o produto euleriano (2). Para se ver a
relagdo entre as duas coisas, considere-se a fungéo de Mobius u:N—{-1,0,1}, assim definida: sen € N, entdo

e se n2 for multiplo de algum quadrado perfeito maior do que 1, u(n)=0;

e caso contrario, p(n)=1 (respectivamente-1) cason tenhaum ntimero par (resp. impar) de factores primos.

Seja também, para cadaxe]1,+w[,

e 1 L 1
Li(x =J ——dt = lim —-dt+f —dt
*) , logt eor\J, Togt welogt )
Riemann conjecturou que

L(E) L) LR LG

Li(x) — (8

11
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seria uma excelente aproximagéo de n(x). Empiricamente isto é plausivel; por exemplo. se n(eN') <1 000 000,
entdo a diferenca entre n(n) e a soma dos quatro primeiros termos ndo nulos da série (8) ndo excede 37. Para se ter
uma ideia da ordem de grandeza dos niimeros com que se esta a trabalhar, basta ver que (1 000 000) = 78 498.

x 1
Como Li(x) e f 21 dt diferem por uma constante (~1,04516), ha uma relagéo clara entre a aproximagéo de
n(x) que Riemann conjecturou e a conjecturade Legendre.

Convém observar que existe uma relacéo directa entre a fungéo de Mobius e a fungéo §:ses € Cese R(s)>1,

entdo
7 © .\ s 00

\n=1 7/ \n=1

ApésRiemann

O artigo de Riemann estava tao avangado em relacdo ao seu tempo que tiveram de decorrer mais de trinta
anos até haver avangos relativamente ao que 14 vem. S6 em 1896 é que Jacques Hadamard e Charles de la Vallée
Poussin demonstraram (independentemente um do outro) a conjectura de Legendre, a qual passou a ser
conhecida por teorema dos niimeros primos. A demonstrac¢éo envolveu o estudo dos zeros da fungédo £, mas o que
provaram foi somente que esta nédo tem zeros na fronteira da faixa critica, ou seja, ndo tem zeros da forma it ou
1+t (t € R). Para se ter uma ideia da complexidade do estudo deste problema, basta ver o grafico da restricéo de
[§| ao eixo dos imagindrios puros, representado na figura 2. Até hoje, ninguém conseguiu provar que existe
algum § <% tal que todos os zeros ndo triviais da fungio { estejam na faixa {s € C| §<R(s)<1-8}.

w A AL AT

10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100

Figura 2: Gréfico de t — | {(it) | (¢ € [0,100])

O artigo de Riemann continuou a ser fonte de inspira¢do para muitos matematicos que trabalharam nesta
area. Parte desse trabalho consistiu em encontrar as demonstragdes de muitas afirmacdes ai feitas por Riemann,
as quais, aparentemente, eram por ele encaradas como estando completamente demonstradas. Um exemplo
entre outros consiste na estimativa (7) apresentada por Riemann para o niimero de zeros da fungdo ¢ no
rectangulo que tem por vértices 0,1, 1+ Ti e Ti (Ti>0). S6 em 1905 é que von Mangoldt conseguiu demonstrar que
estava correcta.

Desde o fim do século XIX que se estudam por métodos numéricos os zeros da fungao ¢ na faixa critica. De
facto, o préprio Riemann ja fizera isso, mas nao revelou esse facto no artigo de 1859. Foi somente em 1932 que
Carl Ludwig Siegel publicou uma analise dos apontamentos de Riemann que estavam depositados na
Universidade de Goéttingen. Foi ai descoberta uma férmula, actualmente conhecida por férmula de Riemann-
Siegel, que permite encontrar zeros da fungdo . Riemann chegou a usar essa férmula para introduzir os trés
primeiros zeros da fungdo { da forma % + ti (t > 0): correspondem a tomar-se t~14,135, £~21,022 e ¢~25,011.
Levando essa andlise um pouco mais longe, pode-se mostrar que ndo ha mais zeros da funcdo ¢ na faixa critica
com parte imagindria positiva e menor ouigual ao maior dos trés. Esta andlise numérica aos zeros da fungio ¢ foi
levada cada vez mais longe ao longo dos anos; os primeiros dez zeros situados na faixa critica podem ser vistos
nafigura 3. Conhecem-se actualmente bilides de zeros da fung¢éo ¢ situados na faixa critica e tém todos parte real
iguala¥a.
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[A Hipo6tese de Riemann - 150 anos]
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Figura 3 : Os primeiros dez zeros ndo triviais da fungéo ¢

Este tipo de verificagdes numéricas sdo provavelmente encaradas por muitas pessoas como uma prova, para
todos os efeitos praticos, da hipdtese de Riemann. Para se ver o cuidado que se deve ter com este tipo de
"demonstragdes”, considere-se novamente a figura 1. Como se pode ai ver, tem-se sempre (i. e. sempre que

1 1
1<x<10000) f zx " dt>mn(x). Como Li(x) é ligeiramente maior que fx -—- dt tem-se, por maioria de razio,

que Li (x) > n(x). Serd que a desigualdade Li (x) > n(x) se verifica para qualquer x > 1? De facto ndo; em 1914
Littlewood provou que hé niimeros x tais que Li (x) < n(x). No entanto, os niimeros para os quais se tem esta
desigualdade sdo tdo grandes que nunca se encontrou nenhum.

Naturalmente, foram surgindo ao longo dos anos resultados teéricos cada vez mais precisos sobre os zeros
da fungdo Riemann. Por exemplo, em 1914 Hardy demonstrou que a fungéo £ tem uma infinidade de zeros na
recta critica. Sete anos mais tarde, Hardy e Littlewood demonstraram que existe algum ntimero K > 0 tal que o
namero de zeros da fungéo { no segmento que une¥z a' +témaior do que K, desde que ¢ seja suficientemente
grande. Em 1942, Selberg provou que o mesmo é verdade se se tiver Kt logf em vez de K.

Outras formulagoes

Ahipétese de Riemann é formulada em termos da localizacido dos zeros de uma fungdo deC\ {1} em C cuja
defini¢dondo é trivial. Felizmente, hd outros enunciados equivalentes mais faceis de compreender. Um deles é: a
funcéo

(x) — Li(x)
xXH»—
Vxlogx

¢ limitada. Outro enunciado equivalente pode ser obtido a partir da fungio de Mdbius. E o seguinte: para cada
>0,
i 2= A0 _
im——F——=
neN pl/p+e
Convém ver o que significa o numerador da expresséo anterior. Diz-se que um niimero natural n é livre de
quadrados se nao for multiplo de nenhum quadrado perfeito maior do que 1. Resulta da definicdo da fungao
que, sen €N, entdo 12, u(k)| é a diferenca entre o numero de naturais em [1,7]livres de quadrados que tém um
ndamero par de factores primos e o niimero de naturais em [1,n] livres de quadrados que tém um niimero impar
de factores primos. Assim, por exemplo, hd 13 niimeros livres de quadrados menores ou iguais a 20:

13
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1,2,3,5,6,7,10,11,13,14,15,17,19,

estando sublinhados aqueles que tém um numero par de factores primos, que sdo cinco no total.

Logo, 12, u(k)=3. Um enunciado equivalente & hipétese de Riemann é: see>1esen €N for suficientemente

grande, entdo | 27, n(k)| <n*".Em 1897, Mertens propds uma conjectura muito mais forte, a hipétese de Mertens:
SeneN, entdo 127, uk) I1<vn.

Durante muito tempo, todos os dados numéricos disponiveis apoiavam esta hipétese, mas, de facto, é falsa,
o que s6 foi provado em 1985. No entanto, ainda ndo se conhece nenhum contra-exemplo & hip6tese de Mertens,
mas sabe-se que um tal contra-exemplo tem que ser maior do que 10*.

Conclusao

Tudo o que foi escrito atras deve explicar porque é que a hip6tese de Riemann é um problema em aberto tdo
famoso. Desde que foi formulada que tem captado a imaginagéo de alguns dos maiores matematicos de mundo.
Conta-se, por exemplo, que o exemplar de Hurwitz das obras completas de Riemann tinha a lombada gasta de
tal modo que se o deixasse cair ele abria na pagina onde esta formulada a hip6tese. Outro matematico fascinado
por ela foi André Weil, que declarou certa vez numa entrevista que, durante muito tempo, acalentou a ambigéo
de a demonstrar e de publicar a demonstragdo em 1959, no centenario da publicagdo da hipétese. Mas aquele
ano passou sem que ele tivesse tido sucesso. Depois, o seu desejo passou a ser somente o de compreender a
demonstragio quando alguém a publicasse. Perto do fim da vida, desejava somente que a demonstragao fosse
feita em vida dele, mas nem essa ambigZo foi satisfeita.

Convém dizer que uma conjectura formulada por Weil sobre os zeros de certas fungdes de uma variavel
complexa é andloga a hipétese de Riemann e foi demonstrada por Pierre Deligne em 1974. Este facto é
frequentemente apresentado como um dos argumentos mais convincentes para a plausibilidade da hipétese de
Riemann.

Em 1900, Hilbert fez uma palestra no Congresso Internacional de Matematicos onde expds uma lista de 23
problemas matematicos particularmente importantes. E provavelmente a lista de problemas mais famosa da
histéria da matematica, mas no ano 2000 surgiu outra que tem rivalizado com a de Hilbert em termos de impacto
mediatico: é a lista dos problemas do milénio, do Instituto Clay de Matematica. Nao admira que o tinico
problema comum a ambas as listas seja a hipétese de Riemann.

Caderno_1
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Canto Délfico

A Toalha da Sorte

Osjardineiros ja preparam as flores, a casa com jardim
alugada, por um preco justo, mas alto, ja alberga as
mesas do copo de dgua, com uma enorme mesa
central, cujo tampo estd a ser limpo e prestes a receber
atoalhabordada com o padrédo das demais mesas.

A toalha! Falta a toalha para a mesa principal!
Como foi possivel esquecer-se dela? Pensa: “o
dinheiro nédo pode ser problema, mas onde poderei
encontrar uma toalha tdo grande e com o mesmo
padrédo das demais mesas?” Para além de que esta a
um diado grandeevento da sua vida...

Lembra-se entdo de que tem em casa varios rolos
de tecido com larguras variadas e cores diferentes. A
sua intui¢do diz-lhe que hd males que vém por bem, e
que uma toalha as cores garantirdA que a sorte
acompanhe 0s noivos para o resto da vida. Temos que
verificar rapidamente se é possivel cobrir a mesa com
os rolos. Mas nada pode ficar a descoberto, i.e. a mesa
deve ficar coberta do tampo aos pés.

Deu consigo a calcular de forma aproximada a
area de tecido suficiente para confeccionar a toalha.
Dizia para si: “a mesa tem 9 metros de didmetro e 1
metro de altura, os rolos tém todos 10 metros de
comprimento por 0.5, 1.1, 1.2 ou 2 metros de largura.
Portanto tem que cobrir uma &rea de
(%) 7t = (*%) x 3=60 m’ com tiras de tecido de 10x7.5 =
75m”®de superficie.

A sua formag@o de engenheiro dizia-lhe que tudo
se consegue. Optimo! Esta conclusdo resultou da
urgéncia da situagdo em que se encontrava, pois a
pressa pouco espago deixa para qualquer reflexdo
aprofundada...
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E neste contexto que surge o nosso primeiro
problema.

Problema 1: Pegue em fitas e num disco de papel
ou cartolina. Encontre condi¢bes necessarias e
suficientes para cobrir completamente um disco
circular de didmetro d com # fitas de comprimento
maiordo qued edelargurasd,, d,,...,, d,. Ver figura1l.

Figura 1

Foi o famoso matematico polaco Alfred Tarski que
propds o seguinte problema: Suponha que uma regido
convexa e compacta D do plano é coberta por um niimero
numerdvel de fitas rectangulares. Serd que a soma das suas
larguras domina alargurade D?

Foram muitos os matematicos que tentaram em
véo resolver este problema, até que 20 anos mais tarde
odinamarqués Thoger Bang o resolveu.

Como em muitos outros problemas matematicos,
a solugdo para o caso especial do disco aqui proposto,
o dado fundamental encontra-se numa ideia de
Arquimedes no livro Sobre a Esfera e o Cilindro, que
passaremos a analisar, estabelecendo pontes para a
suaaplicacdo.
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O leitor observe a figura 2. Vemos uma esfera S
dentro de um cilindro C com o mesmo didmetro e
altura. Uma semi-recta com origem no eixo de C e
perpendicular a este projecta cada ponto p de S
radialmente para um ponto p de C. Entre dois
quaisquer planos paralelos da esfera de S
encontramos ainda uma certa regido B acinzentadaea
suaimagemradial Bem C.

Problema 2: (Ideia de Arquimedes)

a. As dreas de B em S e da sua imagem B em C
obedecem a uma relagdo muito simples. Qual é?
Demonstre esta relagdo.

b. Que consequéncia importante tem este
resultado para a cartografia?

¢. Em particular podemos tirar dai a férmula para
adreadaesfera?

Figura 2

Resolvido este segundo problema, o leitor estd
quase em condigOes de provar a conjectura.

Problema 3: Observe a figura 3 e pense em medir
as areas do disco, ndo de forma convencional, mas
através das areas projectadas para a esfera. De tal
modo que mesmo pequenas parcelas perto da
fronteira do disco tém uma 4rea grande (cf. figura 3).
Prove a conjectura estabelecidano problema 1.

-]

Figura 3
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Um enredo de ideias absolutamente
extraordindrio...

Bem, como ainda temos algum espago vamos
resolver o primeiro problema que colocdmos ha cerca
de um ano, em Julho de 2008, na coluna de abertura,
sobre Balangas e Alavancas (cf. Gazeta de Matemitica
n’ 155). Deixamos para o préximo numero as
resolugdes correctas dos problemas 2 e 3 do Canto III,

peloleitor Carlos Alberto Silva Gomes.

Problema: Pretendemos projectar uma alavanca
com as seguintes caracteristicas. Serd uma régua
(imponderavel!) com um fulcro e quatro furos para
enganchar pesos: um furo do lado esquerdo do fulcro
e trés furos do lado direito. Ha trés pesos fixos que
deverdo, em cada pesagem, enganchar-se nos trés
furos dolado direito, um em cada furo. A carga a pesar
sera colocada no furo a esquerda, e queremos que seja
possivel pesar cargas com pesos de 1,2, 3,4,5e 6
quilogramas. Serd possivel cumprir este projecto? Se
sim, diga como.

bt

Figura 4

Solugdo: Vamos provar por redugio ao absurdo
que é impossivel projectar tal alavanca. Suponhamos
a existéncia de uma balanga consistindo em pesos
padréo p, <p, <p, e uma alavanca com disténcias dos
furos do lado direito ao fulcro dadas por 0<d, <d, <d,;
ver figura 4. Sem perda de generalidade podemos
supor o furo do lado esquerdo a uma distancia 1 do
fulcro. Ha seis maneiras de enganchar os pesos p;: séo
parametrizadas pelas seis permutacdes n dos inteiros
1,2, 3. Se escrevermos © =231, digamos, isto significa
n(1)=2, n(2)=3, n(3)=1. Segundo alei de Arquimedes
sabemos que a carga C,equilibrada pela permutagio n
dos pesos padrao, isto é, pondo o peso padréo P,, no

3
i-ésimo buraco, i=1,2,3 édadapor Cy = le-,,; 049; .
i=

Como falamos de seis cargas distintas, 1,2, 3, 4, 5, 6,
precisamos, de facto, de distdncias e de pesos
diferentes: as desigualdades acima sdo estritas. E facil
ver que sempre que trocarmos as posigdes de um peso
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p' mais perto do fulcro por um peso menor p mais
longe do fulcro, precisamos para restabelecer o
equilibrio de uma carga maior do que antes: isto é
consequéncia da desigualdade p'd+pd'<pd+p'd’ sendo
O<p<p',0<d<d.

Isto da-nos informagdo parcial sobre quais os
pesos que determinada permutagdo eventualmente
permiteequilibrar.

C, & 213

C, & 231

~

3214 cargal

312 = G4

Figura 5

O diagrama da figura 5 resume esta informagao.
As cargas 1, 2, 3, 4, 5, 6 a equilibrar devem estar
associadas aos vértices de modo que qualquer
caminho ascendente ligue cargas crescentes. Em
particular, a menor carga, 1, deve ser equilibrada pela
permutacdo 321 a maior, 6, pela permutacio 123. A
permutagéo 231 equilibra uma menor carga do que
132, etc; vemos que as cargas 2, 3, 4, 5 devem ser
associadas aos quatro vértices restantes numa das
quatro formas
45 54 45 54
23 23 32 32
onde as posigdes relativas correspondem as posig¢des
dos quatro vértices no meio do diagrama. Cada
€3 G
escolha defineumesquemac, c;.

O nosso problema € decidir se existem escolhas p,
d,eum esquema de cargas como sendo um dos quatro
indicados de modo que o sistema linear

t a-feira, 1 de Agosto de 2009 4

Pir P2 Ps3 6

Pir Pz P2 J )
1

P P1 Ps i |= C3
, |=

P2 Pz P1 i Cy
3

Ps P1 P2 Cs

 Ps P2 P1 1

tenha solugdo. Ora se subtrairmos a equacéo da linha
6 a da linha 1, isto &, se fizermos uma operacéo que
denotamos, - I, obtemos

(P:-ps)d,+ (ps-p.)d,
= (p,-p,)(d,-d,)=6-1=5

De formas semelhantes,-1,da (p,-p,)(d,-d,) =C;-C, e
finalmentel,-1,da (p,-p,)(d,-d;)= C,-C,.

Mas como d, # d,, obtemos, somando estas equagdes,
queacondigdo

0=5+C,+C,-C,-C,=s

énecessaria para solubilidade do sistema.

Ora como as quatro atribui¢es possiveis dos inteiros
2,3,4,5 as variaveis C, C, C, C,ddotodas C, +C;=5,
C,+C,=9, vemos que

s=10-9=1=%0
Logonaoexiste a alavanca projectada.

Esperamos pela sua resolugio destes trés
problemas, bem como pela resolugdo dos problemas
propostos nos cantos anteriores.

Envie as solugbes para

Projecto Delfos

Departamento de Matematicada FCTUC
Apartado 3008

EC Universidade

3001-454 COIMBRA




Na Linha de Frente

16 de Abril de 1178 A.C.: o dia em
que Odisseu encontrou Penélope

Num épico onde Penélope € a Lua (faz e desfaz a sua colcha de tric6, como as
fases da Lua) e Odisseu o Sol (navega de leste para oeste, desaparece nos
subterraneos da Terra e retorna a partir do leste), o seu encontro final s
poderia mesmo ser durante um eclipse. Trés mil anos depois, a astronomia, a
fisica e a matematica unem-se para desvendar um dos maiores encontros

Figura 1—Representacao classica do encontro
entre Odisseu e Penélope.

Caderno_
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amorosos de sempre.

Odisseu foi um dos herdis gregos da Guerra de Tréia;
foi sua a ideia de introduzir um cavalo cheio de
guerreiros na cidade inimiga. A sua saga de retorno a
casa é magistralmente descrita pelo poeta Homero em
uma das obras fundadoras da cultura ocidental: a
Odisseia. Enquanto enfrentava perigos varios pelo
caminho (dizem até que fundou Lisboa), numa longa
viagem de dez anos, Penélope, a sua fiel esposa,
recusava as pressdes paternas para um novo
casamento: “sé quando
terminar esta colcha”, que
tricotava de dia e desfazia
de noite, para espanto dos
seus compatriotas, que nao
J entendiam como nunca
|

terminava os seus afazeres.
Quando o monarca
‘ finalmente chegou ao seu
l reino, a ilha de ftaca, na
costa ocidental da Grécia,
Penélope estava cercada de
pretendentes, que desejavam desposa-la. Com a sua
subtileza habitual, o recém retornado matou a todos,
num evento conhecido como o “massacre dos
pretendentes”. Logo depois descreveu a sua amada a
cama com que a havia presenteado e foi reconhecido
como o esperado marido. Terminou a epopeia
declarando paz duradourano reino.

18x
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Sempre houve dividas quanto a veracidade das
histérias descritas na Iliada e na Odisseia. Até fins do
século XIX nem mesmo a existéncia de Troia era ponto
pacifico. No final daquele século, o arquedlogo
alemao Heinrich Schliemann, guiado por passagens
destes livros e levando em consideragdo as alteragdes
naturais do relevo (algo que algumas geragdes antes
nao se acreditava possivel), foi capaz de achar o local
exacto da cidade destruida. A ciéncia ja4 havia
descoberto onde. Agora é a vez do quando.

A Odisseia possui algumas passagens que uma
leitura cuidadosa pode identificar como referéncias a
efemérides. Baikouzis e Magnasco [1] identificam
quatro destas que lhes pareceram particularmente
explicitas: no dia do “massacre dos pretendentes” a
Lua é Nova (dois dias antes do encontro com
Penélope, o proprio herdi, disfargado, anuncia a sua
chegada no inicio do proximo ciclo lunar). Vamos
chamar este dia de T. Cinco dias antes, em T-5,
quando chega a ilha de boleia com os Feacios (vindo
provavelmente da ilha grega de Corfu), o planeta
Vénus é claramente visivel pouco antes da alvorada.

No dia T-34, Zeus envia o seu mensageiro Hermes
a ilha de Ogigia, de onde sobe aos céus e retorna
imediatamente depois de dar o recado.
Tradicionalmente, Hermes ¢ identificado com o
planeta Merctrio, o que mais rapido se move no céu,
sempre junto ao oceano e que, por vezes, realiza um
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movimento retrégrado (o seu sentido aparente de
movimento é invertido), cuja data inicial sera
exactamente T-34.

Cinco dias depois de receber a mensagem de
Hermes, Odisseu zarpa com a instrugdo de navegar
com “a constelacido do Boieiro (Bodtes), olhando para
as Pléiades, e com a Ursa (maior) a esquerda”. Navega
durante 17 dias, até naufragar. Como as duas
primeiras constelagdes ndo estdo visiveis o ano
inteiro, a sua viagem deve estar compreendida entre
17 deFevereiroe 4de Abril.

As estimativas histéricas indicam que o fim da
Guerra de Troéia foi entre 1240 e 1125 a.C. (estimativas
arqueoldgicas datam-no em cerca de 1190 a.C).
Obtendo para cada ano todas as Luas Novas
compativeis com as datas acima, sé existe uma que
preenche os quatro requerimentos: o encontro foi no
dia 16 de Abril de 1178 a.C., dia em que finalmente
Penélope reconheceu o seu marido. Esta quadra de
efemérides acontece apenas uma vez a cada dois mil
anos, portanto a existéncia de uma data que a satisfaz,
em uma época historicamente compativel com a
guerra de Trdia, ndo deve ser uma coincidéncia.

Outras passagens da Odisseia ddo mais dicas sobre
as épocas do ano: o naufragio final do barco de
Odisseu da-se quando “Posseidon retorna da
Etiopia”. Normalmente isto é interpretado como a
passagem da ecliptica (trajectéria aparente do Sol)
para o hemisfério Norte, e portanto com o equindcio
de Primavera (no inicio de Abril, pois trata-se do
calenddrio Juliano), duas datas que ficam préximas de
satisfazer os quatro requerimentos bdsicos acima
falham completamente neste ultimo. O dia do
naufragio é o dia em que as Pléiades desaparecem no
horizonte, e portanto Odisseu ndo poderia seguir
mais as instrugdes de Zeus.

Nao s6 os versos da Odisseia sao compativeis com
a data acima; também o que ndo estd 14 aponta na
mesma direc¢do. Ares, uma importante deidade
grega, ndo aparece em momento algum da epopeia.

Marte, o planeta que a representa, esteve ausente
do céu durante todo este periodo.

No entanto, um importante facto ndo poderia em
hipétese alguma passar despercebido. Neste dia, um
eclipse total do Sol varreu as ilhas Jonicas, uma das
quais ¢ ftaca. Ndo ha como ndo notar: como o olho se
adapta a falta progressiva da luz, nao reparamos nele

Referéncias

‘rente
[16 de Abril de 1178 a.C.: o0 dia em que Odisseu encontrou Penélope]

até um estado avangado. Poucos segundos antes da
totalidade o brilho do Sol ainda é milhares de vezes
maior que o da Lua Cheia. Repentinamente, a
luminosidade cai, as estrelas tornam-se visiveis e a
temperatura desce alguns
graus. Os animais ficam
inquietos e os humanos
espantados. Porqué entdo
tantas referéncias
sofisticadas a astronomia e
ndo aalgo mais directo?

Porque a profecia de
Teoclimeno sobre o

massacre dos pretendentes,
“quando o Sol for
exterminado do céu e uma
escuriddo agourenta

Figura 2 - O eclipse de 16 de Abril de 1178 a.C.
visto de cima. A faixa estreita mais escura
representa a regido de totalidade, que cruza a
ilha de ftaca; a faixa de coloragio mais clara
indica a regido de penumbra.
(As figuras 2 e 3 foram gentilmente cedidas

invadir o mundo”, sempre
foi considerada pelos
estudiosos como uma alegoria e ndo como a descri¢ao
de um eclipse total do Sol. Na década de 1920, os
astrénomos Schoch e Neugebauer ja a haviam
interpretado desta forma (na verdade, Plutarco e
Heraclito precederam-nos, mas ndo dominavam a
técnica de calculos astronémicos), e, considerando as
datas arqueoldgicas da guerra de Trdia, obtidas
poucos anos antes, calcularam o dia de 16 de Abril de

pelos autores do artigo.)

1178 a.C. como data provavel
do famoso encontro. Neste
dia ocorreu o unico eclipse
solar total na regido em mais
deumséculo.

Desta forma, os dois
conjuntos de dados obtidos a
partir de passagens distintas
da Odisseia indicam a mesma
data. Como Homero, autor
do poema mais de trés
séculos apds os supostos
factos, poderia saber de todos
estes pormenores continua
um mistério. Uma longa e
consistente tradicdo oral foi
certamente necessdria para
transmitir toda esta
sequéncia detalhada de
eventos, na Terraeno Céu.l

Figura 3 — O eclipse de 16 de Abril de
1178 a.C. visto de baixo. Representagio do
céu que Odisseu e Penélope viram. Todos
os planetas conhecidos estiveram visiveis
simultaneamente em um arco de apenas
90 graus.

[1] Baikouzis, C. e Magnasco, M. O. (2008). 'Is an eclipse described in the Odyssey?” Proc. Natl. Acad.

Sciences 105(26) 8823-8828.
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Apanhados na Rede

A Astronomia, a Matematica e o Lado Escuro do Universo

A astronomia e a matematica tém uma proficua relacdo simbidtica ha
milénios. A colaboracgao destas duas ciéncias deu-nos a forma do “Mundo”.
Tenta-se agora descobrir a forma do Universo e determinar a natureza da

misteriosa “matéria escura” e da ainda mais enigmatica “energia escura”...

A matematica cresceu, em grande parte, de maos
dadas com a astronomia. Habituados que estamos as
comodidades do mundo actual, esquecemos, ou nem
sequer sabemos, que a investigagao das regularidades
e irregularidades dos movimentos dos astros foi
fundamental para ajudar a prever a chegada das
estagdes, o que foi, e ainda &, essencial para a
agricultura, e que desempenhou um papel
imprescindivel na navegagdo. As civilizagdes
necessitam de mapas e calendarios, e estesndo podem
ser elaborados sem se recorrer a cuidadosas
observag¢des astrondmicas e ferramentas
matematicas.

A matematica muito deve a astronomia, assim
como & geografia, tendo varios resultados em
geometria sido motivados por problemas oriundos
dessas duas ciéncias e, muito possivelmente, toda a
area da trigonometria nasceu e cresceu de
investigagdes nesses dominios. Reciprocamente,
muitas descobertas em astronomia ndo teriam sido
possiveis sem o precioso auxilio de técnicas
matematicas, algumas das quais desenvolvidas com
outros propdsitos.

E, pois, natural que na introdug&o ao livro I do seu
famoso tratado As Revolucbes das Orbes Celestes',
Nicolau Copérnico (1473-1543) escreva que a
astronomia era para muitos dos autores classicos “a
consumagio da matematica”. Dois exemplos disto
que, na minha opinido, deviam ser apresentados com

algum cuidado e detalhe no ensino da matematica
dirigido a todos os alunos, seja no ensino basico, seja
no secundario, conforme o caso, sao a estimativa da
circunferéncia’, ou equivalentemente do didmetro, do
planeta que habitamos feita por Eratdstenes de Cirene
(ca.276 a.C.—ca.194 a.C.), eumaideia precisadouso e
importancia da trigonometria na obra de Claudio
Ptolomeu (ca. 85 d.C. — ca. 165 d. C.), que ficou
conhecida como Almagesto.

Eratéstenes usou geometria elementar de um
modo simples e engenhoso para realizar um feito
notavel: estimar o tamanho do enorme globo que
habitamos sem qualquer necessidade de o circum-
navegar. Uma descrigdo interessante desta proeza foi
feita por Carl Sagan na série televisiva Cosmos, um dos
melhores trabalhos de divulgagdo cientifica de
sempre. Muitos excertos de varios episddios estdo
disponiveis no You Tube, em particular o fragmento
sobre Eratdstenes’.

A obra de Ptolomeu, que este intitulou
simplesmente Composicdo Matemitica, e a qual
matematicos e astréonomos arabes do periodo por
vezes designado por Renascenga Islamica viriam a
chamar O Livro Majestoso, de onde provém o nome
pelo qual a obra é agora conhecida, Almagesto
(literalmente, “o majestoso”), é uma das obras mais
influentes de sempre e inteiramente merecedora
dessa alcunha. Nela, Ptolomeu desenvolve uma teoria
planetaria bastante engenhosa‘, baseada em métodos

'Na pégina 13 da edigdo publicada pela Fundagio Calouste Gulbenkian em 1984.

*Entendida aqui como o perimetro de um circulo maximo.

*Para o encontrar basta pesquisar, no You Tube, “Sagan + Eratosthenes”. Ver também http:/galileoandeinstein

.physics.virginia.edu/lectures/gkastr].html
“Em http:/farside.ph.utexas.edu/syntaxis html, Richard Kilpatrick tem uma reconstru¢io do modelo Ptolemaico usando

notagio moderna, por forma a facilitar a compreensdo da extensdo das realiza¢Bes cientificas de Ptolomeu. Ver também

http://galilecandeinstein.physics.virginia.edu/lectures/greek_astro.htm Ver ainda a pagina http://people.sc.fsu.edu/~dduke,

que contém, entre outras coisas, animagdes de modelos Ptolemaicos de movimento planetario.
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desenvolvidos por alguns dos seus predecessores,
entre os quais merece especial destaque Hiparco de
Nicéia (ca. 190 — ca. 120 a.C.). Como Otto Neugebauer
comenta’:

O “sistema Ptolemaico” tem sido frequentemente
censurado pela preservagio por quase 1500 anos de uma
estreita, e no entanto demasiado complicada, visdo do
mundo. E apenas justo sublinhar o facto de que este sistema
preservou, pela mesma extensdo de tempo, a tradigio dos
métodos matemdticos que se tornaram instrumentos
poderosos nas mios de Copérnico, Tycho Brahe e Kepler.

No Almagesto é exposto um belissimo resultado de
geometria, hoje conhecido como Teorema de
Ptolomeu. E bastante provavel que este resultado seja
bem anterior a Ptolomeu, mas nio se conhecendo as
suas origens e uma vez que a sua exposi¢dio no
Almagesto é clara e elegante, a designacdo podera ndo
ser de todo injusta. O resultado é o seguinte: num
quadrilatero inscrito num circulo, o produto das
diagonais é igual a soma dos produtos dos lados

A

Figura 1: Teorema de Ptolomeu

ABx CDOADx BC = ACx BD

opostos (ver figura 1). Este teorema é usado por
Ptolomeu para dele deduzir resultados auxiliares
para a construcdo de uma tabela de cordas, 1til para
diversos calculos astrondmicos, ou seja, uma tabela
fornecendo, num determinado circulo, os
comprimentos de um certo nimero de cordas em
funcdo dos respectivos arcos. Entre outras coisas,
Ptolomeu mostra como usar o teorema referido para,
dadas duas cordas determinadas por dois arcos,
calcular a corda correspondente a diferenga desses
arcos. O que obtém corresponde exactamente a
féormula que fornece o seno da diferenca de dois
angulos a custa dos senos e cossenos dos respectivos
angulos’. E pena que esta férmula quase nunca seja
apresentada neste contexto, em que se percebe a
motivagdo para asua descoberta.

Discrepéncias entre aquilo que é esperado ou
previsto por um modelo matematico e aquilo que é
observado foram sempre importantes fontes de
descoberta, conduzindo a aperfeicoamentos dos
respectivos modelos ou a importantes mudangas de
paradigmas cientificos. Nas ultimas décadas,
algumas dessas discrepancias surpreenderam a
comunidade cientifica, mostrando que o Universo é
ainda mais misterioso do que até entéo se imaginava.
Por um lado, nos fins da década de 1960 e inicio da de

Imagem: Hubble

Figura 2: Lente gravitacional

*No fim da pagina 1015 do artigo, disponivel online, “Mathematical Methods in Ancient Astronomy”, Bulletin of the AMS 54

(1948) 1013-1041.

‘Para mais detalhes, ver http://en.wikipedia.org/wiki/Ptolemy's theorem. o livro Trigonometric Delights de Eli Maor,

disponivel online em http://press.princeton.edu/books/maor e o capitulo XII do Livro I na edigdo da Fundacéio Calouste

Gulbenkian da obra de Copérnico acima mencionada.

’Na década de 1930, um fenémeno andlogo tinha j4 sido observado num aglomerado de galéxias pelo astrofisico Fritz Zwicky,
mas esta descoberta foi praticamente ignorada. Ver http://en.wikipedia.org/wiki/Dark matter e

http://www.slac.stanford.edu/pubs/beamline/31/1/31-1-maurer.pdf.
*Como, por exemplo, lentes gravitacionais, como a daimagem na figura 2, que é provocada pelo aglomerado de galéxias Abell

1689.

*Para mais informagGes sobre este assunto, ver: hitp://chandra.harvard.edu/xrav_astro/dark matter
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1970, uma jovem astréonoma, Vera Rubin, descobriu
que as estrelas de muitas galdxias orbitam em torno
do respectivo centro galactico de uma forma
totalmente inesperada’. Estas e outras observagdes
subsequentes’ apontam para a existéncia daquilo que
é designado por matéria escura, por ndo emitir nem
absorver qualquer radiagdo no espectro
electromagnético, sendo apenas detectavel através
dos seus efeitos graviticos’. Por outro lado, em finais

Figura 3: Observatorios espaciais Herschel e Planck.

da década de 1990, duas equipas distintas de
astrénomos, estudando supernovas para determinar
a variagdo da velocidade de expanséao do universo ao
longo do tempo, chegaram a mesma conclusio,
completamente néo antecipada e surpreendente: essa
expansdo tem vindo a acelerar™! Para explicar como
tal é possivel, uma vez que se esperava que a
gravidade desacelerasse a expansdo do universo, foi
proposta a existéncia de uma misteriosa energia escura.
Numa palestra TED", Patricia Burchat, da
Universidade de Stanford, explica o que séo a matéria
escura e a energia escura, e qual a evidéncia da
existéncia de ambas. Esta palestra estd disponivel em:

http://www.ted.com/index.php/talks/patricia burc

hat leads a search for dark energv.html
Existem algumas explicacdes alternativas para

estes dois enigmas, algumas das quais, em particular
para aenergiaescura, tém a ver com a geometria global
do Cosmos"”. H4 véarios projectos e experiéncias para
tentar lancar alguma luz nestes mistérios obscuros,
que incluem: JDEM - Joint Dark Energy Mission®;
CDMS - Cryogenic Dark Matter Search; LUX — Large

Underground Xenon; SNLS - SuperNova Legacy
Survey’; o radio-telescépio internacional Square
Kilometre Array” (a construir); o Grande Acelerador de
Hadroes”; o telescopio espacial de raios gama Fermi” e
os recentes observatérios espaciais Planck™ e
Herschel”. E muito possivel que surjam importantes e
extraordinarias descobertas num futuro bem
préximo, incluindo alguma informagdo sobre a
geometria global do Universo.

Tudo isto mostra bem que a astronomia e a
matematica, parceiras ha ja vérios milénios,
continuam a viver juntas emocionantes aventuras na
descoberta do Cosmos, recheado de mistérios, que
habitamos. I7I

“Para uma descri¢do desta descoberta, assim como do papel nela desempenhado pelo telescépio espacial Hubble, ver:

http://hubblesite.org/hubble_discoveries/dark_energy

"TED é um acrénimo para Technology, Entretainment, Design, um evento onde se trocam ideias num conjunto de palestras,
muitas das quais excelentes e disponiveis em http://www.ted.com.
"Ver: Timothy Clifton e Pedro G. Ferreira, Does Dark Energy Really Exist?, Scientific American, volume 300, ntimero 4 (Abril

2009), 32-39. Disponivel online no enderego http://astronomy.case.edu/heather/us211.09/darkenergy1.pdf

“http://jdem.gsfc.nasa.gov
“http://cdms berkeley.edu
“http:/lux.brown.edu
“http://cfht.hawaii.edu/SNLS

"http://www.skatelescope.org

“*Ver: http://en.wikipedia.org/wiki/Large_Hadron_Collider e http://public.web.cern.ch/public/en/LHC/WhyL HC-en.html

“http://fermi.gsfc.nasa.gov

*http://www.esa.int/SPECTALS/Planck
“http://www.esa.int/SPECIALS/Herschel
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Cores, Grafos e Resolucao de Conflitos

Consideragdes iniciais

Com a nova reforma do ensino secundério surgiu
uma nova disciplina, optativa para o curso de
Cientificos Humanisticos de Ciéncias Sociais e
Humanas, a Matemédtica Aplicada as Ciéncias Sociais
(MACS). Um dos itens do programa denomina-se
Modelos de Grafos e esta previsto que seja leccionado
no segundo ano daquela disciplina. O programa
aponta claramente que contetidos um professor desta
disciplina deve leccionar, mas, nanossa opiniao, deixa
de fora um contetido muito importante, os problemas
de coloragao. Nao concordamos com esta exclusao,
pois este tipo de problemas revela-se muito ttil na
resolucdo de conflitos. Ainda dentro desta tematica,
consideramos incontorndvel o teorema das quatro
cores. Este teorema representa um marco na histéria
da matematica, pela riqueza da sua histdria, e por ter
sido o primeiro teorema importante a ser
demonstrado com recurso ameios informaticos.

Neste nosso texto referimo-nos apenas a mapas
planos, estilo mapa-mundi'; contudo poderiamos
também pensar em mapas esféricos, que estio mais de
acordo com a nossa ideia de globo. No entanto, é
equivalente estudar problemas de coloragdo no plano
ou na esfera. Informalmente, basta pensar que
podemos deformar suficientemente uma esfera até
esta se tornar num plano.

Um pouco dehistéria
Tudo comegou em 1852 quando Francis Guthrie

tentava pintar os condados do Reino Unido, de forma
que dois condados adjacentes ndo tivessem a mesma
cor. Neste processo Guthrie apercebeu-se de que para
pintar todos os condados conseguia usar apenas
quatro cores. Na altura, Francis Guthrie perguntou ao
seu irmao Frederick Guthrie, estudante de
matemadtica e aluno de De Morgan, se seria possivel
pintar qualquer mapa plano com apenas quatro cores.
O irmao intrigado apresenta a questdo a De Morgan
que a estuda e, de alguma forma, ajuda a divulgar o
que ficou conhecido como a conjectura das quatro
cores: todo 0 mapa pode ser pintado com um méaximo
de quatro cores sem que regides vizinhas admitam a
mesma cor.

Estava lancado um desafio que resistiu mais de
um século, tendo sido vencido em 1976 por Apple e
Haken. A sua demonstragio, no entanto, nao foi bem
aceite pela comunidade matematica, principalmente
por dois motivos: parte da demonstracio usa o
computador e ndo pode ser verificada a mao e parte
dos cdlculos efectuados a mao sdo morosos e muito
longos. Perante tanta controvérsia Robertson,
Sanders, Seymour e Thomas tentaram melhorar a
prova mas acabaram por desistir. Segundo estes
autores, em 1993, para sua paz de espirito comecaram
a tentar provar por eles proprios a conjectura, tendo
acabado por obter uma prova mais simples, mas onde
ainda assim foi necessdria a utilizacdo do
computador. Pelo caminho foram publicadas
algumas “provas” que continham alguns erros, mas

'E um mapa com representagio de todo o globo terrestre, sendo os dois hemisférios projectados lado a lado.
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mesmo com alguns problemas técnicos também elas
ajudaram a impulsionar e a resolver a famosa
conjectura. Destacamos a prova de Alfred Kempe
(1879) que Heawood, onze anos depois, provou estar
errada. Na mesma altura Heawood enunciou e
provou o teorema das cinco cores. Em 1922, a
conjectura foi provada para qualquer mapa com 25
regides. Este limite foi sendo melhorado até se atingir,
em 1970, 96 regides.

Temos entdo agora o teorema das quatro cores:
Para colorir um mapa plano, de forma que em regioes
vizinhas ndo se utilize a mesma cor, quatro cores sdo
suficientes.

Grafos Completos e Planares
Neste ponto podera o leitor perguntar: Mas de que
forma é que pintar mapas estd ligado com
matematica? A resposta é simples, mas antes temos
que introduzir algumas nogdes de Teoria dos Grafos.
1

Figura 1

z

Um grafo é um par’ ordenado G=(X,T) de
conjuntos finitos, onde X é o conjunto de vérticese Té
uma colecio de subconjuntos de X com dois
elementos. T designa-se por conjunto de arestas.
Assim, informalmente, um grafo é um conjunto de
vértices com vérias ligagdes (arestas) entre si. Dois
vértices dizem-se adjacentes se existe uma aresta que
os ligue. Para melhor percebermos o que foi dito, note-
se que associamos naturalmente a figura 1 o grafo tal
que X={1,2,3,4,5} e T={{1,4},{1,5},{2,3},{2,5},{4,3}}.
Dizemos que este é o grafo subjacente a figura, que
por sua vez se denomina por representagao do grafo.

4 5
Figura 2

Vamos agora introduzir a nogdo de grafo
completo e grafo planar. Um grafo diz-se completo
com n vértices, e designa-se por K, se todos os vértices
sdo adjacentes aos outros n-1vértices, isto é, cada
vértice estd ligado a todos os outros vértices. A
seguinte figura representa o K. Este tem cinco vértices
ecadaum deles estd ligado a todos os outros

Um grafo diz-se planar se existir alguma
representa¢do sua no plano de forma que as suas
arestas ndo se intersectem a ndo ser nos vértices. As
figuras 1 e 3 mostram duas representa¢gdes do mesmo
grafo, sendo apenas uma planar (figura 3).

Figura 3

Centremos agora a nossa atengdo nos grafos
planares. Apesar de terem uma formulagio simples,
nem sempre é ficil verificar se um dado grafo é planar.
Chamamos ciclo de um grafo a uma sequéncia
circular de vértices distintos, tal que dois vértices
consecutivos sdo adjacentes no grafo. Podemos entéo
verociclocomo c=[V, V,,.., V,],onde V,=V,ederesto
V,2Vsei%je{V,, V,}éumaarestaparai=1,.., k.
Estas sdo as k arestas do ciclo.

Pelo teorema de Jordan (para poligonos), uma
curva fechada simples, v, no plano divide-o em duas
regioes, de tal modo que néo se pode ligar um ponto
de uma regido por uma curva sem que esta intersecte
v. Assim, na figura 3, a representagio planar do grafo,
inteiramente constituido pelos vértices e arestas de
um ciclo, divide o plano em duas regides, uma interior
a representacdo, delimitada por todas as arestas, e
uma exterior, quendo é limitada. Em geral, ha mais do
que um ciclo e mais do que uma regido. Cada uma
destas regides designa-se por face. O nimero de
arestas que limita uma face designa-se por grau da
face. Euler descobriu uma férmula que relaciona o
numero de vértices n, o nimero de arestas m e o
nimero de faces fde um grafo conexo’ planar: (1) Seja
G um grafo conexo e planar com n vértices, m arestas e f
faces. Entdo n-m+f=2. Caso a férmula néo seja satisfeita

*Por vezes incluem-se lacetes no conjunto das arestas. Um lacete é uma aresta com duas extremidades no mesmo vértice. Note

ainda que é usual exigir-se que X = ¢.

*Um grafo diz-se conexo se existir sempre um caminho entre quaisquer dois vértices pertencentes ao grafo.
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podemos concluir com seguranga que o grafo ndo é
planar. Apresentamos um outro resultado
interessante que nos ajuda a concluir se um dado
grafo é ou ndo planar: (2) Seja G um grafo planar,
conexo, com m arestas e f faces, tal que cada face esta
delimitada por pelo menos k arestas. Entao k.f<2m.

Dois grafos importantes que nos ajudam a decidir
se um determinado grafo é ou ndo planar sdo o K;e o
K,

Comecemos entdo por verificar se K, é ou ndo
planar. Suponhamos entdo que sim. Este grafo tem 5
vértices e 10 arestas, logo n =5 e m = 10, entdo por (1)
temos que 5-10+f=2, e portanto, f="7. Por (2), uma vez
que nao existemn ciclos com menos de 3 vértices, temos
que 3x7=21>2x10=20. Entdo, como a desigualdade
néo se verifica, foi absurdo supor que K;era planar e,
portanto, K; éndo planar.

Consideremos agora o grafo K;,. Comecemos por
considerar o seguinte problema: Numa cidade
pretende-se ligar trés casas 1, 2 e 3 com trés fontes de
energia 4, 5 e 6. Estas ligagdes nao se podem cruzar.
Sera possivel fazer estas ligagdes naquela condigio?
Estamos, portanto, interessados em desenhar num
plano um grafo tal que as suas arestas ndo se
intersectem. A seguinte figura apresenta o passo
inicial (mas as posi¢des podem nao ser fixas).

Figura 4

Convidamos oleitor a tentar resolver esta questao.
Para a resolver basta encontrar um grafo planar com 6
vértices e 9 arestas. Depois de varias tentativas podera
ficar com a sensagdo de que tal ligagdo ndo é possivel
de ser realizada. E, de facto, tem razdo, pois este grafo
é ndo planar e, como tal, a ligagdo é impossivel de se
realizar. Podera encontrar uma demonstragdo
geométrica na referéncia [1].

f d

Figura 5 - Grafo K,
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A figura anterior representa o grafo que modela o
problema anterior. Vejamos, de facto, que K,, ndo é
planar. Como atras, vemos que se K,, é planar entdo
f=2-n+m=5,jaquen=6em=9. Como no grafo ndo
existem circuitos de comprimento 3 ou menos, por (2)
(com k = 4), obtém-se que 4 x 5 <2 x 9, o que é falso.
Portanto, K,,ndo é planar.

As condic¢des (1) e (2) sdo apenas condicbes
necessarias de planaridade. Existe, no entanto, um
outro resultado, que nos fornece uma condicdo
necessaria e suficiente de planaridade, o teorema de
Kuratowski. Este teorema afirma que um grafo é
planar se e s6 se ndao admite subgrafos isomorfos a
subdivisdes de K; ou K,,. As subdivisdes sdo obtidas
acrescentando vértices nas arestas, isto é, substitui-se
uma determinada aresta, por exemplo, a aresta {vw}
por outras duas arestas {vx} e {xw}, onde x é um novo
vértice que também se acrescenta ao conjunto de
vértices.

Figura 6
O grafo representado na figura 6 obteve-se a partir
do grafo da figura 1, através de uma subdivisao:
substituiu-se a aresta {1,4} pelas arestas {1,6} e {6,4].
Consideremos agora o grafo de Petersen (figura 7), e
vejamos se este grafo é ou nao planar.

Figura7 Figura 8

O grafo da figura 8 é um subgrafo do grafo de
Petersen, obtido eliminando o vértice b, assim como as
arestas incidentes neste vértice. Redesenhemos agora
ografodafigura 8, nografodafigura9.
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Figura 9

O grafo da figura 9 obteve-se de K;, (figura 5)
através de trés subdivisdes: substituiu-se a aresta {dh}
por {cd} e {ch}, substituiu-se a aresta {ij} por {gi} e {gj}, e
finalmente, substituiu-se a aresta {ef} por {af} e {ae}.
Portanto, pelo teorema de Kuratowski, o grafo de
Petersenndo ¢ planar.

Grafos e Coloragdo

Voltemos a questdo inicial: quantas cores sdo
precisas para colorir um mapa, de tal forma que
regides com fronteira comum tenham cores
diferentes? Procedamos da seguinte forma: a cada
regido do mapa associamos um vértice. Dois vértices
estdo ligados por uma aresta se as respectivas regides
partilharem uma fronteira. No caso de as regides
partilharem uma fronteira desenha-se uma aresta a
passar na fronteira. A titulo de exemplo, vejamos o
mapa do distrito de Evora.

Figura 10 - Distrito de Evora

Obtemos entdo um grafo planar, com tantos
vértices como regides do mapa. Para melhor
visualizar a situagdo apresentamos a seguir o grafo
planar.
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Figura 11

Estamos interessados em colorir os vértices do
grafo, ou seja, estamos interessados em encontrar
uma coloragio para o grafo. Poderfamos usar tantas
cores como vértices, mas pretendemos minimizar a
quantidade de cores. Mas o que se entende por
coloragao? Consideremos o grafo G=(V,A). Entdo uma
coloragdo dos vértices é uma aplicagdoc: V— S, onde S
designa o conjunto de cores, com a seguinte
propriedade: para qualquer {uv}eA, c(u) # c(v). Quer
isto dizer que dois vértices adjacentes terdo que ter
forgosamente cores diferentes. A questdo fulcral é
determinar o niimero minimo de cores que pode ter S.
Para esse efeito consideremos o menor niimero inteiro
positivo k para o qual um grafo é k-coloravel. Este
ntimero designa-se por niimero cromatico. O niimero
cromético de G ¢ denotado por %(G). O teorema das
quatro cores afirma que: (3) Se G é um grafo planar
entdo x(G) < 4. Portanto, todo o grafo planar pode ser
colorido com um méximo de quatro cores. Com esta
certeza, podemos agora colorir o grafo da figura 11.

Mas, como seria de esperar, nem todos os mapas
precisam de quatro cores e a titulo de exemplo o mapa
dodistrito de Faro consegue-se colorir com trés cores.

Oleitor mais atento poderd agora perguntar: e se 0
grafo nao for planar quantas cores serdo precisas?
Também existem alguns resultados interessantes. O
seguinte resultado ajuda-nos a colocar um limite
superior ao numero de cores a usar: (4) Todo o grafo G

comm arestas satisfaz (G) <+, / 2m+ i Nocasodo
| [
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grafo que representa o distrito de Evora, este tiltimo
resultado ndo nos ajudaria muito ja que obteriamos
%(G) < 7. Mas, caso o grafo ndo fosse planar, ja nos
daria uma boa ajuda. Vamos apenas considerar dois
tipos de grafos: grafos completos e grafos bipartidos.
Se considerarmos K, (grafo com n vértices em que
todos os vértices sdo adjacentes) € 6bvio que x(K,)=n,
isto por definicdo de grafo completo. Consideremos
agora um grafo bipartido completo. Neste caso
2(K,.)=2, visto que num grafo bipartido completo
existe uma parti¢do do conjunto de vértices em dois
subconjuntos e ndo existem arestas a ligar vértices do
mesmo conjunto. Alids, existem alguns autores que
definem este tipo de grafos através do seu niimero
cromatico. Para outros grafos, que ndo os anteriores,
torna-se necessario recorrer a algoritmos heuristicos
para encontrar uma colorag¢do. Em termos simplistas,
porque este ndo ¢ de todo o nosso objectivo, ndo é
conhecido nenhum limite para o nimero cromatico
baseado em critérios simples. De facto, o problema
para a determinacao de y € considerado NP-dificil [2],
no sentido em que, 2 medida que ontimero de vértices
do grafo aumenta, o tempo que um algoritmo
necessita para encontrar o numero cromatico
aumenta exponencialmente. Por esta razdo, utilizam-
se algoritmos heuristicos, de ordem polinomial, mas
que podem necessitar de mais do que y cores,
fornecendo assim unicamente um limite superior
para ontmero cromatico.

Para o problema da coloragdo existem varios
algoritmos, e o algoritmo que apresentamos deve-se a
Christofides: 1) ordenar os vértices por ordem
decrescente de grau; 2) colorir o vértice com maior
grau com a primeira cor disponivel; 3) retirar este
vértice e as arestas adjacentes a ele; 4) recalcular os
graus dos vértices restantes; 5) reordenar os vértices
por ordem ndo crescente; 6) colorir o primeiro vértice
que for possivel com a cor inicial; 7) repetir o passo 3)
até ndo ser possivel colorir mais vértices com a cor
inicial; 8) recomecar com o passo 1) para outra cor; 9)
parar quando todos os vértices estiverem coloridos.

Agora que sabemos como colorir qualquer grafo,
pode-se colocar outra questdo: existe apenas uma
forma de colorir um grafo ou de quantas formas
diferentes se pode colori-lo? Para responder a esta
questdo torna-se necessario introduzir outra nogéo: a
nogao de polinémio cromatico. Seja Gum grafo planar
e L o nimero de cores disponiveis para colorir os
vértices de G. O polinémio cromatico de G é a fungéo

ter a-feira, 18 de Agosto de 2009 17:42:21

polinomial de A, P(G, &), que fornece o total de formas
diferentes de como se podem colorir os vértices de G.
Vamos de seguida dar uma ideia de como aplicar este
conceito. Para isso, consideremos o seguinte grafo.

Comecemos, por exemplo, por colorir o vértice 1.
Este pode ser colorido de A formas diferentes, logo
para o vértice 2 s6 poderdo usar-se A-1 cores. Como o
vértice 3 é adjacente aos vértices 1 e 2, podera usar-se
A-2 cores. Para colorir os outros dois vértices podemos
voltar a usar as cores dos vértices 1 e 2, e por esta razdo
teremos, por exemplo, A-lcores para o vértice 4 e A-2
cores para o vértice 5. Temos entdo que
P (G, A)=A\.(A-1)".(A-2)". Ora para \=0vA=1vA=2 temos
que P (G, A)=0 e entdo existem zero formas de colorir o
grafo, e portanto, ndo é possivel colori-lo; se A=3 temos
12 formas distintas de colorir o grafo anterior, mas
sempre usando trés cores.

Da Coloragdo a Resolugdo de Conflitos

Como ja afirmamos, ao colorirmos os vértices de
um determinado grafo estamos na verdade a
determinar uma particio de V em conjuntos
independentes. Estes sdo conjuntos de vértices entre
0s quais ndo existe qualquer ligagdo. Desta forma, a
coloracdo de grafos € ideal para resolver situaces
onde existe um conjunto de pessoas que ndo podem
estar em projectos em simultaneo ou um conjunto de
materiais em que alguns deles sdo incompativeis
entre si. Para ilustrar o anterior, analisemos a seguinte
situacdo: suponha que um determinado jardim
zooldgico adquiriu algumas novas espécies. Alguns
destes novos elementos ndo podem partilhar a mesma
jaula. O seguinte grafo mostra quais os elementos que
ndo podem ficarjuntos.

Qual sera o numero de recintos em que podemos
colocar os novos animais do Jardim Zoolégico? [3].

Nesta situagdo estamos interessados em distribuir
os animais de tal forma que dentro de uma mesma
jaula ndo possam estar dois animais incompativeis. O
grafo que esta representado na figura 14 € o grafo de
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Tigre Gazela
—_— e e

_—

Figura 14

incompatibilidades para a situagdo descrita. Pode-se
resolver esta questdo colorindo os vértices daquele
grafo, de forma que vértices adjacentes tenham cores
diferentes.

Tigre Gazela

Figura 15

Afigura 15 apresenta uma solugdo possivel paraa
resolugdo deste problema. Assim, a dguia, o tigre e o

Agradecimento

elefante podem partilhar umajaula, a gazela, a zebrae
a girafa podem partilhar outra jaula, e, finalmente, o
rinoceronte e o panda podem partilhar outra. Torna-
se 6bvio, pelo que j4 foi descrito atrds, que esta
coloragdondo é atinica solugao.

Desta forma, vemos como se consegue resolver de
uma forma fécil uma questdo que a partida poderia
parecer de dificil resoluggo. Este é sé um pequeno
exemplo, mas existem muitas mais situagbes em que,
recorrendo a coloragdo dos vértices de um grafo de
incompatibilidades, se resolve uma situagdo que a
partida poderia parecer bastante complexa.
Obviamente, caso o grafo de incompatibilidades
permita uma representagdo planar, o teorema das
quatro cores fornece um limite superior ao ntimero de
coresausar.

Consideragdes finais

Em jeito de conclusdo, procurdmos mostrar as
potencialidades dos problemas de coloragao.
Aborddmos ainda algumas questdes relativas ao
teorema das quatro cores. Este teorema, que dominou
por mais de um século a mente de alguns dos mais
famosos matemaéticos, ilustra ainda como enunciados
simples de perceber e de enunciar podem ser de dificil
demonstragdo (veja-se o teorema de Fermat). Coloca
ainda, em evidéncia, o facto de o trabalho de um
matemaético nao ter de ser necessariamente solitério,
ao contrério do que sejulga.

Ao abordarmos este tipo de problemas estamos
ainda a contribuir para que os alunos reconhegam, de
uma forma inequivoca, o contributo que a matematica
pode ter na tomada de decis6esno nosso dia-a-dia.

O autor agradece as sugestdes apresentadas pelo referee, pois estas contribuiram em muito para melhorar o

presente texto.
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A Ilusao Portuguesa’

E quase desconhecido o facto de ter sido um matematico portugués o autor de

um dos primeiros livros jamais publicados (em 1612) com um capitulo

dedicado ao ilusionismo e que é mesmo o primeiro a descrever como levar a

cabo essas ilusdes. Uma delas, com algum contetido matematico, é aqui

descrita em detalhe.

Comecemos pela apresentacdo de uma ilusdo com
cartas. O ilusionista mostra um baralho de cartas a
audiéncia. De seguida, passa-o a um membro desta,
com as cartas viradas para baixo, e pede-lhe para o
partir, ver qual é a carta que ficou entdo no cimo do
baralho apés o corte e devolvé-lo. O ilusionista, ao
receber o baralho, imediatamente diz qual € a cartaem
questdo. Em seguida, recomega, com outro membro
da audiéncia.

Como é que isto poderad ser feito? O segredo reside
em as cartas estarem dispostas por uma certa ordem.
Quando o ilusionista recebe o baralho de volta, olha
rapidamente para a carta que estd no fundo (que é a
tnica cuja face esta visivel) e entdo, como a carta que
estd no cimo do baralho era, até antes de este ser
partido, aquela que se lhe seguia na ordenagdo em
questdo, oilusionista fica a saber de qual carta se trata.

A espectacularidade desta ilusdo baseia-se em
convencer a audiéncia de que as cartas estdo
baralhadas. Isso pode ser feito colocando as cartas por
uma ordem que parece arbitraria, embora néo o seja.
Uma maneira de fazerisso foi descritaem 1612, em[1].
Ha ligeiras variagdes do mesmo método, publicadas
em Portugal na segunda metade do século XIX (cf. [2]
e [3]; ver também [4]).

Ométodo consiste em:

1. Fixar uma ordem para os naipes. Tomemos, por
exemplo, Ouros (¢), Paus (4 ), Copas (¥) e Espadas
(*)

2. Atribuir um valor a cada carta de um naipe e
fixar uma ordem para esses valores.

E este segundo ponto que tem algum interesse
matematico. Vai-se comegar por atribuir a cada carta
um valor. As cartas do dois ao dez atribui-se o seu
valor facial: 0 As vale 1, a Dama 11, o Valete 12 e o Rei
13. Entdo, dada uma carta qualquer, de valor n,
convenciona-se que a carta seguinte terd o valor assim
obtido: n+4 se este nimero for menor ou iguala 13 e
n-9(=(n+4)-13) caso contrario. Por outras palavras,
soma-se 4 an. Se n+4 for menor ou igual a 13, sera esse
o valor da carta seguinte; caso contrério, subtrai-se 13
asomaobtida.

A ordem das cartas ¢ entdo a seguinte: dada uma
carta qualquer, a que se lhe segue é a subsequente
tanto na ordem nos naipes (convencionando-se que
ap6s o naipe de Espadas vem novamente o de Ouros)
como na ordem dos valores acima indicada. Assim,
por exemplo, apds o ¥4 vem o ¥8, a este segue-se o
#V, em seguida o 43, etc. E claro que se um baralho
estiver ordenado por esta ordem, entéo, se for partido,

'Oautor agradece a Tony Klauf, a Helena Henriques e a Luis Saraiva pela valiosa ajuda prestada na preparagio deste artigo.

301

t a-feira, 1 de Agosto de 20091 4




Caderno_

ainda continuaré ordenado pela mesma ordem. E por
isso que ailusao pode ser repetida imediatamente.

A escolha do nimero 4 na ordem do valor das
cartas representa um compromisso entre facilidade
de calculo e obten¢do de uma ordem aparentemente
aleatéria. Com outros valores obter-se-do resultados
diferentes. Assim, por exemplo, enquanto que se se
partir do A as 8 primeiras cartas relativamente a
ordem anterior sdo

4A &5 V9 4R ¢4 S8 YV 43,

se se empregar 6 no lugar de 4 na definicdo da
ordem do valor das cartas, as 8 primeiras cartas
relativamente a partir do A (inclusive) sdo

4A 47 WR 46 ¢V &5 YD 44

De notar que as trés obras acima referidas ([1], [2] e
[3]) usam valores distintos (5 nas duas primeiras e 3na
terceira). Em [2] também se sugere o uso de uma
mnemonica em vez de uma férmula matematica para
amemorizac¢io daordem do valor das cartas.

Naturalmente, quem conhecer e souber empregar
alguma técnica de baralhar em falso podera fazer esta
ilusdo de uma maneira que torna ainda mais dificil
que um espectador perceba qual ¢ a ideia que lhe esta
subjacente.

A ilusdo aqui descrita é geralmente atribuida ao
ilusionista norte-americano Si Stebbins (1867-1950).
No entanto, basta comparar o ano de nascimento
deste com os anos de publicacio de [1], [2] e [3] (1612,
1860 e 1872 respectivamente) para ver que tal ndo é
possivel. A mais antiga destas obras, da autoria do
matematico portugués Gaspar Cardoso de Sequeira,
Mestre em Artes pela Universidade de Alcala e
originario de Murca, foi publicada 255 anos antes do
nascimento de Si Stebbins. Alias, segundo o autor de
[4], que foi quem descobriu a descri¢do desta ilusdo
naquelas trés obras, [1] é somente o quarto livro
jamais publicado com um capitulo sobre ilusionismo.
Curiosamente, os trés anteriores foram publicadosem
tréslinguas distintas no periodo de somente dois anos
(1584-1585). Além disso, contrariamente aos seus
predecessores, em [1] descreve-se como levar a cabo
essas ilusGes. De facto, a maneira de ordenar o baralho

Referéncias

descrita em [1] é ligeiramente mais complexa do que
aquela que foi descrita acima, pois o autor estipula
que, ap6s um Rei, ao passar-se para a carta seguinte s6
se muda o valor da carta, mas mantém-se o naipe. Por
outrolado, obaralho da época ainda néo tinha a forma
actual (veja-se [5] para a evolugdo do baralho de cartas
em Portugal) e a ilusdo descrita em [1] refere-se a um
baralho de 48 cartas, que corresponde ao baralho
actual se deste se excluirem as cartas cujo valor facial é
10.

Podera parecer estranho que [1], cujo autor é
apresentado como matematico logo no rosto, se ocupe
desta ilusdo, mas é preciso ter em mente que foi
publicado no periodo descrito por Gomes Teixeira [6]
como "a longa noite” da matematica portuguesa (de
finais do séc. XVI a reforma da Universidade de
Coimbra em 1772). A obra [1], embora contenha
alguma matematica (aritmética e geometria
elementares), também se ocupa de muitos outros
assuntos. Contém, por exemplo, o seguinte método
para curar feridas: recomenda o uso de folha e flor de
alecrim seco ao ar (e ndo ao Sol) misturada com clara
de ovo e posta na ferida por vinte e quatro horas.
Também contém ensinamentos de astrologia. Esta
dividido em quatro livros, cada um dos quais
dividido em tratados. De facto, o primeiro livro tem
somente um tratado, o segundo tem dois e assim
sucessivamente. As ilusdes com cartas surgem no
terceiro livro (sobre aritmética), no terceiro tratado
deste,

"0 qual trata de muitas vdrias curiosidades tiradas da
dita arte, as quais ndo tdo somente sido curiosas para
passatempo licito e deleitoso, mas em extremo sdo
proveitosas paraespertar e purificar o entendimento”.

Segundo a Enciclopédia Luso-Brasileira de
Cultura, Gaspar Cardoso de Sequeira foi também
autor de um Prognostico Lunario Para 0 Anno de 1605
(publicado em Lisboa, em 1602), mas [1] € a sua obra
mais conhecida, tendo sido reeditada muitas vezes ao
longo doséculo XVIL; atltima edicdo data de 1702.171

[1] Sequeira, G.(1612). Thesouro de Prudentes, Coimbra

[2] Anénimo, (1860). O Senhor Hermann, Porto
[3] Castro,D.,(1872). O Prodigio nas Sallas, Porto

[4] Klauf, T. (1998). A Importincia do Baralho ordenado no Ilusionismo, ed. de autor
[5] Moniz, E.(1998). Histdria das Cartas de Jogar, Apenas
[6] GomesTeixeira,F.(1934). Histdria das Matemdticas em Portugal, Academia das Ciéncias de Lisboa,

Lisboa
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Contados

Obras de Pedro Nunes — Volume IV

Este volume de 800 paginas, que levou quatro anos a
preparatr, € o ponto alto da nova edigdo das Obras de
Pedro Nunes, iniciada em 2002 por altura do quinto
centenario do nascimento do matematico. A edicdo
decorre sob a responsabilidade de uma Comissdao
Cientifica constituida por Henrique Sousa Leitdo
(Coordenador), Anténio Costa Canas, Antdnio
Estacio dos Reis, Francisco Contente Domingues, Jodo
Filipe Queiré e Luis Semedo de Matos, e com o
acompanhamento de uma Comissdo Editorial de
Académicos composta por Fernando R. Dias Agudo
(Académico Responsavel), Anibal Pinto de Castro,

ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA

PEDRO NUNES

OBRAS

VoL. IV

DE ARTE ATQUE
RATIONE NAVIGANDI

FUNDACAO CALOUSTE GUIBENKIAN
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Anténio Dias Farinha, Ant6nio Ribeiro Gomes, José
Manuel Toscano Rico e JustinoMendes de Almeida.

O volume IV, com o titulo De arte atque ratione
navigandi, é o ponto alto da edigdo, antes de mais
porque esta obra, de 1566, é a mais importante de
Pedro Nunes. Texto da maturidade, em latim,
publicado em Basileia e com grande impacto na
Europa, é o momento da criagdo de uma nova
disciplina matematica, a ciéncia da navegagdo. O
autor desenvolve muito os tratados portugueses de
1537 (em particular com a distingdo clara, a ele devida,
entre navegagdo loxodrémica e ortodrémica, e com a
ideia fundamental da mais tarde chamada carta de
Mercator), acrescenta muitos capitulos com
contribuigbes rigorosas sobre questdes matematicas,
astronémicas e de navegacéo (e alguns dos primeiros
comentarios feitos a obra de Copérnico), e continua
com capitulos sobre a curva loxodrémica e a sua
descrigdo e propriedades matematicas,
notabilissimos se pensarmos que se esta a mais de um
século da criagio do calculo diferencial eintegral.

Em segundo lugar porque, sendo a obra mais
importante de Pedro Nunes, e sendo este o maior
cientista portugués de sempre (seja qual for o critério
que se use), o livro é o mais relevante da histéria da
ciéncia em Portugal e é portanto uma obra cimeira na
histodria da cultura portuguesa.

O volume, tal como os anteriores, pode ser
adquirido na livraria da Fundagio Gulbenkian, sendo
possivel fazer encomendas online no enderego
http://www.montra.gulbenkian.pt

Até ao fim de 2010 esta prevista a publicagio dos
volumes V, VI e VII das Obras de Pedro Nunes, devendo
ooitavo e tiltimo volume sairem 2011.
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Entrevista a Douglas Ravenel

Em Abril foi anunciada a solugao de um dos mais famosos problemas em

Topologia Algébrica e Geométrica — o problema do invariante de Kervaire.

Um dos responsaveis pela solugdo visitou, em Maio, o Instituto Superior

Técnico e aproveitamos a ocasido para uma conversa sobre a sua carreira.

No inicio de Maio de 2009, Douglas Ravenel da
Universidade de Rochester (EUA) visitou o
Departamento de Matemética do Instituto Superior
Técnico para dar uma série de palestras sobre Teoria
de Homotopia Estavel. Esta série de palestras estavaja
planeada hd mais de um ano e por isso foi uma grande
surpresa para os organizadores quando se tornou
claro, duas semanas antes da sua realizagdo, que estas
seriam acerca da solugdo de um dos mais famosos
problemas em Topologia Algébrica e Geométrica — o
problema do invariante de Kervaire.

A solug@o foi anunciada a 21 de Abril por Michael
Hopkins (Universidade de Harvard) durante a
conferéncia que celebrou os 80 anos de Sir Michael
Atiyah, em Edimburgo. Hopkins é um dos membros
da equipa de trés matematicos norte-americanos que
resolveu o problema, sendo os outros membros
Ravenel e Michael Hill da Universidade da Virginia.

As palestras do Professor Ravenel tiveram lugar
de 5 a 7 de Maio e constituiram a primeira
apresentacdo detalhada da solugdo do problema.
Convidamos o leitor interessado a consultar [1] para
obter os slides das palestras, assim como uma enorme
quantidade de informacgdo adicional sobre o
problema.

Aproveitdmos esta ocasido para entrevistar o
Professor Ravenel sobre a sua carreira na
investigagao, administragdo e ensino.

Gazeta: Antes de mais, muitos parabéns pela
solugdo do problema do invariante de Kervaire! Pode

de Agosto de 2009 1 4

dar-nos uma ideia da suanatureza, assim como da sua
histdria eimportancia?

Ravenel: Trata-se de um problema com cerca de 50
anos. Teve origem no trabalho de Kervaire e Milnor
sobre a classificagdo das esferas exdticas nos anos
1960. Eles relacionaram este problema com o cédlculo
dos grupos de homotopia estédveis das esferas, mas
deixaram uma questdo em aberto relacionada com
esferas exodticas de dimensdo congruente com
1 médulo 4. Esta questdo estd por sua vez relacionada
com um invariante de certas variedades de dimensdo
congruente com 2 médulo 4 obtido a partir da forma
quadrética na cohomologia da dimensao do meio.
Esta forma quadratica toma valores em Z/2 e estes
objectos foram estudados pelo matematico turco

Douglas Ravenel.
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Cahit Arf. Ele publicou um artigo nos anos 1940 que as
classifica [2] usando um invariante que é hoje
chamado o invariante de Arf. Este invariante toma os
valores 0 ou 1 e a questdo que permaneceu em aberto
durante muito tempo foi se existia ou nio uma
variedade emoldurada de dimensao 4k+2 com um
invariante de Arfigualal.

Kervaire foi o primeiro a estudar este problema,
pelo que o invariante das variedades emolduradas em
questdo é normalmente chamado o invariante de
Kervaire. Eu gosto de lhe chamar o invariante de Arf-
Kervaire. Em 1969, Browder demonstrou um Teorema
afirmando que o invariante s6 pode ser 1 quando a
dimens@o da variedade é da forma 2"n-2 e que nesse
caso estd relacionado com um certo elemento na
sucessdo espectral de Adams que converge para os
grupos de homotopia estaveis das esferas.

TURKIYE CUMHURIYET MERKEZ BANKASI A003 588288 «] (M
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seszel ON TURY LIPAS)
Novas notas de 10 liras turcas com a imagem de Cahit Arf.

Sabia-se nesta altura que tais elementos existem
em dimensdes 2, 6, 14 e 30 e poucos anos depois da
publicacdo do resultado de Browder [3] foi
encontrado um elemento em dimens&o 62 por Barratt,
Jones e Mahowald. Desde entdo ndo tinha havido
qualquer progresso neste problema, apesar das
tentativas de muitas pessoas. H4 inclusivamente
vérias pessoas da 4rea de Teoria da Homotopia, com
destaque para Mark Mahowald, que formularam
conjecturas sobre os grupos de homotopia das esferas
baseadas na hipdtese de que tais variedades com
invariante de Arf-Kervaire 1 existiam em todas as
dimensoes da forma 2*n-2.

Ora o nosso Teorema diz que nao existem tais
variedades em dimensGes superiores com possivel
excepgdo da dimensao 126. Os nossos métodos nao
resolvem o problema nessa dimensao, mas sabemos
agora que em todas as dimensGes acima de 126 da
forma 2"n-2, como 254, 510, etc, ndo existem
variedades com invariante de Arf-Kervaire 1.

Gazeta: H4 um outro problema famoso em
Topologia — o problema do invariante de Hopf
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resolvido por Adams no final dos anos 1950 —em que
se demonstrou que havia apenas um nimero finito de
exemplos (nesse caso aplicagdes entre esferas com
invariante de Hopf 1). O vosso resultado tem a mesma
natureza?

Ravenel: Sim, é um resultado da mesma natureza,
mas eu diria que é muito mais dificil e demorou muito
mais tempo a demonstrar.

Gazeta: Poder-se-4 dizer que as variedades com
invariante de Kervaire 1 desempenham um papel
andlogo ao dos grupos de Lie excepcionais (que
formam também uma sucessao finita)?

Ravenel: Essa analogia néo é tdo boa como a
anterior porque, tanto quanto sei, ninguém alguma
vez pensou que poderia haver uma sucessio infinita
de grupos de Lie excepcionais. Tal como os grupos
simples esporadicos trata-se de objectos construidos
com grande dificuldade e ndo h4 qualquer plano geral
para a construgao de um ntmero infinito. No nosso
caso havia pessoas que pensavam que estas
variedades existiiam num namero infinito de
dimensdes, embora agora saibamos que isso nao é
verdade.

E é ainda demasiado cedo para dizer o que isto
significa para a Teoria da Homotopia porque, como
disse antes, ndo é um resultado que alguém esperasse.
Nao conhego ninguém, incluindo eu préprio, que o
teria predito hd um ano.

Gazeta: A inexisténcia de tais elementos é uma
desilusao?

Ravenel: Pode ser que haja pessoas que se sintam
desapontadas, mas para mim é sempre bom quando
se pode demonstrar um Teorema e saber a verdade.

Quanto a mim esse é sempre um passo na boa
direcgdo.

Gazeta: J4 tinha pensado seriamente neste
problema durante asua carreira?

Ravenel: Nunca tinha feito qualquer tentativa
séria de resolver este problema. Doutorei-me em 1972
e nessa altura o problema era muito discutido. Assisti
a muitas palestras em que se definia o invariante de
Arf e se falava dele. Nos anos 1960 e 1970 pensou-se
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muito neste problema, mas depois tornou-se menos
visivel porque ninguém teve sorte em resolvé-lo.
Desvaneceu-se por ser tao dificil.

Mike Hill.

Na realidade, Hill, Hopkins e eu também nao
estdvamos a tentar resolver este problema. Nao é
como se nos tivéssemos juntado ha trés anos e
tenhamos decidido ataca-lo. Estdvamos a trabalhar
num problema diferente relacionado com certos
conjuntos de pontos fixos em Teoria da Homotopia
Estavel. Estdvamos a realizar certos calculos e
descobrimos que havia uma possivel ligagao entre o
problema que estuddvamos e o problema do
invariante de Kervaire. Foi como se estivéssemos a
procurar uma casa na mesma rua da casa de Kervaire,
embora nao estivéssemos a bater directamente a porta
de Kervaire. E quando estivamos nessa casa
encontrdmos um tinel que parecia ir na direcgdo do
problema de Kervaire. Comecamos a caminhar ao
longo desse tinel, mas deparamo-nos com um grande
obstaculo e para o superar tivemos que inventar
alguma maquinaria nova. Mas assim que fizemos isso
encontrdmo-nos no meio do problema de Kervaire.

Gazeta: Quando comecaram a trabalhar
efectivamente neste problema?

Ravenel: Ha cerca de seis meses. Foi entao quenos
apercebemos de que o problema em que tinhamos
trabalhado nos altimos dois ou trés anos poderia levar
asolugio do problemade Kervaire.

Gazeta: Conforme disse, foram desenvolvidos
novos métodos para esta demonstragdo. Tem ja
alguma outra aplicagdo em mente para estes
métodos?

Ravenel: Ainda é demasiado cedo para responder
aessa pergunta.

Gazeta: Desde ha cerca de um ano tém vindo a ser
divulgados no Arxiv varios artigos (em russo), pelo
matematico Piotr Ahkmeteev, que afirmam resolver o
problema de Kervaire por meio de uma abordagem
geométrica. Sabe alguma coisa acerca deste assunto?

Ravenel: Ouvi falar um pouco deste assunto, mas
os artigos estdo em russo pelo que ndo tenho uma
opinido informada. O facto de néo estarem em inglés
dificulta as coisas.

Gazeta: O que é que fez despertar o seu interesse
pela matematica?

Ravenel: Soube desde muito cedo que tinha
talento para a matematica. Mesmo antes de perceber
exactamente o que era, sabia que tinha jeito para a
disciplina. Acho que isso é verdade para muitos
matematicos.

Gazeta: Estd a falar dos seus tempos de escola ou
mesmo antes daescola?

Ravenel: Na escola, seguramente. Sempre fui
muito bom a Aritmética. Embora me lembre de
chumbar num teste de Aritmética no 5.2 ano. Gostaria
de encontrar o professor num avido e dizer-lhe a
minha ocupagéo.

Gazeta: E quanto a Topologia? O que o levou a
Topologia e a Topologia Algébrica em particular?

Ravenel: Acho que me centrei nisso quando fazia
os meus estudos de licenciatura e ndo consigo explicar
porqué. Parecia-me um assunto realmente
interessante. E devo dizer que uma das coisas que eu
achava mais fascinante era o artigo de Kervaire e
Milnor [4] que mencionei antes acerca da classificagdo
das esferas exoticas. Parecia-me um resultado
fantastico. Lembro-me de olhar para uma tabela na
primeira pagina do artigo onde diziam o ntimero de
estruturas diferencidveis nas esferas das varias
dimensdes. O facto de eles conseguirem determinar
estes numeros e a sua natureza fascinava-me, e desde
entdo fiquei cativado.
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Gazeta: Diz que o seu interesse comegou ainda
durante a licenciatura. Isso influenciou a sua escolha
deuniversidade pararealizar o doutoramento?

Ravenel: Sim, certifiquei-me de que fosse um sitio
onde houvesse pessoas que trabalhassem em
Topologia Algébrica.

Gazeta: O seu orientador de doutoramento foi Ed
Brown, também ele um distinto topdlogo. Quais
foram as pessoas que tiveram maior influéncia no seu
trabalho aolongo dos anos?

Mike Hopkins.

Ravenel: Quando eu estava a fazer o
doutoramento aprendi muito com as palestras de
Dennis Sullivan. Nessa altura ele estava no MIT e deu
uma série de ligdes de Topologia Geométrica. Isso
levou a produgdo de um documento conhecido por
“lista telefonica”, uma vez que tinha mais ou menos
esse tamanho e formato. Eu fui um dos trés alunos de
doutoramento a quem ele pediu ajuda para a revisao
do texto. Foi uma série de li¢cbes verdadeiramente
inspiradora e, apesar de ndo ter ido exactamente para
essa area da matematica, lembro-me de ter aprendido
muito. Também fui muito inspirado pelo trabalho de
Quillen, claro.

Gazeta: A sua primeira grande contribui¢do (em
trabalho conjunto com Haynes Miller e Steve Wilson
[5]) esta relacionada com os grupos de homotopias de
esferas. Pode dizer-nos algo acerca deste trabalho e da
suaorigem?

Ravenel: Conheci o Steve Wilson quando éramos
ambos alunos de doutoramento, em Boston, no
Outono de 1968. Comegamos nessa altura a falar de

cobordismo complexo e topicos relacionados. Nessa
altura esta era uma drea bastante recente e parecia-me
que tinha o potencial para aplicagdes muito
interessantes aos grupos de homotopia das esferas.

Sempre me senti fascinado pelos grupos de
homotopia das esferas. Ndo é algo que consiga
explicar e € algo que encaro simultaneamente como
uma ben¢do e uma maldi¢do. E um problema
verdadeiramente intratavel e eu ndo espero que seja
resolvido durante aminha vida ou mesmo a dos meus
filhos. E um daqueles problemas que parece “engolir
matematica” no sentido seguinte: cada 10 ou 20 anos
hé um grande desenvolvimento computacional que
nos da uma visdo mais profunda dos grupos de
homotopia das esferas. Sempre que isso acontece
apercebemo-nos de que é um problema muito mais
complexo do que pensavamos. Isto tem acontecido
uma e outra vez nos ultimos 50 anos, e é bem possivel
que volte a acontecer. E um problema inesgotével, e
isso significa que ha sempre muita matematica a fazer
parao atacar. Isso é o queele tem debom.

Mas voltemos a [5]. Acho que conheci o0 Haynes
quando ele era um aluno de doutoramento em
Princeton no principio dos anos 1970, mas foi o ano
1974/1975 que foi crucial para esse artigo [5]. Nesse
ano estavamos os trés em Princeton: Haynes estava
ainda a fazer o doutoramento, Steve fazia um pds-
doutoramento e eu estava no Instituto de Estudos
Avangados. Encontravamo-nos regularmente. Todos
nés conheciamos o trabalho de Jack Morava - a sua
descri¢do dos seus grupos estabilizadores e da
filtragdo de Spec MU dada pela classificagdo das leis
de grupo formais. Também sabiamos que isto devia
ter consequéncias relativamente aos grupos de
homotopia das esferas. Nessa altura havia também o
trabalho de Toda e Oka sobre o que agora chamamos
“elementos de letras gregas”. Tudo isto andava no ar,
e nos sentiamos que se estuddssemos o assunto de
forma verdadeiramente profunda algo de muito bom
poderia resultar.

Tinhamos hordrios radicalmente diferentes. Eu
tinha um bébé, e por isso estava em modo “das 9 as 5
enquanto que o Steve Wilson ficava regularmente a
trabalhar até as 6 damanha e dormia depoisaté as2ou
3 da tarde. O Haynes estava algures no meio.
Encontravamo-nos no gabinete do Haynes ao final da
tarde, que era a inica altura do dia em que estavamos
os trés verdadeiramente acordados. De certa forma
trabalhdvamos 24 horas por dia.
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Gazeta: Além de Teoremas importantes, o
Professor ¢ ainda responsavel por conjecturas com
grande influéncia. Essas conjecturas surgiram na
sequéncia do trabalho que discutimos antes?

Ravenel: Sim, certamente. No Verdo seguinte
continuei a pensar nestas ideias e isso levou-me as
conjecturas de que fala [6][7].

Gazeta: Essas conjecturas descrevem a estrutura
da Teoria da Homotopia Estavel em “larga escala”.

Ravenel: Todas essas conjecturas, com excepgao
de uma, foram demonstradas [8] [9]. Eram de facto
conjecturas acerca da estrutura da categoria de
homotopia estavel e dos grupos de homotopia das
esferas em que ninguém tinha pensado. Foi divertido
concebé-las.

Gazeta: Também desempenhou um papel de
relevo no inicio de um importante desenvolvimento
em matematica nos anos 1980 — a criagdo (ou
invengdo) da cohomologia eliptica [10]. Quer contar-
nos algo sobreisto?

Ravenel: Em meados dos anos 1970 apercebi-me
de que havia certos objectos chamados curvas
elipticas as quais estavam associados grupos formais.
Tentei aprender o mais possivel sobre elas. Nesse ano,
em Princeton, assisti a um curso de Nick Katz sobre
Curvas Elipticas e Formas Modulares. Fartei-me de o
importunar com as minhas ideias sobre o assunto,
mas nada resultou disso. As minhas ideias nao
estavam bem articuladas. Suspeitava de que havia
algo como Cohomologia Eliptica, mas ndo dispunha
das ferramentas correctas para juntar todos os fios da
meada. Falava disso quando podia com as pessoas e
foi um prazer ver as coisas conjugarem-se nos anos
1980. Aquilo que pds a bola a rolar foi um Teorema de
Ochanine [11] relacionado com acg¢bes de circulos em
variedades Spin. Isto levou ao conceito de género
eliptico eissondo ¢ algo que me teria ocorrido.

Gazeta: Olhando para trés, tem algum Teorema
favorito?

Ravenel: Fui capaz de calcular os grupos de
homotopia das esferas no primo 5 até cerca da
dimensao 1000. Esse era o objectivo do meu primeiro

quinta-feira, 20 de Agosto de 2009 10:40:49

livro — o “livro verde” [12]. Foi muito agradavel
aplicar toda aquela maquinaria a um problema
concreto.

Uma das coisas que me preocupa na Topologia
Algébrica é que, nos dias que correm, quando vou a
conferéncias ha muitas palestras de pessoas que
desenvolvem e refinam teorias, mas néo as aplicam a
resolucdo de problemas matematicos. E como se
estivéssemos a ver pessoas afinar um carro mas sem
nunca o levar para a estrada. Acho que estes carros
precisam de ser conduzidos e que é importante ter um
problema concreto em mente quando se estd a
desenvolver uma nova teoria. A matematica
resultante é muito melhor se a teoria puder ser
utilizada para resolver um problema que existia antes
de ateoria ser criada.

Gazeta: Diz-se que ha uma dicotomia em
matematica entre os “construtores de teorias” e os
“solucionadores de problemas”. Descrever-se-ia
entdo como um solucionador de problemas?

Ravenel: Acho que sim. Se tiver que ser,
desenvolvo uma teoria, mas ndo gosto de construir
teorias por si mesmas.

Gazeta: Assim que talvez tenha sido este calculo
aquilo que lhe deu mais prazer?

Ravenel: Bom, nao gosto de discriminar as coisas
dessa forma. A minha carreira deu-me muito prazer. E
Optimo trabalhar em Topologia Algébrica. A
comunidade da Teoria da Homotopia é um grupo
fantastico de gente. Sempre foram muito simpaticos e
acho que temos muita sorte a esse respeito.

Notei desde muito cedo na minha carreira que as
pessoas de Topologia Algébrica formam um grupo
muito amigavel, mas demorei algum tempo a
perceber que isso ndo é verdade em todas as areas da
matematica. Ja me perguntei muitas vezes porque é
que serd e acho que parte da razéo é que se trata de um
clube que tem uma jéia de entrada muito elevada. Ha
um prego intelectual muito grande a pagar para
trabalhar em Topologia Algébrica — uma enorme
quantidade de maquinaria a aprender. Isso cria lagos
entre as pessoas que pagaram o prego para entrar.

As pessoas de Topologia Algébrica falam todas a
mesma lingua, de certa forma, e quando se passa a
maior parte do nosso tempo a pensar em coisas que
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literalmente menos de uma pessoa num milhdo
consegue perceber ha uma ligagao imediata quando
encontramos alguém quenosentende.

Gazeta: Que perspectivas vé para a Topologia
Algébrica e para a Teoria de Homotopia Estavel em
particular. Sente-se optimista?

Ravenel: Sim, sinto-me optimista. Ao longo da
minha vida a area tem crescido de forma progressiva
tanto em termos de praticantes como de ntimero de
conferéncias e teoremas demonstrados. Em cada
estdgio da minha carreira sempre houve gente a dizer
que a darea estd a morrer ou que se sente
preocupada por alguma razdo. Aprendi a ignorar
essas pessoas porque, como disse, a drea continua a
desenvolver-se.

Gazeta: Acha que a visdo desta area a partir de
outras areas da matematica se tem alterado ao longo
dos anos?

Ravenel: Imediatamente antes de eu iniciar a
carreira houve resultados espectaculares em
Topologia Algébrica. Ja mencionei a classificagio das
esferas exéticas. Também héd o Teorema de Atiyah-
Singer. Nos anos 1960 muitos topdlogos ganharam a
medalha Fields. Tratava-se portanto de um tempo em
que o prestigio da area no seio da matemadtica era
muito maior do que hoje, mas de qualquer forma acho
que a area é muito saudavel. Uma das coisas que
aprecio é o facto de o conjunto de ferramentas que se
usa continuar a crescer. Hoje em dia, para trabalhar
em Teoria da Homotopia Estdvel é necessario saber
muito acerca de Geometria Algébrica Aritmética
(Geometria Algébrica em caracteristica p), que é usada
de formas cada vez mais sofisticadas. Isso era algo que
ndo existia hd 20 anos.

Gazeta: Acha que a drea emergente de Geometria
Algébrica Derivada pode fazer com que a Topologia
Algébrica desempenhe um papel ainda mais
relevante?

Ravenel: Acho que é bem possivel. Recentemente,
houve também o trabalho de Voevodsky que foi
premiado com a medalha Fields. Ele conseguiu
importar muitos métodos da Teoria da Homotopia
para um problema de Geometria Algébrica e K-teoria
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Algébrica. Foi um desenvolvimento muito
encorajador.

Gazeta: Além da sua carreira na investigagao fez
também uma carreira notavel na administra¢do. Ha
cerca de 14 anos houve uma crise no departamento de
Matematica da sua universidade — a Universidade de
Rochester. Quer contar-nos um pouco sobre este
assunto?

Ravenel: Houve certamente uma crise. A nossa
administragdo decidiu eliminar o programa doutoral
em Matematica para poupar dinheiro e nds
conseguimos impedi-lo. Conseguimos convencé-los
de que nao era uma boa ideia. E devo dizer que
tivemos muita ajuda da Sociedade Matematica
Americana, que nos deu muito apoio moral e tactico.
Foi uma experiéncia interessante. O que eu aprendi
com ela foi que todos os departamentos de
Matematica tém que ter uma ou duas pessoas que
estejam em contacto com o resto da universidade. E
muito comum entre 0os matematicos (eu incluido) ndao
quererem ter nada a ver com o mundo académico fora
da matematica. A maioria dos matematicos quer
pensar na sua matematica e ndo na politica da sua
universidade ou na maneira como o departamento se
enquadra na instituigdo. Estes assuntos séo encarados
como aborrecimentos e distracgdes.

Ora é verdade que a matematica é uma profissao
muito exigente, que obriga a uma enorme
concentragdo. Para um matematico jovem ¢
provavelmente boa ideia concentrar a sua energia
mental na matemadtica o mais possivel. Mas para a
profissdao como um todo, tem que haver alguém em
cada departamento a “tomar conta da loja”. Isto
significa ter contacto com a universidade, saber o que
se passa e de que forma o departamento pode
contribuir.

O que muitos matematicos e mesmo muitos
administradores de universidades ndo percebem é
que amatematica é uma parte essencial de qualquer
universidade. Nao ha nenhuma boa universidade no
mundo que possa funcionar sem um departamentode
Matematica. A matematica é um campo tnico do
conhecimento no sentido em que contém ferramentas
requeridas por um grande nimero de outras
disciplinas. Ndo hd nenhuma outra disciplina com
estas caracteristicas, com possivel excepgio do Inglés
(ou sejala qual for alingua em questao).
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A maioria das disciplinas necessita de algum
conhecimento matematico e qualquer departamento
de Matemadtica que saiba jogar as suas cartas pode
tornar-se numa parte essencial da sua universidade. A
maioria dos matematicos néo é consciente disto, e isso
pode meter o departamento em grandes problemas
como nos aconteceu em 1995.

Gazeta: Como fizeram para convencer os
administradores?

Ravenel: Convencemo-losde que o encerramento
do programa doutoral em Matematica danificaria
severamente a reputagdo da universidade. A verdade
é que nao ha nenhuma universidade com actividade
deinvestigagdo relevante nos Estados Unidos, e talvez
no mundo, que ndo tenha um programa doutoral em
Matemadtica. Nessa altura eu coligi informagdo que
sustentava esta afirmacdo de forma a que eles nio a
pudessem ignorar. Acho que esse foi o ponto crucial:
perceberam que mesmo que se poupassem alguns
dolares a curto prazo, ndo estariam a ajudar a
universidade alongo prazo.

Gazeta: Durante o periodo em que presidiu ao
departamento de Rochester houve um grande
aumento do nuimero de alunos que escolhiam
Matematica como area de concentragdo. Pode dizer-
NOS como conseguiram isto?

Ravenel: Desde o tempo da crise, a percentagem
dos alunos de Rochester que se licenciam em
Matematica triplicou ou quadruplicou. Tenho muito
orgulho nisso. Acho que isto aconteceu porque o
departamento como um todo se apercebeu de que a
sua missdo de ensino era importante, e que se
tratarmos bem os nossos alunos eles reagem de forma
positiva.

A reacgdo dos alunos tem sido muito gratificante.
Ha muitos alunos de licenciatura entusiastas em
Rochester e é realmente divertido trabalhar com eles.
O departamento adquiriu a reputagéo de ser um sitio
amigavel e interessante, e acho que qualquer
departamento pode conseguir isto. Nao ha nada de
tnico em Rochester quenao possa serimitado.

Gazeta: Foi apenas uma questdo de um maior
esforgo por parte dos professores ou houve algo em
particular que ajudou?

Uma variedade emoldurada de dimenséo 2 com invariante de Kervaire 1.

de Agosto de 2009 1 :

Ravenel: Houve vérias coisas. Uma delas é um
programa chamado WeBWork, criado por um par de
colegas meus, que permite a realizagdo de trabalhos
de casa através da internet. Eles comecaram a
trabalhar nele mais ou menos na altura da crise. Né6s
sabiamos que uma grande vulnerabilidade nossa era
o facto de ndo termos recursos suficientes para
corrigir trabalhos de casa de Célculo. Na minha
universidade cerca de 80% dos alunos do primeiro
ano inscrevem-se em Calculo e para eles a cadeira é
muito importante. Nao porque estejam interessados
em matematica, mas porque precisam da cadeira para
asua drea de concentragio ou para entrarna Escolade
Medicina.

Se um aluno que pretende fazer carreira em
Engenharia, Ciéncia ou Medicina tem uma ma nota
em Célculo trata-se de um assunto grave, talvez até de
uma crise que o obrigue a mudar de carreira. Os
professores de Matematica tém que perceber isto e é
muito facil ndo o fazer porque, como matematicos,
noés pensamos no Célculo como algo de mundano e
aborrecido que poderiamos fazer a dormir. Mas temos
que nos lembrar que para os alunos € algo de
importante em que t&m que se sair bem, mesmo que
ndo estejam interessados. Eles estdo dispostos a
esforgar-se e reagirdo positivamente se lhes dermos
oportunidades para que se saiam bem.

No nosso caso conseguimos fazer com que os
trabalhos de casa se tornassem uma parte mais
importante do curso, criando um programa que dava
notas instantaneamente. Antes ndo podiamos corrigir
os trabalhos de casa e agora constituem 25% ou 30%
da nota e sdo levados muito a sério pelos estudantes.
Se nao se corrige os trabalhos de casa, a maioria dos
estudantes ndo os faz, e portanto nio retira qualquer
beneficio deles.

Agora, em Rochester, assim como em cerca de 100
outras escolas que usam este software, os alunos
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percebem que tém que fazer os trabalhos de casa e que
serdo prejudicados sendo os fizerem.

Além disso hd este mecanismo de feedback
instantaneo que é pedagogicamente muito valioso —
algo de que ndo nos apercebemos imediatamente. O
facto de trabalhar num problema, introduzir a solucéao
e saber imediatamente se a resposta é ou nao a

podem continuar a tentar obter a resposta correcta até
um certo prazo e a experiéncia mostra que muitos
estudantes continuam a tentar até acertarem, mesmo
depois de o prazo passar. Muitos deles queixam-se
que gastam demasiado tempo com os trabalhos de
casa, mas para mim isso é um sinal de sucesso. Estdo a
aprender a matéria!lll

correcta € excelente. Né6s dizemos aos alunos que
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O Que E.

A Caracteristica de Euler?

Em 1750, numa carta dirigida a Christian Goldbach,
Leonhard Euler escreve:

“Em todo o sélido limitado por faces planas, a soma do
niimero de faces com o niimero de vértices excede em dois o
niimero de arestas”

Com esta afirmacdo Euler identifica' trés tipos de
“pecas” diferentes na superficie de tal sélido, de
dimensdes 0, 1 e 2 (vértices, arestas e faces) e estabelece
arelagdo:

b,-b,+b,=2

onde b, designa o niimero de “pecas k-dimensionais”,
k=0,1,2. A soma alternada b,-b,+b, chama-se
caracteristica de Euler do poliedro (da superficie do
poliedro, para sermos exactos) e a propriedade
anterior enuncia-se como “a superficie de um poliedro
convexo® tem caracteristica de Euler igual a 2”. Nao é
dificil pensar numa extenséo da defini¢do anterior: se
um objecto esta construido a partir de “pegas” de
dimensoes 0,1, ...,n, chamamos caracteristica de Euler
desse objecto a soma alternada do ntimero de “pecas”
em cada dimensdo.

Uma “peca n-dimensional” pode ser formalizada
pelo conceito de um n-simplice. Um n-simplice com
vértices a, 4, ...a, de R" é o subconjunto de R”
definido por:

{xeRY:x=tgta+..ta, t>0, ti+..t1, <1}

com 4, 4y, ....4, pontos de R" em posicio geral, isto &,
ndo contidos num plano n-dimensional. Por exemplo
(Figura 1), um 1-simplice com vértices 4, e 4, é o
segmento com extremos g, e 4, um 2-simplice com
vértices a, 4, e4, €0 tridngulo com vérticesa, 4, ea,,
um 3-simplice é um tetraedro sélido.

Figura 1

Um poliedro n-dimensional ou complexo simplicial
n-dimensional é a reunido de um numero finito de
simplices de dimensdo menor ou igual a n de tal modo
que dois simplices diferentes tém interseccio vazia ou
intersectam-se ao longo de um simplice de dimenséo
inferior. A caracteristica de Euler de um poliedro n-
dimensional K, representada normalmente pela letra
grega,éasomaalternada:

X(K)=bgb,+....(-1),

onde b, designa o nimero de k-simplices para k=0,1, ..,
n. A superficie do octaedro e a do grande dodecaedro

'Nos capitulos 1 a9 de [1] encontra-se uma detalhada e amena exposigdo histérica desta descoberta.
*Quando L.Eulerescreve “sélidolimitado por faces planas” est a referir-se aos poliedros convexos.
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estrelado sdo poliedros bidimensionais com
caracteristica de Euler igual a2; o octaedro sélido é um
poliedro tridimensional com caracteristica de Euler
igualal (Figura2).

Figura 2
Notemos que a definicdo de poliedro
bidimensional parece mais restritiva que a definigdo
usual de poliedro, pois s6 consideramos como “pegas
bidimensionais” os tridngulos (2-simplices) e n&o
quaisquer poligonos. Na realidade, como todo o
poligono pode decompor-se em tridngulos essa
restri¢gdonao faz qualquer diferenga.

Figura 3

Além do mais, se partimos de um poliedro com V
vértices, A arestas e F faces poligonais e fizermos
subdivisGes baricéntricas nas faces (Figura 3), a
caracteristica de Euler do poliedro resultante (que tem
faces triangulares) é precisamente V-A+F.
Efectivamente, ao dividir baricentricamente um
poligono com n-lados em 7 tridngulos estamos a criar
n-1faces, n arestas e 1 vértice pelo que o computo total
alternado permaneceigual.

Os poliedros regulares, os prismas e anti-prismas
séo poliedros bidimensionais’ com caracteristica de
Euler igual a 2. Mas h4 exemplos mais exéticos de
poliedros bidimensionais como o cubo truncado
perfurado e astella octingula (Figura4).

Figura 4

O cubo truncado perfurado tem 32 faces (12
quadrados, 4 octégonos e 16 tridngulos), 64 arestas e
32 vértices pelo que a sua caracteristica de Euler é 0. A
stella octingula define-se usualmente como a reunido
de dois tetraedros regulares’ e é formada por 32 faces
(incluindo 8 tridngulos interiores nao visiveis desde o
exterior!), 36 arestas e 14 vértices, pelo que a sua
caracteristica de Euler é 10. O poliedro definido s6
pelos tridngulos exteriores da stella octingula tem
caracteristica de Euler 2.

A propriedade fundamental da caracteristica de
Euler (que explica, por exemplo, porque todos os
poliedros convexos tém a mesma caracteristica) é que
se trata de um invariante topoldgico’. Isto é, se K e K' sdo
poliedros n-dimensionais homeomorfos, ou seja, se existe
uma aplicagdo continua e bijectiva entre eles com
inversa continua, entdo x(K)=x(K’). Poincaré provou
este resultado nada trivial usando argumentos
dificeis de explicar sucintamente.

Nio é facil dar uma ideia intuitiva exacta do que
significa ser homeomorfo, mas costuma dizer-se que
dois objectos sdo homeomorfos se se podem deformar
continuamente um no outro’. Por exemplo, se
imaginarmos os poliedros feitos de um material
elastico, ao insuflar no seu interior uns deformar-se-
iam numa superficie esférica (os poliedros regulares,
os prismas, a superficie visivel da stella octingula),
outros numa béia de praia (o cubo truncado perfurado),
outros num baldo com oito balGes colados (a stella
octingula)...

O Teorema de Poincaré diz-nos que todos os
poliedros que se deformem no mesmo objecto tém a
mesma caracteristica de Euler, pois sdo homeomorfos.
Aliés, esse teorema permite estender a defini¢do de

*Historicamente o termo poliedro designava o objecto s6lido (sélidos platénicos). Actualmente o termo poliedro usa-se tanto para

o s6lido como para a sua superficie.

“Na literatura aparece frequentemente que a Stella Octingula tem 8 faces, 12 arestas e 8 vértices e niimero de Euler 4 (ndo sdo
contados os vértices e as arestas que aparecem nas intersecgdes dos tetraedros). Este “ntimero de Euler” ndo corresponde ao
invariante topol6gico chamado caracteristica de Euler, que é 10. Este tipo de discordéancia encontra-se na literatura em muitos

poliedros estrelados.
*De facto, é um invariante do tipo de homotopia.

‘Aideia de deformagdo continua parece envolver uma nogio de espago exterior (o lugar onde a deformagdo ocorre) que ndo estd
presente no conceito de homeomorfismo e que em topologia se chama isotopia.
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caracteristica de Euler a uma classe muito maior de
objectos: a classe dos objectos homeomorfos a
poliedros ou espagos topoldgicos triangulariziveis. Por
exemplo, podemos definir a caracteristica de Euler da
bdia de praia (o toro) como 0 pois todo o poliedro
homeomorfo a ela é homeomorfo ao cubo truncado
perfurado (Figura 4) que tem caracteristica de Euler 0.

Embora a demonstracdo geral seja dificil de
resumir’, é facil apresentar um argumento bastante
convincente de que todo o poliedro homeomorfo a
uma esfera tem caracteristica de Euler 2. Recordemos
que podemos supor o poliedro formado por
triangulos e imaginemos o poliedro construido em
material elastico. Se o poliedro se deformar
continuamente numa esfera, as suas arestas
deformam-se em arcos que definem um mapa da
esfera comregides triangulares (Figura5).

Figura 5

Este tipo de mapas na esfera podem ser
desenhados a partir de um “tridngulo inicial na
esfera”, realizando sucessivamente alguma das
operagOes seguintes:

a) adicionar um novo vértice e uma nova aresta;

b) unir dois vértices que ja existem criando uma
nova face.

O tridngulo inicial determina na esfera um mapa
com duas regides triangulares (uma interior ao
tridangulo e outra exterior), 3 arestas e 3 vértices. Isto é,
o mapa inicial tem caracteristica de Euler 2. As
operagdes a) e b) ndo alteram a caracteristica de Euler
do mapa, pelo que o mapa final vai ter também
caracteristicade Euler2.

A caracteristica de Euler tem intimeras aplica¢es.
Indicamos em seguida algumas das mais conhecidas e
referéncias onde podem ser encontradas em detalhe:

1. Existem apenas cinco poliedros regulares (ver a
seguir);

2. Coloragdo de mapas: o numero minimo de cores
necessdrias para colorir um mapa numa superficie
depende da caracteristica de Euler dessa superficie

[31;

"Consultar capitulo2de[2].

3. A caracteristica de Euler pode ser utilizada para
provar que um grafonao é plano[1];

4. A caracteristica de Euler restringe a curvaturade
uma superficie através do famoso Teorema de Gauss-
Bonnet[4].

Terminamos entdo este artigo usando a Férmula
de Poliedros de Euler para mostrar que existem no
méximo’ cinco poliedros regulares.

Suponhamos que K é um poliedro regular com F
faces, isto §, as F faces de K s&o poligonos regulares e
congruentes de m lados de tal modo que cada vértice
incide exactamente em 7 faces. Imaginemos K como
um puzzle feito com poligonos. Antes de montar o
puzzle temos F poligonos, mF arestas (que serdo
coladas duas a duas) e mF vértices (que serdo colados
em grupos de n vértices). Assim, se A e V séo,
respectivamente, o nimero de arestas e vértices do
poliedro (ja montado) tem-se que:

2A=mF e nV=mF

Estas igualdades permitem expressar A e V- em
funcdode F, me n.Substituindona Férmula de Euler:

2=V-A+F
obtemos
F=4n/2m - nm +2n)

Como 7 é positivo e o nlimero de faces F também
deve ser positivo, resulta que m e n devem satisfazer a
condiggo:

2m-nm+2m>0

Ostnicos valores que verificam esta condigao sao:

* m=3, n=3 que implica F=4 (configura¢do do
tetraedro);

* m=3, n=4 que implica F=8 (configura¢do do
octaedro);

* m=3, n=5 que implica F=20 (configuracdo do
icosaedro);

» m=4, n=3 que implica F=6 (configuragao do cubo);

* m=5, n=3 que implica F=12 (configuracdo do
dodecaedro).

°A prova aqui apresentada determina as Unicas configuragdes possiveis para o poliedro. E essas configuracdes podem

realizar-se nos bem conhecidos sélidos platénicos.
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Software:

Os desenhos de poliedros foram realizados com o programa Small Stella, de Robert Webb (consultar
http://www.software3d.com/Stella.php).
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Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca”
com Moedas Nao-Equilibradas

Suponha-se, a titulo de exemplo, que em certa escola existem 10 turmas com 20 alunos cada, dos quais 10 séo
rapazes e 10 sdo raparigas. Em cada turma, metade das raparigas tem olhos azuis e metade tem olhos negros;
quanto aos rapazes, nada se sabe sobre o niimero (que pode variar de turma para turma) dos que tém olhos azuis
enegros.

Constituem-se aleatoriamente 10 pares (rapaz-rapariga) por turma e conta-se o niimero de casais com igual
cor de olhos.

Quantos destes casais existirdo nas 10 turmas?

Cerca de 50, isto é, metade do niimero de casais que se podem constituir'. Esta estimativa, apesar da sua
inevitavel imprecisao, ndo deixa de ser algo surpreendente, tendo em conta que nada se sabe sobre o niimero de
rapazes com olhos azuis ou negros em cada turma, e pode ser generalizada através do teorema que adiante
enunciaremos. Para esse efeito, reformulemos o “Jogo da Sobreposi¢do” no contexto de moedas nao-
equilibradas.

Lancam-se trés moedas ndo-equilibradas, seis vezes consecutivas, e conta-se o nimero k de vezes, com
ke{0,1,2,3,4,5,6}, em que as trés moedas apresentam a mesma face (ntimero de sobreposi¢des ou coincidéncias),
recebendo cada apostador keuros. Quanto deve um casino cobrar por aposta para ter lucro?

'Sublinhe-se que néo é possivel estimar o niimero de casais com olhos azuis e o niimero de casais com olhos negros em cada turma, a
menos que se conhegam simultaneamente as probabilidades p, de os rapazes terem olhos azuis e p, de as raparigas terem olhos
azuis, tendo-se entdo, respectivamente, np,p, e n(1-p;)(1-p,), onde n representa o nimero de rapazes da turma (igual ao nimero
deraparigas).

No entanto, no caso de p, = 0,5, é possivel estimar o nimero total de casais com olhos da mesma cor apds o primeiro

emparelhamento aleatério, ainda que seignore ovalor de p: npp, +n(l -p, )(] 2 )= —

Podemosimaginar a seguinte experiéncia:

Se, retirados os casais entretanto formados, repetirmos sucessivamente o emparelhamento aleatério dos elementos que
restam até que seja possivel constituir novos casais, concluimos que, no total, se formardo em cada turma (considerando agora
p,qualquer):

np, casais com olhos azuis e n(1-p,) casais com olhos negros quandop <p,e

np, casais com olhos azuis e n(1-p,) casais com olhos negros quando p,>p,.

Note-se que o valor limite deste processo de emparelhamentos aleatérios sucessivos coincide com o que seria obtido num
1inico passo, se rapazes e raparigas utilizassem a percepcéo visual na escolha intencional e deterministica de um companheiro
com idéntica cor de olhos.
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Representemos por p,, p, e p, as probabilidades de ocorréncia de uma determinada face das trés moedas e seja
X avaridvel aleatéria que representa o valor k recebido pelo apostador.
Afunciode probabilidade de X édadapor:

] k
6 A 3 3 3 3
P(X=k)=[ J'[HP;+H(1- p,-)] -(1-Hp,--1‘[(1- p,-)] (1)
-~ j=1 j=1 7=1 7=1
tendo-se, como valor esperado,
3 3
E(X)= 6-(Hpi +]]a- p].)J =6-(L- p,- 5 - Ps+ P>+ PiPs + PoPs ), pelo que, parater lucro, o casino deve
J-1 71
cobrarum valor superior a E(X).

Asexpressdes precedentes podem ser generalizadas a qualquer nimero de moedas e de langamentos”.
Tendo em conta os resultados apresentados em [1], se considerarmos equilibradas as trés moedas,

()

0 1 2 3 4 5 6

obtemos P (X =k )=
(comp,=p,=p,=0,5):

e, portanto, é esta a distribui¢do de probabilidade do valor recebido por jogo

Valor
recebido (k)

Probabilidade| 0,177979 | 0,355957 | 0,296631 | 0,131836 | 0,032959 | 0,004395 | 0,000244

O correspondente valoresperadode Xe E(X) = 6-— =15.

Que acontecerd se substituirmos uma (e apenas uma) das moedas anteriores por uma moeda nao-
equilibrada?
Suponhamos p, #0,5e p,=p,=0,5. Apds substitui¢io em (1) e simplificacdo, obtém-se, como anteriormente,

p(x = k)= ,concluindo-se assim que a substitui¢do de uma moeda equilibrada por uma néo-

equilibrada em nada alterou a distribuicdo de probabilidade do valor recebido por jogo. Ou seja, no "Jogo da
Sobreposi¢do” pode utilizar-se indiferentemente trés moedas equilibradas ou apenas duas moedas equilibradas
de entre essas trés, sendo entdo irrelevante a natureza da terceira moeda! E até possivel dar-se o caso de esta
moeda apresentar sempre a mesma face, o que nao significa, obviamente, que ela possa retirar-se do jogo, facto
que se reconhece de imediato considerando um jogo com duas moedas, uma equilibrada e outra totalmente
viciada, jdque aeliminacdo damoeda viciadaimplicaria aimpossibilidade dejogar.

E sejogarmos agora com duas moedasnao-equilibradas?

Consideremos entdop, #0,5Ap,#0,5 Ap,=0,5 e determinemos o valor esperado E(X) =6(0,5-0,5(p, + p,) + p,p.)-
Podera E(X) valer1,5 comp, #0,5 Ap,#0,5?

Verifica-se que tal ndo é possivel, uma vez que, sendo p;= 0,5, E(X) = 1,5 < (p, = 0,5 A p, qualquer) v (p,
qualquer Ap,=0,5).
’Sejam p,, py.... P, as probabilidades de ocorréncia de determinada face em m moedas que se langam simultaneamente  vezes
consecutivas. Entdo:

71t m c o m m X
Hp].+£1[(1— p].)] A1-TIp;-T1A-p) 1 (=01, ) )

al j=1 j=1

P(X=k)= (m).

m

tendo-se E (X )= n[H p:+]10- p)
=1

=1
1 .
Facilmente se verifica que estas equagdes sio ainda validas para moedas equilibradas, considerando para o efeito 7; =—, Vj
Obtém-se, nesse caso, as expressdes apresentadasem [1].
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Serd oportuno sublinhar que pode obter-se E(X) =1,5 com trés moedas ndo-equilibradas: um exemplo, entre
muitos, - p, =0,46; p,=0,46ep,=0,52.

Os resultados a que chegdmos sugerem o seguinte teorema (que podemos designar “Insensibilidade ao
desvio do equilibrio”):

A distribuicdo de probabilidade do nimero de sobreposicdes no lancamento simultdneo de duas ou mais moedas
equilibradas ndo se altera se substituirmos uma delas (e apenas uma), por uma qualquer moeda nio-equilibrada.

Arespectivademonstragéo ¢ apresentadaem nota de rodapé’.
Um caso particular em que se torna evidente este teorema € o de se jogarem duas moedas, das quais uma é
equilibrada e a outra apresenta sempre amesma face.

Uma outra conclusdo inesperada a respeito deste jogo € a seguinte: o nosso hipotético casino nada tem a
recear quanto a um ligeiro desequilibrio das trés moedas utilizadas; na verdade, até pode lucrar com isso!*
Vejamos porqué.

Admitamos que a probabilidade de sair determinada face em cada uma das trés moedas se situa no intervalo
[0,45; 0,55] e determinemos o valor de E(X) =6 - (1 -p, - p,-p, + p.p, + p.ps + p.p,) para as possiveis 64.478.185
combinagGes de valores dep,, p, e p,que conduzem a E(X) # 1,5 obtidas para sucessivos incrementos de 0,00025, o
que dd uma razodvel estimativa das probabilidades envolvidas. Verifica-se que cerca de 59,67% das
combinagGes geram valores de E(X) inferiores a 1,5 (o valor esperado para o caso da distribui¢do “equilibrada”),
pelo que o casino tem quase 60% de probabilidades (estimadas) de obter um lucro adicional se utilizar moedas
ligeiramente desequilibradas. Uma das combinagGes que produz lucro adicional (€0,015) é a seguinte: p, =0,45;
p.=0,55 e p= 0,47. No gréfico seguinte comparam-se as distribuigdes de probabilidade do valor recebido por
jogo para os valores dep, referidos (a amarelo) e para trés moedas equilibradas (a vermelho):

4,

*Das m moedas, umaé "viciada", com probabilidadep # 0,5 de apresentar determinada face, e as restantes so equilibradas.
1
Substituindo os m-1 valores P; = 7 em (2) (ver nota 2), e apds simplificagdo, obtemos uma expressido da fungdo de

probabilidade, independente de p, e que coincide com a distribui¢io de probabilidade correspondente ao jogo com m moedas
equilibradas.

“Tal j& ndo ocorreria se 0 jogo se realizasse com duas moedas, ambas ndo-equilibradas, uma vez que a probabilidade de obter
lucro adicional seria igual a 50%.
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Suponhamos agora que o casino pretende introduzir um segundojogo a que chama "Jogo daMudanga".
Uma moeda € langada 11 vezes consecutivas e conta-se o nimero k de vezes, com ke {0, 1, 2,..., 8,9, 10}, em

queuma faceé seguida de outra face diferente. Definamos “taxa de mudanga” como arazao * .Cada apostador
recebe dez vezes o valor da “taxa de mudanca”. Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucro no
jogo?

Supondo a moeda equilibrada e tendo em conta as férmulas apresentadas em [1], pode concluir-se que deve

. 1

cobrar um valor superioral0 x — = 5 euros.

E se amoeda nao for equilibrada? A fungio de probabilidade da variavel aleatéria Y que representa a “taxa
de mudanga” 1 (comk=0,1,...,n-1), numasequéncia den>2 langamentos consecutivos de uma moeda néo-

n

equilibrada cujas faces ocorrem com probabilidadesp e 1-p#p, é aseguinte:

k+1

2| J-1 n-j-1 . :
2. ), ]._k+1 n-j—k+lJ p™iQ- pYy se k impar
2
PY=—1
" j-1y( n-j-1 j-1 \(n-j-1
" -
I]'_kJ n'}"l'ﬁl |]_1_i(. ”_j_li‘ P - p) se k par
2 2, 2, 2,

(k=0,1,.,n-1)

A dedugdo desta férmula, elaborada pelo referee com base numa ideia sugerida por Manuel Silva, da
Universidade Nova de Lisboa, encontra-seno Anexo 1.

Uma notavel propriedade da fungao de probabilidade da varidvel aleatdria Y é a que se enuncia no seguinte
teorema’ (que designamos por “Predominancia das mudangas pares”):

No langamento repetido de uma moeda em que determinada face tem probabilidade p de ocorrer, a soma 1-2p(1-p) das
probabilidades de ocorrerem “taxas de mudanca” correspondentes a um niimero par de mudancas é, & excepgdo da moeda
equilibrada em que se verifica a igualdade, sempre superior a soma 2p(1-p) das probabilidades de ocorrerem “taxas de

*Para demonstrar o teorema, basta mostrar que a soma das probabilidades de ocorrerem “taxas de mudanga” correspondentes
aum nimero par de mudangas é igual a1-2p(1-p).
Considerando n par, é possivel estabelecer, com o apoio doMathematica, que:

Db

k=0\_j=k

j-1)( n-j-1 j=1\(n-j-1 ’ l &(n-2
j-k)\n-j-1-k) \j-1-k) \n- j-k

Analogamente, considerandon impar, pode-se mostrar que:

n-1,

n-j-1\ [ j-1 J n-j-1
j-k)\n-j-1-k)"j-1-k '[n-i-k

e

k=0

-PHQ-p)

n -2
Ora, n .p*1 - p)" ¥ = p(1- p), peloque a soma das probabilidades de ocorrerem “taxas de mudanga” correspondentes
I N 4 p pl- p)peloq P P

aumnimero par demudangas éigual al-2p(1-p).
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mudanga” correspondentes a um niimero impar de mudancas, sendo a diferenca entre ambas tanto maior quanto mais longe
do equilibrio estiver a moeda, ou seja, quanto mais se aproximar p de 0 ou de 1°.

Vejamos uma ilustracdo para duas moedas em que p = 0,2 (moeda “verde”), e p = 0,3 (moeda “azul”), em
comparagao comuma moeda equilibrada (moeda “vermelha”):

Se considerarmos um maior niimero de langamentos, a propriedade torna-se ainda mais perceptivel.
Vejamos o grafico correspondente a 51 langamentos, desta vez com omissao da moeda “azul” (p=0,3):

Lh

‘Se o leitor tiver curiosidade (e paciéncia...) em verificar fisicamente este resultado pode “fabricar” uma moeda néo-
equilibrada com um dado equilibrado, fazendo corresponder, por exemplo, a face “1” do dado a “1” e as restantes a “0”.

Obtém assim uma “moeda” 1 Vi 3 para a qual 1 - 2p(1-p) = 0,7(2) e mais do dobro de 2p(1-p), o que torna o efeito bastante
pronunciado. 6

Considerando seis langamentos consecutivos dessa “moeda”, tem-se a seguinte tabela:

Distribuigdo de probabilidade da “taxa de mudanga”

Taxade (k) 1 2 3 4
- 0 1
mudanga ks ) 5 5 5 5

Probabilidade 0334919 | 0,167395 | 0,334791 | 0,105024 | 0,052512 |0,00535837

Claro que a simulagdo em computador (com o apoio do Mathematica mais uma vez) permite realizar dezenas de milhares de
provas repetidas em alguns minutos e verificar experimentalmente estes resultados de forma expedita.

Caderno_4
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O valor esperado de Y é E(Y) = 2p(1-p), expressdo’ que toma o valor maximo 0,5 para p = 0,5. No caso da
moeda “verde”, E(Y)=2-0,2- 0,8 =0,32, o que significa que se o casino utilizasse essa moeda, deveria cobrar um
valor ligeiramente superior a €3,2 mas ainda assim inferior, em principio, ao que cobraria no caso da moeda
equilibrada (pouco mais de €5).

Naturalmente, no caso de uma moeda muito imperfeita qualquerjogador se apercebera rapidamente de que
algo de anormal se passa e sentir-se-a prejudicado se o casino lhe cobrar o valor correspondente ao jogo com a
moeda equilibrada. Contudo, se a moeda for apenas ligeiramente nao-equilibrada (o que, em contrapartida,
tornara também mais ligeiro o lucro adicional do casino), dificilmente alguém detectara a diferenca: vendo bem,
até uma moeda perfeitamente equilibrada pode ter um comportamento “estranho” em alguns jogos.

No jogo da “Mudanga” torna-se assim ainda mais evidente o que ja se referiu em relagdo ao jogo da
“Sobreposicdo”: ndo existe qualquer razdo para o casino se preocupar com o nao-equilibrio das moedas que
utiliza — s6 tem a ganhar com isso.

Agradecimentos

Agradeco ao referee as recomendagOes no sentido de melhorar a legibilidade do texto e corrigir defeitos do
mesmo. Agradeco, muito especialmente, por ter-me facultado a dedugdo da expressdo da funcgdo de
probabilidade da variavel aleatoria que representa a “taxa de mudanca”, constante danota 5.
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'IA'eI::::ols de considerar dois casos: o caso em que o niimero de mudangas é par e o caso em que o niimero de
mudangas é impar.

Vamos organizar a sequénciade0'se1'sda seguinte forma: [0...0][1...1]...[0...0] [1...1]

onde[0...0] e[1...1] representam blocos de 0's e 1's, respectivamente, constituidos por um ou mais elementos.

1) kimpar:

Y s k+1 . : A
Se k é impar significa que teremos —— blocos de 0's e o mesmo niimero deblocos de 1'snasequénciadeO'se

1's . Ontimero de sequéncias com k (impar) mudangas nao difere se comecarmos com umbloco de 0's ou com um
blocode 1's, pelo que basta ter em conta um dos casos e multiplicar por 2 para obter o resultado final.

Observagoes: k41
-Ontmerominimo de0'sede 1'stera de ser

,oquesignifica que teremos, nomaximo, n- —=0's.

- Para os diferentes valoresdejtal que —— <j<n- , temos necessariamente uma organizacio distinta,

72p(1-p) é a expressdo simplificadade 1- . . em quep. designa a probabilidade da face i, considerandop, =pep,=1-p. Em
geral, no langcamento de um poliedro com ffaces, tem-se E(Y)=1- Z p. ,quantidade que toma o valor maximo f-1 para
i=1

f
P = 1, Vi (nacondigiodeque ) p, =1).
f i=1
*Vird a propésito sugerir uma visita ao site http://www.random.org/ que reclama a geragéo de niimeros verdadeiramente
aleatdrios.
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sendo possivel para cada contar o nimero de sequéncias com k mudangas e contendo 0's.

- O namero de sequéncias distintas comegando com um bloco de 0's serd obtido pela soma do ntimero de

k+1a

- o +
sequéncias fazendo variarjde——an- k+1

- Em cada bloco de 0's temos de fixar um 0, podendo os restantes pertencer a qualquer bloco. Assim, com j,

numero de 0's na sequéncia, temos - —* os que podem ser distribuidos por qualquer um dos —— blocos de

0's, podendo haver repeti¢des de blocos. O raciocinio é idéntico se atribuirmos os blocos aosj- k+1 0's,
podendo-serepetir blocos.

- Quando a ordem ndo importa mas cada objecto pode ser escolhido mais de uma vez, o nimero de
L m+r-1 , ., )
combinagdes vale onde m é o total de elementos e r € o nimero de elementos escolhidos. Para este
ck+1 , .
problema, r=j-—— , correspondendo ao numero de 0's que podem pertencer a qualquer bloco, e
2

i-1
k+1 . , s
= —— , niimero de blocos com 0's que podem ser repetidos, pelo que o nimero de combinagdes é| . k+1
Z
- Se pensarmos apenas na colocacao de 1's, o raciocinio é andlogo, ou seja, havendo j 0's na sequéncia, terd de
S 1 del’ i 1 ,h doj0' terad

haver n-j 1's dos quais % sdo fixados para garantir a existéncia dos %blocos de 1s. Assim temos

+ . ck+1 . ,
k+1 blocos a serem escolhidos para receber os 7 - 1's, podendo haver repetigao. Para obter o nimero de
combinagdes basta considerar combinagdes com repetigao de elementos fazendo m = ——er=n- j- —— +ou
rm r- n- j -
seja, l J = . k+1
r n-j-——
N 2

- O produto das combinagGes que aparecem na expressao da fungao de probabilidade de Y, para k impar,
resulta do facto de termos para cada combinacdo de 0's na sequéncia geral sempre o mesmo nimero de
combinagdes distintas de 1's.

- Se fixarmos uma sequéncia com j 0's e consequentemente n-j 1's, entdo a probabilidade de se verificar esta
combinagdo ép™ (1-p).

Com este conjunto de observages fica concluido o raciocinio que permite validar a expressdo no caso em
quekéimpar.

2) kpar:
Neste caso o raciocinio é andlogo se considerarmos duas situagoes distintas: combinagdes comegadas por

um bloco de 0's; combinagdes comegadas por um bloco de 1's. Como o ntimero de mudangas é par, teremos um
numero impar de blocos, k+1. Por exemplo, se comegarmos a sequéncia com um bloco de 0's teremos

k +1 blocosdeO'se k blocos de 1's. Estes nimeros invertem-se caso a sequéncia seja comegada por um bloco
del’s.

Para cada uma destas duas situagdes o raciocinio é andlogo ao que foi feito para kimpar, tendo em atengéo o
numero deblocosdeO'sedel’s.
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Pedro Nunes revisitado
YT TUTTYT TN

unisstisenmmame-

A ideia é simples mas, ao mesmo tempo, ambiciosa. Pedro Nunes Lectures é uma
iniciativa do Centro Internacional de Matemética (CIM), em colaboragdo com a
SPM e com o apoio da Fundagio Calouste Gulbenkian, para promover visitas de
matemdticos notéveis a Portugal. Cada visitante é convidado a dar duas ou trés
palestras, em universidades portuguesas, sobre desenvolvimentos recentes na
matemaética, suas aplicagdes e impacto cultural. O objectivo das Pedro Nunes
Lectures ndo passa por abordar os temas de uma forma demasiado detalhada, s6
ao alcance de especialistas, pois a organizagdo pretende chegar a uma audiéncia
vasta, com interesses matematicos amplos, em especial estudantes de
doutoramento e jovens investigadores. As primeiras sessdes das Pedro Nunes
Lectures ocorreram em Julho e tiveram como orador o professor Luis Caffarelli,
presidente da Fundagdo Sid W. Richardson da Universidade do Texas, em Austin.

Historia da astronomia em Portugal

Vai decorrer, de 24 a 26 de Setembro, no Museu de Ciéncia da Universidade de
Lisboa, o Coloquio de Histéria da Astronomia. Aolongo desses dias, um painel de
investigadores procurard reflectir sobre a histéria da astronomia em Portugal e,
em particular, sobre a sua relagdo com as ciéncias mateméticas e com as aplicagdes
da astronomia. Mais informag¢des podem ser recolhidas em:
http://chcul fc.ul.pt/astro/index.htm. Esta conferéncia faz parte do programa do
Ano Internacional da Astronomia.

Caderno_
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Noticias

Matematica ao
servico da industria

A importancia da matemdtica no
desenvolvimento da industria é
indiscutivel, mas nem sempre
merecedora de atengdo. Para
impedir esse alheamento est4 a ser
desenvolvido o projecto EIMI,
Educational Interfaces Between
Mathematics and Industry, que
propde aos mateméticos de todo o
mundo a partilha da investigagao,
dos estudos tedricos e de
experiéncias relacionadas com a
ligagdo da matemética a inddstria.
Contribui¢des para a Study
Conference, que terd lugar na
Fundagédo Calouste Gulbenkian de
19 a 23 de Abril de 2010, ou para o
Study Volume (a publicagdo pos-
conferéncia) devem ser enviadas
até 15 de Setembro, através da
pagina http://www.cim.pt/eimi/.

A SPM também
esta no Twitter

H4 cada vez menos razdes paranio
conhecer as iniciativas organizadas
pela Sociedade Portuguesa de
Matematica. Desde o dia 30 de
Junho é possivel acompanhar no
Twitter as noticias da SPM. Nem é
necessdrio criar uma conta, basta
consultar o endereco:
http://twitter.com/spmatematica.


http://chcul.fc.ul.pt/astro/index.htm
http://www.cim.pt/eimi/
http://twitter.com/spmatematica
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Mira Fernandes: vida e obra

No passado més de Junho, terminaram as comemoragdes da vida e obra de
Aureliano Mira Fernandes, um dos maiores matematicos portugueses do século
XX, que morreu ha 50 anos. O encerramento fez-se com a conferéncia histdrica
"Mira Fernandes e a sua época” e com uma mesa redonda em que participaram
antigos alunos. Para assinalar a ligacdo de Mira Fernandes a Teoria da
Relatividade, realizou-se também o encontro "Relatividade Matematica em

Lisboa".

Mira Fernandes fundou a Junta de Investigacdo Matematica em 1943 e foi
Professor Catedratico do Instituto Superior Técnico durante mais de 40 anos.

Um novo prémio

ICM 2010

HYDERABAD e INDIA

A

A nova edigdo do ICM
(International Congress of
Mathematicians) decorrerd na
India, no proximo Verdo. No ICM
2010 havera uma novidade: a
atribui¢do da medalha Chern, um
novo prémio para matematicos no
valor de 500 mil ddlares (no
entanto, metade desta quantia tera
de ser doada a uma instituicdo,
escolhida pelo galardoado, que
promova o ensino ou a investigacao
matematica).

Novos Talentos em Matematica 2009

A Fundagao Calouste Gulbenkian lancou a edigdo de 2009 do
Programa Novos Talentos em Matematica, dirigido a estudantes
universitarios que frequentem o 1.2, 2.2 ou 3.2 ano de uma
licenciatura na drea da Matemdtica. O programa, cujas
candidaturas terminam a 9 de Outubro, procura incentivar a
investigagdo em matemdtica, bem como estimular o gosto pela
disciplina, distinguindo estudantes universitarios que
apresentem resultados académicos relevantes. A Fundacdo
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Calouste Gulbenkian prevé seleccionar até 20 concorrentes, que
beneficiardio de uma bolsa de mérito. Os estudantes
seleccionados poderdo optar por realizar um trabalho de estudo
aprofundado, participar num programa de semindrios ou iniciar-
senainvestigagdo em matematica, tendo ainda a possibilidade de
conciliar estas trés vertentes. Reconhecidos especialistas em
matematica desempenharao o papel de tutores.



MATEMATICA ELEMENTAR
DE UM PONTO DE VISTA

Obra de Felix Christian Klein traduzida para portugués

SUPERIOR

As ideias inovadoras de Felix Christian Klein, um
dos mais notaveis matematicos alemaes do século
XIX, foram traduzidas para portugués. O livro
“Matematica Elementar do Ponto de Vista
Superior”, com lancamento previsto para o més de
Setembro, expde de forma simples e estimulante os
contetidos e fundamentos dos topicos essenciais da
instrugdo matematica, acompanhando os métodos
correntes do ensino.

Combinando a intui¢do geométrica com a
precisdo das férmulas da aritmética, o autor,
detentor de uma visdo unificadora e inovadora da

geometria, apresenta o desenvolvimento histdrico
das varias teorias, de forma a demonstrar as
diferencas marcantes entre os varios métodos de
apresentacao.

“Matematica Elementar do Ponto de Vista
Superior” é uma publicagdo promovida pela SPM,
com o apoio dos Centros de Investigacdo Matematica
daUniversidade de Lisboa (CMAFe CAUL).

A influéncia de Klein (1849-1925) no ensino da
matematica atravessou fronteiras e estendeu-se ao
longo de quase dois séculos, sendo a sua obra ainda
hoje uma referéncia para a comunidade cientifica.

Portugal alcanga o melhor resultado de sempre nas IMO

qu ta-feira,

Foi a primeira vez que uma equipa portuguesa
conquistou uma medalha de prata nas IMO, em 20
anos de competicdo. Num evento que juntou mais
de uma centena de paises, os participantes
portugueses obtiveram 99 pontos, colocando
Portugal em 33.2 lugar, o que representa o melhor
resultado de sempre.

Mas a equipa portuguesando ficou poraquiea
deslocagdo a Bremen, na Alemanha, valeu-lhe
ainda outro feito histdrico: todos os participantes
foram galardoados. Pedro Vieira foi o responsavel
pelamedalha de prata. Jorge Miranda, Joao Pereira
e Ricardo Moreira (irmao de um ex-olimpico)
conquistaram as trés medalhas de bronze, tendo
Jorge Miranda ficado apenas a um ponto de
alcangar a segunda medalha de prata. Gongalo
Matos e Raul Penaguido conseguiram duas
mengdes honrosas, por terem uma resposta
totalmente certa.

Até a data, o melhor resultado de Portugal
tinha sido obtido em 1989, ano em que os participantes
alcancaram o 44.2 lugar. Vinte anos depois, e com um niimero
crescente de paises participantes, os seis portugueses colocaram
Portugal num lugar de destaque nas IMO. Estes resultados
reflectem, assim, a grande capacidade matematica destes
olimpicos e a paixao que demonstram pela disciplina, aliadas ao
empenho dos professores e organizadores das Olimpiadas,
especialmente os que integram a equipa de preparacio para as
IMO.
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O entusiasmo de milhares de jovens e o apoio dos pais e do
publico em geral sao também contributos importantes para a
obtengdo dos bons resultados, numa competicio que tem
reunido cada vez mais atengdes.

Pedro Vieira e Jorge Miranda terdo uma nova oportunidade
de brilhar nas Olimpiadas Iberoamericanas de Matematica, que
se realizam entre os dias 17 e 27 de Setembro, em Santiago de
Querétaro, no México.
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Nova Casa,

Cartas da Direccao

Nova Vida

Os servigos centrais da SPM foram recentemente transferidos para on.-45 da

Avenida da Republica e renovados, para melhor se adaptarem as actividades

daSociedade. Esperamos a sua visita.

Como ¢é certamente do conhecimento de todos os
associados, os servigos centrais da Sociedade
Portuguesa de Matematica foram transferidos da
Avenida da Republica n°® 37 para outro prédio, na
mesma Avenida, on.?45, 3.2 esquerdo.

Esta escolha foi feita ap6s consideragéo de outras
alternativas, e acabou por se revelar vantajosa quer na
localizagdo quer no espago que era necessario. Tal
como nas antigas instalagbes, estdo sedeadas agora
neste enderego, para além da SPM, as Sociedades
Portuguesas de Fisica, Quimica e Filosofia.

Com a mudancga, as salas atribuidas a SPM foram
renovadas, tendo-se adquirido mobilidrio e
computadores novos, para substitui¢do dos materiais
j& um pouco obsoletos transferidos das antigas
instalagdes. Temos também novo software para
registo da contabilidade.

Os servicos centrais da SPM estio entdao
instalados em quatro salas. Estas salas estdo
atribuidas, respectivamente, ao Gabinete de
Imprensa, ao secretariado da SPM, aos secretariados
do Centro de Formagdo e das Olimpiadas e a Loja.
Trabalham na sede, ao todo, oito pessoas: Renata
Ramalho, Ana Figueiredo e a estagidria Silvia Dias no
Gabinete de Imprensa, Helena Teves no secretariado
da SPM, Célia Folgado e Teresa Pires no Centro de
Formagdo, Margarida Pinto nas Olimpiadas e Ana
Rita Ferrer na Loja, substituindo Francisco
Estorninho, que até hé pouco tempo assegurou estas
tarefas, e a quem agradecemos o empenho e
dedicagdo.
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Este elevado ntimero de colaboradores é sinal do
grande dinamismo actual das actividades da SPM. De
facto, é com agrado que registamos um aumento
muito significativo na actividade do Centro de
Formag@o (em relagdo ao ano passado) e esperamos
em breve ter também um aumento de vendas da Loja,
em resultado de um contacto mais activo com os
associados.

E também conhecida a presenga frequente da
SPM ou dos seus representantes nos meios de
comunicagdo social, o que reflecte a qualidade do
trabalho do Gabinete de Imprensa.

As Olimpiadas da Matematica sdo desde ha
muito uma actividade central para a SPM, tendo
também crescido com o tempo. Sinais disto sdo o
aumento de participantes de ano para ano e o maior
aprego do publico, que no ano passado escolheu Jodo
Guerreiro, olimpico medalhado com ouro nas
Olimpiadas Iberoamericanas de Matemadtica, como
jovem do ano, num concurso organizado pelo Radio
Clube Portugués.

Finalmente, o secretariado da SPM, sendo o
servigo que se encarrega de tarefas de cariz mais geral,
tem visto crescer a sua actividade em funcdo dos
varios projectos que a SPM tem desenvolvido, que
tem sempre acompanhado com grande dinamismo.

Convidamos assim os nossos associados, que
ainda ndo conhecam a nova casa, a fazer uma visita ao
n.? 45, 3.2 esquerdo da Avenida da Reptblica para
conhecer as nossas instalagdes e anossa equipa. /1




