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E um lugar-comum bastante frequente — pelo menos
para nés, amantes da Matematica — dizermos que “a
Matematica esta em todo o lado”. Mas, lugar-comum
ou ndo, a verdade dos factos é que ela esta mesmo por
todo o lado; basta fazermos as perguntas apropriadas
para a sua presenca ser inevitavel.

Uma dessas perguntas é “Onde fica o centro de
Portugal?”. E uma pergunta frequente, que até tem
uma resposta frequente. Quem nao viu ja imagens de
um politico, em plena campanha eleitoral, a fazer
discursos inflamados num marco geodésico proximo
de Vila de Rei, “o centro de Portugal” e portanto seu
simbolo? Jodo Filipe Queird, da Universidade de
Coimbra, trata este assunto de forma brilhante,
mostra como a pergunta é essencialmente matematica
e fornece a resposta, que depende de forma nao-trivial
de ferramentas analiticas e numéricas. E néo, o centro
dePortugal ndo é em Vila de Rei.

Como mostram os problemas do nosso Canto
Délfico, a Matematica esta até presente em situagdes
tao simples como um jogo de futebol! De facto, esta
edigdo do “Canto” comegou, aparentemente, quando
ameio de um jogo da Académica de Coimbra alguém
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perguntou o que é o esférico (ignora-se se a pergunta
foi feita aquando da marcagéo de um canto).

A secgido O que ¢, desta vez a cargo de Paulo
Mateus, do IST; trata o problema P=NP - que o
matematico Stephen Smale descreveu como “o maior
presente da Teoria da Computagéo 4 Mateméatica”. E
um dos Problemas do Milénio do Clay Institute, e uma
eventual resposta negativa teria consequéncias
desastrosas sobre a seguranga das comunicagOes,
junto da qual o colapso do sistema financeiro no
Outono passado seria provavelmente um fenémeno
menor. AMatemaética esta mesmo por todo olado.

Esta edi¢do da Gazeta é ainda marcada pelo
regresso do Inquérito e por uma entrevista a Ron
Aharoni, um matematico profissional que decidiu
dedicar-se ao ensino basico em Israel. Aharoni esteve
em Portugal em Novembro passado, na Fundagio
Gulbenkian, onde deu conta das suas experiéncias na
Conferéncia Ensino da Matemitica: Questoes e Solugdes,
e onde também langou o seu livro Aritmética para Pais,
publicado pela Gradiva.

A Matematica esta mesmo por todo olado. Os seus
amantes podem orgulhar-se disso.




Caderno_

t

a-feira,

Atractor

A Matematica do Disfarce

Que este processo de fazer arte cause estranheza, nio admira; o que admira é que haja
cousa alguma que nio cause estranheza. Fernando Pessoa

As anamorfoses sdo representagdes distorcidas de
imagens num plano ou noutra superficie que, quando
observadas de um ponto de vista ndo convencional, ou
reflectidas por um espelho curvo, aparecem com
proporgdes correctas e identificaveis. Embora de efeito
magico, sdo resultado de férmulas precisas, obtidas com
recurso a perspectiva, de figuragdo em superficies planas
de objectos tridimensionais. Sdo contudo deformagdes néo
lineares e correspondem a uma utilizagdo insélita da
geometria projectiva, uma vez que, ao contrario desta —
que teve, na sua origem, a intengdo de representar mais
fielmente a realidade, devolvendo-lhe a forma e a
profundidade que o caracter plano de uma pintura lhe
retira —, as anamorfoses pretenderam mesmo, em tempos
idos, difundir com disfarce mensagens sigilosas ou cenas
de caracter suspeito.
Numa representagdo em perspectiva, as rectas sao transformadas em rectas, mas as linhas paralelas podem
ser levadas em linhas convergentes num ponto de fuga, o que significa que as distancias ndo sdo preservadas. O
objecto é desenhado, tendo sido escolhido previamente um ponto de vista, através de uma «janela» com uma
grelha rectangular; e, portanto, é necessario que este ponto de vista seja
respeitado pelo observador. Um tipo de anamorfose com muito sucesso no
século XV, e primeiro sistematizada por Leonardo da Vinci, é o que
apresenta de um ponto de vista convencional uma imagem sem sentido e
exige do observador a busca de
outro ponto de vista, em geral em
posigdo extrema, a partir do qual
o truque se desvenda e a imagem

é identificavel. Uma tal
anamorfose pode ser produzida
com uma direc¢do de visdo ndo

perpendicular ajanela (que pode até nem ser plana); a um observador

que coloque a janela na vertical e olhe a pintura de frente, a imagem

aparece grotesca ou mesmo irreconhecivel.

Uma versdo moderna das técnicas para produzir anamorfoses é o
Quarto de Ames', onde figuras com representagio correcta sdo
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colocadas num espago com contornos manipulados
(mas que parecem normais ao observador), de modo
aque elas aparegam com proporgdes distorcidas.

As anamorfoses correspondentes as figuras que
ilustram este texto tém outra génese. E escolhido um
ponto de vista e a figura tridimensjonal é projectada
a partir dele numa superficie curva e espelhada (em
geral um cilindro ou um cone), que reflecte esta
projecgdo num plano segundo a regra da igualdade
dos dngulos de incidéncia e de reflexao. Destemodo,
a distorgdo que resulta da primeira projecgdo, como
descrito anteriormente, é acentuada pelo desvio
provocado pelo espelho curvo.

Este procedimento pode ser invertido, e é esse o
uso mais corrente das anamorfoses em arte: dada
uma anamorfose (desenho plano com imagem

deformada), podemos procurar a superficie espelhada e o dngulo de visdo apropriados para deslindar o

mistério e a reconhecer.

Afigura aolado mostra como construir a anamorfose cilindrica de

de Maio de 2009 2 :54:

um objecto. Para vermos em reflexao a figura verde a partir do ponto
de vista PV, teremos, para cada ponto Q, de determinar a intersecgdo
IQdasemi-recta PV QQ com o cilindro e depois determinar a normal IQ
NQ ao cilindro no ponto IQ e a semi-recta sQ de origem IQ no plano
PV IQ NQ, tal que ang (PV,IQ,NQ) = ang (NQ,IQ,sQ). A interseccdo
AQ desta semi-recta sQ com o planohorizontal fixado é aanamorfose
de Q: é o (inico) ponto desse plano horizontal cuja reflexdo no
cilindro é vista a partir de PV exactamente na direcgdo de Q. A
transformagéo que leva Q em AQ é invertivel. Um processo analogo
pode ser utilizado com outras superficies reflectoras, por exemplo
um cone.

O Atractor desenvolveu um médulo interactivo para construir
anamorfoses cilindricas e observar a execugao do desenho em tempo

real. Um programa especialmente elaborado para o efeito permite que, usando um rato e um editor de imagem
incorporado, o utilizador faga um desenho num ecra vertical. Ao mesmo tempo, esse desenho é traduzido pelo

programa numa anamorfose que vai sendo
desenhada num outro ecra (horizontal), onde esta
apoiado um cilindro reflector de eixo vertical.
Nesse cilindro reflector é recuperada a imagem
original, por reflexdo da anamorfose em
construgao. Estava previsto que este médulo
acompanhasse a exposicdo Experimentar
Matemitica, que esteve recentemente no nosso
pais. Acabou, no entanto, por s ser exibido em
conjunto com ela no CMUP (Porto); esteve depois
no Férum Ciéncia Viva (Lisboa, 2008). Em ambos
os casos, despertou grande interesse nos
visitantes.ill
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Polinomios

Os polindmios sédo estudados bem cedo no curriculo escolar. Correspondem-lhes fungdes com representacdes
graficas simpaticas e, aparentemente, poucos segredos.

Graficos de polindmios de graus 1, 2 e 3.
As expressdes gerais dos polinémios representados sao
y=ax+b; y=ax +hx+c; y=ax+bx’+cx+d

ondeq, b, c ed sdonimeros.

Que uma fungdo linear fica definida pelo seu valor em duas concretizagdes da variavel é facil de admitir, ja
que temos dois parametros, a e b, na equagio geral, que podemos afinar. Por exemplo, se quisermos a fungao
linear P tal que P(0)=2 e P(1)=0, basta-nos resolver o sistema

-2=ax0+b ; O=ax1+b,

cuja solugdo é P(x)=2x-2, que esta representado na figura mais a esquerda.

Mas serd que o conhecimento de dois valores de uma fungéo polinomial de grau superior nos permite
determinar o respectivo polinémio? “Claro que ndo!”, dirdo os leitores. Por exemplo, tanto x -1 como x*-x se
anulamem1eem-1.
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Gréficos de dois polinémios que partilham dois valores Gréficos de dois polindmios que partilham trés valores

Contudo... um dia a Ara e o Breu tiveram o seguinte didlogo.

Ara: Pensa num polindmio de coeficientes inteiros ndo negativos, de qualquer grau, mas nao me digas nada
sobreele.

Breu: Hmmm, estd bem. Ja esta.

Ara: Que valor toma para x=1?

Breu: 14.

Ara: Que valor toma para x=17?

Breu: Caramba, tenho de fazer contas... d4 1236 696 894.
Ara: Poisbem, o teu polinémio é 3x +4x°+5x°42.

Breu: Est4 certo. Mas foi a sorte que adivinhaste! Dois valores ndo sdo suficientes para determinar um
polinémio...

Ara: Acertarei sempre! Queres apostar?
Acontece que a Aratem razao. Os leitores compreendem o seu modus operandi?

Sobre os problemas dontimero anterior:

1 — As moedas em fila podem ser numeradas de 1 a 100. A Ara pode calcular a soma das moedas de
numeragéo par e das de ordem impar. E f4cil escolher um desses conjuntos para si. Se o nimero for impar (como
101) e as moedas das extremidades originais tiverem valores pequenos, o Breu pode ganhar, pela mesma razéo.

2 — Hé somente um niimero par na lista. Sendo o quadrado de ordem par, as linhas em que o 2 ocorrer terdo
soma impar, ao contrario das outras.

3—Ontmero de casas negras é sempre impar.
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Convidado

A Demanda do Centro de Portugal

Quando visitamos o Cabo da Roca, podemos adquirir um certificado atestando que estivemos no ponto mais
ocidental da massa continental euro-asidtica. A autarquia local, de forma imaginativa, consegue assim gerar
algumas receitas, ja que o servigo é popular entre os turistas.

Hé muitos anos, quando estava na fila para obter a minha certiddo de ocidentalidade, ocorreu-me a questao
de procurar outros pontos que tivessem interesse exclusivamente por motivos geograficos. E lembrei-me de um
candidato 6bvio: o centro de Portugal.’

Surge logo a questdo do que se deve entender por “centro” de uma figura irregular, sem simetrias. O centro
deum circulo, de um rectdngulo, de um losango, todos sabemos o que é. Mas como saber o que é o centro de uma
figura como o mapa de Portugal? Ja voltarei a esse assunto.

Nestas coisas ndo se inventa nada, e o tipo de problema que nos interessa ja foi abordado noutros paises.
Para o caso de Portugal, encontrei uma publicacdo do Instituto Geografico e Cadastral de 1983, onde vi o
seguinte mapa, com a legenda “Rede geodésica primordial”:

O né central desta rede, visivel a meio do mapa, estd no Pico da Melriga,
no concelho de Vila de Rei, distrito de Castelo Branco. Trata-se de uma
elevagdo com 593 metros de altitude, no topo da qual se ergue um imponente
marco geodésico.

O Pico da Melrica é uma atracgéo turistica,
promovida nos materiais publicitdrios da
Regido de Turismo dos Templdrios como o
“Centro Geodésico de Portugal”. O seu valor
simbdlico é repetidamente utilizado em vérios
tipos de eventos, incluindo iniciativas
partidarias em campanhas eleitorais.

Estara o nosso problema resolvido? Sera o
Pico da Melrica o centro de Portugal? Foi este o
problema que estudei e o que venho aqui
descrever sao as minhas conclusdes.

O ponto de partida tem de ser a defini¢éo de centro de uma figura plana’.

—— O conceito que nos vai interessar é o de centro de gravidade, ou centro de

massa, ou baricentro, ou centréide. Informalmente, trata-se do ponto em que,

para efeitos de equilibrio, podemos supor concentrada toda a massa da figura. A inica hip6tese que postulamos

é a da “associatividade” do centro de gravidade: se dividirmos uma figura em varias partes, entdo o centro da

figura total é o centro do conjunto dos centros das partes, supondo colocada em cada um desses pontos a massa
darespectiva parte.

'Ao longo do artigo usarei a palavra Portugal para significar apenas o territério continental, isto é, sem incluir as ilhas
portuguesas no Atlantico. A inclusdo das ilhas, algumas das quais sdo grandes, traria resultados muito diferentes.
*Poderiamos estudar a questdo para figuras no espago, ndo necessariamente planas, masnio o faremos neste artigo.
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Comecamos pela situacdo mais simples de todas: a figura constituida apenas por dois pontos P, e P,,
estando em cada um colocada uma massa. Chamemos m, e m,, respectivamente, a essas massas.

C

d,

Pelo chamado “principio do equilibrio de Arquimedes”, o centro de gravidade deste sistema de dois pontos
é o ponto C do segmento [P,,P,] que satisfaz o seguinte: sendo d, e d, as distdncias de C a P, e P,
respectivamente, devera ter-se

m.d, = m,d,.

Se considerarmos um eixo que contenha o segmento [P,,P,] e nesse eixo introduzirmos coordenadas, de
formaqueade P, sejax,, adeP,sejax,eadeC sejax.,acondigdofica

my(xc - x1) = my(X, — x¢)-

Resolvendo esta equag@o, obtemos

mx, +mx,

* m+m,

Consideremos agora trés pontos, P,, P, e P,, com massas m,, m, e m;,, respectivamente. Fixemos um sistema
de eixos no plano dos pontos e suponhamos que as coordenadas de P;, P, e P, sdo, respectivamente, (x,y;), (X»,)
e (x,Y,). Para achar o centro de gravidade, C, deste sistema de trés pontos com massas, podemos usar a
associatividade acima referida: determinamos o centro do sistema formado por P, e P,, colocamos af a massa
my+m,, e depois determinamos o centro donovo sistema formado pelo ponto assim obtido e por P,.

My
[
Facilmente se vé que as coordenadas de C sdo dadas por
MaXq + MyXy + MaXs y MY+ MyYy + MaYs
c
my+myt+my m)+mytmy

Se em vez de trés tivermos k pontos, P,, P,, ..., P,, com coordenadas (x,,y,), (x,,), .-, (X, Y,) e massas m,, m,, ...,
m,, um raciocinio analogo conduz-nos as seguintes férmulas para as coordenadas do centro de gravidade desse
sistema de pontos:

mX, t X, - SmpXy

e yo = miyr t myy, MYk
my+my -t my My +my +--+ my

Se as massas m,, m,, ..., m,forem todas iguais, facilmente se vé que as férmulas se simplificam para

xX{1+x Y+ —
x. = X1t¥2 e yo= Yity2 Y&
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Ou seja: no caso de as massas serem todas iguais, a localiza¢do do centro de gravidade ndo depende das massas
mas apenas das posigdes dos pontos. E, nesse caso as coordenadas do centro sdo simplesmente as médias
aritméticas das coordenadas dos pontos.

Passemos agora a figuras planas de outro tipo. Como achar o centro de gravidade de uma figura como a
seguinte?

Pensamos nesta figura como uma placa plana R feita de um material cuja
densidade pode variar de ponto para ponto. Uma ideia para determinar o
centro é aproximar a figura dada usando rectangulos.

Fixando um sistema de eixos no plano da figura, a densidade é uma
fungao real de duas variaveis reais 3(x,y). Aproximamos entao a figura R pela
reunido de um numero finito de rectangulos R, e em cada um deles
escolhemosum ponto qualquer (x,y,).

Claramente, uma aproximagao para a massa do rectangulo R é dada por

8(x,y,) - area de R..

_J’— Colocando, para cada i, esta massa aproximada no ponto (x,y,), obtemos um

— numero finito de pontos com massas. O centro deste sistera de pontos é uma

I - _ aproximagio para o centro de gravidade, C, da figura R. Recordando as

L J férmulas vistas anteriormente, as coordenadas de C podem portanto ser
aproximadas da seguinte forma:

Zi xi - 8(x;,y;)  areadeR; Zi yi *8(x;,y;) - areadeR,
Y. 8(r,,yi) areadeR, X Y 8(xiys) -dreadeR;

p— xc

Se agora tomarmos rectangulos cada vez mais pequenos, vamos obtendo aproximagdes cada vez melhores.
Fazendo o tamanho dos rectdngulos tender para zero (uma forma de controlar isso é, por exemplo, olhando para
a maior das diagonais dos rectangulos), obtemos, no limite, expressdes exactas para as coordenadas do centro
de gravidade dafiguraR:

" H R X 8(x, y) dxdy " s _UR y 8(x, y) dxdy
- = c= Y
ﬂ R &(x, y) dxdy H R S(x,y) dxdy
Note-se que o denominador de ambas asexpressdes, || _ 8(x, y) dx dy, é a massa total da figura.

No caso de a densidade, 8(x,y), ser constante — isto é, de a placa ser homogénea — estas expressdes
simplificam-se para:

”R x dxdy ) ”R ydxdy

T Mty T ([

Ou seja: no caso homogéneo, que é o que nos interessa, a localizagio do centro de gravidade ndo depende da
densidade, mas apenas da forma da figura. O centro, neste caso, é portanto um ponto com uma caracterizagao
apenas geométrica. Podemos notar que o denominador de ambas as expressdes, || . dxdy , é simplesmente a
areadafigura.
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Para calcular estes integrais duplos recorremos a um teorema bem conhecido de Andlise, que permite
reduzir esse calculo a outro envolvendo apenas a fronteira da figura R. Trata-se do teorema de Green, que afirma
que, sendofeg duas funges reais definidas numa regido plana R com fronteira fr(R), se tem’

og of
.”R kd,gc ay]dxdy = Iﬁ(R)fdx * .[fr(R)gdy'

(Osintegrais que figuram no segundo membro séo integrais curvilineos.)
O teorema de Green pode ser imediatamente usado (e de mais que uma maneira, conforme as escolhas de fe
8) para calcular os integrais duplos que nos interessam. Assim, temos, por exemplo, as seguintes expressdes:

areadeR = ”R ldxdy ydx

T Tk Al PP
H xdxdy = ll xzdy = - xy dx
R 23 f(R) Jfr®)

1
g yaxdy = [oprydy == [p gy

Para cada um dos integrais duplos, temos aqui duas expressdes com integrais curvilineos. No célculo
aproximado que vamos fazer, usaremos, para cada um desses trés integrais, a média aritmética dos dois
integrais curvilineos correspondentes, com a intengéo de diminuir os erros cometidos na aproximag#o.

Usando a defini¢éo de integral curvilineo como limite de somas, obtemos as seguintes aproximagoes para as
coordenadas do centro dafiguraR:

1
> sz? yi-l)'xiyi(xi'xi-l)(
1=1
Xc ~
Y i yi-D) - vitxi-xi0)]
i=1
1 2
D | xyii- yiD)- X (- xi-l)(
Ye

> biti-yi-1)- yitxi- xi1)]
i=1

onde (x,,y,), (x,¥,), ..., (x,,y,) sdo pontos da fronteirade R.

Antes de aplicar as férmulas vistas a determinagéo do centro de Portugal, observemos que, como o pais é
muito pequeno relativamente ao perimetro da Terra, ndo hd erro sensivel em desprezar a esfericidade do globo
terrestre e considerar o territdrio plano.

Para realizar o célculo usei o mapa de Portugal que encontrei na ja referida publicagdo do Instituto
Geografico e Cadastral. Fotocopiei-o em papel milimétrico, de modo a dispor de um sistema de coordenadas.
Registei as coordenadas de 762 pontos da fronteira da figura (isto é, da reunido das fronteiras terrestre e
maritima do territério continental de Portugal). Em seguida, utilizei as férmulas anteriores com os pontos
encontrados. O niimero elevado de pontos torna a aproximagao razoavel.

*Omitimos as condicdes exigidasaf, g e R, que supomos satisfeitas sem mais pormenores.
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célculo.
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O resultado a que cheguei foi um ponto cerca de 11 km alestee 3km a
sul do Pico da Melri¢a, a que podemos chamar centro geométrico ou
geografico de Portugal. Encontra-se entre as povoagdes de Arganil e
Améndoa, no concelho de Magio, distrito de Santarém.

— . Vale “Ce
da Ursa -\

Nabo sei se o interesse geografico deste ponto se pode aproveitar para
algum fim turistico. O exemplo de outros paises sugere que ndo. A pequena
cidade de Lebanon, Kansas, nos Estados Unidos, ndo conseguiu tirar
grande partidodo facto de se situarno centro geografico do pais.

*

Depois de realizado o trabalho que descrevi, ocorreu-me outra nogdo
possivel de centro de Portugal, aquilo a que se pode chamar o centro de
gravidade demografico do pais. A definicdo rigorosa seria o centro de
gravidade do sistema de pontos constituido por todos os habitantes do
territdrio, cada um na sua posigao (e todos com a mesma massa, o que torna
a questio puramente geométrica). Como calcular tal ponto em cada
momento seria obviamente impraticavel, simplifiquei o problema
considerando os 278 concelhos do continente e, para cada um deles,
supondo arespectiva populagao concentrada na sede do concelho.

Note-se que, ao contrario do centro geografico, o centro demografico de
Portugal nao é fixo, porque a distribuigdo da populagéo no territdrio vai
mudando com o tempo.

As férmulas que utilizei foram as vistas no inicio para um conjunto
finito de pontos com massas. Os pontos s@o as sedes dos concelhos, cujas
coordenadas geograficas foi necessario registar. As massas sdo as
populagdes dos concelhos, apuradas pelos recenseamentos oficiais.

Fiz o calculo do centro demografico para os catorze recenseamentos

realizados em Portugal desde o século XIX*, nos anos de 1864, 1878, 1890, 1900, 1911, 1920, 1930, 1940, 1950, 1960,
1970, 1981, 1991 e 2001. O niimero de concelhos desde 1864 manteve-se bastante estavel, o que facilitou as coisas.
Os novos concelhos desde entdo sio apenas o do Entroncamento (que aparece pela primeira vez no

*Agradeco a Luisa Saraiva, da Delegacdo de Coimbra do Instituto Nacional de Estatistica, o empréstimo dos volumes com os
dados populacionais, e 2 minha filha Luisa a grande ajuda na introdugéo desta enorme quantidade de dados numa folha de
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recenseamento de 1930), 0 da Amadora e o de Vendas Novas (1970), e os de
Qdivelas, da Trofa e de Vizela (2001).

O centro demogréfico de Portugal encontrava-se, em 1864, perto de S.
Miguel de Poiares, cerca de 17 km a leste de Coimbra. Depois moveu-se
lentamente para sul e um pouco para oeste, até 1930, altura em que o
movimento passou a ser para oeste. O salto mais pronunciado deu-se entre
1960 e 1970, o que corresponde sem duvida a forte emigracdo que se
verificou nessa década a partir dos meios rurais, nomeadamente do
interior. Em 2001, o centro demogréfico encontrava-se cerca de 30 km a Su-
sudoeste de Coimbra, na fronteira entre os concelhos de Soure e Pombal.

Escalos

J 2 =N '/_Hl'{g;«j\\}l Mosteiro ,\\\ _

A primeira vista, esta localizagdo do centro demogréfico de Portugal pode surpreender-nos. Contudo, ela
explica-se pelo facto de a populagao de Portugal continental estar muito concentrada na faixa litoral entre
Settibal e Braga. E curioso que o centro demografico de Portugal em 2001 esteja préximo do ponto médio do
segmento que uneessas duas cidades.

Os centros geografico e demogréafico de um pais podem ter interesse politico. Ha paises em que a capital é
uma cidade escolhida algo artificialmente para ocupar um lugar geograficamente central: € o caso de Espanha.
Noutros paises a capital estd muito longe do centro geogréfico, parecendo 6bvio que cresceu naturalmente onde
apopulagio estava concentrada (embora as causas e os efeitos por vezes se possam misturar): o Egipto é umbom
exemplo.

Voltando ao centro demogréfico de Portugal, sera interessante ver onde se situara em 2011, ano do préximo
recenseamento da populagéo. E de admitir que ndo se mova muito em relagéo a posigéo de 2001: é dificil que se
desloque ainda mais para oeste e, por outro lado, a regido do Grande Porto é muito populosa, pelo que nao deve
haver grande deslocaggo do centro demogréfico para sul
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Canto Délfico

O Esferico...

Realmente, é o objecto fundamental dojogo!

O objectivo de cada uma das equipas é introduzi-
-lo o maior nimero de vezes possivel na baliza
contréria, ainda que para tal seja preciso muito treino,
trabalho de equipa, companheirismo, boas
instalagdes, uma boa tactica, um bom treinador... Pelo
menos isto é o que ouvimos com insisténcia nos media.

Na altura a questdo parecia despropositada, pois
ojogo estava a decorrer, mas vendo bem o esférico é o
foco de todos os olhares e desejos e sem ele este
desporto, como tantos outros, ndo existiria.

No entanto, apesar de ser o objecto em redor do
qual gravita toda a actividade no terreno de jogo, ndo
Ihe prestamos a atengdo que merece. Vamos hoje
observéa-lo, mas de um ponto de vista que pode
parecer estranho: vamos vé-lo com olhos matemticos.

Sim, caro leitor, ndo se surpreenda. Nesse esférico
que passou tantas vezes pelas suas maos, que tantas
alegrias e tristezas lhe proporcionou, hi mais
surpresas matematicas do que possaimaginar.

Quando estd bem cheio, parece uma esfera
perfeita, o corpo ideal para os filésofos gregos, uma
criagdao dos deuses. Mas serd realmente uma esfera?

Olhe a figura 1 com atencdo. Observe as pecas que
a compoem. Sao poligonos regulares, pois tém todos
osladosiguais.

Figural

de Maio de 2009 2 : 5

Efectivamente, sdo pentagonos e hexagonos
unidos entre si. Se tiver pouco ar, pode ficar
perfeitamente equilibrada sobre cada uma das suas
faces...

Figura 2

Sendo assim, deixa de ser uma esfera! Agora é um
poliedro. Um poliedro que tem nome préprio, ainda
que um tanto estranho: icosaedro truncado (cf. figura 2).

Figura 3

Vejamos como desenhar a bola de futebol (ver
figura 3): comece por um pentagono regular e
adicione linhas que partam de cada uma das pontas
do pentagono, que servirdo para formar 5 hexdgonos
em torno do pentdgono. Na confluéncia de cada par

13
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de hexdgonos, complete (com trés linhas) um
pentagono, ficando com seis pentdgonos. Neste
momento s6 temos de circunscrever uma
circunferéncia e dar o toque final colorindo a preto os
pentagonos.

Mas voltemos a estrutura do esférico, para contar
o numero de pentagonos e hexdgonos que o
compdem. Parece facil? J4 terminou? Bem... ndo se
tera enganado? Os pentdgonos nao oferecem grande
dificuldade; efectivamente, sdo 12.

Agora vamos contar os hexagonos... Talvez seja
melhor pensar um pouco.. Como vimos, cada
pentagono estd rodeado por cincos hexdgonos; logo,
deveriamos ter doze vezes cinco, isto é, sessenta
hexdgonos. Mas cada um deles estd unido a trés
pentagonos diferentes. Nesse caso, temos sessenta a
dividir por trés, isto ¢, 20. Um total de 32 faces. Bom,
ndo foi assim tdo complicado.

Agora que comecou a contar pode determinar
quantas arestas (costuras) tem a bola? Um conselho:
nao tente conta-lasuma auma...

Se ha 20 hexdgonos e cada um tem 6 arestas,
obtemos 120 arestas, mais 12 pentdgonos por 5 arestas
cada um, isto é 60. No total temos 180 arestas. Mas
cuidado: cada aresta é comum a 2 poligonos. Assim,
contdmos cada aresta 2 vezes, logo, temos 90 arestas.
Quem diria?

Agora que a curiosidade se apoderou de nds,
determine quantos vértices (lugar geométrico onde as
arestas confluem) tem abola?

Para tal apliquemos um teorema de Euler para
poliedros: Considere-se um poliedro com s faces, l arestas e
pvértices, entdo, s+p=1+2.

Para o demonstrar comece por demonstrar o
teorema de Euler no plano: Dado um mapa qualquer,
considere-se um niimero s de paises, o nimerol de fronteiras
eonumerop dos vértices. Entdo, s+p=1+2.

Para tal use indugéo sobre . Coloque o poliedrono
interior de uma esfera, de raio suficientemente
grande, e projecte desde o seu centro (que estd sem
perda de generalidade no interior do poliedro) sobre a
superficie esférica todos os pontos do poliedro.
Ficamos com um mapa na superficie esférica. A figura
assim desenhada pode projectar-se desde um ponto
qualquer da esfera ndo pertencente ao mapa sobre o
plano tangente a superficie esférica no ponto
diametralmente oposto (projeccdo estereografica, cf.
figura 4). Aplicando o teorema de Euler no plano ao
mapa resultante terminamos a demonstracao.

de Maio de 2009 2 :54:

Figura 4

Vemos assim que hd 60 vértices, pois 32+60=90+2.

Decididamente, ndo devemos preocupar os
nossos Figose Ronaldos com estas questdes.

Voltemos ao nosso esférico, isto é, ao icosaedro
truncado.

Ainda que a primeira vista ndo parega, este
poliedro obtém-se cortando os 12 vértices de um
icosaedro - um dos 5 poliedros regulares descobertos
por Platdo ha mais de 2500 anos, formado por 20
tridangulos equiléteros, de onde vem o seu nome. Os 12
pentagonos correspondem aos 12 cortes nos vértices
do icosaedro e 0s 20 hexagonos constituem o resto das
faces doicosaedro truncado.

A partir de agora queremos acompanhar o leitor
na determinagédo do volume de 2 s6lidos, a pirdmide e
aesfera, etambém na construgdo de umicosaedro.

Problema 1: Demonstre por indugido sobre n que

z":k n(’n+1)(2n+1)

6

Figura 5
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Problema 2: Considere-se uma piramide com
altura He area dabase F (cf. figura 5).

a) Dividindo a altura em n partes iguais e tragando
por elas planos paralelos a9 plano da base, obtemos n

prismas, V;, com altura — (na verdade ndo temos
n

prismas, mas sim pirdmides truncadas), cuja unido

funciona como aproximacdo da pirdmide. Determine

ovolume dos prismas, V,,,emtermosden, k, He F.

b) Atendendo a que o volume da pirdmide é dado
aproximadamente pela soma dos volumes dos
prismas, V,,, escreva essa aproximagdo em termos de
n,FeH.

c) Tomando o limite, quando » tende para infinito,

mostre que o volume da pirdmide eigual a FH

3

T

——

Figura 6

Problema 3: Considere-se a semi-esfera na figura

- - - . p
6, de raio R, dividida em n planos com espessura —,
n

isto é, considere-se aproximada por n cilindros de

D
altura __.Sendo o raio de cada um destes cilindros r;,
n
e utilizando a figura 4, mostre por um processo
analogo ao do problema 2 que o volume da esfera é

Como aperitivo deixamos-lhe a construcdo do
icosaedro a partir da sua planificagdo na figura7. Na
sua construgdo, use materiais transparentes,
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considerando os tridngulos equildteros que o
compdem de 6 centimetros de lado.

Figura7

Problema 4: Ao terminar a construgdo do
icosaedro, vera 12 piramides pentagonais. Cortando o
icosaedro préximo dos vértices por planos paralelos
as bases das pirdmides obtemos um icosaedro
truncado. Determine olocal onde o corte deve ser feito
demodo a produzir hexagonos regulares.

Com a resolugédo destes quatro problemas, bem
como com a dos problemas propostos no canto
anterior, langdmos as bases para a resolugdo do
problema maior, ndo trivial, que é comparar os
volumes do icosaedro truncado com o da esfera que o
circunscreve. Esperamos abordé-lo num préximo
canto.

Envie as solugGes para:

Projecto Delfos

Departamento de Matematicada FCTUC
Apartado 3008
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Proibid.
trajes de banho

T Tudo o que se refere a comunicagdo é antigo

como o ser humano. Talvez seja a
habilidade de trocar informagbes a
caracteristica que mais nos diferencia do
resto do reino animal. No entanto, os
estudos matemadticos sobre a comunicagio
s6 comegaram a ser sistematizados hd
exactos 60 anos, quando Claude Shannon e
Waren Weaver publicaram o livro “A Teoria
Matemidtica da Comunicagdo” [2]. Na
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verdade, olivroé umareedigdo alargada de

um artigo do ano anterior cujo titulo era
parecido: “Uma Teoria Matemdtica da Comunicagio”. A
mudanga da primeira palavra e a rédpida
transformagédo de um artigo cientifico em livro, ainda
hoje reeditado, mostra aimporténcia deste trabalho.

Shanon e Weaver definem trés “problemas da
comunicagdo”: i) o problema técnico: quao exactamente
estdo a ser transmitidos nos simbolos? ii) o problema
seméntico: com que precisdo os simbolos transmitem a
mensagem desejada? iii) o problema da efectividade: serd
que o sentido transmitido fard o recipiente da
mensagem comportar-se da forma adequada? Na
figura 1 os problemas ii) e iii) estdo claramente postos
e o leitor pode divertir-se a pensar nos significados
alternativos e nas suas consequéncias.

Os simbolos transmitidos podem ser um conjunto
linear discreto, como as letras que compdem esta
pagina, ou até mesmo uma fungdo de trés variaveis,
sendo uma o tempo e duas que definem o plano da
televisdo. Vamos pensar no primeiro exemplo, por ser
ele mais simples. Suponha que a transmissdo dos
caracteres ¢é feita através de um canal que troca todas

de Maio de 2009 2 :54:

as letras A por uma outra qualquer. Sendo esta a letra
mais comum em portugués, € natural que o efeito para
a transmissdo da informagdo seja maior do que se o
mesmo acontecesse no X. Desta forma, as letras tém
um contetido informativo distinto.

Como medir este contetido informativo? Shannon
recorreu aos trabalhos de Ludwig Boltzman em fisica
estatistica no século 19, para definir a entropia da
informagio, ou, como a conhecemos actualmente, a
entropia de Shannon. Para Boltzman, a entropia mede a
desordem de um sistema; para Shannon, o que estd a
ser medido pelo inverso da entropia é a informagao.
Uma sucessdo de caracteres alfabéticos
completamente desordenada é aquela da qual néo
podemos obter nenhum significado. Para transmitir
alguma informagdo é necessdrio colocar as letras
certas nos lugares certos.

Na verdade, ndo exactamente, pois muitas vezes
hé redundéncia no texto (s6 em algumas linguagens
artificiais ndo existe redundancia). Desta forma é
possivel comprimir informagdo sem a perder. Torna-
-se mais econémico guarda-la no disco rigido do
computador ou enviar um ficheiro por e-mail. E o que
fazem os programas de compressdo de dados, como o
zip. O limite tedrico de compressdo sem perda é dado
pelo teorema da codificagdo de fonte, do préprio Shanon.

A expressdo para a entropia é obtida da seguinte
forma: considere n possiveis simbolos, ou expressoes,
ou seja o que for que tenha contetiddo informativo,
cada um destes com probabilidade p(1), p(2), até p(n)
de ser o escolhido. Como estamos a falar de
probabilidade, evidentemente temos de ter

p(1)+p(2)+...+p(n)=1. A entropia é dada por
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H=-p(Dlogp(1)-p(2)log p(2)-...-p(m)log p(n).

Apbs esta defini¢do o trabalho de Shannon passa a
ter cariz essencialmente matematico. Antes de
formular a sua conjectura recentemente demonstrada
e ja generalizada, vamos analisar um exemplo
simples, conhecido como o modelo dos passos de bébado.
Depois de alguns copos a mais, uma pessoa poe-se a
andar, mas da passos totalmente ao acaso, sem uma
direcgdo privilegiada. Em média, ndo sai do lugar.
Esta é a maneira informal de dizer que a distribuigéo
de probabilidade de sua posi¢do no espago tem média
zero. No entanto, se considerarmos a média do
quadrado da disténcia, esta tem de ser positiva. Mais
exactamente, a raiz quadrada da média do quadrado
da distdncia (média determinada a partir de um
grande numero de bébados a andarem ao acaso) é
proporcional a raiz quadrada do niimero de passos
dados por cada pessoa (supomos todos os passos do
mesmo tamanho). Como o numero de passos é
directamente proporcional ao tempo, concluimos que
a dispersdo do movimento Browniano é proporcional a

raiz quadrada do tempo. Este nome foi dado
originalmente ao movimento aleatdrio de particulas
de polen dispersas na agua, descrito pelo botanico
britanico Robert Brown, explicado por Albert Einstein
e que inspirou o matemdtico Mandelbrot a criar os
fractais. Antes mesmo de Einstein, Luis Bachelier
usouideias parecidasno estudo dabolsa de valores.

Referéncias

Finalmente chegamos a conjectura de Shannon:
considere N eventos (“os bébados”), cada um descrito
por uma fungdo X;, X,, .., X, e considere a soma
destas N variaveis e divida pela raiz quadrada de N.
Chamamos ao resultado Zy. O teorema central do
limite garante que Z, se aproxima de uma
distribuicéo gaussiana quando N cresce. Além disto, e
esta é a conjectura de Shannon, a entropia da variavel
aleatoria Z,, é umafuncéondo crescente de N.

Se p(x) descreve a distribuicdo de probabilidade
de um certo evento (no caso acima, o evento descrito
pela fungdo Z,), entdo a sua entropia é dada pelo
integral de -p(x)log p(x) em todos os valores possiveis
dex, generalizando a férmula descrita anteriormente.

No final da década de 50 foi finalmente
demonstrado que a conjectura de Shannon era
verdadeira quando comparavamos a entropia de 2
eventos com a de 1 evento. Foram necessarios mais 45
anos para que finalmente, em 2004, 4 cientistas em 4
paises diferentes a conseguissem demonstrar em toda
a generalidade [1]. Mais 3 anos e foi finalmente
possivel caracterizar os casos em que a entropia é uma
fungao decrescente (endo apenasndo crescente) [3].

A demonstragdo em [1] usa um pouco de tudo:
calculo variacional, célculo vectorial, anélise
funcional, semi-grupos, probabilidades e muitas, mas
muitas, desigualdades entre fung¢des. No entanto,
para quem esperava a necessidade de desenvolver
técnicas novas e profundas na solugdo de um
problema com mais de 50 anos, a demonstragdo pode
ser decepcionante. A verdadeira arte foi trabalhar
conceitos ja consolidados ha décadas de forma
criativa.

A extensdo feita em [3] ja é mais sofisticada. Foi
necessario usar uma versao nao-comutativa da teoria
das probabilidades, desenvolvida por Voiculescu no
inicio da década de 90. Foi a assim chamada teoria de
probabilidades livres que permitiu ndo apenas a
caracteriza¢do acima descrita, mas também a extensdo
do resultado anteriormente demonstrado para o caso
de varias variaveis aleatdrias em paralelo (como se
muitos bébados partissem de muitos pontos da
cidade em simulténeo).y

[1] Arstein, S., Ball, K., Barthe, F.,, Naor, A. (2004). “Solution of Shannon's problem on the monotonicity of

theentropy” J. Am. Math. Soc 17:975-982.

[2] Shannon, C. E., e Weaver, W\(1949). The Mathematical Theory of Communication. University of Illinois Press
[3] Shlyakhtenko, D. (com um apéndice por H. Schultz) “Shannon’s monotonicity problem for free and
classical entropy” (2007). Proc. Nat. Acad. Sci. 104(39) 15254-15258.

quarta-feira, 6 de Maio de 2009 12:5

25



Apanhados na Rede

Pitagoras: Factos e Lendas

O chamado "teorema de Pitagoras" era ja conhecido muito antes de Pitagoras
ter nascido. Porque é entao atribuido a Pitagoras? E como tera sido
descoberto?

Aimagem que todos temos de Pitagoras é ade um dos Todos estes textos tradicionais estio compostos segundo

primeiros grandes matematicos, imediatamente
posterior a Tales de Mileto, que descobriu que num
tridngulo rectdngulo a soma do quadrado dos catetos

um género literdrio bem conhecido na época helénica que
idealiza, com fins edificantes, o retrato moral do Sébio ou
das confrarias religiosas...

¢é igual ao quadrado da hipotenusa. E pois muito
provavel que o leitor receba com algum choque a
noticia de que grande parte do que se sabe sobre
Pitagoras foi inventado, em larga medida
deliberadamente!

Como se pode ler no artigo sobre Pitagoras da
Stanford Encyclopedia of Philosophy', ja referido no
ultimo ntmero desta rubrica, as indicagbes mais
recuadas mostram que a fama de Pitagoras, em vidae
mesmo 150 anos mais tarde, no tempo de Platao e
Aristételes, nada tinha a ver com a matematica. De
facto, Pitdgoras era nessa altura conhecido como
entendido em questdes ligadas & alma e aos rituais
religiosos, como taumaturgo’ e fundador de um modo
de vidarigorosoe disciplinado’.

Os relatos mais detalhados e extensos da vidae do
pensamento de Pitagoras, dos quais provém a
imagem que dele hoje temos, foram escritos cerca de
800 anos ap0ds este ter vivido, em obras cujo objectivo
ndo era relatar objectiva e rigorosamente factos

o . . Pitagoras
histdricos. Como observa Jean-Frangois Mattei*: 8

'Disponivel em http://plato.stanford.edu/entries/pythagoras.

’As fontes "histéricas" através das quais "conhecemos" Pitdgoras contém relatos de milagres e profecias que pretendem
evidenciar os poderes sobre-humanos deste “homem-deus”.

*Com regras estritas, sendo uma das mais famosas a interdi¢io de comer favas. Sobre este tema, ver o curioso artigo "Favism —
from the "avoid fava beans" of Pythagoras to the present”, na revista da Sociedade Helénica de Hematologia Haema (2004, vol. 7,
pp-17-21), disponivel online.

“Em Pythagore et les Pythagoriciens, Presses Universitaires de France, colecgdo “Que sais-je?”, n.° 2732,1993, p.8.

*Secgd02.2 do documento da Stanford Encyclopedia of Philosophy.

‘Citado por Jean-Frangois Mattei na obra acima referida (p. 7) e por Walter Burkert em Lore and Science in Ancient Pythagorism,
Harvard University Press, 1972 (o original alemao é de 1962), p. 2-3.

"Escrita de 1844 a 1852 e continuamente ampliada e melhorada até & sua tltima edi¢do, em 1902. Disponivel em
http://books.google.com.

Caderno_2
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Pior ainda’:

Estes relatos (...) basearam-se em fontes
mais antigas, que se perderam. Algumas
dessas fontes mais antigas estavam
grandemente contaminadas pela viséo
neopitagorica de Pitigoras como fonte de
toda a verdadeira filosofia, cujas ideias
Platdo, Aristételes e todos os filésofos
posteriores haviam plagiado.

Ou seja, os discipulos, mais ou
menos fanaticos, distorceram relatos e
inventaram histérias, chegando mesmo
a forjar documentos, com o objectivo de
evidenciar a superioridade de Pitdgoras
relativamente a fildsofos posteriores.

Ja ofilosofo e tedlogo alemédo Eduard
Zeller® (1814- -1908), autor da obra erudita Die
Philosophie der Griechen’, tinha notado que quanto
mais nos afastamos do periodo em que Pitdgoras
viveu, mais detalhes tém os relatos sobre o
pitagorismo e o seu fundador, uma expansio que é
fruto de preconceitos dogmaéticos e interesses
ideoldgicos com fins propagandisticos.

Em resultado destas circunsténcias, ndao é nada
facil perceber se Pitdgoras teve ou ndo algo a ver coma
matematica. Para se apreciar bem a dificuldade de
separar o trigo do joio nesta matéria, nada melhor do
que ler a secgido 5 do referido documento da Stanford
Encyclopedia of Philosophy, assim como um artigo de
recensdo critica a dois livros recentes sobre Pitagoras,
da autoria de Myles F. Burnyeat’, intitulado "Other
Lives", no London Review of Books. Melhor ainda seria
ler, se possivel, as obras citadas nesses documentos.

Por outro lado, é sobejamente sabido que o
teorema "de Pitdgoras" era de alguma forma
conhecido no antigo Egipto, na Babilénia®’, na India e

EDUARD ZELLER

Dic Philosophic
der Griechen
in threr geschichtlichen
Entwicklung

[Pitagoras: Factos e Lendas]

na China centenas de anos, ou mesmo milénios, antes
de Pitagoras ter nascido”. E possivel que tenha sido
descoberto mais de uma vez, de modo
independente, embora haja quem
defenda uma origem comum, de que
ndo hd qualquer registo, somente
indicios ndo conclusivos. Mas como
tera sido descoberto? Nesta questao os
registos historicos sdo totalmente
omissos. H4 apenas especulagdes,
umas quantas inven¢des e muitos
disparates, que por vezes se léem em
manuais cujos autores deviam ter um
pouco mais de cuidado.

Uma dessas especulagdes, um
pouco infeliz e algo pobre do ponto de
vista epistemoldgico, deve-se a Moritz
Cantor (1829-1920), que a expde na sua
monumental obra Vorlesungen iiber Geschichte der
Mathematik®, considerada o trabalho fundador da
histéria da matematica como disciplina rigorosa, e
sem qualquer duvida uma obra absolutamente
notével. Cantor conjectura (vol. 1, pp. 105-106) que os
Egipcios poderiam ter conhecido o tridangulo
rectdngulo de lados 3, 4 e 5, que usariam para medir
angulos rectos com cordas em que uma certa unidade
de comprimento seria marcada por nés igualmente
espacados, o que seria util nas mais diversas
construgdes. Ndo hd no entanto qualquer testemunho
histérico que sustente a hipétese de Cantor, que foi
fortemente criticada por Bartel van der Waerden no
prefécio de Science Awakening. Observe-se que fica
ainda por explicar como terdo os Egipcios descoberto
essa particularidade do tridngulo de lados 3, 4 e 5.
Lamentavelmente, e por a obra de Cantor ser muito
influente (com todo o mérito, repita-se!) e algumas
pessoas serem avidas de certezas mesmo onde elas
nao sdo possiveis, esta conjectura transformou-se em

*Professor aposentado de Filosofia Antiga da Universidade de Cambridge.

9Dispom’vel em http://www.rb.co.uk/v29/n04/burn02. html.

“Vérios autores gregos relatam que Tales esteve no Egipto, de onde trouxe a ciéncia da geometria para a Grécia, e que
Pitdgoras viajou pelo Egipto e pela Babilonia, onde colheu ensinamentos. Verdadeiros ou néo, esses relatos mostram, todavia,
a alta consideragéo que os Gregos daantiguidade tinham por essas duas civilizagdes.

""Wer o livro de Bartel van der Waerden Science Awakening, originalmente publicado em holandés em 1950 e traduzido em
inglés em 1954, e Geometry and Algebra in Ancient Civilizations (Springer, 1983) e o artigo de Abraham Seidenberg “The Origin of
Mathematics”, Archive for History of Exact Sciences 18 (1978) 301-342.

“LigBes sobre Histéria da Matemitica, disponivel online em http://www.archive.org (pesquisando “Moritz Cantor”, por
exemplo).

®No livro Pitdgoras Africano: um Estudo em Cultura e Educacio Matemdtica, Instituto Superior Pedagégico, Maputo/Beira,
Mogambique, 1992, Gerdes tinha ja formulado hipoteses alternativas a de Cantor em Cultura e o Despertar do Pensamento
Geométrico, Instituto Superior Pedagégico, 1991, que é uma versio condensada da sua tese de doutoramento (de 1985).
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[Pitagoras: Factos e Lendas]

Figura 1: Pavimentagdo contendo uma demonstragio do teorema de Pitdgoras

facto, repetido até a exaustdo noutras obras e
iniimeros manuais como algo de certoe sabido.

Mais recentemente, Paulus Gerdes, da
Universidade Pedagdgica de Maputo, Mogambique,
formulou® uma hipétese alternativa, a meu ver muito
mais plausivel e que deixa menos por explicar. Depois
de observar que as espirais constituem um dos
elementos mais importantes da decoragio egipcia,
Gerdes conjectura que, para poderem desenhar certos
padrdes relativamente complexos de espirais, os
artesdos usariam grelhas compostas por dois
quadrados de tamanhos distintos para auxiliar na
tarefa. Essas grelhas formam pavimentagGes, como
ilustrado na imagem da esquerda da figura 1. Unindo
os centros das copias dos quadrados maiores, obtém-
-se uma figura (imagem central da fig. 1) que contém
simultaneamente o enunciado do teorema de
Pitagoras e a sua demonstracdo! De facto, como
sugerido na imagem da direita da figura 1, os
quadrados originais sdo os catetos de um tridngulo
rectangulo cuja hipotenusa é precisamente o lado dos
quadrados obtidos unindo os referidos centros (ver
canto superior esquerdo).

Por outro lado, cada um destes quadrados contém
um dos quadrados da pavimentagao inicial, um dos
menores, e quatro fragmentos de um dos maiores (ver
canto inferior direito da fig. 1). Como observa Gerdes,
os artesdes egipcios terdo feito construcdes analogas
durante milénios, sendo muito provavel que durante
todo esse tempo alguns tenham observado que elas
continham algo de interessante: um quadrado
contendo dois quadrados de uma forma curiosa...

“Publicado pela The Mathematical Association of America, 1999.

Ao longo do seu livro O Pitigoras Africano, assim
como em Geometry from Africa: Mathematical and
Educational Explorations", Gerdes d4 muitos outros
exemplos de situagdes em que o trabalho de um
artifice conduz, mais ou menos naturalmente, ao
enunciado e a uma demonstragio do teorema que
certamente nio é de Pitagoras!

Ainda a prop6sito de pavimentagdes, Roger B.

Nelsen, num curto mas delicioso artigo intitulado
“Paintings, plane tilings, and proofs””, mostra como
usar algumas pavimentagdes simples para deduzir
varios resultados geométricos, obtendo
demonstragdes destes. Espero que as pequenas
pérolas ai contidas ajudem a sarar o trauma que o
leitor pode ter sofrido em consequéncia das
revelagOes acima feitas.
Mas por que razdo, podera agora perguntar-se, se
perpetuam as lendas e histérias falsas sobre
Pitagoras? Nao sei exactamente qual a resposta, mas
deve ter algo a ver com ser mais facil transmitir lendas
simplistas do que verdades complicadas e com o culto
da personalidade, do lider, na base da importancia
excessiva que os relatos histéricos usuais atribuem
aos individuos que sdo glorificados, e em que se
presta mais atengdo ao «quem» do que ao «como».
Nao deixa de ser irénico que se tenha acabado por
atribuir a Pitdgoras, que criou uma comunidade em
que os berns e os conhecimentos eram propriedade
colectiva, toda a produgdo intelectual dessa
comunidade, dos seus descendentes e sabe-se 14 de
quem mais! [J]

*Publicado na revista Math Horizons (November 2003), pp. 5 - 8, disponivel em http://www.lclark.edu/~mathsci/nelsen.html.
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Criptoanalise

1. Introdugio.

A capacidade de comunicar esta na base da defini¢do de qualquer sociedade humana, a necessidade de
esconder a informag&o que um dado grupo troca entre si dos outros grupos vem logo a seguir, concomitante
com esta vem a necessidade de descobrir os segredos que os outros pretendem guardar. Os sistemas
criptograficos surgiram entdo como forma de garantir a confidencialidade da informagdo, a criptoanalise
surgiu como forma de “quebrar” essa mesma confidencialidade.

Um sistema criptografico é um conjunto de técnicas que permitem tornar incompreensivel uma dada
mensagem, de modo que s6 o verdadeiro destinatario da mesma a consiga decifrar, obtendo dessa forma o texto
original[4,6,7].

A criptoanalise, pelo seu lado, desenvolve as técnicas capazes de “quebrar” as diferentes cifras de forma a
conseguir recuperar o texto original, mesmo que parcialmente, a partir do texto cifrado.

E importante notar que a criptoandlise ndo é 0 mesmo que a decifragio de uma mensagem cifrada. Neste
ultimo caso esta-se perante um processo “normal” de, dado um texto cifrado, obter o texto original, isto ¢, o
decifrador pertence a0 mesmo grupo que o cifrador e tem a informacao necessaria para, por um processo
simétrico ao da cifragdo, obter a mensagem original a partir da mensagem cifrada. No caso da criptoanalise
esta-se perante um elemento de um grupo contrério que ou ndo tem nenhum conhecimento sobre o processo de
cifragdo ou tem um conhecimento parcial do mesmo.

No presente artigo vamos abordar algumas das técnicas disponiveis ao criptoanalista, nomeadamente o
estudo da frequéncia relativa das letras ou grupos de letras numa dada lingua natural e os algoritmos de
factorizagdo de niimeros primos. A cada método de criptografia estdo associados um ou mais métodos de
criptoanalise. No caso presente trata-se dos sistemas de substitui¢do monoalfabéticos e o método RSA[1, 4, 6, 7].
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2. Criptoanalise

Como ja foi dito, o criptoanalista tenta obter o texto original a partir do texto cifrado, ndo tendo para tal o
conhecimento do processo exacto usado para a cifragdo, em particular ndo tendo conhecimento da chave
secreta necessaria para a decifracéo.

Quais sdo entdo os objectos e as técnicas do criptoanalista? Para ja o(s) texto(s) cifrado(s), eventualmente o
conhecimento do tipo de cifragdo usada, e também o conhecimento, mesmo que parcelar, do(s) texto(s)
original(is). As historias de espionagem estdo cheias de casos em que uma dada informagéo é "entregue” ao
inimigo s6 para provocar uma mensagem cifrada cujo texto original se poderia adivinhar, ou entédo de golpes de
sorte que resultam na obtengao de informagGes importantes sobre o processo de cifragdo usada pelo inimigc

Estes sdo alguns dos objectos que o criptoanalista tem ao seu dispor; vejamos agora algumas das técnicas de
que ele se pode socorrer. No que se segue vamos assumir que temos o conhecimento do tipo de cifragdo usado e

de um, ou mais, textos cifrados.

2.1 Sistemas de substitui¢io monoalfabéticos

Os sistemas de substitui¢do monoalfabéticos sdo caracterizados por serem sistemas em que cada letra do
texto original é substituida por uma outra letra no texto cifrado, sendo que ambos os textos usam o mesmo
alfabeto de base. Um exemplo de um sistema desse tipo é a designada Cifra de Jiilio César. Neste sistema, cada
letra é substituida por uma outra trés posi¢des mais a direita no alfabeto romano. Este é um sistema de
substituigdo monoalfabético aditivo [6, 7] muito simples de quebrar. A designagdo "aditivo" advém do modo
como é feita a substituigédo, neste caso preciso, pela adi¢do (deslocagdo para a direita) de trés posicdes a posigdo
original daletra no alfabeto. Considerando que o alfabeto tem 26 caracteres distintos, exister somente 25 cifras
distintas. Como tal um "ataque directo" por tentativa e erro é possivel, permitindo "quebrar" a cifra
rapidamente.

Nem todos os sistemas de substituigio monoalfabéticos sdo assim tdo faceis de quebrar. No entanto, a sua
propria esséncia vai permitir um outro tipo de "ataque”, sendo este aplicavel a todos os sistemas deste tipo que
possamos inventar.

Como foi dito atras, cada letra do alfabeto é substituida por uma outra. Quer isto dizer que, num dado texto,
todos os "a" sdo substituidos por, por exemplo, "t", isto é, pode dizer-se que todos os "a" continuam no texto
cifrado, s6 que mascarados de "t". Ser4 que isso é importante? Sera que desse facto podemos extrair alguma
informag@o que nos permita decifrar o texto cifrado?

A resposta a estas duas questdes é afirmativa em ambos os casos. Para uma dada lingua natural pode
verificar-se que cada letra tem uma frequéncia propria, por exemplo para o Portugués temos (ndo se tém em
conta os caracteres acentuados) [6, 7]:

A 12,71% B 081% C 4,16% D 5,52% E 11,99%
F 134% G 1,32% H 0,74% I 7,18% J 0,21%
K 0,00% L 323% M 4,48% N 5,24% ©) 11,32%
P 307% Q 1,41% R 6,47% S 7,99% T 5,31%
U 344% V 1,36% W 0,02% X 028% Y 0,02%
z 0,37%

E possivel, dados estes valores, agrupar as letras em grupos bem definidos, das mais frequentes para as
menos frequentes:

1°A,E, O
2°S,R,I
3°N,D,M,U,T,C
4°L,BV,G H,QB,F
5°Z,1,X,K,W,Y
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E ainda possivel obter as frequéncias relativas de alguns digramas (pares de letras) e trigramas (ternos), assim
como as letras de inicio de palavras, as de fim de palavras e as palavras mais frequentes.

Toda esta informagdo permite "quebrar” uma cifra deste tipo tendo somente o conhecimento do texto
cifrado. Obviamente, quanto maior o texto mais facil se torna a analise. Por outro lado, este estudo néo elimina
por completo um processo de tentativa e erro; o que faz é reduzir o nimero de tentativas a efectuar antes de se
ser bem sucedido.

Tentemos entdo "quebrar" a cifra usada para criar o texto D FKDYH WHP GH VHU PDQWLGD
VHFUHWD, sabendo de antem&o que foi usado um sistema de cifracdo monoalfabético aditivo.

Fazendo o calculo das frequéncias relativas para o texto cifrado, temos:

D 17,9% E 71% G 7,1% H 21,4%
K 36% L 36% P 71% Q 36%
U 71% vV  71% W 10,7% Y 3,6%

Temos entdo que o "D", com 17,9%, e o "H", com 21,4%, fazem com certeza parte do grupo de letras de alta
frequéncia ("A", "E" e "O"). Dado que estamos a analisar uma frase pequena, o estudo de frequéncia s6 nos
fornece uma aproximagao, um ponto de partida, para comecarmos o processo de tentativa eerro.

Voltando ao nosso exemplo, temos "D" e "H" como candidatos para "A", tentemos primeiro a chave 3 ("A"
transformadoem "D"):

A B C D E F G H I J K L M
D E E G H 1 J K L M N 0] P
N (o) P Q R S T U \% w X Y z
Q R S T U \% w X Y z A B C

obtém-se entdo: ACHAVE TEM DE SERMANTIDA SECRETA.

Ou seja, conseguimos quebrar a cifra!

Com o advento dos computadores, em que todo este tratamento pode ser executado a velocidades
estonteantes, facilmente se conclui que este tipo de método deixou de ser seguro.
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Saltando um pouco na evolugao dos sistemas criptograficos, vamos agora analisar os sistemas que baseiam
o processo de cifragdo em problemas computacionais dificeis, isto é, problemas que s6 sdo resolvidos
computacionalmente a custa de enormes custos em tempo gasto e/ou espago. Dito doutra forma, problemas
cuja resolugdo € computacionalmente muito dificil, seja em termos de tempo computacional despendido, seja
em termos do volume de memoria computacional necessaria para a sua resolugdo, ou ambos.

2.2 Problemas computacionais dificeis

Aideia por tras de alguns dos sistemas de criptografia da actualidade é explorar problemas que se cré serem
computacionalmente dificeis. Um problema € dito computacionalmente dificil quando, por um lado, a sua
solugdo computacional exige muitos recursos computacionais, seja no tempo necessario para o resolver, sejana
quantidade de memoria (RAM) exigida para a sua resolugdo (ou ambos). Por outro lado, num problema deste
tipo, a um pequeno aumento na dimensédo do problema vai corresponder um grande aumento nos recursos
computacionais necessarios para a sua resolugdo. Temos entdo que, se se basear um sistema criptografico num
problema deste tipo, de tal forma que a quebra da cifraimplique a resolugéo do problema, a quebra da cifra sera
sempre computacionalmente muito dificil; a um pequeno aumento da dimens&o do problema (por exemplo, a
escolha de uma chave de cifra melhor) vai corresponder um grande aumento da dificuldade da quebra da cifra.

Entre outros problemas deste tipo temos [6]:

¢ RSA-dadoumneN, n=pg, comp eq primos, factorizar n nos seus factores primos.

¢ ElGamal - problema dologaritmo discreto. Dado um grupo ciclico finito G, um gerador ge Geum

elemento xe G, determinar o tinicoi € Zgtal quex=g
¢ Knapsack - dada uma mochila com um dado volume, e dados n objectos com volumes diferentes,
descobrir um subconjunto de elementos que encha de forma exacta a mochila.

Estes métodos tém em comum o facto de ser possivel construir um sistema criptografico em que a cifragio é
feita de forma eficiente, mas em que a “quebra” da cifra se cré ser computacionalmente muito dificil.

De seguida vamos apresentar algumas das técnicas de criptoandlise disponiveis para o sistema RSA. Em [6]
oleitor poderd encontrar todos os detalhes referentes a este e aos restantes sistemas acima referidos.

2.3 OsistemaRSA

Osisterna RSA ¢ assimétrico, isto €, possui uma chave ptblica (¢,n) e uma chave privada (d,n), em que [4, 6]:

® 1n=pq, COM p € g nimeros primos;

¢ 1<e<qp(n), em que ¢(n), a fungdo de Euler, é igual aontimero de co-primos de #;

¢ de=1(mod @(n)).
Sabendo a chave ptblica, isto é, (e,n), basta factorizar # no produto de nimeros primos p e g, para depois
facilmente se obter d, ou seja, a chave secreta (d,n). O problema € que a factorizagdo de um ntimero nos seus
factores primos é um problema computacionalmente dificil [3, 5, 6].

Vejamos de seguida alguns dos métodos de criptoandlise para o sistema RSA. Iremos acabar esta secgdo com
um estudo comparativo entreeles.

2.3.1 Método das divisoes

Este é o método da forca bruta, ou seja, vai-se tentar a divisdo sucessiva por todos os numeros primos até L nl,
ou até que a solugdo seja encontrada.

Por exemplo, em Octave ter-se-ia

## Método da "forcga bruta”

## -> n, o inteiro a factorizar

## <- resp, o primeiro factor primo
function resp=Divisoes (n)

## cdlculo do limite

limite=floor (sqgrt(n)):;

## vector com todo os primos até ao limite

'Octave, www.octave.org, é um sistema de programagio numérica de distribuigio gratuita, compativel com o MatLab.
’Os algoritmos estéo disponiveis em http://www.mat.uc.pt/~pedro/cientificos/Cripto
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c=crivoEratostenes(limite);
## ntmero de primos obtidos nprimos=columns (c);

i=0;
## ciclo de teste, desde o primeiro até ao pentltimo primo
do
i=i+1;
if (mod(n,c(i))==0) # (mod - resto da divisdo inteira)
resp=c (i)
endif

until (i>=nprimos || mod(n,c(i))==0)
## teste para o iltimo primo
if (i>=nprimos && mod(n,c(nprimos) )==0)
resp=c (nprimos) ;
endif
endfunction

Um dos pontos fracos desta aproximac@o é a necessidade de gerar os numeros primos até um determinado
m. Infelizmente, a despeito do esforco das melhores mentes matematicas ao longo dos séculos, nio é
actualmente conhecida nenhuma férmula para a geragio de ntimeros primos. E entdo necessario recorrer aum
método que construa a lista de todos os nimeros primos até um dado limite, por exemplo o Crivo de Eratdstenes
[3]. Tentando descrever sumariamente o algoritmo, tem-se: comega-se por gerar um vector com todos os

3

inteiros de 2 até n; 2 é primo; aplica-se de seguida o “crivo 2" a lista retirando desse modo o 2 e todos os seus
multiplos; 3, o primeiro dos inteiros que sobraram, é primo, entdo podemos agora aplicar o “crivo 3” a lista. E
facil de ver que, se repetirmos o processo até ao fim da lista original, os elementos que néo forem eliminados
pelassucessivas aplica¢des dos crivos constituem a lista dos nimeros primos de 2 até n.

Anecessidade de criar a lista de todos os inteiros de 2 até n e as intimeras vezes (-1 para ser preciso) que é
necessario percorrer essa lista para aplicar os sucessivos crivos leva a que a utilizagdo do Crivo de Eratdstenes
acrescente um peso muito significativo ao algoritmo, tanto temporal como espacialmente.

Uma alternativa é a utilizagdo de uma férmula que gere todos os niimeros primos sucessivos, além de
outros ndo primos também. A utilizagdo de uma tal férmula torna o ciclo de tentativas de divisdo menos
eficiente, no entanto os ganhos, tanto espacial como temporalmente, obtidos pela ndo utilizagdo do Crivo de
Eratdstenes compensam essas perdas. Podemos, por exemplo, utilizar a férmula p=6k+1[5].

Em Octave ter-se-ia:

## Utilizacdo da férmula 6k+1 e 6k-1 para determinar nimeros primos.
## ->n
## <- resp, o primeiro factor primo
function resp=Divisoesl (n)
limite=floor (sqgrt(n));
## testa para 2 e para 3 (mod - resto da divisdo inteira)
if (mod(n,2)==0) resp=2; endif
if (mod(n,3)==0) resp=3; endif
## de 6*%1-1=5, 6*1-142=6*1+1 até ao limite
pP=5;
while (p<=limite && resp==0)
#4# testa 6k-1 e 6k-1+2=6k+1
if (mod(n,p)==0) resp=p; endif
if (mod(n,pt+2)==0) resp=p+2; endif
p=p+6;
endwhile
endfunction

Depois de apresentarmos mais alguns métodos alternativos iremos comparar a eficiéncia temporal de todos
eles, tentando dessa forma responder a questdo de se saber se é viavel, com estes programas, quebrar a cifra
RSA.
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2.3.2 Método de Euclides

Este método ganha o seu nome da utilizagéo do algoritmo de Euclides para o célculo do méximo divisor
comum de dois inteiros [2]. Este algoritmo é muito eficiente e pode ajudar-nos a obter um dos factores primos
de n. Basta multiplicar todos os nimeros primos entre 2 e Lf; , calcular de seguida o m.d.c entre esse produto e
n, de forma a obter o factor primo desejado.
Esta aproximag@o apresenta dois problemas: primeiro, a necessidade de gerar a lista de todos os primos até
um dado limite — comoja dissemos, essa tarefa é pesada tanto temporal como espacialmente; o outro problema
advém da representagdo computacional do nimero que se obtém da multiplicagdo dos niimeros primos —
rapidamente o ntimero obtido pela multiplicagdo ultrapassa a capacidade de representagio da maioria das
linguagens de programagao existentes.
Para obstar a este tiltimo problema pode dividir-se a multiplicagdo em vérias multiplicagdes parcelares.

Paratal procede-se do seguinte modo:

¢ Comega-se por definir os conjuntos auxiliares:
R={ry,..., 7}, representando r;um limiteinferiorr.=1,7,<r;,);
S={8...,5,,}, representando s; um limite superior (s; < §,,,,5,., ~ |/ nJ<sm);

¢ Paracadaparr; es;, multiplicam-se todos os niimeros primos entre estes dois limites,
P - I_.[rl- <p;ss; P,

¢ Paracadaumdos P;calcula-se o mdc(P,, n)=a,

® Se a#1.entdoa,éofactor primo den que se pretende obter.

Vejamos um exemplo: sejan=1457, |_«/ 1457J=38, e facamos as somas parcelares de 10em 10.
R=1{1,11,21,31} S={10,20, 30, 40}

B= []p,=2x3x5x7=210 mdc(210,1457) =1
1<p;<10
B = []p;=11x13x17x19= 46189 mdc(46189,1457) = 1
11<p ;<20
B = []p,=23x29=667 mdc(667,1457) = 1
21<p; <30
B = []p, =31x37=1147 mdc(1147,1457) =31
31<p,<40

Temos entdo 31 como um dos factores primos de 1457.
Em Octave:

## Método de Euclides
## ->n
## <- resp, o primeiro factor primo
function resp=Euclides (n)
## cdlculo do limite
limite=floor (sqgrt(n)):;
## vector com todo os primos até ao limite
c=crivoEratostenes (limite);
## numero de primos obtidos
nprimos=columns (c) ;
## inicializagdo das varidveis que controlam a construgdo dos
## conjuntos auxiliares (de 10 em 10)
passo=10; k=1; i=1; si=passo;
## inicializa o vector dos produtos sé com 1s (elemento neutro
## da multiplicagédo)
prods=ones(1l,limite);
## cadlculo dos productérios (guardados no vector "prods")
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while (i<=nprimos)
if (c(i)>si)
si=si+passo;
k=k+1;
endif
prods (k) =prods (k) *c (i) ;
i=i+1;
endwhile m=1;i=1;
## cdlculo do mdc entre os productdérios e n
while (i<=k && m==1)
m=mdc (prods (i) ,n) ;
if (m!=1)
resp=m;
endif
i=i+1;
endwhile
endfunction

Novamente pde-se a questdo de gerar os numeros primos até um determinado limite. Além desta limitagéo
os produtos de nimeros primos vao rapidamente levantar problemas de representacio numérica, isto é,
mesmo que a representagdo dos niumeros primos por si s6 ndo levante problemas a sua multiplicagdo, mesmo
que em grupos reduzidos, vai rapidamente levantar problemas de representagio na gama finita disponivel nos
tipos de dados daslinguagens de programag&o mais usuais.

2.3.3 Método de Fermat
O método de Fermat consiste em encontrar dois inteiroszeb que permitam representar o nimero natural n
como a diferenca de dois quadrados:

n=a*-b><n=(a-b)a+b)

Teorema 1 Qualquer inteiro n impar maior que 1 pode ser escrito como a diferenca de dois quadrados.
Demonstragao:

Sejan=pq, com p>q (no caso de n ser primo considera-se n=nx1)

Por hipétesen é impar; entiop eq também osdo,logo: P*7 e P~ 4 s3ointeiros, masentdo temos:

2 2
— -2 - P +2pq+q’ p’-2pg+q°
2 2 4 4
P +2pq+q*- p*+2pq- q°
4
4pq
4
P9
n

Paraencontrarazeb taisquen=a -b" procede-se do seguinte modo:
¢ Dadoum inteiron impar comegamos por tomar

a==L/;J+1;

* Se b =+/a*- n éuminteiro, obtém-se o pretendido;
¢ Caso contrario, incrementamos a de uma unidade até que b seja um inteiro.

Por exemplo: seja n=2027651281; a = l 3/ an+1 =45030¢é o primeiro valor a testar.
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b a b
V45030%- 2027651281 = 222,75 75036/ 450362- 2027651281 = 768,12

2745081 [450312- 2027651281=373,73 4507 1450872- 2027651281 = 824,67
3745082 450322 2027651281 = 47931 4508 /450382- 2027651281 = 877,58
4745033 450332 2027651281 = 565,51 104504 |/450392- 2027651281 = 927,49
545034 [450342- 2027651281 = 640,21 45040 /450407 2027651281 = 974,84
645035 | 450852- 2027651281 = 707,06 2 4% /450412- 2027651281 =1020

a
1.°45030

Concluindo:
n=45041% - 1020%, n= 46061x44021.

No caso do algoritmo de Fermat prova-se que, quanto maior for a diferenca entre p e g, maior é o nimero de
tentativas necessarias para obter um primeiro valor inteiro para a raiz [5]. Ou seja, o método de Fermat leva-nos
aescolher, para a nossacifra, p e g primos distantes entre si.

Em Octave:

## Método de Fermat
## ->n
## <- resp=[a,b]
function resp=Fermat (n)
## comega-se por tomar a = (maior inteiro contido em raiz
## quadrada de n) + 1
a=floor(sqrt(n))+1;
## se a é um quadrado entdo a resposta é [a,a]
if (issqr(m))
resp=[a,al;
else # sendo
do
b=a”2-n;
## se b=raiz quadrada(a”“2-n) é um inteiro entdo a resposta
## é [a,b]
if (issqr (b))
resp=[a,sqrt(b)];
endif
## sendo incrementa-se a de uma unidade e recomega-se
a=a+l;
until (issqr (b)) # até que b seja um inteiro
endif
endfunction

2.3.4 Estudo comparativo dos varios métodos

Sera que ja temos as ferramentas necessarias para quebrar a cifra RSA? Teoricamente a resposta é positiva,
existem métodos construtivos de factorizagdo de niimeros primos que podem ser usados para obter o que se
pretende. A questdo € entdo de indole pratica, isto é, sera que ja temos as ferramentas computacionais
necessarias para quebrar, em tempotil, a cifraRSA?

Estando o estudo tedrico da complexidade dos algoritmos apresentados fora do ambito do presente texto,
vamos somente apresentar os resultados de um estudo comparativo dos varios métodos baseado num conjunto
detestes de execugio.

Todos os valores respeitam a testes efectuados sob as mesmas condigbes computacionais: sistema
GNU/Linux 2.6.8; Intel Pentium 4 a 3,0GHz; 2GiB RAM; Octave 2.1.69. Os tempos referem-se ao tempo gasto
pelo processador tal como nos é dado pelo sistema operativo.
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n Factores Divisoes| Divisoesl [ Euclides Fermat |

1457 47] 31[  0,009s 0,002s 0,015s 0,001s]

13199 197 67| 0,023s] 0,005s 0,030s 0,002s|

281161 3559 79[ 0,077s| 0,006s 0,092s] 0,218s]

701123 3559 197 0,129s] 0,016s 0,169s 0,179s|

23420707 41017 571]  0,699s] 0,047s 0,839s 2,728s|
488754769 110503 4423 3,343g| 0,361s 4,477s 6,093s|
2027651281 46061 41017] 8,705s 3,611s| 19,575s 0,004s
103955963689 47188363 2203| 49,050s 0,179s|  51,891s 3926,6s
128228613281 | 58206361 2203| 55,016s 0,180s| 58,180s 17175,0s
210528952589 95564663 2203| 72,176s 0,182s| 75,888s 7953,8s
2746662891777043 | 47188363| 58206361 3861,6s — 50,333s
4509540007616669 | 47188363| 95564663 3857,9s — 712,73s

Olhando para o quadro apresentado podemos concluir que, dada uma escolha apropriada dos factores primos,
acifraRSA estd segura. Vejamos mais em pormenor:
¢ os métodos Divisdes e Euclides ndo s6 véem os seus tempos de execugdo subir de forma significativa com
o crescimento da grandeza relativa dos factores primos, como deixam de ser capazes de resolver o
problema a partir de valores relativamente baixos de n=pxq. A necessidade de gerar os niimeros primos
até |\/n | e no caso do método de Euclides, a multiplicagdo de niimeros de grande dimens3o, estdo na
origem destas limitagdes.
¢ otempo gasto pelo método Divisdes1 esta directamente relacionado com o valor do primeiro factor primo;
para valores elevados deste é um método pouco eficiente.
® 0 método de Fermat vé os seus tempos de execugdo crescerem de modo muito significativo com o
crescimento da dimenséo dos factores primos. E importante notar no entanto que ha excepgdes a esse
comportamento genérico, olhando com atengdo verifica-se que, quando os factores primos estdo
proximos entre si, ométodo de Fermat é muito eficiente.
Concluimos entdo que para assegurar a seguranca da cifra RSA os factores primos tém de ser distantes um do
outroe on tem de ter uma dimensdo acima dos 20 digitos.
Na verdade a dimenséo de n tem de ser bastante mais elevada. Devido a algoritmos mais eficientes do que
os aqui apresentados, a cifra RSA utilizando valores de 7 com 129, 155, e mesmo 576 digitos ja foi quebrada. A
cifra RSA actualmente usa valores de n com 1024 ou mais digitos [4, 6].

3. A quebradacifraRSA

Num anterior artigo da Gazeta de Matemitica colocdmos ao leitor um pequeno desafio [4]. Serd que j&
estamos em condigdes de o resolver?

Otextocifradoé:

359394 185904 0 231105 382481 474195 382481 10935 75745 382481 185904 0 201637
382481 302441 522545 270765 382481 185904 0 185904 382481 265174 79985 0 365807
292080 66056 261188 75745 382481 371293 60839 185904 185904 265174 185904 0
90175 75745 75745 382481 185904 270765 522545 10935 66056 474195,

sabe-se que foi usado o método RSA, com uma cifracio letra a letra (caracteres ASCII entre ' "e ~  que
correspondem a,''=0,'1'-1,...), e que a chave publica usada foi (5,561971).

Qual serd entdo o texto original?

Temos agora as ferramentas necessarias para fazer a criptoanalise deste texto. Na verdade, a dimenséo de
n=pxg=561971 indica-nos que qualquer um dos métodos aqui apresentados serd capaz de obter os factores
primos. Assim é:

octave:1> Fermat (561971)
tempoCPU = 0.001s
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ans = 750 23

octave:2> Divisoes (561971)
tempoCPU = 0.060s
ans = 727

octave:3> Euclides (561971)
tempoCPU = 0.217s
ans = 727

Os dois factores primos sdo entdo 727 e 773. Dada a sua proximidade, o algoritmo de Fermat foi o mais
eficaz, ndo necessitando mais do que 0,001s para obter a factorizag&o.

Utilizando os algoritmos do método RSA temos como chave publica (5,561971) e como chave privada
(224189,561971). Posto isto podemos obter o texto original por aplicagdo directa do métodoRSA.

As Palavras Magicas sao: Quebra-Ossos Irascivel

Esta frase € a tradugido para o Portugués (descontando a falta de acentos) da frase “The magic words are
squeamish ossifrage”, a qual constituia o desafio original dos autores do sistema RSA. A cifra original, de chave
publica (9007,1), em que n é um dado nimero inteiro com 129 digitos, foi quebrada utilizando o método do
Crivo Quadrdtico, método esse que foiinventado tendoja como objectivo a criptoandlise do sistema RSA[1, 6].

4. Conclusoes

Ahistéria da criptografia e da criptoanalise é entdo uma histéria de passos sucessivos, uma auténtica guerra
travada no interior de gabinetes. Desde os métodos simples (mecanicos) da época pré-computadores aos
métodos mais complexos que exploram a capacidade dos computadores para “baralhar” a informacao, até aos
métodos que exploram os limites tedricos dos computadores, com a utilizagdo dos problemas computacionais
dificeis, estamos perante um processo constante em que a um dado avango na criptografia se segue um avango
na criptoandlise e vice-versa. Talvez um préximo passo seja dado nas fronteiras da matéria explorando a
criptografia quéantica, com a certeza de que a criptoanalise quantica se seguird de imediato a esse passo, num
processo infindavel, até ao momento que deixe de haver necessidade de comunicar de forma secreta [6].
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RON AHARONI

Um livra para adultos sabre a matematica das criangas
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matemadtica elementar,
diz, “ndo é complexa, mas
é profunda”. Os conceitos
associados as operagdes
elementares estdo longe de
ser ligeiros. Como costuma
dizer um outro especialista
nestas matérias, “Soma,
subtracgdo, multiplicagdo
e divisdo tém muito
assunto!” O recurso a
estratégias diversificadas
(esquemas, estdrias,
desenhos, etc.) é
enfaticamente defendido
por Aharoni. As operagdes
tém diversos significados e
estes devem ser
gradiva explorados eensinados.
Se bem que a
matematica elementar seja
muito respeitavel, é legitimo supor que a formacio
apropriada de professores seja capaz de colocar no
terreno profissionais competentes e sabedores.
Acontece que, tanto em Israel como em Portugal, essa
estd longe de ser arealidade. Tanto 14 como c3, o que se
ensina aos futuros professores nio responde as suas
necessidades. Porqué?

Na opinido de Ron Aharoni, os professores
universitarios ensinam o que sabem e ndo o que
deviam ensinar. Por comodismo ou deficiéncia na
percepgao das necessidades dos futuros docentes, a
universidade elabora curriculos que impressionam
pela qualidade cientifica, mas sdo muitas vezes
virtuais e apoucam quem os deve vencer para obter a
licenga de magistério.

A pratica instituida no ensino superior fomenta a
bulimia académica que todos conhecemos, em que os
alunos deglutem apressadamente contetidos que
regurgitam prontamente apds a passagem nas
disciplinas. As matérias sdo muitas vezes irrelevantes
para o seu desempenho futuro, pelo que para obter o
”canudo” sdo congeminadas técnicas espurias, tacita
ou explicitamente aceites pelas institui¢cSes. Para usar
aterminologia gilista: ndoha inscrigio.

Ouve-se muito a expressdo “nio baixar o nivel”
entre os professores universitdrios. A intengio é
louvével, mas o que usualmente acontece é que se
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afere esse “nivel” nos proprios docentes e nio na
aprendizagem dos alunos. Os cursos ficam bem no
papel, mas estio desgracadamente divorciados da
realidade. Espanta até que ndo seja motivo de reflexdo
o facto, consensual, de os alunos chegarem ao ensino
superior mal preparados, €, no entanto, ter sido esse
mesmo ensino superior que formou muitos dos que os
prepararam...

Claro que hé outros problemas no ensino, como os
baixos saldrios dos professores, que nio ajudam a
atrair e fixar os mais competentes.

Elon Lages Lima, numa obra da mesma chancela,
escrevia: “O bom professor é aquele que vibra com a
matéria que ensina, conhece muito bem o assunto e
tem o desejo auténtico de transmitir esse
conhecimento.” Ora nem sempre o professor conhece
bem a matéria que ministra, mesmo quando esta tem
o nome de Matemdtica Elementar. E que, como
Aharoni insiste, hA muito a aprender nesta drea.
Embora nio se trate de matematica sofisticada, ndo a
devemos subalternizar, porque, para além de ser
fundacional, tem muita substancia. Como pode entdo
o professor vibrar com a matéria que ensina? Nao
pode, muitas vezes porque nio a domina e também
porque no seu percurso académico encontrou mais
razdes para se sentir deslocado do que entusiasmado.
Resta a vontade de partilhar o conhecimento, que estd
muitas vezes presente e permite, por voluntarismo,
um desempenho mais digno do que aquele paraque o
professor foi preparado.

Termino com um apelo partilhado com Ron
Aharoni: ensinem-se aos futuros professores, e bem,
as matérias que eles vao ensinar!
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Inquérito

O Magalhaes

A vida dos professores tem sido muito agitada e a
causa (avaliagdo e respectivo modelo) dessa agitagio
ja foi objecto do Inquérito. Assim, a pergunta de hoje
versa um tema que ja foi quente e neste momento
esfriou um pouco, o que permite que o abordemos
com uma atitude mais tranquila. Trata-se do
computador Magalhdes e da sua importincia na
escola. A importdncia e o peso que os recursos
tecnolégicos devem ter no ensino e no estudo sio
questdes muito controversas. No entanto, "...nenhum
destes recursos dispensa o professor”, afirma Helena
Damido (http://dererummundi.blogspot.com). Ha
quem pense que o estudo é sobretudo meditagdo, seja
o estudo da matematica seja o estudo da poesia, ndo
exigindo por isso grandes instrumentos. E ha quem,
pelo contrario, pense que um computador ou um
quadro interactivo sdo decisivos. Obviamente isso
tem a ver com a defini¢do de escola. O que é e que
objectivos tem? As criangas frequentam-na para
adquirir conhecimentos ou para adquirir
competéncias? E adquirem conhecimentos ou
competéncias para qué? Para ganharem dinheiro ou
para outras coisas? Para serem empreendedores ou
empregados muito certinhos? Ou para nada? Devera
a escola ser um depésito de criangas (onde estdo em
seguranca enquanto os pais trabalham)? Que devem
fazer enquanto la permanecem? Devem distrair-se e
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desfrutar... de qué? Devem aprender a brincar ou
aprender brincando? Ou devem aprender a aprender
para mais tarde (fora da escola?) aprenderem? Sdo
perguntas que poderiam gerar, e tém gerado, estudos
profundos e longas discussdes filoséficas. Mas néo é
esse, nem podia ser, o objectivo do Inquérito. Por isto
solicitdmos, como € habito, respostas muito curtas (na
esperanca de que gerem meditages longas) as nossas
perguntas de hoje:

O que pensa sobre a utilidade do Magalhdes
paraaescola?

Jaoutilizou?



http://dererammundi.blogspot.com

Caderno_3

Diana Rodelo, Faro, mie de um aluno do ensino
basico.

O meu filho frequenta o terceiro ano do 1.2 ciclo e
tem um Magalhdes. A escola dele foi uma das
primeiras a entregar um Magalhées a cada aluno que
o tivesse solicitado, logo no inicio do primeiro
periodo. Isto até prometia...

Durante o primeiro periodo, o meu filho utilizou o
Magalhdes poucas vezes. Em casa ele recorre
preferencialmente aos livros, quando os tem, para
fazer os trabalhos que requerem algum tipo de
pesquisa extra. Com 8 anos é complicado filtrar toda a
informagdo que lhe estd acessivel sem a ajuda dos
pais. Na escola, o Magalhdes era utilizado uma vez
por semana nas horas de apoio ao estudo.
Ultimamente a professora foi dispensada de dar este
apoio por estar a fazer uma formagéo, pelo que o
Magalhdes nao esta a ser usado.

Na minha opinido, a utilizagdo de um
computador, concebido especificamente para
criangas, como ferramenta de apoio ao ensino pode
ser bastante benéfica. E claro que o computador nio
substitui o papel e o ldpis. Para aprender é precisoler e
escrever muito. E preciso sublinhar informacdes
importantes, anotar observagdes, efectuar calculos
auxiliares, desenhar esquemas, etc. E preciso errar,
apagar e voltar a ler e a escrever. Em papel. Com lapis.
Depois desta batalha com o papel e o ldpis, o
computador podera ajudar na melhor apreensao de
alguns conceitos. Do pouco que conhego, 0 Magalhdes
tem uma enciclopédia, um processador de texto,
acesso a Internet e jogos didacticos. Com estas
funcionalidades, o computador permitird aprofundar
alguns temas abordados nas aulas, transcrever e
organizar informag¢des pesquisadas, escrever
trabalhos em computador, desenvolver capacidades
de célculo, etc. Certamente haveria muitas outras
aplicagdes. No entanto, parece-me que os professores
ndo dispdem de muito tempo para adaptar o plano
das aulas de modo a explorar bem as potencialidades
do Magalhdes durante este ano lectivo. Talvez no
préximo
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Filipe Sarmento, Coordenador de TIC do
Agrupamento Vertical de Escolas de Vila Pouca de
Aguiar Sul

No ambito do Plano Tecnolégico surge o
Magalhdes, um computador portatil com
caracteristicas particulares.

® Equipado com um processador Intel Celeron M
900 MHz, 1Gb de memodria RAM, 30Gb de disco
rigido, ecrd de 9 polegadas, Wi Fi: 802.11 b/g para
ligagdes sem fios, 1 porta RJ-45 para ligagbes a rede
com fios, webcam, colunas de som, microfone
incorporado, 2 portas USB, leitor e gravador de
cartdes de memdria SD (Secure Digital), bateria de 3
células, resistente ao choque e a 4gua e com um peso
de 1,4 kg, este computador surge especialmente
dirigido aos alunos do 1.° ciclo.

¢ No Magalhies encontramos software especifico
para criangas, que permite uma utilizagdo controlada
edinamizadora de aprendizagens.

¢ No ambiente de trabalho podemos encontrar o
“Magic Desktop”, ambiente especialmente concebido
para criangas, ladico e atractivo.

¢ O seu software permite que os alunos aprendam
conteudos leccionados no 1.° ciclo e os ponham em
pratica com jogos lidicos, tendo logo o respectivo
feedback, e em fungdo do grau de aprendizagem
atingido o aluno obtém minutos de navegacdo na
Internet como recompensa.

e Também o software de controlo parental
instalado no Magalhdes permite definir horas de
utilizacao da Internet fora da escola.

* O software Mythware permite ao professor
interagir com todos os Magalhaes existentes na sala de
aula, podendo, inclusive, a partir do seu computador,
ver o ambiente de trabalho de cada um dos Magalhaes
e limitar ou impedir a sua utilizagdo. Desta forma a
gestaio da aula, em termos de utilizagdo do
computador, é facilitada.

* Todos os recursos sdo poucos quando o objectivo
é promover aprendizagens nos homens e mulheres de
amanha. Inevitavelmente, o Magalhaes é um recurso
com enormes potencialidades. O desafio sera
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estarmos a altura da sua utilizagdo, pois, como
professor, estou convicto de que todos sairemos a
ganhar com a sua utilizagéo.

Maria da Graca Martins, professora de
Matematica do ensino secundario (ESEN Viseu)

Tenho de comecar por dizer o que penso da
«distribuigdo» do Magalhdes aos meninos do 1.° ciclo:
um embuste e uma grande bandeira de propaganda.

O facto de cada aluno ter em casa um Magalhaes
nao me parece ser uma medida prioritaria, que
contribua para melhorar o ensino e a aprendizagem
neste ciclo.

Estamos a falar de meninos comidades entreos5e
os 10 anos, que depois das aulas ndo precisam de
consultar a Internet para a pesquisa ou a elaboragado
de trabalhos. E, se no 4.° ano isso acontecer, esse
trabalho tera de (devera?) ser feito na escola, na
presenga e com a ajuda do professor.

Os meninos com esta idade, depois das aulas,
devem brincar e fazer jogos colectivos, e ndo ficar no
quarto a «jogar» com o computador. Isto ndo significa
que na escola do 1.° ciclo ndo deva haver
computadores com software interessante para,
orientados e ajudados por professores bem
preparados, quer na area das TIC quer e
especialmente na area de Matemadtica, os alunos
trabalharem.

Hé programas de geometria para desenhar figuras
geométricas planas (€ uma boa maneira de entender
as propriedades que caracterizam um quadrado ou
um losango...); ha software apropriado para fazer
transformagdes de figuras geométricas ou
composigdes a partir de um padrdo dado; ha sitios
educativos na Internet. Isto pode ser (é?) um trabalho
importante e interessante, mas s6 com o professorena
sala deaula.
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Relativamente a aquisicdo por parte de cada
menino de um Magalh3es, s6 poderei afirmar que é
verdade que colocara (quando estiverem
disponiveis...) o computador e a Internet ao alcance
de TODOS, mas estou convencida que tal medida nao
tera, de per si, grande utilidade para oensino.

Para finalizar: nunca utilizei o Magalhaes.

David Manuel Antunes da Graga, Escola
Secundaria com 3.° ciclo Padre Anténio Martins de
Oliveira, Lagoa

Simone Lopes Azevedo, Escola Secundaria

Poeta Anténio Aleixo, Portimio

Pensamos que ndo ha nada que néo tenha aspectos
positivos e negativos. E o que acontece com o
Magalhdes, ou qualquer outro computador portatil
utilizado por criangas.

Assim, parece-nos que as novas tecnologias
podem ser benéficas no desenvolvimento das
criangas. Poderdo ser uma grande ajuda no que diz
respeito a ortografia, ao desenvolvimento do
raciocinio 16gico e a autonomia da crianga, e ainda em
fungdes mais especificas para as quais deverdo ser
usados programas desconhecidos da maior parte da
populacdo. Mas todo o manuseamento deveria ser
supervisionado por um adulto com objectivos
determinados. E neste aspecto que a autonomia
podera ser um inconveniente, pois muitos pais ndo
tém o cuidado de acompanhar os filhos no uso do
computador e outros nio terdao os conhecimentos
especificos para esse acompanhamento, o que leva as
criangas a usarem o Magalhaes para brincar e ndo para
aprender.

Apenas devemos acrescentar que isto é uma
opinido, até porque nao temos o Magalhdes nem o
utilizdmos, e ndo conhecemos portanto as suas
potencialidades.
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Aventuras Numeéricas no Calculo do e

As calculadoras e os computadores vém oficialmente afirmando-se como
instrumentos didacticos indispensaveis a concretizagdo de objectivos
fundamentais de aprendizagem da Matematica, mas como devemos reagir
quando os resultados numéricos contrariam a teoria matematica?

~ e - 1Y
A'exploracao numérica” do limite da sucessao (1 + —] podelevar aresultados
n

indesejados; por exemplo, a maquina de calcular (ou computador) pode
facilmente fazer crer que a sucessao nao é mondétona. Saiba porqué...

Quando os professores de Matematica sdo confrontados com as ciclicas mudangas ou ajustamentos dos
programas curriculares tém inevitavelmente de ultrapassar muitas dificuldades: técnicas, pedagégicas e
cientificas.

Ora, as questdes de natureza cientifica, embora intrinsecamente subjacentes a qualquer reforma dos
programas escolares, revestem-se ainda de uma importancia inquestionavel enquanto componentes essenciais
do conhecimento do professor, mas nem sempre tém merecido uma reflex@o especifica e contextualizada nos
diversos aspectos das directivas programaticas oficiais.

Num estudo de natureza mais alargada, partimos de um tema chave do programa de Matematica do Ensino
Secundario em Portugal: o conceito de limite. Neste artigo reflectimos sobre a defini¢do do niimero e¢ como

limite da sucessdo de termo geral e exploramos as dificuldades cientificas que se colocam a um
n

professor de Matematica quando confrontado com a preparagio deste topico com recurso as calculadoras
graficas. Preocupamo-nos com a compreensao dos factos, com o “porqué?” dos casos; exploramos as razoes dos
acontecimentos; questionamos as acgbes; aprofundamos as andlises dos fendmenos e comparamos o
conhecimento adquirido desta forma com aquele que temos ao nosso dispor em manuais escolares ou em
manuais de utilizagao das calculadoras graficas tradicionalmente utilizadas nas escolas.

Percebemos finalmente que a manipulagdo cega das calculadoras bem como a énfase prioritaria em
dificuldades de natureza pedagogica podem, porventura inconscientemente, fazer com que os professores
deixem para um segundo plano da sua formacao as questdes de natureza cientifica que afinal, hoje como
sempre, s30 o requisito central do ensino da Matematica.
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1.Introducio

O programa actual do Ensino Secundéario prevé a utilizagdo obrigatéria de calculadoras graficas nao s6
como instrumentos de calculo mas também como um meio incentivador do espirito de pesquisa dos alunos.

Porém, como é sabido, apenas uma quantidade finita de niimeros é exactamente representdvel na maquina
(ou computador); os erros de arredondamento cometidos na representacido de nimeros e a forma como estes
erros se propagam, dependendo dos calculos efectuados, ndo raramente fazem com que os resultados
produzidos estejam bem longe dos valores esperados.
Um caso que tem merecido particular atencdo é a sucessdo de termo geral

u_=|1+; 1

No 11.° ano, o nimero e € definido como o limite desta sucessdo. Embora o estudo da convergéncia desta
sucessdo ultrapasse o ambito do actual programa, os conceitos de sucessao mondétona e de sucessdo limitada,
que fazem parte do programa, podem ser usados, como é sugerido em [6], p. 48, para se intuir o teorema das
sucessoes monotonas.

E sabido que existe N (que depende das especificidades do sistema de representagdo da maquina utilizada)

= 1 . ~
tal que paratodoon >N, arepresentagdo dabase1+— serd1e, poresta razao, os correspondentes valoresdeu,,
n
dadospor(1) serdoiguaisal.

Em [6], p. 52, apresentam-se os valores de ,, obtidos na calculadora TI-83 com n= 10k para diferentes valores
de k; com n = 10° e n =10" obtém-se os valores 2,760577856 e 1, respectivamente. Como se explicam estes

resultados “estranhos”? De acordo com [6], p. 52, “Quando n é muito grande, o valor de 1+ 1 deixa de ser
n

rigorosamente representado pelos 14 digitos que a TI-83 usa para representar os niimeros. Se n for maior que 10 a

o » 1
mdquina passamesmo aobter um valor numéricode 1+ — comosendo1”.
n

. - ‘ = k .
Claramente, esta afirmacéo estd a pressupor que os valores de n sdo todos da forma 10". Como o sistema de
representagido da TI-83, bem como o da maioria das calculadoras, é decimal (de base 10), até um certo limite os
k - . A .
valores de 1+1/10sao de facto representados sem erro. Mas hé que ter consciéncia de que podem ser obtidos

. s s k
resultados “estranhos” para valores de n muito menores, que nio sao da forma 10'; por exemplo, na mesma TI-
-83 obtém-se

= 2,718281828 @
o =11+— | = 2717924089 ®)
=l = 2716281828, )

Os valores de u40 e u;411 concordam com o valor do niimero e nos 10 algarismos que aparecem no visor da
, . 1 35 A . . . ~
mAaquina masparan=2" apenas os trés primeiros algarismos estdo correctos. Ora, tendo em conta que
10 <2%* <107,
'Na verdade, o valor calculado para n=1u tem 11 algarismos correctos que ndo é possivel visualizar imediatamente uma vez
que os resultados sdo apresentados no visor da TI-83 com 10 algarismos, embora, como ja se disse, esta calculadora use 14

digitos para representar internamente os niimeros; se  representagdo do valor calculado para (1+1/10*) subtrairmos 2 (o
primeiro algarismo correcto), obtemos 0,7182818284, conseguindo mais um algarismo correcto na representagio do "e".
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seria de esperar que o valor calculado de u,» fosse pior do que o valor de u,;0 . Tal ndo acontece porque

1+1/2 "ndo é representado exactamente na calculadora, ao contrario do que acontece com 1+1/10" e 1+1/10"". Em
suma, o problemanaoé, defacto, 235 ser “grande demais”.

Antes de analisar com mais detalhe os erros envolvidos no calculo dos termos da sucessdo (1), o que
levaremos a cabo nas secgdes seguintes, fazemos notar que, no &mbito das actividades propostas aos alunos nos
manuais escolares’, tem o professor de estar preparado para a eventualidade de os alunos, fazendo uso da
liberdade de experimentar com a calculadora, usarem valores de n que nédo séo poténcias da base 10 e assim
obterem resultados numéricos que contradizem a teoria.

2. Célculo dos termos da sucessdo (1+1/n) no Matlab

Na chamada notagéo de virgula flutuante, um niimero real é representado na forma x=+m x b", em que m é
um numero real ndo negativo, designado por mantissa, b > 2 é um inteiro positivo (a base do sistema de
representagéo) e o expoente E é um inteiro. Esta notagdo permite a representagdo de niimeros de ordens de
grandeza muito diferentes. Por exemplo, x =0,0000000314 e y = 314000, podem ser representados exactamente,
no sistema decimal (b =10) de virgula flutuante, com apenas trés digitos na mantissa, na forma x=3,14 x 10°ey=
3,14 x 10°. Observe-se que numa representagio sem expoente a virgula estaria entio fixa (néo seria flutuante) e
seria necessario dispor de mantissas com 6 digitos para a parte inteira e oito digitos para a parte fraccionaria, isto
é, um total de 14 digitos, que podem nio estar disponiveis, dependendo da capacidade do sistema
implementado no computador ou na maquina de calcular. A norma IEEE754° é o padrdo para a aritmética
binéria (b =2) de virgula flutuante (embora existam alguns processadores que néo a implementam). No formato
duplo danormaIEEE754, um nimero x normalizado é representado naforma

x=+(bb,..bs,),x 2", (5)
onde b,=00ub,=1, paracadai=1,.., 52, e o expoente inteiro E varia entre os limites E_; =-1022eE_, =1023.0
maior niimero que se pode representar neste sistema é
realmax = (1,11...1)Z x 213 (6)

A parte ndo inteira da mantissa ocupa 52 bits e é deste nimero que depende essencialmente a precisdo da
aritmética. Ontimero 1 é obviamente representavel neste sistema comv,=0 paracada i=1,..,,52,isto é,

1=+1,0...0), x 2’
eonumero que lhesucede é (difere apenas no ultimobit)
1=+1,0..01),x 2°,
isto ¢, trata-se dontimero
1+2%
Sexé umnumero tal que

1<x<1+2%

*Ver, por exemplo, [2], p. 271,e[3], p.55.
*Parauma excelente introdugdo veja-se[5].

Caderno_
quarta-feira, 6 de Maio de 2009 1:5 :



[Avenituras Numer!

Caderno_3

terd de ser arredondado, isto é, a sua representagdosera x=Iloux=1+ 27 . se o modo de arredondamento for
“para o mais proximo”, tem-se

|x- 2<2®.

No caso particular de ser x =1+ 2™ (est4 tio proximo de 1 quanto de x =1 +2™), a “regra de desempate”
determina que se escolha a representacio que tem o tiltimo bit da mantissa igual a zero ([5], p. 27) e portanto
x=1.Porestarazdao, noMatlab [4], queimplementa anormaIEEE754, tem-se

-
1+ 2—53) =1.
53 7 ~ o~ : oy
Se n > 2%, o valor de x = 1 + 1/n tera a representacdo ¥ =1 (continuamos a admitir que estamos a usar o
. o z .52 r
arredondamento “para o mais préximo”) eobtém-se u,=1. Comn="", oresultado é

U= .+%J = 2,718281828459045

que coincide com o niimero e nos 16 algarismos representados. Para efeitos de comparagio com o valor obtido
antes na TI-83, observe-se que paran= 2®tem-se, no Matlab,

1+ 2;35J = 2,718281828419489
com 11 algarismos correctos.

Neste sistema bindrio, ao contrario do que sucede com as calculadoras, os termos u, com n = 10° ndo
conseguem aproximar-se muito do niimero e. Na tabela seguinte registam-se os valores calculados e os erros
respectivos para os termos u,¢, comkinteiro desde 1 até 16.

k Uyt € - Uyt

1 | 2,593742460100002 | 1,25x 10"
2 | 2,704813829421529 | 1,35x 10°
3 | 2,716923932235594 | 1,36 x 10°
4 | 2,718145926824926 | 1,36 x 10
5 | 2,718268237192298 | 1,36 x 10°
6 | 2,718280469095753 | 1,36 x 10°
7 | 2,718281694132082 | 1,34 x10”
8 | 2,718281798347358 | 3,01x 10°
9 | 2,718282052011560 | -2,24 x 107
10 | 2,718282053234788 | -2,25 x 10”7
11 | 2,718282053357110 | -2,25 x 107
12 | 2,718523496037238 | -2,42 x 10
13 | 2,716110034086901 | 2,17x10°
14 | 2,716110034087023 | 2,17 x 10°
15 | 3,035035206549262 | -3,17 x 10™
16 | 1,000000000000000 | 1,72 x 10°

40
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Como se pode apreciar, com nimeros da forma 10" ndo € possivel obter a precisdo que se consegue com
. k = - - . ~
numeros da forma 2" . Aisto acresce o facto de o erro e-u,y variar de sinal, quer dizer, a sucessao dos valores

¢ calculados ndo se comporta de facto como uma sucessao mondtona.

3. Analise dos erros

A caracteristica essencial da aritmética de virgula flutuante é permitir representar qualquer niimero x com o
mesmo numero de algarismos significativos correctos, independentemente da grandeza de x. De facto, se xéo
valorexactoe x € a correspondente aproximagao dada por (5), para o errorelativo, definido por

e 7
tem-se (ver, porexemplo, [5], p. 29)
le.l<27%, ®

seja qual for o modo de arredondamento utilizado. No caso do arredondamento para o mais préximo, o limite
anterior pode ser dividido por 2, isto €, tem-se

le,|< 2%, 9)
Comx=1+ 1 tem-se u, =x e il,=x} escrevendo (7) na forma x=x(l+¢.), para o erro relativo no valor
calculado deu,, obtemos

g, =" % (t+s,)-1 (10)

Usando a férmula do binémio de Newton, temos

(11)

logo

8"' _ mx+ Zk=z n(n' 1)..};(!71' k +1) (12)

Se |r,| for bastante menor que a unidade, podemos em (12) desprezar as parcelas que envolvem as poténcias
€2,¢, ,.., £ eescrever

(13)
oque mostraque, ainda que seja
(14)

oerrorelativo em #, pode ser grande; com efeito, como a sucessao (1) converge muito lentamente, é necessario
usar valores de n muito grandes para obter boas aproximagoes do niumero de Neper e e, amenos que 1+1/n se
represente exactamente, o valor de (1 +1/n)” sera calculado com um elevado erro relativo. Isto explica os erros
apresentados na tabela anterior, para r = 10" as aproximages melhoram & medida que k cresce desde 1 até 8 e 0

Caderno_
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numero de algarismos correctos é aproximadamente igual ak; a partir de k=9 o niimero de algarismos correctos
diminui porque os erros de arredondamento dominam a aproximagéo produzida. De facto, pode apreciar-se
que os erros de arredondamento afectam aproximadamente os tltimos k algarismos decimais apresentados e
assim, por exemplo, u,42 exibe apenas quatro algarismos correctos de um total de 16 representados.

4. Influénciado modo de arredondamento

Cumprindo a norma IEEE, o Matlab prevé a possibilidade de se usarem quatro modos distintos de
arredondamento, em alternativa, a escolha do utilizador; o sistema implementa o modo de arredondamento
para o mais préximo, mas pode ser instruido no sentido de usar algum dos outros modos de arredondamento
previstos, um dos quais é o arredondamento “para a direita”, isto €, no sentido de -+oo.

E interessante observar o efeito que tal arredondamento produz no caso do calculo dos termos (1 + 1/n)",
tendo em conta que, de acordo com (8) e (9), os majorantes dos erros ndo sdo muito diferentes. Na tabela seguinte
registam-se os valores obtidos e 0s errosrespectivos.

k Ugot €- Uyt

1 | 2,593742460100002 | 1,25x 10
2 | 2,704813829421529 | 1,35 x 10>
3 | 2,716923932236196 | 1,36 x 10°
4 | 2,718145926830961 | 1,36 x 10
5 | 2,718268237192298 | 1,36 x 10°
6 | 2,718280469699332 | 1,36 x 10°
7 | 2,718281694132082 | 1,34 x 10”7
8 | 2,718281858705339 | -3,02 x 10°®
9 | 2,718282052011560 | -2,24 x 107
10 | 2,718282053234788 | -2,25 x 107
11 | 2,718282053357110 | -2,25 x 10”7
12 | 2,718523496037238 | -2,42 x 10
13 | 2,722147710568192 | -3,87 x 10°
14 | 2,777094348318434 | -5,89 x 10*
15 | 3,035035206549262 | -3,17x 10"
16 | 9,211438704993531 | -6,49 x 10°

Observe-se, por comparagao dos valores aqui apresentados com os da tabela dada anteriormente, que as
aproximagOes obtidas nos dois modos de arredondamento néo diferem muito para os valores menores de k mas
afastam-se dramaticamente quando k cresce. Com efeito, como se explica a seguir, o comportamento das
sucessoes dos termos calculados depende do modo de arredondamento usado.
No caso do arredondamento para o mais préximo, tem-se, como j4 se fez notar, #, = 1 para n > 2>. Isto
acontece porque, paran > 2%,
1-
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eo errorelativo €, tende para 1 1, quando n cresce. No caso do modo de arredondamento “para a direita”,
e

x=1+1/nserdrepresentado por x=1+2"%,paran > 2 ; entdo, tem-se
2- 52 1
€. = n (18)

1+
n

Neste caso, €, néo tende para zero mas tende para 2™ quando n cresce e€, tende para+cocomo se pode concluir
de

s 1
~-52 5\
_1=(1’+2 ?_1
1 L1

g, =(l+g,) -1=[1+

Por exemplo, com n=2" obtemos, no Matlab,
u,e=2,284413586539627x10°

eparan=2"daInf*, por ser ovalor calculado maior do que realmax dado em (6).

5.Condicionamento de (1+x/n)" ex".

O problema da propagacio dos erros no cilculo dos termos (1 + 1/n)" estd na férmula de célculo e ndo na
fungdo propriamente dita. Para esclarecer cabalmente este aspecto, vamos usar o importante conceito de
numero de condigdo relativo de uma fungéo (de varidvel real) num ponto.

Se fé uma fungéo que admite derivadas continuas de 1." e 2.” ordem, entéo a férmula de Taylor com resto de
2.’ ordem escreve-se, com &, um pontoentrexex,

£ @)= £ @) G- )y e TG, 19)

Assumindo que podemos desprezar o termo de 2." ordem (o que ser4 licito se o erro |x- ¥| for suficientemente
pequeno), temos

f@)=f @)+ (x- 1) f'(), (20)
daquiresulta

F- (5% _F)
@ " x T en

ouseja
€y ® & k; (x), 2)

onde € é o errorelativo na variavel independente,

“Esta é uma das chamadas “excepgdes” da aritmética IEEE. O sistema usa uma representacio especial Inf para qualquer
ntimero maior do que realmax (ver [5], p. 22).
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_F@)- ()
©7 £ )

éo correspondente errorelativona varidvel dependente e

(23)

')
= (24)
f&)
¢ 0 chamado niimero de condigo relativo da fungéo fno ponto x. Se |k, (*)|~ 1 entdo o nimero de algarismos
significativos em f{x) serd o mesmo que em x, mas se |k, (x =10 , por exemplo, entdo f(x) terd menos trés
algarismos correctos do quex.
Sendo, para cada n inteiro positivo, a fungao definida por

(25)
tem-se

1+ (26)

0 que mostra que para 7 suficientemente grande comparado com |x|é k + (x) =~ x e, portanto, a fungdo sera bem
condicionada para valores de| x| pequenos. Para cada, f,(1) é o valor do termo %, e, como acabamos de explicar,
afungdof, ébem condicionadanopontox=1.

Como explicar os erros no calculo de %, a luz do condicionamento de fung6es? Para a fungao

f(®)=x. 27)
é,paratodoox,
K, (x)=n (28)
etem-se, de acordo com (22),
HON el @)

0 que mostra que um pequeno erro relativo £, causa um elevado erro relativo em x . Isto € afinal o que ja tinha

sido observado antescom x=1+ 1 eformalizadoem (13).
n

6. Uma férmula estével para calcular (1+1/n)"
Consideremos a fungao definida por

g(x)=exp(nlog(x)), (30)

44 E—
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ondelog representa o logaritmonatural. Tem-se, para x>0,

g(x)= f(x)=x"

k, (x)=k; (x)=n. (31)

Portanto, se n for grande, um pequeno erro relativo em x causara um elevado erro relativo em g(x). O niimero de
condigdo da fungdo exponencial é

. ke (%)= x .
e para valores x=1+— afungdo é bem condicionada; quer dizer, o valorde & (1*' :} sera calculado com tantos

algarismos correctos quantos os algarismos correctos que se encontrarem para nlog| 1+— |. Para valores
préximos de 1, log (x) é mal condicionada, comoresultade

1
o) %1og (3) o (2) .
O conhecido desenvolvimento em série de poténcias de 6
a2 3 4
log(1+6)=6 - ?+€-- —4—+... (33)

. L 1.,
1 nae serusado para produzir boas aproximagGes. Com 8 =— da
n

g|1+=I=exp ‘ “exp|l- —+_—-

+ - s
n 2n* 37 4n' 2n 3n’ 4’

Por exemplo, tem-se

liad
T 10
10]4 exp
com um erro de truncatura que é (por se tratar de uma série alternada convergente) inferior ao valor absoluto do
o @ _ e

primeiro termo que se despreza, que neste casovale — =10"%/3

No Matlab obtém-se desta maneira a aproximagéo 2,718281828459032 que tem 14 algarismos correctos
enquanto, como vimos antes, o valor calculado directamente tem apenas trés algarismos correctos.

Porque é que isto acontece? Observe-se que ontimero de condigdo do polinémio

L0 5 (34)

(35)
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logo, para |8|pequeno, k-, (0) = 1 e pequenos erros relativos no valor de@ produzirdo erros relativos igualmente
pequenos no valor calculado de T,(6).

Uma condigdo indispensavel ao sucesso deste procedimento é ter-se o valor do argumento x na forma 1 + 6,
com 6 exacto ou com pequeno erro relativo. Para ilustraristo observemos que, no Matlab, o valor calculado de

0 =(1+1o-“)-1

0=9,992007221626409 x10 *°,

com erro relativo

g, ©-7,99x10°*
Com aquele valor de 8 obtém-se

exp(T2 (0)) = 2,718281828459032
que tem apenas trés algarismos correctos.

7.Calculo de juros compostos

Muito acertadamente, no nosso entendimento, alguns manuais escolares introduzem a sucesséo de termo
geral (1 + 1/n)" num contexto de modelagio matemdtica: a capitalizagio continua dos juros. Em [3], p. 53-56, é
obtida uma aproximagéo de e com cinco algarismos correctos para n = 525600, que corresponde a juros
capitalizados minuto a minuto. Em [2], p. 270-271 e [1], p. 99-100, sdo obtidas as aproximagbes que
correspondem a capitalizagdo em cada segundo (r =31536000). Neste contexto, entende-se que em [1] o nitmero
eseja designado por “constante bancéria”.

Se um capital C, for investido a uma taxa anual de x% e a capitalizagdo de juros for feita n vezes por ano,
entdo ao cabo de um ano o valor do capital acumulado &’

Esta é a conhecida férmula dos juros compostos. Para um valor de x fixo, o valor de C,(x) tende para Cye .
Assim sendo, frequéncias muito altas para a composigdo dos juros nao alteram muito o valor de C,(x). Porém,
devidoaerros de arredondamento, os valores de C,(x) calculados podem afastar-se dramaticamente dos valores
correctos. Para uma ilustragao detalhada deste problema veja-se [5], p. 82-85. O que se disse anteriormente sobre
o calculo de aproximagdes do ntimero e aplica-se imediatamente no caso em que a taxa de juro anual é de 100%.
Se um cliente fizer um depdsito a prazo num banco e o computador do banco usar aritmética com
arredondamentos “para a direita”, entao C,(1) tenderd, como vimosna secgao 4, para +oo e o banco ird a faléncia
se permitir, no contrato com o cliente, que 7 seja muito grande

8. Aproximagdes obtidas nas calculadoras

Na secgdo 3 apresentdmos uma andlise detalhada dos erros cometidos no célculo de (1 + 1/n)" usando
aritmética binaria IEEE. Ndo estamos em condi¢des de fazer uma andlise tdo detalhada dos erros de
arredondamento cometidos nas calculadoras TI-83 e CASIO-CFX-9850 por falta de informagdo completa
relativamente a aritmética implementada.

Como ja se fez notar antes, por ser decimal o sistema de representagao nas calculadoras, obtém-se melhores
aproximagdes para (1 + 1/n)" usando valores de n que s&o poténcias de 10. O exemplo apresentado na secgdo 1
ilustra claramente este facto. Isto acontece porque 1+ 1/n=1+10"tem uma representagdo do tipo

*Para uma explicagdo mais detalhada, ver hitp://www.cut-the-knot.org/arithmetic/interest.shtml.
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(dd,..d_,)<10°, (37)

onde p denota o nimero de algarismos decimais disponiveis no sistema de representagdo da calculadora. Se
k<p, entdo ontimero 1+10*terd representagio exacta e o valor calculado de (1 +10™" terd um erro desprezavel.
Porém, se k for tal que a representagio de 1+ 10*no é exacta, entio este pequeno erro propagar-se-a de forma
"violenta” no calculode (1+10™" . Na tabela seguinte apresentam-se as aproximagdes obtidas nas calculadoras
CASIO-CFX-9850 e TI-83 para os valores u,y comk=1,...,16.

k | CASIO-CFX-9850 Ti-83
1 2,593742460
2 2,704813829 =
3 2,716923932 =
4 2,718145927 =
5 2,718268237 =
6 2,718280469 =
7 2,718281693 =
8 2,718281815 =
9 2,718281827 =
10 2,718281828 =
11 2,718281828 =
12 2,718281828 =
13 2,718281828 2,760577856
14 1 1
15 1 1
16 1 1

Com 10 algarismos, os valores obtidos nas duas maquinas coincidem exceptono caso deser n=10". Apartirdek
=14, em ambas as maquinas, a representagao dabase 1+ 10 sera 1 e, por esta razao, os correspondentes valores

deu,dadossaoiguaisal.
Apresentam-se a seguir as aproximagdes obtidas nas mesmas calculadoras para n=2" com k=10, 15, 20, 25,

30, 35,40 e 45.
n | CASIO-CFX-9850 Ti-83
2" 2,716955729  |2,716955729
2" 2,718240351 2,718240350
2% 2,718280514  |2,718280486
2 2,718281570  |2,718279746
2% 2,718274313  |2,718215939
2% 2,717924089  |2,717924089
2% 2,690051841  |2,695061956
2% 1 1

Como se pode apreciar, com 7 = 2" ndo se conseguem obter aproximagdes com mais de sete algarismos
correctos. Estes resultados ndo sdo surpreendentes ja que nenhuma das calculadoras representa exactamente a
base 1+ 1/n, sendo n uma poténcia de 2. Por outro lado, as calculadoras produzem em muitos casos resultados
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distintos porque as representagdes de 1 +1/n sao diferentes (um digito mais no caso da CASIO). Admitindo que
numa mesma sala de aula ambas as calculadoras poderao estar a ser usadas pelos alunos, o professor tera de
estar preparado para, de uma forma simples, explicar estas diferencas que seguramente nio deixarao deintrigar
os alunos.

Observe-se ainda que, ao contrério do que sucede com 7 = 10", os valores produzidos com n = 2* nio esto
ordenados de forma crescente; esta situagao é especialmente infeliz tendo em conta que se quer fazer passar a
mensagem de que a sucessao de termo geral (1) émonétona crescente. Por esta razdo, os manuais escolares usam
valores 7= 10" se a aritmética das calculadoras fosse bindria, osntimeros da forma 2*seriam preferiveis.

9. Conclusdes

E surpreendente que a maioria dos relatdrios/estudos sobre a formagdo continua dos professores de
Matematica em Portugal que consultamos néo tenha ainda abordado as exigéncias cientificas que se colocam
nessa formacao. Surpreende-nos também, na literatura consultada e que serve de apoio generalizado aos
professores de Matematica em Portugal, a pouca relevancia dada a reflexdes na area das questdes numéricas
(nomeadamente da teoria de erros) e que se impdem sempre que se aposta no recurso as novas tecnologias como
ferramenta de ensino da Matematica. Surpreende-nos ainda o grau de popularidade que, na classe dos
professores dos Ensino Basico e Secundério, tem vindo a atingir a formagao em cursos de “Iniciacio ao Excel”,
“sobre PowerPoint”, ou ainda ”Como usar as calculadorasnasalade aula

Juntamos a estas “surpresas” a impressdo que recolhemos da consulta da documentago ilustrativa (da
responsabilidade dos representantes dos fabricantes dos modelos adoptados nas nossas escolas) das
“maravilhas” pedagdgicas atingiveis com o uso das calculadoras na sala de aula; anotamos também a auséncia
de quaisquer esclarecimentos especificos que, também no decurso desta investigacio, julgamos pertinentes e
procuramos obter junto de um desses representantes. Acrescentemos o facto, ja referido no inicio deste artigo,
de que as calculadoras s&o instrumento de uso obrigatério nas aulas de Matematica do Ensino Secundéario em
Portugal.

Nestas circunstancias ndo ¢ dificil perceber que, estando porventura reunidas as condigSes necessarias a
difusdo das calculadoras entre os professores de Matematica, ndo estdo igualmente satisfeitas as condigdes de
suficiéncia na informag&o e ainda menos na formagao cientifica dadas a estes professores.

As calculadoras graficas sdo, no nosso entendimento, uma ferramenta que pode ser extraordinariamente
atil no ensino de diferentes tépicos dos programas de Matemética do Ensino Secundério. Porém, para garantir
uma boa utilizagdo das maquinas, importa compreender as suas limitagbes tecnoldgicas.

A incapacidade de representar exactamente todos os niimeros na maquina faz com que néo raramente os
resultados produzidos se afastem significativamente dos valores correctos. Neste trabalho exploramos com
detalhe os erros que ocorrem no calculo dos termos da sucessio que tende para ontimero de Neper.

Aatitude que o professor deve cultivar nos seus alunos é a de nao aceitar cegamente os resultados dados pela
calculadora e discutir sempre tais resultados a luz do que se sabe sobre o problema em estudo. i
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O Que E,

O problema P=NP?

O problema P=NP € o mais recente dos problemas do
milénio listados pelo Clay Mathematics Institute e é,
sem sombra de diivida, o mais importante e influente
na area da teoria da computagdo. A resposta a este
problema tera impacto muito significativo em éreas
como a criptografia, a optimizacgdo, a verificagdo de
modelos, a bioinformética etc., podendo ainda ter
consequéncias importantes na sociedade (por
exemplo, o fim do comércio electrénico). A questao foi
posta rigorosamente pela primeira vez por Stephen
Cookem 1971 [2].

Para entender com algum detalhe o problema
P=NP é essencial compreender o conceito de fungdo
computével, bem como o de fungdo computavel em
tempo polinomial. Neste texto vai-se evitar a
abordagem seminal de Turing [3] e das suas
méquinas, que a primeira vista é um pouco pesada,
considerando-se em alternativa uma arquitectura
moderna para o computador’. A memoéria de um
computador & é uma sucessio de registos &= R,
R,...,R,,... onde em cada registo se pode guardar um
natural arbitrariamente grande. O valor guardado no
registo R, na configuragdo & é denotado por R:. Dado
que o tamanho de um natural vai ser importante,
denotamos por | R;| o niimero de bits necessarios para
escrever R, em base 2, sendo este valor igual a

.Aescolha da base éirrelevante, mas abase
2 imita a implementagdo do computador actual. Para
inicializar a memoria do computador assume-se que
os primeiros k registos (R,...R;;) tomam os valores
XX, € Os restantes registos estio a zero. Esta
configuragdo de memoria é denotada por & (xg...X.1)-

Para usufruir da memoria de um computador é
necessario poder alteré-la, o que se faz por intermédio

de programas. Apesar de ser costume introduzir uma
panéplia variada de programas atémicos, neste texto
vamos considerar apenas quatro:

® R;:=natribuia R;onatural n;
*R;=R/+R, atribuiaR,asomadeR comR;;
*R;:=IR;latribuia R, onimerodebitsdeR;

e R.» '= R,modifica o R;-ésimo bit menos
’Rk iR, k

significativo de R;, dando-lhe o valor do R;-ésimo

bit menos significativode R;.

Os programas atémicos permitem alterar
directamente a meméria do computador, enquanto as
primitivas de composigdo de programas controlam o
programa a ser executado a seguir. Basta considerar
trés maneiras de compor programas:

* (M,; M,) (composi¢ao sequencial) indica que se
deve executar o programa M, edeseguidaM,;

o(if (R< R;) then M) (composigéo alternativa)
indica que se deve executar M quando o valor
guardado no registo R; for menor ou igual ao
valor guardado em R, e ndo executar nada caso
contrario;

® (while (R;<R;) do M) (composigio iterativa)
indica que o computador deve executar M
enquanto o valor guardado no registo R, for
menor ou igual ao valor guardadoemR;.

O menor conjunto contendo todos os programas
atémicos e fechado para a composigdo sequencial,

!Curiosamente, a arquitectura moderna dos computadores baseia-se num modelo que von Neumann propds para o cérebro

humano.
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alternativa e iterativa é o conjunto de todos os
programas M.Um programa M € M induz uma
funcao (parcial) de naturais para naturais. Assuma
que a memdria inicial do computador é &(x). A
execu¢do de um programa M a partir desta
configuragdo da memdria, se terminar, deixard um
valor f,,(x) no registo R,. Diz-se entdo que o programa
M computa a fungdo parcial f,:N#AN. A fungdo é
parcial, pois estd indefinida para os naturais que nao
fazem o programa terminar. Por exemplo, o programa
(R,:=3,(while(R,<R,) do R,-3))

induz a fungdo parcial f tal que f(x)=x para x>3 e ndo
estd definida para x<3. Uma fungao para a qual existe
um programa que a induz diz-se computdvel. A
generalizagdo para fung@es com aridade arbitraria é
simples, bastando considerar a configuragdoiniclalde
memoria &(xy..., X;;) para uma fungio de aridade k.
Apds aexecugdo do programa, o resultado deste (caso
exista) é o valor que se encontra noregistoR,,.

Observe que o conjunto das fungdes (parclais) de
N" para N tem a cardinalidade dos reais, mas o
conjunto de todos os programas, isto é, M, tem a
cardinalidade dos naturais. Assim, a esmagadora
maioria das fungdes de N para N ndo é computavel, e
portanto desafia-se o leitor a encontrar uma fungio
quendosejacomputavel.

Um conjunto Ac N* diz-se recursivo sea sua funcido
caracteristica é computavel, isto ¢, se a fungdo
£N"-{0,1}, tal que f(x)=1 sexe A é computével.

Para encontrar um conjunto nao recursivo usa-se
um argumento diagonal a la Cantor. Comega-se por
considerar uma enumeragio dos programas, isto é,
uma bijeccdo y:N— Dada esta bijecgdo, é fécil
mostrar que o seguinte conjunto

H={xeN: fy (x)esta’ definida no valor x}

néo é recursivo. Suponha que H é recursivo. Entdo ha
um programa M, que induz a fungao caracteristica de
He, mais, é possivel construir o programa seguinte:

M'=M,;(R,=1; while (R <R )do R =1).

Observe que M' nao termina se o programa My
tiver colocado 1 no registo R,, e termina caso tenha
colocado 0 nesse mesmo registo. Com um pouco de
esforgo verifica-se que y (M')eH sey (M')¢H, logo o
programa M' nao pode existir, e consequentemente a
fungdo caracteristica de H nao é computavel, ou seja,
Hnaoé recursivo.
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No que se segue, consideram-se apenas fungdes
totais e computaveis. Como seria de esperar, algumas
fungdes sdo induzidas por programas que utilizam
mais tempo e espago (niimero de registos e bits destes)
do que outras. A area da complexidade
computacional estuda precisamente os recursos
necessarios (em tempo e espago) para programar uma
fungdo total e computavel. Este texto vai cingir-se ao
tempo, pois é o essenclal para entender o problema
PNP. Dada uma configuracio de meméria do
computador &, é possivel associar a cada programa M
oseu tempo de execugio T(§,M) da seguinte forma:

® T(E,R;=n)=Inl;

* TER=R+R)=IR | +IR; |;

* T(R:=IR|)= IR} Il (ontimerodebits

necessario para representar o ntimero de bits de

* T(ERg,:=Ryg)=Ri +R};

* T(EMy;M,)=TEM,) +T(E,M,)
onde e o estado da memoria que se obtémapds
executar M, sobre

* T(§if (R<R)thenM)=

min (IR} |, IR 1)+x(R-<R,)x T(EM)
onde x (R-<R.) toma o valor 1 se R: <R} e 0
caso contrario;

* T(while(R<R)doM)=min(IR; |, IR} )+

+Xh o (T(EM)+min (IR 1, IR 1))

onde k é o niimero de vezes que o ciclo while é
executado e &, é o estado da memoria apds a v-
-ésima execugdo de M sobre . . com =€,

Um programa M com entradas diz-se de tempo
polinomial se existe um polindmio p e natural k tal que,
paratodoon>k,
max{xl,...xkzz’;olx,-l <n} T(&(xl > xk)r M) < P(n)

Se existe um programa de tempo polinomial que
induz a fungdo caracteristica de um conjunto ACNk,
diz-se que o problema da pertenga a A é de tempo
polinomial. A classe P contém todos os conjuntos cujo
problema da pertenga é de tempo polinomial. Por
exemplo, o subconjunto dos pares estd em P (tente
encontrar um programa que prova tal facto). Em 2004
11] foi demonstrado que o conjuntos dos niimeros
primosestdemP.

Para definir a classe NP vai ser necessdrio relaxar a
defini¢do de fungdo computivel em tempo
polinomial. Um programa M com entradas x,,... X,
diz-se de tempo polinomial para os primeiros i<k
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argumentos se existe um polinémio p eum natural k
tal que paratodoon>k
maxy .5t iz LG %), M) <p(n).

Um conjunto AcN* diz-se de tempo polinomial
ndo deterministico se existe um programa M com
entradas x,,... X, X;,;, polinomial, para os primeiros k
argumentos, tal que:

® se (x,,... ;) € AentdoexisteweN tal que

® se(x,,...x;) € A, paraqualquer weN tem-se
SulXppere Xy w) =0,

NP € a classe de todos os conjuntos de tempo
polinomial ndo-deterministico’.
Vale a pena explicar o conceito anterior com um pouco
mais de detalhe. Um conjunto de tempo polinomial
néo deterministico A é um conjunto para o qual, dado
um elemento xeA, e na posse de uma certa
testemunha w, se consegue verificar em tempo
polinomial que xeA. Um exemplo pedagdgico de um
conjunto em NP é o seguinte:

F={(x,y)eN": x tem factores primos menores que y}.

Se (x,y)eE, e na posse de um factor primo g de x
menor que y, podemos determinar em tempo
polinomial que (x,y)eF. Para isso basta construir o
seguinte programa: (i) testa-se se g é primo; (ii) de
seguida, testa-se se g divide x; (iii) e finalmente testa-
se se q<y. Se todas estas condi¢Ges se verificarem, o
programa retorna 1, caso contrario retorna 0. Este
programa é de tempo polinomial, e, se (x,y) €F, existe g
tal que para a entrada (x,y,9) o programa retorna 1.
Mais, caso (x,y) ¢ F ndo existe testemunha q que faga o
programaretornar 1 paraaentrada (x,y,9).

Pela defini¢dao, obtém-se facilmente que PcNP.
Ninguém sabe se o conjunto F se encontra na classe P

Referéncias
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encontrar em tempo polinomial a factorizagdo de um
natural em poténcias de primos, o que teria graves
repercussdes em criptografia.
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fulx,w)=1e0separatodas as testemunhas f,(x,w)=0.
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Os Jogos da “Sobreposicao” e da “Mudanca

Um casino projecta implementar um novo jogo a que chamou “Jogo da Sobreposigdo”. Consiste no seguinte: 3
moedas séo langadas 6 vezes consecutivas e contado o numero k de vezes (k € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}) que as moedas
apresentam a mesma face (numero de sobreposig¢des). Cada apostador recebek euros.

Por exemplo — supondo as duas faces gravadas com “0” e “1” — se oresultado de um jogo fosse

cadajogadorreceberia €2.

Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucro?

Consideremos o problemana sua generalidade: sdo langadas m moedas equilibradas n vezes consecutivas.
Seja X, , a variavel aleatéria que representa o valor k recebido pelo apostador, com k=0, 1, ..., n. A fungéo de

probabilidade de X,, ,é dada por

i (zm-l _ 1)n-k. U:

P(X,, =k )= —

) (k=0 1n).
No exemplo apresentado ter-se-a P(X;, =k )= (k=0]1..6).

‘Caso geral: se em vez de langarmos moedas efectuarmos 7 langamentos consecutivos de m poliedros regulares com f faces,

n

temse (71 1_):* (&) ()

(k=0L..,n) e E(X,,)=Dk- o

521
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Distribui¢do de probabilidade do valor recebido por jogo

Valor
recebido (k)

Probabilidade | 0,177979 | 0,355957 | 0,296631 | 0,131836 | 0,032959 | 0,004395 | 0,000244

0 1 2 3 4 5 6

Grafico de barras da distribuicgo:

e )
o (m-1)n

Pode mostrar-se que E(X,, ) = -4 k- = AL Para o exemplo considerado tem-se E(X; ¢)=1,5,
k=0
pelo que o casino deve cobrar um valor superior a €1,5 por aposta. Por exemplo, €2 seria um valor aliciante para
um jogador menos prevenido.
E interessante verificar que, para um dado n, E(X,,,) é maxima — vale n/2 — quando apenas se jogam 2
moedas, tendo-se entdo uma distribuigao de probabilidade simétrica. Vejamos o graficodebarrasde X,, .:
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Também é interessante notar que, considerando igual nimero de lancamentos, cada nova moeda introduzida
reduz o valor esperado para metade.
Ao leitor interessado em realizar num computador experiéncias com valores superiores de m e n, sugere-se
que o célculo do niumero de “sobreposi¢des” nas sequéncias seja feito do seguinte modo: represente por “0” e
”1” os resultados do lancamento das n moedas; dadas as m sequéncias #, v, w,... com n elementos cada,
n n

determine o niimero de sobreposigdes k = » w--v; -w; )+ Yy -v; w;-...) emqueu, v, w,...designam
¥l 1

as sequéncias complementares deu, v, w,..., isto é, as que se obtém substituindo “0” por “1” e “1” por “0”.

Suponhamos agora que o casino pretende introduzir um segundo jogo a que chama “Jogo da Mudanga”.
Como veremos, este jogo é bem menos aliciante — a sua apresentagio visa apenas motivar desenvolvimentos
posteriores.

Um dado é langado 11 vezes consecutivas e conta-se o niimero, k, de vezes (k € {0,12,...,8,9,10}) que uma

. . . . I
face é seguida de uma face diferente. Definamos “taxa de mudanga” como araziao — .Cada apostador recebe
10 vezes o valor da “taxa de mudanga”. Quanto deve o casino cobrar por cada aposta para ter lucronojogo?
. 5

Mostraremos que deve cobrar um valor superior a 10 x § euros; por exemplo, €8,5 por aposta, 0 que
proporcionaria ao casino um lucro médio por aposta inferior a 50 céntimos, um resultado pouco estimulante,
quer para o casino, quer para o apostador, que teria, no maximo, um lucro de €1,5 por aposta. Nao sera possivel
imaginar um “jogo da mudanga” que gere mais entusiasmo? E se usassemos um dos outros quatro poliedros
regulares? (No caso do tetraedro deverfamos analisar a mudanga da face que fica em baixo, claro).

Responderemos a esta questdo mais adiante. Antes, porém, vejamos o caso do cubo.

. s ‘s k A
Seja Y, a variavel aleatéria que representa a “taxa de mudanga” —) numa sequéncia de n langamentos
n-

consecutivos deum dado (com k=0,1,..., n-1). Afungdo de probabilidade de Y, , é dada por
(n-1)

n-1

PlY,, = (k=01..,n-1).

No caso de langarmos o dado 11 vezes consecutivas, ter-se-a:

{0
Tﬂ" (k=01..10).

Grafico de barras correspondente:

Densidade de Y(6,11)

k/10; k-01,2,..,10
0 1/10 270 310 4/10 510 6/10 7/10 8/10 9410 1
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n—1‘ k k

e

Pode mostrar-se que E(Y,)=
on-1

Supondo que o apostador recebe 10 vezes o valor
da “taxa de mudanga” observada, o casino deve cobrar pelo menos 10 x — euros por cada aposta, tal como
referimos.

E se usassemos um dos outros poliedros regulares? E de prever que, quanto maior o niimero de faces do
poliedro, mais assimétrica é a distribuig@o e portanto menos aliciante é o jogo. Vejamos entdo o que se passa com
o tetraedro. Para isso, analisemos o caso geral. Seja Y;, a variavel aleatéria que representa a “taxa de

mudanga” 1 (comk=0, 1,..., n-1), numa sequéncia de n langamentos consecutivos de um poliedro regular
n -
equilibradodef faces.
Afungdo deprobabilidade de Y;, é dada por

P(Y

m= 1 (comk=0,1,...,n-1), @)

tendo-se E(Y; ) =§‘ k .(f'lY ("' 1\\ _f-1
J

k=on-1

No caso de lancarmos um tetraedro 11 vezes consecutivas obtemos o seguinte grafico de barras da
distribuigéo:

P(Y =k/10) Densidade de Y(4,11)

} k/10: K=0,1,2,..,10
0 110 210 310 440 510 610 7410 810 910 1

A distribuicdo é notoriamente mais simétrica que no caso do dado: o grau de simetria varia inversamente com o
namero de faces do poliedro. Infelizmente nao existem poliedros regulares com menos de quatro faces, pelo que
0 “Jogo da Mudanga” mais aliciante que podemos imaginar é o que se joga com um tetraedro. Mas notemos um
facto curioso: se atribuirmos a f o valor 2, obtemos um valor esperado da “taxa de mudanga” igual a 0,5 — a
simetria perfeita... O que é que se aproxima mais de um “poliedro” com duas faces? Talvez uma moeda. Se em
(1) substituirmos f por2, obtemos:

1 n-1

PlY,, w-1 om1 g (comk=01..n-1),
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que é efectivamente a densidade da varidvel aleatdria que representa a “taxa de mudanga” numa sucesséo de n
langamentos consecutivos de uma moeda equilibrada. Eis o grafico debarras da distribuicdo de Y, 1;:

P(Y =/10)
0.25

Densidade de Y(2;11)

0.2
0.15

0.1

Kk/10; K=0,1,2,...10
110 210 340 410 510 6410 740 810 9,10

Em vez de moedas submetidas asleis do acaso, podemos analisar o comportamento — em termos de taxa de
mudanga — de “moedas” governadas por leis deterministicamente definidas. Por exemplo, a sequéncia de
periodo 7 respeitante a uma “moeda” de faces “0” e “1” - (1,1,1,1,1,1,0) — cuja “taxa de mudanga” tende para

quando o niimero de “langamentos” cresce indefinidamente. Refira-se que o limite da “taxa de mudanga”

A . . . 2 .
noutras sequéncias com o mesmo periodo ndo é necessariamente igual a =, podendo apenas tomar dois outros

valores — é e g . E o caso, respectivamente, de (1,0,0,0,0,1,0) e de (1,0,1,0,1,0,0). Em geral, vale o seguinte

teorema (em sequéncias bivalentes cujos termos, sem perda de generalidade, tomam os valores 0 ou 1):
Aindefinida justaposigdo consecutiva de uma sequéncia de dimensao n>1 e cuja “taxa de mudanga”, [i.e.n.’

de mudangas/(n-1], é diferente de 0 produz uma sequéncia cuja “taxa de mudanga” tende para %, com

k=12..C ; | (ou k=12,.. C(g) - 1 ,no caso den ser par e serem iguais o primeiro e ultimo termo da

sequéncia geradora). (Ver demonstragiono Apéndice1).
Uma consequéncia interessante deste resultado é a seguinte: de — = 0,5 decorre P 4, concluindo-se
n

que apenas em sequéncias com perfodo multiplo de 4 pode o limite da “taxa de mudanga” ser 0,5. Assim, se
numa sequéncia deterministicamente gerada pudermos assegurar que o limite da “taxa de mudanga” é 0,5,
garantimos implicitamente que o seu periodo é multiplo de 4. Para outros valores desse limite resultam em geral
diferentes valores para o periodo. Por exemplo, se o limite da “taxa de mudang¢a” de uma sequéncia for 0,8,
podemos garantir que o seu perfodo serd multiplo de 5.

De entre as sequéncias deterministicamente geradas hd uma de particular interesse que diz respeito ao
“langamento” de uma “moeda” especial de faces “1” e “5“, a que poderiamos chamar moeda primal. Referimo-
-nos a sucessdo modulo 6 dos ndmeros primos (a partirdo 3.° primo): 5,1,5,1,5,1,5,5,1,1,5,1,5,5,5,1,1,5,1, 1...
Qual serd o limite (se existir) da “taxa de mudanca” desta sucessio?
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Para os primeiros 1000 termos da sucessdo, os valores da “taxa de mudanga” variam entre 1 e 0,625626... e a sua
evolugdo apresenta o seguinte aspecto grafico:
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Apesar das oscilagdes cadticas termo a termo, sugerimos num outro trabalho que é possivel encontrar uma
férmula que se ajuste globalmente aos dados. A conjectura a que nos referimos, apoiada em consideravel
evidéncia experimental, materializa-se na seguinte expressao:

1
' 0,0678763 -In(In(p)) - 0,0716475

"taxade mudanga” até ao p - ésimo primo= 47,4

(com a “taxa de mudanga” em percentagem).
No quadro seguinte apresentam-se alguns valores estimados pela expresséo anterior:

P “taxa de mudanga” | “taxa de mudanga” |Erro relativo

observada (%) estimada (%) (%)

1000 000 55,7914 55,7825 0,016
10 000 000 55,9242 55,9437 0,035
50 000 000 55,4929 55,4968 0,007
100 000 000 55,3318 55,3297 0,004
110 000 000 55,3097 55,3077 0,004
118 000 000 55,2909 55,2917 0,001

O ajustamento considerado sugere assim um limite da “taxa de mudanga” na sucessao dos primos moédulo 6
da ordem de 47%. O calculo com maior nimero de termos poderia eventualmente confirmar ou infirmar esta
conjectura; todavia, se notarmos que, de acordo com a referida conjectura, a taxa de 50% (por exemplo) seria
alcangada com o primo de ordem aproximadamente igual a 4,6 x 13 (!), ficamos com uma ideia das avultadas
dificuldades de computagao que se colocam.

Contudo, tendo em conta que todos os pares de primos gémeos estdo associados a “transigdes” 5—1
na sucessdo’ dos primos médulo 6 e 0 seu niimero parecer variar quase linearmente com o niimero de transigdes,
o esclarecimento desta quest&o teria o interesse adicional de proporcionar alguma informagéo sobre a natureza

exacta dessa relagdo quase linear

Bibliografia
[1] G.Bhattacharyyaetal. (1977). Statistical Concepts and Methods, Wiley.

[2] AMoodetal., (1974). Introduction to the Theory of Statistics, McGraw-Hill.

[3] http://mathworld.wolfram.com.

*Supondo gémeos 0s primos p,e p;.,., tem-se:Pr.1 - P =2 (mod6) = p, =5(mod6) A p,, = 1(mod6).

quarta-feira, 6 de Maio de 2009 13:30:1



http://mathworld.wolfram.com

A .
Apéndice 1
Ademonstragao do Teorema recorre a seguinte propriedade: Em qualquer sequénciabivalente a,, a,, ..., 4,

n-1 n-1 3
com mais de 2 termos (0 ou 1), o nimero de mudangas é dado por m(n)=a,+a, + 2( Ya,- > ", | . (Esta
propriedade pode ser facilmente demonstrada por Indug@o). k=2

Consideremos entdo uma sequéncia geradora com n termos. Tendo em conta a referida propriedade, o
numero de mudangas que nela podem ocorrer, no caso de serem iguais os seus primeiro e tiltimo termo, ou seja
quando 4, = a4, é par para todo o n, ja que m(n) =24, +2. Dado que o Teorema exclui a possibilidade de sernulaa
“taxa de mudanga” nessa sequéncia, e portanto de ter-se m(n) =0, concluimos que podem ocorrer 2, 4,6, ..., n-1
mudangas sen éimparou 2,4, 6, .., n-2mudangasse n é par.

Ontmerode mudangasemm sequéncias iguais justapostas consecutivamente é entéo:

-1)m se n éimpar,
[(-1m p

" (1-2)m se népar.

Assim, a “taxa de mudanga” nam-sequéncia pode tomar os valores:

2m,4m,6m, ...

(r-1)m se 7 e1impar,
2m 4dm 6m nm-1 par,
nm -1 nm-1"nm-1 (n-2)m ,
se n é par.
nm-1
246 ’; seneimpar,
Quandom —>w, estasrazdestendem para —7 s s
‘ nnn n-2
sené par.

n-1
se n e 1mpar,

2k
Oslimitessdaopoisdaforma — comk =12,3..., l ou, se se quiser, da

5 se n e par,

ok ‘C| — | se né impar,
forma —, com k=123..,

n
C| —|-1 se n é par.
2) P

No caso de serem diferentes o primeiro e tiltimo termo da sequéncia geradora, o nimero de mudangas que

n-2 se n é impar

nela poaemocorreré 1,35, ..., { ,poissea, * a,,entdoa,+a,=1, peloquem(n)=a.+a,+2é

n-1 se né par
mmpar para todoon.

O ntimero de mudangas em m sequéncias iguais justapostas consecutivamente é (ha que contar agora as
mudangas entre sequéncias consecutivas):
((n-1¥m- 1 se n é impar
(nm -1 se né par

Assim, a “taxa de mudanga” nam-sequéncia pode tomar os valores:

2m-14m-1 6m-1 I% se n e 1mpar,

nm-1 nm-1" nm-1 | " .
1 se n é par.
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n-1
Quandom —w, estasrazbestendem para —, —,—, .. 1 n
1

I

nnn

n-1

Os limites s@o pois da forma 2k ,com k=123,..,
n

Para a demonstragéo ficar completa, e dado que a propriedade em que nos apoidmos supde que a sequéncia

DT e )

se n e par.

se n e 1mpar,

{2 se n e par,

ou, se se quiser, da forma — com
n

geradora tem mais de 2 termos, basta comprovar que nas sequéncias (0,1) e (1,0) o limite da taxa de mudanga (=1)

édaforma 2k comk=123,.., C(E 1 .oque éimediato.

e
XXVII OLIMPIADAS
r
PORTUGUESAS DE MATEMATICA
CATEGORIA A (82 e 92 ano) CATEGORIA B (102 a 122 ano)
Daniel Ribeiro Menezes Escola Bésica Intsgrada de Olivsira de Frades Gongalo Pereira Simdes Matos Escola 2, 3 ¢/ Sec. de Magao
Diana Zorro Nobre Mesquita Macedo Esc. Ssc. ¢/ 32 cicio D. Manusl  Jo@0 Morais Carreira Pereira Escola Secundéria de Domingos Sequeira
Miguel Martins dos Santos Escola Secundéria de Alcanena Pedro Manuel Passos de Sousa Vieira Externato Ribadouro
Anténio José Marcos Lages Escola 2, 3 de Guaitar Jorge Ricardo L. da Silva Miranda Esc. Sec. ¢/ 32 Ciclo Anselmo de Andrade
Filipe Pedro Guerra Magalhéaes Escola 2, 3 ¢/ Sscundério de Mora Tiago Miguel Barbosa Barroso Colégio do Sagrado Coragéo de Maria
Hugo Filipe Mourdo Bento Colégio Vaisassina Raul Queiroz do Vale de N. Penaguido Escola Secundéria Santa Maria
Ana Cristina Vieira Paiva Lopes Agrupamento de Escolas D. Carlos | Daniel Oliveira Figueiredo Escola Secundéria de Homem Cristo
Beatriz Pereira Patricio Colégio Nossa Sra. do Rosério de Fé4tima Emanuel Demétrio Mendes Gouveia Escola Secundéria de Lousada
Jodo Anibal Sequeira Saraiva Esc. Ssc. ¢/ 32 Ciclo Augusto Gomes Frederico Oliveira Toulson Colégio Vaisassina
Jodo Nuno Rosado Batista Fernandes Mota Colégio Luso-Francés  Joel Viegas Oliveira Escola Secundéria Dr.2 Cristina Torres
Marco Gentil Fernandes Jorge Agrup. de Escolas de Castslo de Paiva  Pedro Filipe Dias Belchior Campelo Colégio de Nossa Senhora do Rosério
Rui Pedro Alves de Sousa e Costa Andrade Escola 2, 3 da Maia Ricardo Correia Moreira Colégio Paulo Vi
L L ~ DEPARTAMENTO OF MATEMATICA : - CGSan
FMinistério~da BANCO Ciéncia FUNDACAO \IE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA . i
: UNIVERSIDADE DE COIMBRA o
Educacad e TViva | SAOUsTE Figuelra
EMANHA 2 momro e
o T EDITORA
. CENTRO
NA\/IGQRTQR celbl  s.iTcSEan
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Prémio Abel 2009

Mikhail Leonidovich Gromov foi distinguido pela Academia Norueguesa de
Ciéncia e Letras com o Prémio Abel 2009. Instituido em 2003 para premiar
matematicos, o Prémio Abel sera entregue numa ceriménia em Oslo no dia 19 de
Maio.

O prémio no valor de 950 mil ddlares foi atribuido a Gromov pelas suas
contribuigbes revoluciondrias & geometria. Segundo a comissdo do prémio Abel,
“Gromov esta sempre a procurar novas questoes e pensar em novas ideias para
solucionar problemas antigos. Produziu um trabalho profundo e original durante
a sua carreira, e continua extremamente criativo. O trabalho de Gromov
continuara a ser uma fonte de inspiragdo para muitas descobertas matematicas no
futuro”.

Nascido a 23 de Dezembro de 1943 em Boksitogorsk, Gromov fez o mestrado,
o doutoramento e o pés-doutoramento na Universidade de Leningrad. Desde
1982 trabalha como professor no Institut des Hautes Etudes Scientifiques, Bures-
sur-Yvette, em Franca. Ensina também no Courant Institute of Mathematical
Sciences, New York University.

Gromov ja recebeu diversos prémios internacionais, ¢ membro da U.S.
National Academy of Sciences, da American Academy of Arts and Sciences e da
Académie Frangaise de Sciences.

60n
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Noticias

Kiyoshi Ito (1915-2008)

Faleceu, no dia 10 de Novembro de
2008, aos 93 anos, uma das
principais figuras da Teoria das
Probabilidades: Kiyoshi Itd. Entre
as suas maiores contribuig¢Ges,
contam-se a invengao dos integrais
estocasticos e a criagdo da "férmula
de It6" para o movimento
Browniano. As diversas aplicagbes
da sua teoria & matematica
financeira trouxeram-lhe também
fama fora dos meios universitarios.
Em 2006, Kiyoshi It6 recebeu o
primeiro Prémio Gauss, durante o
ICM realizado em Madrid.

Prémios
Radio Clube

Nuno Crato venceu mais um
prémio. Desta vez, o Prémio Radio
Clube Cofaco Agores na categoria
"Ciéncia e Pensamento”, depois de
uma votagdo realizada na pagina
web do Radio Clube e aberta a
todos os internautas.



Ramanujan carioca

Em 2005, ano da sua primeira edigdo,
o Prémio Ramanujan teve como
vencedor o luso-brasileiro Marcelo
Viana. Trés anos volvidos, em 2008, o
prémio regressa ao IMPA, no Brasil,
desta vez para as maos de Enrique R.

Pujals. Para além de ter menos de 45
anos e pertencer a um pais «em vias
de desenvolvimento», duas
condi¢Ges necessarias para a
candidatura ao galardao, Pujals
contribuiu decisivamente, nos

tltimos anos, para o
desenvolvimento da Teoria de
Sistemas Dinamicos, especialmente
na caracterizacdo de sistemas
robustos e na construgdo de uma
teoria para sistemas genéricos.

Da Terra ao Universo

O astronomo portugués Pedro
Russo é o responsavel pela
coordenagdo do projecto "Ano
Internacional da Astronomia” que
decorre desde Janeiro e que, até ao
fim de 2009, pretende divulgar a
Astronomia pelos quatro cantos
do mundo. Por c4, sao varias as
actividades associadas ao evento e
os interessados podem consultar a
programacdo completa no
enderego: http://www.astronomia
2009.org/.

Escola de Verao de Matematica 2009

Caderno_
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Ponta Delgada é a cidade que este
ano acolhera a Escola de Verao de
Matematicada SPM.

As conferéncias decorrerdo nos
dias 7 e 8 e 0s cursos de formagdonos
dias 9, 10, 11 e na manha de 12 de
Setembro, na Universidade dos
Acgores. Matematica Aplicada as
Ciéncias Sociais, Matematica
Interactiva — Geogebra e Tess, Jogos
Matematicos e Elementos de
Euclides sdo alguns dos cursos
disponiveis.

Havera ainda lugar para uma
mesa redonda, exposicbes e

lancamento de livros. Como oradores convidados estardo presentes
Manuel Arala Chaves, Nuno Crato, Henrique Leitdo, Armando
Mendes, Mathias Funk e Jorge Nuno Silva.

Portugués vence prémio
Jeune Historien

Bernardo Mota, do Centro de Histdria da Ciéncia,
foi o vencedor do Prémio "Jeune Historien 2009"
(atribuido pela Academia Internacional de
Historia das Ciéncias), com a tese de
doutoramento O estatuto das matemiticas em
Portugal nos séculos XVI e XVII, realizada sob
orientacio de Henrique Leitdo, do Centro de
Historia da Ciéncia, e Arnaldo Espirito Santo, da
Faculdade de Letras da Universidade de Lisboa. O
prémio "Jeune Historien" existe desde 1968 mas
esta é a primeira vez que um portugués o
conquista.

Estatistico Junior

Até 29 de Maio de 2009, os alunos do 3.2 Ciclo do
Ensino Basico ou do Ensino Secundario podem
concorrer ao prémio "Estatistico Janior 2009", um
concurso promovido pela Sociedade Portuguesa
de Estatistica, com o apoio da Porto Editora. Os
trabalhos a concurso devem ter como tema a
Teoria das Probabilidades ou a Estatistica e ser
constituidos por um texto (com um tamanho
maximo de 10 paginas A4) eum poster.

Veja o regulamento completo em http://
www.spestatistica.pt/static/docs/RegulamentoPE
J09.pdf



http://www.astronomia
http://www.spestatistica.pt/static/docs/RegulamentoPE

Olimpiadas na Rota da Presidéncia Aberta

Encontrar-se com o Presidente da Republica ja& ndo é novidade para os
participantes das Olimpiadas Portuguesas de Matemdtica. Em 2007, apés a
equipa portuguesa nas Olimpiadas Ibero-Americanas ter conquistado uma
medalha de ouro, uma de prata e uma de bronze, esta visitou o Palacio de Belém, a
convite de Anibal Cavaco Silva. Desta vez o encontro foi motivado pela
Presidéncia Aberta dedicada a ciéncia e a tecnologia, e aconteceu em dois dias, um
em Lisboa e outro em Coimbra, cidade-ber¢o das Olimpiadas.

Na quarta-feira, dia 15 de Abril, o presidente visitou o Museu de Ciéncia da
Universidade de Lisboa, onde foi ciceroneado por ex-olimpicos na exposigdo
itinerante das Olimpiadas Portuguesas de Matematica, realizada por ocasido dos
25 anos da competigdo. Na quinta-feira, dia 16 de Abril, almogou com osjovensna
Universidade de Coimbra. Estes encontros sdo uma demonstragdo do prestigio
que a competicdo tem adquirido nos ultimos anos, quando o nimero de
participantes na fase inicial praticamente duplicou. Em 2009, concorreram 33 mil
alunos de escolas de todo o pais

Fernando Braganca
Gil (1997-2009)

No passado més de Janeiro, faleceu
o Professor Fernando Braganca Gil,
Catedrético Jubilado da Faculdade
de Ciéncias da Universidade de
Lisboa e antigo director do Museu
de Ciéncia da mesma universidade.
Braganga Gil foi também sécio
fundador da Sociedade Portuguesa
de Fisica (e, posteriormente,
presidente da direc¢do) bem como
um reputado investigador na drea
daFisica Nuclear.

Abertas as inscri¢0es para o prémio José Sebastiao e Silva

Instituido pela Sociedade Portuguesa de Matematica para galardoar manuais de Ensino Basico
e Secunddrio, o prémio José Sebastido e Silva chega agora a sua 6- Edicéo. As inscrigdes estao
- - abertas até ao dia 30 de Junho e o regulamento estd disponivel em

www.spm.pt/files/outros/regulamento_6éedicao_sebastiaosilva.pdf.
Com o apoio financeiro da Fundagdo para a Ciéncia e a Tecnologia, este prémio é uma
homenagem ao matemético José Sebastido e Silva, que marcou uma época em Portugal.
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Tardes de Matematica em dez cidades

a‘medlda do mundo

Gocaeamasica

Universidad

noTomGica da nova fislica

As Tardes de Matematica ndo

“‘sg"m param de crescer. Em 2009,

COV”hd para além dos locais ja

estabelecidos — Lisboa, Vila

Nova de Gaia, Ponta Delgada,

Funchal, Santarém, Aveiro e

Evora-—, chegaram a Portimao

e a Covilh3a, levando a

5h30 divulgagdo da matematica a

grandezas e misérias da estaiishica um pﬁthO cada vez mais
- prémios nobel e prémios Ig nobel amplo.

Até ao final do ano,

.5n30 poderd ainda assistir na

ica no tempo
vizinho

Covilha a quatro palestras: A
Matematica e a Musica, a 23
de Maio, A Matematica da
Nova Fisica, a 10 de Outubro,
Grandezas e Misérias da
Estatistica: Prémios Nobel e
Prémios Ig Nobel, a 14 de
Novembro, e A Matematica
no Tempo do Mestre José
Vizinho, a 12 de Dezembro.

Em Aveiro, a 23 de Maio, decorre a Matematica dos Encontros Amorosos, e na
mesma data, em Lisboa, tem lugar A Matematica do Islao. A 17 de Outubro, Ponta
Delgada recebe Mozart e a Matematica.

As Tardes de Matemadtica foram criadas pela Sociedade Portuguesa de
Matematica para dar resposta a necessidade de divulgar esta disciplina e de
mostrar como a matematica estd presente no quotidiano. Veja o programa
completo em www.spm.pt/tardes_de_matematica/2009/

Tarde SPM/CIM em
Teoria de anéis e
aplicagOes

Terd lugar no dia 16 de Maio, em
Coimbra, a préxima Tarde de Trabalho
SPM/CIM, com o tema Teoria de Anéis
e AplicagOes. A sessdo decorre a partir
das 14hl15 no Hotel Quinta das
Lagrimas. Veja o programa em
www.spm.pt/arquivo/245 e inscreva-se
através do e-mail da organizadora da
sessao, Paula Carvalho Lomp (FCUP),
pbcarval@fc.up.pt.

As Tardes de Trabalho SPM/CIM
sdo uma iniciativa conjunta da
Sociedade Portuguesa de Matemadtica e
do Centro Internacional de
Matematica, e visam incentivar a
colaboragdo de matematicos
portugueses em todas as dareas da
disciplina.

A Matematica das Coisas editado em trés paises

Caderno_
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Muito em breve, os leitores brasileiros, italianos e
de diversos paises de lingua inglesa poderao
conhecer o que em Portugal se faz na divulgagao
da matemaética. Os direitos de A Matemidtica das
Coisas, livro de Nuno Crato publicado pela
colecgio Temas de Matematica (SPM/Gradiva),
acabam de ser vendidos as editoras Livraria da
Fisica, Marco Tropea Editore e Springer — sendo
esta ultima a principal editora cientifica do
mundo. A obra, que em Portugal estd na sua oitava
edigdo, atingird assim todo o publico de lingua

inglesa, além do principal mercado em lingua
portuguesa e do mercadoitaliano.

A Matemdtica das Coisas foi editado em 2008 em
Portugal, pouco apés o seu autor ter sido
galardoado pela Comissdo Europeia com o
segundo lugar do prémio de Divulgador
Cientifico do Ano. Trata-se de uma colectanea de
textos sobre a forma como a matematica faz parte
do nosso dia-a-dia e estd presente na arte de
Pollock e Escher, no cortar o Bolo-Rei ou na
procurado caminho de casa.
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Centro de Formacao SPM

Caros associados,

Em 2007 a SPM langou um novo projecto. No
ambito do apoio activo que tem dado ao ensino,
nomeadamente aos professores, fundou o Centro de
Formagio da SPM. Atendendo as necessidades das
escolas em matéria de formac&o e a escassez de acgdes
na drea especifica da Matematica, estabeleceu como
objectivo central dar aos professores a possibilidade
de complementarem e actualizarem a sua formagéo
com cursos de qualidade.

Contando com o actual enquadramento, com
novos recursos e formas de ensinar, subsistiu a
intengdo de langar propostas que oferecessem aos
professores uma nova abordagem e um novo
tratamento de diversos contetidos. Foram planeadas
acgdes que privilegiam édreas importantes do
curriculo e outras que permitam aos professores
completar o tratamento dos contetidos através de
materiais ou software préprio adequados.

Desde o seu inicio, o Centro tem realizado
multiplas ac¢des de formagdo, empenhando-se em
satisfazer os numerosos pedidos recebidos,
deslocando-se, para isso, os nossos formadores a
qualquer escolado pais.

O Centro de Formagao SPM tem, em pouco mais
de um ano, percorrido o seu caminho de forma segura
e ponderada, sustentado em critérios de rigor e de
qualidade, norteado pela forte ambigdo e vontade de
ajudar a melhorar a qualidade do ensino da
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Matematica. Tem continuadamente alargado a sua
actuagdo, tendo gerado até este momento, em
2008/2009, um grande nimero de acgdes (23) e tendo
ainda mais agendadas até aofinal do ano lectivo (48).

Este grande éxito deve-se essencialmente a
determinagéo de todos os colaboradores do projecto.
De entre eles gostaria de citar muito em particular
Carlos Pereira dos Santos e Célia Folgado, que, com os
seus contributos, mobilizadores de todos os recursos
necessdrios a organizagdo, a adaptacio e a resolugéo
de novas solicitagGes e ao aperfeicoamento do Centro,
tém sido os seus principais motores.

Agradecemos a toda a equipa de colaboradores
do Centro de Formagéo o seu empenho, que faz com
que a formagao recebida na SPM seja considerada por
muitos professores um recurso de qualidade.

A realizagdo de acgdes que permitam cobrir as
reais necessidades de formagdo dos professores
continuard a ser a aposta fulcral do Centro de
Formacgdo. Os resultados obtidos nas diferentes
vertentes de intervengdo e a grande aceitagdo e
valorizagdo do nosso trabalho por parte dos
professores constituem um incentivo para a
continuacdo das actividades e pautam o empenho
com que na SPM todos investem na melhoria do
ensino daMatematica em Portugal.

H4 mais informagdes sobre o Centro de
Formag&o disponiveis em http://formacao.spm.pt.
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