


A Gazeta de Matemdtica tem uma histéria ilustre, de
que nos orgulhamos de ser herdeiros. Foi fundada em
1939 por Anténio Aniceto Monteiro, Bento de Jesus
Caraga, Hugo Ribeiro, Silva Paulo e Zaluar Nunes,
homens de cultura e visdio a quem devemos a
fundagdo da Sociedade Portuguesa de Matematica e
também da Portugaliae Mathematica — a tnica revista
portuguesa de investigagdo em matematica.

Infelizmente, por razdes histéricas bem
conhecidas, essa geragdo que prometia um
renascimento cientifico em Portugal ndo foi
aproveitada pelo pais. A Gazeta continuou a publicar-
se até 1976, tendo sido editados 136 ndimeros.

Em 2000, Ano Mundial da Matematica, a Gazeta de
Matemidtica renasceu, e desde entdo se manteve como
publicagdo bianual, em grande parte devido ao
esforgo titdnico e enorme empenhamento pessoal de
Graciano de Oliveira. A ele, e a toda a equipa que
desde entdo o acompanhou, em particular Carlota
Simdes e Maria do Céu Pinto, deve a comunidade
matematica o seu reconhecimento por esta
ressurreicao.

E assim com o peso acrescido da responsabilidade
desta heranga que a Gazeta de Matemdtica entra numa
nova fase da sua vida — com uma nova Direc¢do, uma
nova equipa editorial, e um rumo que tentara honrar
dignamente, na semelhanga e na diferencga, os seus
antecessores.

Na semelhanca porque, como sempre, o objectivo
da Gazeta de Matemitica é falar de matematica.

Na diferenga porque na nossa opinido, hoje mais
do que nunca, a Gazeta deve conter mais matematica e
ser menos sobre matemdtica.

O nosso sistema de ensino, nos tltimos trinta
anos, foi deslizando por um plano inclinado de
facilitismo, de pobreza intelectual, de esvaziamento
de contetidos, de impreparacéo cientifica, e o nivel de
aprendizagem pelos alunos foi consequentemente

“caindo, caindo, caindo sempre, na razao directa dos
quadrados dos tempos” — para citar um poeta, por
sinal extraordinario professor de Ciéncias: Anténio
Gededo/Rémulo de Carvalho.

Héa dez anos os nossos governantes pura e
simplesmente negavam, de forma autista, a existéncia
de problemas. Os nossos alunos eram diferentes dos
outros — fim de discussdo. Entretanto, com as
avaliagbes internacionais independentes como o
TIMMS e o PISA e a divulgagdo dos rankings das
escolas, os problemas tornaram-se indisfarcaveis.
Estdo penosamente visiveis. E ndo, ndo tém nada a ver
com genétical Tém apenas a ver com o desastre
documentado em que o sistema de ensino da
matematica se tornou.

Existem hoje, em 2008, diagndsticos realizados. E
necessario enriquecer os nossos curricula escolares,
enriquecer a componente cientifica da formacéao de
professores, aumentar a exigéncia com alunos e
professores, enriquecer os manuais, ter critérios
objectivos de aferigdo do progresso.

Em poucas palavras: é necessario recolocar a
matematica na posigdo central... do ensino da
matematica. E urgente amatematica!

Com a pobreza de conteidos matematicos com
que vemos 0s nossos jovens confrontados na escola, e
com a tremenda inércia governamental em atacar os
problemas, é quase uma obrigacdo moral levar mais
matematica a mais pessoas. Pela nossa parte,
esperamos que mais matematica na Gazeta possa
ajudar a um novo renascimento da matematica em
Portugal, desta vez no ensino e na cultura cientifica.

Como dizia Dias Agudo no artigo inaugural do
relancamento, em 2000, da Gazeta de Matemdtica,
“Sejamos dignos dos matematicos portugueses da
década de 40”! Os tempos sdo diferentes, os desafios
diferentes. O objectivo é o mesmo.




Incomensurabilidade

Para medir um segmento usando outro mais pequeno
como unidade, a operacdo a fazer é simples se, ao
contarmos quantas vezes a unidade cabe no maior,
ndo sobrar resto. Se sobrar, podemos tomar essa sobra
como unidade mais pequena e depois, se necessério,
repetir o processo. Se, ao fim de um namero finito de
passos, ndo houver sobra, encontrdmos
uma unidade comum na qual os
segmentos iniciais se medem por
numeros inteiros e esses segmentos
dizem-se comensurdveis. No caso da
diagonal de um quadrado e do seu lado,
0 processo nao termina: somos levados a
segmentos cada vez mais pequenos, sem
encontrar um que sirva. As
demonstracdes mais divulgadas desta
incomensurabilidade sdo a geométrica,
no espirito da escola grega, que se
atribui aos Pitagoricos e que consta da
obradePlatdo (e do Livro X de Euclides);
e aaritmética, que se pensa ser posterior e
que, na descrigdo de Aristételes (An. Pr.
1. 23. 41%23-7), se resume a um raciocinio

l'ht'tp://wwwau'actor.pt/maf/mwmmsurabilidade

por absurdo: “(...) para deduzir que a diagonal do
quadrado é incomensurdvel com o lado mostra-se, supondo
que sdo quantidades comensurdveis, que hd niimeros
impares iguais a pares”. A apresentagdo’ destes dois
argumentos sem o uso de fracgbes irredutiveis realga
um aspecto menos conhecido: que a demonstragdo



http://www.atractor.pt
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aritmética é exactamente a formulagdo nesse
contexto da estratégia geométrica de prova,
sendo o essencial em ambas que uma sucesséo
decrescente de nimeros naturais é constante a

partir de certa ordem.
Se quisermos tentar aplicar o mesmo

processo a outros poligonos regulares, como
nos de mais de 5 lados, as diagonais néo tém
todas o mesmo comprimento, ha que fazer uma
escolha: consideraremos nesse caso as
diagonais mais curtas. Entdo, no caso do
pentagono e do hexagono regulares, existem
demonstragbes geométricas analogas a
mencionada para o quadrado, que estabelecem

a incomensurabilidade entre a diagonal e o

No entanto, por razdes algébricas
explicadas no site’, um tal argumento

geométrico ndo pode estender-se a poligonos regulares com mais de 6 lados, apesar de as grandezas serem,

também nesse caso, incomensuraveis.

As paginas do Atractor que aqui se mencionam contém uma apresentagéo interactiva deste assunto e ainda

uma interpretagéo com sistemas dindmicos do processo de construgdo de novos poligonos regulares utilizado

nas demonstragdes de incomensurabilidade por subtracgdo reciproca.

2ht-t-p://www.atra::tcr.1:«t/mat/inccmensu.t'a]:)i].iv:.lav:le/v;l.iagcnal.pv:.lf




Emoc¢oes em Grafopolis

Hé muito, muito tempo, numa terra distante, vivia um povo estranho, que construia cidades bizarras. Num
bairro de uma delas, um policia (Ponto Branco) persegue um ladrao (Ponto Negro). As condicdes locais obrigam

aque cadaum déum passo, alternadamente, deslocando-se de uma intersecgio para uma outra vizinha.
Vejamos um exemplo de movimentagdo do agente na sua perseguicio domeliante:

Acontece que, navidareal, a posi¢aoinicial, sendo o policia o préximo a mover-se, é a seguinte:

Sera que o policia apanha oladrao em, no méaximo, sete movimentos? Se sim, como? Senao, porqué?




Outra actividade muito popular em Grafépolis é a danca das quadras.

Eis como se processa: cada uma de duas equipas de quatro pessoas coloca um dos seus elementos, alternando a

vez, num ponto do seguinte recinto:

Aequipa que conseguir colocar trés elementos em linha recta ganha a taga em disputa.
Este jogo parece muito complicado, mas hd uma equipa que ganha consistentemente todos os jogos em que

participa, desde que seja a primeira a jogar. Serd que existe mesmo uma estratégia vencedora para a primeira

equipaajogar?

Nota sobre o problema do tltimo niimero: Eis como transformar um dodecdgono regular num quadrado,

usando respectivamente oito e sete regiGes.




Criptografia

1 Introdugio

A necessidade de proteger os canais de
comunicagdo entre pessoas de uma mesma
comunidade vem desde os primérdios da civilizagao.
Aideia de ndo s6 proteger os meios de comunicagéo
mas também proteger o proprio contetido da
mensagem através da cifragdo é também muito
antiga. O imperador romano Julio César (100-44 a.C)
desenvolveu uma cifra simples para poder comunicar
com os seus generais: na mensagem original cada
letraé deslocadatrés posi¢bes para a direita,
considerando-se que o alfabeto se fecha sobre si
préprio, isto é, que apds a tiltima letra vem a primeira;
oreceptor da mensagem s6 tem que deslocar cada letra
trés posigdes para a esquerda para obter a mensagem
original.

A cifragdo de mensagens foi-se tornando um
processo cada vez mais sofisticado, passando pelas
maquinas Enigma [5] usadas pelo exército alemdo
aquando da Segunda Guerra Mundial, até aos nossos
dias com as transaccGes electrénicas na Internet. Na
actual Sociedade da Informacdo, em que cada vez mais as
pessoas comunicam através da Internet, um meio de
comunicagdo muito exposto, a importdncia da
criptografia € enorme. SO através da cifracdo das
comunicagdes ¢ que podemos garantir a
confidencialidade da informacdo que queremos
transmitir.
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2 O Surgimento da Criptografia

O surgimento da criptografia (do Grego: kryptds,
oculto + graph, r. de graphein, escrever) deve ter sido
quase que simultdneo com o da escrita [8]. Os
Espartanos, em 400 a.C., desenvolveram um sistema
muito curioso: enrolava-se uma tira de couro num
bastdo, onde se escrevia a mensagem. O acto de
desenrolar a tira do bastdo cifrava a mensagem, que sé
poderia ser decifrada tornando a enrolar a tira num
bastao de didmetro semelhante.

Em contraponto com este método puramente
mecénico, a cifra de Julio César implicava um
algoritmo de cifracdo. Um sistema criptografico é
entdo um conjunto de técnicas que nos permitem
tornar incompreensivel uma dada mensagem, de
modo que s6 o verdadeiro destinatério da mesma a
consiga decifrar, obtendo dessa forma o texto original.

-



2.1 Sistemas Criptograficos Simétricos

Os primeiros sistemas criptograficos inventados
eram do tipo criptografia simétrica, ou de chave secreta.
Sistemas em que existe uma sé chave de cifracio, e em
que os processos de cifragdo e de decifracio sdo
simétricos.

No caso do algoritmo de Jalio César estamos
perante um algoritmo monoalfabético aditivo, isto é,
no processo de cifragdo sé € utilizado um alfabeto, e
basta somar ou subtrair trés ao c6digo numérico de
cada letra do alfabeto.

Qual serd osignificado da frase?

D FKDYH WHP GH VHU PDQWLGD VHFUHWD

Embora se possam desenvolver sistemas mais
sofisticados [8], nomeadamente os métodos
polialfabéticos multiplicativos, este tipo de sistema
tem sempre dois problemas de base que limitam a sua
capacidade de proteger a informaggo:

a chave de cifragdo tem de ser do conhecimento de
toda a organizagdo amiga, etem de ser mantida
secreta de todas as organiza¢des inimigas. Quanto
maior for a complexidade da organizagdo amiga mais
dificil serd verificar esta condiggo;

a despeito de algoritmos mais sofisticados, o estudo
das linguas naturais, a sua construgdo frdsica, a
frequéncia relativa das diferentes letras do alfabeto,
entre outras caracteristicas, permitem obter muita
informagao que pode depois ser usada para quebrar o
cédigo de cifragdo.

2.2 Sistemas Criptograficos Assimétricos

Surgem entdo em cena os sistemas de criptografia
assimétrica ou de chave pdblica. Sistemas em que
o processo de cifragdo usa uma chave piiblica, mas em
que o processo de decifragdo usa uma chave
diferente, dita chave privada.

Este tipo de sistema resolve os dois problemas
acima expostos:

a chave privada é do conhecimento de uma tnica

entidade, o receptor da mensagem. Manté-la secreta é
assim muito mais fécil;

os algoritmos desenvolvidos sdo bastante mais
complicados de quebrar do que os anteriores.

No que se segue, vamos descrever um dos
algoritmos actualmente usados. Esperamos
conseguir convencer o leitor da maior dificuldade
existente em quebrar um cédigo deste tipo quando em
contraponto com os anteriores métodos. Queremos
no entanto referir dois pontos: primeiro, as
implementacGes apresentadas usam estruturas de
dados simples, comummente encontradas nas
linguagens de programaggo, o que leva a que ndo seja
possivel dificultar muito a tarefa do inimigo; por outro
lado, noexemplo que iremos apresentar mais a
frente, a cifracdo é feita cardcter a cardcter, o quendo é
o caso das implementa¢bes em uso na Internet, que
usam blocos de caracteres como forma de evitar o
estudo linguistico da mensagem cifrada.

T T T [T 1]

Esta imagem e a seguinte (adaptadas) foram retiradas do texto (disponivel na Internet) Seguranga da Informagio: Estratégias para Neutralizar o Inimigo,
de Francisco Gomes Milagres, Universidade do Estado de Minas Gerais, Faculdade de Informatica de Passos, 21 de Maio de 2003.



3. O Algoritmo RSA

Um sistema assimétrico muito usado na
actualidade é o assim designado sistema de criptografia
RSA[2, 3, 4, 6] que obtém o seu nome das iniciais dos
seus trés autores. Vamos de seguida descrevé-lo,
apresentandoumadassuasimplementagoes
desenvolvida no sistema de programacio numérica
Octave'.

Num sistema de criptografia assimétrica é entao
necessario possuir programas para:

gerar as chaves publicase privadas
(secretas), C »e C o

cifrarasmensagens 4. : M —> A. (M);
decifrarasmensagens 4, : M —— A, (M);

Para que estejamos perante um sistema de
criptografia e ndo perante um simples sistema de
baralhagédo de mensagens, os programas de cifragdo e
decifragdo tém de ser fung¢des inversas, isto é,temde
se verificar que:

A, (A M) =M A (4, (M)=M

O sistema RSA vai usar resultados conhecidos da
Teoria dos Numeros para poder assegurar uma
grande seguranca no processo de decifragdo, nao sera
de estranhar portanto que surja a necessidade de
trabalhar com ntimeros primos.

3.1 Geragdodas Chaves

As chaves publica e privada vao ser constituidas,
cada uma delas, por um par de niimeros inteiros, os
quais véo depois constituir o &mago dos processos de
cifragdo e decifragao.

Comega-se por escolher dois nimeros primos pe
g,delesobtém-se n = pg.

De seguida determina-se a fungdo ¢ de Euler para
n, p(n)da-nosonumero de naturais inferiores ou
iguais a n e que sdo primos com . A fungado de Euler é
uma fungio de inteiros em inteiros que, entre outras,
tem as seguintes propriedades[2,3,4].

Teorema 1 5e m e n forem dois niimeros naturais, primos
entresi, tem-se @(mn) = (Mo (n).

Teorema 2 Um niimero natural p é primo
seesése o(p)=p-1

Temosentioque o(n) =0 (Pe(9) = p-1)¢-1) ,
ou seja, o calculo de ¢(n) é dadoaescolhadepeg,
muito facil de efectuar.

O préximo passo € o de escolher um natural ¢, tal
que 1< e <@(n) equeseja primo relativo com ¢(n). O
par (e, n) é achave puiblica do cddigo RSA.

Para a determinagéo da chave privada do cddigo RSA
énecessario apresentar previamente o conceito de
congruénciamédulon.

Defini¢io 1 (Congruéncia médulo n) SejaneNe
a,beZ, entdo a e b dizem-se congruentes mddulo n se
tiverem o mesmo resto na divisdo por n, denota-se tal facto
pora =b(mod)n.

Decorre da definigdo que se @ = b(mod)n
entdoa =b+ kn ,paraumdadokeZ.

Temos entdo que, para obter a chave privada da
cifra RSA, comegar por determinar um natural d que
seja o inverso multiplicativo dee, médulo ¢(n), ou
seja, deve-se verificar a seguinte igualdade.

de=1(mod ¢ (7))
Ovpar(d, n) éachave privada da cifraRSA.

A obtengdo dos nimeros primos pegqpodeser
feitarecorrendo a um dos muitos algoritmos paraa
obtencdo de nimeros primos, por exemplo o Crivo de
Eratostenes [7, pag. 278] .

Oalgoritmo para a criagdo das chaves é o seguinte:

##Determinagdo das Chaves Plblica e Privada:
##
## -> p,q dois ntUmeros primos.
## <- (e,n) e (d,n), as chaves pliblicas e privadas.
function chaves(p, Q)
n = p*q;
fi = (p-1)*(g-1):

k= 0;

e = etl;
until (gcd(fi,e) == 1)
achou = false;
while (!achou)
d=(1+ (k * £fi))/e;
if ( d == round(d))
achou = true;
else
k = k+1;
endif
endwhile
printf("\n A chave ptblica é (%d,%d).\n", e, n);
printf("\n A chave privada é (%d,%d).\n\n", d, n);
endfunction

Octave, www.octave.org, é um sistema de programacio numérica de distribui¢do gratuita, compativel com o MatLab.



http://www.octave.org

Paraosvaloresde p=11e g =23 ter-se-ia:

octave > chaves (11,23).
Achave ptblica (3, 253).
A chave privada (147, 253).

O Algoritmo de cifracio RSA é:
C=4. (M)=M°(mod n)

eoalgoritmo de decifragdoé:

M = 4 (C)=C*(mod n)

Nesta nossa implementacio simplificada do
algoritmo RSA, em Octave, tanto a fungdo de cifracdo
como a fungdo de decifragdo lidam com inteiros. A
mensagem ¢ primeiro convertida de um vector de
caracteres num vector de naturais, de seguida cifrada
ou decifrada consoante os casos e, finalmente,
convertida de novo num vector de caracteres’.

##Cifrar a Mensagem Digital Original:

##
## -> (e,n), chave piblica
## m, mensagem a cifrar (vector de inteiros)

## <- x, mensagem cifrada (vector de inteiros)
function x=cifrar(e, n, m)
t=columns (m) ;
for i=l:t
x(i) = mod((m(i))"e, n);
endfor
endfunction

##Decifrar a Mensagem Cifrada:

##
## -> (d,n), chave publica
## c, mensagem a decifrar (vector de inteiros)

## <- modl, mensagem decifrada (vector de inteiros)
function modl = decifrar(d, n, c)
t=columns (c) ;
for i=1l:t
modl (i) = 1;
j=1:
while (j <= d)
modl (i) = mod((c(i))*modl(i), n):
j o= j+1;
endwhile
endfor
endfunction

3.2 Validacdo do Sistema RSA

Como ja dissemos antes é necessdrio verificar se
estamos perante um sistema de criptografia valido,
isto &, temos que verificar que:

A, (A, (M) = A (Ac, (M) =M (modn) = M

Para o desenvolvimento da demonstragdo sdo
necessdrios alguns resultados auxiliares [2, 3, 4].

Teorema 3 (Pequeno Teorema de Fermat) Sene um
niimero primo, entdo @" =1(mod)n, paratodooacZ
tal que mdc (a,n)=1

Teorema 4 (Teorema chinés dos restos)
Sejam my,m,,...,m, € N
primos doisadoise @,,Q,,...,Q, € Z. Osistema:

X

a,(modm,)

x = a,(modm,)

Tem uma solugdo simultdnea x para todas as
congruéncias, e cada duas solugdes sdo congruentes
moédulos m =m;m, ...m, .

Teorema 5 (Sistema de Criptografia RSA) Sendo (e,n)
e(d,n)as chavespiiblica e privada respectivamente do
sistema de criptogrdfia RS Averifica-se entio que:

(m°Y(modn)=m

para qualquer inteirom,com 0<m<n

Demonstracao

Da definicdo de e e d tira-se que ed =1(mod¢ (1) existe
entdoumkeZ talque ed =1+ kop(n), ouseja:
ed=1+k(p-1)@-1) ,keZ

donde:

segue-se que:
(m*)* = m(m@™) " — m(mod p)

Se pnio éum divisor de m esta congruéncia é uma
consequéncia do Pequeno Teorema de Fermat. Caso
contrdrio a assercdo ¢ trivial dado que ambos os
membros da equacio sao congruentes com 0 mod p.
De forma andloga ter-se-ia que:

(m'= m(modg)

Dado que pegsdo numeros primos distintos
podemos aplicar o Teorema chinés dos restos, e dado
que se assume que 0<m<n, obtém-se

(m°)* = m(mod pq) = m(modn) — m
q.ed.

o) programa Octave contendo todas as fung3es referidas no texto pode ser obtido em hitp://www.mat.uc.pt/~pedro/cientificos/Cripto/


http://www.mat.uc.pt/-pedro/cientificos/Cripto/

3.3 Como «Quebrar» 0 Cédigo RSA

Por quebrar um cédigo entende-se o acto de conseguir decifrar a mensagem sem que se tenha um prévio
conhecimento da chave secreta. Para quebrar o codigo RSA basta descobrir o d, que podera ser obtido dee, depe
de g. O e pertence a chave publica, o p, e 0 g sdo factores primos de n, que é o outro elemento da chave publica. Ou
seja, para quebrar um sistema deste tipobasta factorizar n.
O problema reside entdo na factorizagdo em niimeros primos de um dado niimero natural #. Para valoresden
suficientemente grandes esta tarefa é impraticavel, mas isso é tema para um outro artigo, até 14 deixamos ao
leitor da Gazeta de Matemdtica algumas pistas[1, 2, 3, 4] e um pequeno desafio.

359394 185904 0 231105 382481 474195 382481 10935 75745 382481
185904 0 201637 382481 302441 522545 270765 382481 185904 0 185904
382481 265174 79985 0 365807 292080 66056 261188 75745 382481 371293
60839 185904 185904 265174 185904 0 90175 75745 75745 382481 185904
270765 522545 10935 66056 474195

Sabendo que se usaram os algoritmos descritos acima, com uma cifragéo letra a letra (caracteres ASCllentre ' 'e
que correspondema, '’ =0,'!"=1,...) e anossa chave publica é (5,561971).

Maéquina Enigma.
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O Atlas da Matematica

Um computador pode ajudar a compreendermos a matematica? A
classificagdo do grupo de Lie simples E(8) mostra que sim! Mas para chegar a
esta conclusao foi necessario o desenvolvimento de novos algoritmos para
resolver um problema antigo. Conheca um pouco desta historia.

Atlas é o nome de um dos Titds, que ao perder a
batalha contra os deuses do Olimpio foi condenado
pelo proprio Zeus a carregar os céus sobre os seus
ombros. Isto deu-lhe tanto conhecimento sobre a
Terra que o seu nome hoje é mais associado as artes da
Cartografia (ou seja, do desenho de mapas) do que a
propriadeidade grega.

Em matematica, a palavra atlas também tem o seu
significado. Afinal, as estruturas geométricas sdo
compreendidas a partir de “cartas”, pequenos mapas
que fazem corresponder a estrutura euclidiana aos
espagos néao euclidianos. O conjunto destas cartas
constitui um atlas, que descreve completamente as
superficies, ou de forma mais geral, as “variedades
riemannianas”.

Portanto, quando um grupo de matematicos
resolveu mapear todos os grupos de Lie simples, ndo
foi nenhuma surpresa chamar ao projecto “Atlas dos
grupos de Lie e de suas representagdes”’. Mas o que é
isto?

Um grupo é um conjunto de elementos com uma
operacdo (chamada “produto”) tal que, dados dois
elementos, o seu produto esteja no conjunto e exista
um elemento (“identidade”) cujo produto com
qualquer outro elemento dé como resultado o outro
elemento. Além disto esta operag@o é associativa (ou
seja, podemos colocar paréntesis em qualquer lugar,
de forma indistinta) e para cada elemento existe um
“inverso”, ou seja, alguém que multiplicado pelo
elemento original tem como resultado a identidade.

1'ht'l’p://www.lieg'r(mps.orl'g

Estas quatro hipoteses sdo chamadas “axiomas de
grupo”. Alguns exemplos de grupo sdo os niimeros
naturais (ou racionais, ou reais) com a operagdo de
soma; 0s numeros reais, excepto o zero, com a
multiplicagdo; ou ainda as matrizes invertiveis com a
multiplicagdo. Veja que aquilo a que chamamos
“produto” no paragrafo acima pode ser qualquer
operagao matematica que transforme dois elementos
num tGnico, e que tem que ser dita explicitamente
sempre que queremos definir um grupo.

Para termos um grupo de Lie (em homenagem ao
matematico Noruegués do século XIX, Sophus Lie)

Sophus Lie.
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devemos além disto considerar que estas operagdes
sdo continuas (ou seja, pequenas variacdes dos
elementos de quem tomamos o produto terdo um
pequeno efeito no resultado da operagio; o mesmo
para a inversdo). Um grupo de Lie é um objecto
matematico, em geral facil de ser estudado. Isto
decorre pelo facto de estes (bom, pelo menos os
“conexos”, mas ndo entraremos neste detalhe) serem
totalmente determinados pela sua algebra de Lie.

Uma algebra é um objecto muito mais simples do
que um grupo pois tem muito mais operagdes
permitidas. Mais exactamente, uma algebra é um
conjunto com duas operagdes que normalmente
chamamos de “soma” e “multiplicacdo”, pois sdo
muito similares & soma e multiplicagdo usuais das
matrizes. Alias, as matrizes sdo o melhor exemplo das
algebras de Lie. Portanto basta estudarmos as
matrizes para bem compreendermos os grupos de
Lie.

E assim foi feito. Em 1887, Wilhelm Killing, um

matematico alemdo, completou a classificacdo dos
grupos de Lie simples (um grupo é simples quando
ndo possui subgrupos de um tipo chamado
“normal”). Encontrou quatro familias infinitas,
chamadas grupos de Lie classicos: A(n), as matrizes
complexas n por n de determinante 1; B(n), as
matrizes reais 2n+1 por 2n+1 com determinante 1;
C(n) as matrizes quaternionicas n por n que
preservam o produto interno simpléctico e D(n)
as matrizes reais 2n por 2n com determinante 1.
Com a excepgéo do grupo C(n), todos os outros
exemplos aparecem no dia-a-dia. No entanto, o
caso C(n) é tratado da mesma forma que todos os
outros. Apenas ndao é um objecto ao qual
estejamos habituados.

Killing também encontrou alguns exemplos
que ndo encaixavam nesta classificagdo. Sdo os
chamados grupos de Lie excepcionais, G(2), F(4),
E(6), E(7) e E(8). Apesar do nome, ndo ha nada de
realmente excepcional nestes. Apenas a
classificagdo usual (que leva em consideragéo as
simetrias do espago euclidiano) coloca-os a parte,
sem formar toda uma familia de dimensdes
crescentes. No entanto, nada ha de diferente
entre estes e qualquer um daqueles do paragrafo
anterior tomadosisoladamente.

Como cada um destes grupos é determinado
por uma algebra e dado que uma algebra é um

objecto simples, entdo é possivel compreendé-los
(mesmos os excepcionais) a partir do estudo de
matrizes. Alids, de um namero finito de matrizes
(para cada caso). Estas matrizes, por sua vez, sdo
obtidas a partir de um polinémio. Desta forma o
objectivo do projecto Atlas é obter o polindmio mais
simples possivel que permita compreender cada
grupodeLie.

Finalmente, a 8 de Janeiro de 2007, o grupo Atlas,
usando computadores, obteve o polinémio de grau 22
que caracteriza o grupo E(8).

Mas porqué isto tudo? Os grupos de Lie sempre
tiveram muitas aplicagGes, sobretudo em Fisica. O
grupo de Heisenberg da mecénica quéntica, assim
como os grupos de Lorentz e Poincaré darelatividade
sd@o exemplos de grupos de Lie. E para quem tem
conhecimentos de mecanica classica néo é dificil ver a
importancia dos grupos classicos obtidos acima.
Mesmo os grupos excepcionais tém importancia
crescente na fisica tedrica (sobretudo particulas e altas
energias).

Uma visdo mais técnica do projecto Atlas, ndo
contemplando todos os niveis de detalhe, pode ser
obtidanareferéncia’. i1l

Representagéo do grupo E(8), projectado de 8 para 2 dimensdes.
Imagem de John Stembridge, baseada num desenho de Peter McMullen.

David Vogan, “The Character Table for E8”, Notices of the Amer. Math. Soc. volume 54(9), p 1022-1034 (2007).
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Tudo o que Vem a Rede

Celebrando Euler

Na sua adolescéncia, Leonhard Euler desfrutou de condi¢Oes excepcionais.
Asinfluéncias do pai, do tutor e do grande matematico Johan Bernoulli foram
fundamentais para que se tornasse um dos maiores matematicos de sempre.

No ano que hé pouco terminou, celebrou-se o tricentésimo aniversario de um dos mais fecundos e criativos
matematicos de todos os tempos: Leonardo Euler (1707-1783). A quantidade e diversidade absolutamente
espantosa de trabalhos que escreveu, ultrapassando os 850 artigos e mais de uma vintena de livros, fazem de
Euler um dos mais produtivos matematicos de todos os tempos. De tal modo que a edi¢ido da sua obra completa
ndo tem sido tarefa facil. Foi iniciada em 1907 e, resultado de varias vicissitudes e da complexidade do trabalho,
ainda néo foi terminada! Duas das pessoas actualmente envolvidas nessa tarefa, Andreas Kleinert e Martin
Mattmiiller, relatam a histéria desse esforgo herctileo, os actuais obstaculos e o que esperar num futuro préximo,
no artigo "Leonhardi Euleri Opera Omnia: a centenary project”, publicado na Newsletter da EMS (European
Mathematical Society) de Setembro de 2007, e disponivel em: hitp://www.ems-ph.org/newsletter/news.php e

também em: www.euler-2007.ch/doc/EMS70965.pdf.
E muito facil encontrar biografias de Euler na

Internet, embora nem todas, obviamente, tenham a
mesma qualidade. Em 2006, a editora Birkhauser
publicou uma tradugdo inglesa da excelente biografia
Leonhard Euler, originalmente escrita em alemao em 1995,
da autoria de Emil Fellmann, historiador de ciéncia. O
primeiro capitulo pode ser encontrado na Internet, em":

http:/lwww.springerlink.com/content/t22713u184507ubp/
e inclui, logo no inicio, uma autobiografia

(necessariamente incompleta) que Euler ditou, a 1 de
Dezembro de 1767, a um dos seus filhos. E uma biografia
cuidada, das poucas que deixa claro que o facto deste ter
entrado para a universidade com 13 anos ndo temnadade
extraordinario em si mesmo, sendo o habitual da época
(para quem tinha essa sorte). Fica também clara a
influéncia do pai, que teve aulas com o grande
matematico Jacob Bernoulli nos seus anos de
universidade, antes de se dedicar a teologia; de Johannes

Que possivelmente pode apenas ser acedido numa universidade com
acesso especial & base de dados SpringerLink.

| | IM

Leonhard Euler aos 71 anos, pintado pelo dinamarqués nascido na
Alemanha Joseph Friedrich August Darbes (1747 - 1810).
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http://www.euler-2007.ch/doc/EMS70965.pdf
http://www.springerlink.com/content/t22713ul84507u6p/
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Burckhardt, um tutor privado que o pai contratou para ensinar o jovem Euler, e que era um entusiasta da
matematica; assim como o papel crucial de Johann Bernoulli na educagdo matemdtica deste. Sem duivida um

conjunto de condigdes excepcionais de que Euler soube tirar todo o proveito.
AMathematical Association of America tem hd ja

algum tempo uma rubrica intitulada "How Euler Did
It", da autoria de Ed Sandifer, da Western
Connecticut State University, onde, como o titulo
indica, sdo expostos alguns dos resultados de Euler e
o modo como este os obteve. Sdo artigos bem
interessantes e estdo disponiveis em:

http:/fwww.maa.org/news/howeulerdidit. html
De entre os muitos resultados de Euler (qualquer

tentativa de sumariar as contribuigdes de Euler
necessitaria de muitas péginas), limito-me aqui a
apresentar um dos meus favoritos. E sem dtivida um
dos seus resultados mais curiosos, e demonstra bem
a criatividade e o dominio magistral sobre somas e Selo comemorativo dos 200 anos da morte de Leonhard Euler.
produtos formais infinitos do seu autor. Trata-se do Repiiblica Democrética da Alemanha, 1983.
resultado principal dos artigos® "Découverte d'une Ioi tout extraordinaire des nombres, par rapport 4 la somme
de leurs diviseurs", publicado em 1747, "Observatio de summis divisorum" e "Demonstratio theorematis circa
ordinem in summis divisorum observatum", ambos publicados em 1760. Nestes trabalhos, Euler expde uma
relagdo de recorréncia que encontrou entre a sequéncia formada pelas somas dos divisores dos ntimeros

naturais, cujos primeiros elementos sdo:
1,3,4,7,6,12,8,15,13,18,12,28,14,24,24,31, 18,...

Consegue o leitor discernir aqui algum padréo?... Bom, designando a soma de todos os divisores de n por.[ n,
porexemplo I 10=1+2 +5 +10 =18, Euler mostra que:

[n=[@-14[@-2) -[@-5)-[(n-7) + [@-12) + [(n-15) - | @~ 22) - [ (n-26),+ -
sendo I(n —k)=0se k>ne I(ﬂ —n)=n,eondea sequéncia dos niimeros que nela aparecem,
1,2,5,7,2,15,22,26, 35,40, 51,57,70,77,92,100, 117,126, 145, 155,...
é tal que, acrescentado um zero no inicio, a sequéncia das suas diferengas:
1,1,3,2,53,7,4,9,511,6,13,7,15,8,17,9,19, 10,...

é formada alternando a sequéncia dos nliimeros impares com a dos nliimeros naturais.
Como é que Euler descobriu esta relagdo profunda? De um modo verdadeiramente genial! Por um lado,
brincando com produtos infinitos Euler observou que se tem:
(=) (-1 -1 Y1) -2 )(1-x7) - =
=l—x—x*+x° +x" —x2 = x + 32 + 2% -1 —x* +---.
’Descoberta de uma lei extraordindria dos nimeros, relativamente 4 soma dos seus divisores; Uma observago sobre a soma dos divisores; Demonstragio de um

teorema sobre a ordem observada nas somas dos divisores; os artigos E175, E243 e E244, respectivamente, do indice de Enestrém, um inventdrio dos trabalhos
de Euler feito noinicio do século XX pelo matemético sueco Gustav Enestrom.

e



http://www.maa.org/nezvs/hoTveulerdidit.html

Rede

[Celebrando Euler]

Por outrolado, Euler observa que a série (como expressao formal):
z=Il~x+I2-xz+I3-x3+I4~x4+IS-x5 +oee
se podeescrever do seguinte modo:
z =1(x+x2 +x0+x+x° +) +2(Jc2 +xt X0 +)
+3(° 2027+ 2 ) 4+ )
+5(xs x4 xS x4 xP +) 4o
Soma entdo as séries geométricas entre paréntesis e executa a seguinte sequéncia de manipulacGes (para quem
sabe o que os termos seguintes significam): primitiva, o que faz aparecer a funcgio logaritmo; usando o facto de
esta converter somas em produtos, observa que aparece o produto infinito atras referido (talvez tenha sido isto

que o levou a estuda-lo); usa o resultado que obteve para esse produto e deriva; uma multiplicacio formal final

com as expressdes que obtém conduz ao resultado anunciado’.
Para mais detalhes ndo ha nada como seguir o preceito do famoso matematico noruegués Niels Abel (1802-

1829), de "estudar os mestres, e ndo os seus alunos", e ler os originais. Uma tradug@o destes artigos do latim para a
lingua inglesa, assim como de vérios outros, pode ser encontrada no Euler Archive em: hitp://wwuw.eulerarchive.org
e sdo ainda hoje, mais de dois séculos passados, fascinantes de ler! Polya, que dedica o capitulo VI do seu livro
Mathematics and Plausible Reasoning' a este resultado de Euler, ai incluindo uma tradugéo para inglés do artigo
E175, explica porqué: "[..] Euler parece-me quase tnico num aspecto: o seu esforgo para apresentar
cuidadosamente fundamentos indutivos relevantes, em detalhe e ordenadamente. Apresenta-a de um modo
convincente mas honestamente, como um cientista genuino o deve fazer. A sua apresentagio é a «exposigéo
honesta das ideias que o conduziram a essas

descobertas» e tem um charme distinto". 1 0
No ultimo paragrafo do artigo da Newsletter Z - T
da EMS acima mencionado, é anunciado que o n>1 n- 6
Comité Euler estd presentemente a trabalhar num XU P

projecto que visa disponibilizar toda a obra de Euler

na Internet. O Euler Archive contém jés, digitalizados,

96.3% dos trabalhos publicados de Euler e traduges em =—]
de 85 artigos. Ndo ha melhor forma de celebrar este

mestre intemporal! Esperemos que no presente século

toda a obra deste impressionante e fértil trabalhador

intelectual fique disponivel na Internet, acessivel a

todos os que queiram penetrar no mundo fascinante

deste notavel matematico a quem Johann Bernoulli,

que, diga-se, ndo era nada dado a elogios, se referiu V—A+F =2

como "de longe o mais astuto dos matematicos" e "o CaATh =
incomparavel Leonardo Euler, o principe entre os
matematicos". -l = 1(m0d I’l)

Alguns resultados descobertos por Euler, sobre um
seu retrato feito por Emanuel Handmann.

3l’ara os entendidos, todas estas manipulacGes sfo justificdveis por o conjunto das séries formais com coeficientes racionais, Q[[x]], ter uma estrutura natural de anel
topaldgico comutativo, com  lim,_,,x" =0 , com operadores de diferenciagdo e primitiva¢io que sdo continuos. Obviamente, Euler nio trabalha neste contexto, mas o
que faz estd absclutamente correcto!

41’1-incet0n University Press, 1954.
“Em 7/11/2007.

e
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Apologia de um Matemitico - G. H. Hardy

A Apologia de um Matemitico é a
tradugdo para portugués do livro
A Mathematician’s Apology, de
Godfrey Harold Hardy
(1877-1947), originalmente
publicado em 1940. Néo é vulgar
que se traduzam livros sobre
matemdtica com mais de meio
século, mas a opgdo de o fazer
justifica-se plenamente neste caso.

G. H. Hardy foi um
matematico notdvel e muito
influente na comunidade
matematica britdnica do seu
tempo. Esta estava, no fim do
século XIX, bastante isolada do
continente europeu, apesar de ter
produzido matematicos de
renome, tais como, por exemplo,
Arthur Cayley (1821-1895) ou
James Joseph Sylvester
(1814-1897). Um evento que
mostra até que ponto ia tal
isolamento foi o prémio proposto
pela Academia das Ciéncias de
Paris em 1881 para a
determinagdo do ntmero de
maneiras de representar um
numero inteiro como soma de
cinco quadrados. Acontece que tal

problema ja fora resolvido em
1867 pelo matematico inglés
Henry Smith (1826-1883)! Hardy
dedicou-se sobretudo a Analise,
que era um ramo da Matematica
particularmente pouco cultivado
em Cambridge, onde se licenciou
efoi professornoinicioeno fim da
sua carreira (foi professor em
Oxford de 1919 a 1931). Dai ter
escrito um livro de Analise, com o
titulo ndo ortodoxo A Course in
Pure Mathematics,num estilo que o
seu colega e colaborador J. E.
Littlewood (1885-1977)
descreveria mais tarde como
sendo como um missiondrio a falar
aos canibais.

Hardy foi um matematico
bastante activo e também
notavelmente gregario, o que se
reflecte no facto de uma grande
propor¢ao dos seus artigos ter
sido escrita em colaboraggo. Parte
da sua actividade consistiu em
tentar elevar o nivel da pesquisa
matematica no Reino Unido.

A Apologia de um Matemdtico
foi publicada quando a
criatividade do seu autor ja

Recensio por José Carlos Santos
[Universidade do Porto]

diminuira bastante e ele comegara
a ter problemas de satide (sofrera
uma trombose corondria no ano
anterior). Neste livro, Hardy
explica aos seus leitores qual ¢ a




natureza da matemadtica e em que
consiste a actividade de um
matematico. Ndo se trata de
maneira nenhuma de uma
abordagem socioldégica ou
histdrica destes assuntos. Hardy
dd a sua visdo pessoal destes
tépicos e ndo o ponto de vista da
comunidade matemadtica do seu
tempo ou a evolugdo histérica de
tais pontos de vista.

E qual é a visdo pessoal de
Hardy? Vejamos alguns aspectos
dela. A defesa da matemdtica pura é
talvez o aspecto deste livro que é
mais frequentemente referido.
Para Hardy, todo o valor de um
resultado matematico € interno a
propria matemadtica, ou seja, é
independente das suas eventuais
aplicagbes. Ou, nas palavras de
Hardy, "ndo é possivel justificar a
vida de qualquer matemdtico
profissional genuino com base na
‘utilidade’ do seu trabalho." E como
se determina o valor de um
trabalho matemdtico? Parte da
resposta estd contida numa das
frases mais citadas dolivro:

"A beleza é o primeiro teste: nio
hé lugar perene no mundo para
matemdtica feia."

Hardy deixa claro que é
bastante dificil quer definir
exactamente o que torna um
teorema importante, quer definir
a beleza matemadtica da citagdo
anterior, mas tenta, através de
exemplos concretos, transmitir ao
leitor a sua percepgéo relativa a
estes topicos. Os exemplos (a
irracionalidade da raiz quadrada
de 2, por exemplo) sdo escolhidos
de maneira a poderem ser
compreendidos pelo maior
namero possivel de leitores. Um
dos pontos fortes do livro reside
precisamente no modo
cuidadoso, mas também
apaixonado, como Hardy

transmite o valor estético dos
teoremas que aborda.

E muitas vezes referida esta
visdo de Hardy da inutilidade da
matemdtica pura e do baixo
apreco que tem pelas suas
aplicagbes. No entanto deve
realcar-se que Hardy tem esta
visdo ndo sé da matematica mas,
mais geralmente, da actividade
cientifica em geral. Por exemplo,
eleescreve:

"E [...] espantoso wverificar o
escasso valor prdtico que o
conhecimento cientifico tem para as
pessoas comuns, o cardcter enfadonho
e banal do que o tem, e como o seu
valor parece variar em proporgdo
inversa a da sua suposta utilidade."

E, relativamente ao seu préprio
trabalho, afirma:

"Nunca fiz nada de «iitil».
Nenhuma descoberta minha fez, ou é
susceptivel de vir a fazer, directa ou
indirectamente, para o bem ou para o
mal, a menor diferenca para a
amenidade do mundo."

Esta visio da utilidade da
ciéncia, centrada na sua
aplicabilidade a questGes praticas
da vida corrente, é bastante
restritiva, para além de ser
bastante menos defensavel hoje
em dia do que no tempo de Hardy.
De facto, muitos ramos da ciéncia
que pareciam, antes da Segunda
Guerra Mundial, serem exemplos
de ciéncia pura desligada de




quaisquer aplicacdes, tém muitas
aplicagdes hoje em dia. Um
exemplo, entre muitos, é a teoria
geral de relatividade. Ainda é
vista geralmente, mesmo por
pessoas cultas e interessadas por
assuntos cientificos, como sendo
algo totalmente desligado da

realidade do dia-a-dia. Mas o
facto é que o sistema de
posicionamento GPS exige, na sua
planificagdo, que se entre em
conta com aquela teoria embora,
obviamente, o utilizador comum
daquele sistema ndo tenha, nem
precise de ter, conhecimento
desse facto. Ora, ironicamente,
Hardy descreve a relatividade e a
mecanica quantica como
“disciplinas [que] sdo presentemente
[...]1 quase tdo intiteis como a teoria
dos numeros (acrescentando que
[o] tempo poderd vir a alterar tudo
isto)" e escreve também que "até

hoje ninguém descobriu qualquer
propdsito bélico que pudesse ser
satisfeito por intermédio da teoria dos
nimeros ou da relatividade." Mas
ainda antes da morte de Hardy o
mundo pdde ver que a teoria da
relatividade podia servir para
propositos bélicos; as primeiras
bombas atémicas explodiram em
1945. A propésito disto, convém
notar que Hardy era um pacifista
radical e que escreveu este livro
em plena Segunda Guerra
Mundial, algo que se reflecte em
varias passagens.

E interessante contrastar a
visdo que Hardy tinha da
utilidade das suas descobertas
com o facto de ter feito uma
contribuigdo para a genética: a lei
de Hardy-Winberg, sobre a
distribuigdo de alelos (que s&o as
formas que um mesmo gene pode
apresentar) numa populagio.
Tudo indica que ele ndo a
considerava 1til. Tal como muitas
outras descobertas cientificas, ndo
é atil para a vida corrente da
generalidade das pessoas, mas é
certamente util para o estudo
genético de populagdes. Além
disso, Hardy trabalhou em teoria
dos numeros (é co-autor de um
dos livros mais conhecidos sobre
esta area, An Introduction to the
Theory of Numbers) que, como foi
visto acima, Hardy considerava
particularmente «iniitil.» Mas hoje
em dia a teoria dos nimeros esta
nabase dacriptografia.

Outro aspecto marcante do
livro é a melancolia suscitada pelo
declinio das capacidades mentais
do autor. Isto manifesta-se logo
desde o inicio do livro, quando
Hardy declara que a fun¢do de um
matematico consiste em criar
novos teoremas e ndo em falar
daquilo que faz ou do que outros
matematicos tém feito. E explica

porqueé queofaz:

"Escrevo sobre matemdtica
porque, como qualquer matemdtico
que passou a casa dos sessenta, jd nio
disponho da frescura de espirito nem
da energia ou paciéncia para me
dedicar efectivamente ao meu
verdadeiro trabalho."

E naturalmente discutivel se o
trabalho de um matematico deve
ou nao consistir somente (ou
principalmente) na criagdo de
teoremas. Certamente que poucos
hoje concordardo com Hardy
quando este afirma que "[a]
exposicdo, a critica, a apreciacdo sdo
obra para espiritlos de segunda
categoria." Mas ¢ precisamente
pelo facto de ser esta a opinido de
Hardy que o texto ¢é
particularmente pungente na sua
descrigdo da consciéncia da perda
de capacidades mentais do seu
autor.

Um aspecto da actividade de
um matematico sobre o qual
Hardy discorre é o da colaboragao
com outros matematicos. Nao
poderia deixar de o fazer, pois a
sua carreira foi marcada pelas
extraordinarias colaboragdes com
Littlewood e com Srinivasa
Ramanujan (1887-1920). A
primeira é talvez a mais extensa e
produtiva da histdéria da
matematica, pois comegou em
1911 e durou trinta e cinco anos.
Nesse periodo, Hardy e
Littlewood dominaram a Analise
britdnica e escreveram muitas
dezenas de artigos e um livro
(Inequalities, em colaboragao com
George Pélya (1887-1985)).
Quanto ao relacionamento de
Hardy com Ramanujan, este foi
descrito por Hardy (no seu livro
Ramanujan: Twelve Lectures on
Subjects Suggested by His Life and
Work) como tendo sido o unico
evento romantico da sua vida. A




histéria é bastante conhecida e,
além disso, é descrita com algum
detalhe no prefécio do livro, mas
serd dado aqui um breve resumo.
Em 1913, Hardy recebeu uma
carta de Ramanujan da India
(entdo uma colénia briténica)
onde o autor, entdo um
funciondrio publico de 27 anos,
lhe descrevia uma série de
resultados matemadticos que
obtivera. Seria um génio ou uma
fraude? Ao fim de algumas horas,
Hardy e Littlewood chegaram a
um veredicto: génio! Hardy
conseguiu, com dificuldade, fazer
com que Ramanujan fosse para
Inglaterra no ano seguinte para
completar a sua fraca educagdo
formal. Trabalharam juntos
durante cinco anos mas,
infelizmente, Littlewood teve
pouca oportunidade para
trabalhar com eles, pois passou
grande parte desse periodo a fazer
estudos de balistica (foi segundo
tenente de artilharia durante a
Primeira Guerra Mundial).
Ramanujan regressou a India em
1919 e faleceu no ano seguinte. O
relacionamento entre Hardy e
Ramanujan é daqueles de que se
poderia dizer que "dava um
romance." E deu! Em 2007, o
escritor norte-americano David
Leavitt (n. 1961) publicou o
romance The Indian Clerk, que
consiste no retrato ficcionado do
convivio entre os dois e onde
surgem personagens como
Bertrand Russell (1872-1970), D.
H. Lawrence (1885-1930) e
Ludwig Wittgenstein
(1889-1951).

Estas duas colaboragdes de
Hardy (haveria outras) marcaram
decididamente a sua carreira. Na
Apologia ele conta que, dos artigos
cientificos que publicou nos dez

primeiros anos da sua carreira,
ndo havia mais de quatro ou cinco
de que se conseguia recordar com
satisfagdo e que a associagdo com
Littlewood e Ramanujan foi o
evento decisivo da sua vida. E
acrescenta:

"Ainda hoje digo para mim,
quando me sinto deprimido e me vejo
forcado a ouvir gente pomposa e
magadora, «Bem, fiz uma coisa que
vocé jamais poderia ter feito:
colaborar com Littlewood e
Ramanujan de igual paraigual.”

E usual descrever-se a
actividade de um matematico
como sendo solitaria. Este livro,
pelas suas referéncias a faceta de
trabalho colectivo, d4 uma visdo
diferente e complementar do que
éfazer pesquisaem matemadtica.

O prefacio é da autoria do
fisico e escritor C. P. Snow
(1905-1980), que foi colega e
amigo de Hardy. O termo preficio
é enganador, pois transmite a
impressdo de ser um texto de
tamanho bastante reduzido
comparado com o texto de Hardy.
De facto, é quase do mesmo
tamanho! Snow
enriquece bastante o
livro aonarraravidade
Hardy e ao descrever a
sua personalidade,
para além de, como ja
foi dito, contar também
como foi o relacio-
namento entre Hardy e
Ramanujan. Convém
notar que Snow
reproduz o erro
bastante comum que
consiste em dizer que
Ramanujan foi o
primeiro indiano a ser
eleito para a Royal
Society. De facto, foi o
segundo, tendo o

Hardy com John Edensor Littlewood no Trinity College,

primeiro sido o engenheiro naval
Ardaseer Cursetjee (1808-1877), a
quem tal honra fora atribuida em
1841, 77 anos antes de Ramanujan!
Snow também lastima que o texto
de Hardy Bertrand Russell &
Trinity, escrito em 1942, "nunca foi
tornado acessivel ao piiblico." Isto era
verdade quando o prefacio foi
escrito (em 1967), mas o texto
acabaria por ser publicado em
livro dez anos mais tarde.

A tradutora enriqueceu o livro
com algumas notas de rodapé
contendo informagdes relativas a
expressOes correntes em
Cambridge mas pouco
conhecidas fora daquele meio,
bem como com curtas descrigdes
de pessoas que, sendo bastante
conhecidas no Reino Unido
quando o livro foi escrito, serdo
provavelmente desconhecidas da
generalidade dos leitores
portugueses actuais. Além disso,
consegue preservar o estilo
elegante da prosa de Hardy.
Finalmente, saliente-se que a
escolha de Apologia de um
Matemitico para o titulo em

Universidade de Cambridge.




portugués desta obra, em vez de
Justificacdo de um Matemdtico, que
seria uma escolha talvez

considerada mais natural por
bastantes pessoas, se justifica
plenamente por o titulo ser uma

referéncia clara a Apologia de
Socrates.

Matematica — Origens e AplicacOes - Gueorgui Smirnov,
Isabel Maria de Oliveira Rodrigues | Escolar Editora, 2006

Recensio por Maria Pires de Carvalho
[Depa.rtamento de Matematica Pura da Faculdade de Ciéncias do Porto]

A maioria dos livros de
divulgagdo matematica elege
como objectivo a apresentagéo de
uma amostra especialmente
apelativa de contributos
matematicos, sublinhando o valor
intrinseco das suas ideias
essenciais e ndo a sua
aplicabilidade em outros
dominios mais ou menos
tecnoldgicos. Ainda que possam
ter muita qualidade cientifica e
literaria — e ja passaram alguns
desses por esta secgdo —, omitem
por vezes aspectos relevantes do
edificio matematico: a motivacgao
exterior a matematica que esta na
origem de inimeros conceitos e
descobertas, as conexOes
surpreendentes da matematica
com outras ciéncias, o uso da
linguagem matematica e dos seus
teoremas na resolugdao de
problemas em contextos reais —
que alids muitos véem como
profanadores do espirito da
ciéncia pura.

Nesse sentido, este livro é
muito bem-vindo. Alunos
curiosos e docentes que queiram
despertar o interesse sobre o que

ensinam tém aqui ampla escolha
de temas de matematica aplicada,
introduzidos de modo leve e
encadeado em conversa amena,
por vezes até bem-humorada,
com o leitor. Cada capitulo é (mais
ou menos) auténomo, comegando
por delinear um problema,
particularizando pardmetros se
conveniente, testando hipéteses
na companhia de uma
calculadora e terminando em
apoteose com uma resolugdao
elegante. Assuntos como o
controlo de um satélite, o
processamento de imagens, a
dindmica de populagdes, a
difuséo do calor ou o problema
isoperimétrico sdo uma
oportunidade bem aproveitada
para introduzir métodos
poderosos de aproximagdo e
optimizagdo, numa exibigao
aprazivel e de invulgar qualidade
do uso da matematica noutras
areas.

Cada exemplo pratico é
analisado cuidadosamente
quanto a robustez do modelo e do
conteiddo matematico que o
valida; nenhum exige mais de

uma hora a entender. Mas ha um
pressuposto para este sucesso: o
leitor tem de dominar contetidos
de matematica e fisica que ndo s@o




frequentes no percurso
académico dos alunos do nivel
secundario ou do 1% ano da
universidade, aqueles para quem
os autores declaradamente
escreveram esta obra. Vejamos
alguns exemplos que substanciam
esta critica.

— Depois de varias paginas
sobre polinémios e séries de
Taylor motivadas pela
necessidade de "calcular a fungio
exponencial e outras funges” (p. 26),
lé-se que este € "um método
universal" para mais adiante
(p. 33) se afirmar que "claro que as
calculadoras ndo utilizam os
polinémios de Taylor." Porqué? —
indagara o leitor desapontado,
sem encontrar resposta no que se

segue.

- Na pagina 40 os autores
avisam que irdo procurar uma
férmula geral para a sucessdo de
Fibonacci e, para isso, sem mais
explicagOes, buscardo progressdes
geométricas que satisfacam esse
tipo de relagédo de recorréncia. Ha
boas razdes para esta estratégia,
mas ndo acredito que alguma
delas seja conhecida dos alunos
do secundario, que lerdo aqui
infelizmente apenas um (magro)
rasgo de génio.

- Na pagina 48 diz-se que:
"Entre os valores de Arg Z existe um
que pertence ao intervalo | — 7, m]."
Néo creio que se possa esperar
que um aluno do secundario
deduza com rigor esta afirmagéo.

— Na pagina 50 1é-se: "Por
indugdo obtemos a formula de
Moivre." Ora, ndo s6 ndo ¢é usual
pedir-se aos alunos do secundario
que entendam demonstragdes,
como o método de indugdo esta

ausente dos programas desse
nivel.

—Na pagina 84 é prometida ao
leitor "uma resolugio elementar do
Problema Isoperimétrico (...)." Mas,
como se sabe, o argumento de
Steiner aqui reproduzido é
insuficiente e disso o leitor nao é
avisado, recebendo como tarefa
completar detalhes que nao estdo
ao seu alcance. Senao vejamos:

(a) Na pagina 851é-se: "Sejam A
e B dois pontos da fronteira do
conjunto que dividem a curva em
duas partes de perimetros iguais."
Que aluno do secundario sabera
justificar com clareza esta
afirmacao?

(b) Logo de seguida os autores
escrevem: "Mostremos que um
didmetro do conjunto que tem drea
mdxima, de entre todos os conjuntos
de perimetro P, divide a drea em duas
partes iguais." Afinal, onde foi
provado que existe uma curva que
engloba uma area maxima? Nao
pode esperar-se que um aluno do
secundario ou sequer do 1°ano da
universidade complete este dado
dademonstragdo.

Mais adiante no livro (p. 104)
os autores alertam para a questdo
da existéncia ou nao de minimos
ou maximos, mas nao vao além de
uma analogia pouco inspirada, e
até enganadora, com o teorema de
Weierstrass sobre a existéncia de
maximos de fung¢bes continuas em
intervalos compactos.

(c) O argumento usa (p. 87) a
caracterizagdo da circunferéncia
que é descrita pelo Teorema do
Arco Capaz. Ora, se é verdade que
os alunos do secundario
aprendem que a circunferéncia
tem a propriedade aqui

mencionada, poucos saberdo que
o reciproco também é valido e
que, sendo "a fronteira do conjunto
de drea mdxima é formada pelos
vértices dos tridngulos rectingulos
que tém como hipotenusa o mesmo
segmento AB", ela ¢é
necessariamente uma
circunferéncia.

Todas estas imperfeigdes
seriam de somenos importancia
se este livro apresentasse
referéncias bibliograficas que o
complementassem (e sdo
inimeras as boas obras
disponiveis sobre os assuntos que
compdem este livro), oferecendo
ao leitor menos orientado um
percurso mais firme através
destes capitulos essenciais da
matematica e suas aplicages.

Ha ainda a assinalar alguns
deslizes, dos que se costumam
desculpar em textos de
divulga¢do matematica apelando-
se ao principio de que aos leitores
iniciantes na area é melhor nao
revelar as dificuldades para que
ndo desanimem (ou, entdo, devem
tentar deslindar sozinhos os
aspectos mais delicados das
questdes). Sao de facto defeitos
evitaveis, como estes dos
primeiros capitulos:

— Em todas as instdncias em
que se apela ao facto de uma
fungdo derivavel num intervalo
ter derivada nula nos pontos de
minimo ou maximo (como na pag.
89), esquece-se de mencionar que
o ponto tem de ser interior para
esta afirmacéo ser segura.

—Na pagina 22, a propésito da
tangente ao grafico de uma
fungdo, diz-se: "E ficil ver que o
declive desta recta é a derivada [da
fungio] no ponto (...)." Ha alguma
coisa a verificar? Nao € apenas a




defini¢do de tangente? Ou esta-se
aqui a apelar a nocdo intuitiva
(errada) que uma recta tangente a
um grafico num ponto é a que
intersecta o grafico apenas nesse
ponto?

— Na pdégina 25, sobre o
método de Newton, os autores
escrevem: "Este método pode ser
aplicado & resolucio de equacbes do
tipo f(9=0. Basta que no ponto
que resolve a equacdo, isto é, que
verifica a condigio f (x)=0, aderivada
da funcdo seja diferente de zero. Entio
para os valoresde x que estido perto
dopontg x épossivel calcular ovalor

x—2 X2 econstruir asucessio

e k_0,12,.."

Xt =% TN

Esta afirmagdo é falsa; e mesmo

que os autores tivessem em mente
apenas funcbes com derivada
continua, ndo é esse o universo de
fungbes que qualquer aluno do
secundario ou do 1° ano da
universidadeja domina.

— Aapresentacdo daresolucao
do problema da braquistocrona,
por Johann Bernoulli, peca desde
o seu inicio (p. 99) por supor que a
curva mais rapida que se procura
é o grafico de uma funcéoy =y (x).
Além disso, ndo sdo dadas razdes
validas para a existéncia de uma
tal curva, embora se aprecie o
esfor¢co de relacionar este
problema com o da trajectdria da
luz em meio ndo homogéneo. Nao
fica assim claro que a curva
encontrada seja a mais rapida
entre todas as possiveis unindo os
dois pontos considerados.

Dois ultimos reparos de
menor importancia. Ha aqui e
acola uma escolha menos avisada
de notacdo (como nas paginas 28-
29 ou no fim da 147), e o
deselegante uso de f(x) para
referir a fungio fe o valor dela
emXx. Lamenta-se ainda a
auséncia nesta obra de um indice
remissivo, coisa actualmente
muito facil de fazer mesmo com os
mais modestos processadores de
texto.

Que nio se conclua daqui que
este é um livro dispenséavel: a
apresentacdo original e o
contetido interessante por que o0s
autores optaram fazem deste um
dos melhores livros de divulgacdo
matematica em portuguds, cuja
leitura e uso se recomendam. ll




Governo das Universidades e Politécnicos
e emprestimos a estudantes

Dois diplomas mobilizaram, nos tltimos tempos, a
atencdo dos interessados no nosso sistema escolar: o
que ficou conhecido como RJIES (Regime Juridico das
Institui¢des de Ensino Superior) e o que dispGe sobre

os empréstimos a conceder aestudantes.

O primeiro altera profundamente um regime que
contava ja4 com muitos anos e que fora aprovado na
Assembleia da Republica por unanimidade. O RJIES
ndo terd sido suficientemente discutido mas tem
pontos muito controversos. Um deles é o novo
método para a escolha dos reitores das Universidades
e dos presidentes dos Politécnicos. Segundo on®1do
Artigo 86% o reitor ou presidente é eleito pelo
Conselho Geral depois da abertura de candidaturas e
audigdo publica dos candidatos. O Conselho Geral
(Artigo 819) tem entre 15 e 35 membros, sendo mais de
metade professores e investigadores e os restantes
estudantes e personalidades externas de reconhecido
mérito.

Quanto ao sistema de empréstimos a estudantes
do ensino superior, ele ja é praticado desde ha muito

noutros paises mas, entre nds, é inovador.
Eis as nossas perguntas:

1. Que pensa, na generalidade, do RJIES? Foi
suficientemente discutido e divulgado?

2. Qual a sua opinido sobre o processo de
designacdo dos reitores e dos presidentes?

3. A representacdo estudantil no governo dos
estabelecimentos de ensino superior foi
drasticamente reduzida. Que acha disso?

4. E sobre o regime de empréstimos aos
estudantes? Diz-se que vird reforcar a autonomia
dos estudantes face aos pais...

5. O diploma prevé um prazo de caréncia de 1
ano, isto é, um lapso de tempo de 1 ano apés a
conclusdo dos estudos, em que se admite que o
estudante ndo podera pagar. Muitos comentadores,
dada a dificuldade em conseguir um emprego,
consideram 1 ano muito pouco. Que lhe parece?

A. Gomes Martins, Vice-Reitor da
Universidade de Coimbra

1. Acho que, dado o ritmo das mudangas de
contexto, era necessario rever muitos dos aspectos do
enquadramento legal do ensino superior (ou pelo
menos das universidades, sobre as quais me sinto
mais a vontade para emitir opinido). O préprio CRUP
[Conselho de Reitores das Universidades
Portuguesas] tinha ja feito diversas propostas que o
MCTES [Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Ensino
Superior] sempre ignorou, entre as quais a de uma




nova lei de autonomia. A experiéncia que fui
acumulando em quatro anos de mandato diz-me que
havia (hd) muito processos de decisdo muito
ineficientes e que isso ndo é compativel com a
agilidade que se tornou quase imperativa no governo
das universidades. Mas o que a experiéncia também
diz é que as decisdes mais participadas sdo mais
robustas porque sdo menos contestaveis. Ora, o RJIES
reduz muito a capacidade de participagao da
comunidade universitdria nas decisdes. E,
recursivamente, a sociedade ndo teve oportunidade
de o debater e de lhe incorporar alguma sabedoria. A
votacéo isolada do grupo parlamentar que suporta o
governo é bem ilustrativa disso. Os unilateralismos
tém uma enorme probabilidade de ndo serem
produto de espiritos especialmente iluminados
porque estes néo tém tendéncia para o unilateralismo.
Por isso raramente uma imposi¢do unilateral
corresponde a um rasgo de génio.

2. Em abstracto, o processo definido pode parecer
virtuoso. Na minha opinido peca por retirar a figura
do reitor a capacidade de congregagdo de vontades.

Cidade de Coimbra e a sua Universidade.

Passa a constituir uma figura distante, em que os
membros da comunidade universitdria dificilmente
se reverao. E os tempos presentes e futuros préximos
véao requerer uma grande capacidade de mobilizagado
de vontades que nao se faz s6 com prescrigdes,
admoestagdes ou castigos.

3. A representagdo estudantil poderia ser néo tao
expressiva quanto era até aqui. Acho que o equilibrio
entre a participagdo 1til e importante para a
universidade por um lado e o d6nus de
responsabilidade para os estudantes (pessoal mas
também politico) por outro, poderia passar por uma
representagdo qualitativamente diferente e
possivelmente com menos peso relativo. Mas o nivel
em que ficou é, em minha opinido, muito obviamente
desviado de uma visdo equilibrada deste

compromisso.

4. Nao digo que ndo, em abstracto. Mas se
olharmos para o actual nivel de endividamento das
familias portuguesas tenho as maiores dividas sobre

quem poderd beneficiar deste sistema. O
facto de existirem sistemas de empréstimos
em vdarios outros paises ndo lhe confere
virtudes por si s6. Significa apenas que o
paradigma dominante é o de uma
concepcdo de ensino superior como um
sistema de prestacio de servigos, cuja
relacdo com os estudantes é uma relagéo
comercial com clientes. A propria UNESCO
[Organizagao das Nagbes Unidas para a
Educagdo, Ciéncia e Cultura] reconhece,
apesar de fazer coro com o Banco Mundial e
com a OCDE [Organizagdo para a
Cooperacdo e Desenvolvimento
Econémico] na necessidade de "partilhar os
custos” do ensino superior com as familias,
que o retorno do investimento no graduado
pelo ensino superior, s6 em termos
monetdrios, sem contar com intimeras

externalidades sociais positivas, se situa




entre 6 e 15. Qualquer investidor fica com os olhos em
cifrdes quando vé um ROI [Return Of Investment]
com estes valores! Um sistema de ensino superior &,
por muito que se queira reduzir esta concepgdo a uma
velharia inutil, uma ferramenta estratégica de
desenvolvimento de qualquer sociedade. Reduzir a
relagdo do estudante com o sistema a uma relagdo
mercantil é errado e pernicioso. Pode conduzir a
garrotar partes importantes de geragdes e a estreitar
ainda mais a base social do acesso ao sistema (o que
ndo dizer entdao do subfinanciamento?!).

5. Por mim até pode ser um més. Se se redefinirem
os indecorosos limites de rendimento que hoje
balizam os escaldes de acesso a bolsas de estudo, se se
aumentar significativamente o ntimero de bolsas e se
se garantir financiamento aos servigos de acgéo social
que lhes permita oferecer servigos de qualidade e
baixo custo, um més é suficiente porque é indiferente.

Anténio Brotas, Secretario de Estado do
Ensino Superior e Investigagdo Cientifica do
VI Governo provisério (1975/76)

1. N3do. Mas, sobretudo, ndo houve um clima

propicio a apresentagdo e discussdo de propostas
alternativas.

2. Alei existente podia ter alguns correctivos, mas
nao muito grandes.

3. Nunca me preocupou a percentagem da
"representagido estudantil’, mas sempre considerei
totalmente errada a imposi¢do vincadamente
corporativa "de os estudantes s6 se poderem fazer
representar nas assembleias por estudantes” (e os
funciondrios e os docentes idem). Sempre considerei
os estudantes inteligentes e capazes de compreender
que, para defender os seus proprios interesses e os da
escola numa assembleia, professores da sua confianga
podiam ser preferiveis a outros estudantes. Este
caracter corporativo, que a meu ver foi a grande pecha
que inferiorizou a gestdo democrética portuguesa,
parece manter-se nas versdes actuais.

4. Os empréstimos dardo autonomia a alguns
estudantes. Na generalidade dos casos, permitirao os
aumentos das propinas e de outros custos e fardo com
que os estudantes terminem os estudos endividados.
Preferiria que, em vez de propinas, os estudantes
pudessem prestar servigos as escolas. Penso que seria
bom para eles, para as escolas e o Estado pouparia
dinheiro.

5. E obvio que os desempregados ndo poderio
pagar as dividas.

Pedro Barros, Presidente da Associagdo
Académica da Universidade do Algarve

1. No meu entender, penso que era urgente haver

uma reforma nas institui¢des de Ensino Superior.
ORJIES aparece desta forma para combater certas

e determinadas lacunas que durante varios anos sao
detectadas. E importante também referir que sio,
muitas vezes, os alunos dirigentes associativos que
focam determinadas situagbes que ndo correm
conforme o previsto, demodo a serem alteradas.
Assim, e muito bem, o Ministério da Ciéncia,
Tecnologia e Ensino Superior, escutou e discutiu com
diversas Associagdes Académicas e de Estudantes de
institutos de Ensino Superior o RJIES antes deste ser
apresentado em Conselho de Ministros e antes de ser

apresentadona Assembleia da Reptblica.
Orgulhosamente, pensamos que muitas das

nossas sugestdes seriam analisadas cuidadosamente,
e que muitas delas seriam contempladas no RJIES. No
entanto, e para nosso grande espanto, o RJIES foi
apresentado e aprovado ndo mencionando quaisquer
sugestdes que os estudantes, e muito bem,
apresentaram ao Ministério que tutela o Ensino

Superior em Portugal.
Quanto a divulgagao, penso que um assunto desta

dimensdo foi devidamente anunciado e todas as
entidades competentes tiveram conhecimento do
RJIES.

2. No que respeita ao processo de designagéo dos
reitores e dos presidentes, penso que, em ambos os




casos, deveriam ser eleitos democraticamente por
toda a comunidade académica a que se candidatam,
mas, acima de tudo, deveriam ser professores ou

investigadores de carreira da propria instituiggo.
Quem melhor do que eles conhece a instituicao de

ensino de modo a representa-la da melhor maneira,
interna e externamente? Quem melhor do que eles
conhece a instituicio de ensino de modo a presidir ao
Conselho de Gestao?

3. Apesar de sermos intitulados como uma
“geracdo rebelde”, os jovens de hoje em dia sdo mais

do que aquilo que nos apelidam.
A representacdo estudantil foi, nos tiltimos anos, a

melhor maneira de se combater lacunas emergentes
de diversas instituicbes de ensino portuguesas,
porque os “estudantes rebeldes” enfrentam os
problemas que vivem, marcando sempre as suas
posicdes, convictos e conscientes.

Verdade seja dita que muitos professores e
investigadores reconhecem o valor dos estudantes, e
ddo-nos apoio nas decisdes e reivindicacoes levadas
em curso. No entanto, sou apologista que por detras
de uma boa negociacio estard sempre um bom
didlogo.

Neste momento, resta-me perguntar: tendo em
conta o corte dradstico sofrido na representacido
estudantil nos diversos 6rgaos de gestdo de cada
instituicdo de ensino, que didlogo sera possivel?

Penso que retirar a voz activa aos estudantes
representativos da grande massa estudantil é uma
atitude que vai, a longo prazo, ter repercussdes
inerentes. Por exemplo, 0 ndo permitir a deteccio
atempada de problemas por néo terem a participagdo
de quem recaineles directamente.

4. O regime de empréstimos aos estudantes é algo
batalhado por muitas Associagdes Académicas e de

Estudantes no nosso pafs.
Felizmente surge uma maneira de ndo condenar

um estudante que nao tenha recursos financeiros que
lhe permitam tirar um curso superior, prosseguir os
seus estudos da maneira mais digna e correcta, dado
que osistema de ensino est cada vez mais caro.

Infelizmente, o que se tem vindo a constatar é que
as propinas pagas pelos estudantes estdo a ser mal

aplicadas.
Para bem das instituicGes, estas verbas estdo a

fazer face aos cortes sucessivos por parte do MCTES,

pois caso contrarioja teriam fechado as portas.
Agora, interrogo-me se os Institutos Superiores

PUBLICOS poderio ter os dias contados porque, mais
dia, menos dia, as propinas dos alunos terdo que ser
aplicadas para o acréscimo de qualidade, assim como
esta previsto, surgindo entdo problemas econémicos
que deveriam ser combatidos pelo Ministério, como

prética normal, mas pouco ou nada frequente.
Gostava também de ver o regime de empréstimos

aos estudantes como uma béngéo e ndo como uma
autonomia dos estudantes face aos pais, pois julgo
que qualquer pai gosta de dar aos seus filhos as
melhores condigdes de vida para estes prosseguirem
os estudos até onde possivel. Assim sendo, é uma
maneira através da qual se potencia o aumento da
procura de estudantes de classe baixa ao Ensino
Superior.

5. Concordo plenamente, ndo sé com os
comentadores mas com todos os meus colegas
dirigentes associativos. Sem divida é um problema
inerente ao regime de empréstimos aos estudantes

que nos preocupa bastante.
Penso que tal situagdo poderia ser revista e

analisada pelas entidades competentes. Quando é
considerado o prazo de um ano, deveria ser para
motivar o estudante recém-licenciado a procurar um
emprego, mas, devido ao panorama nacional, nem

sempre tal situacio é possivel.
Logo, acho que deveriam ser analisadas

cuidadosamente e salvaguardadas situagbes como as

que prevemos que acontecam.
Saudagtes Académicas.




Alguns aspectos da vida e da obra de
Augusto d'Arzilla Fonseca (1853-1912)

O calculo dos quaternides (...) tem sido objecto de muitas memorias e mesmo
livros especiaes publicados nas differentes linguas da Europa. Em Portugal
pessoa alguma se havia occupado d'elle, e por isso o sr. Arzilla fez um bom
servigo tomando-o para assumpto da sua Dissertagao inaugural.

Francisco Gomes Teixeira—Coimbra 1884
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GRUPO DE PROFESSORES DE PRINCIPIOS DO SEC. XX
1°PLANO-GRUPO DAESQUERDA: Costa Lobo, Basilio Freire, Assis Teixeira, Daniel de Matos, Guimaraes Pedrosa, Afonso Costa. — GRUPO
DADIREITA: Alberto dos Reis, Bernardo Aires, Joaquim Tavares, Serras e Silva.
2° PLANO - GRUPO DA ESQUERDA: Siddnio Pais, Bernardino Machado, Bernardo Madureira, Rocha Peixoto, Avelino Calisto. - GRUPO DA
DIREITA: Raimundo Mola, Marnoco e Sousa, Silva Basto, Arzilla Fonseca, Francisco Basto, Lopes Vieira.
32°PLANO - GRUPO DA ESQUERDA: Sousa Pinto, Henrique de Figueiredo, Almeida Garrett, Paiva Pita, Dias da Silva. - GRUPO DA DIREITA:
Sousa Refoios, Anténio de Vasconcelos, Antdnio de Pddua.
4°* PLANO - GRUPO DA ESQUERDA: Mendes dos Remédios, Alves da Hora, Henriques da Silva. - GRUPO DA DIREITA: Frederico Laranjo,
Jesus Lino, Alves Moreira, Sousa Gomes.
GRUPO CENTRAL - 1° PLANO - VICE-REITOR E DECANOS: Jalio Augusto Henriques (Filosofia), Costa Alem&o (Medicina), Silva Ramos
(Teologia), Gongalves Guimaraes (Vice-Reitor), Fernandes Vaz (Direito), Cosia e Almeida (Matematica).
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E com estas palavras que Arzilla Fonseca comega por
referir a descoberta dos quaternides por Hamilton,
que motivado pelo trabalho entdo desenvolvido no
ambito dos Ntimeros Complexos estabeleceu as

regras da multiplicacdo

12 = j* = k* = ijk =1

paraossimbolosi, j, k.

Na verdade, a descoberta dos quaterniGes estd na
origem da 4lgebra moderna e marcou o aparecimento
da Analise Vectorial.

Toda a histéria que decorreu entre a descoberta
dos quaternides até a sua aceitacio e reconhecimento
é longa, e carregada de polémicas e discussdes sobre
os trabalhos realizados por Hamilton de 1843 até a
data dasua morte em 1865.

E uma agradével surpresa constatar que Portugal
também participou na histéria dos quaternides.
Augusto d'Arzilla Fonseca, professor
da Faculdade de Matematica da
Universidade de Coimbra, escreveu
dois livros sobre o assunto, Principios
Elementares do Calculo de Quaternides e
Applicagbes dos Quaternides a
Mecanica.

Todo este entusiasmo do
professor de Coimbra, relativamente
aos quaternides, levar-nos-ia a
pensar que a Universidade a que
pertencia, aproveitando os ventos de
modernidade, motivaria Fonseca a
leccionar o assunto por que tanto se
interessou, como além de mais estava

[Fo, 1884]
previsto nos estatutos. Contudo, esta historia ndo teve
propriamente um final feliz.

Os trabalhos de Augusto d'Arzilla Fonseca,
Principios Elementares do Calculo de Quaternides (1884) e
Applicagido dos Quaternides & Mecanica (1885),
encontram-se na lista de Alexander Macfarlane' e sio
referidos por Michael Crowe’ entre as publicagdes de
livros sobre quaternites no periodo de 1841 a 1900.

Apesar de considerarmos ser um habito
portugués reconhecer postumamente as obras
notdveis, Arzilla Fonseca teve o privilégio de ver os
seus trabalhos reconhecidos. Gomes Teixeira ndo
deixa de os elogiar no Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas com a publicacio de duas noticias
em1884eem 1885".

Sobre Augusto d'Arzilla Fonseca sabemos que
nasceu no Funchal, no dia 21 de Qutubro de 1853
Matriculou-se no curso de Matemdtica em Julho de

A.Macfarlane - Bibliography of Quaternions and allied systems of Mathematics — Dublin, Uni. Press, 1904.

Michael J. Crowe — A History of Vector Analysis —Dover, 1993.

®Gomes Teixeira nio deixa de referir, ainda no seu jornal, um outro trabalho sobre quaterniGes, desta vez realizado por Valentin Balbin em 1887 (matematico

argentino), o que vem reforgar aimportincia dada ao assunto.
“Arzilla Fonseca faleceu no Porto em 17 de Fevereiro de 1912,




A. d'Arzilla Fonseca—Principios elementares do calculo de quaternides - Coimbra 1884.

O calculo dos quaternides, cuja descoberta data de 1843, tem sido objecto de muitas memorias e mesmo livros especiaes
publicados nas differentes linguas da Europa. Em Portugal pessoa alguma se havia occupado d'elle, e porisso o sr. Arzilla fez
um bom servigo tomando-o para assumpto de sua Dissertagdo inaugural. N'ella apresenta a parte elementar d'esta doutrina,
isto é, a composigao dos vectores, a multiplicacio e divisdo dos vectores, a resolugdao das equagdes do primeiro grdo de
quaternides, a differenciagdo de quaternides, etc.

A.d'ArzillaFonseca— Applicagio dos quaterniées 4 Mecanica- Coimbra1885.

No volume V deste jornal demos noticia de um trabalho, em que o sr. Arzilla expde com todo o rigor e clareza e theoria dos
quaternides.

No presente trabalho faz applicagdo dos principios expostos no anterior & Mecanica racional, para fazer ver a importancia
d'estes principios.

Principia pela Statica onde considera o equilibrio do ponto e dos systemas rigidos, e passa depois 4 Dinamica onde considera o
movimento do ponto e 0 movimento do corpo solido independentemente das forgas que o produzem, e em seguida o
movimento do ponto, produzido por quaesquer forgas.

1880, e no curso de Filosofia em Junho de 1882. Principios Elementaresdo Calculo de Quaternides (1884).

Concluiu a formagao de bacharel naqueles cursos no
ano de 1883. Obteve a licenciatura em Matematica a 3
de Margo de 1884 e o grau de doutor em Matematica a
27 de Julho de 1884 (Principios Elementares do Calculo de
Quaternides vem a prop6sito da obtengao deste grau).

Arzilla Fonseca foi segundo lente da Faculdade de
Matematica, em Coimbra, onde leccionou a cadeira de
Geometria Descritiva de 1885 a 1887 e de 1888 a 1911.
Os periodos de interrupgdo correspondem a
auséncias para o cumprimento de tarefas militares,
dado que além de professor era também militar.
Obteve os postos de alferes (12 de Janeiro de 1875),
tenente (20 de Julho de 1881), capitdo (10 de Junho de
1886) e major (4 de Novembro de 1897).

Sobre uma avaliagio realizada no inicio da sua
vida académica, podemos ler no seu dossier pessoal
que o seu estado fisico era bom, tinha Optimas
qualidades morais, uma capacidade intelectual muito
boa, uma instrugdo variada e uma instrugio
profissional excelente. O dossier atesta também que
executava muito bem os servigos que lhe eram
atribuidos.

Arzilla Fonseca merece ser recordado como o
divulgador dos trabalhos de Hamilton em Portugal. A
propésito do calculo elementar de quaternides,
recorde-se o tema da sua dissertagdo inaugural,

Mas como foi recebida esta nova teoria no seio da
Universidade de Coimbra?

Desde a sua criagdo que a Faculdade contou com
um namero insuficiente de doutores. A realizacdo dos
primeiros doutoramentos permitiu aumentar o
quadro de professores.

Em 1853 fundou-se a revista O Institufo (revista
cientifica e literaria), associada ao Instituto de
Coimbra®. Eram ali publicados trabalhos em
Matematica, alguns dos quais serviam de textos de
apoio aos alunos.

A partir de 1857, iniciou-se a publicacio de
dissertagdes. Considera-se que a produgdo de
trabalhos dos matematicos de Coimbra visava
sobretudo o ensino e, em muitos casos, os trabalhos
publicados eram tradugles adaptadas de trabalhos
estrangeiros (é o caso da tese de Henrique Manuel de
Figueiredo, Superficies de Riemann, publicada em
1887).

Nao existia uma revista periédica com maior
exclusividade na publicagio de trabalhos em
Matematica até a fundagido por Francisco Gomes
Teixeira do Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas, em 1877. Este jornal veio motivar uma
maior abertura na comunidade matematica

portuguesa. Ao consulta-lo, podemos constatar que

*Foi fundado em 1852 em Coimbra e tinha como orgao oficial O Instituto, Jornal Scientifico e Litterdrio. Cultivou as Ciéncias e as Artes e teve como meios de acgdo
bibliotecas, gabinetes de leitura e museus, entre outros. No século XIX teve grande importancia para o desenvolvimento cientifico e literdrio, devendo-se-lhe o
nicleo arqueoldgico que constituiu o ponto de partida do actual Museu Machado de Castro e das escavagGes em Conimbriga.




Gomes Teixeira mantinha uma correspondéncia
assidua com matematicos internacionais de renome.

Numa tentativa de justificar a baixa produgéo de
artigos sobre Matematica em Portugal, Luis da Costae
Almeida, director da Faculdade de Matematica, entre
1888 e 1911, escreveu [Al, 1892]:

"Sdo geralmente reconhecidas as causas que
determinam serem enitre nds relativamente pouco
numerosas as publicagdes sobre assumptos mathematicos.
A maior difficuldade da composicio typographica de tais
escriptos, e o consumo limitadissimo que para elles se péde
esperar no mercado, sdo as principais dessas causas. ”

E possivel que nas afirmacGes de Lufs da Costa e
Almeida estivesse implicita a ideia de que a
necessidade da formagdo de um corpo docente mais
estavel e uma enorme exclusividade ao ensino
deixavam poucoespago a investigagao.

Na revista da Faculdade de Matematica da
Universidade de Coimbra, Luis da Costa e Almeida
apresenta uma lista de doutores, indicando os temas
das dissertagdes elaboradas entre 1872 e 1892.
Aparecem com as teses respectivas: Francisco Gomes
Teixeira, Integracdo das Equacbes ds
derivadas parciaes de segunda ordem (1875),

Augusto d'Arzilla Fonseca, Principios
Elementares do Calculo de Quaternibes
(1884), Francisco Miranda da Costa Lobo,
Resolucdo das Equacgdes Indeterminadas
(1885), Henrique Manuel de Figueiredo,
Superficies de Riemann (1887), entre outros.
Dos quatro Matematicos indicados,
Gomes Teixeira foi o que gozou de um
enorme reconhecimento, quer em
Portugal, quer no estrangeiro. Francisco
Costa Lobo notabilizou-se por
proporcionar a comunidade matematica
de Coimbra uma maior abertura,
demonstrando um enorme interesse em
convidar matematicos estrangeiros de
renome a visitarem o nosso pais e mesmo

atrabalharem em Portugal’®.

Augusto d'Arzilla Fonseca é contemporaneo de
Gomes Teixeira, de Henrique Manuel de Figueiredo e
de Costa Lobo, partilhando o clima de dinamismo
proporcionado a Faculdade de Matematica por
influéncia de Gomes Teixeira e com os contributos de
CostaLobo’.

Podemos concluir que os professores de Coimbra
estavam informados sobre os trabalhos produzidos
no estrangeiro e que a Faculdade de Matematica era
conhecida a nivel internacional sobretudo através de
actos individuais. Por exemplo, Costa Lobo chegavaa
convidar matematicos estrangeiros e hospedava-os
em sua casa, ficando algumas despesas destas
estadiasa seu cargo.

Nesta época, o tdo comentado isolamento
cientifico portugués parecia néo existir. Contudo, se
pensarmos na Historia da Matematica em Portugal ao
longo de oito séculos, é habitual depararmo-nos com
uma ou outra personalidade interessada em
Matematica e ndo com a criagdo de uma escola de
investigadores, a semelhanca do que acontecia
noutros paises.

Fotografia tirada a varios professores da Faculdade de Matematica da
Universidade de Coimbra, em 1900, no antigo Cbservatério Astronémico
da Universidade de Coimbra. Da esquerda para a direita: Sidénio Pais,

Almeida Garrett, Rocha Peixoto, Costa Lobo e Henrique de Figueiredo.

Recordemos que Rudolf Fueter (1880-1950) que viria a trabalhar em Analise de QuaterniGes, foi convidado para sécio correspondente estrangeiro do Instituto de
Coimbra e, a convite de Costa Lobo, visitou Portugal em 1932 e proferiu uma palestra sobre Quelques Résultats de L’ Algébre Moderne, na Universidade de Coimbra.
7F. M. Costa Lobo, para além de exercer as funges de lente da Faculdade de Matemética da Universidade de Coimbra, foi director do Observatério Astronémico de
Coimbra, Governador Civil substituto daquela cidade em 1889-1890 e Deputado as Cortes por Coimbra em 1905-1909.




O livro Principios Elementares do Calculo de
Quaternioes

O trabalho de Arzilla Fonseca divide-se em seis
partes com os seguintes titulos:

I—Propriedades das Operagdes;

II—Vectores e sua composicio;

IIT-Producto e quociente de Vectores. Quaternides;
1V —Interpretagio e transformagdo de expressoes;
V.—Equagdes do primeiro grau. Biquaternides;
VI-Diferenciagio de Quaternides;

Na introdugao, Fonseca faz uma breve referéncia a
Histéria da descoberta dos quaternides por Hamilton
e refere a boa aceitagdo daquela teoria na Inglaterra,
na Alemanha e na América. Estabelece um paralelo
entre o calculo das equipoléncias de Bellavitis no
plano e o trabalho de Hamilton no espago com o
calculo de quaternides, com excepgdo da néo
aplicabilidade das regras usuais do calculo nesta
teoria (referimo-nos a perda da comutatividade ao
passar dasegunda a terceira dimens&o).

Sobre a Teoria dos Quaternides o autor escreve
[Fo, 1884]:

“Ainda que os quaternides ndo se appliquem
vantajosamente a todos os ramos das Mathematicas,
introduzem porém em alguns d’elles uma grande concisdo e
ddo ds suas solugdes um manifesto caracter intuitivo.”

E ainda:

“Attendendo 4 novidade (entre nés) do assumpto e 4
sua importincia, resolvemos escolher para dissertagio
inaugural, a que por lei somos obrigados, a exposigdo
elementar dos principios do calculo de quaternides,
reservando para mais tarde o fazer a sua applicagdo 4
Mecanica.”

Arzilla Fonseca nédo deixa de referir o atraso com
que os quaternides chegaram até ao nosso pais. Na
época, a cultura francesa tinha uma forte influéncia
em Portugal, e também naquele pais os quaternides
ndo s6 apareceram tardiamente’ como gozaram de

uma recepgao pouco calorosa.

Nas partes I, II e IIl do seu livro, Arzilla Fonseca
estabelece os pré-requisitos, até chegar a definigdo de
quaternido.
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Sempre fiel a Hamilton, que é referido com
frequéncia ao longo da sua obra, Fonseca define
quaternido como o resultado da divisio ou da
multiplicagdo de dois vectores.
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O autor prossegue a apresentagdo do calculo

elementar de quaternides com a exposi¢do da
resolucdo de equagdes do 12 grau e a diferenciagdo de

quaternides.

A Teoria dos QuaterniGes foi discutida com maior detalhe em Franga, a pa tir da publicacio dos trabalhos de Allégret (A. Allégret, Essai sur le Calcul des
Quaternionsde M. W. Hamilton, Thése de doctorat en Sciences de la Faculte de Paris, l'aris, 1862).




Podemos mesmo pensar que seria um sonho de
Fonseca adaptar o seu trabalho ao ensino pelo modo
como expde os assuntos, utilizando metodologias que
facilitavam uma maior compreensdao dos temas

expostos’. Vejamos, por exemplo, como o autor

apresenta o produto dos versores quadrantes:
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Esta ideia pode ser refor¢ada se pensarmos que o
autor escreveu a segunda obra tendo em vista a
aplicacdo dos quaternides a Mecanica. Recordemos
alguns comentarios de Arzilla Fonseca [Fo,1884]:

"N'esta exposi¢cdo, em vez de seguirmos
exclusivamente o caminho analytico ou o geometrico,
adoptamo-los conjunctamente, por nos parecer que damos
assim mais simplicidade e clareza 4 interpretacio dos
resultados.”

Desconhecemos as razdes que levaram o professor
Arzilla Fonseca a escrever sobre quaternides.
Contudo, ao longo do seu primeiro livro, defende a

importancia do uso daquela teoria, e é sensivel as suas
aplicagdes a Fisica—Matematica.
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O autor utiliza com frequéncia figuras que, a0 mesmo tempo, proporcionam uma maior clareza dos assuntos expostos.

Fonseca mostrou a sua indignagdo face a decisdo da Faculdade de Matemdtica relativamente ao seu pedido e escreveu Recurso para a Opinilio Piiblica de uma
decisio da Faculdade de Matemitica contra um dos seus membros, em 1900, seguido de um Novo Recurso paraa Opiniio Piiblica, escrito em 1902,
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Saliente-se ainda a sensibilidade do autor
relativamente as dificuldades em criar um calculo ndo
comutativo:

"..ndo tractamos do calculo das wvariagées de
quaternibes, dos integraes de funccdes de quaternides e das
funcgbes exponenciaes, em que o0s expoentes sdo
quaternides, e por meio das quaes Hamilton definiu os
logarithmos de quaternides, por exigirem uma grande
extensdo que nem sempre pode ser feita elementaremente, e
mesmo porque sdo assumptos que ainda ndo estdo
completamente assentes. ”

Os momentos amargos da vida académica de
ArzillaFonseca

Ao fim de doze anos a ensinar Geometria
Descritiva, Arzilla Fonseca, alegando problemas de
visdo, propds a Congregacdo uma mudanga na
disciplina a leccionar, o que nunca conseguiu
(informac@o retirada das actas da Congregacéo da
Faculdade de Matematica da Universidade de
Coimbra)’. Na verdade, Arzilla Fonseca teve
conhecimento da existéncia de uma vaga, pela saida
do professor José Falcdo, e associado a esta vaga
estava o lugar de astrénomo que, segundo Arzilla




Fonseca, exigia um grande esforgo visual, mas era
também um motivo para quebrar a rotina do ensino

da Geometria Descritiva.

2

Arzilla Fonseca concorreu a vaga existente

apresentando asrazdes que o préprio descreve:™
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YEste pedido foi apresentado em 12 de Fevereiro de 1900.

ZA resposta ao pedido de Foniseca foi dada em 16 de Fevereiro de 1900.

PEsta expressdo é utilizada por Arzilla Foniseca.

Mais tarde, quando se procedeu a distribuigédo de
cadeiras, Arzilla Fonseca, apresentou um novo
pedido de mudanga de cadeira, o que lhe foi maisuma

veznegado.
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Foi decretada em 24 de Dezembro de 1901 uma
nova cadeira, criada pela reforma da Universidade de
Coimbra. Arzilla Fonseca apresentou um novo
requerimento ao Director da Faculdade dias antes da
realizagdo da Congregagéo, concorrendo para essa
cadeira ou outra que vagasse pelo preenchimento
daquela.

Nessa congregagéo, presidida pelo vice-reitor da
Universidade, estavam presentes os professores Luis
da Costa, Rocha Peixoto, Sousa Pinto, Luciano da
Silva, Arzilla Fonseca, Francisco Costa Lobo,
Henrique Figueiredo e Sidénio Pais.

Relativamente a distribui¢do de servigo na
Faculdade de Matematica, sempre que existia uma
vaga os professores mais velhos tinham prioridade de
escolha, e as cadeiras consideradas menos ugrudaiveis13
eram distribuidas pelos mais novos.

Acontece que, naquela congregagéo, o professor
Henrique Figueiredo apresentou duas propostas:

- Transferéncia do Doutor José Bruimo para a
cadeira vaga.

- O Doutor Luciano deveria ocupar a cadeira do
Doutor José Bruno.

As duas propostas foram unanimemente
aprovadas e, mais uma vez, Arzilla Fonseca viu o seu
requerimento indeferido por quatro votos contra trés.

Indignado, Arzilla Fonseca declarou que, pelos
meios ao seu dispor, protestaria contra a deliberagdo
daFaculdade.




Na verdade, Arzilla Fonseca tinha tornado ptiblica
toda a sua histdria no concurso a uma vaga com a
publicacdo de um Recurso em 1900, e reforgou a sua
desilusdo com o Novo Recurso, em 1902.

Yy
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de qualidades morais éptimas poe em causa e desafia a
moral dasua propria Faculdade:

"Lamento, pelo muito que venero a Universidade, digna
de muita consideragio e respeito de todos, apezar dos
isolados casos menos correctos e
prudentes de alguns dos seus
membros, o ver - me obrigado a
quebrar o silencio, que perante o
publico deveria ter, para assim
procurar obter o tinico desfor¢o de um
insulto feito & minha qualidade de
professor.” [Fo, 1900]

Esta patente nas palavras de
Fonseca a sua indignacdo
relativamente a decisdo da sua
Faculdade. Decisdo que veio a
marcar profundamente a suavida
e que o levou a recorrer a todos os
meios para justificar o seu mérito
cientifico e pedagdgico. O proprio
apresenta um relatério sobre o
sucesso dos alunos na sua cadeira

erefere: "Paraque se nio allegue que

Nos anos que se seguiram, a vida na Universidade
ndo parece ter sido facil para Arzilla Fonseca, que
chega a demonstrar uma relagdo pouco amigavel com
Henrique de Figueiredo, entre outros colegas.
Contudo, mantém uma enorme estima pelo professor
Sousa Pinto e aprecia as qualidades cientificas e
humanas de Gomes Teixeira.

"Conhego naminha Faculdade duas excepgoes: as que se
deram com os Ex.mos Drs. Gomes Teixeira e Rocha Peixoto.
A:primeira sé seria para admirar que se ndo tivesse dado e
que a Faculdade possuindo a honra de ter S. Ex.a como
membro lhe ndo abrisse immediatamente a cadeira de
Analyse, ainda mesmo provida ji, para que S. Ex.a tivesse
occasido de com a sua excepcionalisssima competencia
augmentar o brilho e a honra d'ella, do primeiro
estabelecimento scientifico e do paiz.” [Fo, 1900]

Se recordarmos a avaliagdo de Arzilla Fonseca
ficamos um pouco surpresos. Na verdade, um homem

com o meu caracter rijo de pedra dura
eu prejudicava os interesses da
Faculdade...” [Fo, 1902]
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Talvez o cardcter rijo de Arzilla Fonseca néo fosse o
tnico responsével por toda esta histéria. Na época,
eram conhecidos alguns actos isolados, menos
agradaveis na Universidade de Coimbra. Rafael
Bordalo Pinheiro (1846-1905) fundador da caricatura
nacional, representa a Universidade de Coimbra®,
como uma nobre e antipatica dama, conhecida
também por mée dos bacharéis, dado que era fecunda
em formar bacharéis.

Embora exagerada, a visdo de Bordalo Pinheiro
vem chamar a nossa atengdo para um ambiente
universitario hostil aos mais sensiveis, como seria
possivelmente o caso do professor Arzilla Fonseca.

O impacto da introdu¢io da teoria dos
quaternides por Arzilla Fonseca no Portugal de 1900

A historia da introdugdo dos quaternides em
Portugal, por Arzilla Fonseca, é um dos exemplos das
tentativas de abertura do nosso pais ao mundo
cientifico internacional. Em Coimbra, grande centro
intelectual daquela época, encontravam alguma
express@ao em actos individuais e na politica do
Instituto que incluia, entre os seus membros, sdcios
correspondentes estrangeiros. Estas tentativas de
certo modo falharam, vitimas de um certo pavor a
inovacdo tdo conhecido e comentado em certos
sectores dasociedade portuguesadaépoca.

Arzilla Fonseca trouxe-nos um assunto novo.
Contudo, mais uma vez se evidencia que o contributo
dos matematicos portugueses da época no
desenvolvimento da Matematica ligou-se
essencialmente ao ensino e a adaptacdo de livros
classicos ao ensino, que provinham de tradugGes
baseadas numa ou vdrias fontes. E natural que nem
todos os seus colegas aceitassem a teoria dos
quaternides, o que nao era inédito na época, e que a
posigéo de Gomes Teixeira fosse isolada ao considerar
agrande importancia daquela teoria.

Arzilla Fonseca traduz a teoria dos quaternices de
Hamilton acrescentando notas pessoais e citagdes a

outros autores, como por exemplo Bellavitis e
Hermann Grassmann. Nado apresenta referéncias
bibliograficas, o que nosleva a pensar que as normas
de exigéncia para trabalhos daquela natureza, no fim
doséculo XIX, sdo muito diferentes das actuais.

Podemos pensar que Arzilla Fonseca foi vitima de
uma atmosfera cientifica geral que nio incentivou, ou
até desmotivou, o espirito criativo necessario para
uma investigagdo que se impunha num contexto
internacional. Mas recordemos que, naquela época,
Gomes Teixeira conheceu gldria e reconhecimento
nacional e internacional, lamentavelmente ndo
acompanhado por outros matematicos portugueses
daépoca.

Arzilla Fonseca, asfixiado com alguns aspectos do
meio universitario de Coimbra, apresentou recursos
contra um sistema que considerava obsoleto e, em
certos aspectos, corrupto. Infelizmente, ficamos sem
saber quais seriam as suas inten¢des relativamente a
investigacdo na teoria dos quaternides e a divulgacéo
dos seus trabalhos.
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A Universidade de Coimbra (Novembro de 1882)

¥No Album de Glétias de Rafael Bordalo Pinheiro, podemas encantrar um texto de Ramalha Ortigia ande € referida a presenca do sino (ao lado da dama) que tange
pata tudo e 0 mado negativo como a Universidade proceden com dois dos seus mais tenros filhos (no s3o teferidos nomes). O autor refere ainda a existéncia de uma
mentalidade pouco aberta ao progresso, afirmando, em pleno final do século XIX, que aquela institui¢io € contemporinea do Marqués de Paombal e do seu regime

opressivo.
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Algoritmo de Potenciagao

Dado um real x e um natural 5, para calcular x podemos usar o método seguinte: escreva-se 7 na base 2; na
representagéo bindria de n, substitua-se cada 0 pela letra Q e cada 1, com excepgéo do primeiro que € ignorado
nesta transcrigdo, por QX; na palavra que daqui resulta, cada Q significa elevar ao quadrado e cada X representa a
operagao de multiplicacio por x.

Por exemplo, se n=21, n representa-se na base 2 por 10101,,), desta representagéo bindria obtemos a palavra
QQXQQX, que indica que, para calcular x”', devemos ”quadrar, quadrar, xonult}plicar por x, quadrar, quadrare

c1s ” L . 1
multiplicar por x”; ou seja, devemos calcular sucessivamentex ,x ,x ,x ,x ex .
O procedimento delineado acima tem semelhangas com o algoritmo de Horner para determinar uma dizima

de um natural de que se conhece a representagdo bindria finita. De facto, se N=a,4,_, - - - 4,4, 2y onder>0,a,=1e

a; € {0, 1} para todo o1, entdo este algoritmo traduz-se pelo esquema

Qr | Qp ay | Qg

2

tabela que é completada do seguinte modo:

Qr | Qpr_y | Qp_y | * a | Go
2 Qr b’l"—l br—z e bl bO

onde
b,_,=2%a,+a,

2
b, ,=2xb, +a, ,=2 xa,+2xa, +a,,

T 7-1
bp=2 xa,+2 xa,_ +---+2xa+a,

Ora, seassociarmos a N a palavra
X7 QX" Q- - QX" QX

etivermosem conta que 4,=1, podemos1é-la como

@) QX" Q- X" QX"

Trabalho realizado com a orientagdo de Maria Carvalho (FCUP) no &mbito de uma bolsa da Fundagéa para a Ciéncia e a Tecnologia de iniciagéio & investigagéo.
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einterpretar asuaaplicagdo a x como a composigdo em sequéncia das operagoes Q, x",Q,..,0Q,X":

2 —
ar 27 2aptar—q 2art2ar sy
_ ey

Gr_1+--+2a1+ay N
xX=x— X — x T 0= 5N,

1.Notacgdo

Se F é um simbolo funcional, escreveremos (a)F para designar a aplicagdo de F ac . Sempre que a notaggo se
simplificar sem prejuizo da clareza do argumento, omitiremos os parénteses, escrevendo apenas aF. E, ao
contrario do que € usual, descreveremos a composigao de fungdes pela direita: assim (o )(FG) representa a acgdo
de Fseguidadade G navariavela.

Consideremos o operador Q: R — R, (a)Q= o? e, para cada real x, a aplicagdo de multiplicagdo por
x,X: R >R ,(a)X= a xx. Por convengio, para cada x real, x° = 1. Dado um natural m e qualquer operador

T: R — R, a composta de T consigo mesmo m vezes, To To---oT, sera denotada por 1 .Como usualmente,

T° = Identidade. Note-se que, noalgoritmo de potenciagio, quando, para calcular x*, se usa uma palavra formada
com as letras Q e QX, estamos de facto a determinar a imagem de x pelo operador composigéo de certos iterados

de Qe de X. Por convengao, a palavra vazia I sera interpretada como a Identidade de R.
Finalmente relembremos que todo o niimero natural n pode ser representado numa base b, onde b é um

inteiro maior ou igual a dois. Mais precisamente, existe um tinicom € Z ' e existem (digitos tinicos) Ay Ay oy
de{0,1,---,b-1} coma..#£0, tais que

m—1

m
n=a,xb +a, xb +---+axb+ay

arepresentagdo de nnabasebéentdoa,,a,, ;- - a, a,,. Assim, na base tradicional (a decimal), os digitos podem

m-1"
ser um dos dez algarismos habituais 0, 1, 2, - - - , 9; neste caso € usual omitir o indice na representagao,

escrevendo-se apenasn=a,,4

1" 1 Ay Janabase b=2, a representagdo (binaria) de n consiste numa sequéncia

finita de 0's e 1’s, sendo o digito mais a esquerda um 1. Por exemplo, se 1 é representado na base 10 por 27, entdo,
nabase2, n=11011,) pois

27=16+8+2+1=1x2"+1x2°+0x2%+1x2" +1.

2. Justificacido do algoritmo

Sejam x um real e N um natural. Mostraremos, porindugio em N, que o algoritmo produz efectivamente x".
O caso N=1¢é imediato: 1 =1(5) €, como na transcri¢do desta representagéo bindria numa palavra o primeiro
digito 1éignorado, obtemos a palavra vazia I; 1ogo, o resultado do algoritmo é (x) Id, que é x".

Fixemos agora um real x e suponha-se que, para um dado N € Z , o algoritmo d4 como resultado x™.
Sejaa,a,  ---a fy(z)2 representagdo finitade Nnabase 2, onder >0,a,=1e 4,€ {0, 1} paratodo oi. Temos as duas

alternativas seguintes:

Da,=a,,=--=a=ay=1istoé N=111--- 15 =2"" - 1.




Neste caso N +1=2 "=100 - - - O, representacdo que tem r +1 zeros; a primeira e segunda etapas do

algoritmo aplicadas a esta escrita binaria conduzem a palavra Q"%e portanto o algoritmo produz (x) Q™. Ora,
mostra-se facilmente por indugao finita que

Lemal VaeRVYmeZ, (a)Q™ =a®".

Prova: Fixemos umreal v Para m =0, aigualdade é imediata uma vez que, por convengao,
0
(oz)Q0 =(@ld=a=ad'= o . Suponhamos que aigualdade é valida paraum naturalm fixado. Entdo

@Q™ =[@)Q"0=6" Q= Y=d =

Resulta deste Lema que (x) Qr+1 =x ,ouseja, (x)Qm =2

(IT) Pelo menos um dos a;’s é zero, paraalgum i € {0,1,---,r-1}.
Neste caso, sejam € {0, 1, - -, 7—1} omenor indice tal que 4,,=0. Assim, na representagéo bindria de N, hdum

digito nulona m-ésima casa seguido por m digitosiguaisa 1:
N=a,---2,,0111---14.
E portanto,
N+1=a,---a,,,1000---0p;

onde o digito 1 assinalado é seguido por m zeros. A transcri¢io de 4, - - 4,,,,,, como dita o algoritmo, d4-nos uma
palavra (eventualmente vazia) que corresponde a um operador P (eventualmente a Identidade). Além disso,

aplicando o algoritmo a N obtemos a palavra PQ( Qx)"; analogamente, a N +1 corresponde a palavra PQXQ".

() [PQXQ"] = (xP)(QXQ")

Proposigio 1. Vme Z; QXQ"=QQX)"X.
Prova: Fixemos umreal  eum inteiro ndo-negativo m. Temos

(@)QXQ" =[()QIXQ" = (@)XQ" = (@*. x)Q"
e, peloLemal,
@ 9Q"= (.5
ouseja, ()QXQ"= o .x*". Além disso,

@QQX)"X = ["(QX)"] . x




m_

Lema2.V3cRVm € Z! (B)(QX)"=67".x*"".
Prova: Consideremos umreal 3.Sem=0, aigualdade éimediata:

0 0 0_.
BQX) =p=p" A
Suponhamos agora, porindugio, que aigualdade é valida paraum natural m fixado. Entao
L m  om_1,2 mt’ m+]_
BYQO™ =[BYRNTQX) =@ "= 2= 4"
Retomemos a prova da Proposigao. Deduzimosja que, paratodoonaturalmetodooreal o,

(@)QXQ" = o™ . "

(@RQX)"X=[6"(QX)"] . x.
Pelo Lema 2, o segundo membro desta tiltima igualdade pode reescrever-se como
[2QX)"] . x=[(@)*" . @] .x
logo
(@QQX)" X =a™" 2"
e portanto

(@QXQ" = (@)QEX)"X.1

Voltemos ao caso (IT) do algoritmo. Ja sabemos que

) [PQXQ" = xP)(QXQ");

resulta agora da Proposicéo que
(xPYQXQ") = (xP) [Q(QX)"X];
além disso, uma vez que a composigao € operagao associativa,
(xP) [Q(QX)" X] = [()(PQQX)")IX;
e, por hipétese de indugao, *)(PQQRX)") = 2 logo

[E)(PQQX)Y NX = (") . x =2




3. Vantagens computacionais

O algoritmo de potenciagdo aqui analisado é naturalmente mais vantajoso, numa perspectiva
computacional, se a poténcia é elevada. A economia nos calculos deve-se ao uso eficiente de poténcias ja

calculadas. Por exemplo, o modo menos rapido de se determinar 13° é 0 de multiplicar 13 por si mesmo 52
vezes. Mas, tendoem conta que 53=32+16+4+1, temos

13° =13 x 13" x 13" x 13™ = ((((13") 13)")’ 13)")’ 13 = 13 (QXQQXQQX)

o que requer o uso da operagao de elevar ao quadrado cinco vezes (para se obterem 132, 134, 138, 13" 1332) alémde

trés multiplicagdes por 13 (ou seja, 13 x 13%,13x13"x 13" e 13 x 13" x 13" 1332), num total de 8 multiplicagdes em
vez das52 acima.
O algoritmo é mais eficiente quando os expoentes tém representagdes binarias com mais digitos iguais a

zero. Por exemplo, no calculo de x % precisamos de 8 multiplicages, uma vez que 256 = 2° = 100000000,,), e

portanto

256 8 22222222
x =i

=((()))))))

o que corresponde a 8 operagbes de elevar ao quadrado. Mas, para determinar x255, precisamos de 14
multiplicagBes, das quais 7 sdo operagGes de elevar ao quadrado e as restantes 7 sdo multiplicagdes finais:

255=2"-1=11111111,

255 2 4 8 1632 64 128 20 2 2 2 2 2 2
X =xxx oxx xx xx xx xx xx = ((((((x) x) x) x) x) x) x) x.

No que se segue iremos comprovar que, dados x # 0 e N € Z', no célculo de x", usando o algoritmo de
potenciagdo, o nimerom de multiplicagdes efectuadas é sempre menor ou igual a N -1. Note-se que N-1¢é o

ntmero de multiplicagdes utilizadas para obter x" se fizermos o produto de x por si mesmo até se chegar a
poténciaN.

Comecemos por observar a seguinte tabela:

N | Ng | Palavra |m | N-1
1| 1 I 0 0
2| 10 Q 1 1
3| 11 QX 2 2
4 | 100 Q 2 3
5 | 101 QX 3 4
6 | 110 | QXQ |3 5
7| 111 | (QX) | 4 6

Quando N=1,2 ou 3, o valor de m é N -1, enquanto que, para4 <N <7=2"-1, m é estritamente menor que
N-1.Naverdade esta vantagem é valida para N > 4. Verifiquemos esta afirmagao para os casos nio inscritos na




tabela (N > 8=2"=1000).
Suponha-sequeN=a4, ,-*- 1895y onder >3,a.=1eaq; €{0,1) parai=0,1,---,r. Claramente m é menor ou
igual ao niimero de multiplicagdes efectuadas quando aplicamos o algoritmo ao natural 11 - - - 15 que tem 7 + 1

digitos iguais a 1. Ora a palavra que resulta da transcri¢do desta representacio bindria é (QX), e portanto o
correspondente niimero de multiplicagdes é 2r. Ou seja, em geral, m <2r.

T < s . ~ . . . . -1
Por outro lado, é fécil verificar por indugéo que, para todo o inteiro r maiorouiguala3,setemr < 2 "-1ou,

equivalentemente, 27 < 2'-2. Ora,comoN > 2’, temosN-1> 27 -1, eportanto
m<2r<2-2<2-1<N-1.

Podemosacrescentar que,dadoN= -- Mgy onder >0,a,=1ea;€ {0,1} parai=0,1,---,7,setem

4. Generalizacio

O uso da base 2 nas sec¢Bes anteriores nao é essencial; podem estabelecer-se, por argumento idéntico,
algoritmos de potenciagdo que utilizam a representagdo dos naturais noutras bases. Como anteriormente, o

processo pode ser descrito pelas trés etapas seguintes: dadosb € Z ,b22,xEReNEZ,
(1) escreva-se Nnabaseb, digamos N=c,c, ;- C1Cogy onder >0,c,>0ec; € {0,1,---,b—1} paratodoog;

“1+41

(2) na representagéo anterior, substitua-se cadac; porX ', sendo X'=Id,e coloque-seentre X" " e X" aletra

E: obtemos assim a transcrigio
X"EX"ME---EX'EX";
(3) a palavra de (2) é agora interpretada do seguinte modo: cada E significa elevar a poténcia b; cada X"

o 1s G
corresponde amultiplicar porx *;

(4) finalmente aplique-se esta leitura ao nimero 1, da esquerda para a direita, fazendo actuar

. ~r r-1
sucessivamente X", E, X ", E, .., X0:

1 ¢y be, bepicy 4 b2cptbe, - Vepb e, abetbeptey
— X 5 X — X — X cer X =x .
Exemplos:
a 102=102104 + XEX’EX' EXEX" = XE'X’EXE

6)
(b) 102=204,,+ XEXEX = X'EX'
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