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Conceito

de poténcia

de conjuntos

por L. Mendonca de Albuquerque

1 — Diz-se que uma funcédo 9 estabelece uma
correspondéncia biunlvoca entre os elementos de
dois conjuntos E e F, e escreve-se E=<f(F),
quando :

1° — A todo oelemento p e E (pertencente a E)
a funcdo pfaz corresponder um e um sé elemento
qeF; e

2.°— A qualquer dos elementos de F
ponde um Gnico elemento de E.

corres-

Exemplos

| —Existeuma correspondéncia biunlvoca entre
« quaisquer numeros inteiros consecutivos e as
n raizes distintas da equacdo binémia x"—1=0.

Il — A fungdo y = ~*nN estabelece uma cor-

1+ x
respondéncia biunlvoca entre os ndmeros reais
do intervalo (o ,b) e os nimeros reais do inter-
valo (0,00).

As correspondéncias biunivocas gozam das se-
guintes propriedades (entre outras) :

| — Formam um grupo. Isto é:

a) Se E=y(F) é uma correspondéncia biunl-
voca, a correspondéncia inversa F=y~' (E) é da
mesma natureza.

b) Se E=(f(F) e F=NG) sdo correspondéncias
biunivocas, o produto E=<? [1(G)] é uma corres-
pondéncia da mesma natureza.

Il —Se E ¢ F (quere dizer, se E éum sub-con-
junto de F) também 9(E) <p(F).

2. — Teorema de Canior-Bernstein. Se e 4sao
duas correspondéncias biunivocas tais que, sendo
E\cF e Fi<=sF se tem "{E"F e <b(Fi)=E,
existe, nesse caso, uma correspondéncia biunl-
voca entre E e F.

(A demonstracdo déste teorema encontra-se,
por exemplo, em Borel, Lecons sur lathéorie des
fonctions, pag.104).

3. — Poténcia. Quando entre os elementos de
dois conjuntos E e F se pode estabelecer uma
correspondéncia biunlvoca, diz-se que osconjun-
tos tém a mesma poténcia (sdo equipotentes) e

escreve-se E=F.

Exemplos

| — O conjunto de n quaisquer numeros intei-
ros consecutivos e o conjunto das raizes distintas
da equacédo .r"—1=0sédo0 equipotentes.

Nota — A defini¢do de correspondéncia biunl-
voca implica a igualdade do nimero de elemen-
tos para conjuntos finitos equipotentes. E o que
se evidencia no exemplo precedente.

Il — O conjunto (x)dos numeros inteiros posi-
tivos é equipotente ao conjunto (y) dos nimeros
pares e positivos. Pode estabelecer-se entre éles
a correspondénciay =2x, que € biunlvoca.

Il —Tém a mesma poténcia o conjunto dos
numeros reais dos intervalos (a,b) e (0, 00). Isso
resulta da correspondéncia biunlvoca estabelecida

1 1 - a+ bx
pela relacdo y = .
1+x
4. — Comparagédo de poténcias. Os exemplos

precedentes estabelecem aigualdade de poténcias
de dois conjuntos em casos em que a determina-
cdo da correspondéncia biunlvoca entre 0s seus
elementos é extraordinariamente simples. Nem
todos os casos oferecem porém estasimplicidade.
E muitas vezes necessario relacionar com os con-
juntos dados os seus sub-conjuntos. Assim, se
forem dados os conjuntos E e F, podem apresen-
tar-se os quatro casos seguintes : (Borel, ob. cit.,
pag. 103 e Appert, Propriétés des ensembles abs-
traits les plus généraux, tomo Il,pag. 55)

biunlvoca
e F, e

l.© — Existe uma
F=<?(Ei)

correspondéncia
entre um sub-conjunto EicE



uma correspondéncia da mesma natureza E=$ (F*)
entre E e um sub-conjunto JPjc F'.

Entdo pelo teorema de Cantor-Bernstein, é pos-
sivel estabelecer uma correspondéncia biunlvoca
£T=«(F) entre os conjuntos dados que sdo, por-
tanto, equipotentes.

2.° — Existe uma correspondéncia biunlvoca
F=<p(E{) entre um sub-conjunto E~cE e F
mas nédo existe qualquer relagdo da mesma natu-
reza entre um dos sub-conjuntos de F e E. Diz-
-se entdo que a poténcia do conjunto E é supe-
rior a de F e escreve-se E> F . Deve notar-se
que esta definicdo deixa entrever a possibilidade
de escalonar as poténcias dos conjuntos numa
sucessdo crescente de tipos.

3.° — Pode concluir-se que E <*F quando, ana-
logamente, se estabelece uma correspondéncia
do mesmo género entre um dos sub-conjuntos
f . cF e £.

Exemplo

Seja E o conjunto dos nimeros reais positivos
e F o conjunto das raizes positivas da equacao

mcosx—p=0 (p < w e reais). E evidente que
E >F.

4.° — Nao existe qualquer correspondéncia biu-
nlvoca entre qualquer dos sub-conjuntos E~CcE

e F, porum lado,e F ¢ F e E, por outro.

5. — Conjuntos ordenados e bem ordenados. Diz-
-se que um conjunto E de elementos (p) é orde-
nado quando, quaisquer que sejam o0s elementos
pi eE e pz e E existe entre éles uma dependéncia
pela qual se pode afirmar uma das relacbes p\
precede pz ou pz precede pi que obedece as pro-
priedades assimétrica (se pi precede pz-"Pz ante-
cede pi) e transitiva (se pi precede pz e pz pre-
cede p, -* pi precede pi).

Se entre os elementos dum conjunto ordenado E
existe um, po, que precede todos os outros, diz-se
que p— € o primeiroelemento de E .

Se todos os sub-conjuntos de E contém um
primeiro elemento, E é um conjunto bem orde-
nado.

Axioma de Zermelo. — Consideremos o0 con-
junto F de conjuntos E ndo vazios e sem elemen-
tos comuns dois a dois; existe pelo menos um
conjunto que contém um e um s6 elemento de
cada conjunto E .

Se admitirmos éste axioma, poderemos demons-
trar o

Teorema d« Zermelo.
ser bem ordenado,

— Todo o conjunto pode
dum ponto de vista ideal.
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Quere dizer: sem que se garanta a possibilidade
efectiva de determinar uma ordem. (Para demons-
tracdo, veja-se Sierpinski. Lécons sur les nom-
bres transfinis, pag. 231).

6. — A tricotomia. O 4.° caso do paragrafo 4
sugere, naturalmente, uma pregunta : qual ¢
relagdo entre as poténcias dos conjuntos E e F
quando se verifica essa hipotese?

Para Borel, e outros, o facto de se verificar a
4." hipdtese apenas indica que a comparagdo das
poténcias dos conjuntos E e F é impossivel.

Pelo contréario, Sierpinski, Appert, etc., acei-
tando o axioma de Zermelo que os primeiros
repudiam, podem demonstrar o teorema de Har-
togs. Esse teorema demonstra (Sierpinski, ob.
cit.,, pag.228) que, dados dois conjuntos quaisquer,
apenas se podem estabelecer entre éles e 0s seus
sub-conjuntos as relagdes a que se referem os
trés primeiros casos. A impossibilidadedo quarto
caso chama-se tricotomia.

@

N&o nos é possivel ir mais longe na exiguidade
duma nota desta indole ; mas deve assinalar-se,
entretanto, que muitos resultados tém sido obti-
dos com base no axioma de Zermelo e confirma-
dos depois por desenvolvimentos que o regeitam.
Para mais esclarecimentos e detalhes pode ler-se
com proveito: Borel, ob. cit., (publica, em apén-
dice, cinco cartas muito interessantes sbbre o
assunto) ; Sierpinski, ob. cit., cap. VI; Dugas,
Essai sur I'incompréhension mathématique.

7. — Escala  de tipos de poténcia. Dissemos no
paragrafo 4, a propoésito do segundo caso, que se
entrevia a possibilidade de escalonar as poténcias
dos conjuntos.

Para conclusdo desta pequena noticia, queremos
mostrar que a escala das poténcias fica bem de-
terminada. E o que claramente evidenciam os dois
teoremas seguintes

Teorema I— O conjunto de todos os sub-con-
juntos dum conjunto dado E (ndovazio) tem uma
poténcia superior a do conjunto E. (Sierpinski,
ob. cit., pag. 84).

Teorema |1 —Dada uma familia de conjuntos E
quaisquer, existe sempre um conjunto E dessa
familia de poténcia inferior a de todos os outros.
(Sierpinski, op. cit., pag. 214 e Appert, op. cit.,
tomo I1,pag.57).

Quere dizer: uma vez fixada a poténcia N,
dum conjunto E existem sempre conjuntos F de
poténcia X,, > N ; (Teorema l);e entre todos os
conjuntos nessas condicdes ha um de poténcia

menor que a de todos os outros.
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Curiosidades

por Fernando A. de Carvalho

Um velho amigo, bibliéfilo inveterado, persis-
tente e infatigavel pesquizador de velharias, ofe-
receu-me hé& pouco mais de um mésum exemplar
precioso e em perfeito estado de conservagao —
trés macissos volumes encadernados em boa e
legitima carneira — intitulado «Encyclopédie Mé-
thodique— Mathématiques—Par MM. D'Alembert,
L'Abbé Bossut, De La Lande, le Marquisde Con-
dorcet, &c...—A Paris, chez Panckoucke, Libraire
Hotel de Thou, rue des Poitevins; A Liége, Chez
Plomteux, Imprimeur des Etats — MDCCLXXXIV
— Avec Approbation, et Privilege du Roi». Cola-
boram nesta obra, além dos ja citados, M. Jean
Bernoulli, M. Dargenville, M. Diderot e outros,
constituindo os dois primeiros volumes e parte
do terceiroumdicionario de matematicas enquanto
mais de metade do Ultimo é preenchida com um
dicionério de jogos.

A leitura de qualquer dos volumes é extrema-
mente curiosa e elucidativae fornece elementos
de indiscutivel valia para o estudo da histéria e
génese dos métodos e idéias da Matematica nos
séculos xvii e xvin.

Ha dias, quando folheava o 2.° volume deparei
com um artigo intitulado «Quarrés Magiques» que
comeca assim : «em Aritmética da-se éste nome
a figuras quadradas formadas por uma sequéncia
ou série de nUimeros em proporgdo aritmética,
dispostos em linhas paralelas ou em filas iguais
de tal modo que as somas de todos aqueles que
se encontram numa mesma banda horizontal, ver-
tical ou. diagonal sejam todas iguais entre si.»

O articulista da depois uma explicagdo um
pouco mais detalhada da definicdo e apresenta
entdo um exemplo com os primeiros 25 nimeros
naturais, formando um quadrado natural e um
quadrado maéagico

1 2 3 4 5 1G 14 8 2 25

6 7 8 9 10 3 22 20 11 9

11 12 13 14 15 15 6 4 23 17

16 17 18 19 20 24 18 12 10 1

21 22 23 24 25 7 5 21 19 13

Quadrado natural Quadrado magico

e continua: «Poder-se-ia acreditar que os qua-
drados  magicos tém éste nome porque a proprie-
dade de tédas as suas bandas darem a mesma
soma pareceu muito surpreendente, sobretudo

Aradjo

em certos séculos em que as Mateméaticas eram
suspeitas de magia, mas ha também forte evidén-
cia para crer que estes quadrados mereceram o
seu nome devido as préaticas supersticiosas onde
eram empregados, tais como a fabricacado de talis-
mans, porque segunda a filosofia pueril daqueles
que atribuiam virtudes aos nimeros, que virtudes
ndo deviam ter nimeros tdo maravilhosos ? O que
comegou por ser uma préatica va dos construtores
de talismans e dos adivinhos tornou-se o assunto
de uma investigacdo séria para os Matematicos
embora ndo acreditassem que pudesse conduzir

a qualquer coisa de Gtil nem de sélido. Os quadra-
dos magicos sentem-se sempre da sua origem ; nao
podem  ter utilidade alguma ; hdo sdo mais do que
um jogo cujo mérito  reside na dificuldade e que
somente pode originar, em relacdo  aos ndmeros,
alguns pontos  de vista novos que 0S Matematicos
ndo querem perder.»

O artigo continua ocupando mais umas sete
colunas onde se faz um pouco de histéria e se
estudam certas propriedades mas a parte trans-
crita fornece matéria mais do que suficiente para
algumas consideragdes de ordem geral.

O contraste entre as afirmacdes do articulistae
a aplicacdo actual de quadrados da mesma fami-
lia a resolucdo de determinados problemas expe-
rimentais é flagrante. De facto os «quadrados lati-
nos» como hoje sdo designados certos tipos de
«quadrados magicos» constituem, particularmente
no campo agronémico, um dos tracados experi-
mentais mais eficientes e mais largamente gene-
ralizados. Por outro lado a aplicagdo dos principios
de estatistica a planificacdo, analise e interpreta-
¢do dos ensaios baseados neste tipo de tragado
exige em principio o estudo de um certo nimero
de problemas cuja solugdo estd Intimamente de-
pendente da Teoria dos Grupos Finitos.

Estas "breves consideracdes mostram, mais uma
vez, como é extremamente dificil estabelecer uma
demarcagdo rigorosa entre Ciéncia Pura e Apli-
cada. Para o articulista da Enciclopédia nada de
Gtil nem de s6lido poderia resultar do estudo dos
«quadrados magicos», mas, se por artes magicas
de qualquer poderoso eirénico demiurgo, voltasse
a éste mundo, novamente na pele de um Matema-
tico poderia, meditando com tristeza nafragilidade
dos julgamentos humanos, repetir desconsolada-
mente com uma nova certeza: «porque... que Vir-
tudes ndodevem ter nimeros tdo maravilhosos!?»



Esboco para uma algebrizagao

por Constantin

GAZETA DE MATEMATICA

da nocdo de integral

Carathéodory

(Introducdo a «Entwurf fiir eine Algebraisierung des Integralbegriff8»
— Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften—1938)

A teoria dos espagos abstractos foimuito estu-
dada nos Ultimos dez anos e conseguiu-se ‘intro-
duzir ai, de diversos modos, a noc¢do de inte-
gral <

Uma consideragdo mais profunda do assunto
mostra que se pode avancar ainda nesta direccdo.
Os espacos — mesmo os chamados espacos abs-
tractos— sdo naturalmente conjuntos,isto é, colec-
¢oes de elementos, a que também chamamos pon-
tos, de que o espaco considerado é constituido.
Cada figura sobre a qual se integraréa, deveréa, pois,
encarar-se também como um conjuntode elemen-
tos. Porém, nestas condi¢cdes pode reparar-se que
ndo é essencial a significacdo déstes elementos
para a formacdo da nocédo de integrale que a pré-
pria demonstracdo da existéncia do integral ja se
possa essencialmente efectivar,em virtude da pos-
sibilidade da execucdo das operacdes fundamen-
tais de reunido, de diferengca e de interseccédo
estar contida na noc¢cdo de conjunto.

A ideia assenta portanto, pouco mais ou menos,
em abstrair inteiramente da estrutura das figuras
sObre as quais se deveréd integrar e, destas figuras,
s6 exigir que elas permitam operacdes que tenham
certos lagos de comum com as operacdes de rel-
nido, de diferenca e de intersecgdo de conjuntos.

I" M. fréchet, Sur I'intégrale d'une fonctlonelle étendue
a un ensemble abstrait, Bull. soc. math, de France 43 (1915),
p. 248.

P. J. Danielt, A general form of integral. Ann. of Math.

(2) 19 (1917-18) p. 279 — Integrals in an infinite munber of
dimensions, ibid. (2) 20 (1918) p. 281.

A. Kolmogoroff, Unterserchungen uberden Integrallbe-
grlff, Math. Ann. 103 (1930) s. 654.

H. Hahn, Uber den Integrallbegriff, Festselvr. d. 57.Vers.

Deutsch. Philolog. u. Schulmanner in Salzburg 1929, S. 193.

Uber die Multiplikation total additiver Mengenfunktio-
nen. Ann. delia R. Scuola Normale Sup. dl Pisa (Sc. Fis.e
Mat.) (2) 2 (1933) p. 429.

O. Nlkodym,  Sur une généralisation des intégrales de
M. J. Radon, Fund. math. 15 (1930) p. 131.

J. Rtdder, Integration in abstrakten Raumen. Fund,
math. 24 (1935), s. 72.

5. Saks, Theory of the Integral. Monografle Matema-
tyezne, Tom.VIl, Warszawa, 1937.

Disto resulta uma dupla vantagem : Uma vez por
todas alargar-se-4 consideravelmente o campo das
aplicacdes possiveis. E, depois, mostra-se que a
teoria anterior se simplificara porque s6 fica o
essencial do seu esqueleto. Em resultado da tarefa
gque nos impomos de tratar objectos que sdo tao
pouco diferenciados, desaparecem, automatica-
mente, para muitas demonstracdes, aquelas partes
complicadas que se tinham mantido por érro, com
o emprégo dum material substancial. Digno de
nota é o facto de, com meios tdo primitivos, se
poder obter a maioria dos resultados que se conhe-
cem para os integrais de Lebesgue e de Lebesgue-
-Stieltjes. Mais: sdo poucos os detalhes que por
especializacdo das hipdteses se juntardo as nogdes
gerais.

Os objectos matematicos que nés definimos no
primeiro capitulo déste artigo poderdo conside-
rar-se como elementos duma 4algebra de Boole
generalizada, como é imediatamente compreensi-
vel ®. Nestas algebras, contudo, a soma e o0 pro-
duto de dois elementos quaisquer postulam-se
simultaneamente e tém iguais privilégios. Para o
nosso fim é, pelo contréario, vantajoso nédo tratar
simultaneamente a relGnido, a diferenca e a inter-
seccdo. NOs sO6 postularemos a primeira destas
operacdes, para depois, por meio de ulteriores
axiomas, nos restringirmos de maneira que se
assegure a existéncia das outras duas. Obtem-se
desta maneira um sistema de axiomas que, com
imaginacdo de exemplos, se podera manejar de
modo particularmente simples, (comparem-se
§§ 9 e 10).

Objectos matemadaticos que possuem proprieda-
des tdo fundamentais e importantes devem ter
um nome, que seja completamente neutro e que
ndo desperte falsas associacdes. Veremos que (§89)
estes objectos nem sempre sdo conjuntos, de ma-

is O. Ore, On the foundation of Abstract Algebra. Ann.
Math. (2) 36 (1935) p. 406.

M. H. Stone, Postulates for Boolean Algebras and gene-
ralized Boolean Algebras. Amer. Journ. of Mathem. 57 (1935)
p. 703.
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neira que a designacdo «conjunto» ndo podera
usar-se. O nome «corpo» que apresentava muitas
vantagens é da mesma maneira a excluir, porque
0 seu uso conduziriaa equivocos ; as «estruturas»,
que Ore introduziu, sdodemasiado gerais. Nada se
opde porém a designacdo de Soma .

Para a extensdo da noc¢do de integral podem
usar-se diversos principios. Kolmogoroff seguiu
até ao fim a idéia de Leibniz duma «Summa
Omnium». Hahn deixou-se conduzir pelo pensa-
mento de que, para a restricdo dos conjuntos
sObre os quais se deverda integrar, ointegral é uma
fungdo totalmente aditiviva.
directamente se
propriedades

Muito mais simples e mais
atinge o objectivo se se parte das
elementares das &reas, respectivamente dos volu-
Estas propriedades sdo tdo intuitivas que
represen-

mes.
Arquimedes as pode postular“>. Elas
tam a generalizacdo dos seguintes teoremas geo-
métricos :

Teorema 1.Quando se cobre completamente uma
figura plana F com um nimero finito, ou ndo, de
figuras F. ,F,, e, a 4rea de F ndo é superior a

soma das areas de todas as F,.

Teorema 2. Ovolumedum cilindro recto é igual
ao produto da altura pela 4rea da base.

O primeiro déstes teoremas conduz a teoria das
funcdes de medida que eu ha muito tempo desen-
volvi "". As fungdes de medida podem definir-se
também, sem dificuldade como func¢des de Soma.
A estas entidades é dedicado o segundo capitulo
déste artigo.

Para extender oteorema 2, que poderda tratar-se
em conexdo0 com o teorema do valor médio do
calculo integral, consideramos funcdes de ele-
mento sdbre um corpo de Somas. Estas fungdes
de elemento que devem ser analogas as funcgdes de
ponto ordinéarias, definir-se-d0 por meio dos limi-
tes superior e inferior que elas admitem nas dife-

rentes somas.

< A palavra soma foi, sem divida, a empregada Ja por
Von E. Study nas suas investigagdes sdbre cinematica.
O uso da mesma designacgdo para objectos que aparecem em
dominios da matematica inteiramente distintos ndo pode
levar a equivocos. Também a palavra «corpo> (Korper) se
usa na geometria e na &lgebra com diferentes significacdes.

W Veja-se o Xau.pxviu.Eva (Postulado) de Arquimedes no
inicio do primeiro livro sobre esfera e cilindro. Opera
Omnia, ed. Heiberg, Leipzig, Teubner, 1910, Bd. I p. 8.

<> C. Carathéodory, Uber das Hneare MaB-eine Verallge-
meinerung des Langenbegriffs. Gott. Nachr. (1914) s. 404.
Veja-se tambam Vorlesungen Uber réelle Funktionen, Lei-
pzig und Berlin, Teubner, 1918 (2 aufl. 1927) kap. V.

Agora pouco falta para completar a teoria;
basta considerar o integral de Lebesgue-Stieltjes
como uma funcdo de medida para a qual é valido
o teorema do valor médio. A definicdo acima da
funcdo de elemento é particularmente apropriada
a esta concepcdo do integral. Para o desenvolvi-
mento destas idéias podem usar-se métodos muito
correntes. Esta parte do capitulo I11,que é facil
de completar, poderd preencher-se muito facil-
mente com estes fundamentos.

Nota-se, de resto, que se obtém os resultados de
Hahn quando se defineo integral I*A séno corpo
em que esta funcdo de medida é mensuréavel.

Traducdo de MARIA PILAR RIBEIRO

Observacoes ao presente artigp — A transcricéo
precedente ¢é interessante, além do mais, porque
nos apresenta, sobretudo nos primeiros paragra-
fos, num exemplo sugestivo e indubitavelmente
importante preocupacfes e atitudes que, se nao
sdo caracteristicas dos matematicos de hoje, sdo
hoje ainda pouco vulgarisadas embora muito fami-
liares aos estudiosos.

Outra observagdo é-nos sugerida pela traducéo
com o titulo «O discreto e o continuo» do nu-
mero 14 da nossa «Gazeta de Matematica». Ai,em
nossa opinido, arrisca-se oleitor aequivoco (talvez
simplesmente porque as idéias estdo demasiada-
mente condensadas e expressas com demasiada
brevidade). N&ose trata, agora, de sublinhara con-
fusdo, ali possivel, entre as nocdes de densidade
e continuidade para a recta. Queremos simples-
mente dizer que (a nosso ver!) essa «encorpora-
cdo da analise mateméatica, algebra, teoria dos
nimeros, légica matematica e geometria» se en-
contra ja realizada num grau muito mais avancgado
do que aquela leitura pode fazer supor. A memoé-
ria de Carathéodory vem em apoio desta observa-
cdo. Especialmente importantes, sob éste aspecto,
sdo outras nogdes cujo estudo estd hoje tdo avan-
cado, como sdo as de «grupo topolégico» e «estru-
tura». Delas procuraremos brevemente dar, aqui,
uma idéia.

Finalmente (e em primeiro lugar!) possa esta
tanscricdo sugerir o estudo da prépria memdria a
algum leitor da «Gazeta» que esteja desejoso de
conhecer a mateméatica no seu desenvolvimento e
tenha j& pressentido que, para isso, precisa de
conhecer a mateméatica moderna cuja contribuicéao
é, desde ja, simultaneamente, tdo recente e tdo
rica.

HUGO RIBEIRO
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ASTRONOMIA

A ROTAGCAO DA TERRA E O MOVIMENTO DA LUA

por Manuel

No meu tempo de estudante o estudo da aritmé-
tica iniciava-se por estas duas definigcdes :

Grandeza é tudo quanto pode aumentar ou demi-
nuir ; quantidade é a grandeza que se pode medir.

Um ou outro professor mais dado a esclarecer
os alunos dava, como exemplo de uma grandeza
que ndo é quantidade, isto é, de uma coisa que
pode ser maior ou menor mas que ndo se pode
medir, uma dor, uma alegria, ou coisa andaloga.

O incipiente letrado decorava cuidadosamente
estas duas defini¢cdes e era quanto lhe bastava até
que, se continuasse os estudos, voltava, no curso
superior, a ouvir falar em grandezas que nao se
podem medir e o exemplo fatalera a temperatura.

Aqui vou falar de outra : otempo. Também nédo
se pode medir e, quanto a esta caracteristica, esta
até muito abaixo da temperatura.

Com efeito, se ndo é possivel dizer se uma dada
temperatura €& dupla ou tripla de outra, pode-se
dizer que duas temperaturas sdo iguais : as de
duas moléculas de uma massa que se possa con-
siderar em equilibrio térmico ou as de dois liqui-
dos nos quais o mesmo termémetro mergulhado
num ou noutro apresenta a mesma dilatacdo. Com
o tempo ndosucede o mesmo. Se, em alguns casos,
é possivel afirmar que um intervalo de tempo
¢ maior do que outro (casos em que O primeiro
inclui o segundo), nunca é possivel reconhecer a
igualdade de dois intervalos de tempo. H4, por-
tanto, que recorrer a convencdes para construir a
definicdo dessa igualdade.

E a Mecanica que nos fornece os meios.

O primeiro é asua definigdo de movimento uni-
forme : movimento uniforme é aquéle em que o
moével percorre espagos iguais em iguais interva-
los de tempo.

Infelizmente esta definicdo obriga-nos a ir a
procura de movimentos uniformes e ésses, para
se descobrirem, exigem-nos um prévio conheci-
mento da igualdade dos intervalos de tempo para
0s comparar com o0s espacos percorridos. Um
ciclo vicioso de que s6 se pode sair decidindo que
um dado movimento é uniforme.

E claro que nem todos os movimentos se pres-
tam a isto ; e, entre 0os que se prestam, escolhido
um para base da defini¢cdo, ficam excluidos os

outros, isto é, de todos os movimentos que pode-

Peres Junior

mos tomar como uniformes,um, o escolhido sera
o definidor da igualdade de intervalos de tempo
e 0s outros serdo ou nédo serdo uniformes se se
ajustarem ou ndo a definicdo.

O movimento que se usa para definir aquela
igualdade é o movimento de rotacdo da Terra.
E assim, medindo angulos descritos nesse movi-
mento, indirecta e virtualmente medimos inter-
valos de tempo, pois a correspondéncia «cangulo-
-intervalo» permite-nos afirmar que um dado
intervalo de tempo é duplo ou triplo de outro, tal
como se se tratasse de verdadeiras medicdes.

E porém, indispensavel ndo esquecer que éste
belo edificio estd construido sébre a areia move-
dica duma definicdo arbitréaria.

H4 ainda uma pequena coisa a atender: o movi-
mento é umanocgdo essencialmenterelativaque nédo
se pode descrever sem mencionar uma referéncia.

IA que corpo ou a que sistema se ha-de refe-
rir o movimento de rotacdo da Terra ? Evidente-
mente a um astro ou a um sistema relacionado
com os astros; o Sol, a Lua, um planeta ou o
conjunto das estrélas fixas. E assim temos o tempo
solar, o lunar, o marciano, o troiano..., o sideral.
Salvo em questdes tedricas muito especiais, s6 o
primeiro e o Ultimo se usam.

Nova dificuldade: estes dois tempos nédo acer-
tam um com o outro, isto é, o movimento de rota-
¢do da Terra, considerado uniforme quando refe-
rido as estrélas, é variado quando referido ao Sol.
Mas ainda é possivel harmoniza-los definindo o
tempo solar, ndo pelo préprio Sol, mas por um
astro imaginario a que se dd onome de Sol médio.
E desnecessario dar pormenores que sdo conhe-
cidos dos leitores.

Nem s6 o movimento uniforme serve para defi-
nir a igualdade de dois intervalos de tempo ; a
Mecéanica oferece-nos também outra classe de
movimentos, 0os movimentos periédicos: movi-
mento peri6dico é agquéle que se repete ou repro-
duz em iguais'" intervalos de tempo.

"> Quando, uma vez definida a unidade de tempo, se
observa um movimento que se repete em intervalos de
tempo desiguais, diz-se que se trata de um movimento pe-
riédico de «periodo variavel» ; um tal movimento n8o é con-
siderado simples pela Mecéanica, mas sim o resultado da
sobreposicdo de varios movimentos.
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Sd0 movimentosaproveitdveis as oscilagdes dos
péndulos, as vibracdes dos corpos eléasticos e as
translacgdes dos planetas.

Nunca foipossivel harmonizar todas estas dife-
rentes e independentes fontes de igualdade de
intervalos de tempo : embora com pequenas dife-
rencas, nunca se encontraram oscilacdes ou vi-
bragdes is6cronas quando as suas duracdes foram
avaliadas por meio da rotagdo da Terra. Os astro-
nomos atribuiram estes desoladores resultados a
imperfei¢cdes de tdoda a espécie : erros de obser-
vacdo provenientes de imperfei¢des do obser-
vador, dos instrumentos e do conhecimento do
comportamento 6ptico da atmosfera. E todo o seu
esforco incidiu na reducdo dessas imperfeigdes,
melhorando os métodos de observacédo para redu-
zir os erros do observador e aperfeicoando os
instrumentos de observagdo para diminuir os
erros provenientes déstes, por um lado, cons-
truindo péndulas e cronémetros em que as causas
da falta de isocronismo das oscilacfes e vibragdes
foram reduzidas ao minimo, por outro. Aparece-
ram assim os micrémetros chamados impessoais,
os «relais» electrénicos, os registos autométicos
fotograficos, as péndulas de péndulo livre, os re-
l6gios de quartzo, etc. A desharmonia, embora
atenuada, manteve-se. NoO que respeita ao movi-
mento de rotacdo da Terra, mereceu especial
cuidado a escolha do ponto de referéncia e che-
gou-se ao que se chama o «tempo sideral uni-
forme».

Enquanto a desharmonia se verifica entre a
rotagcdo da Terra e a marcha dos relégios, é sem-
pre possivel atribui-la a imperfeicdo déstes. Outro
tanto ndo acontece com outra classe de movimen-
tos periédicos que ndo resultam da habilidade
manual do homem : 0os movimentos de translaccéo
dos planetas.

Estes movimentos ndo tém a simplicidade te6-
rica que a mecéanica exige para garantir o seu
isocronismo. N&do ha apenas um planeta gravi-
tando em térno do Sol, nem cada planeta se pode
rigorosamente considerar um ponto material, mas
a mesma Mecéanica ensina a descontar, para cada
um, os efeitos dos outros e a influéncia do volume,
isto é, da distribuicdo das massas no interior dos
corpos que apenas se podem assimilar a pontos
quando sadoformados por camadas esféricas homo-
géneas.

Para a observacdo, os intervalos de tempo tra-
duzem-se por arcos de 6rbitas e assim a medigéo
de tais arcos corresponde a medicdo de interva-
los de tempo. Aquela medicdo é tanto mais
precisa quanto menor for o periodo dum pla-

neta ou, o que é o mesmo, quanto menor for a
6rbita.

Com efeito,um dado intervalo de tempo é uma
fraccdo do periodo tanto maior quanto menor éste
for e corresponde, portanto, a uma fraccdo da
6rbita tanto maior quanto menor esta for. Vistas
do Sol, tédas as 6rbitas dos planetas se projectam
no céu como circunferéncias, isto é, tém tédas
0 mesmo tamanho aparente; o mesmo acontece
com os satélites vistos dos respectivos planetas.
Vistas da Terra (que é o caso que nos interessa),
as Orbitas dos planetas, salvo as de Merclrio e
Vénus, ndo diferem muito do que parecem vistas
do Sol e a Lua é osatélite da Terra". E por isto
que em um dia vemos a Lua percorrer nocéoum
arco de cérca de 13 graus ao passo que Neptuno
parece imével (menos de 1 minuto) ; por outras
palavras, num dado intervalo de tempo o desloca-
mento aparente da Lua no céo é cérca de mil
vezes maior que o de Neptuno. A Lua é, pois, o
astro mais apropriado a servir de base a uma util
definicdo de igualdade de intervalos de tempo a
comparar com a defini¢do baseada no movimento
de rotacdo da Terra.

Pois bem. O tempo mfdido pelo movimento da
Lua nédo concorda com o medido pelos outros
meios. E no que respeita a sua comparagdo com
0 movimentode rotacdo da Terrandohdao recurso
de atribuir o desacordo, como no caso dos reld-
gios, a imperfeicdes de instrumentos, pois nem a
Terra nem a Lua foram feitas pelos homens. Dos
homens sdos as leis da Mecénica ea Lua vagabun-
deia no céocom uma lastimavel falta de respeito
por elas. Tudo se tem feito para lhe justificar os
erros e ja se chegou a esta desoladora conclusédo:
ndo hainiluéncia de outros corpos, ndo ha distri-
buicdo de densidades na Terra, ndo ha mesmo
modificacdo nos principios da leida gravitacdo que
explique as irregularidades do movimentoda Lua.
S6 ha uma explicagcdo possivel que salve o edifi-
cio da Mecanica Celeste : o movimentode rotacgéo
da Terra ndo é uniforme. Isto é, temos de aban-
donar o movimento de rotacdo da Terra como
meio de medir intervalos de tempo para estudar
0s movimentos dos astros e adoptar o movimento
da Lua para ésse fim,incluindo o estudo do movi-
mento da Terra.

Isto requere uma comparacdo cuidadosa dos
dois movimentos que s6 pode basear-se numa
longa e volumosa massa de observacdes. Ha que

<> Para o caso pode chamar-se-lhe satélite, emboradifira
muito dos satélites dos outros planetas. Na realidade a Lua
é¢ umadas componentes do planeta duplo Terra-Lua.



multiplicar, como héa ja bastantes anos aconselhou
Newcomb, as determinacdes rigorosas das posi-
¢des da Lua em tempos avaliados pelo movi-
mento de rotacdo da Terra. As observacdes podem
ser as de passagens meridianas, como as de qual-
quer outro astro, ou umas especiais para a Lua
(e muito raramente para alguns planetas), muito
simples e muito precisas, que sdo as das oculta-
¢oes de astros, geralmente estrélas, por ela. Estas
Gltimas, embora de grande precisdo, ndo necessi-
tam de dispendiosos oucomplicados instrumentos;
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bastam-lhes um 6culo e um cronémetro de que
actualmente é possivel determinar a correccdo
com rigor e frequéncia ; podem, pois, ser feitas
por muitas pessoas e em muitos lugares. Ha& anos
que uma campanha internacional promove estas
observagdes ; o Observatério da Tapada colabora
nela. O que tem conseguido, em qualidade e quan-
tidade, vai o leitor apreciar num préximo artigo
escrito pelo astrénomo encarregado de coligir e
reduzir as observacdes feitas em Lisboa e suas

proximidades.

MOVIMENTO MATEMATICO

O «PREMIO NACIONAL DOUTOR FRANCISCO GOMES TEIXEIRA»

por Anténio Monteiro

J& por duas vezes a Gazeta de Matematica chamou
a atencdo dos seus leitores para o Prémio Nacional
Doutor  Francisco Gomes  Teixeira (1) que se des-
tina a galardoar, mediante concurso, o melhor tra-
balho de matematicas puras, elaborado em cada ano
lectivo por um aluno dum dos estabelecimentos de
ensino universitario em que sdo professadas. A cria»
¢do deste prémio tem grande interesse para 0 movi-
mento mateméatico portugués porque éle é suscepti-
vel de criar uma atmosfera de emulacdo entre esco-
las superiores, em que as mateméaticas puras sdo
professadas, encorajando os estudantes na realizacéo
de trabalhos de investigacdo e estimulando os pro-
fessores das mesmas escolas a fomentarem a reali-
zacdo desses trabalhos.

A portaria do Ministério de Educagdo Nacional
que criou éste prémio, foi publicada no ano de 1939
e nela se fixava aos directores das trés Faculdades
o prazo de noventa dias para elaborarem (depois de
ouvidos os respectivos conselhos) as normas técni-
cas e regulamentares a que haveriam de obedecer
o trabalho e o concurso, que se projectava realizar
pela primeira vez no ano lectivo 1939-1940. O regu-
lamento do prémio foi publicado em 2 de Abril
de 1940 e por isso éle foi posto a concurso pela pri-
meira vez no ano lectivo de 1940-1941.

Até hoje o prémio ndo foi ainda atribuido. No
primeiro ano, 1940-1941, apareceu um U(nico concor-
rente (aluno da Faculdade de Engenharia do Poérto)
com um trabalho que nédo era de matematicas puras.
Ndo temos conhecimento de que tenha aparecido
algum concorrente no ano lectivo passado.

Como se explica que existindo trés Faculdades de
Ciéncias no nosso pais com um nGmero consideravel

(1) Veiam-se os n." 1 e 10 da «Gazeta de Matematica»

de alunos frequentando a licenciatura em ciéncias
matematicas, ndo se tenha ainda criado uma atmos-
fera de interesse pelo Prémio Gomes Teixeira?

E certo que o ensino das Ciéncias Mateméaticas se
encontra no nosso pais num estado de atrazo consi-
deravel (ainda recentemente um professor universi-
tario declarou aos seus alunos que ésse atrazo era de
cérca dum século) (2); as correntes vitais do pensa-
mento matemdatico moderno nédo sdo ainda ensinadas
entre nds, ndo existe uma atmosfera de interésse
efectivo pela investigacdo mateméatica entre cs estu-
dantes das escolas superiores; mas tddas estas cir-
cunstancias deviam precisamente galvanizar a von-
taide dos professore progressivos, que existem entre
nés, para criarem entre os estudantes uma atmos-
fera de interésse pelo Prémio Gomes Teixeira. Na
realidade a criacdo désse prémio foi acolhida pra-
ticamente com uma indiferenca quési geral. Que
esforcos se fizeram e que iniciativas se tomaram
nas escolas superiores para levar os alunos a reali-
zarem trabalhos de investigacdo?

Que temas de trabalho se propuzeram aos alu-
nos para ésse efeito?

Em face da situacdo em que se encontra a cultura
mateméatica portuguesa héa, pelo menos, duas atitu-
des possiveis : a primeira, a que poderiamos chamar
uma atitude realista ou progressiva, consiste em
olhar a situacdo face a face, sem subterfugios, e
procurar determinar o: grau de decadéncia em que
nos encontramos, as suas causas e remédios; a se-
gunda, a que podemos chamar uma atitude idealista
ou regressiva, é caracterizada por uma tendéncia
para considerar como satisfatéria a situacdo em que

(2) Ponho de lado, néste momento, a questdo de saber
se 0 atrazo do nosso ensino deve ser avaliado em anos.
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nos encontramos e por um desinteresse quasi geral,
e por vezes por uma hostilidade marcada, pelas
tarefas mais urgentes que ha a realizar no nosso
meio. Um exemplo tipico desta ultima atitude é a
opinido (formulada também publicamente por um
professor universitario) de que o ensino das mate-
maticas em Portugal se pode considerar a par do
ensino francés. Para pOr em evidéncia a inconsis-
téncia desta opinido vou referir o seguinte facto.
Como todos sabem a escola matemética americana
¢ hoje uma das primeiras do mundo. Existem na
América centenas de investigadores de categoria,
entre os quais figuram alguns dos primeiros mate-
maticos da nossa época. O ensino atingiu um nivel
altamente qualificado. A América possui alguns dos
centros de investigagdo mateméatica mais importan-
tes do mundo: Princeton (o paraiso da Topologia)
Harvard, New-York, etc., etc.

Publicam-se na América do Norte um grande
nimero de periédicos de Mateméatica de variada na-
tureza entre os quais figuram uma meia dlizia de
revistas indispensaveis em tddas as bibliotecas de
mateméatica e sem os quais é hoje impossivel tra-
balhar em matematica. A América é o pais que pos-
sui o maior nimero de associacOes cientificas que
dedicam a sua actividade ao progresso das ciéncias
matematicas, Sociedades de matematica, clubes de
matematica, etc., etc.. Pois bem, numa critica num
jornal americano a um livro de Exercicios de Anéa-
lise do Professor da Sorbonne Gaston Julia (desti-
nados aos alunos da cadeira de célculo diferencial
e integral— 1° ano da licenciatura em ciéncias
matematicas) declarava-se que aquele livre mostrava
bem a elevada preparacdo mateméatica dos estudan-
tes franceses da licenciatura, cujo nivel ndo era atin-
gido cm nenhuma  universidade americana.

Como todos sabem né&o existe uma escola matema-
tica portuguésa; limitamo-nos a ter uma meia
duzia de investigadores entre os quais ndo ha nenhum
que se possa considerar um grande matematico da
nossa época. N&do temos nenhum centro de investi-
gacdo mateméatica importante. H4 em Portugal duas
revistas de matematica, criadas recentemente, uma
sociedade de matematica que esboca 0s primeiros
passos, ndo existem praticamente clubes de matema-
tica, etc.. Mas... 0 nosso ensino é superior ao ensino
americano, visto que... se pode p6r a par do ensino
francés.

Duas atitudes diferentes de dois professores da
mesma escola superior: 0 nosso ensino matematico
estd um século em atrazo e— 0 nOSsO  ensino matema-
tico é dos melhores do mundo. A primeira é uma
atitude progressiva porque é uma atitude critica
e portanto potencialmente construtiva a segunda

uma atitude demagdgica e portanto potencialmente
regressiva e susceptivel no caso de se generalizar de
conduzir a nossa cultura matemética a uma decadén-
cia completa. Nada mais perigoso para a cultura ma-
tematica portuguesa que a generalizacdo déste espi-
rito de suficiéncia (consciente ou ndo,pouco importa)
que tem exercido uma influéncia tdo perniciosa.

A nossa cultura mateméatica s6 pode ser refundida
e melhorada, sé pode ser conduzida a um nivel alta-
mente qualificado per individuos que tenham a cons-
ciéncia da situacdo em que nos encontramos e que
estejam animados duma fé inabaldvel na capacidade
criadora da nossa juventude estudiosa.

O desinterésse que existe pelo Prémio Nacional
Doutor Francisco Gomes Teixeira é um indice reve-
lador do estado em que se encontra o ambiente ma-
tematico nas nossas escolas. Num pais em que é
obrigacdo legal dos professores do ensino superior
a realizacdo de trabalhos de investigacdo cientifica,
a realizacdo désses trabalhos inspiraria por certo os
discipulos mais atentos, se os resultados obtidos
fossem expostos em conferéncias e cursos livres.

O exemplo é contagioso para a juventude. O pri-
meiro passo a dar para que o Prémio Gomes Tei-
xeira encontre um ambiente adequado junto dos
estudantes é que os professores de matematica das
escolas superiores consagrem a sua actividade a
realizagcdo de trabalhos de investigacdo, como esta
indicado na lei, que exponham aos seus alunos os
resultados encorajando-os e animando-os na reali-
zacdo de trabalhos de investigacéo.

E preciso porém n&o esquecer que o ensino das
cadeiras da especialidade (Complementos de Algebra,
Geometria Projectiva, Geometria Superior, Anélise
Superior e Caéalculo das Probabilidades, para nao
citar outras) oferece também numerosas oportuni-
dades para difundir idéias modernas e propor témas
de trabalho de matematicas puras.

E pelos vinte anos de idade que os estudantes
devem iniciar-se no trabalho de investigacdo, mas
é necessario para isso que o ensino tenha uma orien-
tacdo conveniente.

Ndo é com a realizacdo de cursos cristalizados
em formas que parecem definitivas que se pode mo-
dificar o ambiente mateméatico existente em Por-
tugal. E preciso renovar completamente o ensino
para se criar no nosso pafs um movimento matema-
tico moderno.

O Prémio Nacional Doutor Francisco Gomes Tei-
xeira deve desempenhar um papel importante nesse
movimento.

O superior interésse da cultura matemética por-
tuguesa exige que lhe seja prestada a atencdo que
merece.
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CENTRO DE ESTUDOS DE MATEMATICA DO PORTO
Conferéncias do Professor Sixto Rios e do Doutor Anténio Monteiro

0 absorvente servigco das aulas e dos exames
de frequéncia ndopermite,em geral,sosségo, nem
oferece oportunidade para se realizarem com con-
tinuidade, no decorrer do ano lectivo, cursos ou
palestras a que se poderd chamar de «extensédo
cultural universitarias. Ndo deixa lugar, pelo me-
nos, aquelas condigdes em que ésses cursos e
essas palestras, de caracter técnico especializado
ou simplesmente com o caradcter de vulgarizacédo,
seriam rodeados da atencdo e do interésse neces-
sarios para que déles se pudessem colher bons
resultados. E, na verdade, s6 ésses resultados
poderiam justificar a sua realizacédo.

Por isso é que, quando se pensa em levar a
efeito um désses cursos, se escolhe, em regra, ou
o coméco do ano lectivo, por ndo ser ainda muito
intensa a actividade escolar, ou a pausa entre o0s
Gltimos exames de frequéncia e os exames finais.
E éste o periodo em que entramos agora.

A convite do Centro de Estudos de Matematica
da Faculdade de Ciéncias do Pdrto, o Prof. Sixto
Rios, da Escola Superior de Engenheiros Aero-
nauticos, Director da Seccdo de Analise do Insti-
tuto «Jorge Juan» do Conselho Superior de Inves-
tigagdes Cientificas (Madrid) e antigodiscipulo do
grande mateméatico Rey Pastor, veio realizar nesta
Faculdade, de 20 a 26 de Maio, uma série de li¢cdes
sdobre algumas questdes de Analise Cléassica.

Os temas dessas licdes toram os seguintes :

1 — Propriedades
Il — Prolongamento

gerais do integral de Laplace.
analitico e ultraconvergéncia

do integral de Laplace.

Il — Pontos singulares e ultraconvergéncia das
séries  de Dirichlet.

1V — Singularidades do integral de Laplace.

V — Reordenagéo de séries funcionais e suas apli-

cag0es.

O estudo pormenorizado de tdédas estas ques-
toes, disse-nos o Professor Sixto Rios, constituiria
assunto para um curso de alguns meses, e naofoi
ésse o objectivo destas ligdes.

O Professor Sixto Rios pds, por isso, o seu
maior interésse em apresentar os problemas de
um modo natural e compreensivo, tracando em
seguida, numa exposicdo sempre simples, clara e
precisa, o caminho para a sua resolucéo.

Estas li¢cdes serdo publicadas na colec¢do do
Centro de Estudos de Mateméatica do Po6rto. Dis-
pensamo-nos, por ésse motivo, de acrescentar
qualquer resumo aindicacdo que demos dos assun-
tos tratados.

Também a convite do Centro de Estudos de
Matematica da Faculdade de Ciéncias do Porto, o
Dr. Anténio Monteiro realizou nesta Faculdadei
nos dias 21 e 22 de Maio, duas licdes de que damos
a seguir os topicos principais:

1." — Caracterizagao da nogdo de quési-ordem
por intermédio da nogdo de quési-métrica — Anéis
de conjuntos (Hausdorff); a-anel; anel completo;
exemplos (conjuntos fechados (abertos) dos espa-
¢os topolégicos de Kuratowski, conjuntos mensu-
raveis do espago Rn, etc.); importdncia matema-
tica desta nocdo. Nocdo de quasi-ordem; igualdade
e ordem parcial. Espagos topolégicos completa-
mente distributivos. Equivaléncia das noc¢des de
quasi-ordem e de topologia completamente distri-
butiva. Nocdo de quéasi-métrica ; caracterizacdo da
nogdo de quasi-ordem porintermédio da nogdo de
quasi-métrica.

2! — Funcionais semi-continuas superiormente
— Definicdo no caso de funcgdes reais de variaveis
reais (Baire). Definicdo por meio de vizinhancas
(topologia de Kuratowski). Comportamento da to-
pologia assim definida com respeito aos axiomas
de separacdo (Kolmogoroff, Fréchet, Hausdorff).
Funcionais ; exemplo de uma funcional desconti-
nua, semi-continua inferiormente. Problema da
determinacédo da topologia dum espac¢o pelo conhe-
cimento da familia das fung¢des semi-contfnuas
superiormente.

A. PEREIRA GOMES

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

Conferéncia do Professor Sixto Rios

A convite desta Sociedade e da Faculdade de
Ciéncias de Lisboa,a que acedeu gentilmente, o
Prof. Sixto Rios realizou uma conferéncia no
Anfiteatro de Mateméatica da Faculdade sdbre o
tema : Resultados recentes e problemas actuais da
teoria das séries de Derichlet.

Eleigdes
Ndo tendo podido o Professor Aureliano de
Mira Fernandes aceitar o cargo de presidente da
Direccdo da S. P. M. procedeu-se a novas eleigcdes
tendo sido eleito para o mesmo logar o Professor
Bento Caraga.
O cargo de secretario geral encontra-se vago.
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CENTRO DE ESTUDOS DE MATEMATICA APLICADOS A ECONOMIA

O «Centro de Estudos de Matematicas Aplicadas
a Economia», do Instituto Superior de Ciéncias
Econémicas e Financeiras, planeou para éste ano,
com a colaboragédo de estudantes, um conjunto de
palestras em que seriam tratadas questdes de
matematicas elementares, ou assuntos de parti-
cular interésse para os alunos do Instituto.

Dando inicio a ésse ciclo, tiveram ja lugar duas

SOBRE O

A Academia Militar de Engenheiros Aeronduticos de

por Sixto

A «Gazeta de Matematica» prosseguindo no seu
desejo de esclarecer o publico portugués sdbre
o desenvolvimento que os estudos matemaéaticos
tomam, na época presente, nos varios paises do
mundo, tem o prazer de apresentar aos seus lei-
tores a entrevista que ao Professor Ruy Luis Go-
mes concedeu o Professor Sixto Rios, de visita ao
nosso pais, a convitedo C. E. M.P.,, como acima
referimos. Trata-se desta vez duma escola de apli-
cacdo aengenharia aeronéutica, a«Academia Militar

— Qual é o objectivo da Escola e quando foi
criada ?

— La Academia Militar de Ingenieros Aeronéu-
ticos tiene la misiéon de formar en Espana Inge-
nieros aeronauticos en las distintas especialidades
(aerondutica, aerotecnica, infraestructura)que per-
mitan un desenvolvimiento fecundo de la indls-
tria aerondutica nacional con independéncia de la
ayuda extranjera.

La Academia tuvo primeramente caracter civil
y su fundacién es reciente : quince anos.

— Preparagdo matemdtica dos alunos :

Qual é o programa de admissédo?

E grande o nimero de concorrentes ?

Quantos sdo admitidos em média?

Os candidatos ao exame de admissdo aonde ¢
que fazem a sua preparagdo?

Quais sdo as habilitacdes minimas?

Que tempo levam os candidatos a fazer essa
preparacédo?

Qual é aidade média dos alunos do primeiro ano?

Qual é a duracédo do curso ?

— Los exdmenes de ingreso se realizan en los
meses de junio y septiembre, siendo de 200 a 300
los alumnos concurrentes y de 15 a 20 los admiti-
dos cada curso.

ENSINO DA MATEMATICA

palestras. Realizou-as o estudante Jodo Marujo
Lopes que se ocupou daresolucdo de problemas
de maximos e minimos, sem auxilio do célculo
diferencial.

Do programa projectado faziam ainda parte va-
rios outros trabalhos que o final do ano lectivo,
relativamente préximo, justifica ndo ter levado a
efeito.

EM ESPANHA

Madrid

Rios

de Engenieros Aeronauticos», onde ensina o nosso
novo colaborador Professor Sixto Rios.

Por ela o leitor avaliard, se ainda ndo conven-
cido de tal, do papel fundamentalque as matema-
ticas cléassica e moderna desempenham numa
escola técnica que ndose limita, como é legitimo, a
repetir e decalcar técnicas ja adquiridas mas pre-
tende acompanhar todos os desenvolvimentos des-

tas e criar novos processos.
M. Z.
Las matérias de examen estan divididas en
cuatro grupos que pueden aprobarse indepen-

dientemente : | —Cultura general (conocimientos
fundamentales, dibujo, traduccién correcta de fran-
cés, inglés y aleméan). 2.°—Matematicas (Analisis
algebraico, Geometrias métrica y proyectiva).
3.°—Matematicas (Calculo diferencial y sus apli-
caciones algebraicas y geométricas, analitica vy
descriptiva). 4.°—Fisica y Quimica.

Los examenes comienzan por varias sesiones
eliminatérias en que los alumnos deben resolver
en un tiempo fijado problemas que se les propor-
cionen. A continuaciéon hacen un examen oral de
la teoria.

La preparacion de los alumnos para estos exa-
menes es completamente libre y suele hacerse,
como para otras Escuelas de Ingenieros espafio-
las, en academias particulares. Este es un defecto
gque, a nuestro juicio, deberéa corregirse, pues la
ensefianza de dichas academias particulares tiene
en general un precio muy superior a su bondad,
lo que impide el acceso a las carreras de inge-
nierfa a algunos alumnos.

Normalmente los alumnos emplean trés anos
en hacer la preparaciéon para el ingreso, aunque
algunos lo logren en dos y muchos en cuatro-
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La edad media de los alumnos en el primer ano
es de 20 anos ; pero no tienen problema de ser-
vicio militar, dado el caréacter de la Academia.
A partir del 2° afio de estudios, los alumnos tie-
nen el grado de alféreces con el sueldo y ventajas
consiguientes, que les permite una consagracién
completa a sus estudios. Salen de la Academia
después de cinco afios de carrera con la gradua-
cion de Capitanes.

— Como estd organizado o ensino ?

E regime livre ou obrigatério? Os exames?

Ha cadeiras fixas de matemédtica?

Os programas das diferentes cadeiras sdofixos?

Quantos professores tem a escola?

Como é que se tem feito o seu recrutamento?

Os professores também fazem investigacdes?
Como auxiliam estas obrigagdes? H4 assistentes?

Quem déa as aulas praticas e as aulas teéricas?

Qual é a orientagdo geral do ensino ?

Ensinam na Escola algumas teorias
de mateméatica?

A que critério tem subordinado a organizacdo
dos seus cursos e respectivo programa?

—La orientacién general de la Academia corres-
ponde al Il."" Sr. Director Coronel Montalvo, vy
la orientacién concreta de las ensenanzas al
I1."" Sr. Jefe de estudios Teniente Coronel Pérez
Marin. Cabe a ambos el acierto de haber logrado
conjugar en sabia sintesis el caracter y disciplina
militar de la Academia con una amplitud de cri-
tério abierta a todas las reformas e innovaciones.
El Profesorado es seleccionado por concurso de
méritos cientificos y pedagégicos entre todos los
ciudadanos espafioles sin limitacién de titulos.
La ensefianza de las matérias fundamentals de
caracter formativo (Mateméaticas, Hidrodinamica,
Fisica, Quimica) corren, en general, a cargo de
Profesores de origen universitario (Catedréaticos
de Universidad) que con gran entusiasmo consa-
gramos una parte de nuestro tiempo atan impor-
tante labor. En general, la ensefianza de estas dis-
ciplinas tiene a la vista las aplicaciones, pero el
critério es darle un carédcter formativo y asi es
frecuente encontrarse en los programas cuestio-
nes de Matemdatica moderna que no responden a
una idea utilitaria de la Ciéncia.

modernas

Los programas son sometidos a revisién anual
por la Jefatura de EstUdios, de acuerdo con el
Claustro de Profesores.

Los Profesores no tenemos Catedras fijas, sino
gque cambiamos cada ano, no siendo extrano el
caso de Profesores universitarios que introduci-
dos por aficién en el estidio de temas aerondu-
ticos son ya especialistas de primera fila, univer-
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salmente apreciados. Tal es el caso de Terradas,
alma hoy del recién creado Instituto Nacional de
Técnica Aeronéutica, del que se espera una revo-
lucién completaen latécnica aerondutica nacional.

La ensefianza de la parte tedrica y practica de
una disciplina corre a cargo dei mismo Profesor,
quien dispone de una libertad completa en el
método de ensefianza y, en general, procuramos
establecer una discontinuidad entre las clases
tedricas y practicas. Es corriente el critério de
hacer cada quince dias un examen tedrico-préc-
tico escrito a los alumnos. EIl Profesor llega a
conocerlos perfectamente aun sin esto, pues yo
observé anteriormente que las clases no tienen
més de 20 alumnos.

— Como témresolvidoo problema dos livros do
curso? Dotagdes da Biblioteca e Laboratoérios.

—Los cursos suelen ser tomados en apuntes por
los alumnos y estos apuntes corregidos por el
Profesor son copiados rapidamente en litografia,
mediante el servicio perfectamente organizado
a este efecto por la Jefatura de esttdios.

Estos apuntes sirven de base al estiudio de los
alumnos y han sido el gérmen de algunos libros
excelentes que ha comenzado a publicarla Aca-
demia: tales como la Aerodinamica de Terradas, la
Mecanica Fisica de Palacios, las Tablas de Ana-
lisis Armoénico dei Jefe de Estudios Teniente
Coronel Pérez Marin, el Curso Superior de Anéa-
lisis matematico de Navarro Borras.

En prensa se encuentran: Elasticidad, Hidroa-
vionesy Aerodindmica Aplicada dei Coronel Lafita,
Vistas de Aeropuertos y Fisica de MaterialesSo6-
lidos de Terradas, Tratado de Instrumentos de
abordode Palaciosy Tnte.C.MartinezPisén y otros.

El Ministério del Aire edita a sus expensas
estos libros y se resarce deiimportede la edicidn
mediante la venta de los primeros ejemplares,
siendo el resto para el autor. De este modo se
fomenta de manera notable la publicacién de obras
que sino quiza quedarlan inéditas pordificultades
econémicas de los autores.

La Biblioteca de la Academia y los talleres y
Laboratérios estdan dotados con esplendidez ex-
traordinéria.

— Como se justifica uma Escola de Engenharia
com um tdo grande desenvolvimento de matema-
ticas puras?

A Escola corresponde auma necessidade do pais?

— Ciertamente que si la Academia tuviera uni-
camente la pretensién de crear ingenieros para
que resolvieran los problemas «standard» que
suelen presentarse en la practica corriente de la
profesién, el plan de Estldios seria superabun-
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dante. Mas como la idea es llegar a lograr una
colaboracion de Espana en la investigation aero-
nautica, tales planes de estidios serdn en breve
incrementados notablemente con la proyectada
creacidn dei titulo de Doctor en Ingenieria Aero-
nautica.

Los nombres gloriosos de La Cierva, Torres
Quevedo, Terradas y otros, ponen fuera de duda
la capacidad de inventiva de los cérebros espa-
noles en esta importantisima rama de la técnica
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y hacen esperar un futuro de esplendor para
nuestra ciéncia aerondautica, encauzada por la
Academia Militar de Ingenieros Aeronauticos.

La Academia reserva anualmente algunas pla-
zas para alumnos extranjeros y considera un
gran honor contar actualmente entre ellos al
Capitan portugués Pereira do Nascimento, pues
en Espana perdura el recuerdo y la admiracién
por la gloriosa gesta de vuestros aviadores Gago
Coutinho y Sacadura Cabral.

ANTOLOGIA

EVOLUCAO DO PENSAMENTO MATEMATICO
por Beppo Levi

(Conferéncia realizada em 18 de Maio de 1940 na inauguragdo do Instituto de Matematica
— Universidad Nacional dei Litoral — Rosario-Argentina)

Disse Galileoque «lafilosofia & scrittain questo
grandissimo libro che continuamente cista aperto
dinanzi agli occhi (io dico I'Universo), ma non si
pué intendere se prima non s'impara a intender
la lingua e a conoscer icaratterine'quali & scritto.
Egli & scritto in lingua mateméatica, e i caratteri
son triangoli, cerchi, ed altre figure geometri-
che...». Niumeros, figuras e medi¢gdes sdo os ins-
trumentos para fixar na nossa mente as manifes-
tacdes do cosmos: mas ndo.existiriam nUmeros
nem medi¢des se ndo houvesse homens. Poderiam
0os astros rodar pelos espacos, poderia a luz per-
corré-los, mas faltaria a pregunta da velocidade
da luz e faltaria a resposta de Michelson. Os nu-
meros foram-nos dados por Deus com 0 pensa-
mento, e a mateméatica encontra-se, sempre, onde
os factos da natureza se fundem com os do inte-
lecto. Ndo se trata porém dum ponto de intersec-
¢do, mas dum contacto extenso, vistoque ndo é so
para dar precisdo e forma mneménica aos nNnossos
conhecimentos que contamos e medimos; é tam-
bém, e possivelmente mais, porque uma necessi-
dade do espirito nos impele a adoptar os factos
da natureza aos esquemas das relagdes ldgicas.
Esta necessidade nédo é contudo igualmente sen-
tida por todos os homens, nem sequer por todos
0s povos e em todos os tempos. Varia portanto o
préprio conceito da mateméatica, variaovalor que
se lhe atribue, varia o seu desenvolvimento.

As noticias mais antigas que actualmente se tém
sdbre conhecimentos mateméaticos parece que
datam de ha aproximadamente quatro mil anos e
referem-se a dois povos ndo muito afastados geo-
graficamente mas de racas e civilizagbes bastante
diferentes : os egipcios e os babilénios ; quanto

aos primeiros pode dizer-se que tratam sé de
regras aritméticas tendo em vista calculos con-
cretos ou de regras geométricas que parecem
consagrar certos resultados experimentais de apli-
cagdo prdatica ; quanto aos segundos, pode pen-
sar-se numa matematica desinteressada e talvez
ja de estrutura ldégica. Foi Neugebauer — sagaz
intérprete de numerosos tijolos encontrados nas
excavacdes do vale do Eufrates —quem descobriu
estes documentos dum conhecimento algébrico
muito semelhante, segundo parece, ao que flores-
ceu na Europa nos primeiros anos do renasci-
mento cientifico ndo sé pelo seu contetdo? mas
ainda pela forma geométrica como estd expresso.
No entanto a genial interpretacdo de Neugebauer
deixa-nos assombrado porque os documentos sé
apresentam regras dogmaéaticas, através de exem-
plos escolhidos de modo a acentuar combinagdes
numéricas que encobrem a parte ldgica.

Supde Negebauer que o papel deductivo ausente,
fosse reservado ao ensino oral e ainda que éste
ensino tivesse um certo caracter de importacéo:
parece-me, porém, mais provavel que estes do-
cumentos revelem uma fase de decadéncia na
qual, tendo-se perdido o gosto pelo raciocinio de-
ductivo, nédo tivesse ficado sendo uma tradigdo de
escola, facto talvez compardvel ao que se deu
na ldade Média quando proposi¢des euclideanas
de que se tinha perdido o verdadeirosignificado,
foram objecto de discussdes escolasticas. Certo ¢é
que a esta antiquissima cultura matematica se se-
guiu um periodo de obscurecimento e houve que
esperar um milénio para que a chama voltasse a
brilhar noutro lugar e noutro povo: o povo grego.

E provavel que até aos gregos tenham chegado
algumas tradicdes praticas de natureza matema-
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tica dos povos proximos do Mediterraneo, porque,
segundo testemunha Her6doto, éles teriam apren-
dido as primeiras no¢cdes geométricas dos agri-
mensores egipcios ; e o nome de geometria ex-
prime claramente uma originaria intencdo préatica.
Mas £quem poderd tomar os «Elementos» de
Euclides por um tratado de Topografia? Naofoi
na medi¢do dos campos, mas nas discussdes das
escolas filoséficas, sob o estimulo da critica légica
gue se desenvolveu a geometria grega, cujo pen-
samento, atingiu oauge com aobra de Arquimedes,
que anuncia quasi todos os temas fundamentais
da mateméatica moderna. Se o rdpido desapareci-
mento déste pensamento com a chegada da ldade
Média ndo nos surpreende muito, é somente por-
gue estamos acostumados a considerar éste pe-
riodo, talvez mais do que realmente foi,como
época de barbarie. Mas, em verdade, o declinio
da mateméatica explica-se melhor com a expanséo
do mundo romano do que com o avan¢o da ldade
Média. Ao contrario da Grécia, Roma que em
tantos ramos do progresso civil foisua rival, que
pelo poder militar e politico lhe foi imensamente
superior, teve por certo uma arte de calculo, mas
ndo teve —ou quasi ndo teve —um pensamento
matematico. Os problemas praticos da medicédo
dos terrenos, do tracado das estradas, das cons-
tru¢des municipais, existiam, e grandiosos, na
época romana ; ndo deixaram de existir, embora
deminuidos, na decadéncia do Império ; mas tam-
bém estes podem resolver-se por meio de uma
técnica mais ou menos perfeita. Parece realmente
que o declinio da matemdtica coincide com o
desvio do interésse dos problemas da razdo para
as menos complicadas necessidades da técnica.

Durante muitos séculos o pensamento matema-
tico parece ter-se apagado completamente. Para
falar duma matematica medieval é preciso dar
valor aos mais pequenos aoerfeigoamedtos na
arte do céalculo numérico e da numeracéo.

A matemdtica renasce com a volta do pensa-
mento livre, do pensamento critico, com o afir-
mar-se da filosofia positiva: o que distingue o
pensamento positivo do escoladstico ou do idea-
lista, ndo é, como as vezes se diz, porque o pri-
meiro sé repare na natureza, porque é igualmente
escolastico um materialismo milagroso que se
reduza a afirmag¢do de factos, de acontecimentos,
de atributos. O que mais distingue o pensamento
positivo, julgo eu, estd em pedir a natureza res-
postas bem definidas, logicamente determinadas.
Por tudo isto é preciso afirmarque o que se chama
por antonomaésia ciéncia da deducdo, é, na verdade,
como forma mental, mais do que como instru-
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mento técnico, o antecedente necessario, o guia
luminoso da ciéncia experimental. O nome de
Galileo, que figura a frente da escola filoso6fica
positiva, é também o primeiro grande nome do
renascimento mateméatico, ndo sé porque, como
recordei, éle tenha afirmado ser a matematica a
linguagem em que se exprimem os factos fisicos,
nem tdo pouco porque a matemadtica lhe seja deve-
dora directamente de algum descobrimento, mas
porque da sua escola surgiram os Cavalieri, os
Torricelli, os Viviani, porque o pensamento de
Galileo tornou possivel a obra de Newton. Como
ja na escola grega de Platdo, pareceu novamente
com Descartes, Leibniz, Pascal, ser a matematica
o fundamento da filosofia; e o século do ilumi-
nismo, das revolucdes da América e da Franga,
da declaracdo dos direitos do homem, foi também
aquéle em que surgiram as bases das principais
teorias matematicas e fisicas modernas. Pode afir-
mar-se, sem dlvida alguma, que éste periodo do
desenvolvimento das matemadticas ultrapassou em
esplendor todos os anteriores : citaremos Euler,
Lagrange, Gauss, Fourier, Ampere, Cauchy, Her-
mite, Poincaré, etc. No prélogo do primeiro vo-
lume das Acta Mathematica, Mittag Leffler podia
dizer : « A época em que come¢gamos a nossa pu-
blicacdo é certamente uma das mais fecundas na
histéria da mateméatica, pelo nimero e importan-
cia dos descobrimentos que se referem aos prin-
cipios mais essenciais da anéalise» : isto passou-se
em 1882, e, apesar de que sempre é facil aos™
contemporaneos errar por falta de perspectiva,
pode-se ainda hoje ndodiscordar desta afirmacéo.

;Chegamos assim as minhas recordacdes pes-
soais : & matematica que eu proprio vivi !

No fimdo século passado foi moda uma defini-
¢do de matematica que aidentificavacom a légica
dedutiva; e um matemdtico filésofo chegou ao
enunciado paradoxal de que a mateméatica é a
ciéncia na qual se tiram conclusdes exactas, sem
conhecer o objecto de que se fala, nem a ver-
dade do que lhe diz respeito : porque as regras
da légica operam sdbre as proposi¢gdes indepen-
dentemente do seu significado intrinseco, inde-
pendentemente da sua verdade objectiva, asse-
gurando as dedu¢des uma verdade hipotética,
condicionada a verdade das proposi¢cdes de que
se partiu. Pela mesma razdo disse-se da matema-
tica que é ciéncia tautolégica, que nada nos faz
conhecer que ndo conhecéssemos antecipada-
mente ; e um ou outro filésofo idealista pode ter
julgado éste argumento suficientepara proclamar
a vaidade cientifica da Matematica, ciéncia de
pseudo-conceitos.
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Ao primeiro argumento responderemos, que
caracterizar uma ciéncia pelo instrumento que
emprega, é talvez, ao mesmo tempo, excessiva
presuncdo e humildade de mais: presun¢gao por-
que da a essa ciéncia um campo ilimitado, humil-
dade porque fica privada de todo o direito ao
ao valor intrinseco sobre o valor do objecto que
investiga.

No que respeita ao segundo argumento, had um
sofisma dissimulado, como sempre, num jogo de
palavras : ndo se deve negar que a tautologia ma-
tematica sé nos faz conhecer o que antecipada-
mente se afirmou; mas também n&o tem sentido
querer conhecer o que antecipadamente naéao
exista, on na natureza que nos rodeia, ou N0 NOSSO
Intimo, ou, ainda, nas afirmac¢des do nosso pensa-
mento ; e se a pretendida tautologia consegue
descobrir nalgum sistema muito restricto e apa-
rentemente simples, de tais afirmacdes um con-
teldo de extensdo inesgotavel, de surpreendente
variedade e beleza, de que muitas vezes também
ndo se suspeitava, parece-me que a ironia trans-
forma-se em sublime exaltacédo.

Quero acrescentar que, apesar da deducgdo légica
ser o que caractérisa a matematica, seria parado-
xal chamar matemdatica a tdéda e qualquer dedu-
¢do ; apesar das teorias matemaéaticas aparecerem
como o desenvolvimento univoco das implicagdes
contidas em poucas proposicdes iniciais, o verda-
deiro espirito matematico manifesta-se precisa-
mente no acto de escolher estas proposi¢des e de
escolher entre essas implicacbfes as valiosas e
as interessantes.

Talvez colocando-se neste ponto de vista, ao
olhar para a imensa variedade e o enorme desen-
volvimento da nossa literatura matematica con-
temporanea possa alguma vez surgir a davida de
que a indiscutivel arbitrariedadedo objecto sdbre
o qual se exerce a deducdo mateméatica nos leve
no fim de contas ao capricho individual. Objec-
ta-se as vezes, que nés 0os homens ndo podemos
prever—e isto podera ser util nas aplicagdes
futuras — que a matemdatica prepara quadros ra-
cionais que, pelo progresso da ciéncia, poderiam
vir a ser AUteis, talvez necessarios, para colocar
néles os dados e as preguntas daexperiéncia e da
préatica, e que muitos déstes quadros possiveis sdo
necessarios se se pretende que pratica e teoria
possam encontrar,no momento oportuno, aquilo de
que carecem. Correm de bdca em boca exemplos
deslumbrantes, como o do céalculo diferencial abso-
luto, que encontrou aplicacdo na teoria da relati-
vidade, e o do calculo das matrizes e dos auto-
-valores, nas teorias atémicas. N&do é esta a

ocasido para discutir tais exemplos ; ha, na ver-
dade, diferengas essenciais entre os dois casos :
no primeiro, pode pensar-se que a ligacdo deu-se
com o decorrer do tempo e o facto das conside-
racdes pluridimensionais serem actualmente habi-
tuais entre os matematicos e até, um pouco tam-
bém, entre os ndo matematicos; no uso cada vez
mais generalizado dos referenciais intrinsecos na
mecanica e na fisica matematica, etc., pode pen-
sar-se que se a concepcdo de Einstein ndo tivesse
sido precedida da creacdo do calculo de Ricci e
Levi-Civita, néo teria encontrado por isso dificul-
dades essenciais e teriaoriginado ela prépria éste
desenvolvimente tedrico visto que déle precisava
como pode provar adiante a histéria das teorias
vectoriais, que ainda ndo tem um século. Pode
pensar-se precisamente o contrario pelo segundo
caso : ndo é facil imaginar que algumas idéias
vulgares na fisica chamada ondulatéria se teriam
produzido sem o precedente abstracto de certas
teorias matematicas : mas parece-me que se trata,
mais que duma aplicacdo, de simples analogias,
das quais ainda duvido um pouco.

Direi, concluindo, que nao acredito numa cién-
cia feita de retalhos ou, se se prefere, de partes
compostas mas ao mesmo tempo independentes.
Creio que a matematica tem, a respeito das cién-
cias da natureza, a mesma posi¢cdo que a filosofia
relativamente a histéria e as ciéncias morais : os
resultados, as formulas ddo muito menos valor a
matematica como factor de progresso, do que o0s
métodos, do que a soma de experiéncias mentais
com que ela vai enriquecendo a nossa faculdade
de raciocinio. Nada significa um ou outro caso,
caso feliz em que uma férmula matematica pode
resolver um problema de aplicagdo, porque a his-
téria mostra-nos que é muito mais frequente o
caso em que os problemas propostos pela filoso-
fia natural constituem o ponto de partida para o
desenvolvimento de novas teorias matematicas.
E eu penso que, para a ciéncia, deve temer-se
como uma doenca, o procurar uma justificagado
exterior, assim como no homem a pregunta do
fim, do como e do porqué davida.Sabe-se quanta
filosofia desesperada héa no fundo desta pregunta;
e, no entanto, vive-se pelo amor avida, pelo amor
aos filhos, pelo amor a humanidade. O mesmo su-
cede com aciéncia : as teorias valem pela luz inte-
rior que devemos a quem as criou, valem pela
luz que ainda ddoa quem as estuda. ] Nao interessa
que esta luz possa derivarduma pregunta de pura
especulacdo cientifica ou de ciéncia aplicada!
iDeve pois considerar-se s como acaso que mui-
tas vezes preguntas dum e doutro tipo, conduzem
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aos mesmos resultados ? Também nédo acredito,
porque a forca do homem reside no entendimento
e a distingdo entre entendimento e aplicacdo sé
pode ser proviséria e aparente.

A finalidade da vida é a vida digna e a da ciéncia
¢ a ciéncia digna; mas o conceito de dignidade
sai s6 da nossa consciéncia; por isso, estdo igual-
mente afastadas da verdade ambas as formulas :
a da ciéncia para a pratica e a da ciéncia para a
ciéncia.

Um dos campos em que mais se tem empregado
a matemdtica como simples deducdo légica é na
investigacdo dos «fundamentos». Pode dizer-se,
com verdade, que o que fez nascer a definicdo da
matematica como ldgica pura foi verdadeiramente
o grande interésse suscitado pelos fundamentos.
jMas nédo se deve acreditar por isso que a preo-
cupacdo dos fundamentos l6gicos das deducdes
matematicas sejaexclusivamente moderna. Quanta
investigacdo de fundamentos esta contida na obra
de Euclides: no cuidado com que estdo enuncia-
dos nos «Elementos» — embora de maneira que
ndo corresponde completamente as exigéncias
modernas — 0s axiomas, as «noc¢des comuns»; no
esféorco para atrasar o mais possivel o uso do
célebre axioma que mais tarde foi a preocupacéo
dos geémetras durante muitos séculos; na teo-
ria das proporgdes, no principio da exaustagéo.
O método é certamente diferente do nosso : nunca
na antiguidade se tratou de construir sistemas
légicos hipotéticos; pensava-se nessa época SO
em dar forma légica, baseada sobre alguns con-
ceitos que pareciam mais intuitivos, a teorias
conhecidas, quer pela experiéncia, quer pela intui-
¢do. N6s, pelo contrario, construimos, a priori, as
geometrias) ndo-euclideanas. Mas, £é verdadeira-
mente para antecipar uma geometria possivel
num espaco fisico que uma pretendida experién-
cia viria a demonstrar nao euclideana, que nos
vém interessando héa mais de dois séculos, apro-
ximadamente, as geometrias nao euclideanas? e
as geometrias dos espagos curvos? A resposta
ndo pode ser sendo negativa se repararmos nas
origens: comecando com a obra de Saccheri, e
seguindo com a de Gauss, Bolyai, Lobachewski,
Riemann, nunca o estimulo para a investigacao
matematica foi a divida acérca da natureza fisica
do espago, mas o desejo de penetrar através do
artificio da hipo6tese contraria, no intimo sentido
das hip6teses que caracterizama geometria eucli-
deana que domina as nossas experiéncias diarias.
E certo que, formada a teoria, sob a influéncia
duma filosofia empirica, talvez no vdo desejo duma

GAZETA DE MATEMATICA

justificagdo utilitaria, poude nascer a questdo :
se uma geometria ndo-euclideana com vraio de
curvatura suficientemente grande, mas nao infi-
nito, corresponderia melhor aos factos da expe-
riéncia. Eu julgo que se aresposta nunca foi deci-
siva, é porque a geometria precede as medicdes,
é¢ a condicdo para a sua interpretacdo, é a teoria
dos instrumentos de medir.

Na filosofia matematica moderna, tomou trans-
cendente importancia a consideracdo de que o0s
conceitos postos como fundamento das teorias
operam nadeducdo, ndo pelas «intuicdes» que éles
representam, mas sim pelas propriedades ineren-
tes a estas intui¢des. Tudo aquilo que concebemos
como intuicdo imediata, tudo aquilo que exprimi-
mos habitualmente com uma palavra «nUmero»,
«ponto», trecta», «espago», «curvo», «infinito»,
...6 sempre, sem darmos por isso, um conjunto,
uma constelacdo de atributos que se podem dizer
mais simples, com o mesmo sentido que o cloro
e 0 sb6dio sdo mais simples, mas ndo mais intui-
tivos, que o sal comum: a matemadtica opera como
0 reagente revelador : sem renunciar a tarefa de
reduzir, quando e como pode, o problema com-
plexo as intuigdes mais simples, vai descobrindo
muitas vezes o complexo sob a ilusdo da simpli-
cidade ; entdo desintegra o conjunto de atributos
e uma ou outra parte impele-nos paraconsequUén-
cias l6gicas muitas vezes inesperadas. Muitas das
teorias matematicas modernas de maior valor,
derivaram desta decomposi¢cdo de conceitos mais
ou menos intuitivos noutros de menor contetdo
(e, por isto, do ponto de vista légico, de maior
extensdo). Recordarei aqui as teorias das opera-
¢0es e dos grupos, as generalizacdes da nocdo de
nimero (nUmeros algébricos, nimeros complexos,
ideais, moédulos,...) a teoria dos conjuntos. Esta
Gltima teoria tem as suas raizes no desejo de es-
clarecer as nocdes fundamentais daquéle «calculo
infinitésimal», céalculo de fluentes e fluxdes, cal-
culo dos indivisiveis, Analysis infinitorum, que
desde Newton e Leibnitz durante dois séculos,
muitas vezes por brilhantes intui¢des, tinha dado
resultados tdo surpreendentes. Estdo relacionadas
com esta teoria as questdes de l6gica matematica;
mas, ainda que, como teoria, ocupe um lugar bas-
tante limitado entre outras teorias matematicas,
tem nomes ilustres como Peano, Russell, Hilbert, a
escola de Varsévia e ade Viena ;e certas exigén-
cias légicas ndoconhecidas anteriormente adquiri-
ram transcendéncia em todo o campo matematico.

N&do é esta a ocasido para falar das grandes teo-
rias mais Intimamente relacionadas com o desen-
volvimento da mecanica e da fisica matematica :
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equacdes diferenciais e as derivadas parciais,
equacdes integrais, calculo das variagdes, proble-
mas de valores s6bre um contérno ... Recordarei
que a forca de abstrac¢do ‘contida nos simbolos,
impelindo as intui¢cdes primitivas a desligar-se de
idéias contingentes gerou extra-exploracdes im-
portantes no desenvolvimento da fisica : tais os
conceitos de energia e de campo ; daqui as teorias
de Maxwell, de Planck, de Einstein.

Nos Gltimos anos parece que a matematica po-
deria indicar-nos o caminho dos segredos da na-
tureza, ndo pela faculdade de generalizagdo pela
qual a fantasia se concilia com a ldégica, mas sé
pelas propriedades formais dos seus simbolos ;
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parece tanbém que, sem clarashipo6teses inteligi-
veis, um simples mecanismo algoritmico pudesse,
talvez poi‘uma nova magia, revelar-nos alguma
coisa da esséncia intima das intimas leis da
matéria. Se esta tarefa, nesta forma, pudesse
ser realizada pela matematica, entdo ficaria jus-
tificado o acumular férmulas com preceitos
combinatérios completamente arbitrarios. N&o
o creio; tenho fé em que, também no campo
reservado agora as novas mecanicas, outros
triunfos possa alcancar a mateméatica, dando ao
intelecto humano o prazer de conhecer racio-
nalmente.

Traducdo de M. AUGUSTA PEREZ FERNANDEZ

DA MATEMATICA

por J. G.Crowfher

(De «The Social Relations of Science», p. 54-55)

Parece que os grandes progressos na Matema-
tica estdo relacionados com os novos contactos
entre culturas. Pode surgir, portanto, um periodo
curto de progresso rapido, enquanto as possibili-
dades do novo conjunto de conceitos fundamen-
tais evoluem do contacto que se estabeleceu.
Quando a nova tradicdo matematica foi estabele-
cida, alguns dos seu ramos fundamentais espera-
ram para surgirem o grande passo seguinte da
civilizagdo. Se esta teoria é verdadeira, parecerédo
impossiveis progressos fundamentais na matema-
tica moderna, porque os povos de todo o globo
estdo agora em intimo contacto. Talvez os pro-
gressos fundamentais do futuro venham a ser
devidos né&do a contacto ou assimilacdo entre povos
de diferentes culturas, mas a assimilacdo entre
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classes sociais de culturas diversas. A ciéncia
moderna, com o seu equilibrio entre a teoria e a
pratica, parece dever muito ao contacto entre os
escolares e os técnicos manuais e pode ser uma
expressdo da assimilacdo crescente das duas
classes. E possivel que uma Mateméatica funda-
mentalmente nova nédo seja criada até que a nossa
prépria civilizagdo se extinga e o redescobrimento
das suas ruinas provoque a inspiragdo a novos
povos, daqui a milhares de anos, 0os quais enca-
rardo o nosso conhecimento matematico dum
novo ponto de vista e verdo nele possibilidades
invisiveis para no6s em virtude da fei¢do parti-
cular dada a nossa mente pela civilizagdo que
herdamos.

Tradugdo de A. SA DA COSTA

A GUERRA

(De «The Advancement of Science» Vol. H, n.° 6, July 1942)

A Sub-Comissdo ExecutivadaSecc¢cdo das Rela-
¢0es Sociais e Internacionais da Ciéncia, da Asso-
ciagcdo Britanica para o Progresso da Ciéncia,
realizou uma reunido para estudo da acgao a levar
a efeito pela Associagdo em relagdo com o'ensino
universitario ap6s a guerra.

Resolveu-se constituir uma comissdo com os
objectivos gerais que seguem:

a) Considerar a politica e métodos gerais do
ensino universitario tendo em vista a promogéo
da colaboragcao internacional e a livre permuta
de ideias, e arelacionar o ensino universitadrio com
as necessidades e para o servi¢co da comunidade.

b) Estudar a reorganizagdo dos programas e

dos curricula de acdrdo com as concepgbes mo-
dernas das inter-relagfes dos diferentes ramos
do conhecimento, sobretudo os da ciéncia e das
humanidades.

c¢) Investigar a situacdo no que respeita ao ma-
terial de ensino, aparelhos, livros e pessoal, nas
universidades que foram danificadas, destruidas
desorganizadas ou encerradas, em virtude da
guerra, e interessar-se pela sua reintegracéo.

Esta comissdo foi constituida sob a presidéncia
do Dr. Maxwell Garnett, C. B. E.,com o Prof. F-
E. Weiss, F. R. S. e A. Gray Jones, como secre-
tarios honoréarios adjuntos, e empenhou-se activa-
mente na sua tarefa.

Tradugdo de A. SA DA COSTA



18

MATEMATICAS

GAZETA DE MATEMATICA

ELEMENTARES

Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Ciéncias — Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
térios das escolas militares e de engenheiro geégrafo.

Ponto n.° 2

1344 — Determinar as condicbes a que deve
satisfazer m para que a equacéo x*—(2m—I)x-{-
+ m'—4=0 tenha 4 raizes reais e diferentes. R:
A resolvente devera ter 2 raises  positivas e dife-
rentes, pelo que m devera satisfazer simultanea-
mente  as seguintes condicbes ; 2m —1>0 , m*—4>0
e (2m—I1)"—4(m*—4)>0. Os valores de m séo
todos os compreendidos entre 1/2 e 17/4.

*'-6*+5

1345 — a) Simplifigue a fraccao <

! o 3* + 6x-9
R: (x-1) (x-5) :3 (x+3) (x-1)=(x-5) : (3x+9).

b) Sendo y=3 sen 'ix deduza a expressdo que
da explicitamente o valor de x em funcdo dey .
R: y/3=sen2x; 2x=arcseny/3 e x=1/2.arcseny/3.

1346 — a) Determine, recorrendo ao célculo
logaritmico, a altura de um triangulo isosceles
sendo 43° 21" 30" o angulo formado pelos dois
lados do triangulo que tém comprimentos iguais,
e 14,42 o comprimento do terceiro lado.

R : h = 721 cotg 21°40 45", log h - log 7,21 +
+ log cotg 21°40" 45" =0,85794+0,40063=1,25867 e
h =18,14. b) Transforme na soma de dois radicais

simples a expressdo : ~"7+276 R: ~"~7+276=
= VI/x+Vy; 7+21/6=x+y+2l/xy donde se con-
clue que x+y=7 e xy=6. Os valores de x ey sao
as raises da equacdo X'—7x+6=0: x=6 y=1.

1347 — Verifique a identidade sen Sa cosec a—
—cos3aseca = 2. R: sen3a:sena—cas.la:cosa= 2.
Mas : sen 3a= 3sen acos’a—sen’a e cos 3a =
= cos’a—3sen’ acos a donde 3cos’a—sen’ a—
—cos” a+3 sen“a=2 (cos’a+sen’ a)=2.

Obs. — Para calcular sen 3a e cos 3a
sucessivamente as expressdes
cos (a +b) .

aplique
de sen(a+0d) e

1348 — Que nUGmeros inteiros se podem juntar
aos termos duma fraccdo irredutivel sem lhes
alterar o valor ? Justifique a resposta. R : Veja a
resposta a mesma questio no exercicio n.° 1356.

1349 — Por cadaum dos pontos O e O" de inter-
seccdo de duas circunferéncias tire uma recta que
corte as duas circunferéncias. Demonstre que as
cordas que unem o0s pontos em que as rectas

cortam as duas circunferéncias sdo paralelas.
R: a=180°—y ; 7=P visto que
=1/2 AOO". £=180°-p e os

AB e CD

med-j= med (6=
Portanto angulos

a e @Btém os lados paralelos.

Curso de habilitacdo para professores de desenho nos liceas

Ponto n.° 4
) *+ x—I
1350 — Resolva a inequacéo <
x—1 X+1
4x

R : A linequacdo dada ¢é equivalente a | <0 ou
X" -
c4x >0, xX*—1 <0 e d4x <0, x*—1 >0

sdo respectivamente O0<x <1 e x<—1.

aos sistemas
cujas  solucBes

1351 —a) Formeaequacdo biquadradade coe-

ficientes reais de que é raiz o numero 1—2».
R : As outras raises sdo : |+ 2i, —I+ 2ie —1—2i,
e a equagdo  sera: [X—(1—2i)] [X—(—! + 2i)] [x—
— @+ 21)] [x-(-1-2i)]=0 ou [x*-(1-2i)"] [x’-

-(1+2i)"]1=0 ou X*+6x'+25=0.

b) Reduza ao menor indice comum os radicais
"*j/T6 e*° v/81. R : Reduzindo  -0s primeiro  ao
tem-se:  "VIP e’ "VW ou “"~N2x» e’V 3»
DTA2» e T yIWR,

mesmo
indice
que simplificados déao
1352 — Determine por logaritmos, a altura dum
trapézio rectangulo cujas bases medem 17,31 me-
tros e 12,43 metros e em que um dos angulos
internos mede 122-16'. R: h=4,88tg(180°-122° 16")
h = 488 tg57°44' logh = log 4,88 + log tg 57° 44" =
=0,68842 +0,19972=0,88814 e h= 7,729m.

1353 — Escreva a expressdo geral dos angu-
los x que satisfazem a condicdo: tg(#/2—ic/3)=
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= cotg2/3it. R: x/2 —irl3 = «/2 —2/3jr+ k«;
x/2=ir/6 + KTt e x=ir/3 + 2k*.

1354 — Deduza o valor da razdo das &reas dos
circulos circunscritos a um triangulo equilatero
e a um hexagono regular cujos perimetros sao
iguais. R: P=3L=61 e .. L=21 e *R2/irt*=R*/v2=
=L*/3:12=4173 :1*=4/3 visto que R=L/v/3 er-1.

1355 — a) Trace por um ponto P exterior a
uma circunferéncia uma tangente e uma secante
a essa circunferéncia. Que relacdo existe entre os
segmentos da tangente e da secante limitados
pelo ponto dado e pela circunferéncia.

b) Quaissédo os poliedros regulares que conhece?
Indique, entre éles, dois em que onumero de vér-
tices de um seja igual ao numero de faces do
outro.

1356 — Quais sdo os nimeros que podem jun-
tar-se aos dois termos duma fraccdo irredutivel
sem alterar o valor dessa frac¢do? Justifique a
resposta. R : Os dois numeros deverdo ser tais que

a:b=(a+x): (b+y) ou ay—bx=0 donde a/b=x/y.
Os numeros X ey sdo portanto dados pelas expres-
sdes x=na ey=nb sendo n um inteiro positivo.

Solugdes dos n.°"" 1344 a 1556 de J. J. Rodrigues dos Santos

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

Ponto n.° 4
1357—Resolva o sistema de equacfes

13 1— tgv
\ o;tg* r~-tg*

R : O sistema proposto é

t

equivalente a 6tgx—3tgy=1; 2tgx—3tgy =2 o
que da imediatamente tgx = —1/4 e tgy = —5/6;

donde x =165°57'+ n 180» e y=1400 12"+ n 180»."

1358 — Dado um tetraedro regular de 17,135 de
aresta, determine o seu volume e o angulo de
duas faces. R: Sendo 1a aresta serd o volume dado

1 1
por V = — V2 , donde log V =3logl + - log 2 +
1= £i

-j-colg 12=3 +0,05500+0,15051 + 2 .2,920827"2,15715
e V=0,01436". O angulo diedro é dado por
cos a=1/3 como se verifica facilmente considerando
as perpendiculares a uma aresta baixadas dos  vér-
tices opostos e a altura do tetraedro.

1359 —Simplifique a expressédo
(a-i y/6)""" (x"-Sx+2) a-112
(&i*by~ix-I) v
=(x-2) -a-a-b~/b°-

(x-1) (x-2)
a’-""b"(x-1)
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1360 — Quantas circunferéncias pode tirar tan-
gentes simultaneamente a trés rectas? Sendo «
rectas iqual € o numero maximo de circunferén-
ciais que pode tirar em tais condi¢gdes? R: No

primeiro caso o0 nimero maximo  de circunferéncias
que se podem tracar € de 4. No segundo  caso, se
considerarmos que as rectas estdo  dispostas de
modo que ndo ha& mais de duas que passem pelo
mesmo ponto, O nimero total serd 4x"C,.

1361 — O nGmero 2012 estd escrito na base 3
de numeracgdo. Diga qual é o resto da diviséao
daquele numero por 3* Justifique a resposta.
R : 2012=2 .3*+1| .3+42=2 .3'"+5=3*+5 1logo o
resto € 5 escrito no sistema de base 10 ou 12,.

1362 — Diga como construia um triangulo sendo
dados os comprimentos de dois lados e da mediana
que partem de um mesmo vértice. (Principie por
considerar apenas dados os comprimentos dos
lados, e, fixando um déles, veja qual é o lugar

geométrico dos meios do 3." lado. R : Considere-
mos um dos lados
dado A B em que
A « 0 vértice pelo
qual passam a
mediana eo outro
lado AC. O lugar
geométrico das
posicbes  que pode
ocupar 0 ter-
ceiro Vvértice C é
uma circunferéncia de centro A e raio AC. Por
outro lado, considerando todas as posicOes que
pode  ocupar C, o meio do terceiro lado descreve
um lugar que é uma circunferéncia homotética da
descrita pelo ponto C, de raio igual a metade de
AC ecentro o ponto médio de AB . Por outro lado
o extremo da mediana dada descrevera uma circun-
feréncia de raio igual ao comprimento da mediana
e centro em A . O encontro dos dois lugares que
conttm o meio do terceiro lado define o ponto médio
deste, que com B detetmina o terceiro lado e con-

sequentemente

Solugdes dos n.°* 1557 a 1362 de J. da Silva Paulo.

o triangulo.

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.° 1
|

1363 — Calcule os valores a atribuir ao para-

metro m para que a desigualdade
(«*+ [)*{—2 (m—1)*+3 (m-1) <0

seja verificada para todos os valores reais atri-
R : Para

buidos a x. qgue a desigualdade seja  veri-
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ficada para todos os valores  reais atribuidos a x,

deverdo  as raises do trittémio ser imaginarias eo

coeficiente de Xx° ser negativo, isto € ;

I a<o I (m-1)2-3(m-1)(m+ 1)<0

i , Ou !

i m+1<0 | m+1<0

donde. m+m-2>0 IM>1«m<—2
m+1<0 j m<-—1

e portanto m< —2

1364 — a) Definaarranjos de n objectos p a p .
Considere formados os arranjos de ordem p—i ;
) cada um déstes arranjos a quantos arranjos de
ordem p da origem? Justifique a sua resposta.

R : Chamam-se arranjos de n objectos, tomados
pop, aos gt tipos que se podem  constituir com p
dos n objectos dados, de modo que difiram uns
dos outros quer pela ordem, quer pela natureza dos
objectos  que os constituem. Cada arranjo de ordem
p —1 de n objectos, da origem a n—(p—1) arran-
jos de ordem p . Com efeito, formados 0s arran-
jos de ordem p—1, para formar 0s arranjos de
ordem p, basta  colocar a sua direita um  dos
n—(p—1) objectos que nela n&o figuram.

b) Supondo que colog \?N° = —30, diga qual é
o log e justifique a sua resposta. R: De
colog i/N*= —3a deduz-se 3/2 colog N =—3a
cologN=—6a/3=—2a e portanto logN = 2a.

1365 — De um ponto P que dista 437,12 metros
do centro O de uma circunferéncia de raio x igual
a 144,5 metros, conduziram-se duas tangentes a
referida circunferéncia. Calcule o angulo 0 formado

por essas tangentes. Utilize logaritmos. R: Tem-se
r 1445
r=QP-send/2 ou senSR= __ =7~ A~ donde

log sen 6/2 = log 144,5 + colog 437,12 = 2,15987 +
+ 3,35940 = 1,51927, e 6/2 = 19°18'13",3 ou
6= 38°36" 26",6.

1366 — a) Calcule sen (1135° 30). Utilize as
tdbuas naturais. R: sen 1135°30' = sen55°30'= 0,824,
b) Verifique a identidade

2sen(o + i)

cos (@ + b) + cos (a —h)
2sen(a-|-b)

cos (a+ b) + cos (a—b)

= tgo + tgo.

2 (sen acos b+ sen b cos a)
cosacos b-senasenb+cosacosb + senasenb
2 (sen acos b+ sen b cos a)

tga + tgb. c.q.d.
2cos acos b

GAZETA DE MATEMATICA

1367 — Demonstre que se duas alturas de um
triangulo séo iguais, o triangulo é isosceles.

R: Sejam, com efeito, h, e h, as alturas referentes
aos lados a e b do triangulo dado. A area do
a b
triangulo €, como se sabe, = —Xh, ou S= —Xh,
a b

donde —Xh,=—Xh, e por ser h,=h,, se
deduz

1368 — Os catetos de um triangulo rectangulo

medem respectivamente 3 centimetros e 4 centi-
metros. Calcule a érea lateral do sélido gerado
pela rotacdo do triangulo em térno do cateto maior,

supondo que o angulo de rotagdo € de 180°.

R : O sdlido obtido & um semi-cone de geratriz
igual & hipotenusa do triangulo dado (5 cm) e raio
igual a 3cm . Este solido i limitado por metade
da superficie do cone de geratriz igual a5cme
raio da base igual a 3 cm *por um triangulo isos-
celes de base igual a 6cm e altura igual a 4cm .
A sua érea lateral sera

3,14x3x5 , 6x4
= 5 + - 5 = 1,57x15+12=3555cm".

Solucdes dos n.°* 1365 a 1368 de J. Calado.

S. C.E. F. Exames de Aptiddo — 9-10-1942

Ponto n.° 4
1369 — a) Defina as funcdes trigonométricas;

mais importantes ; rela-
de dois

sen®a + Nlj =

dé as suas relacdes

trigonométricas angu-

seja 3TT/4. R:

cione as funcgdes
los cuja diferenca

e=-—7(cosa—seua); cos™a + "1 Vlz(cosa + sena)

I, 3™

etg a+ — = *b) Dados dois pontos A eB
\ 4/ tga+ 1

a distancia /, faz-se passar por éles uma semi-

-circunferéncia de

B raio r. Seja O o

tga-1

centro da semi-cir-
cunferéncia, AM o
diametro e tire-se
BC perpendicular a

AM. Calcule, emfun-

¢do de / e do angulo x = BAO, a area do trian-
gulo BCO. R: s=1/2BCxCcO=1/2BC(r-AC=
= 1/2 .Isenxil/2 esecx —lcosx) =1"/4(tgx—sen2x).

+ (x—0)". <,A equagédo
reais? Por-

1370 —Calcule (x+a)*
(x+a)' + (x—0)'=0 pode ter raizes
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qué? >aé um numero real qualquer). R: (x+a)* +
+ (x-ay=2(x" +6a’'x’'-|-a"). X‘+ 6a’x-+ a*=0 -*
-+X=% N-332+793* "a«=+ aV - 3% y/8. A
ndo tem raises reais porque,  qualquer que

—3+ y8< 0.

equacao
seja a , é sempre
1371 — Calcule a &area da esfera cujo volume

é¢1"°.iSe se operacom uma tadbua ae logaritmos
de cinco decimais, que confianca merece o resul-

i 3
tado? R: Tem-se _-r'=1 donde r= Subs-
3
tituindo  este valor em S = 4ur* vem S 9_
161V
-'1/ST*. Portanto log S =1/3 (log 36+ log w) =
= 1/3(1,55630+0,49715) -0,68448 donde S=4,8359""«

1372—a) Defina simetria no plano e enuncie
as propriedades que conhecer.

b) Dado um triangulo de lados a, b e ¢, calcule
os lados x e y de um rectangulo inscrito néle
de modo tal

gque a soma

désses lados

seja um nu-

mero dado p .

R : Tem-se
x+y=p. Da
semelhanca dos

triangulos

ABC e ABjC! resulta hy = a (h—x).
. X+y=p
O sistema \ resolve 0 problema e dele
ax+ hy = a
h (p-h) _a(p-h) :
se deduz X = >y a-h Designando
por S a éarea do triangulo epor 2p' o perimetro
(2p*' = a+ b-t c) tem-se, evidentemente S = ha/2 =
= y/p'ip'—a)(p'—b) (p'—c) donde se deduz h em

funcdo de a, b e c.

1373 — Ache um nUmero inteiro de trés alga-
rismos sabendo que a soma dos dois primeiros
é¢ igual ao Gltimo e que o numero dividido por 9
dad um cociente multiplo de 9.

b+c=a
101a=9(9-b)

\ N=100a+ 10b+ c=81
\ b+c=a

b=9,8,7,6,5,4,3,2,1,0
‘c= 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

introdusindo a primeira condigéo vem N=972.

2\

1374 —a) Defina e descreva alguns sélidos de
revolucdo importantes.
b) Calcule a razdo dos volumes dos soélidos
gerados por um paralelo-
gramo girando em torno
de cada um dos seus
lados. R : Volume do s6-
lido gerado pela revolu-
¢do em torno de 1
V,= */3 H'-BP + JCMA" -
AB —TC/3MA*« AN =
=ir «H * «1porserH = MA
e BP=AN. Volume do
sélido  gerado pela revo-
lucho em torno de L V =TC eh*e L

TCH 1 H'1
volumes — —
rh® L h*L"

Solugdes dos n.<" 1369 a 1374 de A.Sé& da Costa.

Raséo dos

Instituto Superior Técnico

1375 — Se a velocidade de um veiculo aumen-
tar de modo que as rodas em cada volta gastem
menos um segundo, o tempo gasto num percurso
diminuird uma horae meia. Sabendo que as rodas
do veiculo tém o raio igual a 40 centimetros, cal-
cular a extensdo daquéle percurso. R: Qualquer
que seja a velocidade do veiculo, a extensdo do
percurso serd 2uRn, sendo n o numero de voltas
dadas pelas rodas e R oseu raio. Se por cada volta
das rodas se gastou menos 1 segundo e se foi
5400 segundos (=1h30m) o tempo gasto a menos
no percurso total, o nimero n de voltas sera 5400 ;
portanto 2"Rn = 2Ir -40 5400 cm *~ 13,571 km (com
ir=3,1416).

1376 — Mostre que se a, b e c saolados de um
triangulo, o trinémio a x*>r(b-—a*—c) X+c* é
positivo para todos os valores x . R: Terd que ser :
A= (b2-a’-c")'-4a’c’=(b*-a‘-c’-2ac)(b’-a’-
-c'+2ac)=[b*-(a +¢c)2] « [b"-(a-c)-]1<0.

De facto, por serem a, b eclados de um triangulo
sera: b<a +c, b>a—c, donde b’—(a+ c)’<0,
b’-(a —c)*>0 e portanto A<O0.

1377 — Determinar os angulos B e C de um
triangulo rectangulo, sendo tgB/2 «tg C/2=1/6 .
R : Como B+ C= w2, tgB/2+tgC/2=tgB/2-
.tg (w/4-B/2)=1tg B/2 -(1-tg B/2)/(1 + tg B/2)=1/6.
Por ser | + tgB/2=)fcO vira: 6tg'B/2—5tgB/2 +1=0
donde tgB/2=1/2 etgB/2=1/3. De tg B/2=1/2 vem
log tgB/2 = colog 2= 1,69897 donde B = 53°V 48",75
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« C=90°-B=36° 52"11",25. Seria féacil
equacéo tgB/2=1/3 conduz
C=53° 748" 75 .

ver que a
a B=36°52'11",25 e

1378 — A area da corbda circular limitada pelas
circunferéncias inscrita e circunscrita aum hexa-
gono regular é igual a 31,4 cm*®. Determinar a area
do hexagono. R:Sendo R er (R>t) os raios das

circunferéncias que limitam a corda circular, a sua

area serd: n-(R*—r?)=31,4cm® donde R*—r‘=10cm*
(com 11=3,14). O lado do hexagono e R eoseu apo-
tema r. E facil ver que r:=R:*—R*/4, r=Rv~"3/2
e portanto R:-r*=1/4 -R*=10 cm*, R=2j/i0cm .

A érea do hexagono serd pois S = 60v/3cm®.

1379—Inscrever numa circunferéncia de raio R
um triangulo isosceles tal que a base seja m\n da
altura. R : E facil ver que em tal triangulo se  veri-
ficara a relacao R*=(h—Ri*+(b/2)*, sendo h a
altura e b a sua base. Atendendo aque b=m/n *h,
virh @ (m®+ 4n°)/4n® *h’—2Rh=0 donde h=0, solu-
¢do sem interesse e h=8Rn*/(m*+ 4n°*).

MATEMATICAS
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1380 — Dado um tetraedro regular de aresta a ,
tirar, por uma das arestas, um plano que divida
o tetraedro em duas partes cujos volumes estejam

na razado 1/2. R: A solugdo & evidente. Com efeito,
visto que o plano passa por uma das arestas, o]
tetraedro dado ficard  dividido noutros  dois tetrae-
dros n&do regulares com a mesma altura do pro-
posto ; portanto a razdo dos seus volumes Vj«V2,
serd a razdo das areas das suas bases Bie B,. As
suas bases serdo dois triangulos cujas alturas séo
iguais a altura do triangulo equilétero, base do
tetraedro dado ; portanto a razdo das suas areas
serd a razdo das suas bases bi e b,. Logo VilvV2=
ABt/BT—Dbj/bT~I"N . Trata-se pois de fazer passar
um plano por uma aresta do tetraedro regular e

pelo ponto  que divide a aresta oposta em dois
segmentos de razdo 1/2. Como ha dois pontos nes-
tas  condigdes, o problema admite duas solucdes.
Sdo dois  planos simétricos em relagdo  ao plano
que passa pela mesma aresta e pelo ponto médio
da aresta oposta.

Solugdes dos n.°" 1375 a 1350 de O. Morbey Rodrigues.

SUPERIORES

Exames de frequéncia

ALGEBRA SUPERIOR - MATEMATICAS GERAIS

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR — l.° exame de frequén-
cia, 1943.
|

1381—Derive y =( +tg'x)~"
1382 — Primitive
2X 1 X*

XV/x*-2 e

1+ cos2=*

1383 — Forme a razado incremental, de

10)
relativamente ao valor x=a (/(<j)~=0) e prove a
sua convergéncia, supondo que /' (a) existe.
I
1384 — Como sd&o constituidas as sec¢des de

nimeros racionais de que **~3 ¢é fecho comum?

1385 -°*v/3 é racional ou irracional? Porqué?

1386 — Se «,, —00 e v, “*2 , ™ e x?

1387 — Quando z descreve a recta que passa
pelos afixos de z'=l e «'"= —i, entre que limites
varia o seu argumento principal?

1388 — Quais sdo (entre 0 e 2it) os argumentos
das raizes cUbicas de <'?

1389 — Que é o circulo de
uma série de poténcias ia,z"l
raio désse circulo ?

convergéncia de
Que valor tem o

1390 — Pode dar-se o caso de a série divergir
num ponto da circunferéncia désse circulo, sendo
absolutamente convergente noutro ponto da
mesma linha? Porqué?

1391 — De que grau é a derivada de ordem Kk
de um polinémio de grau »?

1392 — Se p(x) > 0 e 9(x) forem funcdes con-
tinuas no ponto a, [9(¢*)]""'~ também é continua
nésse ponto? Porqué?

1393—Se duas fungdes 9 (x) e ty(x) diferem
por um polinémio do 2.° grau, qual a diferenca
das suas primitivas ?

1394 — Trocando numa dada série cada térmo
«n com o termo K , vem uma série da mesma
natureza ? Porqué ?

1395 —Sejam P~APAPIPA
quartas de certo nimero A .

OS afixos das raizes
Imprima-se ao qua-
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drado daqueles pontos uma rotagdo de amplitude
«>>0 em torno do centro. Que representam o0s
novos pontos Q, Qi Qz Qi ?

1396 — Demonstre a igualdade
sh (@ + b) =sha «chb + shb +cha

F. C. P.—ALGEBRA SUPERIOR —2.° Exame de frequén-
cia, Maio de 1942
Ponto n.° 1

1397 — Resolver aequacdo 3# —2#'—3AT+2=0.
R : Admite as raises l e —1. Baixando 0 grau
temos 3x°—2x°+3x—2=0. Fasendo y = 3x vem
,3_2y2+9y—18= 0. Admite as  raises 2 e -+3i.
Solugdes Xi=Il ;x,= —1 ; x-=2/3; x,=i ; x,= —i.

1398 — Achar a equagdo do lugar geométrico
dos pés das perpendiculares tiradas do ponto (1,2)
sObre as rectas cuja distancia ao centro da cir-
cunferéncia x+y2—2y—3=0 é igual a metade do
raio da mesma. R: Temos R=2. Designando
por Ax 4By + C=0 a eguagdo da recta vem

B+C=V'A’+B* ou C*+2BC—A*=0. Equactes
| Bx-Ay +2A-B=0

da perpendicular \ . o, Obtém-se
IAx + By + C=0.

0 seguinte: y'+ 2x"—4y—3x+5=0.

1399 — Dada aco6nica 2x— y-\ xy—x=0 deter-
minar : a) Os diametros principais, b) As assln-
totas. ¢) O polo do eixo OX R :a) As equa-
¢Oes dos diametros principais sao (I+v/10)x +
-f(7-2j/10)y=1 e (1-v/TO) x+ (7+2 |/[iO)y= 1.
b) As equacdes das  assintotas sdo: y —1/9 =
=2(x-2/9) e y-1/9=— (x-2/9) . ¢c) O polo & o
ponto (0,1).

1400 — Mostrar que os planos 2x+ay-t-s—a=0

passam pela mesma recta. Determinar 0os cosenos
directores dessa recta, i Que valor se deve atri-
buir a a para que o plano correspondente seja
perpendicular ao plano 3x—yMs —2=07 R:
cosa=—I1/1/6, cos 3=0, cos-j=2/j/d; a= 10.
Solugdes dos n.” 1397 a 1400 de J. Rios de Sousa.

I.S. C. E. F.— 1» CADEIRA — 2.° Exame de Frequéncia
— Extraordinario, 23-VI-42.

1401 —Estudar e representar geométricamente
a funcao _y= log (i—x). Utilisar o seu desenvol-
vimento em série para o célculo do valor da fun-
¢do para #=1/3 com um érro superior a 10

R: A funcao ¢ definida no campo  real verificada
a condigdo 1—x*>0; o seu dominio é, portanto, 3}
intervalo aberto (—1, +1) e o contra-dominio 0
intervalo aberto  a esquerda (—o00,0). A fungdo e
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par, a sua imagem
de simetria o eixo Oy .
maximo, como se reconhece
¢do nao admite  outros
efeito,

geométrica admite como eixo
A origem é um ponto  de
imediatamente. A fun-
mAaximos ou minimos ;com
tem-se y'= —2x/(l —x*). Por ser
—2 (1+x7)
y" ~7'{1—-rx2\)i >0
imagem da funcgdo tem sempre
tada no sentido dos yy negativos
de inflexdo. Os pontos Xx=+1 sdo pontos de  des-
continuidade, visto que ndo  existem 0s limites
limy e limy, e tem-se lim y= —co e

X->—1-0 X-*1-H> X-*-1+0

1im y= — x> E sabido que

qualquer que seja  x real, a

a concavidade vol-
e ndo tem pontos

log (1 —Xx)=—x—

—Xx/2 x"/n e, portanto,
—Xx'12 x*'/n . Para
/ 1\ 1 1 1
log 11 | = ——e e A con-
A\ 9/ 9 2-3* n-3:"
vergéncia desta  série  pode ser verificada pelo cri-
tério  d'Alembert e, por consequéncia (V. «Gazeta

log (1—x')= —x'—
x = 1/3<I sera

1
de Matematica» n.° 11), tem-se (p+1)3 "«

b+ 2)3n < b3 [k + k*+ 1. onde
p-3:" 1 k 1
,0u  <-

(p + DS*** p3°" 1-k (p+I~"~N-p-S~*
Se considerarmos trés termos  da série, cometeremos
um érro  sistematico inferior a 1/24057. Se  efec-
tuarmos o calculo de cada um déstes  trés termos
até a quinta casa decimal, cometeremos érros de
célculo tais que a soma dos seus mddulos é in fe-

1\
log(™I--

rior a 3/100000. Logo,

-0,11111-
-0,00617- 0,00045=-0,1177 .

1402 — Resolver a equagdo 2x° —6* + 3= 0.
Utilisar o método gréafico para a localizacdo das
raizes irracionais e determina-las com um érro
inferior a 10°. R : A equagdo pode pér-se sob a

forma 2x°=6x—3. As suas raises reais serdo  as
abscissas dos  pontos de intersecgdo das curvas
y=2x' e y=6x—3. A equagdo admite  duas raises
positivas e uma negativa, que pertencem aos inter-
valos (0,1) (1,2) (—2,-1). As outras duas raises
sdo  complexas conjugadas. As trés  raises reais
nao sdo inteiras. Também nao sao fraccionarias,
porque a equagdo nao e satisfeita para x= +l/2,
+3/2 , UGnicos  nameros  f raccionarios que poderiam
ser suas raizes.

Uma tdbua de poténcias e uma
cular  permitem a construgdo dos
se dedusiria —1, 41<XJ<1 40,

1,13<x.,<1,14.

maquina de cal-
quadros de que
0, 51<x,<0, 52 e



24

1403 —Dada funcdo #=Ilog (™+_v’)+arctg™/™
calcular as suas derivadas de 1.» e 2. ordens.

\z 2x 2%-

K : o+ N B B
ox x'+y? Xty X +y
»Z 2y X X+ 2y
by o XTEjyr xP+yt t+ye
dz 2y'+ 2xy-4x°
N e )

0’z y'—4xy —Xx’ 0'z
4x0y ~ (x"+y")’ 0yox
0z _ 2 (X'—xy -y’)

iyr v (XY

Solucgdes dos n.°* 1401 a 1403 de A. Sa da Costa.

f. C. L.— MATEMATICAS GERAIS+ |.° exame de fre-
giiéncia, Margo 1942
Ponto n."" 4

1404 — Verifique a identidade vectorial:
(u+v) + (u—v)"'=2(u"+ v’). Traduzird alguma

propriedade do paralelogramo? R: A identidade
verifica-se imediatamente. Com efeito, é (u+v)' =
=U'+v'+2uxv e (U—v)'=u’+Vv'—2uxv e no-
tando que mod (u + v) e mod (u —vVv) sdo as medidas
das diagonais do paralelogramo construido sobre
u e v, a propriedade referida pode enunciar-se

«0 soma dos quadrados das diagonais e igual ao
dobro da soma dos quadrados dos lados*.

1405 —Construa o produto das n determinacdes
de "[/A (A > 0).
de «. R: Seja

Tenha em atencdo a paridade
OH,—VA (k=0,1, 2,esn-7i ).

v/ 2k* 2kir\

Tem-se oc=( yA) lcos + isen I+ O pro-
duto dos modulos de €6 e, evidentemente, A ; a soma
2ir  dir (n—I)re
dos  argumentos e " 'm '"n- n )
= —(1 + 21 hn—I1)=(n—1) ir. Se n é impar o
produto lla, tem o valor A e se n for par o
valor —A.

1406 — Dados a recta r e o plano ir de equa-
1 x=2

e ir= . *+y +#=1 determine a

equacdo do plano que passa por r e é perpendi-
cular a ir e a do que passa pela mesma recta e
faz o menor angulo com ir. R : A equacdo do feixe

de planos de eixo r & x—2+ x(y—3)=0; para o
plano  desta familia perpendicular a ir tem-se
1+X=0 e portanto a equagdo x—y+1=0. O an-
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gulo o de r com ir édado por seno=
mod n . mod r

sendo n o vector de irn=i+j+k, modn= VB er
o vector de r,r=k, modr=1. Tem-se entéo
sen 9= v/3/3 ou cos?=1/2/3. Para a plano que
fas o menor angulo com ir tem de determinar-se X
1+ X V/2
de modo que - - donde >*-2x+ 1=0
v/3.ill + x° yiz
ou X=1. O plano pedido tem pois por equagdo
X+y-5=0.
F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — I." exame de fre-

quéncia, 25 de Fevereiro de 1942.

Ponto n.°1
1407 — Designando por a,, a, e a, os valores
por ordem crescente dos argumentos de °\f\,

desenvolver o determinante: D (x) = aj x
0 a, <«
-1 0 «3

e calcular Z?(aj). R: Tem-se D (x)=a,x—a, x +
+ aict2(X3 e D M) =a] —3a,+aia, =1, atendendo
aque a=1 ea ai= |.

. 1408 —Sao dados os vectores: P—0=i +-3j +3k,
£—0=2j , R—0=j -|-2k . Determinar o volume do
tetraedro [OPQR] , a area da face oposta ao vér-
tice O e as equacgOes das faces. Pela projeccédo
de P sobre o plano #=0 conduzir uma recta que
determine com os eixos OX e OY wum triangulo
de area 8. (O é a origem do referencial). R : Vol.

[OPQR]A(P-0)X(Q-0)A(R-0)=i ~ o

0 12
= 2/3. Area [PQR]=1/2 *mod [(P-Q)A(R-Q)] =
= V/30/2 vistoque P-Q=i+j+3k, R-Q=-j+"2k
e (P-Q) A(R-Qj= i j k =5i-2j-k. As
1 13
0-12
coordenadas dos vértices sao O (0,0,0), P (1,3,3),
Q (0,2,0) e R(0,1,2), a equacdo da face OQR
«x=0 ea daface PQRé x y =0. A pro-
1 3
0 2
0 1
jeccdo de P sobre z=0 é o ponto P'(1,3,0) ou
simplesmente P" (1,3). Trata-se de um problema
de geometria plana.
Seja  x/p+y/g=1 a equagdo procurada. Temos
+ 8=pqg/2 e I/p+3/g=1, sistema que fornece as

solucdes pedidas.
Solugdes dos n.** 1404 a 1408 de M. Zaluar.
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CALCULO

F. C. P.—CALCULO —2.° exame de frequéncia, 1941-42

1409 — Integrar o sistema y" + By —3* = "
"*'+ 6y—as=x. R: Aplicando 0 simbolo D vem
-3e«+3x
»o ,'-4D*+5D-2 vzt e

+ Cjxe' + Cje” + 3/2 ex” e»—3/2 .x —15/4 e
Z=(2C,+ 2/3 «C,)e»+ 2C,xe" + 3C,e" + 3x" e +
+ 2X’e*+2/3 ee*-5/2 . x-25/4.

1410 — Calcular fféax dy. O dominio D é limi-
D

tado pelas linhas y = —.o/2+ 1, y = x+ 1 e
j/=2(2-#). R: I1=/dx /| dy+/dx /dy=3/2.
0 1—xP2 1 i—ili

1411 —Determinar a tangente a linha .r’'+ > y—
—2_j»'=0 na origem.

1412 — Determinar a evoluta da linha y = xj%.
1413 — Determinar a subtangente da linha
Ar—/'; jv=sen izt/2 +t no ponto correspondente a
/=1.
1414 — Determinar os pontos de inflexdo da
linha _y=sen x + cos
i . cos’8
1415—Determinar as assintotas dalinha »=
sen0
1416 — Integrar a equacdo y"—xy'+y =0 e
determinar a solucdo singular.
Solugdes dos n.°* 1409 e 1410 de J. Rios de Sousa.
F. C. P. — CALCULO INFINITESIMAL — 2.° exame de fre-
quéncia, 1943
Ponto n.° 1
1417 — Integrar a equacdo (x—1) y —2y =1, e

determinar o raio de curvatura, na origem, da
linha integral que passa por éste ponto. R : Pode

dy
integrar-se por  separagdo de vartaveis 2y + 1~
dx X ) x—1
= 0; o integral geral é 2y+1=2C -
x'—1 x+ 1
Para x=y=0, vem C=—1; a linha integral que
passa pela origem tem, pois, para equagdo 2y + | =
1—x
= Como y'=— 1. y6'=2, vem R,=V'2.
1+x
(y+.s=tg’ x
1418 — Integrar o sistema ( ,,
| «'— Zz'+y+s=tg X,
e determinar o plano osculador no ponto (0,2, —1)
da linha integral que passa por éste ponto. R:
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Dy+z=tg® x

Usando o simbolo D,inca \

y+(D’-D+1)z=tgx;
y, vem (D°—D-+ D —1) z=1,
é z=Cie*+ C,cos x+ C,sen x—1; e,

eliminando
gral  geral

cujo inte-
portanto, y= —Q e*+ C,cos x—C,sen x+ | +tg x.
As condigbes iniciais Ci=0,C,=0, C.,=1;
a linha integral tem, pois, para equacdes
jy=cosx+tgx+I e iyj-1I |yo=-1
(z =senx—1 ~Nz6=1 ~Nz6= 0

A equacdo do plano Xx—z=1I.

dao-nos

osculador é

1419-Calcular / /*'~y*" dx dy . O dominio D
]

é limitado pela curva p=9(0<9<w/2) e pelo eixo

dos yy. R : Temos, em coordenadas polares

wis wi2]

1 1 .

/ r I
= J cos 29d6J pd?=- J 0°cos 206d8 ; integrando

0 0 5
por partes vem |= —w/8. Podiamos integrar em
primeiro lugar em ordem a 6; e, entdo,

wi/2 Wi

1= fjpcos29dpda= f pdp /* cos20de =

D 5 p
w/j
= —1/2J psen2p dp=-w/8.
. 0s U sen u
1420-Sejam x ="
! T7" 2. L2

as equacdes da linha (L) e sobre a binormal em M
marque-se um segmento MP de comprimento
constante /. Determinar o dngulo 0 que a tangente
em M a curva (L) faz com a tangente em P a

linha (c) lugar dos pontos P. R : "™ //«/la (L) &
uma hélice em que u=s. Teremos em notacédo
vectorial: P =M + Ib; atendendo a segunda for-
dpP
mula de Frenet, vem terl—»; donde
ds T
dpP 1 dP
— It=t 11H— n t=| < Temos, pots, — cos 6=1,
ds T ds
1dPY\ 7 —
sendo =1 ‘. Como T-
/ X t/3
finalmente cos e i
V/4 + 31°

Solugdes dos n.°* 1417 a 1420 de A. Pereira Gomes.
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i, S.T.— CALCULO —2.° exame defrequéncia, 1942-43

1421 — Dadas astrés fungdes P=xy , Q=yz,
R=ax, verificar o teorema de Ostrogradski no
cilindroide limitado pelo plano xy , pela superfi-
cie cilindrica x+y™*=l e pelo hemisfério supe-
rior daesfera X+y'+(s—4)2=1.

+ Qcos P+Rcos 7)dS ; JJJ (y+z+x) dx dy dz=

=3J(xy cos a+yz cos p+zx cos 7) dS onde V eS

sdo o volume e a superficie do cilindroide definido

no enunciado. Tem-se JJJ (x+y+z)dx dy dz =

"JJJ  (x+y +z)dx dydz+JJdJ (x+y+z) dxdydz
onde Vi i ovolume do cilindro definido por z=0,
z=4 , x'+y’=1 e V ,o do hemisfério definido por

z=4, X'+y'+(z—4H*=1. Tem-se

JJYy x +y+12)dxdydz =33 xdxdy J dz +

+JJ ydy dz C dx +3J zdxdz J dx =
A’ VAT A"

=M=

=4J3) xdxdy +2JJyV1-y dydz+
+* 3 Jzjll—x"*dxdz owae A,, Ai, A" saoas
*
areas limitadas por x*+y*=1l; y=+1 ;z=0; z=4e
x =+, z=0, z=4, respectivamente. Analogamente
4-1V Lx—y*
JJI(x +y+2z)dxdy dz = JIxdxdy J dz+
iV 14k -+ 1-xi-li—4J1
+ /Yydydz \Y dx+ j™Jzdxdz J dy=
Aj -V M Al -V 1-xe-(i_4)i

=J"IX/F-x"-y*'dx dy+2j"Jyy/l-y-'-(z-4)'dy dz+
2 Aj
+2jyz vil —x*—(z—4)" dxdz. Poro«/ro /«ao,

temse JJ(Ty Tt AHYctP4trccc7)dS =

=JJ (xy cos a+yz cos P+zx cos 7)dSi +

-t-JJI(xy cos a-ryz cos p+zx cos 7)dS, onde Sié

GAZETA DE MATEMATICA

a superficie do cilindro definido por x‘+y°’=1,
z=0, z=4 e S, a do hemisfério superior d*
X +y'+(z—4)—1 « z—4. Tem-se

~J(xy cos a+yz cos p+zx cos 7) dSj—e
T ffV/i-yndy [1**V'i"x*dxdz+4J3JIxdxdy
Al A, Ai

JJ (xy cos a+yz cos p+zxcos 7) dS,=
“If
V/Iil-y*-(z-4)" dy dz+
Ai

+2y"y zV'l-x"-(z-4)'dxdz+JIx\/I-x"-y'dxdj
Aj A

oMol A, ,A',, A, A,,Aie Ai sdo as areas ja

definidas.

1422 — Calcular o volume limitado pela esfera
de raio 3 e decentro naorigem, pelo plano xy e
pela superficie cilindrica X (X+Y)=$(X—y).

+\? 9-xi—yl
JJaxdy J

R: V =JJ3J dxdydz= dz =

limitada

9—x'—y*dx dy onde A éaarea

por X*(X'+y)+ 9(y’-x’)=0;

+3
V= 1 dx J v/9-x*-yidy,
[»-x"
frix*
1423 — Integrar a equacéo

(AT + 2X)y™ - (2+2*) y + 2y = (** + 2A:) sabendo
que éy-=Ci x+c, (1 +x) o integral geral daequa-

¢cdo homogénea correspondente. R: A  equagdo
admite  um integral  particular da forma Y =ax’ +
+ bx*+cx’ +dx +e=xV6+2x°/3. O integral geral
€ y+Y.

1424 — Determinar as curvas planas cujo raio
de curvatura é inversamente proporcional a raiz
gquadrada daderivada (emordem aabscissa) do
coeficiente angular da tangente. R: O problema
reduz-se a integracdo da equacdo diferencial
(1)-y")"

" ev/iy"=k ou (l+y")'=k’'y"
y'=z, em (1+z°) =
=k® z', equacdo de variaveis separaveis.

Solugdes dos n.°"" 1421 a 1424 de A. S& da Costa.

que, me-

diante a mudanca se converte
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F. C. P.—ANALISE SUPERIOR — 3.° exercicio de repeti-
¢cdo, 5 de Fevereiro de 1943
1425 — Determinar uma funcédo analitica talque

a parte real seja: <f=x—y + Nlog(x'+y’') eque

tome ovalor —1 para s=i. R :z*+log z—iir/2.
f d*
1426 - Calcular /| ———j== ao longo
C

MECANICA RACIONAL-FISICA

I.S. T.—MECANICA RACIONAL — 2.° exame, 1942

1428 — Quando é que excepcionalmente néao
existe, no movimento instantadneo dum sélido, um
s6 ponto de aceleragdo nula?

1429 —U m fio flexivel pesado
e homogéneo, de comprimento dado, é suspenso,
uma primeira vez, pelas suas extremidades, em
dois pontos A e B situados a mesma altura. O
mesmo fio é suspenso, umasegunda vez, pelas
suas extremidades, nos pontos A e B e pelo seu
meio no ponto C que € o meio dosegmento AB.
Mostrar que, no segundo caso, as tensdes das
duas catenarias, em A e B, fazem, coma verti-
cal, o mesmo angulo que faziam as da catenéaria
primitiva ; e que a suagrandeza comum € metade
da grandeza dastensdes daprimeira catenaria.

e inextensivel,

1430 — Conhecidos os eixos principais de inér-
cia, em relagdo a um ponto O, determinar os
pontos do espa¢co em relagdo aos quais 0os eixos
principais saoparalelos aqueles. Discusséo.

1431 —Um ponto pesado é obrigado a mover-
-se, sem atrito, sobre umasuperficie cilindrica de
geratrizes verticais. Qualquer que seja a seccédo
recta da superficie cilindrica, a trajectéria do
ponto é talque a suatransformada, naplanifica-
¢do dasuperficie, € umaparabola.

F. C. P.—FISICA MATEMATICA —2.° exame de frequén-
cia, 21 de Maio de 1942

1432 —Seja / («) uma funcdo mensuravel em
Ri e E umconjunto mensuravel -L arbitrario.
1) A que condigdes se deve sugeitar f (x) para
que a fungdo de conjunto w(E)=L ff(x)dx se

E

possa identificarcom uma medida (exterior) de E?
R : A fungédo f (x) deve ser uma fungéo mensura-
vel,  satisfazendo a \E[f(x)<O0]|=0. 2) Sera

27

duma circunferéncia de raio 2 e centro 0. R:

C(-670°71)-

1427 —Calcular, aproveitando ateoria dos resi-
fox
1

duos o seguinte integral : 'dx.Lembra-se

J 1
0
que ,'/2_,i/2,</2 ' (9+«T) , que 0 é umponto critico
da funcdo. R: —ir/ "2 .

Solucdes dosn.™ 1425 a 1427 de J. Rios de Sousa.

MATEMATICA - ASTRONOMIA

possivel escrever todo o conjunto E como soma

dum numero finito ou infinito numeréavel de con-
juntos Ei de medida n finita? R : Aproveite-se
a possibilidade de decompor o conjunto E  numa
o 0]
soma de conjuntos E=2JG, disjuntos, mensura-
is
veis e de medida L finita ; e atenda-se a que é
possivel escrever O mesmo  conjunto E do  seguinte
modo E =2 E<E[n-1 < f(x)<n]=S " ie" *°-
u—i . —
@®
lugdo do problema eentdio E = GjeHj visto que
i, it
no conjunto da medida L finita, GjeHj, a fun-

cdo 1 (x) é limitada. 3) A quecondicdo satisfazem
duas funcdes f (x ) e g (x) queconduzem a mesma
medida u? R : As duas fungbes devem  ser  equi-
valentes. 4) Supondo quef(x) é soméavel em Ri,
mostrar que para todo o nUmero arbitrario n se
pode determinar um conjunto aberto G satisfa-
zendo as duas seguintes condig¢des: E e

L f f(x)dx < n. R: Se assim nao fosse, cons-
GE
truir-se-ia uma sucessdo  de conjuntos G,, satisfa-
zendo a G,=E, !G,-E;< !, T L / f(x)dx>m
n
e nesse caso ter-se-ia por passagem ao limite
0 0o . -
/f(x)dx>y>, sendo B=11 S (°» ) * 1"
B m=1 n=m

absurdo visto de medida L

nula.
Solugdes deL.Neves Real.

que B é um conjunto

F. C.P.—ASTRONOMIA —2.° exame de frequéncia, ano
lectivo 1941-42

| Parte — 1. Deduza a expressdao da variacgao
da latitude celeste duma estréla em virtude do
fendmeno daaberracdo das fixas.

2. Em que difere o fenémeno daaberracdo pla-
netaria do fendmeno daaberragdo dasfixas?
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3. Como atende ao efeito da aberracdo diurna
nas observacdes feitas com o instrumento de pas-
sagens suposto colocado no meridiano?

i. 1 A aberracdo tem alguma influéncia
as observacgdes feitas com o astroldbio de
ma ?

5. A que chama periodo sinédico dum planeta?
jO periodo sinédico dum planeta é maior ou me-
nor que um ano? Justifique as respostas.

6. As fases dos planetas dependem aas posi-
¢bes relativas do planeta, do Sol e da Terra?
Examine em pormenor o caso dos planetas exte-
riores.

7. Expligue o que é a elipse de paralaxe anual
e deduza as expressdes analiticas dos seus eixos.

8. Expligue o que entende por depressdo do

sobre
pris-

GAZETA DE MATEMATICA

horizonte e como a toma em consideracdo nas
observagdes teitas com o sextante.

9. Indique os érros dum altazimute distinguindo
os de construcdo do instrumento dos de coloca-
cdo.

/| Parte — Quais sdo as declinacdes das estré-
las que, devido a refraccdo astronémica, se vém
acima do horizonte durante o espaco de um dia,
mais 8 minutos siderais do que se arefrac¢do néo
existisse ? Latitude do local 41°8' N .

Nota — Os alunos tém hora e meia para responder a pri-
meira parte e outra hora e meia para responder a segunda.
Em relacSo a primeira parte os alunos devem : responder a
uma das preguntas 1, 2, 5 ou 4; responder a uma das pregun-
tas 5 ou 6: responder as preguntas 7, 8 e 9. Seguidamente
podem responder &s restantes preguntas.

PROBLEMAS

As resolucBes  de problemas propostos devem  ser-nos  remetidas até ao dia if do més
anterior ao do aparecimento de cada numero da Gazeta.

Para facilitar a organizagdo da seccdo, pedimos que cada resolucdo  seja transcrita
numa folha  de papel, utilizada s6 de um lado (onde outros assuntos ndo sejam tra-
tados), com a indicacdo do nome e da morada do  autor.

Das resolugdes recebidas  de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das

melhores e mencionam-se 0s autores

PROBLEMAS

1433 — Estabelecer a féormula

. sen’* ecos nx
J sen™ "> cos (»+ 1) x «dx =

(Euler). Achar as féormulas correspondentes para

fsen"~'x sen (» + 1) xdx, f cos™'* cos (n+  V)xdx,
f cos™'* sen (M+ 1) x «d x.
f x"'dx
1434 —cCalcular 1,,,,= 1, , = (mn intei-
J ya + bx

ros positivos).

1435 — Achar em termos finitos as equacgdes
das evoluias da curva que corta sob um angulo
constante < as geratrizes do cone circular recto
de semi-abertura u.

1436 — Prove que o grupo de movimentos que
transformam em si mesmo um soélido regular
de » + 1 vértices num espaco n-dimensional é o
grupo alternante de grau «+ 1; e que no espaco
de » +1 dimensdes, o grupo para o mesmo sélido
é o grupo simétrico de grau n+ 1.

(Maud Willey, Am. Math. Monthly 1937)

1437 — Uma esfera S de raio constante move-se
mantendo fixo um ponto P da sua superficie.
Sendo C uma esfera fixae Q a projeccdo orto-

de todas as

resolugdes correctas e s6 destas.

PROPOSTOS

gonal de P no plano radical de S e C prove que
Q se move na superficie duma esfera.

(V. Thébault)

1438 — Jodo e Franciscojogam 500 partidas de
cara ou cunho a um escudo de aposta. Jodo possui
40 escudos e Francisco 25. Supondo que 0 ajuste
de contas s6 se realiza depois de acabada a série,
calcular a probabilidade de que ésse ajuste de
contas possa realizar-se integralmente.

1439 — Um diamante bruto de valor a partiu-se
em trés fragmentos. Calcule a esperanga matema-
tica do valor total do diamante quebrado supondo
que o pre¢o dum diamante é proporcional ao
quadrado do seu péso. Enuncie as hipdteses de
que tem de se servir para a solugdo, sempre que
elas nédo estejam implicitas no enunciado.

(Emile Borel)

1440 — Calcular o limite da soma de uma suces-
sdo de fracgdes, cujos numeradores estdo em pro-
gressdo aritmética e os denominadores em pro-
gressdo geométrica. Condicdo de convergéncia.
(Aplicagdo numérica: 1/2+2/4+3/8+4/16-1 ).

Problemas propostos por Méario de Alenquer.
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ALGUMAS DAS SOLUGCOES RECEBIDAS

1250 «— Dado o integral f f (x)dx substitul-lo

por outro que tenha por limites dois nimeros da-
dos, A e B, por meio da substituicdo x=my + n,
sendo m e « dois niGmeros a determinar (Sturm).

b

R : Fasendo no integral I=Ji(x)dx , Xx=my+n
a .

e atendendo a que a=mA+n e b=mB+n vem

= m/f f-n)d d a-b PA2B

=m my-f-n ,onde m= ——— en=—-———
/ (my )dy A—B A—B

0 que exige a”Mcb e A=/=B.

Solugdo de José Morgado (do Porto).
Enviaram também soluc¢des correctas: F.Soares David e
Laureano Barros (Porto).

1251 — Dum barril cheio tira-se um litro de
vinho, e substitui-se por dgua. Depois tira-se um

BOLETIM

um litro da mistura e substitui-se .por dgua. Efec-
tuada esta operacdo 35 vezes, verifica-se que

o barril contém quantidades iguais de &agua e
vinho. Calcular a capacidade do barril. R.: Seja V,
o vinho contidko no barrii ao fim da operagdo de
ordem ieV,, ovinho contido ao fim da operagao
de ordem i+1. E facil ver que se tem
V,.,=V,-V,/IC=V (lI-1/C) onde Cea capacidade
do barril e i=0, ¢+ 35,

Efectuando o produto, membro a membro, de
tédas as igualdades e atendendo a que V 35=C/2,
vem C/2=C (1—I1/C)**. Aplicando logaritmos, vem

351og(l-1/C)=logl/2.-.1 =17=0,9803; C= 51',02.
Solugdo de Laureano Barros (do Porto).

Enviaram também solug¢des correctas: F. Soares David
(Porto), J.S. Faria Abreu (Penafiel) e J.Morgado (Pdorto).

BIBLIOGRAFICO

Nesta sec¢do, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serdo publicadas criticas de livros
e outras publicagdes de matematica de que os autores ou editores enviarem dois exemplares a Redaccao

20 —ALBUQUERQUE, Luis MENDONGA DE —
Exercicios de Geometria Descritiva—Tip. Empresa
Guedes — Porto, 1942.

Trata-se de uma compilacdo de 192 exercicios
organizada pelo Autor, assistente de Geometria
Descritiva da Faculdade de Ciéncias de Coimbra,
com o intuito de auxiliar e orientar o estudo dos
alunos desta cadeira.

O critério seguido naelaboragéao do livro é indi-
cado pelo Autor no prefacio : «Fizemos seguir
alguns dos problemas nela (colectanea) incluidos
de uma indicacdo do método mais pratico para
obter a solucdo. Quando nos pareceu necessario
féz-se acompanharessa indicagdo suméaria da reso-
lucdo grafica. Mas, na maioria dos casos, deixa-se
ao leitor o trabalho de escolher o método mais
cémodo, por analogia com problemas gerais ou
ja resolvidos».

A obra estd dividida da seguinte forma:
parte — Geometria de Monge (Ex.n.°" 1 a 60).
parte — Geometria cotada (Ex.n."" 61 a 85).
parte — Triedrose poliedros (Ex.n.’* 86 a 106).

! parte — Superficies (Ex.n.° 107 a 165).
parte — Perpectivarigorosa (Ex.n.°" 166 a 184).

! parte — Perspectiva cavalheira (Ex. n.°" 185

a 192).

O livro de aspecto agradavel é ilustrado com
37 gravuras bem apresentadas. Estamos conven-
cidos que prestard servicos, sobretudo aos estu-
dantes a que é destinado, e desejamos que o exem-

o0 s ®Np

plo seja seguido e vdo aparecendo mais obras no
género desta, bastante necessarias no nosso meio,
onde tdoescassa é a producdo matematica, mesmo
no campo didéactico. Manuel Zaluar

21 —AMOROSO, L.— Meccanica Econdmica —
Macri, Bari-Citta di Castello, 1942.

Neste original e interessantissimo curso, licdes
feitas no ano académico de 1941-42 no «Reale Isti-
tuto Nazionale di Alta Matematica», o Autor apre-
senta uma representacdo matematica dos fend-
menos econdmicos, que partindo da doutrina
pareteana do equilibrio conduz a uma construcéo
dindmica que nas suas linhas fundamentais recalca
as constru¢bes da mecanica cléassica.

Identificando o equilibrio com uma configuracao
em que as acgdes econdémicas sdo uniformemente
repetidas e que portanto resultam estacionarias
em relacdo ao tempo, o Autor considera sucessi-
vamente os sectores do consumo e da producao,
mostrando como se determinam as incdgnitas
(quantidades consumidas e produzidas) em fun-
¢Oes dos precos do mercado. Cada actuante (con-
sumidor ou produtor) inspira a sua conduta pelo
critério de realizar as combinacdes preferidas
dentre as que lhe sdo acessiveis. Da oposicao
entre tddas as accdes e reaccdes determina-se o
processo de nivelamento da produ¢do ao consumo,
através do qual se formam os pre¢cos do mercado.

Exposta déste modo a teoria do equilibrio, o
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Autor passa a indicar as dificuldades essenciais
que se encontram quando se tenta impedir ao
movimento o carécter estacionario; isto é evitar a
hipétese de que as ac¢gdes econémicas se repitam
uniformemente.

O Autor mostra como tal se pode resolver
supondo que as fun¢des fundamentais — ofeli-
midade e produtividade — dependem né&o s6 da
velocidade do fluxo das quantidades consumidas
e empregadas mas ainda da correspondente ace-
leragdo. Por éste modo introduz-se no sector do
consumo e da producdo um principio analogo ao
principio galileano da inércia e dai portanto, as
equacdes do movimento econdmico nestes dois
sectores tornam-se equacdes diferenciais de 2.
ordem, analogas as equacdes de Lagrange. Daqui
resulta uma espécie de dualidade entre os teore-
mas fundamentais da Economiae os da Mecanica.
O principio econémico do minimo esférco vem
identificado ao principio mecanico da minima
accdo e o principio da conservacao da energia
pode ser interpretado como um principio ricar-
diano de nivelamento de custos aos pregos.

Nas transformacdes fisicas duma e doutraforma
de energia a natureza operariacomo um produtor
que efectuasse as transformag¢des com o minimo
custo. Os coeficientes que exprimem os equiva-
lentes da transformacdo da energia (eléctrica, tér-
mica, etc.) em termos, por exemplo, de energia
mecanica representam na economia da natureza
funcdes analogas as dos precos.

Se os precos féssem constantes universais a
Economia reduzir-se ia completamente as equa-
¢Oes diferenciais do consumo e da producédo e o
paralelismo com as equacdes diferenciaisda Meca-
nica seria completo.

Mas os pregcos sdo porém variadveis, determina-
dos em cada instante pelo processo de adaptacdo
da produgdo ao consumo. O Autor passa a estu-
dar éste processo e demonstra que o classico
principio do equilibrio da procura e da oferta
deve ser oportunamente modificado, se se quere
tomar em atencdo as flutuagdes dos stocks.
Chega-se assim a um sistema de equacdes inte-
gro-diferenciais que representam o movimento
dos precos e que da uma explicacdo tedrica do
movimento ciclico dos fenémenos econémicos.

(De F. C.em«Giornale dell'Istituto Italiano degli
Attuari» Anno XIIl, Roma, 1942 —Trad. M.Z.)

22-DAVIS, HAROLD T.—The Theory of Econo-
metrics — Principia Press, Inc.,Bloomington, Ind.,
1941. XV I1+482 péags.

A Econometria é uma ciéncia relativamente
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nova que se desenvolveu grandemente na Gltima
dezena de anos. O seu objecto é uma formulacgéo
quantitativa das teorias econdmicas de par com
o problema das suas verificagdes estatisticas.
Muitas das modernas investigacdes estdo disper-
sas num grande numero de periédicos e urgia
uma apresentacdo total da teoria. O presente
livro, com as extensas referéncias bibliogréaficas,
que contém, contribue certamente para tal.

O livro compreende duas partes. A primeira
trata da estatica econémica e a segunda da
dinamica econdmica. Os principais assuntos dis-
cutidos na estatica econdémica sdo: a natureza
da rigueza e do rendimento; o conceito de utili-
dade ; curvas de oferta e de procura ; a teoria de
troca pura; a teoria do monopo6lio e do regime de
2 concorrentes ; fun¢des de producdo ; orgamen-
tos; a teoria do equilibrio e do imposto. Dentre
0os assuntos tratados na segunda parte devem des-
tacar-se o0s seguintes: crescimento da populacéo
e indistria com uma discussao dacurva logistica;
a equacdo da troca;numeros indices do ponto de
vista econdémico; crono-séries e sua correlacéo,
incluindo tendéncias, anélise harménica e cor-
relagcdo de séries; conceitos dinamicos de oferta
e de procura ;a dinamica das crono-séries econo-
micas com uma discussdo da teoria dos choques
casuais (erratic-shock theory) ; teoria dos ciclos
econémicos e troca internacional.

O livro foi evidentemente escrito para ser usado
como texto. Este propésito é auxiliado também
pelo grande nimero de problemas que em cada
capitulo sédo propostos aos estudiosos. Os métodos
matematicos sdo largamente adoptados em tbéda
a obra ainda que num nivel ndo muito elevado
bastando para a leitura de quéasi todo o livro o
conhecimento do Céalculo. O livro foi feito para
texto, e ndo é um tratado, mas o tratamento de
certos assuntos é feito muito elementarmente e
ndo é tdo completo e profundo como conviria
num tratado.

Em varios casos recomenda-se ao leitor para
uma anéalise mais detalhada a consulta de uma
outra obra mais desenvolvida do autor [The Ana-
lysis of Economic Time Series].

Os economistas matematicos encontrardo inte-
résse na discussdo de numerosos resultados
técnicos modernos e na grande quantidade de
dados estatisticos que sdo confrontados com a
teoria. Os professores de economia matematica
encontrardo no livro um auxiliar para o seu tra-
balho pedagdgico.

(de A.Wald (New York) em (Mathematical Re-
views', Vol.3,n.""1—1942 —Trad. M. Z.)
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figuration électronigue  3d-4p. — A.Gibert. Ana-
lyse de spectres 3 de raies. — Ruy Luis Gomes. Sur
une généralisation de I'opérateur  de projection  <S(l)
— Manuel Valadares. La loi photoélectrique d'Eins-
tein et le phénomene de conversion interne.

Sur la possibilité d'une cinématique générale —
Guido Beck —Publicagcdo n.°5do Centro de Estu-
dos de Matemaética da Universidade do Porto —
1943.

Técnica — Revista de Engenharia dos alunos do
[.S. T.—n.*" 136 e 137.
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Na data da publicagdo do
N.°10 N.°Il N.°15

Localidades pot Distritos

Aveiro

Agueda 1
Anadia

Aveiro

Espinho

Pinheiro da Bemposta . . .
Sangalhos 1

|
O R NNN R

-

Beja
Beja

|1
e
IS

Braga

Barcelos
Braga 1 2
Fafe

Guimaraes

Portela de Cabras

Riba d'Ave

Vila Nova de Famalicdo

Braganca
Sendim
Urros

|
-
-

Ha data da publicagdo do
N°10 N°1 N.°15

Localidades pot Disttifos

Castelo  Branco
1 2 2
2 2
Coimbra
8 8 13
2 2 3
Oliveira do Hospital. . . . — - 1
i 10 10 17
Evora
— 1 2
Reguengos de Monsaraz . . — - 2
1 1 1
1 2 5

Faro

Vila Real de Santo Anténio . —

Qo -

Leiria
1 1 1
3 3 4
— — 1
4 4 6
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Localidades por distrito

Lishoa

Alhandra
Amadora .
Carcavelos
Cascais

Caxias

Cruz Quebrada
Estoril

Lisboa
Mont'Estoril
Moscavide

Pago d'Arcos
Parede

Queluz

Sacavém

Sintra

S. Jodo do Estoril.
Vila Franca de Xira .

Portalegre
Crato
Elvas
Portalegre

Porto
Céte
Ermezinde
Foz do Douro
Matozinhos
Penafiel
Pérto
Pévoa de Varzim
Praia da Granja
Rio Tinto
S. Mamede de Infesta

A transportar .

Na data ch pibtacdo do
N.°10 N.°ll N.°15

1 1 2
1 2 1

1 1 2

1 1 3
— 1
1 1 —
— 1
192 270 505
— 1 1
— 2 1
1 1 2

1 2 4

2 2 4
_ 1
1 1 2
— 1 1
1 2 2

203 288 "533

— 1 1
f— 1

i1 1

1 3
—_ 4
— 3
— 1
f— 1
14 76 129
— 1 2
f— 1
— 1
— 1

14 79 143
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Localidades por distrito

Na data da publicado do
°10 N.°Il No15

A situacdo financeira da «Gazeta de Matemaéatica»

CONTA DO N.° 14 DA «GAZETA DE MATEMATICA>

Receita

Receita da venda avulso e por assi

natura de 794 nimeros

3.133075

Existéncia de 442 nimeros ao preco

de custo
26-V-1943, Déficit

1.365070
137005

4.636050

Transporte 14 79 143
Santo Tirso 1
Touguinhé 1
Trofa 2 2 1
Valadares. I
Vermoim . _ _ 1
Vila do Conde x
Vila Nova de Gaia 2 4 7
18 85 156
Santarém
Muge 1
Kibeira de Santarém 1 1 1
Santarém 3 5 7
4 6 9
Settbal
Almada 1
Cacilhas 1
2
Viana do Castelo
Arcos de Valdevez 1
Ponte da Barca. 1 1
Ponte de Lima . _ 2
Viana do Castelo . 4
_ 1 8
Vila  Real
Chaves. . . , 1 1 1
Péso da Régua, 1
1 1 2
Viseu
Canas de Senhorim 1
Caramulo . 1 1
Carregal do Sal. *1
Mangualde _ 1 1
Souto-Covo 1
1 2 4
Total geral 247 409 774
Despesa
Composicao, impressdo, papel e bro-
chura 4.002050
Sua quota parte nas despezas gerais
realizadas até 26 de Maio de
1943 634000
4.636050

0. M. R. e M. O. M.
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publicard em 1943 cinco numeros nos meses seguintes:

Janeiro, Margo,

Cada numero

PONTOS DE EXAME

Uma das secgdes permanentes da Gazeia de Mate-
matica  é constituida pelos pontos de exame de aptiddo
as universidades e pontos de exame de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica das escolas superio-
res. A distribuicdo normal déstes pontos, pelos diferen-
tes nimeros da Gazeta de Matematica é a seguinte:

Exames de aptiddo—N.”" de Margo, Maio e Julho,

1.° exame de frequéncia—N.’* de Novembro e Janeiro.

2.° exame de frequéncia— N.°* de Marco e Maio.

Exames finais — N,°* de Maio e Julho.

Cada um déstes numeros poderad publicar e publicara,
em geral, outros pontos além dos indicados.

A Gazeta de Matematica ndo é um mero arquivo
de pontos, mas um jornal de cultura matematica.

NUMEROS ATRAZADOS

Encontram-se completamente esgotados os N.°* 1, 2,
4, 5 g e 10. Vendém-se avulso : N.° 3 Esc 6$50, N.° 6
Esc. 4100, N.° 7 Esc. 6%00, N.° 8 Esc. 4$00, N." 11
e seguintes, Esc. 5#co.

ASSINE A «GAZETA

Maio,

Julho e Novembro

terd um minimo de 32 paginas e o preco de Esc.53%00

CONDIGOES DE ASSINATURA

A Administracdo da Gazeta de Matematica aceita
assinaturas anuais de cinco numeros, ao preco de
Esc. 20$oo, para o que basta dar a indicagdo do
nome, morada, local da cobranga e do numero em
que deve ter inicio. A assinatura sera renovada, auto-
maticamente no seu térmo, salvo aviso prévio em
contrério.

Para simplificar o trabalho da cobranga, tdédas as
assinaturas ser3o acertadas de modo tal que passem a
ter inicio com o numero de Janeiro de cada ano, pelo
que a primeira cobranca das assinaturas, com inicio em
qualquer outro numero, serd de Esc. 4%00, Esc. 8%00,
Esc. i2%$00 e Esc. i6%00, correspondendo a i, 2, 3ou 4
numeros.

COLECGOES COMPLETAS

Com excepgdo duma pequena reserva que a Admi-
nistracdo da Gazeta de Matematica retirou do

comércio, estdo inteiramente esgotadas as colecgdes
completas.
DE MATEMATICA»

concorrera, assim, para o futuro melhoramento duma revista que nao constitui,

de modo algum, um empreendimento comercial



