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vista lancou-se neste pais um programa intitulado “Pesquisa
de Talentos Matematicos” (Mathematical Talent Search).
Comeca cerca de um ano e meio antes das Olimpiadas Inter-
nacionais e é, fundamentalmente, realizado por correspon-
déncia. Primeiro procuram-se os interessados, depois envi-
am-se-lhes problemas cuja solucao devem devolver. As solu-
coes sao pontuadas e comentadas e devolvidas aos partici-

pantes com as resolucdes modelo. Os que assim se vao sali-

entando sao, mais tarde, reunidos numa Universidade e a
partir deles forma-se a equipa olimpica.

Na Finlandia optou-se por outra solucdo. Em 1985 foi o
pais anfitridao das Olimpiadas Internacionais, mas o resul-
tado conseguido pela equipa finlandesa foi catastrofico.
Depois de varia tentativas para encontrar remédio, fun-
dou-se a Escola de P3iv6la. E desta Escola que hoje quere-

mos dar noticia aos nossos leitores.

Um Projecto Finlandés para Ensinar Matematica a Estu-
dantes Especialmente Dotados do Ensino Secundario

Jorma K. Merikoski, Esa Lappi e Janne Huovinen
Departamento de Matematica, Estatistica e Filosofia - Universidade de Tampere, Finlandia

0 prologo e o epilogo sao citagoes livres do escrito de
Suvi Heikkila “Totd? O qué? Serei de facto?”, publicado em

O Segundo Poder, jornal dos carochas (ver abaixo).
Prologo

Ha quem chame totods aos viciados do computador.

Como reconhecer um totd? Talvez pelo aspecto. O ca-
belo dum toté é sujo, as roupas estdo enrugadas, os olhos
cansados, é pdlido e magro. Este aspecto pode ser surpre-
endente, mas tem uma explicacdo. Se se passa o tempo
todo com computadores, esquecendo-se de se lavar, co-
mer e dormir, o resultado ver-se-d. E isto é o que o tot6
faz. Sempre.

Mas o que serd viver numa genuina casa de totos? Serd
possivel levar uma vida normal sem se tornar um totd por
completo? Em ultima andlise, serd possivel sobreviver em
tais circunstdncias? Ou, dito de outra maneira: que acon-
tece a um ser humano comum se cai na Escola de Matemd-
tica de Pdivola? Serd que a unica resposta é que nascerd

mais um toto?

Introducao e historia

Nas ultimas décadas a educacao desenvolveu-se de ma-
neira notavel na Finlandia. O nimero de estudantes no
ensino secundario aumentou para cerca de metade da po-
pulac@o com a idade correspondente, mas a qualidade nao
aumentou ao mesmo ritmo ao ponto de poder dizer-se que,
em média, a capacidade matematica decresceu. No siste-
ma escolar finlandés, deu-se muita atencao aos alunos com
menor rendimento e muito pouca aos que mostravam ter
talento. Em 1985 as Olimpiadas Internacionais da Matema-
tica foram organizadas na Finlandia e o resultado obtido
pela equipa finlandesa foi catastrofico. A Finlandia obteve
o pior resultado de entre as equipas que se apresentaram
completas, ficando mesmo abaixo de uma equipa, a do
Irdo, que trouxe um so estudante.

Este mau resultado e, de um modo geral, o facto de as
escolas normais nao apresentarem desafios nem motiva-
cao aos estudantes talentosos atraiu as atencoes. Para
melhorar a situacao, em algumas escolas fundaram-se clu-

bes de Matematica, mas nao tiveram grande éxito. Kullervo



Kullervo Nieminen (fotografado por Lasse Rasinen).

Nieminen notou que, de facto, a escola ndao é o melhor
lugar para as actividades que os clubes propunham. Com
efeito, os alunos que passam muitas horas por dia na esco-
la ndo estao necessariamente interessados em permane-
cer la para as sessoes do clube ou em voltar ao fim da
tarde ou principio da noite.

Nieminen iniciou em 1993 um projecto de dois anos
para os alunos talentosos do ensino secundario. Organizou
sessOes, nao na escola a tarde ou a noite, mas na Universi-
dade Tecnolodgica de Tampere nos fins de semana. Organi-
zou também reunides no Centro de Educacao de Adultos
de Paivola em Valkeakoski, localizado a dez quilometros
de Toijala, a cidade mais préxima. Muitos participantes
obtiveram empregos de verao na industria, negdcios ou
investigacao.

Dado o éxito destas reunides, Nieminen pensou se nao
seria melhor manter os estudantes a trabalhar em conjun-
to em tempo integral. Assim iniciou uma escola de Mate-
matica em pensdo completa com um programa de um ano
em Paivola no outono de 1994. O trabalho nesta escola era
intenso e nela deram entrada dez estudantes, provenien-
tes de varias regioes da Finlandia com o objectivo de com-
pletarem os seus exames de acesso a Universidade e estu-
darem cursos de Matematica de nivel universitario. Incluia-

-se também treino para as Olimpiadas da Matematica.

Em 1996 um grupo de estudantes veio para Paivola para
estudar Matematica por um ano. Acabaram por ficar dois
anos e terminaram os estudos secundarios durante esse
tempo. Desde 1997, o Programa de Matematica de Paivola
tem sido um programa de dois anos, cobrindo ndo s6 a
Matematica mas também o curriculum completo da Escola
Secundaria. Em cada Outono tem inicio uma nova classe e

aos alunos de cada classe atribui-se uma designacao:

Seniores (1994-95, 10 estudantes)
Criancas (1996-98, 10 estudantes)
Larvas (1997-99, 21 estudantes)
Particulas (1998-2000, 18 estudantes)
Pedacitos (1999-2001, 19 estudantes)
Carochas (2000-2002, 21 estudantes)

O Programa de Matematica de
Paivola, hoje

Os estudantes podem requerer admissao a Paivola de-
pois de terem completado os nove anos de ensino basico. No
exame de admissao, aceitam-se vinte novos estudantes. O
numero de requerentes tem sido cerca de sessenta. Os estu-
dantes completam o programa do secundario em dois anos,
apesar de o tempo normal em escolas secundarias finlande-
sas ser de trés anos. Quase todos os que entram na escola de
Paivola prosseguem estudos universitarios em Matematica,
Ciéncias da Computacao ou Engenharia.

O Curriculum incide principalmente em Matematica,
Fisica, Quimica e Ciéncias da Computacdo, mas também
se estudam todas as outras matérias do curriculum do
ensino secundario, em particular em Matematica estu-
dam-se alguns cursos de nivel universitario, tratando ques-
toes basicas de Algebra Linear, Calculo, Logica, Teoria dos
Conjuntos e Combinatdria.

0 ensino é baseado em aulas e discussoes informais
onde os estudantes se podem auxiliar uns aos outros. Viver e

aprender em conjunto € uma parte importante dos estudos



bem sucedidos em Paivola. Os estudantes discutem proble-
mas de Matematica (ou quaisquer outros) tanto nas aulas
como fora delas, uns com os outros e com os professores.
Estes estao presentes na maior parte das noites e podem
contactar-se a qualquer hora. Dois professores, Merikki e
Esa Lappi, vivem no mesmo edificio. Licoes espontaneas po-
dem ter lugar as mais estranhas horas, dadas por colegas
estudantes, ex-estudantes e professores. Pratica-se um mé-
todo de ensino chamado “aprendizagem logaritmica”. Sig-
nifica que se um estudante consegue resolver um problema,
explica-o a outro e, depois, estes dois a dois outros, estes

quatro a outros quatro, etc. Assim n estudantes aprendem a

resolver o problema em [log, n[] etapas.

Alguns “pedacitos” com os seus bonés de estudante. Merikki Lappi encontra-se a esquerda.

Como Paivola fica num lugar remoto, o ambiente é sos-
segado e proporciona boas condicoes para a concentracao
e estudo. A atmosfera social desempenha um papel chave
na aprendizagem. Consegue-se uma atmosfera excelente
quando os estudantes formam pequenos grupos de modo
que quem esteja interessado num mesmo assunto se inte-
gre no mesmo grupo.

Hoje torna-se preocupante para muitos que os jovens
passem demasiado tempo sentados a trabalhar com compu-
tadores, fazendo pouco exercicio fisico. O estudante médio

de Paivola gasta, certamente, muito tempo com os compu-

tadores, o que nao significa que nao mostre o mesmo inte-
resse por exercicios fisicos que um estudante médio do ensi-
no secundario finlandés. De modo a manterem os contactos
fora de Pa&ivola, os estudantes tém um fim de semana livre
outro nao. A IRC (Internet Relayed Chat) tornou-se uma ma-
neira normal para comunicar com o mundo exterior.

0 Programa de Matematica de Paivola deveria ter pro-
pinas relativamente elevadas, contrariamente ao que acon-
tece, em geral, em Escolas Secundarias finlandesas. Des-
de 1997 a Companhia Nokia é o principal patrocinador de
tal modo que os estudos e a pensao ficam de graca. O
Centro de Investigacao da Nokia da até oportunidade aos
estudantes para efectuarem algum treino pratico em tem-
po parcial. A maior parte dos estudantes utilizam esta opor-
tunidade para aprenderem a aplicar teorias. A cooperacao
entre a Nokia e a escola tem sido muito bem sucedida. Em
1999, o Prémio da Fundacao Nokia foi atribuido a Kullervo
Nieminen.

O futuro da escola parece ser promissor. Nos dias de
hoje, da-se grande atencao aos estudantes com habilida-
de para a Matematica que se encontram no sistema esco-
lar finlandés. E o desempenho da equipa finlandesa nas
Olimpiadas Internacionais da Matematica tem sido, nos anos
recentes, muito melhor do que em 1985. Paivola é um ponto
de encontro para outros estudantes da Finlandia com jeito
e inclinacao para a Matematica. De seis em seis semanas
eles encontram-se a fim de se prepararem para as Olimpia-
das Internacionais de Matematica. A Sociedade Finlandesa
de Matematica organiza cursos muito intensivos. Os estu-
dantes que visitam Paivola com regularidade sao chama-
dos “Satélites”. A oportunidade de conhecerem outros jo-
vens que gostam de Matematica encoraja e incita os estu-
dantes a desenvolverem os seus conhecimentos de Mate-
matica. E, no fim de contas, todos gostam de perceber
que nao sado os Unicos a gostarem de Matematica. Aulas
especiais de Matematica foram estabelecidas numas tan-
tas escolas secundarias, todavia ninguém pode negar que
o0 estatuto de P&ivola é o de paraiso dos totos.

Kullervo Nieminen completou o seu trabalho e aposen-



tou-se. O Programa de Matematica de Paivola é agora diri-

gido por Merikki Lappi.

Prémio Bento de Jesus Caraca (Matematica)
Prémio Mario Silva (Fisica)
2? Edicao
Prazo: 28 de Fevereiro de 2002

0 Jornal PUBLICO, as Publicacées “Gradiva”, a BP, a Sociedade
Portuguesa de Matematica (SPM) e a Sociedade Portuguesa de Fi-
sica (SPF) estabelecem dois prémios anuais destinados a distin-
guir o melhor aluno de Matematica e o melhor aluno de Fisica em
todo o Pais, no final dos estudos secundarios.

Os prémios tém as seguintes designacgoes
- Prémio Bento de Jesus Caraca (Matematica)
- Premio Mario Silva (Fisica)

0 objectivo destes dois prémios consiste em promover, em Portu-
gal, o ensino e a aprendizagem de duas importantes ciéncias basi-
cas - Matematica e Fisica - e, a0 mesmo tempo, desenvolver nos
jovens o gosto pela pratica, cultura e espirito cientificos. Consi-
deram as entidades organizadoras que um processo de salutar
emulacéo pode trazer estimulos adicionais a populacao estudan-
til portuguesa no Ensino Secundario, cujos méritos nao tém sido
suficientemente divulgados, e que a distincao dos melhores estu-
dantes ajudara a projectar na sociedade portuguesa uma imagem
melhor nao so das ciéncias mas também das escolas e dos profes-
sores que as transmitem em Portugal.

Acima de tudo, e ao divulgar protagonistas de exceléncia do nos-

Epilogo

No principio do veréo, contemplei as pessoas @ minha
volta de um ponto de vista mais amplo do que antes e,
durante o Verdo, o ponto de vista alargou-se ainda mais.
Percebi que todos s@o seres humanos como eu, e fiz ami-
gos entre eles. E, na verdade, possivel encontrar aqui pes-
soas sauddveis, alegres e vigorosas. Portanto ndo se estd
necessariamente destinado & ruina em Pdivold. E possivel
manter-se vivo e ndo se tornar um toté. E a meu respeito?
Nédo sou um toto. Eu repito, ndo sou um toté. E nunca o

serei. Nunca, nunca, nunca!

Quatro “carochas” depois de terminarem o seu primeiro ano, em
frente ao edificio principal de Paivola.

so sistema de ensino e aprendizagem, pretendem as entidades
organizadoras contribuir para a melhoria do ensino das ciéncias,
que tem conhecido algumas dificuldades no nosso pais, mas que
se reconhece ser essencial para o nosso desenvolvimento.

Consideram-se candidatos potenciais aos prémios todos os alu-
nos que nos exames nacionais do 12° ano de Matematica e Fisi-
ca de 2001, organizados pelo Ministério da Educacao, tenham
obtido classificacao igual ou superior a 18,0 valores, conside-
rando para isso qualquer uma das chamadas. Esses alunos sao
convidados a escrever um pequeno trabalho sobre um tema
livre da disciplina de Matematica ou Fisica, trabalho esse origi-
nal a nivel da divulgacao cientifico-pedagogica.

Os prémios consistem, além de um diploma, de uma importancia
pecuniaria, estabelecida pelas Publicagdes “Gradiva” e pelo jor-
nal PUBLICO, cujo valor é passivel de actualizacido mas que, na
segunda edicao dos Prémios, tem o valor de 3.000 Euros cada um.
Os professores de Fisica e Matematica do 12° ano dos alunos pre-
miados receberao, assim como a biblioteca da respectiva escola,
uma coleccao de livros de ciéncia da “Gradiva”. As Escolas Secun-
darias de onde sdo provenientes os alunos premiados receberao
ainda material didactico no valor de 2.500 Euros cada uma, ofere-
cidos pela BP.

O regulamento (que deve ser consultado) pode ser obtido da Sede
da SPM.



A Matematica no Seculo XX

Sir Michael Francis Atiyah

Sir Michael Atiyah (fotografado por Mark Atkins)

A matemadtica interessa-me; falo, aprendo, discuto e,
depois, questées interessantes simplesmente emergem.
Nunca comecei com um objectivo especifico, a ndo ser o

de compreender a matematica.’

Palavras de Michael Francis Atiyah, um dos grandes se-
nhores da matematica do século XX. Com contribuicoes
notaveis e fundamentais em areas que envolvem a geome-
tria, a topologia e a analise, muitas foram as honras que
recebeu. Ganhou, por exemplo, a Fields Medal em 1966 e
o King Faizal Prize em 1987.

I. M. Singer, Raoul Bott, F. Hirzebruch, Nigel J. Hitchin,

outros grandes matematicos, sao alguns dos seus colabo-
radores e, entre os seus descendentes matematicos, con-
tam-se Simon Donaldson, Fields Medal em 1986, Frances
Kirwan?, G. Lusztig e G. B. Segal. Sao deste ultimo as pa-

lavras:

...deixava-nos sempre com um sentimento de que ha-
via alguma coisa importante que podiamos fazer; por mais
erradas que fossem as ideias que tinhamos, nunca nos des-
truia mas fazia com que a nossa confus@o parecesse ser
um passo na direccdo correcta. Tenho pensado muitas ve-
zes sobre esta maravilhosa capacidade de encorajar, e em
como é dificil de imitar, quando me vejo a ter o efeito

exactamente oposto nos meus proprios estudantes.
ou, num registo mais divertido,

Entre os conselhos menos ortodoxos que dava aos seus
estudantes, nos meus tempos, estava “Nunca leiam nada.
S6 vos vai deprimir. Se precisarem de saber alguma coisa

perguntem-me. »3

' “An Interview with Michael Atiyah”, Roberto Minio, The Mathematical
Intelligencer, vol. 6, #1, 1984.

2 cuja contribuicdo, ”Mathematics: The Right Choice?”, em “Mathematics:
Frontiers and Perspectives”, V. Arnold e outros, American Mathematical
Society, 2000, refere, significativamente, a sua experiéncia como estu-
dante de Atiyah.

3 "Being a Graduate Student of Michael Atiyah”, G. B. Segal, Asian J.
Math, vol. 3, #1, 1999.



O artigo abaixo foi primeiramente publicado na revista
Mathematics TODAY, Vol. 37, # 2, de Abril de 2001, e é
aqui reproduzido com a generosa permissao de Sir Michael

Atiyah e daquela revista.

Este artigo baseia-se na transcricao de uma conferén-
cia em Toronto, em Junho de 2000.

Obrigado por me terem convidado a tomar parte neste
programa. Claro que, se se fala no final de um século e no
principio do seguinte, se tém duas escolhas, ambas de igual
dificuldade. Uma é passar em revista a matematica dos
Ultimos cem anos, a outra € prever a matematica dos cem
seguintes. Escolhi a tarefa mais dificil. Toda a gente pode
fazer previsdes e nao vamos ca estar para saber se estava-
mos errados. Mas dar uma ideia do passado é uma coisa de
que todos podem discordar.

Tudo o que posso fazer é dar uma opinido pessoal. E
impossivel cobrir tudo e, em particular, omitirei partes re-
levantes da histdria, em parte por nao ser um especialista,
em parte porque sao tratadas noutro sitio. Por exemplo,
nao direi nada sobre os grandes acontecimentos na area
entre a logica e a computacédo, associados aos nomes de
pessoas como Hilbert, Godel e Turing. Nem falarei muito
sobre as aplicacdes da matematica, com excepcao da fisi-
ca fundamental, pois sao muito numerosas e requerem tra-
tamento especial. Cada uma exigiria, para si, uma confe-
réncia. Talvez venham a ouvir mais sobre elas nalgumas
das conferéncias no decorrer deste encontro. Mais, nao
vale a pena dar apenas uma lista de teoremas ou mesmo
uma lista de matematicos famosos nos ultimos cem anos.
Seria um exercicio monoétono. Assim vou tentar seleccio-
nar alguns topicos que acho representativos em muitos
aspectos e sublinhar o que aconteceu.

Primeiro uma observacao geral. Os séculos sao nime-
ros grosseiros. Nao acreditamos realmente que, apos cem
anos, uma coisa para e recomeca. Assim, ao descrever a
matematica do século XX, ndo me vou preocupar com da-
tas. Se uma coisa comecou na década de 1890 e continuou

na de 1900, ignorarei esse detalhe. Comportar-me-ei como

um astréonomo e trabalharei com nimeros bastante apro-
ximados. Na realidade muitas coisas comecaram no sécu-
lo XIX e s6 foram conseguidas no século XX.

Uma das dificuldades deste exercicio é que é muito
arduo colocarmo-nos na posicdo do que era ser matemati-
co em 1900, pois muita da matematica do Gltimo século
foi absorvida pela nossa cultura, por nés. E muito dificil
imaginar um tempo em que as pessoas Nao pensavam nos
nossos termos. De facto, se se faz uma descoberta em
matematica realmente importante, acaba-se por ser com-
pletamente omitido. E-se simplesmente absorvido pelo
conhecimento anterior. Voltando atras, tem de se tentar
imaginar a situacao numa era diferente em que as pessoas

nao pensavam do mesmo modo.

Foi Poincaré quem deu os pas-
SOS pioneiros e quem previu que a
topologia seria um ingrediente im-
portante na matematica do sécu-

lo XX. A proposito, Hilbert, que
elaborou a sua famosa lista de pro-
blemas, nao. A topologia mal apa-
recia na sua lista.

Do local ao global

Vou comecar por listar alguns temas e falar sobre eles.
O primeiro cabe, de uma forma lata, no que se pode cha-
mar a passagem do local ao global. No periodo classico as
pessoas, em geral, estudariam coisas numa escala peque-
na, coordenadas locais, etc. Neste século a énfase mudou
para a tentativa de compreensao do comportamento glo-
bal, em grande escala. E, porque o comportamento global
€ mais dificil, muita dessa compreensao é feita qualitati-
vamente e as ideias topologicas tornaram-se muito impor-

tantes. Foi Poincaré quem deu os passos pioneiros e quem



previu que a topologia seria um ingrediente importante na
matematica do século XX. A proposito, Hilbert, que elabo-
rou a sua famosa lista de problemas, nao. A topologia mal
aparecia na sua lista. Mas para Poincaré era muito claro
que seria um factor importante.

Deixem-me listar algumas areas e podem ver o que te-
nho em mente. Consideremos, por exemplo, a analise com-
plexa (“teoria das funcdes” como se chamava), que estava
no centro da matematica no século XIX, trabalho de gran-
des figuras como Weierstrass. Para elas, uma funcao era
uma funcao de uma variavel complexa e para Weierstrass
uma funcao era uma série de poténcias. Qualquer coisa
em que se podiam por as maos, escrever e descrever ex-
plicitamente, ou uma formula. As fungdées eram formulas,
eram coisas explicitas. Mas depois o trabalho de Abel,
Riemann e subsequentes afasta-nos desse ponto de vista e
as fungdes passaram a ser definidas nao apenas por formu-
las explicitas mas mais pelas suas propriedades globais,
onde estavam as suas singularidades, onde estavam os do-
minios, onde tomavam os seus valores. Estas propriedades
globais eram a caracteristica da funcao que a distinguia. O

desenvolvimento local era s6 um modo de a considerar.

No inicio as curvas e as superfi-
cies eram coisas que se podiam re-
almente ver no espaco. Dimensoes

mais altas eram ligeiramente ficti-
cias, coisas que se podiam imagi-
nar matematicamente mas que tal-
vez se nao levassem a sério.

Uma historia semelhante ocorre com as equagdes dife-
renciais. Originalmente para resolver uma equacao dife-
rencial as pessoas teriam procurado uma solucao local ex-
plicita, qualquer coisa que se podia escrever e que se po-
dia agarrar. Com a evolugao das coisas as solucdes torna-

ram-se implicitas. Nao era necessariamente possivel

descrevé-las usando formulas elegantes. As singularidades
da solucao eram as coisas que, na verdade, determinavam
as suas propriedades globais. Muito semelhante no espiri-
to, mas diferente no pormenor, ao que aconteceu na ana-
lise complexa.

Em geometria diferencial o trabalho classico de Gauss
e outros descreveria pequenas porcoes de espaco, boca-
dos pequenos de curvatura e as equacoes locais que des-
crevem a geometria local. A mudanca para a grande esca-
la é bastante natural ao querer-se compreender o retrato
global das superficies curvas e a topologia que as acompa-
nha. Quando se vai do pequeno ao grande as caracteristi-
cas topoldgicas passam a ser as mais significativas.

Embora a primeira vista nao caiba no mesmo quadro, a
teoria de nimeros teve um desenvolvimento semelhante.
Os especialistas distinguem entre aquilo a que chamam a
“teoria local”, onde se referem apenas a um primo, um
primo de cada vez, ou a um conjunto finito de primos, e a
“teoria global”, onde se consideram todos os primos si-
multaneamente. Esta analogia entre primos e pontos, o
local e o global, teve um efeito importante no desenvolvi-
mento da teoria de nimeros e as ideias da topologia tive-
ram o seu impacto.

Em fisica, claro, a fisica classica tem a ver com a histo-
ria local, em que se escreve a equacao diferencial que
rege o comportamento em pequena escala, e depois tem
de se estudar o comportamento em grande escala de um
sistema fisico. Toda a fisica, na verdade, tem a ver com a
previsao do que acontecera quando se vai da escala pe-
quena, onde se compreende o que esta a acontecer, para

uma escala grande e tirar as conclusoes.

Aumento das dimensoes

O meu segundo tema é diferente. E aquilo a que cha-
mo aumento das dimensoes. De novo, comecando com a
teoria classica das variaveis complexas, a teoria da varia-

vel complexa classica era, principalmente, a teoria de uma



variavel complexa estudada em pormenor, com grande
preciosismo. A mudanca para duas ou mais variaveis teve
lugar, fundamentalmente, neste século e nessa area sur-
gem fendmenos novos. Ha caracteristicas completamente
novas e a teoria de n variaveis tornou-se cada vez mais
dominante, um dos maiores sucessos deste século.

De novo, no passado, os gedmetras diferenciais estu-
dariam principalmente curvas e superficies. Hoje estuda-
mos a geometria de variedades de dimensao n e tem de se
ser cuidadoso para compreender que esta foi uma passa-
gem maior. No inicio as curvas e as superficies eram coisas
que se podiam realmente ver no espaco. Dimensoes mais
altas eram ligeiramente ficticias, coisas que se podiam
imaginar matematicamente mas que talvez se nao levas-
sem a sério. A ideia de levar estas coisas a sério e de as
estudar em pé de igualdade é, na verdade, um produto do
século XX. Mais, para os nossos predecessores do século
XIX, estaria longe de ser tao 6bvio pensar em aumentar o
nimero de funcdes, estudar ndo s6 uma mas varias fun-
coes ou fungdes vectoriais. Assim testemunhamos um au-
mento tanto no nimero de variaveis independentes como

dependentes.

O trabalho de Hamilton sobre
os quaternioes foi, provavelmen-
te, a surpresa maior e teve um

impacto enorme, causado, de
facto, por ideias relacionadas
com a fisica.

A algebra linear teve sempre a ver com mais variaveis
mas ai 0 aumento de dimensdes ia ser mais drastico. De
dimensoes finitas para infinitas, do espaco vectorial para
0 espaco de Hilbert com um numero infinito de variaveis.
A analise esteve envolvida claro. Depois de fungdes de
muitas variaveis podem ter-se funcoes de funcoes, funcio-

nais. Estes sao funcdes no espaco das fungdes. Tém todas,

essencialmente, variaveis em nimero infinito e a isto cha-
mamos calculo das variagées. Uma histoéria analoga pas-
sar-se-ia com as funcdes gerais (nao lineares). Assunto an-
tigo mas que adquiriu proeminéncia no século XX. Este é

portanto o meu segundo tema.

Do comutativo ao nao comutativo

Um terceiro tema € a passagem do comutativo para o
ndo comutativo. E talvez uma das caracteristicas mais dis-
tintivas da matematica no século XX, da algebra em parti-
cular. O lado ndo comutativo da algebra tem sido extrema-
mente proeminente e, claro, as suas raizes estao no sécu-
lo XIX. As raizes sao varias. O trabalho de Hamilton sobre
os quaternides foi, provavelmente, a surpresa maior e teve
um impacto enorme, causado, de facto, por ideias relaci-
onadas com a fisica. Houve o trabalho de Grassmann sobre
algebras exteriores, outro sistema algébrico hoje em dia
absorvido pela nossa teoria das formas diferenciais. Claro
que o trabalho de Cayley em matrizes, com base na alge-
bra linear, e o de Galois em teoria de grupos sao outros
pontos altos.

Todos estes sao caminhos ou componentes diferentes
que formam a base da introducao da multiplicacao nao
comutativa na algebra que, como disse, é a base da ma-
quinaria algébrica do século XX. Nao lhes damos importan-
cia mas, no século XIX, os exemplos atras foram descober-
tas tremendas. As aplicacdes destas ideias surgiram, mui-
to surpreendentemente, em direccoes diferentes. As apli-
cacdes em fisica das matrizes e da multiplicacdo nao
comutativa surgiram com a teoria quantica. As relacoes
de comutatividade de Heisenberg sao um exemplo impor-
tantissimo de uma aplicacéo significante da algebra nao
comutativa em fisica. Posteriormente von Neumann fez a
extensao na sua teoria das algebras de operadores.

A teoria de grupos foi também uma caracteristica do-

minante do século XX e voltarei a este ponto mais tarde.



Do linear ao nao linear

0 meu topico seguinte é a passagem do linear ao nao
linear. Grandes partes da matematica classica sao ou basi-
camente lineares ou, se nao exactamente lineares, apro-
ximadamente lineares, estudadas por algum tipo de de-
senvolvimento perturbativo. Os fendmenos realmente nao
lineares sao muito mais dificeis e, em grande medida, s6
foram abordados seriamente neste século.

A historia comeca com a geometria, geometria
Euclidiana, geometria do plano, do espaco, das rectas, tudo
linear, e depois, em varias etapas de geometria nao
euclidiana, até a geometria mais geral de Riemann, onde
as coisas sao fundamentalmente nao lineares. Nas equa-
¢oes diferenciais o estudo sério de fendmenos nao lineares
chamou a atencéao para uma variedade de novos fenémenos
que nao surgem nos tratamentos classicos. Podia so selec-
cionar dois aqui, solitdes e caos, dois aspectos muito dife-
rentes da teoria das equacdes diferenciais, que se torna-
ram extremamente proeminentes e populares neste sécu-
lo. Representam alternativas extremas. Os solitoes repre-
sentam comportamento de equacdes diferenciais inespe-
radamente organizado e o caos representa comportamen-
to inesperadamente desorganizado. Ambos estao presen-
tes em regimes diferentes, sao interessantes e importan-
tes mas, basicamente, sdo fenomenos nao lineares. Uma
vez mais, pode encontrar-se a historia inicial de algum do
trabalho sobre solitdes na Ultima parte do século XIX, mas
muito ligeiramente apenas.

Em fisica, claro, as equacoes de Maxwell (as equacoes
fundamentais do electromagnetismo) sao equacdes dife-
renciais parciais lineares. Em contraste, as famosas equa-
coes de Yang-Mills, sao equacdes nao lineares que se su-
pbe governarem as forcas envolvidas na estrutura da ma-
téria. As equacgoes sao nao lineares porque as equagoes de
Yang-Mills sdo, essencialmente, versées matriciais das equa-
coes de Maxwell e o facto de as matrizes nao comutarem é
a razao do termo nao linear nas equacdes. Vemos aqui uma

ligacao interessante entre nao linearidade e nao

comutatividade. A ndo comutatividade leva a nao
linearidade de um tipo particular, o que é especialmente

interessante e importante.

Geometria versus Algebra

Até agora escolhi alguns temas gerais. Quero falar ago-
ra sobre uma dicotomia em matematica, sempre connosco,
oscilando de um para o outro lado, que me da uma oportu-
nidade para fazer algumas especulacoes ou observacoes
filosoficas. Refiro-me a dicotomia entre geometria e alge-
bra. A geometria e a algebra sdo os dois pilares formais da
matematica, ambos muito antigos. A geometria é anterior
aos Gregos, a algebra existe desde os arabes e indianos,
de modo que ambas tém sido fundamentais para a mate-
matica, mas a sua relacao tem sido dificil.

Deixem-me comecar com a historia do assunto. A geo-
metria Euclidiana é o exemplo mais importante de uma
teoria matematica e era firmemente geométrica até a in-
troducao, por Descartes, das coordenadas algébricas na-
quilo a que hoje chamamos o plano Cartesiano. Foi uma
tentativa de reducao do pensamento geométrico a mani-
pulacao algébrica. Foi, claro, uma descoberta enorme ou
um grande ataque a geometria por parte dos algebristas.
Se analisarmos comparativamente os trabalhos de Newton
e Leibniz, eles pertencem a tradicoes diferentes. Newton

era fundamentalmente um gedmetra, Leibniz era funda-

Se analisarmos comparativa-
mente os trabalhos de Newton e
Leibniz, eles pertencem a tradi-
coes diferentes. Newton era fun-

damentalmente um gedometra,
Leibniz era fundamentalmente
um algebrista e havia boas e pro-
fundas razoes para isso.




mentalmente um algebrista e havia boas e profundas ra-
zOes para isso. Para Newton a geometria, ou o calculo como
ele o desenvolveu, era a tentativa matematica para des-
crever as leis da natureza. Interessava-se pela fisica em
sentido lato e a fisica tinha lugar no mundo da geometria.
Se se queria perceber como as coisas funcionavam pensa-
va-se em termos do mundo fisico, pensava-se em termos
de figuras geométricas. Quando desenvolveu o calculo qui-
lo tao proximo quanto possivel do contexto fisico que es-
tava por tras. Usou pois argumentos geométricos porque
assim se mantinha proximo do significado. Por seu lado,
Leibniz tinha a intencado, a ambiciosa intencao, de forma-
lizar toda a matematica, tornando-a uma grande maquina
algébrica. Era uma abordagem totalmente oposta a de
Newton e havia notacées muito diferentes. Como sabe-
mos, na grande controvérsia entre Newton e Leibniz, a
notacao de Leibniz acabou por ganhar. Seguimos o seu modo
de escrever derivadas parciais. O espirito de Newton ain-
da la esta mas esteve enterrado durante muito tempo.

Até ao final do século XIX, ha cem anos, as duas figuras
mais importantes eram Poincaré e Hilbert. Ja os mencio-
nei e, grosso modo, sdo discipulos de Newton e Leibniz
respectivamente. O pensamento de Poincaré era mais no
espirito da geometria, topologia, usando essas ideias como
ferramentas fundamentais. Hilbert era mais um formalista,
queria axiomatizar, formalizar e dar tratamentos rigorosos
e formais. Pertencem claramente a tradicoes diferentes
embora qualquer grande matematico nao possa ser facil-
mente classificado.

Ao preparar esta conferéncia pensei dever apresentar
mais alguns nomes da nossa geracao presente que repre-
sentam a continuacdo daquelas tradicdes. E muito dificil
falar sobre pessoas vivas, quem por na lista? Pensei entao
para mim, quem se importaria de ser posto num dos lados
de uma lista tao famosa? Escolhi portanto dois nomes:
Arnold, como o herdeiro da tradicao de Poincaré-Newton,
e Bourbaki, como, penso, o discipulo mais famoso de David
Hilbert. Arnold ndo esconde o facto de a sua visao da me-

canica, da fisica, ser basicamente geométrica, comecan-

do com Newton. Tudo o mais, com a excepcao de algumas
pessoas como Riemann, que foi um pouco um desvio, foi
um equivoco. Bourbaki tentou continuar o programa for-
mal de Hilbert de axiomatizacao e formalizacao da mate-
matica, com algum sucesso em grande medida. Cada pon-

to de vista tem os seus méritos, mas ha tensao entre eles.

Assim a intuicao ou a percep-
cao espaciais sao ferramentas
poderosissimas e ai reside a ra-
zao de a geometria ser uma par-

te tao poderosa da matematica,
nNao apenas para coisas que sao
claramente geométricas mas até
para coisas que 0 hao sao.

Deixem-me explicar a minha propria visao da diferen-
ca entre geometria e algebra. Que a geometria tem a ver
com o espaco é indiscutivel. Se olhar para a assisténcia
nesta sala vejo imenso, num sé segundo ou microsegundo
absorvo uma quantidade vasta de informacao e tal nao é
acidental. Os nossos cérebros foram construidos de tal modo
que estao extremamente ligados a visdo. A visao, segundo
amigos que trabalham em neurofisiologia, usa completa-
mente qualquer coisa como 80 ou 90% do cortex cerebral.
Ha cerca de 17 centros diferentes no cérebro, cada um
deles especializado numa parte diferente do processo da
visao. Algumas partes estao relacionadas com a
horizontalidade, outras com a verticalidade, outras com a
cor, a perspectiva e, finalmente, algumas com o significa-
do e a interpretacao. Compreender, e interpretar, o mun-
do que nds vemos € uma parte muito importante da nossa
evolucao. Assim a intuicdo ou a percepcao espaciais sao
ferramentas poderosissimas e ai reside a razao de a geo-
metria ser uma parte tdo poderosa da matematica, nao
apenas para coisas que sao claramente geométricas mas
até para coisas que o nao sdo. Tentamos dar-lhe forma

geométrica porque isso nos permite usar a nossa intuicao.



Isso é bastante claro se tentarmos explicar uma questao
de matematica a um estudante ou a um colega. Tem-se
um argumento longo e dificil e finalmente o estudante com-
preende. O que é que o estudante diz? “Estou a ver!” Ver é
sinonimo de compreender e usamos a palavra “percep¢ao”
querendo dizer ambas. Pelo menos na lingua inglesa isto é
verdade. Seria interessante compara-lo com outras linguas.
Acho que é muito importante que a mente humana tenha
evoluido com esta capacidade enorme de absorver uma
quantidade vasta de informacao, por accao visual instan-
tanea, e a matematica apodera-se disso e aperfeicoa-o.

A algebra, por outro lado (e podem nao ter pensado
nisso deste modo), tem a ver basicamente com o tempo.
Qualquer que seja o tipo de algebra que se faca, uma se-
quéncia de operacdes é realizada uma ap6s a outra e “uma
apods a outra” significa que se tem de ter tempo. Nao se
pode imaginar a algebra num universo estatico, contudo a
geometria é essencialmente estatica. Posso apenas sen-
tar-me aqui e ver, pode nada mudar, mas posso ver ainda.
A algebra, contudo, tem a ver com o tempo porque se tém
operacdes que sao executadas sequencialmente e, quan-
do digo "algebra”, ndao me refiro apenas a algebra moder-
na. Qualquer algoritmo, qualquer processo de calculo, é
uma sequéncia de passos executados um apos outro. O
computador torna isso muito claro. O computador moder-
no recebe a sua informacao numa carreira de zeros e uns e
da a resposta.

A algebra tem a ver com a manipulagdo no tempo e a

geometria com o espaco. Sao dois aspectos ortogonais do

Sou aqui um pouco duro com o0s
algebristas, mas fundamental-
mente o objectivo da algebra foi
sempre produzir uma formula que

se pudesse introduzir numa ma-
quina, rodar uma manivela e ob-
ter a resposta.

mundo e representam dois pontos de vista diferentes em
matematica. Portanto a discussao ou dialogo, no passado,
entre matematicos sobre a importancia relativa da geo-
metria e da algebra representa qualquer coisa de muito,
muito fundamental.

Claro que nao adianta pensar nisto como uma discus-
sao em que um lado perde e o outro ganha. Gosto de pen-
sar nisto sob a forma de uma analogia. “Deve-se ser ape-
nas algebrista ou gedmetra?” é como dizer “Prefere ser
surdo ou cego?” Se se é cego nédo se Vé o espaco, se se €
surdo nao se ouve e ouvir tem lugar no tempo. Tudo consi-
derado, é preferivel ter ambas as faculdades.

Em fisica ha uma divisdao analoga, aproximadamente
paralela, entre os conceitos e as experiéncias. Ha duas
partes na fisica: teoria - conceitos, ideias, palavras, leis -
e 0 equipamento experimental. Acho que os conceitos, num
sentido lato, sdo geométricos pois referem-se a coisas que
ocorrem no mundo real. Uma experiéncia, por outro lado,
€ mais como um calculo algébrico. Faz-se qualquer coisa
no tempo, medem-se nimeros, inserem-se em formulas,
contudo os conceitos por tras das experiéncias sdo parte
da tradicao geométrica.

Uma maneira de enquadrar a dicotomia num contexto
mais filosofico ou literario é dizer que, para o gedmetra, a
algebra é aquilo a que se pode chamar a “Oferta Faustiana”.
Como é conhecido, na histéria de Goethe, o diabo ofereceu
a Fausto o que ele quisesse (no caso, o amor de uma linda
mulher) em troca da venda da sua alma. A algebra é a oferta
feita ao matematico pelo diabo. Diz o diabo: “Dou-te esta
maquina poderosa, respondera a qualquer pergunta que quei-
ras. Tudo o que tens de fazer é dar-me a tua alma. Desiste
da geometria e teras esta maquina maravilhosa”. [Hoje em
dia pode pensar-se nela como sendo um computador!] Claro
que nds gostamos de ter ambas as coisas, provavelmente
enganariamos o diabo, fingiriamos a venda da nossa alma
sem o revelar. Apesar de tudo o perigo para a nossa alma
esta 4, pois, ao passar-se para o calculo algébrico, basica-
mente deixa-se de pensar, deixa-se de pensar geometrica-

mente, deixa-se de pensar no significado.



Sou aqui um pouco duro com os algebristas, mas fun-
damentalmente o objectivo da algebra foi sempre produ-
zir uma formula que se pudesse introduzir numa maquina,
rodar uma manivela e obter a resposta. Pegava-se em qual-
quer coisa que tinha um significado, convertia-se numa
formula e obtinha-se uma resposta. Nesse processo nao é
preciso pensar mais naquilo a que correspondem na geo-
metria os diferentes passos na algebra. Perde-se perspec-
tiva que pode ser importante em etapas diferentes. Nao
se deve abandona-la completamente. Pode-se querer vol-
tar a ela mais tarde. E isto que eu quero dizer com a Ofer-
ta Faustiana. Tenho a certeza que é provocatoria.

A escolha entre geometria e algebra deu origem a hi-
bridos que confundem ambas e a divisao entre algebra e
geometria ndo é tdo simples e ingénua como acabei de
dizer. Por exemplo, os algebristas usam diagramas frequen-
temente. O que é um diagrama se nao uma concessao a

intuicdo geométrica?

Técnicas em Comum

Deixem-me agora voltar a falar ndo tanto acerca de
temas mas talvez em termos de técnicas e métodos co-
muns que foram usados. Quero descrever um certo nime-
ro de métodos comuns que foram aplicados numa varieda-

de de campos. O primeiro é:

Teoria da Homologia

Tradicionalmente a teoria da homologia comeca como
um ramo da topologia. Refere-se a situagao seguinte. Tem-
se um espaco topologico complicado e quer extrair-se al-
guma informacao simples que envolva a contagem de bu-
racos, alguns invariantes lineares aditivos que se possam
associar a um espaco complicado. Se se quiser, € uma cons-
trucao de invariantes lineares numa situacao nao linear.
Geometricamente pensa-se em ciclos que se podem somar
e subtrair e obtém-se entao aquilo a que se chama o grupo

de homologia de um espaco. A homologia € uma ferramen-

ta algébrica fundamental, inventada na primeira metade
do século como maneira de obter alguma informacao acerca
dos espacos topoldgicos. Extrai-se alguma algebra da geo-
metria.

A homologia aparece também noutros contextos. Uma
outra fonte da teoria da homologia comeca com Hilbert e
o estudo de polindmios. Os polindmios sdao funcdes nao
lineares e podem multiplicar-se para se obterem graus mais
altos. Hilbert teve grande visao ao considerar “ideais”,
combinacodes lineares de polindmios, com zeros comuns.
Procurou geradores destes ideais. Esses geradores podiam
ser redundantes. Considerou as relacoes e depois procu-
rou relacoes entre relagcoes. Obteve uma hierarquia de tais
relacoes, chamadas "syzygies”4 de Hilbert, e esta teoria
era uma maneira sofisticada de reduzir uma situacao nao
linear, o estudo dos polindmios, a uma situacdo linear.
Hilbert produziu, essencialmente, um sistema complicado
de relacoes lineares expressando alguma da informacao
sobre objectos nao lineares, os polinémios.

Ha grande paralelismo entre esta teoria algébrica e a
teoria topologica, estando elas agora fundidas naquilo a
que se chama “algebra homoldgica”. Um dos grandes tri-
unfos dos anos 50 em geometria algébrica foi o desenvol-
vimento da teoria da cohomologia dos feixes e a sua ex-
tensao a geometria analitica pela escola francesa de Leray,
Cartan, Serre e Grothendieck, na qual se tem uma combi-
nacao das ideias topoldgicas de Riemann-Poincaré, as ideias
algébricas de Hilbert e ainda alguma analise.

Acontece que a teoria da homologia tem ainda aplica-
¢oes mais amplas noutros ramos da algebra. Podem intro-
duzir-se grupos de homologia, que sao objectos lineares
associados a objectos nao lineares. Podem tomar-se, por
exemplo, grupos, grupos finitos, ou algebras de Lie. Am-

bos tém grupos de homologia associados. Ha, através do

4 A falta de uma traducao adequada talvez se possa usar “relacoes
polinomiais”. Simplificando exageradamente, um exemplo, para p(x) =x2,
q(y) =y2 e r(x,y)=xy, € pq =r2. Devo esta informacdo ao meu colega

Alexander Kovacec.



grupo de Galois, importantes aplicacdes da teoria da
homologia na teoria de nimeros. Assim a teoria da
homologia provou ser uma das ferramentas poderosas para
analisar uma variedade de situacdes, uma caracteristica

tipica da matematica do século XX.

Pode também pensar-se na K-
Teoria do modo seguinte, como
uma tentativa de considerar a te-

oria de matrizes, onde o produto
de matrizes nao é comutativo, e
procurar construir invariantes li-
neares ou abelianos de matrizes.

K-Teoria

Outra técnica, semelhante a teoria da homologia em
muitos aspectos, que tem sido largamente aplicada e se
estende por muitas partes da matematica, teve origem
posterior. Nao emergiu até meados do século XX embora
seja algo com raizes muito | para tras também. E a cha-
mada “K-Teoria” e esta, na verdade, fortemente relacio-
nada com a teoria da representacao. A teoria da represen-
tacao de, digamos, grupos finitos comeca no ultimo século
mas a sua forma moderna, a K-Teoria, tem origem mais
recente. Pode também pensar-se na K-Teoria do modo se-
guinte, como uma tentativa de considerar a teoria de ma-
trizes, onde o produto de matrizes nao é comutativo, e
procurar construir invariantes lineares ou abelianos de
matrizes. Tracos, dimensdes e determinantes sao
invariantes abelianos da teoria das matrizes e a K-Teoria é
uma maneira sistematica de tentar lidar com eles, cha-
mando-se-lhe, por vezes, "algebra linear estavel”. A ideia
€ a de que, se tivermos duas matrizes grandes, a matriz A
e a matriz B, que nao comutam, elas passarao a comutar
se colocadas em posicoes ortogonais em blocos diferen-
tes. Como num espaco grande as coisas podem mudar de

posicao entao, de forma aproximada, pode pensar-se que

isso vai ser suficientemente bom para nos dar alguma in-
formacéo. E a base da K-Teoria como técnica. E semelhan-
te a teoria da homologia na medida em que ambas tentam
extrair informacao linear de situacoes nao lineares.

Em geometria algébrica estas ideias foram introduzidas,
com grande éxito, por Grothendieck, em relacdo muito
proxima com a historia envolvendo a teoria dos feixes dis-
cutida ha momentos e em ligacdo com o seu trabalho so-
bre o teorema de Riemann-Roch.

Em topologia Hirzebruch e eu copiamos estas ideias e
aplicamo-las num contexto puramente topologico. Em certo
sentido enquanto o trabalho de Grothendieck esta relacio-
nado com o trabalho de Hilbert sobre “syzygies” o nosso
trabalho estava mais relacionado com o trabalho de
Riemann e Poincaré sobre homologia, usando funcdes con-
tinuas em vez de polindmios. Teve também um papel na
teoria do indice dos operadores elipticos, em analise line-
ar’. Numa direccdo diferente, a vertente algébrica da his-
toria, com aplicacdo potencial a teoria dos nimeros, foi
depois desenvolvido por Milnor, Quillen e outros. Nessa di-
reccao levou a muitas questdes interessantes.

Na analise funcional o trabalho de muita gente, inclu-
indo Kasparov, estendeu a K-Teoria continua a situacao das
algebras-C* nao comutativas. As funcdes continuas num
espaco formam, relativamente a multiplicacao, uma alge-
bra comutativa, mas algebras ndao comutativas analogas
surgem noutras situacoes e a analise funcional é um ambi-
ente natural para questdes deste tipo.

A K-Teoria é assim outra area onde uma variedade de
partes diferentes da matematica se prestam a este
formalismo bastante simples embora, em cada caso, haja
questoes técnicas muito dificeis especificas da area, que
se ligam com outras partes do assunto. Nao é uma ferra-
menta uniforme, é mais um quadro uniforme, com analo-
gias e semelhancas entre uma parte e a outra.

Muito deste trabalho foi também estendido por Alain

3 Um ponto alto na carreira de Atiyah. Ver An Interview with Michael Atiyah,

Roberto Minio, The Mathematical Intelligencer, vol. 6, #1, 1984.



Connes a "geometria diferencial nao comutativa”.

E muito interessante que, muito recentemente, Witten
trabalhando em teoria das cordas (as ideias mais moder-
nas em fisica fundamental) tenha descoberto maneiras
muito curiosas de como a K-Teoria parece fornecer um
ambiente natural para as chamadas “quantidades conser-
vadas”. Enquanto que no passado se pensava que a teoria
da homologia era o quadro natural para aquelas, parece

agora que a K-Teoria fornece uma resposta methor.

Grupos de Lie

Outro conceito unificador, que nao é apenas uma téc-
nica, é o de grupos de Lie. Ora os grupos de Lie, e refiro-
me basicamente aos grupos ortogonal, unitario e
simpléctico mais alguns grupos excepcionais, desempenha-
ram um papel muito importante na historia da matemati-
ca do século XX. De novo, vém do século XIX. Sophus Lie
era, claro, um matematico noruegués do século XIX e ele,
Felix Klein e outros “deram um empurrao” a “teoria dos
grupos continuos”, como era chamada. Originalmente, para
Klein, era uma maneira de tentar unificar os tipos diferen-
tes de geometria, geometria euclidiana, geometria nao
euclidiana. Embora este assunto comecasse no século XIX,
“levantou voo” realmente no século XX. O século XX tem
sido fortemente dominado pela teoria dos grupos de Lie
como uma espécie de quadro unificador onde estudar mui-
tas questoes diferentes.

Mencionei o papel da geometria nas ideias de Klein.
Para Klein, as geometrias eram espacos homogéneos, onde
as coisas se podiam mover sem distorcao, e eram portanto
determinadas por um grupo de isometrias associado. O gru-
po Euclidiano dava a geometria Euclidiana, a geometria
hiperbdlica vinha de outro grupo de Lie. Assim cada geo-
metria homogénea correspondia a um grupo de Lie dife-
rente. Mas mais tarde, na sequéncia do trabalho de Riemann
em geometria, as pessoas estavam mais preocupadas com
geometrias que nao eram homogéneas, onde a curvatura
variava de lugar para lugar e ndao havia simetrias globais

do espaco.

Contudo os grupos de Lie tiveram ainda um papel im-
portante dado surgirem a nivel infinitesimal ja que no es-
paco tangente temos coordenadas euclidianas. Assim no
espaco tangente, infinitesimamente, a teoria dos grupos
de Lie reaparece mas, porque se tém de comparar pontos
diferentes em lugares diferentes, temos de deslocar as
coisas de alguma maneira de forma a lidar com os diferen-
tes grupos de Lie. Foi esta a teoria desenvolvida, realmen-
te, por Elie Cartan, a base da geometria diferencial mo-
derna, e foi também ela o quadro essencial a teoria da
relatividade de Einstein. A teoria de Einstein deu, claro,
um impulso enorme a todo o desenvolvimento da geome-

tria diferencial.

O século XX tem sido fortemen-
te dominado pela teoria dos gru-

pos de Lie como uma espécie de
quadro unificador onde estudar
muitas questoes diferentes.

Continuando ao longo do século XX, o aspecto global,
que ja mencionei atras, envolveu grupos de Lie e geome-
tria diferencial ao nivel global. Um desenvolvimento im-
portante, caracterizado pelo trabalho de Borel e
Hirzebruch, veio trazer informacao sobre as chamadas
“classes caracteristicas”. Estas sao invariantes topologicos
combinando trés componentes chave, os grupos de Lie, a
geometria diferencial e a topologia, e, claro, a algebra
associada com o proprio grupo.

Numa direccdo mais analitica obtemos aquilo a que
agora se chama analise harmodnica nao comutativa. E a
generalizacao da teoria de Fourier onde as séries ou inte-
grais de Fourier correspondem, basicamente, aos grupos
de Lie comutativos S' e R. Quando se substituem estes por
grupos de Lie mais complicados obtém-se uma teoria mui-
to bonita e elaborada que combina a teoria da representa-
¢ao dos grupos de Lie e a andlise. Essencialmente este é o
trabalho da vida de Harish-Chandra.



Na teoria de nimeros todo o “programa de Langlands”,
como é conhecido, que esta intimamente relacionado tam-
bém com a teoria de Harish-Chandra, decorre no ambito
da teoria dos grupos de Lie. Para cada grupo de Lie tem-se
a teoria de nimeros e o programa de Langlands associa-
dos, que foi levado a cabo até certo ponto. Influenciou
uma grande parte do trabalho em teoria de nimeros algé-
brica na segunda metade deste século. O estudo das for-
mas modulares enquadra-se nesta parte da historia, inclu-
indo o trabalho de Andrew Wiles sobre o Gltimo Teorema
de Fermat.

Podia pensar-se que os grupos de Lie sao particular-
mente relevantes apenas em contextos geométricos, dada
a necessidade de variagdo continua, mas os grupos analo-
gos sobre corpos finitos originam grupos finitos e a maior
parte dos grupos finitos surge deste modo. Portanto as téc-
nicas de algumas partes da teoria de Lie aplicam-se mes-
mo numa situacao discreta para corpos finitos ou corpos
locais. Ha imenso trabalho que é algebra pura, trabalho a
que, por exemplo, esta associado o nome de George Lusztig,
onde se estuda a teoria da representacao de tais grupos
finitos e onde muitas das técnicas que mencionei antes

tém correspondentes.

Acho que a descoberta, ape-
nas, deste Monstro € o resultado
mais sensacional da classifica-
cao. Sucede que o Monstro é um
animal muito interessante que
esta ainda agora a ser compre-

endido. Tem ligacoes inespera-
das com grandes partes de ou-
tras partes da matematica, com
formas modulares elipticas, e até
com a fisica teorica e a teoria
quantica dos campos.

Grupos Finitos

Chegamos assim aos grupos finitos, o que me faz lem-
brar que a classificacao dos grupos simples finitos é algo
onde tenho de admitir uma coisa. Ha alguns anos fui en-
trevistado, quando a historia dos grupos simples finitos
estava quase concluida, e perguntaram-me o que é que eu
achava. Fui algo precipitado ao dizer que nao achava que
fosse muito importante. A razao era que a classificacao
dos grupos simples finitos nos dizia que a maior parte dos
grupos simples era formada pelos que conheciamos e que
havia uma lista de algumas excepcoes. Num certo sentido
fechou a area, nao abriu as coisas. Nao fico muito entusi-
asmado quando as coisas fecham em vez de abrir mas,
claro, muitos amigos meus que trabalham nesta area fica-
ram muito, muito zangados. Depois disso tive de usar uma
espécie de colete a prova de bala!

Ha um ponto importante. Chamei realmente a atencao
para que na lista dos chamados “grupos esporadicos” ao
maior era dado o nome de “Monstro”. Acho que a desco-
berta, apenas, deste Monstro é o resultado mais sensacio-
nal da classificacdo. Sucede que o Monstro é um animal
muito interessante que esta ainda agora a ser compreen-
dido. Tem ligacGes inesperadas com grandes partes de ou-
tras partes da matematica, com formas modulares elipticas,
e até com a fisica tedrica e a teoria quantica dos campos.
Este foi um produto interessante da classificacao. As clas-
sificacdes, so por si, como digo, fecham a porta, mas o

Monstro abriu uma porta.

Impacto da Fisica

Deixem-me passar agora para um tema diferente, o
impacto da fisica. Ao longo da historia a fisica tem tido
uma longa associacao com a matematica e largas partes
da matematica, o calculo por exemplo, foram desenvolvi-
das para resolver problemas em fisica. Isto tinha-se torna-

do talvez menos evidente em meados do século XX, com a



maior parte da matematica pura a progredir muito bem
independentemente da fisica, mas no ultimo quartel des-
te século as coisas mudaram drasticamente. Deixem-me
tentar, brevemente, passar em revista a interaccao da fi-
sica com a matematica e com a geometria em particular.

No século XIX Hamilton desenvolveu a mecanica classi-
ca, introduzindo aquilo a que hoje se chama formalismo
Hamiltoniano. A mecanica classica levou ao que chama-
mos “geometria simpléctica”. E um ramo da geometria
que podia ter sido estudado muito mais cedo mas, na ver-
dade, ndo foi estudado seriamente até as duas Ultimas
décadas. Acontece que é uma parte da geometria muito
rica. A geometria, no sentido em que estou a usar aqui a
palavra, tem trés ramos, geometria riemanniana, geome-
tria complexa e geometria simpléctica, correspondentes
aos trés tipos de grupos de Lie. Destas a geometria
simpléctica é a mais recente, de alguns modos, possivel-
mente a mais interessante e, certamente, uma com rela-
¢oes extremamente proximas da fisica por causa das suas
origens historicas em ligacdo com a mecanica hamiltoniana
e, mais recentemente, com a mecanica quantica. Ora, as
equacoes de Maxwell, que mencionei antes, as equacoes
lineares fundamentais do electromagnetismo, foram a
motivacao para o trabalho de Hodge sobre formas harmo-
nicas e a aplicacao a geometria algébrica. Veio a ser uma
teoria extremamente frutifera que tem sustentado muito
do trabalho em geometria desde os anos 30.

Ja mencionei a relatividade geral e o trabalho de
Einstein. A mecanica quantica, claro, forneceu uma con-
tribuicao enorme. Nao sé nas relacoes de comutatividade
mas, mais significativamente, na énfase no espaco de
Hilbert e na teoria espectral.

De um modo mais concreto e dbvio, a cristalografia na
sua forma classica tratava das simetrias das estruturas cris-
talinas. Os grupos de simetria finitos que podem ocorrer
em torno dos pontos comecaram por ser estudados pelas
suas aplicagoes a cristalografia. Neste século as aplica-
¢Oes mais profundas da teoria de grupos vieram a ter rela-

¢coes com a fisica. As particulas elementares que se supde

constituirem a matéria parecem ter simetrias escondidas
ao nivel mais pequeno, onde ha alguns grupos de Lie a
espreita, que nao se podem ver mas cujas simetrias se
manifestam quando se estuda o comportamento real das
particulas. Postula-se pois um modelo do qual a simetria é
um ingrediente essencial e as diferentes teorias que agora
prevalecem tém incorporados como grupos de simetria pri-
mordiais certos grupos de Lie basicos, como SU(2) e SU(3).
Assim estes grupos de Lie aparecem como blocos

constitutivos da matéria.

Com isto quero dizer que os fisi-
cos, baseados na sua compreensao
da teoria fisica, foram capazes de
prever que certas coisas seriam
verdadeiras na matematica. Nao se

trata, claro, de uma demonstra-
cao rigorosa mas € apoiada por
uma intuicao poderosa, casos es-
peciais e analogias.

Nem sao os grupos de Lie compactos os Unicos a apare-
cer. Alguns grupos de Lie ndo compactos aparecem em fi-
sica, como o grupo de Lorentz. Foram os fisicos os primei-
ros a comecar o estudo da teoria da representacao dos
grupos de Lie nao compactos. Sdo representacoes que tém
de ter lugar no espaco de Hilbert pois, para grupos com-
pactos, as representacoes irredutiveis tém dimensao finita
mas 0s grupos nao compactos exigem dimensoes infinitas.
Foram os fisicos quem compreendeu isto primeiro.

No ultimo quartel do século XX, aquele que acabou,
houve uma incursao enorme de novas ideias da fisica na
matematica. E talvez uma das historias mais notaveis de
todo o século. Precisa de uma conferéncia s6 para si mas,
basicamente, a teoria quantica dos campos e a teoria das
cordas foram aplicadas de maneiras notaveis para obter
novos resultados, ideias e técnicas em muitas partes da

matematica. Com isto quero dizer que os fisicos, baseados



na sua compreensao da teoria fisica, foram capazes de
prever que certas coisas seriam verdadeiras na matemati-
ca. Nao se trata, claro, de uma demonstracao rigorosa mas
€ apoiada por uma intuicdo poderosa, casos especiais e
analogias. Estes resultados previstos pelos fisicos tém sido,
repetidamente, verificados pelos matematicos e tem-se
visto que estao, fundamentalmente, correctos embora seja
muito dificil apresentar demonstracdes e muitos deles nao
tenham ainda sido completamente demonstrados.

Tem havido portanto uma contribuicdo tremenda nes-
ta direccao nos Ultimos 25 anos. Os resultados sdo extre-
mamente detalhados. Nao se trata dos fisicos dizerem ape-
nas “este é o tipo de coisa que deve ser verdade”. Eles
dizem "aqui esta a formula precisa e eis os primeiros dez
casos (envolvendo nimeros com mais de 12 digitos)”. Dao
respostas exactas a problemas complicados, nao o tipo de
coisas que se possam adivinhar, coisas para cujo calculo se
precisa de maquinaria. A teoria quantica dos campos for-
neceu um instrumento notavel, muito dificil de compre-
ender matematicamente mas que tem tido um bdnus ines-
perado em termos de aplicacdes. Tem sido esta verdadei-
ramente a historia emocionante dos ultimos 25 anos.

Eis alguns dos ingredientes: o trabalho de Simon
Donaldson em variedades de dimensao 4, o trabalho de
Vaughan Jones sobre invariantes dos nos, a simetria por
reflexao, os grupos quanticos e mencionei o Monstro ape-
nas como um extra.

Sobre o que é este assunto? Como mencionei antes, o
século XX viu uma mudanca no nimero de dimensodes aca-
bando com um nuimero infinito. Os fisicos foram para além
disso. Na teoria quantica dos campos estao realmente a
tentar fazer um estudo, muito detalhado e em profundi-
dade, do espaco de dimensao infinita. Os espacos de di-
mensao infinita com que eles trabalham sao, tipicamente,
espacos de funcdes de varios tipos. Sao muito complicados
nao so6 por a dimensao ser infinita mas porque tém alge-
bra, geometria e topologia complicadas também e ha gran-
des grupos de Lie aqui e ali, grupos de Lie de dimensao

infinita. Assim, como grandes partes da matematica do

século XX tiveram a ver com o desenvolvimento da geome-
tria, topologia, algebra e analise em grupos de Lie e vari-
edades de dimensao finita, esta parte da fisica diz respei-
to a tratamentos analogos em dimensdes infinitas e, claro,
€ uma historia muito diferente mas com compensacoes
enormes.

Deixem-me explicar isto um pouco mais em detalhe.
As teorias quanticas dos campos ocorrem no espaco € no
tempo e o espaco supde-se ser, realmente, tridimensional
mas ha modelos simplificados onde se considera uma di-
mensao. Nos espaco e tempo unidimensionais as coisas ti-
picamente encontradas pelos fisicos sdo, em termos ma-
tematicos, grupos como o grupo dos difeomorfismos de s
ou o grupo das aplicacdes diferenciaveis de S num grupo
de Lie compacto. Estes sao dois exemplos, muito funda-
mentais, de grupos de Lie de dimensao infinita que sur-
gem nas teorias quanticas dos campos nestas dimensoes e
sdao objectos matematicos muito razoaveis que tém sido
estudados pelos matematicos desde ha algum tempo.

Em tais teorias de dimensao 7+1 pode tomar-se uma
superficie de Riemann para espaco-tempo e tal leva a no-
vos resultados. Por exemplo, o espaco de moduli das su-
perficies de Riemann com um certo género é um objecto
classico que data do Gltimo século. A teoria quantica dos
campos levou a resultados novos sobre a cohomologia des-

tes espacos de moduli. Outro espaco de moduli bastante

Os chamados “grupos quanticos”
vém daqui também. Ora a coisa
melhor acerca deles € o nome. Cla-
ramente nao sao grupos! Se me
pedissem a definicao de grupo

quantico precisaria de mais meia
hora. Sao objectos complicados
mas nao ha dividas de que tém uma
relacao profunda com a teoria
quantica.




semelhante é o espaco de moduli dos fibrados com grupo
G, com curvatura zero, sobre uma superficie Riemanniana
de género g. Estes espacos sdo muito interessantes e a
teoria quantica dos campos fornece resultados precisos
sobre eles. Em particular, ha bonitas formulas para os vo-
lumes envolvendo valores das funcoes zeta.

Outra aplicacao esta relacionada com a contagem de
curvas. Se considerarmos as curvas algébricas, com um grau
dado, no plano e quisermos saber quantas, por exemplo,
passam por uns tantos pontos caimos em problemas
enumerativos da geometria algébrica, problemas que teri-
am sido classicos no século passado. Sao muito dificeis.
Foram resolvidos com maquinaria moderna chamada
“cohomologia quantica”, parte da historia vinda da teoria
quantica dos campos. Ou podem considerar-se questoes
mais dificeis sobre curvas nao no plano mas em variedades
curvas. Obtém-se outra historia bonita com resultados ex-
plicitos com o nome de simetria por reflexdo. Tudo isto

vem da teoria quantica dos campos nas dimensoes 1+1.

A segunda metade do século
vinte foi muito mais aquilo a que
chamo “era da unificacao”, onde

se atravessam fronteiras, se le-
vam as técnicas de uma area para
a outra e, em grande medida, as
coisas se tornaram hibridas.

Subindo uma dimensao, onde temos o espaco
bidimensional e o tempo unidimensional, é ai que surge a
teoria de Vaughan Jones de invariantes dos nos. Teve uma
interpretacao ou explicacao elegante em termos da teoria
quantica dos campos.

Os chamados “grupos quanticos” vém daqui também.
Ora a coisa melhor acerca deles € o nome. Claramente nao
sao grupos! Se me pedissem a definicao de grupo quantico

precisaria de mais meia hora. Sao objectos complicados

mas nao ha dlvidas de que tém uma relagao profunda com
a teoria quantica. Emergiram da fisica e estao a ser apli-
cados por algebristas “intransigentes” que, na verdade, os
usam para calculos precisos.

Dando mais um passo em frente, para a teoria de di-
mensao 4 (dimensao 3+17), estamos onde a teoria de
Donaldson se enquadra e onde a teoria quantica dos cam-
pos tem tido impacto maior. Em particular, levou Seiberg e
Witten a criarem a sua teoria alternativa, que é baseada
na intuicéo fisica e da, matematicamente, resultados ma-
ravilhosos também. Tudo isto sdo exemplos particulares.
Ha muitos mais.

Ha depois a teoria das cordas e ja esta ultrapassada! E
sobre a M-Teoria que devemos falar agora, uma teoria rica,
mais uma vez com um largo nimero de aspectos matema-
ticos. Os resultados que estao a emergir estao ainda a ser
digeridos e vao manter os matematicos ocupados por mui-

to tempo.

Resumo Historico

Deixem-me tentar fazer um breve sumario e conside-
rar a historia em poucas palavras: o que aconteceu a ma-
tematica? Com alguma ligeireza vou por os séculos XVIII e
XIX juntos, a era daquilo a que se pode chamar a matema-
tica classica, a era que associamos com Euler e Gauss, onde
toda a grande matematica classica foi criada e desenvolvi-
da. Podia pensar-se que seria quase o fim da matematica
mas o século XX, pelo contrario, foi na verdade muito pro-
dutivo e é sobre isso que eu tenho estado a falar.

Grosso modo, o século vinte pode ser dividido em duas
metades. Diria que a primeira foi dominada por aquilo a
que chamo a “era da especializacao”, a era em que a abor-
dagem de Hilbert, de tentar formalizar as coisas, defini-
las cuidadosamente e depois levar a cabo o que se pode
fazer em cada area, foi muito influente. Como disse, o
nome de Bourbaki esta associado a esta tendéncia, em que

as pessoas focavam a sua atencao naquilo que se podia



obter num certo sistema, algébrico ou ndo, numa dada
altura. A segunda metade do século vinte foi muito mais
aquilo a que chamo *era da unificacao”, onde se atraves-
sam fronteiras, se levam as técnicas de uma area para a
outra e, em grande medida, as coisas se tornaram hibri-
das. Penso que é uma simplificacdo exagerada mas que
resume, de forma breve, alguns dos aspectos que se po-
dem ver na matematica do século XX.

E quanto ao século XXI? Disse que o século XXI podia ser
a era da matematica quantica ou, se preferirem, da mate-
matica de dimensao infinita. O que quer isto dizer? A ma-
tematica quantica pode querer dizer, se la chegarmos, com-
preender adequadamente a analise, geometria, topologia
e algebra de varios espacos de funcdes nao lineares e por
“compreender adequadamente” refiro-me a compreensao
numa forma tal que permita demonstracées muito rigoro-
sas de todas as coisas maravilhosas sobre as quais os fisi-

cos tém andado a especular.

Ao lado de todo o sofisticado
material de dimensao infinita a
geometria das baixas dimensoes
€ um embaraco. De muitas ma-

neiras as dimensoes onde come-
camos, onde os nossos antepas-
sados comecaram, permanecem
um mistério.

Deve dizer-se que se se aborda a dimensao infinita de
modo ingénuo e se formulam questdes ingénuas, em geral,
se obtém as respostas erradas ou as respostas sdo pouco
interessantes. A aplicacao fisica, a perspectiva e a moti-
vacdo permitiram, aos fisicos, colocar questdes inteligen-
tes sobre dimensoes infinitas, fazer coisas de grande sub-
tileza onde surgem respostas razoaveis. Fazer analise de
dimensao infinita deste modo ndo é, de forma alguma,
uma tarefa simples. A abordagem tem de ser correcta.

Temos imensas pistas. O mapa esta estendido: é isto que

deve ser feito mas é ainda um caminho longo a percorrer.

Que mais pode acontecer no século XXI? Gostaria de
realcar a geometria diferencial nao comutativa de Connes.
Alain Connes tem esta teoria unificada magnifica. Mais uma
vez combina tudo. Combina analise, algebra, geometria,
topologia, fisica, teoria de nimeros, contribuindo todas
para certas partes. E um quadro que nos permite fazer
aquilo que os gedmetras diferenciais normalmente fazem,
incluindo a sua relacdao com a topologia, no contexto da
analise ndo comutativa. Ha boas razées para querer fazer
isto, aplicacdes (potenciais ou outras) em teoria de nime-
ros, geometria, grupos discretos etc. e em fisica. Esta pre-
cisamente a ser desenvolvida uma ligacao interessante com
a fisica. Até onde se ira, o que se conseguira, esta para se
ver. E, com certeza, qualquer coisa que eu espero venha a
ter desenvolvimentos significativos na primeira década,
pelo menos, do préximo século e é possivel que possa ter
ligacdo com a ainda-por-desenvolver teoria quantica dos
campos (rigorosa).

Numa outra direccdo ha a chamada “geometria arit-
mética” ou geometria de Arakelov que tenta unificar a
geometria algébrica e partes da teoria dos nimeros tanto
quanto possivel. E uma teoria com grande sucesso. Come-
cou bem mas tem ainda um longo caminho a percorrer.
Quem sabe?

Claro que ha elementos comuns em tudo isto. Espero
que a fisica tenha o seu impacto disseminado por todo o
lado, até na teoria de nimeros. Andrew Wiles ndo concor-
da e s6 o tempo dira.

Sao estes os elementos que vejo como emergindo na
proxima década mas ha aquilo a que chamo um “joker” no
baralho®: a descida para a geometria das dimensdes mais
baixas. Ao lado de todo o sofisticado material de dimensao
infinita a geometria das baixas dimensoes € um embaraco.
De muitas maneiras as dimensdes onde comecamos, onde
0s nNossos antepassados comecaram, permanecem um mis-

tério. Chamo “baixas” as dimensoes 2, 3 e 4. O trabalho

% Traducéo literal da expressao inglesa joker in the pack que significa uma
coisa cuja influéncia nao é previsivel.



de, por exemplo, Thurston em geometria tridimensional
procura uma classificacdo das geometrias que se podem
por em variedades de dimensao trés. E muito mais profun-
do que a teoria bidimensional. O programa de Thurston
nao esta ainda de forma alguma completo e completa-lo
sera certamente um desafio enorme.

A outra historia notavel em trés dimensoes é o traba-
lho de Vaughan Jones com ideias vindas essencialmente da
fisica. Da-nos mais informacao sobre as trés dimensoes,
quase ortogonal a informacao contida no programa de
Thurston. Como ligar estes dois lados da historia permane-
ce um desafio enorme mas ha sugestoes recentes para uma
possivel ponte. Portanto toda esta area, ainda em dimen-
soes baixas, tem as suas ligagdes com a fisica mas perma-
nece, na verdade, muito misteriosa.

Gostaria finalmente de mencionar que o que surge com
muita proeminéncia na fisica sdo "dualidades”. Estas
dualidades, em termos gerais, surgem quando uma teoria
quantica tem duas realizacoes diferentes como uma teo-
ria classica. Um exemplo simples é a dualidade entre posi-
¢do e momento em mecanica classica. Substitui um espa-
¢o pelo seu espaco dual e, nas teorias lineares, essa
dualidade é apenas a transformada de Fourier. Mas, nas

teorias nao lineares, como substituir a transformada de
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Fourier € um dos desafios maiores. Largas partes da mate-
matica tém a ver com a generalizacdo de dualidades em
situacoes nao lineares. Os fisicos parecem ser capazes de
o fazer de modo notavel nas suas teoria das cordas e M-
Teoria. Dao, uns apds outros, exemplos de dualidades ma-
ravilhosas que, em sentido lato, sao versoes nao lineares e
de dimensao infinita de transformadas de Fourier e que
parecem funcionar. Mas compreender essas dualidades nao
lineares parece ser também um dos maiores desafios do
proximo século.

Acho que vou ficar por aqui. HaA muito trabalho e é
muito agradavel para um velho como eu falar para muitos
jovens como vocés, poder dizer-vos: ha imenso trabalho

para vocés no proximo século!

Nota do Tradutor: Os meus agradecimentos vao para
Maria do Rosario Pinto, Gudlaugur Thorbergsson, Onésimo
Teotonio Almeida e David R. J. Chillingworth, que me aju-
daram em varias dificuldades relacionadas com esta tra-

ducao.

(Introducdo, traducdo e notas de F. J. Craveiro de Carva-
Lho)
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A Matematica na Revisao Curricular: uma Re-

forma Adiada...

GEEPU (Gabinete de Estudos para o Ensino Pré-Universitario da SPM)

Em 13 de Dezembro de 1999 o entao Director do Ensino
Secundario, Professor Doutor Domingos Fernandes, apre-
sentou as Associacdes Profissionais e Sociedades Cientifi-
cas uma Proposta de Revisao Curricular do Ensino Secun-
dario.

Essa proposta tinha um caracter apenas esbogcado, mas
a sua filosofia parecia revelar clareza na separacao das
duas vias de ensino, cursos gerais e via profissionalizante,
sem excluir a possibilidade de uma mudanca de percurso.
Parecia também assumir claramente o aparecimento de
niveis diferentes de Matematica (e de outras disciplinas).
No caso da Matematica foi entao referido que as altera-
¢coes no programa A se limitariam a pequenos ajustes, mas
no caso da matematica B parecia estar tudo em aberto.

Num parecer sobre esta proposta enviado a Direccao
do Ensino Secundario, a Sociedade Portuguesa de Matema-
tica congratulou-se com a filosofia desta proposta mas
manifestou as suas preocupacoes quanto a calendarizacao
de todo o processo Referiu que o calendario proposto era
muito precipitado, sobretudo tendo em conta que o docu-
mento apresentado, apesar de estar em desenvolvimento
ha dois anos, apresentava ainda muitas indefinicoes, em
especial no que dizia respeito aos novos conteldos das
cadeiras B.

Relativamente a Matematica B, a Sociedade Portugue-
sa de Matematica sugeriu que se atribuisse as escolas a
responsabilidade de definir os seus programas, tendo em
atencdo o curso a que se destinam e a realidade dos res-

pectivos alunos. As escolas seriam também as Unicas res-

ponsaveis pela avaliacao final.

Foi pois com surpresa que a Sociedade Portuguesa de
Matematica foi constatando com as sucessivas propostas
de programas Matematica B para os 10°, 11° e 12° anos,
feitos a pressa de forma a permitir o cumprimento do ca-
lendario, que afinal ndo se estavam a construir novos pro-
gramas, mas apenas a fazer cortes nos programas de Ma-
tematica A, de forma que o programa fosse exequivel em
3 horas semanais. A intervencao que a Sociedade Portu-
guesa de Matematica procurou ter com os sucessivos pa-
receres que elaborou sobre estes programas foi ingloria,
porque na realidade, no que respeita a matematica, nao
se estava na disposicao de mudar praticamente nada.

Ocorre perguntar:

Qual o sentido de fazer uma Reforma Curricular, cuja
filosofia parece ser clareza na separacao de duas vias de
ensino, mas cuja preocupacao fundamental é apenas asse-
gurar que todos os alunos se possam candidatar a universi-
dade ao fim de trés anos, independentemente das suas
opcoes?

Ha que reconhecer que actualmente muitos alunos ter-
minam o Ensino Basico sem estarem minimamente prepa-
rados para prosseguir estudos no ambito dos Cursos Ge-
rais. A oferta, por parte da escola, de cursos de indole
mais pratica e profissionalizante pode ndo so evitar o
abandono escolar por parte de muitos alunos mas
também proporcionar-lhes a conclusao do Ensino Secun-
dario com uma formacao profissional certificada.

Tendo em conta que a Matematica B se destina a alunos



orientados para essa via profissionalizante, é
incompreensivel que nao sejam claras as relagdes entre a
matematica que é ensinada e os cursos a que se destina.
Parece que, por mais que os alunos mostrem a sua
preferéncia por uma via que os conduza a vida activa, nao
conseguem livrar-se dos estudos mais académicos para
preservar a possibilidade de se poderem candidatar a
universidade. Na pratica, e como vinha acontecendo com
0s cursos tecnologicos em vigor, estes alunos tém que fazer
em simultaneo os estudos profissionais e académicos, com
uma carga superior a dos seus colegas que optam pelo
prosseguimento de estudos. Se considerarmos que muitos
destes jovens estao pouco motivados para a escola, parece

que se lhes esta a prestar um péssimo servico.

0 que fazer entao com a matematica na reforma
curricular, nomeadamente com a matematica para os cur-
sos com vertente tecnologica?

Mais uma vez a bola é passada para o lado dos profes-
sores. Cabe a estes gerir conteldos inadequados para os
cursos a que se destinam e certamente desinteressantes
para o publico alvo, para que a matematica na reforma

curricular nao seja um total desastre.

Comissao Directiva:

Suzana Metello de Napoles (directora)
Carlos Albugquerque

Maria Manuela Ferreira

Conceicao Antunes

5° MatViseu

Vai realizar-se no préximo dia 25 de Janeiro de 2002, na Escola Superior de Tecnologia, o 5° MatViseu, sob a organizacao conjunta da
Delegacéo Regional do Centro da SPM e do Departamento de Matematica da Escola Superior de Tecnologia do Instituto Superior Politécnico
de Viseu. O publico alvo deste encontro sao Professores de Matematica dos Ensinos Basico, Secundario e Superior e alunos do ensino
Superior. Pretende-se com este encontro promover o intercambio de ideias e de experiéncias entre docentes dos varios niveis de ensino.

Programa:

09.00 Entrega de documentacao
09.30 Sessao de abertura

10.00 Sessao plenaria

“Figuras Fractais na Matematica, na Fisica e na Arte”
Professor Doutor Carlos Fiolhais
Universidade de Coimbra

11.00 Pausa para café

11.30 Sessoes em paralelo

i

1. “Resolucao de Equagdes Algébricas de Grau Superior a Dois’
Professora Doutora Helena Albuquerque
Universidade de Coimbra

2."Propriedades que Caracterizam as Circunferéncias”
Professora Doutora Fatima Carvalho
Universidade do Porto

12.30 Almogo

14.30 Sessao plenaria
“Matematica e Arte”
Professora Doutora Ana Breda
Universidade de Aveiro

15.30 Sessoes em paralelo

3. “Tarefas com o Modellus para a Aula de Matematica”
Dr? Ana Rosendo

4. “As Probabilidades num Problema de Escolha
Entre Trocar e nao Trocar”
Dr? Carla Henriques
Escola Superior de Tecnologia de Viseu

5. “Ti- Interactive - Aplicagdes no ensino Secundario”
Dr? Isabel Duarte
Escola Superior de Tecnologia de Viseu
Dr. Joao Cavaleiro
Escola Secunddria de Tondela

17.00 Pausa para café.
17.30 Representacao da Peca de Teatro
A Noite dos MorteMaticos-Vivos”

Pelos alunos da Escola EB 2,3 Josefa de Obidos - Obidos

19.00 Jantar

Para mais informacoes sobre o Mat Viseu consulte o site http://www.dmat.espv.ipv.pt/dep/dmat/default/ htm



A Publicacao das Notas dos Exames do 12° Ano

Joao Filipe Queiro

Departamento de Matematica - Universidade de Coimbra

Convida-me o Director da Gazeta de Matematica a es-
crever um pequeno texto sobre a recente publicacao dos
resultados dos exames do 12° ano por escolas e as ordena-
coes das escolas produzidas com base nesses resultados.

Essa publicacgao foi feita neste Verao em varios jornais,
a partir de dados fornecidos pelo Ministério da Educacao,
e na sequéncia de um movimento que, ja algum tempo,
reclamava a divulgacao dos dados na posse do Ministério.

A publicacao dos resultados dos exames nacionais e as
ordenacoes das escolas ja foram objecto de inimeros co-
mentarios e analises, com alguma divisao de opinides. Neste
curto artigo, sem nenhuma pretensao de originalidade, vou
concentrar-me nas seguintes interrogacoes: Deve ou nao
ser publicada a referida informacao? Devem ou nao, com
base nessa informacao, ser elaboradas ordenacdes (os fa-
mosos rankings) das escolas? Qual é o valor de tal informa-
cao e de tais ordenacoes?

Publicar ou nao publicar?

Quanto a primeira pergunta, creio que a resposta é
inequivoca: a informacao sobre os resultados dos exames
nacionais do Secundario por escola deve ser publicada. Essa
informacao existe, e ndo se vé razao de interesse nacional
para a esconder, ou para a reservar as estruturas do Minis-
tério. O sistema educativo precisa de mais informacao pu-
blica, e ndo menos. E por exemplo da maior relevancia
politica - e deveria ter consequéncias - o conhecimento
das diferencas entre as notas obtidas pelos estudantes em
exames nacionais e as classificacdes “internas” atribuidas

pelas escolas. Essas diferencas, que nalguns casos se tém
de qualificar como escandalosas (em particular pela cho-
cante injustica que introduzem no sistema de acesso ao
ensino superior), nao se pode dizer que constituam sur-
presas, mas estao agora oficialmente documentadas.

No caso do Secundario teria interesse complementar a
informacao divulgada com outras. Por exemplo, a evolu-
¢ao dos resultados dos exames ao longo de varios anos.
Tais dados existem no Ministério da Educacao, e nao daria
especial trabalho criar séries temporais para cada escola e
disciplina; estas séries proporcionariam um retrato mais
fiel da realidade das escolas secundarias, ajudando a per-
ceber melhor o que contribui para os resultados dos estu-
dantes e, por outro lado, a nao valorizar eventuais
fendmenos de ocasido. Seria também do maior interesse
correlacionar os resultados das escolas com aspectos como
a formacao profissional dos respectivos professores, as ins-
talagoes (laboratorios, bibliotecas, museus, ginasios), etc.

Adiante mencionarei outras informacoes que seria bom
conhecer, ou precisar, no mesmo contexto.

Creio portanto que é positivo que a informacao sobre
os resultados dos exames tenha sido publicada, e que deve
ser complementada e melhorada com muitas outras. A di-
vulgacao do maior nimero possivel de indicadores objec-
tivos € de grande interesse no plano da regulacdo interna
e externa do sistema educativo. Numa época em que, em
tantos dominios, em particular no da Educacao, o Estado
se apresenta cada vez menos como portador de qualquer
racionalidade e espirito de interesse nacional, a informa-
cao e a liberdade sao bons algoritmos de intervencao para
a melhoria das coisas. Tera que haver menos regulamenta-



cao central a priori - um conceito que ja mostrou clara-
mente os seus limites e perversdes - e mais regulacao a
posteriori, seja pelo proprio Estado (por exemplo na orga-
nizacao de exames e avaliacdes nacionais) seja pela socie-
dade em geral, que para isso tera de estar de posse da
necessaria informacao.

Ordenar ou nao ordenar?

Questao diferente é a de saber se, com base nos resul-
tados dos exames, devem ser elaboradas ordenacées das
escolas: a "melhor”, a “segunda melhor”, etc., até a
“pior”. Uma coisa é a publicagao dos resultados, outra é a
ordenacao das escolas a partir da organizacao e tratamen-
to desses dados segundo um qualquer critério.

Aproveitando o facto de estar a escrever para leitores
com formacao matematica, observo que, logo a partida,
esta aqui presente a dificuldade de definir de forma razo-
avel ordens totais (isto €, em que todos os elementos sao
comparaveis) em conjuntos com dimensao maior do que
um. Isto porque para cada escola ha resultados de exames
em mais do que uma disciplina. Se se olhar para cada dis-
ciplina separadamente, claro que sé ha uma ordenacao
possivel das escolas, de resto com interesse.

A palavra-chave é "razoavel”. Tudo depende do que se
pretende. De facto, pode até argumentar-se que qualquer
critério que se proponha contém previamente uma visao
dos resultados que ele vai produzir.

Seja como for, esta segunda questao é muito diferente
da primeira. Podemos exprimir uma preferéncia por dados
“puros”, ndo tratados. Mas é evidente que é impossivel,
depois de publicados os dados “em bruto”, impedir a sua
organizacao e apresentacao de qualquer forma. Resta-nos
assim educar os nossos olhos de leitores e observadores, e
recusar as simplificacdes. Podemos, por exemplo, apreci-
ar o facto de, com base nos mesmos resultados, terem
sido publicadas este ano pelo menos duas ordenacoes di-
ferentes das escolas.

Alguma argumentacao que se tem visto contra as listas
ordenadas de escolas parece insuficiente para recusar a
divulgacao dos resultados. Mas é importante que cada lis-

ta ordenada dé ao critério utilizado tanto relevo como a
ordenacao, para que todos entendam do que se esta a fa-
lar em cada caso.

E a este proposito volto as informacgdes adicionais que
seria bom tornar plblicas em conjunto com as listas de
notas por escolas. Sao exemplos de tais informacoes as
seguintes: as politicas de acesso eventualmente pratica-
das pelas escolas, a dimensao das escolas e areas discipli-
nares por elas cobertas e, last but not least, o nUmero de
matriculas anuladas em cada escola, com a concomitante
mudanca de escola ou apresentacao aos exames em regi-
me externo. O mundo das escolas, mesmo sem considerar
factores de natureza social (de cuja invocagao convém nao
abusar), € muito variado, e as comparagdes serao tanto
mais Uteis quanto menos cegas forem.

A questao dos estudantes que entram em cada escola
secundaria é relevante. Se houvesse avaliacdes nacionais
crediveis no Ensino Basico (o que, como se sabe, ndo acon-
tece), poderiam ser realizados estudos muito interessan-
tes dos resultados dos estudantes no fim do Secundario
tomando em conta os resultados obtidos pelos mesmos
estudantes a saida do Basico. Iria emergir entao o concei-
to de "valor acrescentado” por uma escola, com grande
interesse informativo.

Vale a pena, ja que estamos a falar de ordenacoes de
escolas, referir outra manifestacao recente do mesmo tipo
de ideias. Quem acha que os rankings das escolas secunda-
rias com base nos exames tém muitos defeitos deveria
concentrar a sua atencao na tentativa, também este ano,
de elaborar um ranking das universidades publicas, com
resultados publicados num diario lisboeta. Sobre esse exer-
cicio nao direi muito, para além de comentar que elaborar
rankings crediveis das universidades € uma arte dificil. Poe-
se o problema da elaboracao dos questionarios e dos pesos
a atribuir as respostas. E corre-se o risco de pouco mais
medir do que a disponibilidade dos gabinetes de relacoes
publicas (quando existem) para responder aos questiona-
rios dos candidatos a ordenadores.

Sobre isto dos gabinetes de relagdes publicas, ha quem
ache bem e ha quem ache mal eles existirem. Para certo
ponto de vista, que cada vez mais governa o mundo, é
fundamental uma universidade ter um servico de relagées



publicas, que bombardeie os jornais todos os dias com a
exceléncia da actividade que la se desenvolve. Alguma
razao tem que se dar a este ponto de vista, pelos resulta-
dos que vai obtendo no campo mediatico e politico. Diver-
samente, ha quem ache que o investimento nas relacoes
publicas nao deve ser excessivo, e deve ao menos manter
alguma proporcionalidade com a real qualidade das insti-
tuicoes e do seu trabalho. Mas, enfim, em certas matérias
ninguém da conselhos a ninguém nos dias que correm.

O que valem os exames?

A terceira interrogacdo que aqui analiso, ja um pouco
sobreposta as anteriores, é a de saber que valor informati-
vo real tem a publicacao dos resultados dos exames nacio-
nais e, por maioria de razao, das subsequentes ordena-
coes das escolas.

A contestacao maior ao valor e interesse da publicacao
vem, coerentemente, de quem contesta o valor dos pro-
prios exames. Os argumentos principais sao conhecidos: os
exames nao testam verdadeiramente as aprendizagens, os
exames tendem a valorizar a memorizacao e as praticas
rotineiras, um exame pretende avaliar os conhecimentos
e as competéncias de um jovem em apenas duas ou trés
horas de grande ansiedade.

Alguma verdade tem que se reconhecer nestas obser-
vacoes, mas, salvo o devido respeito, esta argumentacao
€ insuficiente para retirar valor aos exames.

Em primeiro lugar, os exames sao uma necessidade so-
cial. Para varios efeitos, é necessario medir, de alguma
forma objectiva, a qualidade do trabalho realizado pelos
estudantes, pelos professores, pelas escolas. Contestar a
existéncia de exames tem o problema de ignorar comple-
tamente a necessidade de avaliacao sistémica por algum
processo credivel, que, repete-se, para varios efeitos tem
que ser nacional.

Na discussdao destes assuntos ha por vezes confusao
entre dois planos muito diferentes: o plano da “pedagogia
de proximidade”, com a importancia da relacao formativa
individual entre professor e aluno, e o plano das necessi-
dades puUblicas de regulacdo e avaliacdo do sistema

educativo. Qualquer professor sabe como o essencial da
sua actividade se passa numa relacdo préxima com os alu-
nos, e nao ha maior sucesso para um professor do que ver
os seus alunos progredir. O sistema educativo, por seu lado,
tem necessidades de regulacao por natureza impessoais.
Ambos os planos sao importantes, e influenciam-se mutu-
amente, mas nao convém mistura-los.

Afirmar que os exames nao testam verdadeiramente as
aprendizagens levanta um problema muito sério: como é
entao que as aprendizagens, sejam elas quais forem, se
podem testar de forma independente e objectiva? Como
valorizar ou preferir esta ou aquela pratica, este ou aque-
le método de trabalho (seja qual for o critério), sem ser
pelo discurso dos proprios protagonistas? Creio que estas
interrogacoes nao podem ser ignoradas. Custa-me a crer
que os criticos dos exames defendam que nao haja nenhu-
ma avaliacao do sistema, nenhuma responsabilizacao dos
seus agentes. Penso que tal defesa é insustentavel, que o
sistema tem de ser avaliado, com urgéncia e de forma sis-
tematica. A critica aos exames, acompanhada de uma au-
séncia de alternativas sérias, tem, entretanto, contribui-
do largamente, como alibi, para a desvalorizacao global
dos processos de avaliacdo. Neste quadro, o proprio siste-
ma, o Estado e a sociedade em geral ficam indefesos pe-
rante as multiplas alteracoes de estratégias que se sobre-
pdem a outras alteracdes sem nunca se medirem os efei-
tos das reformas que se fizeram e das que se fazem. E os
agentes reformadores de ontem por la vao ficando, na
posicdo de reformar de novo, perpetuados pela auséncia
de avaliacao do que fazem e fizeram.

Outra critica recorrente é que os exames tendem a
valorizar a memorizagao e as praticas rotineiras. Nao vejo
que isso seja um problema. Ambas as coisas sao importan-
tes, contrariamente ao que certo discurso facil pretende
fazer crer. Em primeiro lugar, ndo ha conhecimento, nem
elaboracao sobre o conhecimento, sem memorizacao. Em
segundo lugar, as chamadas “competéncias rotineiras”, se
verdadeiramente adquiridas, sao a base sobre a qual se
constroem as competéncias avancadas. As competéncias
superiores adquirem-se depois e por cima das competén-
cias mais basicas: isto € assim na arte, na musica, na lite-
ratura, no desporto, na ciéncia. Uma competéncia apren-



de-se, treina-se, e depois utiliza-se e demonstra-se. Quem
despreza a memorizacao e as competéncias basicas acaba
muitas vezes a defender competéncias etéreas e, claro,
nao testaveis de modo algum.

Os exames sdo sempre desagradaveis, nenhum de nos
gostou ou gosta de ser submetido a provas e exames, mas
trata-se de um mal necessario, por motivos de avaliacao
do sistema e até de inducao do esforco de estudantes e
professores. Sem divida que ha pormenores de organiza-
cao que poderiam ser melhorados, seja nos enunciados seja
na logistica. Por exemplo, cada estudante poderia fazer
duas provas por disciplina e ficar com a melhor nota das
duas. Outro aspecto que parece importante é que os estu-
dantes nao deveriam fazer os seus exames na escola que
frequentaram: as escolas tém direito a que nao se descon-
fie delas e da maneira como organizam e controlam as
provas.

Temos de reconhecer que, num sistema educativo difi-
cil e atravessado por tantas tensées como o portugués, os
exames constituem um imprescindivel elemento de
regulacao e controlo, que deveria ser estendido a outros
ciclos, sobretudo e urgentemente ao 3° ciclo. O chamado
3¢ ciclo do Ensino Basico parece-me constituir um elo mui-
to fragil da nossa cadeia escolar, sendo essencial repensar
0 seu posicionamento. A meu ver, o actual 3° ciclo deveria
estar, em todos os planos (na rede de escolas, nos grupos
de docéncia, na formacao de professores, na avaliacao),
proximo do chamado Secundario. A tendéncia inversa, que
tem informado a politica educativa em nome de uma mitica
“unidade do Ensino Basico” (por confusao com a escolari-
dade obrigatoria), € um erro que conviria corrigir. Tam-
bém ai temos alguma coisa a aprender com a maioria dos
nossos parceiros da Unidao Europeia.

De resto, o principio da realizacdo de exames nacio-
nais esta a surgir como necessario nao sé em niveis anteri-
ores ao Secundario como em niveis posteriores. Um exem-
plo é a certificacao para efeitos de contratacao de profes-
sores do Ensino Basico e Secundario, com o colapso da
credibilidade e justica do actual modelo de contratacao
de professores pelo Estado.

Uma critica de tipo diferente a publicacao dos resulta-
dos dos exames é a de que ela vem apenas revelar, de

forma mais acentuada, as diferencas sociais e econdmicas
dos meios em que as escolas estao inseridas e dos estudan-
tes que as frequentam. Isto tem uma parte de verdade,
parecendo inequivoco que ha correlacao elevada entre os
meios sociais e econdmicos dos estudantes e os seus resul-
tados escolares. Mas, de novo, essa observacao é insufici-
ente para que se escondam os resultados nas gavetas mi-
nisteriais. Os resultados, bem como a maior quantidade
possivel de informagdes complementares (incluindo a do
“valor acrescentado”, quando disponivel), devem ser co-
nhecidos, e devem ser lidos de olhos abertos. Sem prejui-
zo da diversidade das vias de estudo, os standards e as
expectativas minimas em cada disciplina devem ser os
mesmos para todos. A nenhum jovem se deve, seja qual
for o pretexto, transmitir a mensagem de que dele se es-
pera menos do que dos outros. Dizer isso a um jovem ¢é a
maneira mais rapida de destruir o seu potencial.

Quando se constate, em certa regiao, um pior aprovei-
tamento escolar dos jovens atribuivel a condicoes de fra-
gilidade econdmica e social, com muito mais razao o Esta-
do podera desencadear medidas tendentes a correccao
desses factores. Isso sera dificultado se se continuar a
querer esconder os resultados escolares, contribuindo para
a perpetuacao de tais situacoes.

Com certeza que os rankings podem ser aproveitados
para algum darwinismo social. Se elaborados de forma
muito simplificada, nao conterao surpresa nenhuma, e o
seu valor informativo ficara parecido com o de uma frase
que, noutro contexto, uma vez ouvi a um colega: “E me-
Lhor ser rico e saudavel do que pobre e doente.”

Conclusao

Em resumo, a publicacao das classificacoes dos estudan-
tes do Ensino Secundario é um facto positivo. Os exercicios
de elaboracao de rankings das escolas devem ser realizados
com o maior cuidado, acompanhados do maior nimero pos-
sivel de explicagdes e informacdes complementares, recu-
sando as simplificacdes. E os exames nacionais sao um ins-
trumento indispensavel de avaliacao e regulacéo do sistema
educativo, devendo ser estendidos a outros ciclos.



NUmeros Irracionais no Ensino Secundario

Antonio Pereira Rosa

Escola Secundaria Maria Amalia Vaz de Carvalho, Lisboa

Para qué estudar estes problemas, se os numeros irra-

cionais ndo existem ?

L. Kronecker, sobre a demonstracao da transcendéncia

de 1t devida a F. Lindemann.

1. Introducao

O objectivo deste trabalho é apresentar demonstra-
coes simples (no sentido de serem acessiveis a estudantes
do Ensino Secundario Regular ou Recorrente) da

irracionalidade de alguns nimeros: duas demonstracoes

da irracionalidade de \E (a primeira como consequéncia
do Teorema Fundamental da Aritmética e a segunda pelo
método da descida infinita) e uma da irracionalidade de
log,,(2). Experimentei nas minhas aulas as actividades des-
critas (pelo menos em parte) e tive uma reaccao
encorajadora dos alunos: é curioso e gratificante ver alu-
nos do 12° ano fascinados com consequéncias simples da
divisibilidade. Espero assim contribuir para uma
revitalizacao do interesse pelos nUmeros irracionais, pra-
ticamente esquecidos no Gltimo ajustamento dos progra-
mas do ensino secundario: o estudo dos radicais foi quase
abandonado e, com o uso indiscriminado das calculadoras,
os numeros reais “reduzem-se” cada vez mais a um con-
junto finito de nimeros racionais.

A organizacao do trabalho é a seguinte: para cada uma

das demonstracgoes referidas, indico os pré-requisitos, a
unidade do programa em que pode ser inserida, uma es-
tratégia para a apresentacao aos alunos e fago ainda algu-
mas observacdes sobre aspectos historicos, possiveis ge-
neralizacoes e eventuais ligacdes com outros assuntos.
Qualquer das actividades propostas pode ser realizada a
vontade numa aula de 50 minutos, ficando alguns comple-
mentos para “trabalho para casa” (TPC) a corrigir posteri-
ormente. Termino esta introducao justificando sumaria-

mente os exemplos escolhidos:

a) a demonstracao classica da irracionalidade de ﬁ atri-
buida por Aristoteles aos pitagoricos €, por um lado, de
dificil generalizacdo e, por outro, considerada muito
artificiosa pela maioria dos alunos (falo por experién-
cia propria); tentei pois arranjar outros processos de
demonstracao e os dois que indico parecem-me inte-
ressantes, pela facilidade de generalizacao, pela liga-
cao a importantes temas de Aritmética que sao frequen-
temente esquecidos e pela possibilidade de interessan-
tes referéncias historicas.

b) ao escolher provar a irracionalidade de log,,(2) procu-
rei combater a ideia generalizada de que os nimeros
irracionais "s6 aparecem quando ha raizes”, erro algo
compreensivel, dado que o estudo das dizimas pratica-
mente ja nao se faz no ensino secundario e a demons-
tracdo da irracionalidade de numeros como Tmou e é
demasiado complicada para ser feita no ensino nao su-

perior. Por outro lado, o contacto dos alunos com os



logaritmos reduz-se na maior parte dos casos a funcao
logaritmica, que surge em geral como uma espécie de
“parente pobre” da exponencial, ligada ao estudo de
fendmenos fisicos como os tremores de terra (escala de
Richter) ou a cultura de bacilos. Penso que a apresenta-
cao de uma actividade como a que proponho contribui
positivamente para uma melhor compreensao das propri-
edades dos logaritmos e para contrabalancar a tendéncia
do ensino da Matematica apenas pelas suas aplicacoes a
casos ditos “da vida real”, que, na minha opinido, esta

demasiado em voga no Ensino Secundario.

2. Primeira demonstracao da
irracionalidade de +2

A prova baseia-se no chamado Teorema Fundamental
da Aritmética: qualquer nimero natural maior do que 1
pode ser decomposto num produto de factores primos de
forma Unica (a menos da ordem dos factores). Este teorema
nao é dado no ensino secundario, embora seja implicita-
mente admitido na decomposicao em factores primos, es-
tudada logo no 2° ciclo do ensino basico e amplamente
utilizada. Ha aqui um curioso paralelo com a Histéria:
embora o resultado fosse conhecido e amplamente utiliza-
do por muitos matematicos (os resultados essenciais para
a prova constam ja dos Elementos de Euclides), o primeiro
a apresentar uma demonstracao foi Gauss nas Disquisitiones
Arithmeticae (1801); para uma especulacao curiosa sobre
os motivos que terao feito com que o teorema “escapas-

se” a Euclides, pode ver-se [HW].

Prova (por reducdo ao absurdo)

Se \E fosse racional, existiriam dois nUmeros naturais a

e b (que podemos supor primos entre si e maiores que 1) tais
que V2 = %, donde a? = 2b%; segue-se que o expoente do

primo 2 na decomposicao em factores do primeiro membro

€ par e na do segundo membro é impar, o que contradiz o

Teorema Fundamental da Aritmética.

Pré-requisitos
Nocdes elementares de divisibilidade; decomposicao em

factores primos; propriedades das poténcias.

Unidade do programa em que pode ser apresentada
Tema Il do 11° ano, considerada como parte do tema
geral “Logica e Raciocinio Matematico”, para o ensino re-

gular; unidade A1 para o ensino recorrente.

Estratégia para a apresentacao

a) rever a decomposicao em factores primos, fazer al-
guns exemplos e enunciar o Teorema Fundamental da
Aritmética.

b) mostrar que se a decomposicao em factores primos de n

é p1’1 e pf;’ , a decomposicao de n? sera
2 N .
,012’1 p%’z ...... pqrq , fazendo primeiro um exemplo numé-

rico e depois o caso geral por aplicacao das regras das
poténcias.

c) explicar o que é uma prova por reducao ao absurdo e
proceder a demonstracdo como acima indicado.

d) dividir os alunos em grupos, encarregando cada um des-
tes de provar a irracionalidade de um dos nimeros
V3, V5, N7, N8 10, N 11

e) comparar as demonstracoes e chegar a generalizagao:

Se N é um numero natural que ndo é um quadrado

perfeito,entdo J;/ é irracional.

TPC

Provar que 32 é irracional.

Observacées

a) o resultado acima pode ser generalizado de maneira
6bvia, chegando-se a conclusao de que se o nimero na-
tural N ndo é uma n-ésima poténcia perfeita, entao Q’/7V

é irracional.



b) nalguns manuais para o ensino secundario, como [Ne],
aparece sem demonstracao o seguinte teorema, atribui-
do a Gauss: as eventuais raizes racionais do polinomio

de coeficientes inteiros X +...+a . Xx+a sdo numeros

-1
inteiros e dividem a, . Este teorema cuja demonstracao
pode ser vista em [AM] permite uma prova imediata do
resultado da observacao anterior (considerar X, N) mas
no livro referido surge apenas como um instrumento para
a pesquisa de zeros. A este respeito, podem-se propor
os seguintes exercicios, ambos a nivel de 12° ano (ensino

regular) e unidade A6 (ensino recorrente):

1. Provar que ﬁ+ ﬁ € irracional, considerando o
polindmio x*-10x2+1.
2. Provar que o polindmio X°-6x+3 tem raizes reais e

que sao todas irracionais.

3. Segunda demonstracao da
irracionalidade de +2

Embora esta prova seja também por reducao ao absur-
do, baseia-se numa ideia completamente diferente: o cha-
mado método da descida, devido a Fermat. Se pretende-
mos mostrar que uma propriedade ou relacao nao se veri-
fica para nenhum ndmero natural, basta provar que, se
ela se verificasse para um dado nimero, seria também va-
lida para um menor, obtendo-se assim uma sucessao estri-
tamente decrescente de nUmeros naturais, o que é impos-
sivel (contradiz a boa ordenacao de N). Embora mais arti-
ficiosa que a anterior, é talvez mais atraente e elegante.
Na verdade, o método da descida é o tipo de argumento

que fascina os alunos.

Prova (por reducdo ao absurdo)

Se \E fosse racional, existiriam dois niUmeros naturais

a e b tais que \f =%. Segue-se que a%=2b? e entdo

2b-a

€ um nUmero racional de denominador menor que

b e cujo quadrado é 2. Com efeito:
1. como a= b\E, vem a-b<b - a<lb -

o 2 <26 2<2

2
2. quadrando a expressao %, simplificando ten-

6-af _6b-426 _
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doemcontaque a= b\E , vem

Obtemos assim uma sucessao estritamente decrescen-

te de denominadores naturais, o que é impossivel.

Pré-requisitos
Nogdes de calculo com radicais e expressoes algébri-

cas simples.

Unidade do programa em que pode ser apresentada
Tema Il do 11° ano, considerada como parte da tema
geral “Logica e Raciocinio Matematico”, para o ensino re-

gular; unidade A1 para o ensino recorrente.

Estratégia para a apresentacao

a) motivar os alunos para a prova, referindo a propriedade
da boa ordenacao de N. Comparar com o0 que se passa
em Z ou Q.

b) explicar o que é uma demonstracao por reducéo ao ab-
surdo e proceder a demonstracao como indicado (efec-
tuando os calculos com detalhe, como é natural).

c) concluir com uma breve referéncia a vida e obra de

Fermat.

TPC

1. Justificar que na prova apresentada se tem a>b.

2. Provar a irracionalidade de 3 por um argumento de
descida.
3. Mandar os alunos fazer um trabalho sobre a vida e os

resultados obtidos por Fermat, em Teoria de NUmeros ou



no problema das tangentes [trata-se, como é o6bvio, de
uma tarefa de muito maior escopo que as anteriores; exi-
gira tempo e apoio do professor. Sera talvez de considerar
nos trabalhos de projecto preconizados na actual proposta

de revisao curricular de ensino secundario].

Observacées

a) a prova apresentada pode ser adaptada por forma a
mostrar que se o nimero natural N nao é um quadrado
perfeito, entao \7\/ é irracional.

b) pode-se ver em [De] uma versao de caracter geométri-
co da prova da irracionalidade de \/E pelo método da
descida.

c) recentemente (Novembro de 2000), o conhecido mate-

matico americano Tom Apostol apresentou uma nova pro-

va da irracionalidade de \E por um argumento de des-
cida com caracter fortemente geométrico. O leitor in-
teressado pode ver essa prova em [SN].

d) podem-se ver em [Ol] varias aplicacoes do método da
descida a resolucao de equacgdes diofantinas, tépico
muito importante na Teoria dos Nimeros.

e) propriedades como a boa ordenacao de N sao conside-
radas pelos alunos absolutamente dbvias, o que, em mi-
nha opiniao, é perfeitamente razoavel a nivel do ensino
secundario. Creio que a maneira mais frutuosa de mos-
trar a sua importancia é utiliza-las para provar resulta-

dos nao-triviais, como o apresentado.

4. Logaritmos e nimeros irracionais

Tal como a demonstracao da irracionalidade de \E
apresentada em 1., a prova da irracionalidade de log,(2)
baseia-se em propriedades simples da divisibilidade, pelo

que sao aplicaveis muitas das consideracgoes ai feitas.

Prova (por reducao ao absurdo)

Se log10(2) fosse racional, existiriam dois nimeros na-

turais a e b tais que log;y(2) = —, donde se seguiria que

a

b
a

10Z =2; elevando ambos os membros ao expoente b,

102=2°, 0 que é absurdo, ja que o primeiro membro é

divisivel por 5 e o segundo nao.

Pré-requisitos
Nocoes elementares de divisibilidade; decomposicao
em factores primos; propriedades dos logaritmos e das

poténcias.

Unidade do programa em que pode ser apresentada
Tema Il do 12° ano para o ensino regular; unidade A7

para o ensino recorrente.

Estratégia para a apresentacao

a) rever a decomposicao em factores primos e enunciar o
Teorema Fundamental da Aritmética.

b) explicar, se necessario, o que € uma prova por reducao
ao absurdo e proceder a prova como indicado.

c) dividir os alunos em grupos e mandar proceder a prova
da irracionalidade de mais alguns numeros deste tipo,
como log7(6), log9(4) e log6(9).

d) comparar as varias provas e, se o nivel da turma o per-
mitir, chegar a seguinte generalizacdo: "Se a e b sdo
numeros naturais maiores que 1, tais que a tem um
factor primo que b ndo tem (em particular se a e b s@o

primos entre si), loga(b) é irracional”.

TPC
1. Justificar que na prova apresentada se pode supor que a
e b sdo naturais e nao inteiros quaisquer (o que é talvez

menos 6bvio do que na prova da irracionalidade de

N2..0)

2. P log 28 4 irraci l
. Provar que mggewraaona.



3. Sendo a e b nimeros inteiros distintos e maiores que 1
com os mesmos factores primos, mostrar por meio de

exemplos que log,(b) pode ser racional ou irracional.

logo(2
4. Provar que 10() é irracional.
logo(3

Observacao
Se se pretende fazer a generalizacdo referida acima, é
talvez preferivel argumentar que 5 é factor primo do pri-

meiro membro e nao é do segundo.
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NUmeros Irracionais no Ensino Secundario

Antonio Pereira Rosa

Escola Secundaria Maria Amalia Vaz de Carvalho, Lisboa

Para qué estudar estes problemas, se os numeros irra-

cionais ndo existem ?

L. Kronecker, sobre a demonstracao da transcendéncia

de 1t devida a F. Lindemann.

1. Introducao

O objectivo deste trabalho é apresentar demonstra-
coes simples (no sentido de serem acessiveis a estudantes
do Ensino Secundario Regular ou Recorrente) da

irracionalidade de alguns nimeros: duas demonstracoes

da irracionalidade de \E (a primeira como consequéncia
do Teorema Fundamental da Aritmética e a segunda pelo
método da descida infinita) e uma da irracionalidade de
log,,(2). Experimentei nas minhas aulas as actividades des-
critas (pelo menos em parte) e tive uma reaccao
encorajadora dos alunos: é curioso e gratificante ver alu-
nos do 12° ano fascinados com consequéncias simples da
divisibilidade. Espero assim contribuir para uma
revitalizacao do interesse pelos nUmeros irracionais, pra-
ticamente esquecidos no Gltimo ajustamento dos progra-
mas do ensino secundario: o estudo dos radicais foi quase
abandonado e, com o uso indiscriminado das calculadoras,
os numeros reais “reduzem-se” cada vez mais a um con-
junto finito de nimeros racionais.

A organizacao do trabalho é a seguinte: para cada uma

das demonstracgoes referidas, indico os pré-requisitos, a
unidade do programa em que pode ser inserida, uma es-
tratégia para a apresentacao aos alunos e fago ainda algu-
mas observacdes sobre aspectos historicos, possiveis ge-
neralizacoes e eventuais ligacdes com outros assuntos.
Qualquer das actividades propostas pode ser realizada a
vontade numa aula de 50 minutos, ficando alguns comple-
mentos para “trabalho para casa” (TPC) a corrigir posteri-
ormente. Termino esta introducao justificando sumaria-

mente os exemplos escolhidos:

a) a demonstracao classica da irracionalidade de ﬁ atri-
buida por Aristoteles aos pitagoricos €, por um lado, de
dificil generalizacdo e, por outro, considerada muito
artificiosa pela maioria dos alunos (falo por experién-
cia propria); tentei pois arranjar outros processos de
demonstracao e os dois que indico parecem-me inte-
ressantes, pela facilidade de generalizacao, pela liga-
cao a importantes temas de Aritmética que sao frequen-
temente esquecidos e pela possibilidade de interessan-
tes referéncias historicas.

b) ao escolher provar a irracionalidade de log,,(2) procu-
rei combater a ideia generalizada de que os nimeros
irracionais "s6 aparecem quando ha raizes”, erro algo
compreensivel, dado que o estudo das dizimas pratica-
mente ja nao se faz no ensino secundario e a demons-
tracdo da irracionalidade de numeros como Tmou e é
demasiado complicada para ser feita no ensino nao su-

perior. Por outro lado, o contacto dos alunos com os



logaritmos reduz-se na maior parte dos casos a funcao
logaritmica, que surge em geral como uma espécie de
“parente pobre” da exponencial, ligada ao estudo de
fendmenos fisicos como os tremores de terra (escala de
Richter) ou a cultura de bacilos. Penso que a apresenta-
cao de uma actividade como a que proponho contribui
positivamente para uma melhor compreensao das propri-
edades dos logaritmos e para contrabalancar a tendéncia
do ensino da Matematica apenas pelas suas aplicacoes a
casos ditos “da vida real”, que, na minha opinido, esta

demasiado em voga no Ensino Secundario.

2. Primeira demonstracao da
irracionalidade de +2

A prova baseia-se no chamado Teorema Fundamental
da Aritmética: qualquer nimero natural maior do que 1
pode ser decomposto num produto de factores primos de
forma Unica (a menos da ordem dos factores). Este teorema
nao é dado no ensino secundario, embora seja implicita-
mente admitido na decomposicao em factores primos, es-
tudada logo no 2° ciclo do ensino basico e amplamente
utilizada. Ha aqui um curioso paralelo com a Histéria:
embora o resultado fosse conhecido e amplamente utiliza-
do por muitos matematicos (os resultados essenciais para
a prova constam ja dos Elementos de Euclides), o primeiro
a apresentar uma demonstracao foi Gauss nas Disquisitiones
Arithmeticae (1801); para uma especulacao curiosa sobre
os motivos que terao feito com que o teorema “escapas-

se” a Euclides, pode ver-se [HW].

Prova (por reducdo ao absurdo)

Se \E fosse racional, existiriam dois nUmeros naturais a

e b (que podemos supor primos entre si e maiores que 1) tais
que V2 = %, donde a? = 2b%; segue-se que o expoente do

primo 2 na decomposicao em factores do primeiro membro

€ par e na do segundo membro é impar, o que contradiz o

Teorema Fundamental da Aritmética.

Pré-requisitos
Nocdes elementares de divisibilidade; decomposicao em

factores primos; propriedades das poténcias.

Unidade do programa em que pode ser apresentada
Tema Il do 11° ano, considerada como parte do tema
geral “Logica e Raciocinio Matematico”, para o ensino re-

gular; unidade A1 para o ensino recorrente.

Estratégia para a apresentacao

a) rever a decomposicao em factores primos, fazer al-
guns exemplos e enunciar o Teorema Fundamental da
Aritmética.

b) mostrar que se a decomposicao em factores primos de n

é p1’1 e pf;’ , a decomposicao de n? sera
2 N .
,012’1 p%’z ...... pqrq , fazendo primeiro um exemplo numé-

rico e depois o caso geral por aplicacao das regras das
poténcias.

c) explicar o que é uma prova por reducao ao absurdo e
proceder a demonstracdo como acima indicado.

d) dividir os alunos em grupos, encarregando cada um des-
tes de provar a irracionalidade de um dos nimeros
V3, V5, N7, N8 10, N 11

e) comparar as demonstracoes e chegar a generalizagao:

Se N é um numero natural que ndo é um quadrado

perfeito,entdo J;/ é irracional.

TPC

Provar que 32 é irracional.

Observacées

a) o resultado acima pode ser generalizado de maneira
6bvia, chegando-se a conclusao de que se o nimero na-
tural N ndo é uma n-ésima poténcia perfeita, entao Q’/7V

é irracional.



b) nalguns manuais para o ensino secundario, como [Ne],
aparece sem demonstracao o seguinte teorema, atribui-
do a Gauss: as eventuais raizes racionais do polinomio

de coeficientes inteiros X +...+a . Xx+a sdo numeros

-1
inteiros e dividem a, . Este teorema cuja demonstracao
pode ser vista em [AM] permite uma prova imediata do
resultado da observacao anterior (considerar X, N) mas
no livro referido surge apenas como um instrumento para
a pesquisa de zeros. A este respeito, podem-se propor
os seguintes exercicios, ambos a nivel de 12° ano (ensino

regular) e unidade A6 (ensino recorrente):

1. Provar que ﬁ+ ﬁ € irracional, considerando o
polindmio x*-10x2+1.
2. Provar que o polindmio X°-6x+3 tem raizes reais e

que sao todas irracionais.

3. Segunda demonstracao da
irracionalidade de +2

Embora esta prova seja também por reducao ao absur-
do, baseia-se numa ideia completamente diferente: o cha-
mado método da descida, devido a Fermat. Se pretende-
mos mostrar que uma propriedade ou relacao nao se veri-
fica para nenhum ndmero natural, basta provar que, se
ela se verificasse para um dado nimero, seria também va-
lida para um menor, obtendo-se assim uma sucessao estri-
tamente decrescente de nUmeros naturais, o que é impos-
sivel (contradiz a boa ordenacao de N). Embora mais arti-
ficiosa que a anterior, é talvez mais atraente e elegante.
Na verdade, o método da descida é o tipo de argumento

que fascina os alunos.

Prova (por reducdo ao absurdo)

Se \E fosse racional, existiriam dois niUmeros naturais

a e b tais que \f =%. Segue-se que a%=2b? e entdo

2b-a

€ um nUmero racional de denominador menor que

b e cujo quadrado é 2. Com efeito:
1. como a= b\E, vem a-b<b - a<lb -

o 2 <26 2<2

2
2. quadrando a expressao %, simplificando ten-

6-af _6b-426 _

™ S22
a-b 36-202b

doemcontaque a= b\E , vem

Obtemos assim uma sucessao estritamente decrescen-

te de denominadores naturais, o que é impossivel.

Pré-requisitos
Nogdes de calculo com radicais e expressoes algébri-

cas simples.

Unidade do programa em que pode ser apresentada
Tema Il do 11° ano, considerada como parte da tema
geral “Logica e Raciocinio Matematico”, para o ensino re-

gular; unidade A1 para o ensino recorrente.

Estratégia para a apresentacao

a) motivar os alunos para a prova, referindo a propriedade
da boa ordenacao de N. Comparar com o0 que se passa
em Z ou Q.

b) explicar o que é uma demonstracao por reducéo ao ab-
surdo e proceder a demonstracao como indicado (efec-
tuando os calculos com detalhe, como é natural).

c) concluir com uma breve referéncia a vida e obra de

Fermat.

TPC

1. Justificar que na prova apresentada se tem a>b.

2. Provar a irracionalidade de 3 por um argumento de
descida.
3. Mandar os alunos fazer um trabalho sobre a vida e os

resultados obtidos por Fermat, em Teoria de NUmeros ou



no problema das tangentes [trata-se, como é o6bvio, de
uma tarefa de muito maior escopo que as anteriores; exi-
gira tempo e apoio do professor. Sera talvez de considerar
nos trabalhos de projecto preconizados na actual proposta

de revisao curricular de ensino secundario].

Observacées

a) a prova apresentada pode ser adaptada por forma a
mostrar que se o nimero natural N nao é um quadrado
perfeito, entao \7\/ é irracional.

b) pode-se ver em [De] uma versao de caracter geométri-
co da prova da irracionalidade de \/E pelo método da
descida.

c) recentemente (Novembro de 2000), o conhecido mate-

matico americano Tom Apostol apresentou uma nova pro-

va da irracionalidade de \E por um argumento de des-
cida com caracter fortemente geométrico. O leitor in-
teressado pode ver essa prova em [SN].

d) podem-se ver em [Ol] varias aplicacoes do método da
descida a resolucao de equacgdes diofantinas, tépico
muito importante na Teoria dos Nimeros.

e) propriedades como a boa ordenacao de N sao conside-
radas pelos alunos absolutamente dbvias, o que, em mi-
nha opiniao, é perfeitamente razoavel a nivel do ensino
secundario. Creio que a maneira mais frutuosa de mos-
trar a sua importancia é utiliza-las para provar resulta-

dos nao-triviais, como o apresentado.

4. Logaritmos e nimeros irracionais

Tal como a demonstracao da irracionalidade de \E
apresentada em 1., a prova da irracionalidade de log,(2)
baseia-se em propriedades simples da divisibilidade, pelo

que sao aplicaveis muitas das consideracgoes ai feitas.

Prova (por reducao ao absurdo)

Se log10(2) fosse racional, existiriam dois nimeros na-

turais a e b tais que log;y(2) = —, donde se seguiria que

a

b
a

10Z =2; elevando ambos os membros ao expoente b,

102=2°, 0 que é absurdo, ja que o primeiro membro é

divisivel por 5 e o segundo nao.

Pré-requisitos
Nocoes elementares de divisibilidade; decomposicao
em factores primos; propriedades dos logaritmos e das

poténcias.

Unidade do programa em que pode ser apresentada
Tema Il do 12° ano para o ensino regular; unidade A7

para o ensino recorrente.

Estratégia para a apresentacao

a) rever a decomposicao em factores primos e enunciar o
Teorema Fundamental da Aritmética.

b) explicar, se necessario, o que € uma prova por reducao
ao absurdo e proceder a prova como indicado.

c) dividir os alunos em grupos e mandar proceder a prova
da irracionalidade de mais alguns numeros deste tipo,
como log7(6), log9(4) e log6(9).

d) comparar as varias provas e, se o nivel da turma o per-
mitir, chegar a seguinte generalizacdo: "Se a e b sdo
numeros naturais maiores que 1, tais que a tem um
factor primo que b ndo tem (em particular se a e b s@o

primos entre si), loga(b) é irracional”.

TPC
1. Justificar que na prova apresentada se pode supor que a
e b sdo naturais e nao inteiros quaisquer (o que é talvez

menos 6bvio do que na prova da irracionalidade de

N2..0)

2. P log 28 4 irraci l
. Provar que mggewraaona.



3. Sendo a e b nimeros inteiros distintos e maiores que 1
com os mesmos factores primos, mostrar por meio de

exemplos que log,(b) pode ser racional ou irracional.

logo(2
4. Provar que 10() é irracional.
logo(3

Observacao
Se se pretende fazer a generalizacdo referida acima, é
talvez preferivel argumentar que 5 é factor primo do pri-

meiro membro e nao é do segundo.

5. Referéncias

[Ab] Abrantes, P. (1985)

madtica, Lisboa, Departamento de Educacdo da Faculdade

- Planificagdo no Ensino da Mate-

de Ciéncias de Lisboa.
[AM] Machado, A. (1997) -
tim da Sociedade Portuguesa de Matemadtica, 36, 61-64.
[Be] Bell, E. T. (1986) -

Consultorio Matematico, Bole-

Men of Mathematics, Simon &

(5 ALSWOE FONTaRNERT
50 Fla00S 4 sTEHATIA.

Schuster, New York (reimpressao da edicao original de 1937).
[De] Delachet, A. (1977) -
edicao),Vendome, Presses Universitaires de France.

[HW] Hardy, G. H. e Wright, E. M. (1990) - An Introduction
to the Theory of Numbers (5th edition), Oxford, Oxford
University Press.

[Ne] Neves, M. A. (1997)
Funcées 1, Porto, Porto Editora

[NZM] Niven, I. H. (1991) -
An Introduction to the Theory of Numbers, New York, John
Wiley & Sons.

[Ol] Oliveira, G. N. (1981) -

Numeros Inteiros, Coimbra (notas de um curso integrado

L’Analyse Mathématique (72

- Matemadtica 10° ano - Parte 2:

, Zuckerman, H. e Montgomery,

Resolugdo de Equacbes em

na Escola de Verao organizada pela Sociedade Portuguesa
de Matematica).

[Pr1] DES (1996) - Programa de Matemadtica (Ensino Secun-
ddrio Recorrente), Lisboa, Ministério da Educacao.

[Pr2] DES (1997) - Programas de Matematica 10°, 11°e 12°
anos, Lisboa, Ministério da Educacao.

[SN] Napoles, S. (2001) -

numero racional, InforMat, n° 7, 8.

A raiz quadrada de 2 ndo é um

Bartoon

I'L"'l.' !'*' 'Il.i'.:il'li

Luis Afonso, publicado in Jornal Publico, 3 Agosto 2000
(publicacao gentilmente autorizada pelo autor)



O Préemio Abel

Graciano de Oliveira

Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra

Materializando uma sugestao do Departamento de Ma-
tematica da Universidade de Oslo, o governo noruegués
acaba de instituir o Prémio Abel. Como é sabido néo exis-
tia Prémio Nobel da Matematica. Desde 1936 atribuem-se
Medalhas Fields que, em prestigio, equivalem ao Prémio
Nobel. Todavia nao despertam o interesse dos media o que,
para desgosto de muitos, contribui para a falta de visibili-
dade da investigacdo matematica.

Espera-se que o Prémio Abel, que seguira o modelo do
Prémio Nobel, venha colmatar a falta.

Niels Henrik Abel, falecido em 1829 com 27 anos, é um
dos matematicos mais famosos do mundo e um dos maio-
res vultos da ciéncia norueguesa.

A Unido Internacional de Matematica ja manifestou a
sua satisfacao pelo novo prémio.

Um pouco de Histoéria

O prémio Nobel é talvez o prémio mais conhecido em
todo o mundo e, provavelmente, o que mais prestigio traz
aos laureados. O seu fundador foi Alfred Nobel, quimico
de nacionalidade sueca, nascido em Outubro de 1833 e
falecido em Dezembro de 1896. No seu testamento esta-
beleceu que os dividendos de uma parte da fortuna que
deixou deveriam ser distribuidos por 5 pessoas, indepen-
dentemente das nacionalidades, que tivessem feito gran-
des descobertas nos campos da Fisica, Quimica, Fisiologia
ou Medicina e ainda por quem tivesse obra de vulto (de
tendéncia idealista, sublinhou Nobel) na area da Literatu-
ra e, finalmente, por quem tivesse feito o melhor trabalho

em prol da fraternidade entre as nacoes. E esta a origem
dos Prémios Nobel da Fisica, Quimica, Medicina, Literatu-
ra e Paz. Em 1968, o Banco da Suécia acrescentou o Prémio
Nobel da Economia.

Assim nao existe, nem nunca existiu, um Prémio Nobel
da Matematica. Pode perguntar-se porqué. Correm varias
explicacdes mas, provavelmente, a mais correcta é a de
que Nobel nao se lembrou. Houve uma primeira versao do
seu testamento, feito quando Nobel ja tinha cerca de 60
anos, em que so se fala, e de um modo um tanto vago, de
um prémio destinado a galardoar feitos intelectuais. O mais
provavel é que Nobel fosse amadurecendo a ideia e, como
era Quimico, desse preferéncia a Quimica, Fisiologia e Fi-
sica. Era também um apaixonado pela literatura pelo que
o prémio da literatura nao surpreende. Como se preocu-
pava muito com a humanidade e descobriu explosivos com
enorme poder destrutivo e receava que fossem utilizados
para a guerra e nao para a paz, ocorreu-lhe premiar quem
se notabilizasse na promocao da fraternidade universal.
Diz-se que uma das razoes para deixar a Matematica de
fora teria sido o facto de as suas relacdes com o matema-
tico Mittag-Leffler nao serem as melhores e este ser o mais
provavel vencedor de tal prémio. Mittag-Leffler era 15 anos
mais novo que Nobel e admite-se que tenham existido atri-
tos entre os dois, de pequena monta mas suficientes para
levarem Mittag-Leffler a espalhar, ele proprio, o boato.
Sao suposicoes, nao sendo conhecidos documentos que
provem o que quer que seja. Pelo contrario, conhecem-se
cartas trocadas pelos dois homens escritas em termos muito

corteses e cordiais.



O Unico facto objectivo é que,
nem Nobel nem ninguém depois da
morte dele, instituiu um Prémio
Nobel da Matematica. Nao pode con-
siderar-se isso de espantar, nem é
preciso andar a procura de justifica-
coes para a omissdo uma vez que ha
muitas areas da actividade humana
a que nao corresponde nenhum
Prémio Nobel.

Apesar de tudo a falta de tal
prémio foi notada e sentida por mui-
tos matematicos, todos eles interes-
sados em dar peso e tornar conhe-
cida a ciéncia que cultivavam. De
entre eles deve destacar-se J. C.
Fields, um matematico canadiano
desaparecido em 1932. Gracas a Fields instituiram-se as
medalhas Fields, designadas pelo seu nome apds a sua
morte. A designacao nao teria merecido a sua aprovacao,
fosse ele vivo. Na sua opiniao as medalhas deveriam ser o
mais internacionais possivel, sem ligacdo ao nome de ne-
nhum pais, instituicdo ou pessoa. Ao que parece Fields
estava muito sensibilizado pelas divisoes profundas da co-
munidade matematica internacional motivadas pela pri-
meira guerra mundial e queria apagar essas dissensoes no
campo da Ciéncia. Procurou que a medalha fosse tdo neu-
tra quanto possivel em termos politicos. Por isso preconi-
Zou que, se tivesse algum a inscricao, fosse em grego ou
latim. Dentro desta ordem de ideias, a medalha que veio a
cunhar-se apresenta a efigie de Arquimedes e as inscricoes,
transire suum pectus mundoque potiri, de um lado, e
congregati ex toto mathematici ob scripta insignia trebuere,
do outro. E de ouro de 14 quilates. Assim se evitou a utiliza-
¢ao que qualquer lingua viva e o ferir de susceptibilidades.
Naquele tempo a grande divisao era entre matematicos ale-
maes e de paises seus aliados na primeira grande guerra e
matematicos franceses e poténcias aliadas. A escolha
correspondeu a uma neutralidade aceitavel para a época
e, até hoje, ninguém protestou contra o privilégio dado a
cultura ocidental com a escolha do latim. Na realidade o

Niels Henrik Abel

essencial das discussoes sobre a co-
operacao internacional, o papel da
Unido Internacional de Matematica
e a orientacao dos Congressos In-
ternacionais, tinha lugar na Europa
com a colaboracao crescente de ma-
tematicos americanos. O prémio foi
aprovado no Congresso Internacio-
nal de Zurique em 1932 (um més
depois de J. C. Fields morrer) e foi
sempre universalmente aceite. Es-
tabeleceu-se que, de 4 em 4 anos,
se atribuiriam duas medalhas Fields.
Sao acompanhadas por um prémio
pecuniario muito inferior ao do
Prémio Nobel que, no presente, se
eleva a quase 1.000.000 de Euros.
As primeiras Medalhas Fields da Histdria foram entregues
no Congresso Internacional de 1936, em Oslo, a Ahlfors e
Douglas. Em 1966 quebrou-se pela primeira vez a tradicao
de se contemplarem 2 matematicos e contemplaram-se 4.
De entao para ca, houve anos em que se contemplaram 2,
3 e 4 matematicos.

Alfred Nobel disp6s no seu testamento que o Prémio Nobel
deveria premiar trabalho feito e também servir de estimulo
para o prosseguimento. A interpretar-se a letra, o Prémio
Nobel deveria dar-se, portanto, so a jovens com perspectiva
de um futuro frutuoso na investigacao. O Nobel nao seguiu
esta tradicao sendo, em geral, atribuido a homens que fize-
ram muito mas com uma idade que nao permitira esperar
um longo futuro de trabalho. Deve notar-se que, nas Ciénci-
as exactas, o apogeu dum investigador é, em média, alcan-
cado por volta dos 30 anos. A medalha Fields, ao contrario
do Nobel, preferiu a via preconizada por Nobel e em 1966
deu-se um significado exacto a expressao matemadtico jo-
vem. Por definicdo, adoptada nesse ano, um matemadtico
Jjovem é aquele que nao tem mais de 40 anos. Esta decisao
explica que, desde ha anos, os medalhados tenham aspecto
imberbe. Quem tiver mais de 40 anos, por maior que te-
nham sido as suas descobertas, nao recebe a medalha. Mui-

to provavelmente nao vai ser assim com o Prémio Abel.



O Prémio Nevanlinna

A medida que os computadores se foram desenvolven-
do, alguns matematicos comecaram a sentir a necessida-
de de um prémio para a area das Ciéncias da Computacao.

L. Carleson, Presidente da Comissao Executiva da Uniao
Internacional de Matematica de 1979 a 1982, comecou por
investigar se a comissao que atribuia as medalhas Fields se
disporia a considerar admitir cientistas da computacao
como possiveis candidatos a medalha Fields. Foi-lhe dada
resposta mais ou menos negativa com o pretexto de que as
Ciéncias da Computacao sao demasiado jovens faltando-
lhes ainda muito para atingirem a maturidade da Matema-
tica. Perante tal resposta diligenciou-se no sentido de cri-
ar um outro prémio especifico para esta area. Depois de
varias discussdes foi decidido chamar-lhe Prémio
Nevanlinna, um importante matematico finlandés que de-
sempenhara um papel muito importante na introducao dos
computadores nas Universidades do seu pais. O primeiro
Prémio Nevanlinna foi entregue em 1982 a Tarjan.

Portugal e os Prémios de Mate-
matica

Nenhum portugués ganhou até hoje uma medalha Fields
ou o Prémio Nevanlinna. Na area das ciéncias s6 um obte-
ve o Prémio Nobel: Egas Moniz, em 1949, pelos seu traba-
lhos em Medicina. Na Matematica, e confinando-nos a
Prémios de ambito universal (isto é, que admitem candi-
datos de todo o mundo) s6 temos conhecimento do Prémio
Householder atribuido a Marques de Sa em 1981, ex aequo
com o belga Paul van Dooren.

Quanto a Prémios atribuidos por entidades portuguesas
por feitos matematicos, nao abundam. Parece haver razoes
para se pensar que a Ciéncia ndao é uma coisa particular-
mente querida no nosso pais. Provavelmente o prémio mais
importante destinado especificamente a galardoar trabalho
de investigacdo matematica que temos é o Prémio José

Anastacio da Cunha. Este prémio ainda so foi atribuido uma

vez (a Maria Cristina Camara) e vai ter a sua segunda edicao
em breve.

Lista do Premiados com a Medalha Fields

1936: Ahlfors, Douglas

1950: Selberg, L. Schwartz

1954: Kodaira, Serre

1958: Roth, Thom

1962: Hormander, Milnor

1966: Atiyah, Cohen, Grothendieck, Smale

1970: Baker, Hironaka, Novikov, Thompson
1974: Bombieri, Mumford

1978: Deligne, Fefferman, Margulis, Quillen
1982: Connes, Thurston, Yau

1986: Donaldson, Faltings, Freedman

1990: Drinfeld, V. F. R. Jones, S. Mori, Witten
1994: Bourgain, P.-L. Lions, Yoccoz, Zelmanov

1998: Borcherds, Gowers, Kontsevich, McMullen

Andrew Wiles apesar de ter dado resposta ao problema
designado de ha muito por ultimo Teorema de Fermat nao
obteve uma medalha Fields devido a nao satisfazer a defi-
nicdo de jovem matematico. Por isso foi-lhe atribuida uma
distincdo especial constituida por uma placa de prata.

Os proximos contemplados com a medalha Fields serdao
conhecidos em 2002 durante o Congresso Internacional de
Matematica que tera lugar em Pequim entre 20 e 28 de
Agosto.

Lista dos Premiados com o Prémio Nevanlinna

1982: Trajan

1986: Valiant
1990: Razborov
1994: Wigderson
1998: P. Shor




42% Olimpiadas Internacionais de Matematica
Washington DC, Estados Unidos da América

Reportagem por Daniel Pinto,
Departamento de Matematica - Universidade de Coimbra

Entre 4 e 14 de Julho de 2001 estiveram reunidos, em Washington DC, 473 estudantes de 83 paises das mais variadas
regides do globo. Tudo por causa de alguns pequenos desafios matematicos que constituiram a parte competitiva das 42
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Uns dias antes, ja o Juri Internacional tinha chegado a capital norte-america-
na, tendo em vista a elaboracao da prova e a sua traducao para mais de cinquenta idiomas distintos. A seleccao dos
problemas foi feita a partir duma lista previamente elaborada com varias das propostas enviadas pelos diferentes paises
participantes. Essa lista encontrava-se dividida em quatro capitulos: Algebra, Combinatéria, Geometria e Teoria dos
NUmeros. Visto que a competicao contemplava apenas estudantes pré-universitarios, o JUri procurou evitar os problemas

que envolvessem nocdes proximas do Calculo Infinitesimal.

A equipa portuguesa foi formada pelos seguintes alunos:

- Nelson Filipe Rosario Dias, 11° ano
Escola Sec. Mira de Aire
- Luis Miguel Diogo, 12° ano
Escola Sec. Mem Martins
- André Lopes da Fonseca, 12° ano
Colégio Interno dos Carvalhos
- Fabio Diales Rocha, 12° ano
Escola Sec. Carlos Amarante, Braga
- Jodo Luis Carvalho Serranho, 12° ano
Escola Sec. Prof. Herculano de Carvalho, Lisboa
- Diogo Gaspar Oliveira e Silva, 12° ano

Escola Sec. Augusto Gomes, Matosinhos

Todos eles estiveram no pavilhao de basquetebol da
Universidade George Mason, onde decorreram os dois dias

de prova.

Os participantes foram distribuidos por mesas indivi-



duais espalhadas pelo recinto e pelos corredores de aces-
so. Sem outro material para além de papel, caneta e ins-
trumentos de desenho, confrontaram-se com seis desafios
matematicos de elevado grau de dificuldade.

Até essa altura nao houve qualquer contacto entre os
elementos do JUri e os participantes de modo a impedir a
fraude ou a passagem de informacao relevante que desvir-
tuasse os resultados e pusesse em perigo a lealdade com
que devem decorrer umas Olimpiadas de Matematica.

Para la da competicdo, houve também oportunidade
para conhecer Washington e Baltimore, para ver uma par-
tida de basebol, os museus e as embaixadas. Houve ainda
tempo para as diversoes aquaticas e para os jogos de fute-
bol na relva irregular do Campus.

Mas sobretudo, os estudantes tiveram a possibilidade
de conversar, na mesma mesa ou nas residéncias universi-
tarias, com gente de outras culturas, tentando entender
as diferencas e as afinidades.

Para facilitar a coordenacao das dezenas de equipas
envolvidas, a organizacao contratou guias (jovens, na sua
maioria) que acompanharam os participantes de cada uma

das nacoes.

Em 2002 as IMO terao lugar em Glasgow, estando ja
decidido quais os paises onde o evento ira decorrer nos
dois anos seguintes: Japao (2003) e Grécia (2004).

Se é verdade que os resultados da equipa portuguesa
nao foram brilhantes (78° lugar) fica, pelo menos, a certe-
za de que os muitos alunos que participaram nas olimpia-
das nacionais e, principalmente, aqueles que estiveram
nas internacionais, expandiram os seus conhecimentos e
puderam desenvolver a criatividade que noutros espacos

de aprendizagem lhes é vedada.

Se observarmos que tudo isso foi feito aproveitando
uma faceta sedutora e contagiante da matematica, talvez

nao seja assim tao pouco.




As XVI Olimpiadas Ibero-Americanas de Mate-

matica, Minas, Uruguai

Reportagem por Daniel Pinto

Departamento de Matematica -Universidade de Coimbra

As Olimpiadas Ibero-Americanas de Matematica sdo, no que diz respeito ao seu funcionamento e a natureza dos seus

objectivos, muito semelhantes as IMO (Olimpiadas Internacionais de Matematica). No entanto, o nimero de paises

envolvidos é mais reduzido pois apenas podem participar os estados Ibero-Americanos.

Em Setembro de 2001 estiveram no Uruguai, pais anfi-
triao das XVI Olimpiadas Ibero-Americanas de Matemati-
ca, dezassete equipas do continente americano e duas re-
presentando as nacdes ibéricas: Portugal e Espanha. A equi-
pa portuguesa foi formada pelos dois alunos mais bem clas-
sificados nas IMO de Washington (Diogo Silva e Luis Miguel
Diogo), por Andreia Gomes (da Esc. Sec. Frei Goncalo de
Azevedo em S. Domingo de Rana) e André Dias (aluno do

Colégio Manuel Bernardes em Lisboa). Foram eles, junta-

mente com os elementos da equipa brasileira, os Unicos

Andreia Gomes (medalha de bronze)

falantes de portugués presentes visto que o espanhol é o
idioma dominante e oficial do evento. Contudo, a prova
teve duas versoes para que os participantes pudessem con-
centrar-se apenas nos desafios matematicos e nao se per-

dessem nos detalhes da traducao.

Colectivamente, Portugal classificou-se em 12° lugar,
proximo do 11° lugar ocupado pela equipa do Uruguai mas
muito longe do Brasil (vencedor por equipas). Na competi-

cao individual, Andreia Gomes conseguiu obter uma das



medalhas de bronze atribuidas e Luis Diogo recebeu uma
mencao honrosa pela resolucao completa de um dos pro-
blemas propostos. Em destaque esteve também a equipa
da Venezuela que ganhou a Copa Puerto Rico devido ao
crescimento da pontuacao dos seus concorrentes nos ulti-

mOos anos.

Durante os dias livres os participantes estiveram en-

volvidos em diversas actividades desportivas no Parque de
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Vacaciones de Minas, onde estavam alojados, e em visitas
preparadas pela organizacao. As praias de Punta del Este,
destino favorito de muitos uruguaios e argentinos, e a Ci-
dade Velha de Montevideu foram alguns dos sitios por onde
passaram as diversas equipas. Na viagem de regresso, apro-
veitando a escala na Argentina, a equipa portuguesa este-
ve também do outro lado do rio de la Plata, percorrendo

algumas das ruas principais de Buenos Aires durante uma

tarde, a Gltima antes de voltar a Lisboa.

Foi publicado o primeiro volume da série Monografias da
Sociedade Portuguesa de Matemadtica: “Introduction to
Random Time and Quantum Randomness” de Kai-Lai

Chung e Jean-Claude Zambrini.
Esta nova série destina-se a publicar monografias de
investigacao de alto nivel cientifico em todos os

dominios da Matematica.

Preco: 20,95 Euros



