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DAVID

por Bernardino

A Alemanha tem sido um pais onde a educacéo
se tem praticado extensamente e em variadas di-
reccOes: educacdo humanistica, educacdo técnica,
educacdo desportiva e pre-militar. E interessando
os educandos na actividade particular a que se
dedicam, fazendo-os seus colaboradores activos,
comegando a organizd-los no exercicio da sua
profissdo ou arte, realizando uma unidade entre
o periodo escolar e a actividade do cidaddo, como
se exerce a influéncia da sociedade na sua fungdo
educadora sdbre o individuo.

Hilbert, nesta madquina educadora bem montada,
teve por professores homens que tinham chegado
a sé-lo pelo jogo regular da seleccdo efectuada no
decurso das provas que iam prestando no seio da
colectividade educadora. Ainda em Kd&nigsberg,
onde cursou Mateméatica, foiprofessor déle Hen-
rique Weber, que juntamente com Ricardo Dede-
kind desenvolvera aritmeticamente a «Teoria das
Funcdes Algébricas duma Variadvel». Com Weber,
Hilbert participou num Seminéario para o estudo
da Teoria dos Invariantes. Estes Seminéarios eram
um dos meios usados nas Universidades para in-
citar os alunos ao estudo ; tornando-os colabora-
dores uns dos outros e também dos mestres,
davam a entusiastica ansiedade cientifica de muitos
um campo mais livre do que as aulas a que ser-
viam de complemento. Neles havia ocasido para
exercer uma actividade consciente que é um bom
antidoto a passividade receptivaa que se prestam
0s cursos sem mais nada. Depois de Weber foi
seu px-ofessor F. Lindemann que em 1882 tinha
publicado a demonstracdo da transcendéncia do
nimero 77. Sob a sua influéncia Hilbert dedicou-
-se a Teoria dos Invariantes. Foi por éste tempo
que se tomou de amizade com Hermann Minko-
wskis que em 1883,com 19 anos de idade obtivera
o Grande Prémio da Academia de Paris. Os dois
colegas e onovo professor Adolfo Hurwitz davam
grandes passeios em Konigsherg e durante éles

Machado

HILBERT

(C. F. Aif.do Podrlo)

mantinham longas conversas sObre Matemética.
Além dos professores nomeados, Hilbert foi
influenciado também e de maneira profunda por
Leopoldo Kronecker. Esta influéncia exerceu-se
por dois modos : seguindo os trabalhos de Kro-
necker sObre a Teoria dos Corpos de NUmeros
em que éste fora o continuador de Gauss ; opon-
do-se a opinido de Kronecker, que, como moder-
namente Brouwer, considerava ilegitimos certos
processos de demonstragdo, como os que Cantor
empregara na Teoria dos Conjuntos.

Em 1885 esteve em Leipzig no Semindario de
Felix Klein e dai seguiu a conselho déste para
Paris onde trabalhou com Carlos Hermite. Em
1886 defendeu tese e ficou como assistente em
Kdnigsberg. Até 1892 os seus estudos versaram
a Teoria dos Invariantes. De 1892 a 1895 foi pro-
fessor auxiliar em Kodnigsberg donde passou a
Gottingen na qualidade de professor ordinéario.
A época de 1892 a 1899 foidedicada a Teoria dos
Corpos de NUumeros, desenvolvendo e sistemati-
zando os resultados de Kronecker, Dedekind e
Kummer. Mas ja em 1899 publicou o livro *Grund-
lagen der Géométrie» (Fundamentos da Geome-
tria) que é o mais conhecido dos seus trabalhos.
Néle as nocdes da Geometria sdo introduzidas
pelas relagdes ldgicas que estabelecem entre elas
certas proposigcdes fundamentais — os axiomas —
das quais todas as outras devem ser deduzidas.
E nada mais se deve ligar com aquelas nogdes
sendo as relagdes formais fixadas pelos axiomas.
Assim, qualquer significado particular que elas
possam ter é irrelevante. Este método, chamado
axiomatico, que visa a investigar apenas relacdes
formais fixadas com exactiddo, as quais podem
valer entre varios sistemas de seres particulares
gque sdo outras tantas realizagdes da axiomatica,
foi depois largamente aplicado. Na Geometria
prosseguiram neste sentido Veronese e Osvaldo
Veblen, que, abandonando os axiomas de Hilbert,



evidentes
da Geometria, procuraram uma axiomatica com
um numero

0s quais correspondiam a proposic¢des
minimo de proposi¢cdes primitivas
independentes sem se importar com a evidéncia
ou falta de evidéncia das suas correspondentes
na Geometria intuitiva. Mas o método axioma-
dominios
da Matemaéatica. E precisamente na Algebra arit-

tico teve aplicacdo em muitos outros

metizada pelo modo que indicava a Teoria dos
Corpos de Numeros tem éle fornecido belos re-
sultados.

Os anos que se seguiram a 1899 foram dedica-
dos a problemas de Fisica que o conduziram a
resultados valiosos relativos ao Célculo das Va-
riagdes. Foi depois que teve conhecimento do
trabalho de Fredholm sdbre as equacdes integrais
que Hilbert pdode unificar os frutos das suas in-
vestigacfes numa teoria que dava uma interpre-
tacdo geral dos métodos de Fredholm. Estes estu-
dos sobre as equacOes integrais foram ponto de
partida para o estabelecimento de métodos muito
fecundos da Matematica Teorica.
Deles nasceram o espaco de Hilbert e, mais tar-

e da Fisica

de, a Teoria dos Operadores de Hermite de von
Neumann. Quando publicou a sua monografia
«Grundzige einer allgemeinen Théorie der linea-
duma
Teoria Geral das Equacdes Integrais Lineares)

ren Integralgleichungen» (Linhas gerais
que dava uma base geral para a resolucdo de
tdéda uma série de problemas da Fisica Teodrica
até entdo atacados com métodos especiais, ja se
estava dedicando a aplicacdo do método axioma-
tico a varios capitulos da Fisica Teérica. Assim
estudou a Teoria Cinética dos Gases e a Teoria
da Radiagdo. Continuando com estes trabalhos
preocupou-se com problemas suscitados pela Teo-
ria da Relatividade e pela Mecéanica Quantica.

Neste periodo de 1901 a 1914 a influéncia de
Hilbert foi enorme. Mais de 40 teses, algumas
célebres, foram feitas sob a direcgdo délé. Dentre
0os autores citaremos: Otto Blumenthal,Hermann
Weyl, Andreas Speiser, Ricardo Courant, Henri-
que Behmann, Guilherme Ackermann, Arnold
Schmidt. Também
colaboraram com éle.

J. v. Neumann e P. Bernays

Os problemas de Filosofia da Matematica que
0s novos métodos axiomaticos tinham criado e ja
preocupavam Hilbert desde a época dos «Grun-
dlagen» foram

o seu dominio de investigacdo
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principal a partir de 1917. Dos 23 problemas que
propds ao Congresso Internacional de Matemati-
cas de Paris em 1900, os dois primeiros eram o
problema da poténcia do continuo de Cantor e a
compatibilidade da axiomatica dos nimeros natu-
rais. A formalizacdo da Légica e da Aritmética
facultaram-lhe o meio para estabelecer um esque-
ma formal das regras de deducdo empregadas em
Matematica, no qual participavamtanto a Aritmé-
tica dos NUumeros Inteiroscomo o Céalculo Lé6gico.
A demonstracdo da compatibilidade da axioma-
tica dos numeros inteiros consistiria entdo em
averiguar se das proposicdes dessa axiomadtica,
pela aplicagdo das regras de inferéncia ja formu-
ladas exactamente, se poderiam deduzir duas for-
mulas contraditérias. Um resultado que depende
evidentemente das regras de dedugdo e da Axio-
matica dos Numeros Inteiros que se escolherem.
Parece que recentemente G. Gentzen conseguiu
dar uma demonstracdo désse facto. Quanto ao
problema da poténcia do continuo espera ainda
que o resolvam.

N&do deixe de ficar citado aqui o seu livro «Ans-
chauliche Géométrie» (Geometria Intuitiva) publi-
cado em 1932, no qual, quasi sem provas lo6gicas,
servindo-se de

exemplificagbes com modelos,

demonstra uma multiddo de factos geométricos
préprios para iniciar em estudos mais adianta-
dos. Este livro e o de Felix Klein — As Matema-
ticas Elementares dum Ponto de Vista Superior
Matemaéticas
e devem ser recomendados numa terra onde o

— sdo excelentes para o ensino das

ensino peca por falta de ser constantemente re-
vivificado.

N6s ndo queremos exalgar aqui a figura de Hil-
bert incitando os outros a admiracdo por éle. Nem
sequer fazer nascer nos que nos lerem a impres-
sdo de beleza que causa o harmonioso aspecto
atentando-se
neste homem, se veja antes como foi um traba-

dalgumas das suas doutrinas. Que,

lhador numa colectividade de trabalhadores, como,
educado por uns, péde a seu turno educar outros
pelos quais a sua obra se prolonga muito para
além donde poderia chegar sozinho com sua
grande forca. E realize-se bem como a grande
fecundidade da sua accdo so6 foi possivel gragas
a colaboracdo no interior da escola entre os que
aprendem e 0s que ensinam juntamente com uma

forte ligacdo entre a escola e a sociedade.
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A Sociologia da Matematica

por D. J. Struik i Massachussets Institute of Technology)

1. Definicdo do problema Cerca do século Vil A. C. eclodiu entre a  Grécia
e o Egipto um intercambio comercial activo. Natu-
A sociologia da Matematica estuda a influéncia ralmente, surgiu a permuta de ideias como a das
das formas de organizacdo social sébre a origem mercadorias. Os gregos, sedentos de saber, pro-
e o desenvolvimento dos conceitos e métodos curaram 0s sacerdotes egipcios pata que o0s  ensi-
matematicos e o papel da Mateméatica como parte nassem. As idéias  egipcias foram assim trans-
da estrutura social e econémica de dada época. plantadas, através do mar, e estimularam 0 pen-
As formas béasicas da sociedade —a oriental, samento grego, dirigiram-no pat a novas sendas

a greco-romana, a medievo-feudal, a capitalista
primitiva, a capitalista moderna e a socialista —
influenciaram td6das, de modos diferentes, a
aquisicdo do conhecimento matematico e foram,
por sua vez, submetidas a sua influéncia. H&
muitos problemas subsidiarios, interessando gru-
pos de cada sociedade, levantando todos ques-
tédes a resolver. ~Qual tem sido o papel do
comerciante, do engenheiro, do topé6grafo, do
astronomo, do navegante, do administrador, do
artista, do filésofo e do mateméatico profissional?
iQual a razdo porque a investigacdo matematica,
por exemplo, floresce sob uma forma da socie-
dade, permanece estacionaria sob outra, e decai
ou ndo surge sob uma terceira?

Até agora, estes problemas sé tém merecido
ligeira investigacdo. Poucas pessoas negardo a
influéncia dos factores sociol6égicos sébhre o de-
senvolvimento das ciéncias exactas. A explica-
¢do de Herodoto da origem da geometria pela
necessidade de repartir de novo a terra, no Egipto,
depois das inundacfes anuais, é uma afirmacéo
classica daquela tese. E costume fazer notar que
o raciocinio racionalista grego teve a sua origem,
assds compreensivelmente, nas cidades mercantis
jonicas, da ~.sia Menor. O interésse de Leonardo
de Pisa no estudo da Aritmética e da Algebra ¢é
sempre relacionado com o seu interésse profis-
sional de comerciante viajado.Ninguém nega, nos
dias de hoje, intima conexdo entre a expanséo
das induastrias eléctricas e do avido, por um lado,
e as matematicas aplicadas, por outro. Compén-
dios de trigonometria antigos e modernos paten-
teiam, nos exemplos e nas figuras, a influéncia
decisiva da astronomia, da navegacdo e da topo-
grafia no desenvolvimento da matéria.

Este tipo de correlagdo exige uma definigdo
mais precisa antes de ser submetido a qualquer
anélise especifica. Eisum exemplo da forma pela
qual a origem da Matematica jonica é habitual-
mente apresentada :

e forneceram-lhe uma base de trabalho

Isto pode considerar-se como um exame sociolo-
gico de certa ordem.Mas,uma observacdo mais cui-
dada mostra que estda formuladoem generalidades
vagas que ndo indicam uma compreensdo socio-
légica real. Houve intercambio comercial entre
muitas nagfes e o Egipto. £Porque constituiram os
gregos uma excepgdo conseguindo resultados no-
tdveis ? Mercadores viajantes prosperaram no
Egipto, pelo menos desde cinco milanos A.C. e
0 trafego comercial pode datar-se dos tempos
paleoliticos. A Unica explicacdo que se oferece é
a da sede de saber experimentada pelos gregos.
1Porqué essa séde ? Nem todos os mercadores a
sentem. Os babilénios depois da sua chegada a
Suméria, quer como mercadores, gquer como con-
quistadores, tiveram a avidez de saber necesséaria
a absorpgdo de tdda a ciéncia dos sumérios, mas
ndo surgiu nenhuma ciéncia do tipo grego. Conti-
nuaram e aprovaram os métodos antigos. A dife-
renga, no caso dos gregos, deve explicar-se por
métodos mais penetrantes do que uma referéncia
a actividade comercial e a avidez de conheci-
mento. O soci6élogo pode contribuir mostrando
de que maneira a sociedade grega diferia radi-
calmente de tédas as formas de estrutura social
anteriores e posteriores. Qualquer coisa inteira-
mente nova deve ter ocorrido e deve fazer-se
uma tentativa para defini-la, primeiro em termos
sociais e, depois, em termos do pensamento cien-
tifico.

A ascensdo das matemadticas na Grécia antiga
apresenta, entdo, o problema seguinte: £Comofoi
possivel que um grupo de gregos, na maioria per-
tencentes a classe mercantil, se tornasse nédo so
interessado na ciéncia do antigo Oriente, mas a
encarasse dum ponto de vista inteiramente origi-

IV F. CAJORI, History
1930), p. 15.

of Mathematics (New York,



nal? E, ainda “corno foi possivel que sé alguns
dos problemas postos por esses gregos tivessem
recebido, embora unilateralmente, tdda a atencgéo
e outros permanecessem na penumbra até aos
tempos modernos ?

O mercador tem tido influéncia sobre a Mate-
matica, mas apenas sobre algumas das suas par-
tes. Interessa-se pelo céalculo e necessita duma
s6lida aritmética elementar. Se é um viajante, o
seu interésse vai até a geometria necessaria a
geografia e ao conhecimento do movimento do
sol e das estrelas. O seu engenho é excitado pela
concorréncia e pela possibilidade de lucro indi-
vidus!, embora tal ndo conduza sempre a busca,
na Matematica, de verdades mais profundas. Algu-
mas vezes pode auxiliar aciéncia convertendo-se
em Mecenas. Estabelecer a existéncia de relacdes
comerciais ndo é suficiente, por si so6, para pro-
var odesenvolvimento seguro da Matematica para
além dum nivel elementar determinado “'.

A instituicdo da escravatura p6e um problema
de causalidade andlogo. H& uma teoria, aceite por
muitos, de que a natureza da sociedade greco-ro-
mana, e com ela a do seu tipo caracteristico de
ciéncia, foideterminada principalmente pelo seu
caracter esclavagista. A decadéncia do sistema
da escravatura é, entdo, considerada um factor
decisivo do declinio da ciéncia. Esta teoria tem
uma base razoavel, mas deve ser examinada com
cuidado. A antiga sociedade oriental conheceu
também a escravatura, todavia, a sua ciéncia pos-
suia caracteristicas inteiramente diferentes das
da ciéncia da Grécia e Roma. A sua escravatura
decaiu ligeiramente e a expansdo, a contracgdo e
a estagnacdo politicas e culturaisdas formas orien-
tais da sociedade ndo corresponderam, necessa-
riamente, aos desenvolvimentos da escravatura
ou da ciéncia. Uma primeira distincdo deve fa-
zer-se entre a escravatura greco-romana para a
producdo e a escravatura orientalde luxo ou para
obras pablicas '". Uma segunda distingdo consiste

"> Isto decorre de livros que evidenciam a influéncia do
mercador na Matemaética, como D. E.SMITH, History of
Mathematics, 2 Vols. (Boston, 1925), onde se toma em con-
sideracdo, embora num nivel elementar, a influéncia de
outros factores, sobretudo a da Astronomia.Veja-se sébre
a influéncia do mercador D. E. SMITH, Mathematical

Problems in Relation to the History of Economics and
Commerce, American Mathematical ~ Monthly, XXIV (1917),
p. 221-225, ou W. SOMBART, Der Bourgeois (Miinchen-

-Leipzig, 1920), p. 164-169.

>»E.MEYER, Sklaverei
Schriften
schaft und Gesellschaft  Chinas, 1 (Leipzig, 1951), p. 595;
Die Théorie der orientatischen Gesellschaft, Zeitschr.
fur Sozialforschung, VIl (1950). p. 96.

tm Altertum  (1898), em Kleine

(1910), p. 189-190; também K. WITTFOGEL, Wirtz.
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em que a escravatura, na Grécia, encontrava-se
na inddstria e, em Roma, ndosoé na indlistria, mas
também na agricultura.Supomos que uma analise
ulterior destas formas de escravatura e do seu
desenvolvimento pode levar a uma nova com-
preensdo dos progressos e limitagdes cientificos
de cada periodo, e do lugar relativo, na histéria
da ciéncia, de homens como Ahmes, o escriba do
papiro egipcio do Rhind ; Euclides, o alexandrino
do periodo primitivo ; Plotinus, 0 neo-platénico ;
ou Alkhwarismi, o algebrista maometano. Deve-
mos apoiar-nos, aqui, no trabalho ja feito, sobre-
tudo nos dominios mencionados, por homens
como Farrington e Winspear, para a antiguidade
greco-romana, e Wittfogel, para a antiguidade
oriental<*,

Por outro lado, ndo devemos exagerar dema-
siadamente a nossa analise socioldgica e esquecer
uma coisa evidentissima: um processo cientifico
segue, muitas vezes, as vias sugeridas peia sua
estrutura construida com os resultados ja obtidos.
O estudante elabora a sua tese porque o profes-
sor pretende que é)e esclareca um ponto obscuro
do seu proéprio trabalho. Podemos encontrar uma
tal situacdo, muitas vezes numa estrutura social
e cultural relativamente estdvel. Constituem um
exemplo as matematicas egipcia, babilénica e chi-
nesa,uma vez oseu padrdo bem estabelecido. Aqui
encontramos, durante muitos séculos, uma real
estagnagcdo, e o progresso, quando se realiza,
¢ alcancado por descobertas directamente de-
pendentes do conhecimento e da técnica pre-exis-
tentes. Um outro exemplo consiste no progresso
da Algebra na Italia do século xvi. Depois de
Tartaglia e Cardan, trabalhando como discipulos
directos de determinados professores bolonheses,
terem resolvido a equagdo do terceiro grau, o
discipulo de Cardan, Ferrari, mostrou, em 1545,
como se resolve uma equacdo do quarto grau.
E um exemplo do descobrimento duma rela-
¢do objectiva, o parentesco mateméatico de duas
espécies de equacdes, no esqueleto duma estru-
tura social particular. A continuidade desta es-
trutura permitiu a descoberta posterior de rela-
¢bes mateméaticas mais profundas. No traba-
lho de Cardan apareceu um numero real como
a soma de dois nitmeros complexos (sofisticos).
Isso levou o professor bolonhés Bombelli a
publicacdo, em 1572, duma investigacdo siste-

on the Ruin of Ancient
(1958), p. 25-28; A.
Thought (New York,

" B. FARRINGTON, Vesalius
Medicine, The Modern  Quarterly
WINSPEAR, The Genesis of Plato
1940). p. 548, K.WITTFOGEL, ob. cit.
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méatica da &lgebra dos imaginadrios. Como é des-
crita nos nossos compéndios vulgares, a histéria
da Matemdtica concentra-se, precisamente, soObre
tais descobertas, apresentando odescobrimento de
novos resultados, quasi exclusivamente, a partir
do desenvolvimento ldgico interno, com relativo
desprézo pelos factores sociolégicos. Todavia,
mesmo nos casos em que é dominante o factor
mateméatico puro, existem factores sociol6gicos.
Estes sdo evidentes no facto puramente social de
que homens talentosos duma era, estudam Mate-
matica, sdo encorajados a ensina-la, a publicar e
a formardiscipulos. Noutros periodos, pode haver
tantos homens de talento, mas o seu génio ¢é
levado por outras vias, algumas das quais sao
agora consideradas desvios '

2. Condigbes da actuacdo dos factores
sociolégicos

Em periodos de profundo soerguimento social,
de transicdo, ou em periodos durante os quais
uns povos se instruem a custa de outros de fundo
social e cultural muito diverso, o factor sociol6-
gico pode fornecer o guia mais importante para a
compreensdo das modificacbes do conhecimento
matematico. Kegiste-se que a modificacdo fun-
damental da Matematica chinesa, da fase orien-
tal para a técnica e aciéncia ocidentais, foidevida
aos missionarios jesuitas que se introduziram na
China, no século xvi, com a onda da expansdo
capitalista europeia. Kncaremos um caso em que
os factores sociolégicos ndo estdo tdo precisa-
mente determinados. O chamado sistema de nu-
meracdo hindu-arabe, um sistema decimal de
posicdo, com dez simbolos, incluindo uni simbolo
para o zero, foiintroduzidona Mesopotadmia, pro-
vavelmente vindo da india, no tempo dos reis
Sassanidas, talvez no século vn™. No século xni
e seguintes, penetrou na Europa e, assim, se tor-
nou o nosso actual sistema de numeracdo. A an-

M «Houve talvez tantos homens de génio na ldade Média
como hé agora; pelo menos a minha investigagdo d& essa
impressdo, que seria confirmada, estou disso certo, por
um inquérito estatistico. Se ésses cientistas medievais 1180
fizeram uma grande obra, podemos preguntar o que teriam
feito homens como GAUSS, FARADAY ou CLAUDEBER-
NARD se tivessem nascido nos séculos VIII ou IX».
Q. SARTON, Introduction to the History of  Science,
| (Baltimore, 1927), p. 20.

t»> A data é ainda indeterminada. De acérdo com alguns
investigadores, éste sistema de numeragdo bem pode ter
sido conhecido dos gregos de Alexandria. Vide D.E. SMITH
e L.KARPINSKI, Hindu-Arabic Numerals  (Boston, Lon-
don, 1911) e CAJORI, ob. cit. p. 88-90. Tornou-se multo
usado depois do século VIII sob o dominio dos Arabes.

tiga explicagdo do seu sucesso era demasiado
simplista. Supunha-se que a superioridade intrin-
seca déste sistema impressionou, s6 por si, a
mentalidade pratica, a tal ponto que todos os
outros sistemas de numeracdo foram rejeitados.
E certo que o sistema hindu-arabe é muito supe-
rior ao romano ou ao abaco antigo. Menos con-
vincente é o argumento de que era superior ao
sistema usado pelos gregos. Este sistema, com
vinte e sete simbolos tirados do alfabeto, nédo
tinha valor de posicdo, nem simbolo para o zero,
e parece-nos a primeira vista, um tanto compli-

cado. Todavia, para quem alguma vez o tenha
experimentado, éle perde muito do seu aspecto
grosseiro. Depois de curta pratica, reconhece-se

que éste sistema é tdo comodo na aritmética ele-
mentar, incluindo as frac¢gdes, como o sistema
hindu-4arabe'"'. Para um mercador ouum topé6grafo
do Proximo-Oriente pequena diferenca havia entre
0 uso do sistema hindu e o do sistema grego "'.
Concluimos que devem ter ocorridorazfes extra-
-matemaéaticas para a vitoéria de um sistema soObre

o outro. H4 varios indicios de que tais razdes
podem ser encontradas de facto na histéria
dos tempos dos Sassanidas e Abassidas, gquando

entre o0s orientais estava muito espalhado um
preconceito, um 6dio baseado na diferenga de
situacdo econdmica.

A primeira referéncia existente aos dez nume-
rais hindus, fora da india, encontra-se nos esctitos
do bispo Severas Sebokht (662), que os menciona
com o propésito expresso de mostrar que 0s gre-
gos ndo possuiam o monop6lio da cultura ".'
Existiu em Bagdad, sob o dominio dos califas
Abassidas primitivos, uma escola matematica que
parece ter-se recusado, intencionalmente, a acei-
tar licdes dos gregos e voltado para as fontes
judaicas e babilénicas A esta escola perten-

< Tal foi constatado, por exemplo, porJ. G.SUNGLY, The
Employment  of the Alphabet in Greek Logistics, Recueil
offert a J. Nicole (Genéve, 1905), p. 515-550, que defende a
sua tese contra o antigo ponto de vista de HANKEL,
GOW e CANTOR. Vide também T. L. HEATH, A Ma-
nual of Greek Mathematics (Oxford, 1951), p. 28 e 31, que
chama ao sistema grego para as operacfes elementares
muito pouco menos conveniente  do que O nNOSSO.

* A-fim-de apreciar o valor do sistema grego, ndo deve-
mos esquecer nunca que o significado aritmético das letras
gregas era tdo familiar para os gregos como o dos simbolos
0.1.2, *++ 0 éparanos.

« Citado em D. E. SMITH, History of
1, p. 166-167.

do) vide S. GANDZ, The Mishnat ha Middot,
Hebrew Geometry of about 1SO C. E. and the
of Muhammed ibn Musa Al-Khowarizmi,
Studien sur Geschichte der Mathematih

Mathematics,

the First
Geometry

Quelten und
A 2 (1936).



ceu Alkwarizmi, o pai da nossa élgebra. Este
6dio pela influéncia e dominio gregos foi uma
das causas principais das faceis vitérias do Islam
nascente, na Siria "".

Ainda nos parece facil compreender a vitéria
que o0 sistema hindu-4rabe alcangou sdbre o
4baco e os numerais romanos entre a classe nas-
cente dos mercadores europeus do século xm
e xvi. Todavia, esquece-se, frequentemente, que
0 antigo sistema grego ainda existia, era usado
na influente Constantinopla e, certamente, conhe-
cido dos venezianos, que foram senhores de
Constantinopla de 1203-1261. iPor que razdo selec-
cionaram, entdo, os mercadores italianos o sistema
drabe? Aresposta a esta pregunta parece nédo ter
sido dada, mas alguns factos podem sugeri-la.
«A civilizacdo 4rabe era bastante sensivel na
Sicilia e em Espanha, ndo s6 na parte moura,
mas também em locais, como Toledo, que esta-
vam ainda em poder dos cristdos ; os povos de
lingua &rabe rodeavam o Mediterrdneo e domi-
navam o comércio asiatico» "*. Na Italia, o sis-
tema 4arabe parece ter surgido primeiro em Flo-
renca e em Pisa, que mantinham rela¢cdes mais
intimas com o mundo arabe do que com o grego
e que rivalizavam comercialmente com Veneza

Na sociedade moderna a técnica influencia o
desenvolvimento da Matematica, quer directa-
mente, pondo problemas técnicos susceptiveis de
tratamento matematico pelo perito, quer indirec-
tamente, através da Fisica, da Quimica e de outras
ciéncias naturais. Tem sido tentada uma distingéo
entre Matematica pura e aplicada, estando esta
directamente relacionada com a técnica e mos-
trando, mais claramente, portanto, o seu fundo
social. Esta distingdo, que data apenas do sé-
culo Mx, torna-se cada vez menos aceite com o des-
cobrimento da lei dialéctica elementar de que
téda a matematica pura pode ser aplicada. Mesmo
o tipo mais puro de matemdtica ndo é isento de
mancha sociolégica. O projectodo avido moderno,
a engenharia das comunicag¢des, os novos traba-
lhos na plasticidade e muitos outros dominios da
engenharia exigem instrumentos matematicos apu-
rados que sdo apenas parcialmente tratados nos
nossos textos tedricos puros. Dominios como a

mi P. K. HITTI, History
p. 155.

<i» G.SARTON, Introduction
Il (Baltimore, 1951), p. 6.

(13) Havia também em uso outros simbolos numéricos de
origens ainda duvidosas. Vide Q. FALCO, Un  indovinello
pateografico, Bolletino Storico-  bibliogréfico Subal-
pino, XXXVII (1955).

of the Arabs (London, 1957),

to the His ton/ ofScience,
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analise harmonica, o calculo tensorial, a integra-
¢80 nos campos real e complexo, a teoria dos
grupos, desenvolvidos na maior parte sem relagédo
especial com a sua aplicabilidade na técnica,
transformaram-se em abstracdes de determinadas
relagbes concretas da natureza e em guias Uteis
para o contrdole da industria. Creio que os mate-
méaticos modernos descortinam, em geral, o fundo
social da sua ciéncia, mais através destas rela-
¢bes com a técnica, do que por um estudo da
histéria "*>.

Todavia, é importante constatar que esta fun-
¢do fundamental da técnica é caracteristica exclu-
siva da moderna sociedade industrial. Foi quési
ignorada no antigo Oriente e na sociedade greco-
-romana. Teve certa influéncia indirecta através
da navegacdo e da arquitectura, mas ndo se ouve
falar do cdlculo mateméatico duma estrutura técnica
até a era capitalista(com algumas excepgdes, como
as das estruturas de Arquimedes). N&do estd pro-
vado que os vastos trabalhos técnicos dos chine-
ses, dos babilénios e dos romanos tenham exigido
mais do que o tipo de matematica muito elemen-
tar. A técnica teve influéncia nas ciéncias exactas,
certamente, como o atestam muitos tratadistas de
Mecanica, todavia,a aplicagdo nunca foialém dos
fundamentos elementares. Na sua Arquitectura,
Vitruvius presta elevado tributo a Matematica,
mas a teoria e a pratica estavam divorciadas. No
seu livro oitavo descreve os métodos praticos de
condugdo de dgua para as casas e as cidades, trata
de canos de chumbo, tubos e condutas de barro,
e pode ser lido sem qualquer preparagdo mate-
matica. No seu livro nono ocupa-se dos métodos
de duplicacdo do quadrado, do teorema de Pita-
goras, da lei da hidroestatica de Arquimedes, eda
duplicagdo do cubo, mas, parece, sem grande
relacdo com a arquitectura. Os nomes dos inven-
tores e dos técnicos da Antiguidade iC.tesibios,
Philon,  Frontinus) ndotém,oudificilmente alcan-
¢am, um lugar na histéria da Matemética, mesmo
pela sua influéncia indirecta, exceptuado o caso
importante de Arquimedes e, talvez, o de Heron.

(l) Vide T. C. FRY, Industrial  Mathematics, in Re-
searche — A National Resource, 1l (Dec. 1940), Report
of the National Research Council to the National Research
Planning Board (Washington, 1941), p. 268-288. O Dr.FRY
cita uma nota estimulante do Dr. H. M. EVJEN: «Alta mate,
matica, de-certo, respeita apenas aquéles ramos da ciéncia
que 11S0 encontraram ainda um vasto dominio de aplicagéo
e que, portanto, nao emergiram ainda, por assim dizer, da
obscuridade. E, por consequéncia, um térmo temporal e
subjectivo* (p. 275). A nota tem o interésse duma hiper-
-simplificagAo do ponto de Vista sociolégico.
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Com oadvento do capitalismomoderno, a técnica
comegca a desempenhar um papel importante no
progresso da Matematica. O progresso da uten-
silagem mecénica no Renascimento foi, como
/1. Grossmann analisou, a origem da Mecanica
moderna como ciéncia A Mecanica entédo
progrediu para além dos apertados limites da
Antiguidade e tornou-se fonte inspiradora de
matematicos. Neste primeiro periodo inspirou os
filésofos e levou-os a crer numa estruturacédo
matematica do universo. Muitos matematicos fo-
ram inventores, como Descartes, Pascal, Newton
e Leibniz. Para Leibniz, o estudo das ciéncias
exactas fazia parte da sua investigacdo do método
geral da invencdo e do descobrimento.

A aplicacdo dos novos instrumentos aos pro-
blemas da técnica s6 gradualmente se foifazendo.
No século WIN, Euler e os Bernoulli aplicaram a
Matemética a construcdo naval e de canais. A
maior parte da influéncia da técnica manteve-se
indirecta, mesmo depois da revolucdo industrial,
através da Mecanica e da Fisica como interme-
didrias. A actual influéncia directa da técnica sobre
a Matematica teve inicio no século xx com téda a
transformac¢édo da func¢do industrial da ciéncia.

Déste curto bosquejo podemos concluir que
seria muito instrutivo um estudo da influéncia
da técnica na Mateméatica. Uma coisa se des-
taca : o fundamento técnico duma forma social —
as suas edificacdes, aquedutos, instrumentos, na-
vios, 0 seu génio inventivo, a sua pericia técnica
— ndo é de si mesmo um'indice da extensdo e
das tendéncias da Mateméatica cultivada nessa
sociedade. Pode haver influéncia, duma sb6bre a
outra, mas essa influéncia pode variar em quan-
tidade e qualidade. Devemos encarar a estrutura
técnica duma sociedade, ndo como uma coisa iso-
lada, mas na sua relacionagdo completa com mui-
tos outros aspectos da sociedade, tais como a
existéncia da escravatura, a extensdo do inter-
cambio comercial, a influéncia da luta de classes,
a estabilidade das formas sociais e o tempo de dcio.

Muito raramente um conjuntosurpreendente de
novos conceitos é um resultado do progresso de
idéias mateméaticas em independéncia total. Os
factores sociolégicos desempenham determinado
papel, é claro. Os novos conceitos cientificos,
além disso, ndonecessitam de surgir precisamente
no meio das lutas, mas, um pouco mais, na pe-

riferia. Os estimulos que levam ao progresso
'«) H.GROSSMANN, Die gesellschaftlichen Grundta-
gen der mechanistischen Philosophie und die  Manufak-

tur Zeitschr.  fur Sozialforschnng, 1V (1935), p. 161-231.

actuam lentamente e exigem, ndo s6 uma deter-
minada maturidade, mas também quietacdo. Ha,
evidentemente, excepcdes, como a de Thaies, o]
pai lendéario da Matematica grega, que se supde ter
sido um membro militante da sua classe. Descartes
alistou-se no exército holandés, uma das guar-
das-avancadas da revolucdo burguesa, e partici-
pou na Guerra dos Trinta Anos, mas, cedo des-
cobriu que as maiores idéias nascem na quietacéo.
Galois, o jovem génio francés, dois séculos mais
tarde, participou activamente na revolucdo de
Julho, e, pouco depois, encontrou a morte. E mais
caracteristico o trabalho original realizado em
situacdes pacificas, ndo demasiadamente afasta-
das dos centros de actividade econémico-social,
como o de Newton em Cambridge, Euler em Ber-
lim, ou Poincari em Paris. O primeiro instituto
de investigagcdo matemdtica fundou-se, ndo em
Atenas com as suas acesas lutas de classes, mas
em Alexandria onde a actividade econ6mica se
realizava num ambiente relativamente calmo. Por
vezes, a distancia geografica entre a actividade
social e ainvencdo mateméatica é muito grande; o
exemplo mais frisante é o da descoberta das geo-
metrias ndo-euclideanas na Hungria e na RUssia
nas primeiras décadas do século xix. Ambas as
descobertas foram inspiradas pelo génio de  Gauss,
que levou, éle préoprio, uma vida calma numa ci-
dade provincianada Alemanha semi-feudal. Come-
teria grave érro, todavia, quem visse, nestes casos
notaveis de semi-divorcio do progresso social e
da actividade cientifica, uma prova da indepen-
déncia da criacdo matemdtica. Gauss pertence,
com Lessing anterior a élee com o seu contem-
poraneo mais velho Goethe, ao grande despertar
germanico do final do século xvin e inicio do sé-
culo xix, do qual Franz ~ Mehring delineou as raizes
burguesas A conexdao entre a obra de Gauss e
a dos matemdticos da Franca revolucionaria ¢
tdo intima que Felix Klein  construiu um longo
quadro comparativo dos resultados de Gauss com
os de Legendre, um dos mateméaticos franceses
em cuja obra podemos estudar a influéncia da
revolugcdo francesa no progresso da Matematica.
Em relacdo a Legendre, Gauss mergulhava
mais fundo, mas Gdttingen oferecia mais sosségo
do que Paris"’*. Ao elaborar idéias que domi-
nariam a Mateméatica moderna, Gauss conservou
pessoalmente o tipo do século xvm.

(%> Por exemplo em Die Lessing-Legende (4/ Aufl.,
Stuttgart, 1913).
"> FELIX KLEIN, Vorlesungen liber die Ent'wicklung

der Mathematik
p. 60-61.

int 19. Jahrhundert, 1 (Berlim, 1926),



3. Relacdes da Mateméatica com outras
/ disciplinas

Ao comparar grandes matematicos do século xix,

Felix  Klein  notou que os matematicos criadores
podem encarar a vida de diferentes pontos de
vista, mas, da sua posicdo particular pouco se

reflecte nas suas obras "”. Ele chegou a esta con-

clusdo comparando a obra de catélicos, como
Weierstrass e Cauchy, protestantes, como Rie-
mann, e judeus, como Jacobi, e a sua afirmacéo

ndo é incorrecta no periodo, relativamente curto,
que foiconsiderado e no grupo, relativamente pe-
queno, de credos religiosos. Tal constitui um aviso
para nés quando tentemos generalizar. As filoso-
fias e as religides reflectem determinadas rela-
¢0es sociais objectivas, talvez as do passado, e,
como tais, podem fornecer elementos estimulan-
tes ou retardadores do trabalho matemdtico. Na
sociedade grega a Matemadatica nasceu e medrou
no violento chocar de filosofias. Materialistas e
idealistas degladiavam-se na interpretacdo dos
conceitos matematicos. Os primeiros enunciados
claros dos problemas do infinito sdo de Zendo de
Elea numa tentativa de hostilizar quer os pitagé-
ricos, quer os atomistas. Quando assentou a poeira
nos campos de batalha, as posi¢gdes matematicas
estratégicas estavam na posse dos matematicos
idealistas da escola platénica com a sua énfase na
estrutura logica e esterilidade da aplicagédo

Euclides, que respeitava a tradicdo platdénica, in-
clui ésse ponto de vista nos seus Elementos. Na
medida em que estes ainda constituem, na essén-

"> |bid., p. 71: cEsta curta investigacdo afirma a expe-
riéncia de todos os estudos do homem, nomeadamente, que
em questdes de Weltanschauung os dons do intelecto ndo
sdo decisivos. A disposicdo do coracdo e da Vontade, a
influéncia da educacédo, as experiéncias, tdda a accdo do
mundo exterior e da sua prépria natureza sao activos na
sua formulagdo». Ainda : «Frequentemente, prevalece no
publico a opinido de que os matematicos e os cultores das
ciéncias naturais devem ser de tendéncias liberaise mesmo
radicais, de acérdo com a sua maneira de pensar pene-
trante, logicamente sem preconceitos. Uma vista de olhos
na histéria mostra que esta opinido ndoconcorda com os
factos. A nossa ciéncia tem representantes notaveis em
todos os campos e partidos».

<> Para a interpretagdo dos enunciados de ZENAO ve-
ja-se F.CAJORI, The History of Zeno's Arguments in
Motion, American Mathematical Monthly,  XXII (1915). Urn
guia para a compreensdo do significado social da Matema-
tica na antiga Grécia € WINSPEAR, op. cit.,e M. A. DIN-
NIK, Outline of the History of Philosophy  of Classical
Greece (Moscow, 1956, em russo). Discordamos, contudo,
da interpretacdo de WINSPEAR de que os paradoxos de
ZENAO constituem simples sofismas; sdo documentos no-
taveis de filosofia matematica e, como tais, a sua influéncia
construtiva foi enorme.
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cia e no espirito, o esqueleto da nossa geometria
ordinéria, plana e espacial, a influéncia de Platdo
faz-se ainda sentir no ensino dos nossos dias. O
modelo ordindrio do compéndio americano de
geometria conjuga um maximo de estrutura légica
com um minimo de aplicagfes a ciéncia e a vida
modernas. Aqui, a persisténcia obstinada dum
certo tipo de Mateméatica no ensino recua a con-
digdes sociais e culturais doutrora.

Um outro exemplo de escola filos6fica que in-
fluenciou profundamente a criagdo matemética ¢
0 materialismo de Descartes e seus discipulos, ao
qual nos referimos ja. Um dos principais dogmas
desta escola era o da natureza matemdtica do
universo e da consideracdo da Matemdatica como
a chave do controle da natureza. Esta crenca era
partilhada por muitos que ndo podiam seguir o
cartesianismo no seu materialismo,como Leibniz-,
e a ela cabe a popularidade da Matematica nos
ntcleos progressivos dos séculos xvn e xvm. E,
para dar um exemplo dos nossos dias, o materia-
lismo dialéctico, muito mais do que. as outras
filosofias, tem actuado como estimulante do estudo
das ciéncias exactas, num grande pais, que flo-
resce sob o impulso da planificagdo integral.

H& também exemplos de atitudes filoséficas
que tém desencorajado o estudo da Matematica.
A decadéncia gradual da sociedade esclavagista
romana atraiu a atengdo de muitos espiritos,
logicamente treinados, mais para a salvacdo da
alma do que para problemas respeitantes ao con-
trole do nimero e do espaco.lsto explica porque
tdda uma classe devotou a sua atengdo, com todos
os seus dons intelectuais, a exercicios dialécticos
de natureza teoldgica, desprezando as ciéncias na-
turais e a Matematica. Todos os matematicos, bem
conhecidos, déste periodo, desde Ptolomeu a Pro-
clus, eram pagdos e um déles, Hipatia, morreu
como martir anti-cristdo.Contribuiram muitissimo
para novos resultados e alguns déles, como Pro-
clus, dedicavam-se também a problemas éticos.

Podemos aproximar-nos do nosso pais para
observar os efeitos duma filosofia, duma atitude
mental, na persegui¢cdo dos. estudos matematicos.
,;Qual a razdo do orgulho de tantos licenciados
por absolutamente nada Significar para éles a
Matemdatica? "Qual a razdo do simultaneo desejo
timido de alguns outros de conhecerem um pouco
mais dela, como Henry Adams'""'? jConio se

(*') «Pelo melhor éle nunca teria sido um matematico;
pelo pior éle nunca procuraria sé-lo ; mas precisava de ler
Matemaética, como qualquer outra lingua universal, e nunca



explica que, mesmo entre homens e mulheres cul-
tos do nosso tempo, exista a crenca firme de que
a Matematica estd imovel, acabada para sempre,
e que o mateméatico é um repetidor do saber do
passado ? Esta atitude de espirito é destrutiva de
novo progresso da ciéncia exacta como um ins-
trumento da reconstrucdo social. Os seus funda-
mentos devem determinar-se por um estudo do
papel da Mateméatica na sociedade moderna, como
um todo, e ndo apenas nas suas escolas e indUs-
trias.

Estes exemplos muitodesconexos bastardo para
mostrar que ha lugar para uma sociologia da Ma-
tematica. Mostram também que é necessaria uma
andlise cuidadosa das estruturas sociais antes de
tentar interpretar a sua influéncia no estado da
ciéncia exacta. A superficialidade s6 causa desa-
nimo e faz com que o trabalho pareca irrisério.
Os progressos formidaveis da histéria econémica,
durante as UGltimas décadas, tornaram a tarefa
potencialmente possivel. A histéria da técnica,
também um factor importante do aspecto socio-
l6gico, como vimos, estd ainda num estado pouco
satisfatéorio. A falta pode suprir-se sem grande

atingiu o alfabeto», The Education of Henry Adams (Bos-
ton: Houghton Mifflin, 1927), p. 60. Vide também p. 449.
A ansiedade de HENRI ADAMS tem o sabor dum século
distante — de acérdo com o seu proéprio caracter.

Uma funcéo

por Henri

( Publicado em L'Enseignement

Antes de expor o seu interessante exemplo
de funcdo sem derivada, R. Tambs Lyche nota
muito justamente que a primeira funcdo desta
natureza, devida a Weierstrass, serve mal para
o0 ensino elementar, o que me conduziu a procurar
como, sob éste ponto de vista pedagdgico, melho-
rar éste exemplo que, utilizando o desenvolvi-
mento em série de Fourier, tem a grande vanta-
gem de mostrar que as funcdes ndo derivaveis
podem apresentar-se no decurso dum céalculo
normal. Isto é facil, e por isso a observacdo que
se segue nédo é certamente nova; pode no entanto
ser (til a sua publicagdo.

Seja, por exemplo, a funcédo
continua

evidentemente

(1) / O H * -£sen2"".v= 2 «,(**)

continua

Lebesgue
Mathématique,

dificuldade com a abundante documentacdo de

que se dispde. Afortunadamente, os periodos
nos quais 0 mateméatico estd interessado sé&o,
em geral, os mais profundamente estudados

por outros — as civilizacdes da China, Babildnia,
Egipto antigo, Grécia cléssica, Império Romano,
Europa sob o feudalismo e depois da sua desin-
tegracdo, e o capitalismo moderno. Uma excepgéo
parece ser o primitivo mundo islamico e a findia
antes dos maometanos, a respeito dos quais a
informacdo sociolégica é muitissimo escassa.

Termino com um aviso final. Devemos ter sem-
pre a consciéncia de que uma descoberta mate-
matica, um estado de espirito respeitando a Ma-
teméatica, um método de ensino, ndo sdo nunca
explicados por uma s6 causa. A realidade é com-
plexa e mesmo o acto mais modesto ou mais
subtil reflecte dum modo ou de outro uma infini-
dade de aspectos do universo real. Ndo podemos
afirmar que um facto particular foi causador
duma ocorréncia ou estado de espirito particular.
Devemos descobrir o modo segundo o qual todos
os factores — sociolégicos, ldégicos, artisticos e
pessoais — desempenharam uma fun¢do no caso
em estudo, ndo esquecendo nunca, todavia, que 0
homem é um ser social mesmo quando éle se
preocupa com as linhas rectas dum hiper-cone
num espaco hepta-dimensional.

Traducdo de A. SA DA COSTA

sem derivada

Vol. 38 (1939-1941), pags. 212-213)

tem-se

f(x+h)-f(x) » 1 )

! i - sen2"-(*-t-A)-sen2" .r].

h i2"h

O limite superior do valor absoluto do «-ésimo
térmo de (2) é também o de |u (x) |, donde se
deduz que o valor absoluto da soma dos m—I
primeiros termos de (2) é no méaximo

(2)

m-i J, >n-1
[ i
porque cada térmo 2"™~" é inferior a metade do
seguinte.
Demos a h os quatro valores
* _ . _3*
hi = "qgr,, A= ,  h-s= ~qr, e h - —
Os arcos a,=2".r sofrem entdo, para « > tu,

acréscimos, positivos ou negativos, que saomul-
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tiplos inteiros de 2IC e, por consequéncia, (2) re-
duz-se aos seus m primeiros termos.
Para n=m, o arco a, sofre um acréscimo
w/2 ou -ir/2 ou 3w 2 ou -3*/2

donde, para sence,,,, um acréscimo (cosa,,,—sena,,,)
ou —(cosa,, + sena,,,) e a soma dos quadrados des-
tas quantidades sendo igual a 2 uma delas pelo
menos ndo é inferior alem valor absoluto. Assim
o valor absoluto do w-ésimo térmo de (2) é pelo
menos

3t

AL S

quer para hi e h,, quer para h-ia A,,e além disso
éste térmo terd o sinal que quisermos, pois que
M e hi, h, e Aj,ddo resultados de sinais contra-
rios. Em resumo ter-se-4a
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F(* + *)-1(%) oo enn.
3v
f(x+h)-f(x) .
e por isso aumenta indefinida-
A
mente em valor absoluto para a sucessdo dos va-
lores de h que nés associamos a sucessdo dos

inteiros tn, e isto com o sinal que quisermos.

A fungdo f(x) ndo tem pois em nenhum ponto
uma derivada  determinada, nem finita, nem infi-
nita.

Se em vez de alunos principiantes se tratasse
de alunos ao corrente dos profundos resulta-
dos de Denjoy sbobre a indeterminacdo da rela-
¢do (2), a funcdo / (x) forneceria um exercicio
facil e instrutivo: classificar os diversos valores
de x nos quatro tipos previstos por Denjoy.

Tradugdo de J. DA SILVA PAULO

PEDAGOGIA

Seccdo a cargo de 8enio

Caraga

O TRABALHO MANUAL E A INICIACAO MATEMATICA

por FERNANDO LOBO D'AVILA LIMA

Tive h&d anos um encontro casual com um dis-
tinto professor de mateméatica que me disse estar
embaracado para classificaras provas de admissao
dos alunos a escola onde professava e acrescentou
que a-pesar-do seu cuidado em formular preguntas
das mais simples, as provas s6 muito fracamente
satisfaziam. Suponho que.o ilustre professor teréa
pensado muitas vezes nas causas que podem de-
terminar uma tal insuficiéncia de preparacdo nos
alunos ao fimde meia dGzia de anos de trabalho.
Eu, por mim, pensei que, pondo de parte a hip6-
tese de uma incapacidade formal do educando
para assimilar estas nocfes, restava considerar o
método usado no ensino desta ciéncia. De facto,
estou convencido de que o ensino das matemati-
cas elementares teria tudo a ganhar se fosse feito
de um modo diverso, quanto possivel objectivo.

Tem-se abusado do lapis e do papel ou do giz
e da pedra e destarte as nogdes basilares ou ndo
chegam a formar-seou ficam mal assentes. Esque-
ce-se muitas vezes que abstrair significa, segundo
a expressdo feliz de Bergson, extrair da matéria.

Para nédo citar sendo o mais vulgar dos exem-
plos, preguntamos quantos sdo os alunos que
tenham verificado, coisa facilima, a exactiddo do
classico teorema de Pitédgoras?

Todos o papagueiam, é certo, mas poucos O
viram vivo e a saltar tal como é.

Mas agora reparo que estou aqui de um modo
que pode parecer impertinente, eu, um intruso
em coisas da matematica pretendendo através da
fGazeta de Matemdatica» ensinar o Padre Nosso
ao Vigario pois que isto e muito mais ja4 o sabem
os seus leitores. N&do é éste o nosso fim mas antes
aproveitar o honroso convite de colaboragédo para
tornar publico junto dos que mais particularmente
se interessam pelos progressos do ensino, algo
que por nao ser s6 nosso nos parece deve ser
conhecido.

Encarregado vai para treze anos de dirigir os
cursos de Trabalhos Manuais para alunos e de
iniciacdo para professores no Liceu de Pedro Nu-
nes, tenho-me esforgado por contribuir, quanto
possivel, para uma modificagdo nos processos de
ensinar, tornando o ensino activo de modo a criar
no educando um interésse vivo.

A crianca ndo atinge nem pode compreender
sendo o que vé.Se a isto acrescentarmos, o que
é essencial nessas idades, uma participagdo activa,
acompreensdo torna-se facil.

O Trabalho Manual serve admiravelmente éste
objectivo educativo, porque a crianga €, como
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acertadamente diz W.
actuante.

Nesta orientacdo e no que respeita em especial
ao ensino das mateméaticas elementares, temos
realizado com o auxilio de professores e de alunos
uma pequena colec¢cdo de modelos que passamos
a citar:

James : um organismo

Algebra
1. Verificacdo experimental da igualdade :
(a+ bY-=a*+2abtV-.
2. Verificagdo experimental da igualdade :
(a-bf=a-"2ab + b*.
3. Verificagdo experimental da igualdade :
(a+ bX"a-b)"*-A,
4. Verificacdo experimental da igualdade :
(o -ta)'= «3 + 3a’b+30" + 0».
Geometria
Plana

Verificacdo experimental das seguintes
sigles :

propo-

6. A soma dos angulos internos dum tridangulo
é igual a 180°.

6. A soma dos angulos externos dum poligono
convexo € igual a 360°.

7. Dos segmentos que de um ponto se podem
conduzir para uma recta, o menor é o segmento
perpendicular.

8. O angulo inscrito numa circunferéncia tem
por medida metade da amplitude do arco com-
preendido entre os seus lados.

9. Todo o angulo inscrito que subtende uma
semi-circunferéncia é recto.

10. Duas figuras homotéticas a uma terceira,
sdo homotéticas entre si.

11. Um tridngulo is6sceles é equivalente a um
rectangulo com a mesma altura e- cuja base é
metade da base do tridngulo.

12. Um paralelogramo ¢é equivalente a um
rectingulo da mesma base e da mesma altura.

13. Os angulos e os lados opostos de um para-
lelogramo sé&o iguais, respectivamente.

14. A &rea dum poligono regular é igual ao pro-
duto do semi-perimetro pelo ap6tema.

15. A 4&rea do circulo é igual ao produto do raio
pelo semi-perimetro da circunferéncia.

16. A &rea dum trapézio é igual ao produto da
sua mediana pela altura.

17. Modélo permitindo demonstrar véarias pro-
posigdes :

I — A altura decompde um tridngulo rectadngulo
em tridngulos semelhantes entre si e cada um
semelhante ao triangulo dado.
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Il — Um cateto é mais proporcional entre a
hipotenusa e a sua projeccdo ortogonal sdbre a
hipotenusa.

Il — A altura é meia proporcional entre os
segmentos que determina na hipotenusa.

IV — Teorema de Pitagoras.

18 — O quadrado da hipotenusa de um tridngulo
rectdngulo é igual & soma dos quadrados dos ca-
tetos (Pitdgoras).

19. A razdo das éareas de duas figuras homoté-
ticas é igual ao quadrado da razdo de homotétia.
No Espaco

20. Dos segmentos que de um ponto se podem
conduzir para um plano, o menor é o segmento
perpendicular.

21. A condicdo necessaria e suficiente para que
uma recta seja perpendicular a um plano é que
seja perpendicular a duas rectas concorrentes do
plano.

22. As intercepgbes de um plano com planos
paralelos, sdo rectas paralelas.

23. Um paralelipipedo recto é equivalentea um
paralelipipedo rectdngulo da mesma altura e base
equivalente.

24, Um prisma obliquo é equivalente a um
prisma recto de aresta lateral igual e cuja base
seja a secgdo recta do prisma obliquo.

25. Um prisma triangular recto é equivalente a
trés tetraedros da mesma altura e bases equiva-
lentes.

Trigonometria

Modelos para verificar experimentalmente :

26. A variacdo das funcgdes seno e coseno dos
dngulos de 0 a 90°.

27. A variacdo das fung¢des tangente e  cotan-
gente dos &ngulos de 0 a 90°.
28. A variacdo das fungdes seno, coseno, tan-

gente e cotangente dos angulos de 0 a 90°.

E pouco,como se vé&,0 que esta feito, e porven-
tura ao professor encarregado do ensino convém
fazer executar em classe estes modelos por um
processo diverso, de mais facil realizacdo do que
aquéle que temos seguido.

E evidente que assim deve ser, sempre que
seja possivel, mas de um modo ou de outro aqui
fica bem expressa a nossa conviccdo sdbre a ne-
cessidade de variar de processos adoptando-se na
forma de ensinar, de preferéncia, o modo activo
e experimental.

Aos doutos da especialidade o fazer aquilo que
eu, s6 modestamente, posso formular.

Nota — Os modelos acima citados encontram-se em

exposicdo na Secgdo de Trabalhos Manuais do Liceu
Pedro Nunes de Lisboa.
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N OTA

Parece que o0s novos métodos de ensino véao
enfim penetrando (qudo lentamente !) entre nos.

No nimero 13 da «Gazeta» demos aos leitores
um artigo do prof.Cardoso Guerra sdbre o ensino
experimental da Geometria que, entre outros in-
téressés, tinha o de relatar a sua experiéncia.

Hoje o prof.Lobo de Avila relata-nos uma outra
experiéncia ndo menos interessante — a que tem
vindo a realizar na Seccdo de Trabalhos Manuais
do Liceu de Pedro Nunes.

DOIS PRINCIPIOS

PEDAGOGICOS

Bom ser4a que todos os interessados pelo ensino
das Matemdticas Elementares déem a estes traba-
lhos téda a atencdo que merecem. A «Gazeta»
gostaria de recolher depoimentos s6bre o assunto
e de instituir s6bre éle um largo debate"'.

B. C.

"> PublicAmos no ultimo ndmero_da «Gazeta» um extenso
artigo do Dr. Sebastido e Silva sébre o ensino dos loga-
ritmos no Liceu. Como néle n&o vejo nenhum facto novo
que permita avancar ou esclarecer adiscussdo do problema
pedagdgico  que aqui debatera, abstenho-me de o comentar.

GERAIS

por J. W. A. Young
(de «Lectures on fundamental concepts of Algebra and Geometrv»)

1. Ndo deve ser dada a definicdo formal de
qualquer ttrmo  que ndo possa  dar-se  por. meio
de ideias  obviamente mais simples do que o térmo
definido.

2. Nado deve ser tentada  a demonstracdo formal
duma  proposi¢éo que parece evidente ao aluno, sem
demonstrac&o.

A alguns pode parecer um desperdicio de tempo
gquando se insiste no que é evidente. E, contudo,
a grande maioria dos nossos compéndios o tornam
necessario para assinalar absurdos pedagoégicos.
E dificil saber porque tantos dos nossos autores
de compéndios ainda os incluem nas suas obras.
Pode ser que os seus livros lhes parecam cienti-
ficamente defeituosos se tudo nédo definirem e
demonstrarem formalmente. Mas, pelo contrario,
tal atitude é tdo absurda cientifica como pedago-
gicamente. E por uma necessidade légica que
alguns térmos ficam por definir e algumas pro-
posicbes por demonstrar. «Mas», podem dizer,
«ndo € de desejar aredugdo do nimero de pro-
posi¢des ndo demonstradas ao minimo?» Né&o!
Pedagogicamente, é muito indesejavel e, cientifi-

MOVIMENTO

camente, ndo é necessario. Para uma mentalidade
amadurecida, o problema dareducdo aum minimo
do nimero de térmos definidos e de tornar inde-
pendentes as proposi¢cdes ndo demonstradas dum
conjunto é interessante e importante; para a
mentalidade do aluno do liceu, o problema nédo
tem sentido. Deixemos que sejam grandes o nu-
mero de térmos ndao definidos formalmente e o
nimero do que podemos chamar proposicles
preliminares (isto é, proposi¢cdes formalmente
ndo demonstradas). Lembremo-nos que a nossa
primeira finalidade ndo é ensinar os alunos a
saber geometria, mas sim leva-los a pensar geo-
metria. Tal pode ser conseguido somente susci-
tando o seu interésse pelas figuras e problemas
geométricos e levando-os a pensar nisso a seu
modo, primeiro. Os raciocinios dos préprios alu-
nos devem ser dirigidos gradualmente para o
modo formal. Ndo é nunca conveniente aprender
a pensar geometricamente sendo obrigado a repe-
tir os raciocinios doutrem sob uma forma que
aparecera, pela natureza do caso, como artificial
e anti-natural.

Tradugdo de A. SA DA COSTA

MA TEMATICO

Seccdo a cargo de A. Pereira Gomes

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

No dia 20 de Margo realizou-se a reunido ordi-
naria da Assembléia Geral da S. P. M.

Aprovou-se por unanimidade o relatério e as
contas da Direcgédo, relativos a 1942.

Procedeu-se a eleigdo dos corpos gerentes para

o biénio de 1943-44, cujos resultados foram os
seguintes :

Mesa da Assembléia Geral : Presidente, Dr. Luiz
Passos ; i.° secretario, Dr. Francisco Inacio da
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Silva; 2.° secretério, Dr.* D. Maria Anténia Régo
Chaves.

Direccdo : Presidente, Dr. Aureliano de Mira
Fernandes; Vice-Ptesidente, Dr. Manuel Peres;
Secretério Geral, Dr. Bento Caraca ; Tesoureiro,
Dr. Alfredo da Costa Miranda; i.° Secretario,
Dr. Carlos F. Carvalho ; 2° Secretario, Eng. F. Car-

valho Aradjo ; Vogal,
Trigo de Sousa Zanatti.

Dr.* D. Maria Henriqueta

Delegados & Associagcdo Portuguesa para o Pro-

SEMINARIO DE FiSICA TEORICA

No passado més de Fevereiro o Assistente Fer-
nandes de Sa, da Faculdade de Ciéncias do Porto,
efectuou duas comunicagdes sd6bre alguns resul-
tados obtidos no trabalho que vem realizando
dentro do Semindario de Fisica Tedrica anexo ao
Centro de Estudos Matematicos daquela Facul-
dade, que, como ja aqui dissemos, tem desenvol-
vido a sua actividadesob a orientagdo do Dr.Guido
Beck.

Na |.'comunicagédo, Microestrutura geométrica
do espago-tempo electrénico, definiu-se uma geo-
metria do espaco métrico que no caso de 4 dimen-
s@es permite uma nova interpretacdo das equa-
¢0es de Dirac da cinematica do electrdo. O espago
definido apresenta flutuacdes proprias, microsco-

SOBRE O ENSINO

*  por

2. Pareceu-nos interessante, sobretudo para os
Clubes de Matemética, dar uma idéia de uma ligéo
sObre assunto tdo curioso como o problema dos
isoperimetros.

O curso de «Questdes escolhidas de Geometria
elementar» dado pelo prof. Hopf, é um curso do
3. semestre muito frequentado por professores
de Liceu. Ocupa uma licdo semanal de 2 tempos
de 45 m.

Depois do estudo anteriormente feito dos polie-
dros de Euler, anéalise de varias demonstragdes
do teorema de Euler para os poliedros convexos,
aplicagdes, no¢cdes de topologia combinatéria, teo-
rema da congruéncia de Cauchy para os poliedros
convexos e de propriedades globais da curvatura
em curvas e poligonos, comecou nesta licdo o
estudo do problema dos isoperimetros que pode
enunciar-se como segue: Dadoumndmero £ >0,

gresso das Ciéncias - Dr.Bento Caraga, Eng. Fran-
cisco Leite Pinto.

Com o relatéorio da Direcgdo foiaprovado um
voto de agradecimento a Imprensa, com mencéo
especial da Gaseta de Matematica pela atengédo
com que seguiu a actividade da S P. M.

Em 25 de Margo, as 21 horas, na Faculdade de
Ciéncias (Sec¢cdo de Mateméatica) realiza-se a ce-
riménia da posse dos novos corpos gerentes.

ANEXO AO C. EE M. DO PORTO

DA MATEMATICA

Maria do Pilar

picas e leva a considerar as propriedades do elec-
trdo como consequéncias da estrutura geométrica
do continuo espaco-tempo onde éle se move.

P6sto que ndo houvesse a intengdo de axioma-
tizar a geometria considerada, iniciou-se o seu
estudo no caso «= 3.

Na 2. comunicacédo, Transformagdes relativistas
das grandezas quanticas, estudou-se o0 comporta-
mento das formas bilineares <i>*My e das matrizes
Tjw<t> em rotacdes espaciais e em transformacgdes
de Lorentz gerais; y e ? representam
V e « solugdes matrizes da equacédo de Dirac, M €
uma matriz do sistema base.

spinores,

A. PEREIRA GOMES

NA SUICA

Ribeiro

determinar a curva plana fechada de
mento L que limita uma &rea maxima. A solu-
¢do é, como se sabe, a circunferéncia de raio
£/2ir. A area é entdo y* = Z//4ir.

O problema pode ainda ser pdsto desta 2. ma-
neira : Dadoum nimero y exprimindo uma 4area,
determinar a curva plana fechada de comprimento
minimo que limite esta area.

O problema data ja da antiquidade grega (é o
problema de Dido) e ja entdo foiindicada a solu-
¢do. Parece que, depois, o préoprio Galileo se teria
ocupado déle. Pela primeira vez Steiner, em 1830,
dd duas demonstra¢gdes muito interessantes mas
incompletas, e é Weierstrass, em 1870, que déle
dd a i."demonstragdo completa. Analizam-se as
duas demonstracdes de Steiner e depois duas
demonstragcdes modernas :

compri-

Steiner demonstra que: dada uma curva plana
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de comprimentolL, que ndoseja a circunferéncia,
é sempre possivel determinar uma outra curva
plana do mesmo comprimento, limitando uma
4rea maior.

i." hipétese. A curva ndo é convexa. Neste caso
pode sempre tracar-se uma tangente comum a
dois pontos da curva e tomar-se o simétrico dum
dos arcos em relacdo a tangente. A nova curva
tem o mesmo comprimento da anterior, mas limita
uma area maior. Podemos passar, pois,ao exame
da 2." hipo6tese: a curva é convexa. Seja L o seu
comprimento e y a &rea que limita. Tomemos
uma corda AB tal que dois arcos determinados
por ela tenham o mesmo comprimento. A area y
fica decomposta em duas, y, e y..
Tomando o simétrico do arco que limita a area vy,
em relagdo a AB, obtenho uma curva do mesmo
comprimento/, elimitando uma area 2y..>"»,-(-_y.,.

Podemos agora limitarmo-nos as curvas con-
vexas tendo um eixo de simetria.

E sempre possivel, se a curva ndo é uma cir-
cunferéncia, determinar um ponto P tal que o
tridngulo [ABP] néo sejarectangulo em P. A sua
4rea sera méaxima, supondo constante os compri-
mentos dos lados AP e BP, quando o angulo
APB foOr recto. Entdo podemos tragcar um ftrian-
gulo rectangulo de catetos iguais a AP e BP so-
bre os quais se podem construir arcos congruen-
tes aos anteriormente determinados pelo ponto P
sObre o arco AB. Formando a figura simétrica
da assim obtida em relacdo a AB, ficamos com
uma curva de comprimento X, limitando uma
4rea maior.

E Steiner concluia daqui: Como éste processo
era valido para tédas as curvas que nao féssem
a circunferéncia, esta era aquela curva que
tava uma area maxima.

limi-

Esta conclusdo ndo é, como facilmente se veri-
fica, legitima: H& problemas de extremais que
ndo tém solugdo; Steiner ndo deu sendo um pro-
cesso para construir uma nova curva a partir de
curvas que ndo sao circunferéncias, e nada afir-
mou quanto a existéncia duma curva limitando
uma area méaxima.

Um exemplo de problema anéalogo, sem solu-
¢cdo, € o seguinte: Dado um segmento de recta AB
e uma recta AC de direccdo diferente de AB

determinar uma curva AB tangente em A a AC
e cujocomprimento seja minimo. E féacil ver que
dada uma curva de comprimento L é sempre
possivel determinar uma outra, satisfazendo am-
bas as condi¢cfes impostas, e de comprimento
menor. A menor distancia de A a B é o segmento

Sejay, <y~
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AB que sO seria solugcdo quando as direcgdes de
AC e AB coincidissem. E pode esclarecer-se o
raciocinio de Steiner estabelecendo o paralelo
com o seguinte :

Consideremos asucessdo dos nGtmeros naturais

1,2,3,00-,», soe

e seja <?(«) um processo que permite dado um
nimero « obter um maior (o seu quadrado, por
exemplo). Este processo aplica-se a todos os
nimeros naturais, excepto 1.

Concluir-se-ia com Steiner: Dado um nUmero
qualquer natural, diferente de 1, é sempre possi-
vel determinar um maior. Entdo 1 é o maior de
todos.

Steiner deu ainda uma 2. demonstracdo do
mesmo problema ; mas incorreu no mesmo érro.
Ela corresponde a 2." maneira de formular o pro-
blema e é, como a anterior, interessante e enge-
nhosa.

Ele demonstra que dada uma area y limitada
por uma curva de comprimentolL, é sempre pos-
sivel, se a curva ndo for a circunferéncia, deter-
minar uma curva de comprimento L* < L [limi-
tando a mesma 4rea.

Podemos, como anteriormente, analizar o caso
das curvas convexas.

Tomemos uma recta d, de direc¢do qualquer,
mas cuja direccdo ndo ¢ a dum eixo de simetria
para a curva, e as cordas perpendiculares a esta
recta. Se transportarmos estas cordas, paralela-
mente a si mesmas, e de modo que 0S seus meios
figuem sobre a recta d, obteremos uma nova
curva ¢ simétrica em relagdo a d. Esta curva
limita uma area y* =y (principio de Cavaliéri) e
tem um comprimento L' <LL (determinem-se os
comprimentos das duas curvas).

Como a circunferéncia é a Gnica curva para a
qual ndo existe uma direc¢do a que nao corres-
ponda um eixo de simetria, Steiner tirou conclu-
sfes analogas as anteriores.

Além de Steiner, preocuparam-se com 0 pro-
blema os irmédos Jodo e Jacob Bernouilli e Euler
que deram a condicdo necessdria. O problema
estava nos fundamentos do céalculo das variag0es,
mas s6, com Weierstrass (1879), a andalise atinge o
desenvolvimento que lhe permite dar entdo uma
condi¢gdo suficiente, embora por um processo
nada elementar.

Schwarz, em 1884, d4a também uma demonstra-

¢do, mas embora se ndo sirva de grande apare-
lhagem mateméatica, a sua demonstragdo também
ndo é facil. Coloca a questdo para os poligonos

de n lados iguais, ndo regulares, e demonstra que
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os poligonos nestas condi¢cfes que ocupam uma
maior area sao os regulares. Por consideragdes
para as curvascircunscritasa poligonos, demons-
tra ser a circunferéncia a que limita uma area
maior.

Podem consultar-se para éste problema os
livros : Blaschke — «Kreis und Kugel» e Bonnesen
— «Les problémes des isoperimétres et des isé-
piphanes».

As duas demonstracfes modernas aparecem em
1902 com Hurwitz e em 1939 com F.Schmidt.

O professor Hopf desenvolveu estas duas de-
monstrac6es na ligdo seguinte, discutiu-as e mos-
trou uma conexdo inesperada entre a teoria das
séries trigonométricas e o problema dos isoperi-
metros que é posta em relévo pela demonstragédo
de Hurwitz.

3. O 3.’ curso a que nos referimos é o de geo-
metria difsrencial regido pelo prof. Plancherel.

Compreende 4 tempos semanais de 45m sendo
um déles dedicado a correcgdo de exercicios pro-
postos em ligcOes anteriores.

Foram até agora resolvidos 36 exercicios dos
quais transcrevemos alguns que podem dar uma
idéia do nivel do ensino neste 3.° semestre da
Escola.

1) Demonstrar que, se o plano osculador a uma
curva torsa C é tangente a uma esfera fixa de cen-
tro O: i.° o plano rectificante passa pelo ponto O ;
2. a razdo entre o raio de curvatura p—I/A e o
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raio de torsdo 0=1/T é uma funcao linear do arco
p/<s=As+B e 3.° estabelecer o0s reciprocos.

2) Demonstrar que o plano tangente a superfi-
cie xyz=4, limita com os planos de coordenadas
um tetaedro de volume constante.

3) Consideremos a familia dos planos rectifi-
cantes duma curva. Mostrar que a caracteristica
do plano rectificante é o eixo instantaneo de ro-
tacdo do triedro de Frenet.

4) Une-se um ponto fixo O a um ponto varia-
vel P que se desloca sobre uma superficie esfé-
rica. Determinar o invélucro dos planos que pas-
sam por P perpendiculares a OP .

5) Demonstrar que a superficie Aa’s=(x —
—2a’)(y —2a) possue uma linha de pontos um-

bilicais e que esta linha é a interseccdo desta
superficie com a esfera x° Jry’+s'=ia’.

6) Demonstrar a proposi¢do seguinte : Se a
curva de interseccdo de duas superficies é uma
linha de curvatura para cada uma das duas super-
ficies, estas cortam-se ao longo desta linha sob
um angulo constante e reciprocamente. (Utilizar
a formula de O. Rodrigues).

7) Demonstrar que as torsdes de duas linhas
assintoticas gne passam por um ponto duma su-
perficie sdao iguais e de sinais contrarios e que o
quadrado da torsdo da linha assintotica é igual a
curvatura total com o sinal trocado.

ANTOLOGIA

O «DISCRETO»

E O

«CONTINUO»

por E.T. Bell

(de «Men of mathematics*, traduzido em francés com o titulo «Les grands mathématiciens»)

Desde o0os tempos mais remotos, duas tendén-
cias inversas, que por vezes se auxiliam mutua-
mente, tém governado o desenvolvimento geral
da Matematica: uma refere-se ao «discreto»; a
outra, ao «continuo».

O discreto aplica-se a descrever toda a Natu-
reza e toda a Matematica, atdmicamente, por meio
de elementos distintos, individualmente identifi-
caveis, como os tijolos duma parede, os numeros
1, 2, 3, etc. O continuo procuraesquematizar os
fendmenos naturais, o curso dum planeta sobre
a sua Orbita, a passagem duma corrente eléctrica,
0s movimentos periédicos das marés e uma mul-

tiddo de outros fendémenos que nos induzem a
crer que conhecemos a Natureza segundo a for-
mula mistica de Heraclito: «Tudo flue». Hoje,
éste «fluir» 011 o seu equivalente «a continui-
dade» tornou-se uma idéia tdo pouco clara que
é quasi vasia de sentido. Mas deixemos isso por
agora.

Intuitivamente,  n@&s sentimos que sabemos o0 que
se deva entender por «movimento continuo»
como o duma ave ou duma bala no ar,ou a queda
duma gota da chuva. Este movimento é doce: néo
se faz por sacadas, ¢ ininterrupto. No movimento
continuo ou, mais geralmente, na proépria conti-
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nuidade, os nameros individualizados 1, 2, 3, nédo
constituem a imagem matematica adequada. Os
pontos dum segmento de recta, por exemplo, nédo
constituem entidades tédo separadas como os ele-
mentos da sucessdo 1, 2,3,..., em que a passa-
gem dum térmo ao seguinte € sempre a mesma
(déste modo: 1, 1+1=2, I-)-2=3, e assim suces-
sivamente) : porém, entre dois pontos dumarecta,
por muito préximos que estejam, nés podemos
sempre encontrar, ou pelo menos imaginar, um
outro ponto : ndo ha passagem imediata dum ponto
ao seguinte, por isso que n&do ha pontos conse-
cutivos.

A concepg¢do da «continuidade» quando aplicada

SOBRE AS MODERNAS

TENDENCIAS DA

GAZETA DE MATEMATICA

a maneirade Newton, de Leibniz e dos seus suces-
sores, conduz ao dominio ilimitado do Calculo
Infinitesimal e das suas numerosas aplicacfes a
Ciéncia e a Técnica ; conduz a tudo que se chama
hoje a Andlise Matematica. O outro quadro, o do
discreto, é o dominio da Algebra, da Teoria dos
NUumeros, da Ldégica Matematica. A Geometria
participa simultaneamente da natureza do conti-
nuo e do discreto.

Uma das grandes miss0es dos matematicos de
hoje é harmonizaro continuo e o discreto, elimi-
nar déles tdda a obscuridade e encorpora-los numa
matematica alargada.

Traducdo de J. SEBASTIAO E SILVA

MATEMATICA

por E. T. Bell
(de cMen of mathematics*, traduzido em francés com o titulo <Les grands mathématiciens»)

Poincaré foi o altimo sdbio que conseguiu abra-
car praticamente todo o dominio das matematicas,
puras e aplicadas. Cré-se geralmente que seriaim-
possivel a um cérebro humano de hoje assimilar
mais de duas das quatro divisdes principais das
matematicas: aritmética, algebra, geometria, ana-
lise, sem falar da astronomia e da fisica matema-
tica, e ainda menos de realizar ai qualquer obra
criadora de primeira ordem ; ora, mesmo em 1880,
na época em que se abria a grande carreira de
Poincaré, pensava-se ordinariamente que tinha
sido Gauss o Gltimo mateméatico universal ; ndo
sera, portanto, impossivel que algum futuroPoin-
caré consiga, uma vez mais, cultivar o dominio
completo.

A medida que as matematicas se desenvolvem,
contraem-se e dilatam-se alternadamente, um
pouco a maneira dum dos modelos do universo
de Lemaitre. Actualmente, nés atravessamos um

periodo explosivo de expansédo, e é absolutamente

OS FILOSOFOS

E A

impossivel aum ser humano tamiliarizar-se com a
enorme massa cadtica de matematicas que tem
inundado o mundo desde 1900. Mas ja, em certos
sectores, se vé desenhar uma tendéncia para a
contracg¢do, que nos deve regosijar; acontece isto,
por exemplo, com adlgebra, em que a introducao
em grande escala, dos métodos axiomaticos torna
imediatamente a questdo mais abstracta, mais
geral e menos desconexa. A maneira moderna
de abordar os problemas faz descobrir analogias
inesperadas, que em certos casos Sao mesmo
identidades disfarcadas ; e pode conceber-se que
a préoxima geracdo de algebristas ndo terd neces-
sidade de conhecer tudo o que é agora conside-
rado importante, porque muitos dos pontos
particulares dificeis foram reduzidos, e encorpo-
rados em principios gerais mais simples e de
maior alcance.

TraducSo de J. SEBASTIAO E SILVA

MATEMATICA

por E.T. Bell

(de «Men of mathematics, traduzido em francés com o titulo cLes grands mathématiciens» )

Por um dos veredictos mais irénicos que se tém
conhecido no decurso do longo processo da expe-
riéncia contra a especulacdo, a descoberta de
Ceres coincidiu com a publicagdo dum ataque
sarcastico do famoso filésofo G. W. Hegel (1770-
-1831) contra aconjectura dos astrénomos, nainves-
tigacdo dum oitavo planeta. Se éles prestassem
um pouco de atencdo a Filosofia, declarava Hegel,

veriam imediatamente que nao pode haver senéo
sete planetas —nem mais um, nem menos um.
Tais investigacdes representavam, portanto, uma
estupida perdade tempo. Sem duavida, éste ligeiro
lapso de Hegel foi explicado, bem ou mal, pelos
seus discipulos, mas o que éles ndo conseguiram
foi suprimir as centenas de pequenos planetas
que se riem do seu anatema olimpico.
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Né&o é desprovido ae interésse notar, de passa-
gem, o que pensava Gauss a respeito dos fil6so-
fos que se ocupam de questdes cientificas, de
que ndo percebem nada; isto aplica-se, em par-
ticular, aos filésofos que esgravatam nos funda-
mentos da Matematica, sem terem préviamente
agucado o bico sdbre algum duro edificio mate-
matico. Inversamente, isto explica a razdo por
que B. Russell (1872), A. Whitehead (1861), David
Hilbert (1862), da nossa época, trouxeram contri-
buicdes importantes a filosofia das matematicas :
é que sdo matematicos.

Escrevendo ao seu amigo Schumacher, a 1 de
Novembro de 1844, Gauss declara: «Vé-se a
mesma coisa (a incompeténcia matematica) entre
os filésofos contemporéaneos Schelling, Hegel,
N. von Essenbeck, e os seus sucessores; ndo nos
fazem éles pdr os cabelos em pé com as suas

MATEMATICAS

Exames de Aptiddo as

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

Ponto n.° 5

1255—Resolva a equagdo 5-f>*—1/2)2/2=3*2
determinando o valor numérico das raizes reais
até a aproximacdo de uma décima. R: As raizes
da equagdo s&o dadas pela expresséo x=+ [(—10+
+ 256") :4]"™'= + [(-10 + 16) :4]"" e as raises
reais sdo: x= + (3/2)'"*- +1,2.

1256 — Simplifique a expressao .r-"‘jy*
e determine o seu valor numérico para .r=1,3273
e ~>=0,3456 utilizando logaritmos. R: A  expressdo
simplificada € x.y" donde log x+ 7/3 logy =
=0,12297 + 7/3x1,53857 = 1,04630 e para valor nu-
mérico da expressdo  0,11125.

1257 — Sabe-se que a area de um terreno com
a forma rectangular é igual a 2,25 hectares. Me-
diu-se o angulo que faz uma diagonal com um
dos lados, obtendo-se o valor 37°26' 30" . Calcule
o comprimento e a largura do terreno, dispondo
de uma tdbua de logaritmos. R: A area do rec-
tangulo em funcdo da diagonal ¢ dada por
A=d'senacosa se for d a diagonal e 7.0 seu
angulo com um dos lados. No caso posto é 225 =
= d’sen 37°26'30" cos 37° 26 30" e por isso logd =
= 1/2 (log 225 + colg sen a+ colg cos a) = 1/2 (2,35218 +
+ 0,21613 + 0,10019) = 1,33425. Por outro lado, se
forem a.eh os lados do rectangulo serdo a=dsenx
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definigdes? Leia na histéria da filosofia antiga
0 que os grandes homens dessa época, Platédo
e outros (exceptuo Aristételes) davam em matéria
de explicacées. E mesmo com o préprio Kant, as
coisas muitas vezes nao se passam melhor; a
meu ver, a sua distingdo entre juizos analiticos e
sintéticos é uma daquelas idéias que, ou caem na
banalidade, ou sédo falsas». Quando escrevia estas
linhas, em 1844, Gauss estava em plena posse da
geometria ndo euclideana, que era ja uma refu-
tacdo suficiente do que diz Kant sdbre o «espago»...

N&o se va porém concluir déste exemplo iso-
lado, relativo a pormenores técnicos puramente
matematicos, que a Filosofia ndo era apreciada
por Gauss; todos os progressos filoséficos tinham
paraéle grande interésse, conquanto desaprovasse
muitas vezes o0s meios pelos quais tinham sido
alcancados. Tradugdo de J. SEBASTIAO E SILVA

ELEMENTARES

Escolas Superiores (1942)

e b=dcosa; logo loga=logd +logsen«=1,33425 +
+1,78387=1,11812 e a=131m; e logb=1logd +
+ logcosa=1,33425 + ,89981 =1,23406 e b=172m.

1258 —Definasuperficie de revolugdo. Indique,
sem definir, alguns sélidos limitados, total ou
parcialmente, por tais superficies.

1259 — Diga como construia um quadrilatero,
dados dois angulos opostos, as diagonais e o
angulo que estas fazem entre si. R : Seja AB uma
das diagonais que
é vista dos vérti-
ces DeC sob os an-
gulos aep, dados,

(angulos 0postos).
Construem-se 0s
lugares dos pontos
sob 0s quais é visto

0 segmento A B se-
gundo aquéles an-
gulos. Sejam O e
O' os centros dos
arcos que consti-
tuem tais  lugares.
Por um déles O
(por exemplo)

centro do arco de

raio r, tracemos uma recta O' O' que forme com
AB o0 angulo dado y das duas diagonais, sendo
0' O o comprimento da segunda diagonal. Com
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centro em O eraio r, traga-se uma  circunferéncia
que cortar& ou ndo o arco de centro O. Se houver
pontos de encontro, seja C um déles. Por C traco
uma paralela a O' O que encontrard o arco de
centro O*em D. ACBD 4 um um dos quadrilateros
que se podem construir, e o outro ACBD'. E facil
notar que pode haver 2,1 ou O solugdes.

1260 —Determine as solucdes inteiras e posi-
tivas da equagdo .v-(2_y +5) : 5=100/6-3y . R: A
equacdo proposta & equivalente a 30.r-f78y = 530,
equacdo que nao tem solugdes inteiras, 0 mesmo

a  proposta.

sucedendo a
Solugdes dos n.** 1255 a 1260 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.° 4
1261 — Determine o parametro m de modo que

a equacdo 5.% + (2»»+1)x+m —2=0tenhaduas rai-
zes X' e X" que satisfagcam arelagao 2™NM+5AT"—1=0.

R : As equacbes que resolvem o problema sdo 2x' +
+5x" =1; x"+x"=-(2m +1):5 e xx"=(m-2) :0.
A resolucdo do sistema da& para m os valores

m'=-4 e m"=1/8,

1262 —Escreva e simplifique o térmo médio do
desenvolvimento de (v/2~a- ~Ti2af. R: T,=-20.

1263 — Escreva o térmo geral da sucessao

6 9 12 o '

1'5' g " e calcule o seu limite quando o nu-

mero de termos cresce indefinidamente. R: O lér-
3n . )

mo geral € u,=y,_7 e limu,, = 34.

1264 — A altura de um trapézio rectangulo mede
198,15 metros e uma das suas bases é dupla da
outra. Calcule a medida do menor angulo interno
do trapézio, sabendo que a base maior mede
426,38 metros. Utilize logaritmos. R: A equacdo
que resolve o problema & 198,15=213,19 tga donde
a=42° 54" 20» .

1265 - Os angulos ?.e gsao dois angulos posi-
tivos que satisfazem as relagfes: a+ p< w/2;
sen a- "2/2 ; cos p=I1/2 . Calcule tg(».+ p). R: Dos
dados do problema conclue-se que tgo.=l e tgp= Vv/3
donde tg(@a+p)=- (2+0) .

1266 — Em que quadrantes sdo simultanea-
mente crescentes as funcdes : tangente e secante.
Justifique a sua resposta.

GAZETA DE MATEMATICA

1267 —Demonstre que toda a recta conduzida

pelo ponto de intercepgdo das diagonais de um
paralelogramo é dividida por éste ponto e pelos
dois lados opostos em duas partes iguais.
R : E facil ver que com a recta, uma diagonal e os
dois lados opostos cortados pela recta, se formam
dois triangulos iguais de que dois lados sdo os
segmentos em que fica dividida a recta;  opondo-se
ésses dois lados a angulos iguais éles sdo, por isso,
iguais.

1268 — A secgdo feita num cone de revolucao
por um plano que passa pelo eixo é um triangulo
equilatero cuja area é v/3cm’. Calcule aarea total
do cone. R; A é&rea do triangulo equilatero em
funcdo do lado (geratriz do cone) & t/3=g*v/3/4,
donde g=2cm. O raio da base do cone é g/2=I'cm
eaarea total A=-r(g+r)=3,14x1(2+1)=9,42cm".

Solugdes dos n.”* 1261 a 1268 de J. Calado.

I.S.C.E.F. - Exame de Aptiddo, 1-8-1942

1269 —a) Diga que propriedades conhece das
equacOes do 2.° grau. b) Resolva a desigualdade

{x-\ ——I<0. R: A desigualdade dada im-
plica itm dos dois sistemas

j(x-f-3)(x-2)>0 (x<-30«x>2
Njx+D(x—1)<0 (1< x<1 impossivel;

I(x +3)(x-2)<0 | -3<x<2
I (x-1) >0 jx<-1
-3 <x<-1 oul<x<?2.

oux>1

1270 — Calcule o valor numérico da expressao

If1-1 3
&T\~pr~C*\ Pere ssieiser 6= 2004,
/ab(b-a)V /ab\'‘'
V b*-a* ) Uw '

log A = 5(log 141,43 -flog 20,04 -I-colog 161,47) =
= - (2,1505415 +1,3018977 + 3,7919082) =

= | »1,2443474 = 0,4147825,

donde A =2,59885.

1271—a) Enuncie as propriedades que rela-
cionam a medida de um angulo cujos lados inter-
sectam arcos de circunferéncia com as medidas
désses arcos, b) Dadas duas circunferéncias con-
céntricas, calcule aarea do segmento determinado
no circulo de raio maior por uma tangente a cir-
cunferéncia de raio menor. Caso particular : /?=2r.
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R: Seja O o centro das duas circunferéncias  de
raios Rer (r< R),AB a corda da circunferén-
cia de raio R tangente a deraio r, e 2a a medida
em radianos do angulo AOB . Tem-se

A = irR"s2/27r- area [AOB] =*R‘- r "R’-r’' =

=R?arecosR——r I/R*—r'. Para R=2r,

A =4r’. arecos - —r 1/3r° = (4w/3-

1272 —a) Defina poliedro regular e descreva
os poliedros regulares que conhece, b) Dado um
cubo de lado L, inscreve-se néle uma esfera e
nela um cubo de lado /. Calcule a razdo dos vo-

lumes dos dois cubos. R: O diametro da esfera e
igual ao lado do cubo circunscrito eigual a dia-
gonal do cubo inscrito. Logo D =L*=31 donde

éViv=Ll1"=3"3.

1273 — Calcule o perimetro e a area de um tra-
pézio rectangulo conhecendo aaltura: A= 7,45 me-
tros, a base menor: 6= 2514 metros e o angulo
obtuso que lhe é adjacente: a=108°37'43". R: De-
signando por B a base maior, tem-se B—b=hx
xtg(a- ir/l2)=7,45xtgl8° 37" 43" e 1 = h/cos(a—K/2) =
= 7,45/cosl8°37'43", donde log B-b=0,3999062

L*/1'=3. A razdo dos volumes

ou B-b=25113 e log 1=0,8955229 donde 1= 7,8618.

Perimetro: P=B+b+h+1 =68, m.

52,79
*7,45=196,6 m°.

A* s="-h=
1274 — Mostre que, se X, y e z sdo trés nime-

ros em progressdo geométrica, é valida a igual-

dade (x+ty + Z){x—y"-5)=X"+y"+s".

R: A igualdade averificar redus-se a (x+z)'—y =

= X'+y-"+2z° ou, finalmente, a xz=y’. Se y=xr e

z=xr’, tem-se imediatamente xz=x'r'=y’.
Solugdes dos n.* 1269 a 1274 de A . Sa da Costa.

Instituto Superior Técnico
Ponto n.° 4

1275 — Trés proprietarios tém de participar nas
despesas de um canal de irrigagdo proporcional-
mente a extensdo das suas propriedades e na
razdo inversa das distancias das mesmas proprie-
dades ao canal. Tendo as despesas do canal im-
portado em 200 contos, calcular a parte a pagar
por cada proprietario, sabendo que as proprie-
dades tém de extensdo 65 hectares, 96,2 hectares
e 70 hectares, e que as suas distancias ao canal
s30 respectivamente 250 metros, 100 metros e 200

metros. R: Sejam X, y ez as partes apagar pelos

proprietarios. As equacgOes que resolvem o problema
250x 100y 200z

sdo x+y +z=200 e — = 0 que da os

65 96,2 ) (@

valores x=33.078£88 , y=122.391£86 e z=44.529#26 .

1276 — Determinar k de modo que 2.v(\v+ 2)—
—£°>1 seja verificada para todos os valores de x.
R : Deveria ser negativo o descriminante  do trino-
mio, isto €,2+2(k’+1) < O, desigualdade queé im-
possivel, logo o problema n&do tem solugdo.

1277 — Mostre que num triangulo rectangulo de

i ) tgB b
hipotenusa a é R :
1l-rsec.ff a+c

opostos aos angulos
_ tgB b
teB = b,’c e portanto —=
’ l+secB a+c
1278 —Determine a area do losango circuns-
crito a uma circunferéncia de raio 3 centimetros,
sabendo que um dos angulos do losango mede 60°.
R : Seforem dj e dz as diagonais  do losango, sera
di _ 3 dj 3  logo d,=12 e d,=41/3,
2 ~ 88ASH ~ 2 sen 60
logo a area mede 24y/3cm’.

Se forem b

e c os catetos B e C sera

1279 — Determinar a area de um trapézio isos-
celes inscrito numa circunferéncia de raio R,
sendo uma das bases igual ao diametro e um dos
lados nédo paralelosigual a a. R: As equagbes que

resolvem o problema sdo: a’=x"+(R—y)’ e R* =
= x’'+y?; sendo x a altura do trapézio ey metade
da base menor. Entdo =§q t/4R*-

a» a 2
y=R ., eaarea e 2R "ik 2R *4R°-

1280 —Dada uma esfera de raio /?, determinar
a distancia do centro aque se deve tirar um plano
secante para que seja igual ao volume da esfera
a soma dos volumes do cone circunscrito a esfera
com base na sec¢do désse plano e do cone com a
mesma base e vértice no
centro daesfera. R: Seja
y o raio de secgdo  produ-
zido naesfera pelo plano,
X a distancia do centro da
esfera ao plano secante e
z a altura do cone circuns-
crito. A igualdade dos vo-
lumes da-nos a equagdo
4R'=y*(x +2z). Do trian-
gulo rectangulo [ACO],
tira-se a relagdo y‘=xz;
e do triangulo rectangulo
[APQO] deduz-se a equagdo y*+ x*=R". Estas trés
equacbes permitem determinar o valor pedido queé
X =R (y/5—2). Note-se que para a eliminicdo  basta
substituir  y* tirado da 2. equagdo na |." e na 3.7,
dividindo membro a membro as igualdades obtidas.

Solugdes dos n.°" 1275 a 1280 deJ. da Silva Paulo. T
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MATEMATICAS GERAIS-ALGEBRA SUPERIOR-COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR —2.° exame de fre-
quéncia, 1942

1281 — Discutao sistema 9x + my —«--=4, 4mx —
-2y + (m—I)z=m e5*+(2m-1)y-3s=3 (m+2)
onde m é um numero real. R: Determinado para
m =£—1,35/9. Indeterminado para =—1. In-
compativel para m= 35/9.

1282 — Determine a equacao do lugar geomé-
trico dos pontos cujas distancias as duas rectas
ede equacdes ay +bx+c=0 e a'y + b'x+c' =0 estédo
numa relagdo k conhecida.

ay + bx+c a'y+b'x-t-c’
VA 4 b Via* + b*

1283 — Deduza a equacao dum plano que passe
pela recta x=3z\-2, y=—8+3 e diste y3 do
ponto (1,2,-3). R: x+3,675y +0,675z-10,025 =0
« X+ 0,925y - 2,075z - 4,775=0 .

1284 —Prove, sem desenvolver o determinante,

0

que a equacio admite as raizes le c.

R: Para x=1 a\" e a 3.» linhas
X=ca?2"ea 3." colunas sao

sdo iguais. Para
proporcionais.

1285 —Dada a recta r=Ax+By +C=0 e um
ponto M (x, Vo) efectue uma rotagdo dos eixos
supostos rectangulares em térno da origem de
modo que a recta fique paralela ao novo eixo
dos X X .Deduza da operacgdo a formula da dis-
tancia dum ponto a uma recta. R: Efectuar a
rotagdo, calcular a distdncia nesse novo sistema e,
em seguida, desfazer a rotagdo.

1286 — Deduza a equacdo do plano que passa

pelo ponto A/(2,— 3,8) é paralelo a rectar\ e
perpendicular ao plano 13j ,

- I ;
4
R: 28(x-2) +5(y+3)-6(z-8) =0.

Solugdes dos n.°" 1282, 1284 e 1286 de A. Sé& da Costa, e
dos n.°* 1281, 1283 e 1285 de J. Pais Morais.

3,3-8=0.

i. S.C.E.F.—I."CADEIRA —1.° exame de frequéncia,
20-2-1942

1287 - Calcular [1+ I"+i"+ hi"*-]". Discusséo

(n inteiro e positivo). R: S = j-r—7J . Se n=4p

¢ i"=1 e S=0; se n=4p-i-l é "=i e S=I"=1;

se n=4p+2 e i"=—1 e S 1-i il D4
-
p* + + isen (p* + J=(-1y2™+"i;
) I+i\" / 3*
n=4p+3é i"'=—i|tfS:(——Irj:cos|2pi7 + —

) / 3-\
isen (2pr+ — 1

1288 — Verificar que os trés planos de egs.
\x-y-z=0, 2x-2y-3z=0, 2x-3y +2a=t defi-
nem uma superficie prisméatica e determinar os
parametros directores das arestas. Calcular o
volume do prisma que se obtém cortando essa
superficie prismatica por dois planos perpendi-
culares as arestas, um passando pela origem e
outro pelo ponto (2,3,3). R : Consideremos 0
sistema  constituido  pelas equagBes dos trés  planos.
A caracteristica da matriz  dos coeficientes das
varigveis & 2, por ser nulo o Unico determinante
de j." ordem que nela pode formar-se e haver de-
terminantes  de 2." ordem nao nulos. Notemos que

nulos os determinantes 4 - =10,
2

t -1 =1@, 2 2 [= 210 eeque,

2 -3 2 -81
para  principal 0 sistema  constituido por  duas
quaisquer das trés equagBes epara incognitas prin-
cipais x tf y, o caracteristico é, a parte o sinal,
0 determinante 4 —1 0 =10. Por consegaén-

2 2 0

2 -3 1
cia, os trés planos intersectam-se
finem uma superficie prismatica.

Para  determinar 0S parametros
arestas, consideremos,  por exemplo,

tomado

dois a dois e de-

directores  das
a aresta defi-
4x—y —z=0
2x+ 2y i-3z=0
séo 1 -1

2 -3
(1.2, 2).

nida pelos dois primeiros planos

cujos  parametros directores

= 10, -10 ou

O plano - quepassa por O e é perpendicular as
arestas tem por equagdo X+ 2y+ 2z=0 e o plano n*
que passa por (2,3, 3) « 4 perpendicular as  arestas
x-f 2y+ 2z=14. Os pontos de encontro de - com as
as trés arestas sao dados por

X+2y +22=0 ix-]-2y+2z=0 ix +2y 4-2z=0
Ax—y—z=0 14x—y—z=0 ] 2x+ 2y—3z=0
2x-f2y-3z=0, (2x-3y +2z=1, | 2x-3y+2z=0



GAZETA DE MATEMATICA

e sdo (0,0,0) (0, —1/5, 1/5) (2/9, -7/45 , 2/45) e

0 ponto de encontro de com a aresta definida
pelos dois primeiros planos € a solugdo do sistema
1x+2y+2z =14
l4x-y-z=0 isto é (14/9, 28/9, 28/9). O vo-
f2x+ 2y-3z=0
lume do prisma é igual a metade do volume do
paralelipipedo cujas arestas concorrentes num Vvér-
tice sdo determinadas  pelos quatro pontos encon-
trados. Entdo, o volume do prisma tem por medida
y=. 0 0 0 _ 49
0 -1/5 1/5 405

29 - 7/45 2/45
149 289 289

PP R R

I.S.C.E.F.— 1" CADEIKA — 2.° exame de frequéncia,
16-6-1942

1289—Calcular os trés primeiros termos do

desenvolvimento em série da funcdo y 