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DAVID HILBERT 
por Bernardino Machado (C. F. A/f. do Pôrlo) 

A A l e m a n h a t e m s ido u m p a í s onde a e d u c a ç ã o 
se t e m p r a t i c a d o e x t e n s a m e n t e e e m va r i adas d i ­
r e c ç õ e s : e d u c a ç ã o h u m a n í s t i c a , e d u c a ç ã o t é c n i c a , 
e d u c a ç ã o d e s p o r t i v a e p r e - m i l i t a r . E i n t e r e s sando 
os educandos na a c t i v i d a d e p a r t i c u l a r a que se 
d e d i c a m , f azendo-os seus c o l a b o r a d o r e s ac t i vos , 
c o m e ç a n d o a o r g a n i z á - l o s n o e x e r c í c i o da sua 
p r o f i s s ã o o u ar te , r e a l i z a n d o u m a u n i d a d e e n t r e 
o p e r í o d o esco la r e a a c t i v i d a d e do c i d a d ã o , c o m o 
se exe rce a i n f l u ê n c i a da soc iedade na sua f u n ç ã o 
educadora s ô b r e o i n d i v í d u o . 

H i l b e r t , nes ta m á q u i n a educadora b e m mon tada , 
t e v e p o r p r o f e s s o r e s h o m e n s que t i n h a m chegado 
a s ê - I o p e l o j ô g o r e g u l a r da s e l e c ç ã o e fec tuada no 
d e c u r s o das p r o v a s q u e i a m p r e s t a n d o n o seio da 
c o l e c t i v i d a d e educadora . A i n d a e m K õ n i g s b e r g , 
o n d e c u r s o u M a t e m á t i c a , f o i p r o f e s s o r d ê l e H e n ­
r i q u e W e b e r , q u e j u n t a m e n t e c o m R i c a r d o D e d e -
k i n d d e s e n v o l v e r a a r i t m è t i c a m e n t e a « T e o r i a das 
F u n ç õ e s A l g é b r i c a s d u m a V a r i á v e l » . C o m W e b e r , 
H i l b e r t p a r t i c i p o u n u m S e m i n á r i o p a r a o e s tudo 
da T e o r i a dos I n v a r i a n t e s . Es tes S e m i n á r i o s e r a m 
u m dos me i os usados nas U n i v e r s i d a d e s pa ra i n ­
c i t a r os a lunos ao es tudo ; t o r n a n d o - o s c o l a b o r a ­
d o r e s uns dos o u t r o s e t a m b é m dos mes t res , 
d a v a m à e n t u s i á s t i c a ans iedade c i e n t í f i c a de m u i t o s 
u m c a m p o m a i s l i v r e do q u e as aulas a q u e ser­
v i a m de c o m p l e m e n t o . Ne les h a v i a o c a s i ã o p a r a 
e x e r c e r u m a a c t i v i d a d e consc i en t e q u e é u m b o m 
a n t í d o t o à p a s s i v i d a d e r e c e p t i v a a que se p r e s t a m 
os cu r sos s e m m a i s nada . D e p o i s de W e b e r f o i 
seu px-ofessor F . L i n d e m a n n q u e e m 1882 t i n h a 
p u b l i c a d o a d e m o n s t r a ç ã o da t r a n s c e n d ê n c i a do 
n ú m e r o 77. S o b a sua i n f l u ê n c i a H i l b e r t d e d i c o u -
-se à T e o r i a dos I n v a r i a n t e s . F o i p o r ê s t e t e m p o 
q u e se t o m o u de amizade c o m H e r m a n n M i n k o -
w s k i s que e m 1883, c o m 19 anos de i d a d e o b t i v e r a 
o G r a n d e P r é m i o da A c a d e m i a de P a r i s . Os do i s 
colegas e o n o v o p r o f e s s o r A d o l f o H u r w i t z d a v a m 
g randes passeios e m K õ n i g s b e r g e d u r a n t e ê l e s 

m a n t i n h a m longas c o n v e r s a s s ô b r e M a t e m á t i c a . 
A l é m dos p r o f e s s o r e s nomeados , H i l b e r t f o i 
i n f l u e n c i a d o t a m b é m e de m a n e i r a p r o f u n d a p o r 
L e o p o l d o K r o n e c k e r . Es ta i n f l u ê n c i a exerceu-se 
p o r do i s m o d o s : s egu indo os t r a b a l h o s de K r o ­
n e c k e r s ô b r e a T e o r i a dos C o r p o s de N ú m e r o s 
e m q u e ê s t e f o r a o c o n t i n u a d o r de Gauss ; o p o n -
do-se à o p i n i ã o de K r o n e c k e r , q u e , c o m o m o d e r ­
n a m e n t e B r o u w e r , c o n s i d e r a v a i l e g í t i m o s ce r tos 
p rocessos de d e m o n s t r a ç ã o , c o m o os q u e C a n t o r 
e m p r e g a r a na T e o r i a dos C o n j u n t o s . 

E m 1885 es teve e m L e i p z i g n o S e m i n á r i o de 
F e l i x K l e i n e d a í s e g u i u a conse lho d ê s t e p a r a 
Pa r i s onde t r a b a l h o u c o m C a r l o s H e r m i t e . E m 
1886 d e f e n d e u tese e f i c o u c o m o ass is tente e m 
K õ n i g s b e r g . A t é 1892 os seus es tudos v e r s a r a m 
a T e o r i a d o s I n v a r i a n t e s . D e 1892 a 1895 f o i p r o ­
f e s so r a u x i l i a r e m K õ n i g s b e r g d o n d e pas sou a 
G õ t t i n g e n na q u a l i d a d e de p r o f e s s o r o r d i n á r i o . 
A é p o c a de 1892 a 1899 f o i ded i cada à T e o r i a dos 
C o r p o s de N ú m e r o s , d e s e n v o l v e n d o e s i s t e m a t i ­
zando os r e s u l t a d o s de K r o n e c k e r , D e d e k i n d e 
K u m m e r . M a s j á e m 1899 p u b l i c o u o l i v r o * G r u n d -
l a g e n d e r G é o m é t r i e » ( F u n d a m e n t o s da G e o m e ­
t r i a ) que é o m a i s c o n h e c i d o dos seus t r a b a l h o s . 
N ê l e as n o ç õ e s da G e o m e t r i a s ã o i n t r o d u z i d a s 
pe las r e l a ç õ e s l ó g i c a s q u e e s t abe l ecem e n t r e elas 
cer tas p r o p o s i ç õ e s f u n d a m e n t a i s — os a x i o m a s — 
das qua i s t õ d a s as ou t r a s d e v e m ser deduz idas . 
E nada m a i s se deve l i g a r c o m aquelas n o ç õ e s 
s e n ã o as r e l a ç õ e s f o r m a i s f i x a d a s pe los a x i o m a s . 
A s s i m , q u a l q u e r s i g n i f i c a d o p a r t i c u l a r que elas 
p o s s a m t e r é i r r e l e v a n t e . Ê s t e m é t o d o , c h a m a d o 
a x i o m á t i c o , que v i s a a i n v e s t i g a r apenas r e l a ç õ e s 
f o r m a i s f i x a d a s c o m e x a c t i d ã o , as qua i s p o d e m 
v a l e r e n t r e v á r i o s s i s t emas de seres p a r t i c u l a r e s 
q u e s ã o ou t r a s tantas r e a l i z a ç õ e s da a x i o m á t i c a , 
f o i d e p o i s l a r g a m e n t e a p l i c a d o . N a G e o m e t r i a 
p r o s s e g u i r a m nes te s e n t i d o V e r o n e s e e O s v a l d o 
V e b l e n , que , a b a n d o n a n d o os a x i o m a s de H i l b e r t , 
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os qua i s c o r r e s p o n d i a m a p r o p o s i ç õ e s e v i d e n t e s 
da G e o m e t r i a , p r o c u r a r a m u m a a x i o m á t i c a c o m 
u m n ú m e r o m í n i m o de p r o p o s i ç õ e s p r i m i t i v a s 
i n d e p e n d e n t e s s e m se i m p o r t a r c o m a e v i d ê n c i a 
o u f a l t a de e v i d ê n c i a das suas c o r r e s p o n d e n t e s 
na G e o m e t r i a i n t u i t i v a . Mas o m é t o d o a x i o m á ­
t i c o t eve a p l i c a ç ã o e m m u i t o s ou t ro s d o m í n i o s 
da M a t e m á t i c a . E p r e c i s a m e n t e na A l g e b r a a r i t -
m e t i z a d a p e l o m o d o que i n d i c a v a a T e o r i a dos 
C o r p o s de N ú m e r o s t e m ê l e f o r n e c i d o be los r e ­
su l t ados . 

Os anos q u e se s e g u i r a m a 1899 f o r a m ded ica ­
dos a p r o b l e m a s de F í s i c a q u e o c o n d u z i r a m a 
r e su l t ados va l i o sos r e l a t i v o s ao C á l c u l o das V a ­
r i a ç õ e s . F o i d e p o i s q u e t e v e c o n h e c i m e n t o do 
t r a b a l h o de F r e d h o l m s ô b r e as e q u a ç õ e s i n t e g r a i s 
que H i l b e r t p ô d e u n i f i c a r os f r u t o s das suas i n ­
v e s t i g a ç õ e s n u m a t eo r i a que dava u m a i n t e r p r e ­
t a ç ã o g e r a l dos m é t o d o s de F r e d h o l m . Es tes e s t u ­
dos s ô b r e as e q u a ç õ e s i n t e g r a i s f o r a m p o n t o de 
p a r t i d a p a r a o e s t a b e l e c i m e n t o de m é t o d o s m u i t o 
f e c u n d o s da M a t e m á t i c a e da F í s i c a T e ó r i c a . 
De les n a s c e r a m o e s p a ç o de H i l b e r t e, m a i s t a r ­
de, a T e o r i a dos O p e r a d o r e s de H e r m i t e de v o n 
N e u m a n n . Q u a n d o p u b l i c o u a sua m o n o g r a f i a 
« G r u n d z û g e e i n e r a l l g e m e i n e n T h é o r i e d e r l i n e a -
r e n I n t e g r a l g l e i c h u n g e n » ( L i n h a s ge ra i s d u m a 
T e o r i a G e r a l das E q u a ç õ e s I n t e g r a i s L i n e a r e s ) 
que dava u m a base g e r a l p a r a a r e s o l u ç ã o de 
t ô d a u m a s é r i e de p r o b l e m a s da F í s i c a T e ó r i c a 
a t é e n t ã o atacados c o m m é t o d o s especia is , j á se 
estava d e d i c a n d o à a p l i c a ç ã o do m é t o d o a x i o m á ­
t i c o a v á r i o s c a p í t u l o s da F í s i c a T e ó r i c a . A s s i m 
e s t u d o u a T e o r i a C i n é t i c a dos Gases e a T e o r i a 
da R a d i a ç ã o . C o n t i n u a n d o c o m estes t r aba lhos 
p r e o c u p o u - s e c o m p r o b l e m a s susc i tados pe la T e o ­
r i a da R e l a t i v i d a d e e pe la M e c â n i c a Q u â n t i c a . 

N e s t e p e r í o d o de 1901 a 1914 a i n f l u ê n c i a de 
H i l b e r t f o i e n o r m e . M a i s d e 40 teses, a l gumas 
c é l e b r e s , f o r a m f e i t a s sob a d i r e c ç ã o d ê l é . D e n t r e 
os au tores c i t a r e m o s : O t t o B l u m e n t h a l , H e r m a n n 
W e y l , A n d r e a s Spe i se r , R i c a r d o C o u r a n t , H e n r i ­
q u e B e h m a n n , G u i l h e r m e A c k e r m a n n , A r n o l d 
S c h m i d t . T a m b é m J . v . N e u m a n n e P. B e r n a y s 
c o l a b o r a r a m c o m ê l e . 

Os p r o b l e m a s de F i l o s o f i a da M a t e m á t i c a q u e 
os n o v o s m é t o d o s a x i o m á t i c o s t i n h a m c r i a d o e j á 
p r e o c u p a v a m H i l b e r t desde a é p o c a dos « G r u n -
d l a g e n » f o r a m o seu d o m í n i o de i n v e s t i g a ç ã o 

p r i n c i p a l a p a r t i r de 1917. D o s 23 p r o b l e m a s q u e 
p r o p ô s ao Congresso I n t e r n a c i o n a l de M a t e m á t i ­
cas de Par i s e m 1900, os do i s p r i m e i r o s e r a m o 
p r o b l e m a da p o t ê n c i a do c o n t í n u o de C a n t o r e a 
c o m p a t i b i l i d a d e da a x i o m á t i c a dos n ú m e r o s n a t u ­
r a i s . A f o r m a l i z a ç ã o da L ó g i c a e da A r i t m é t i c a 
f a c u l t a r a m - l h e o m e i o para es tabe lecer u m esque­
m a f o r m a l das r eg ras de d e d u ç ã o empregadas e m 
M a t e m á t i c a , n o q u a l p a r t i c i p a v a m tan to a A r i t m é ­
t ica dos N ú m e r o s I n t e i r o s c o m o o C á l c u l o L ó g i c o . 
A d e m o n s t r a ç ã o da c o m p a t i b i l i d a d e da a x i o m á ­
t ica dos n ú m e r o s i n t e i r o s c o n s i s t i r i a e n t ã o e m 
a v e r i g u a r se das p r o p o s i ç õ e s dessa a x i o m á t i c a , 
pe la a p l i c a ç ã o das regras de i n f e r ê n c i a j á f o r m u ­
ladas exac tamen te , se p o d e r i a m d e d u z i r duas f ó r ­
mu la s c o n t r a d i t ó r i a s . U m r e s u l t a d o que d e p e n d e 
e v i d e n t e m e n t e das r eg ras de d e d u ç ã o e da A x i o ­
m á t i c a dos N ú m e r o s I n t e i r o s que se e s c o l h e r e m . 
Parece q u e r e c e n t e m e n t e G. G e n t z e n c o n s e g u i u 
d a r u m a d e m o n s t r a ç ã o d ê s s e f a c to . Q u a n t o ao 
p r o b l e m a da p o t ê n c i a do c o n t í n u o espera a i n d a 
q u e o r e s o l v a m . 

N ã o d e i x e de f i c a r c i t ado a q u i o seu l i v r o « A n s -
c h a u l i c h e G é o m é t r i e » ( G e o m e t r i a I n t u i t i v a ) p u b l i ­
cado e m 1932, n o qua l , q u á s i s e m p r o v a s l ó g i c a s , 
s e r v i n d o - s e de e x e m p l i f i c a ç õ e s c o m m o d e l o s , 
d e m o n s t r a u m a m u l t i d ã o de f a c t o s g e o m é t r i c o s 
p r ó p r i o s p a r a i n i c i a r e m es tudos m a i s ad i an t a ­
dos. Es te l i v r o e o de F e l i x K l e i n — A s M a t e m á ­
t icas E l e m e n t a r e s d u m P o n t o de V i s t a S u p e r i o r 
— s ã o exce len tes p a r a o ens ino das M a t e m á t i c a s 
e d e v e m ser r e c o m e n d a d o s n u m a t e r r a onde o 
ens ino peca p o r f a l t a de ser c o n s t a n t e m e n t e r e -
v i v i f i c a d o . 

N ó s n ã o q u e r e m o s e x a l ç a r a q u i a f i g u r a de H i l ­
b e r t i n c i t a n d o os o u t r o s à a d m i r a ç ã o p o r ê l e . N e m 
seque r f aze r nascer nos que nos l e r e m a i m p r e s ­
s ã o de be leza q u e causa o h a r m o n i o s o aspec to 
d a l g u m a s das suas d o u t r i n a s . Que , a ten tando-se 
neste h o m e m , se v e j a antes c o m o f o i u m t r a b a ­
l h a d o r n u m a c o l e c t i v i d a d e de t r aba lhado re s , c o m o , 
educado p o r uns , p ô d e a seu t u r n o educa r o u t r o s 
pe los qua i s a sua o b r a se p r o l o n g a m u i t o p a r a 
a l é m d o n d e p o d e r i a chegar s o z i n h o c o m sua 
g r a n d e f ô r ç a . E rea l ize -se b e m como a g r a n d e 
f e c u n d i d a d e da sua a c ç ã o s ó f o i p o s s í v e l g r a ç a s 
à c o l a b o r a ç ã o n o i n t e r i o r da escola e n t r e os q u e 
a p r e n d e m e os q u e e n s i n a m j u n t a m e n t e c o m u m a 
f o r t e l i g a ç ã o e n t r e a escola e a soc iedade . 
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A Sociologia da Matemática 
por D. J. Struik í Massachussets Institute of Technology) 

1 . D e f i n i ç ã o d o p r o b l e m a 

A s o c i o l o g i a da M a t e m á t i c a es tuda a i n f l u ê n c i a 
das f o r m a s de o r g a n i z a ç ã o soc ia l s ô b r e a o r i g e m 
e o d e s e n v o l v i m e n t o dos conce i to s e m é t o d o s 
m a t e m á t i c o s e o p a p e l da M a t e m á t i c a c o m o p a r t e 
da e s t r u t u r a soc i a l e e c o n ó m i c a de dada é p o c a . 

A s f o r m a s b á s i c a s da soc iedade — a o r i e n t a l , 
a g r e c o - r o m a n a , a m e d i e v o - f e u d a l , a c ap i t a l i s t a 
p r i m i t i v a , a cap i t a l i s t a m o d e r n a e a soc ia l i s t a — 
i n f l u e n c i a r a m t ô d a s , de m o d o s d i f e r e n t e s , a 
a q u i s i ç ã o do c o n h e c i m e n t o m a t e m á t i c o e f o r a m , 
p o r sua vez , s u b m e t i d a s à sua i n f l u ê n c i a . H á 
m u i t o s p r o b l e m a s s u b s i d i á r i o s , i n t e r e s s a n d o g r u ­
pos de cada soc iedade , l e v a n t a n d o todos ques ­
t õ e s a r e s o l v e r . ^ Q u a l t e m s ido o p a p e l d o 
c o m e r c i a n t e , do e n g e n h e i r o , do t o p ó g r a f o , d o 
a s t r ó n o m o , do navegan te , do a d m i n i s t r a d o r , d o 
a r t i s t a , do f i l ó s o f o e d o m a t e m á t i c o p r o f i s s i o n a l ? 
i Q u a l a r a z ã o p o r q u e a i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a , 
p o r e x e m p l o , f l o r e s c e sob u m a f o r m a da s o c i e ­
dade, p e r m a n e c e e s t a c i o n á r i a sob o u t r a , e decai 
o u n ã o su rge sob u m a t e r c e i r a ? 

A t é agora , estes p r o b l e m a s s ó t ê m m e r e c i d o 
l i g e i r a i n v e s t i g a ç ã o . Poucas pessoas n e g a r ã o a 
i n f l u ê n c i a dos f ac to r e s s o c i o l ó g i c o s s ô b r e o d e ­
s e n v o l v i m e n t o das c i ê n c i a s exactas . A e x p l i c a ­
ç ã o de Heródoto da o r i g e m da g e o m e t r i a pe la 
necess idade de r e p a r t i r de n o v o a t e r r a , n o E g i p t o , 
d e p o i s das i n u n d a ç õ e s anuais , é u m a a f i r m a ç ã o 
c l á s s i c a d a q u e l a tese. É c o s t u m e f a z e r n o t a r q u e 
o r a c i o c í n i o r a c i o n a l i s t a g rego t e v e a sua o r i g e m , 
a s s á s c o m p r e e n s i v e l m e n t e , nas c idades m e r c a n t i s 
j ó n i c a s , da ^.sia M e n o r . O i n t e r ê s s e de Leonardo 
de Pisa n o es tudo da A r i t m é t i c a e da Á l g e b r a é 
s e m p r e r e l a c i o n a d o c o m o seu i n t e r ê s s e p r o f i s ­
s i o n a l de c o m e r c i a n t e v i a j a d o . N i n g u é m nega, nos 
d i a s de h o j e , í n t i m a c o n e x ã o e n t r e a e x p a n s ã o 
das i n d ú s t r i a s e l é c t r i c a s e do a v i ã o , p o r u m lado , 
e as m a t e m á t i c a s ap l icadas , p o r o u t r o . C o m p ê n ­
d i o s de t r i g o n o m e t r i a an t igos e m o d e r n o s p a t e n ­
t e i a m , nos e x e m p l o s e nas f i g u r a s , a i n f l u ê n c i a 
d e c i s i v a da a s t r o n o m i a , da n a v e g a ç ã o e da t o p o ­
g r a f i a n o d e s e n v o l v i m e n t o da m a t é r i a . 

Ê s t e t i p o de c o r r e l a ç ã o e x i g e u m a d e f i n i ç ã o 
m a i s p r ec i s a antes de ser s u b m e t i d o a q u a l q u e r 
a n á l i s e e s p e c í f i c a . E i s u m e x e m p l o da f o r m a pe la 
q u a l a o r i g e m da M a t e m á t i c a j ó n i c a é h a b i t u a l ­
m e n t e ap resen tada : 

Cerca do século Vil À. C. eclodiu entre a Grécia 
e o Egipto um intercâmbio comercial activo. Natu­
ralmente, surgiu a permuta de ideias como a das 
mercadorias. Os gregos, sedentos de saber, pro­
curaram os sacerdotes egípcios pata que os ensi­
nassem. As idéias egípcias foram assim trans­
plantadas, através do mar, e estimularam o pen­
samento grego, dirigiram-no pat a novas sendas 
e forneceram-lhe uma base de trabalho " . 

I s to pode cons ide r a r - s e c o m o u m e x a m e s o c i o l ó ­
g ico de cer ta o r d e m . Mas , u m a o b s e r v a ç ã o m a i s c u i ­
dada m o s t r a q u e e s t á f o r m u l a d o e m gene ra l i dades 
vagas q u e n ã o i n d i c a m u m a c o m p r e e n s ã o s o c i o ­
l ó g i c a r e a l . H o u v e i n t e r c â m b i o c o m e r c i a l e n t r e 
m u i t a s n a ç õ e s e o E g i p t o . £ P o r q u e c o n s t i t u í r a m os 
g regos u m a e x c e p ç ã o c o n s e g u i n d o r e s u l t a d o s n o ­
t á v e i s ? M e r c a d o r e s v i a j a n t e s p r o s p e r a r a m n o 
E g i p t o , p e l o m e n o s desde c i n c o m i l anos A . C. e 
0 t r á f e g o c o m e r c i a l p o d e da tar -se dos t e m p o s 
p a l e o l í t i c o s . A ú n i c a e x p l i c a ç ã o que se o f e r e c e é 
a da sede de saber e x p e r i m e n t a d a pe los g regos . 
1 P o r q u ê essa s ê d e ? N e m todos os m e r c a d o r e s a 
s e n t e m . Os b a b i l ó n i o s d e p o i s da sua chegada à 
S u m é r i a , q u e r c o m o m e r c a d o r e s , q u e r c o m o c o n ­
q u i s t a d o r e s , t i v e r a m a a v i d e z d e saber n e c e s s á r i a 
à a b s o r p ç ã o de t ô d a a c i ê n c i a dos s u m é r i o s , mas 
n ã o s u r g i u n e n h u m a c i ê n c i a do t i p o g rego . C o n t i ­
n u a r a m e a p r o v a r a m os m é t o d o s an t igos . A d i f e ­
r e n ç a , no caso dos gregos, d e v e e x p l i c a r - s e p o r 
m é t o d o s m a i s p e n e t r a n t e s do que u m a r e f e r ê n c i a 
à a c t i v i d a d e c o m e r c i a l e à a v i d e z de c o n h e c i ­
m e n t o . O s o c i ó l o g o p o d e c o n t r i b u i r m o s t r a n d o 
de que m a n e i r a a soc iedade grega d i f e r i a r a d i ­
c a l m e n t e de t ô d a s as f o r m a s d e e s t r u t u r a soc ia l 
a n t e r i o r e s e p o s t e r i o r e s . Q u a l q u e r co isa i n t e i r a ­
m e n t e n o v a d e v e t e r o c o r r i d o e d e v e fazer -se 
u m a t e n t a t i v a p a r a d e f i n i - l a , p r i m e i r o e m t e r m o s 
soc ia i s e, d e p o i s , e m t e r m o s d o p e n s a m e n t o c i e n ­
t í f i c o . 

A a s c e n s ã o das m a t e m á t i c a s na G r é c i a an t iga 
ap resen ta , e n t ã o , o p r o b l e m a s e g u i n t e : £ C o m o f o i 
p o s s í v e l q u e u m g r u p o de gregos , na m a i o r i a p e r ­
t encen tes à classe m e r c a n t i l , se t o rnas se n ã o s ó 
i n t e r e s s a d o na c i ê n c i a do a n t i g o O r i e n t e , mas a 
encarasse d u m p o n t o de v i s t a i n t e i r a m e n t e o r i g i -

IV F . CAJORI , History of Mathematics (New Y o r k , 
1930), p. 15. 
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n a l ? E , a inda ^corno f o i p o s s í v e l que s ó a lguns 
dos p r o b l e m a s pos tos p o r esses g regos t i v e s s e m 
r e c e b i d o , e m b o r a u n i l a t e r a l m e n t e , t ô d a a a t e n ç ã o 
e o u t r o s p e r m a n e c e s s e m na p e n u m b r a a t é aos 
t e m p o s m o d e r n o s ? 

O m e r c a d o r t e m t i d o i n f l u ê n c i a s o b r e a M a t e ­
m á t i c a , mas apenas s o b r e a lgumas das suas p a r ­
tes. In te ressa-se p e l o c á l c u l o e necess i ta d u m a 
s ó l i d a a r i t m é t i c a e l e m e n t a r . Se é u m v i a j a n t e , o 
seu i n t e r ê s s e v a i a t é à g e o m e t r i a n e c e s s á r i a à 
geogra f i a e ao c o n h e c i m e n t o do m o v i m e n t o do 
so l e das es t re las . O seu e n g e n h o é e x c i t a d o pe la 
c o n c o r r ê n c i a e pe la p o s s i b i l i d a d e de l u c r o i n d i ­
v i d u s ! , e m b o r a t a l n ã o c o n d u z a s e m p r e à busca, 
na M a t e m á t i c a , de v e r d a d e s m a i s p r o f u n d a s . A l g u ­
mas vezes pode a u x i l i a r a c i ê n c i a c o n v e r t e n d o - s e 
e m Mecenas . Es t abe l ece r a e x i s t ê n c i a de r e l a ç õ e s 
c o m e r c i a i s n ã o é s u f i c i e n t e , p o r s i s ó , p a r a p r o ­
v a r o d e s e n v o l v i m e n t o seguro da M a t e m á t i c a p a r a 
a l é m d u m n í v e l e l e m e n t a r d e t e r m i n a d o ( S ' . 

A i n s t i t u i ç ã o da e s c r a v a t u r a p õ e u m p r o b l e m a 
de causa l idade a n á l o g o . H á u m a t e o r i a , acei te p o r 
m u i t o s , de q u e a n a t u r e z a da soc iedade g r e c o - r o -
mana , e c o m ela a do seu t i p o c a r a c t e r í s t i c o de 
c i ê n c i a , f o i d e t e r m i n a d a p r i n c i p a l m e n t e pe lo seu 
c a r á c t e r esc lavagis ta . A d e c a d ê n c i a do s i s t e m a 
da e s c r a v a t u r a é , e n t ã o , c o n s i d e r a d a u m f a c t o r 
d e c i s i v o do d e c l í n i o da c i ê n c i a . Es ta t e o r i a t e m 
u m a base r a z o á v e l , m a s d e v e ser e x a m i n a d a c o m 
c u i d a d o . A an t iga soc iedade o r i e n t a l conheceu 
t a m b é m a e s c r a v a t u r a , t o d a v i a , a sua c i ê n c i a pos -
su i a c a r a c t e r í s t i c a s i n t e i r a m e n t e d i f e r e n t e s das 
da c i ê n c i a da G r é c i a e R o m a . A sua e s c r a v a t u r a 
deca iu l i g e i r a m e n t e e a e x p a n s ã o , a c o n t r a c ç ã o e 
a e s t a g n a ç ã o p o l í t i c a s e c u l t u r a i s das f o r m a s o r i e n ­
ta is da soc iedade n ã o c o r r e s p o n d e r a m , n e c e s s à -
r i a m e n t e , aos d e s e n v o l v i m e n t o s da e sc rava tu ra 
ou da c i ê n c i a . U m a p r i m e i r a d i s t i n ç ã o d e v e f a -
zer -se e n t r e a e s c r a v a t u r a g r e c o - r o m a n a pa ra a 
p r o d u ç ã o e a e s c r a v a t u r a o r i e n t a l de l u x o o u p a r a 
ob ras p ú b l i c a s ' ". U m a segunda d i s t i n ç ã o cons i s te 

'2> Isto decorre de livros que evidenciam a influência do 
mercador na Matemática, como D. E . SMITH, History of 
Mathematics, 2 Vols. (Boston, 1925), onde se toma em con­
sideração, embora num nivel elementar, a influência de 
outros factores, sobretudo a da Astronomia. Veja-se sôbre 
a influência do mercador D. E . SMITH, Mathematical 
Problems in Relation to the History of Economics and 
Commerce, American Mathematical Monthly, XXIV (1917), 
p. 221-225, ou W. SOMBART, Der Bourgeois (Miinchen-
-Leipzig, 1920), p. 164-169. 

>•» E . M E Y E R , Sklaverei tm Altertum (1898), em Kleine 
Schriften (1910), p. 189-190; também K. W I T T F O G E L , Wirtz. 
schaft und Gesellschaft Chinas, I (Leipzig, 1951), p. 595; 
Die Théorie der orientatischen Gesellschaft, Zeitschr. 
fur Sozialforschung, VIII (1950). p. 96. 

e m q u e a esc rava tu ra , na G r é c i a , e n c o n t r a v a - s e 
na i n d ú s t r i a e, e m R o m a , n ã o s ó na i n d ú s t r i a , mas 
t a m b é m na a g r i c u l t u r a . S u p o m o s q u e u m a a n á l i s e 
u l t e r i o r destas f o r m a s de e s c r a v a t u r a e do seu 
d e s e n v o l v i m e n t o pode l e v a r a u m a n o v a c o m ­
p r e e n s ã o dos p r o g r e s s o s e l i m i t a ç õ e s c i e n t í f i c o s 
de cada p e r í o d o , e do l u g a r r e l a t i v o , na h i s t ó r i a 
da c i ê n c i a , de h o m e n s c o m o Ahmes, o e s c r i b a d o 
p a p i r o e g í p c i o do R h i n d ; Euclides, o a l e x a n d r i n o 
do p e r í o d o p r i m i t i v o ; Plotinus, o n e o - p l a t ó n i c o ; 
o u Alkhwarismi, o a l g e b r i s t a m a o m e t a n o . D e v e ­
m o s a p o i a r - n o s , a q u i , n o t r a b a l h o j á f e i t o , s o b r e ­
t u d o nos d o m í n i o s m e n c i o n a d o s , p o r h o m e n s 
c o m o Farrington e Winspear, pa ra a a n t i g u i d a d e 
g r e c o - r o m a n a , e Wittfogel, p a r a a a n t i g u i d a d e 
o r i en t a l< 4 ' . 

P o r o u t r o lado, n ã o d e v e m o s e x a g e r a r d e m a ­
s i a d a m e n t e a nossa a n á l i s e s o c i o l ó g i c a e e squece r 
u m a coisa e v i d e n t í s s i m a : u m processo c i e n t í f i c o 
segue, m u i t a s vezes, as v i a s suge r idas pe ia sua 
e s t r u t u r a c o n s t r u í d a c o m os r e su l t ados j á o b t i d o s . 
O es tudan te e l a b o r a a sua tese p o r q u e o p r o f e s ­
so r p r e t e n d e que ê ) e e s c l a r e ç a u m p o n t o o b s c u r o 
do seu p r ó p r i o t r a b a l h o . P o d e m o s e n c o n t r a r u m a 
t a l s i t u a ç ã o , m u i t a s vezes n u m a e s t r u t u r a soc ia l 
e c u l t u r a l r e l a t i v a m e n t e e s t á v e l . C o n s t i t u e m u m 
e x e m p l o as m a t e m á t i c a s e g í p c i a , b a b i l ó n i c a e c h i ­
nesa, u m a vez o seu p a d r ã o b e m es tabe lec ido . A q u i 
e n c o n t r a m o s , d u r a n t e m u i t o s s é c u l o s , u m a r e a l 
e s t a g n a ç ã o , e o p rogres so , q u a n d o se r ea l i za , 
é a l c a n ç a d o p o r descobe r t a s d i r e c t a m e n t e d e ­
p e n d e n t e s do c o n h e c i m e n t o e da t é c n i c a p r e - e x i s -
ten tes . U m o u t r o e x e m p l o cons i s t e n o p r o g r e s s o 
da Á l g e b r a na I t á l i a do s é c u l o x v i . D e p o i s de 
Tartaglia e Cardan, t r a b a l h a n d o c o m o d i s c í p u l o s 
d i r e c t o s de d e t e r m i n a d o s p r o f e s s o r e s bo lonhese s , 
t e r e m r e s o l v i d o a e q u a ç ã o do t e r c e i r o g rau , o 
d i s c í p u l o de Cardan, Ferrari, m o s t r o u , e m 1545, 
c o m o se r e s o l v e u m a e q u a ç ã o do q u a r t o g r a u . 
É u m e x e m p l o do d e s c o b r i m e n t o d u m a r e l a ­
ç ã o o b j e c t i v a , o pa ren te sco m a t e m á t i c o de duas 
e s p é c i e s de e q u a ç õ e s , n o e sque le to d u m a e s t r u ­
t u r a soc ia l p a r t i c u l a r . A c o n t i n u i d a d e des ta es­
t r u t u r a p e r m i t i u a de scobe r t a p o s t e r i o r de r e l a ­
ç õ e s m a t e m á t i c a s m a i s p r o f u n d a s . N o t r a b a ­
lho de Cardan apa receu u m n ú m e r o r e a l c o m o 
a soma de do i s n ú m e r o s c o m p l e x o s (sofísticos). 
Isso l e v o u o p r o f e s s o r b o l o n h ê s Bombelli à 
p u b l i c a ç ã o , e m 1572, d u m a i n v e s t i g a ç ã o s i s te -

''" B. FARRINGTON, Vesalius on the Ruin of Ancient 
Medicine, The Modern Quarterly (1958), p. 25-28; A. 
WINSPEAR, The Genesis of Plato Thought (New York, 
1940). p. 548, K. W I T T F O G E L , ob. cit. 
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m á t i c a da á l g e b r a dos i m a g i n á r i o s . C o m o é de s ­
c r i t a nos nossos c o m p ê n d i o s v u l g a r e s , a h i s t ó r i a 
da M a t e m á t i c a concen t ra - se , p r e c i s a m e n t e , s ô b r e 
t a i s descober tas , a p r e s e n t a n d o o d e s c o b r i m e n t o de 
n o v o s r e su l t ados , q u á s i e x c l u s i v a m e n t e , a p a r t i r 
d o d e s e n v o l v i m e n t o l ó g i c o i n t e r n o , c o m r e l a t i v o 
d e s p r ê z o pe los f ac to r e s s o c i o l ó g i c o s . T o d a v i a , 
m e s m o nos casos e m que é d o m i n a n t e o f a c t o r 
m a t e m á t i c o p u r o , e x i s t e m fac to re s s o c i o l ó g i c o s . 
Es tes s ã o e v i d e n t e s n o f a c t o p u r a m e n t e soc ia l de 
q u e h o m e n s t a len tosos d u m a era , e s t u d a m M a t e ­
m á t i c a , s ã o e n c o r a j a d o s a e n s i n á - l a , a p u b l i c a r e 
a f o r m a r d i s c í p u l o s . N o u t r o s p e r í o d o s , p o d e h a v e r 
t an tos h o m e n s de t a l e n t o , mas o seu g é n i o é 
l e v a d o p o r ou t r a s v i a s , a l g u m a s das qua i s s ã o 
agora cons ide radas d e s v i o s ' 

2 . C o n d i ç õ e s da a c t u a ç ã o dos factores 
s o c i o l ó g i c o s 

E m p e r í o d o s de p r o f u n d o s o e r g u i m e n t o soc i a l , 
de t r a n s i ç ã o , ou e m p e r í o d o s d u r a n t e os qua i s 
u n s p o v o s se i n s t r u e m à cus ta de o u t r o s de f u n d o 
soc ia l e c u l t u r a l m u i t o d i v e r s o , o f a c t o r s o c i o l ó ­
g i c o p o d e f o r n e c e r o gu ia m a i s i m p o r t a n t e pa ra a 
c o m p r e e n s ã o das m o d i f i c a ç õ e s do c o n h e c i m e n t o 
m a t e m á t i c o . Keg i s te - se que a m o d i f i c a ç ã o f u n ­
d a m e n t a l da M a t e m á t i c a ch inesa , da fase o r i e n ­
t a l pa ra a t é c n i c a e a c i ê n c i a oc iden ta i s , f o i d e v i d a 
aos m i s s i o n á r i o s j e s u í t a s q u e se i n t r o d u z i r a m na 
C h i n a , n o s é c u l o x v i , c o m a onda da e x p a n s ã o 
c a p i t a l i s t a e u r o p e i a . K n c a r e m o s u m caso e m q u e 
os f a c t o r e s s o c i o l ó g i c o s n ã o e s t ã o t ã o p r e c i s a ­
m e n t e d e t e r m i n a d o s . O c h a m a d o s i s t ema d e n u ­
m e r a ç ã o h i n d u - á r a b e , u m s i s t ema d e c i m a l de 
p o s i ç ã o , c o m dez s í m b o l o s , i n c l u i n d o u n i s í m b o l o 
p a r a o zero , f o i i n t r o d u z i d o na M e s o p o t â m i a , p r o -
v à v e l m e n t e v i n d o da í n d i a , n o t e m p o dos r e i s 
Sassanidas , t a lvez no s é c u l o vn < w . N o s é c u l o xni 
e segu in tes , p e n e t r o u na E u r o p a e, a s s im , se t o r ­
n o u o nosso a c t u a l s i s t ema de n u m e r a ç ã o . A a n -

M «Houve talvez tantos homens de génio na Idade Média 
como há agora ; pelo menos a minha investigação dá essa 
impressão, que seria confirmada, estou disso certo, por 
um inquérito estatístico. Se é s s e s cientistas medievais 1180 
fizeram uma grande obra, podemos preguntar o que teriam 
feito homens como GAUSS, F A R A D A Y ou C L A U D E B E R -
NARD se tivessem nascido nos séculos VIII ou IX». 
Q. SARTON, Introduction to the History of Science, 
I (Baltimore, 1927), p. 20. 

t»> A data é ainda indeterminada. De acôrdo com alguns 
investigadores, ês te sistema de numeração bem pode ter 
sido conhecido dos gregos de Alexandria. Vide D. E . SMITH 
e L . KARPINSKI, Hindu-Arabic Numerals (Boston, Lon­
don, 1911) e CAJORI , ob. cit. p. 88-90. Tornou-se multo 
usado depois do século VIII sob o domínio dos Árabes. 

t iga e x p l i c a ç ã o do seu sucesso era d e m a s i a d o 
s i m p l i s t a . S u p u n h a - s e que a s u p e r i o r i d a d e i n t r í n ­
seca d ê s t e s i s tema i m p r e s s i o n o u , s ó p o r s i , a 
m e n t a l i d a d e p r á t i c a , a ta l p o n t o q u e todos os 
o u t r o s s i s temas de n u m e r a ç ã o f o r a m r e j e i t a d o s . 
É ce r t o que o s i s t ema h i n d u - á r a b e é m u i t o s u p e ­
r i o r ao r o m a n o o u ao á b a c o a n t i g o . M e n o s c o n ­
v i n c e n t e é o a r g u m e n t o de que era s u p e r i o r ao 
s i s t e m a usado pe los gregos . Ê s t e s i s t ema , c o m 
v i n t e e sete s í m b o l o s t i r a d o s do a l f abe to , n ã o 
t i n h a v a l o r de p o s i ç ã o , n e m s í m b o l o pa ra o zero , 
e pa rece -nos à p r i m e i r a v i s t a , u m tan to c o m p l i ­
cado. T o d a v i a , pa ra q u e m a l g u m a vez o t enha 
e x p e r i m e n t a d o , ê l e p e r d e m u i t o do seu aspec to 
g r o s s e i r o . D e p o i s de c u r t a p r á t i c a , r econhece-se 
q u e ê s t e s i s t ema é t ã o c ó m o d o na a r i t m é t i c a e l e ­
m e n t a r , i n c l u i n d o as f r a c ç õ e s , c o m o o s i s t ema 
h i n d u - á r a b e ' 7 ' . Pa ra u m m e r c a d o r ou u m t o p ó g r a f o 
d o P r ó x i m o - O r i e n t e p e q u e n a d i f e r e n ç a h a v i a e n t r e 
o uso d o s i s t ema h i n d u e o do s i s t ema g r ego " ' . 
C o n c l u í m o s q u e d e v e m t e r o c o r r i d o r a z õ e s e x t r a -
- m a t e m á t i c a s pa ra a v i t ó r i a de u m s i s t e m a s ô b r e 
o o u t r o . H á v á r i o s i n d í c i o s d e q u e ta is r a z õ e s 
p o d e m se r encon t r adas de f a c t o na h i s t ó r i a 
dos t e m p o s dos Sassanidas e Abassidas, q u a n d o 
e n t r e os o r i e n t a i s es tava m u i t o e spa lhado u m 
p r e c o n c e i t o , u m ó d i o baseado na d i f e r e n ç a d e 
s i t u a ç ã o e c o n ó m i c a . 

A p r i m e i r a r e f e r ê n c i a e x i s t e n t e aos dez n u m e ­
r a i s h i n d u s , f o r a da í n d i a , encon t r a - se nos e s c t i t o s 
do b i s p o Severas Sebokht (662), q u e os m e n c i o n a 
com o p r o p ó s i t o e x p r e s s o de m o s t r a r q u e os g re ­
gos n ã o p o s s u í a m o m o n o p ó l i o da c u l t u r a w . ' 
E x i s t i u e m Bagdad , sob o d o m í n i o dos ca l i f as 
Abassidas p r i m i t i v o s , u m a escola m a t e m á t i c a q u e 
pa rece ter -se r ecusado , i n t e n c i o n a l m e n t e , a a c e i ­
t a r l i ç õ e s dos gregos e v o l t a d o p a r a as f o n t e s 
j u d a i c a s e b a b i l ó n i c a s A esta escola p e r t e n -

<~> Tal foi constatado, por exemplo, por J . G . SUNGLY, The 
Employment of the Alphabet in Greek Logistics, Recueil 
offert à J. Nicole (Genève, 1905), p. 515-550, que defende a 
sua tese contra o antigo ponto de vista de H A N K E L , 
GOW e CANTOR. Vide também T. L . H E A T H , A Ma­
nual of Greek Mathematics (Oxford, 1951), p. 28 e 31, que 
chama ao sistema grego para as operações elementares 
muito pouco menos conveniente do que o nosso. 

, 8 ) A-fim-de apreciar o valor do sistema grego, não deve­
mos esquecer nunca que o significado aritmético das letras 
gregas era tão familiar para os gregos como o dos símbolos 
0. 1 .2 , • • • o é para nós . 

«» Citado em D. E . SMITH, History of Mathematics, 
1, p. 166-167. 

do) v ide S. GANDZ, The Mishnat ha Middot, the First 
Hebrew Geometry of about ISO C. E. and the Geometry 
of Muhammed ibn Musa Al-Khowarizmi, Quelten und 
Studien sur Geschichte der Mathematih A 2 (1936). 
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c e u Alkwarizmi, o pa i da nossa á l g e b r a . Ê s t e 
ó d i o pe l a i n f l u ê n c i a e d o m í n i o gregos f o i u m a 
das causas p r i n c i p a i s das f á c e i s v i t ó r i a s do I s l a m 
nascente , na S í r i a " " . 

A i n d a nos pa rece f á c i l c o m p r e e n d e r a v i t ó r i a 
q u e o s i s t e m a h i n d u - á r a b e a l c a n ç o u s ô b r e o 
á b a c o e os n u m e r a i s r o m a n o s e n t r e a classe nas­
cen te dos m e r c a d o r e s e u r o p e u s do s é c u l o xm 
e xvi. T o d a v i a , esquece-se, f r e q u e n t e m e n t e , q u e 
o an t i go s i s t ema g rego a inda e x i s t i a , e ra usado 
na i n f l u e n t e C o n s t a n t i n o p l a e, c e r t a m e n t e , c o n h e ­
c i d o dos venez i anos , q u e f o r a m senhores de 
C o n s t a n t i n o p l a de 1203-1261. i P o r q u e r a z ã o selec­
c i o n a r a m , e n t ã o , os m e r c a d o r e s i t a l i anos o s i s t ema 
á r a b e ? A r e spos ta a esta p r e g u n t a pa rece n ã o t e r 
s i d o dada, mas a lguns f ac tos p o d e m s u g e r i - l a . 
« A c i v i l i z a ç ã o á r a b e e ra bas tan te s e n s í v e l na 
S i c í l i a e e m E s p a n h a , n ã o s ó na pa r t e m o u r a , 
mas t a m b é m e m loca is , c o m o T o l e d o , q u e esta­
v a m a inda e m p o d e r dos c r i s t ã o s ; os p o v o s de 
l í n g u a á r a b e r o d e a v a m o M e d i t e r r â n e o e d o m i ­
n a v a m o c o m é r c i o a s i á t i c o » " * . N a I t á l i a , o s i s ­
t e m a á r a b e pa rece t e r s u r g i d o p r i m e i r o e m F l o ­
r e n ç a e e m Pisa , q u e m a n t i n h a m r e l a ç õ e s m a i s 
í n t i m a s c o m o m u n d o á r a b e d o q u e c o m o grego 
e q u e r i v a l i z a v a m c o m e r c i a l m e n t e c o m V e n e z a 

N a soc iedade m o d e r n a a t é c n i c a i n f l u e n c i a o 
d e s e n v o l v i m e n t o da M a t e m á t i c a , q u e r d i r e c t a ­
m e n t e , p o n d o p r o b l e m a s t é c n i c o s s u s c e p t í v e i s de 
t r a t a m e n t o m a t e m á t i c o p e l o p e r i t o , q u e r i n d i r e c ­
t amen te , a t r a v é s da F í s i c a , da Q u í m i c a e de ou t ras 
c i ê n c i a s n a t u r a i s . T e m s i d o t en tada u m a d i s t i n ç ã o 
e n t r e M a t e m á t i c a pura e aplicada, e s tando esta 
d i r e c t a m e n t e r e l a c i o n a d a c o m a t é c n i c a e m o s ­
t r a n d o , m a i s c l a r a m e n t e , p o r t a n t o , o seu f u n d o 
soc ia l . E s t a d i s t i n ç ã o , q u e data apenas do s é ­
c u l o Mx, torna-se cada vez m e n o s ace i te c o m o des­
c o b r i m e n t o da l e i d i a l é c t i c a e l e m e n t a r de q u e 
t ô d a a m a t e m á t i c a p u r a pode ser ap l i cada . M e s m o 
o t i p o mais puro de m a t e m á t i c a n ã o é i s e n t o de 
m a n c h a s o c i o l ó g i c a . O p r o j e c t o d o a v i ã o m o d e r n o , 
a e n g e n h a r i a das c o m u n i c a ç õ e s , os novos t r a b a ­
lhos na p l a s t i c idade e m u i t o s o u t r o s d o m í n i o s da 
e n g e n h a r i a ex igem i n s t r u m e n t o s m a t e m á t i c o s apu ­
rados que s ã o apenas p a r c i a l m e n t e t r a t ados nos 
nossos t ex to s t e ó r i c o s p u r o s . D o m í n i o s c o m o a 

mi P. K. HITTI, History of the Arabs (London, 1957), 
p. 155. 

<i» G . S A R T O N , Introduction to the His ton/ ofScience, 
II (Baltimore, 1951), p. 6. 

(13) Havia também em uso outros símbolos numéricos de 
origens ainda duvidosas. Vide Q. F A L C O , Un indovinello 
pateografico, Bolletino Storico- bibliográfico Subal-
pino, XXXVII (1955). 

a n á l i s e h a r m ó n i c a , o c á l c u l o t e n s o r i a l , a i n t e g r a ­
ç ã o nos c a m p o s r e a l e c o m p l e x o , a t e o r i a dos 
g r u p o s , d e s e n v o l v i d o s na m a i o r p a r t e s e m r e l a ç ã o 
e spec i a l c o m a sua a p l i c a b i l i d a d e na t é c n i c a , 
t r a n s f o r m a r a m - s e e m a b s t r a ç õ e s de d e t e r m i n a d a s 
r e l a ç õ e s concre ta s da na tu reza e e m guias ú t e i s 
p a r a o c o n t r ô l e da i n d ú s t r i a . C r e i o q u e os m a t e ­
m á t i c o s m o d e r n o s d e s c o r t i n a m , e m ge ra l , o f u n d o 
soc i a l da sua c i ê n c i a , m a i s a t r a v é s destas re la ­
ç õ e s c o m a t é c n i c a , d o que p o r u m es tudo da 
h i s t ó r i a "*>. 

T o d a v i a , é i m p o r t a n t e cons ta t a r q u e esta f u n ­
ç ã o f u n d a m e n t a l da t é c n i c a é c a r a c t e r í s t i c a e x c l u ­
s iva da m o d e r n a soc iedade i n d u s t r i a l . F o i q u á s i 
i g n o r a d a n o a n t i g o O r i e n t e e na soc iedade g r e c o -
- r o m a n a . T e v e ce r t a i n f l u ê n c i a i n d i r e c t a a t r a v é s 
da n a v e g a ç ã o e da a r q u i t e c t u r a , mas n ã o se o u v e 
f a l a r do c á l c u l o m a t e m á t i c o d u m a e s t r u t u r a t é c n i c a 
a t é à e ra c a p i t a l i s t a ( c o m a lgumas e x c e p ç õ e s , c o m o 
as das e s t r u t u r a s de Arquimedes). N ã o e s t á p r o ­
v a d o q u e os vas tos t r a b a l h o s t é c n i c o s dos c h i n e ­
ses, dos b a b i l ó n i o s e dos r o m a n o s t e n h a m e x i g i d o 
ma i s do q u e o t i p o de m a t e m á t i c a m u i t o e l e m e n ­
ta r . A t é c n i c a t e v e i n f l u ê n c i a nas c i ê n c i a s exactas , 
c e r t a m e n t e , c o m o o a t e s t am m u i t o s t r a t ad i s t a s de 
M e c â n i c a , t o d a v i a , a a p l i c a ç ã o n u n c a f o i a l é m dos 
f u n d a m e n t o s e l e m e n t a r e s . N a sua Arquitectura, 
Vitruvius p r e s t a e l evado t r i b u t o à M a t e m á t i c a , 
mas a t e o r i a e a p r á t i c a e s t a v a m d i v o r c i a d a s . N o 
seu l i v r o o i t a v o d e s c r e v e os m é t o d o s p r á t i c o s de 
c o n d u ç ã o de á g u a pa ra as casas e as c idades , t ra ta 
de canos de c h u m b o , t u b o s e c o n d u t a s de b a r r o , 
e pode ser l i d o s e m q u a l q u e r p r e p a r a ç ã o m a t e ­
m á t i c a . N o seu l i v r o n o n o ocupa-se dos m é t o d o s 
de d u p l i c a ç ã o do q u a d r a d o , do t e o r e m a de Pitá­
goras, da l e i da h i d r o e s t á t i c a de Arquimedes, e d a 
d u p l i c a ç ã o do c u b o , mas, parece , s em g r a n d e 
r e l a ç ã o c o m a a r q u i t e c t u r a . Os n o m e s dos i n v e n ­
to re s e dos t é c n i c o s da A n t i g u i d a d e iC.tesibios, 
Philon, Frontinus) n ã o t ê m , ou d i f i c i l m e n t e a l c a n ­
ç a m , u m l u g a r na h i s t ó r i a da M a t e m á t i c a , m e s m o 
pe la sua i n f l u ê n c i a i n d i r e c t a , e x c e p t u a d o o caso 
i m p o r t a n t e de Arquimedes e, t a lvez , o de Heron. 

(li) Vide T. C . F R Y , Industrial Mathematics, in Re-
searche — A National Resource, II (Dec. 1940), Report 
of the National Research Council to the National Research 
Planning Board (Washington, 1941), p. 268-288. O Dr. F R Y 
cita uma nota estimulante do Dr. H. M. E V J E N : «Alta mate, 
mática, de-certo, respeita apenas aquêles ramos da ciência 
que 11S0 encontraram ainda um vasto domínio de aplicação 
e que, portanto, nâo emergiram ainda, por assim dizer, da 
obscuridade. É, por consequência, um têrmo temporal e 
subjectivo* (p. 275). A nota tem o interêsse duma hiper-
-simplificaçÃo do ponto de Vista sociológico. 
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C o m o a d v e n t o do c a p i t a l i s m o m o d e r n o , a t é c n i c a 
c o m e ç a a d e s e m p e n h a r u m p a p e l i m p o r t a n t e no 
p r o g r e s s o da M a t e m á t i c a . O p rog re s so da u t e n ­
s i l a g e m m e c â n i c a n o R e n a s c i m e n t o f o i , c o m o 
/ / . Grossmann ana l i sou , a o r i g e m da M e c â n i c a 
m o d e r n a c o m o c i ê n c i a A M e c â n i c a e n t ã o 
p r o g r e d i u pa ra a l é m dos ape r t ados l i m i t e s da 
A n t i g u i d a d e e t o r n o u - s e f o n t e i n s p i r a d o r a de 
m a t e m á t i c o s . Nes te p r i m e i r o p e r í o d o i n s p i r o u os 
f i l ó s o f o s e l e v o u - o s a c r e r n u m a e s t r u t u r a ç ã o 
m a t e m á t i c a do u n i v e r s o . M u i t o s m a t e m á t i c o s f o ­
r a m i n v e n t o r e s , c o m o Descartes, Pascal, Newton 
e Leibniz. Pa ra Leibniz, o e s tudo das c i ê n c i a s 
exactas f az i a p a r t e da sua i n v e s t i g a ç ã o do m é t o d o 
g e r a l da i n v e n ç ã o e d o d e s c o b r i m e n t o . 

A a p l i c a ç ã o dos n o v o s i n s t r u m e n t o s aos p r o ­
b l e m a s da t é c n i c a s ó g r a d u a l m e n t e se f o i f a z e n d o . 
N o s é c u l o W I N , Euler e os Bernoulli a p l i c a r a m a 
M a t e m á t i c a à c o n s t r u ç ã o n a v a l e de canais . A 
m a i o r p a r t e da i n f l u ê n c i a da t é c n i c a m a n t e v e - s e 
i n d i r e c t a , m e s m o d e p o i s da r e v o l u ç ã o i n d u s t r i a l , 
a t r a v é s da M e c â n i c a e da F í s i c a c o m o i n t e r m e ­
d i á r i a s . A ac tua l i n f l u ê n c i a d i r e c t a da t é c n i c a s ô b r e 
a M a t e m á t i c a t e v e i n i c i o no s é c u l o xx c o m t ô d a a 
t r a n s f o r m a ç ã o da f u n ç ã o i n d u s t r i a l da c i ê n c i a . 

D ê s t e c u r t o b o s q u e j o p o d e m o s c o n c l u i r q u e 
se r i a m u i t o i n s t r u t i v o u m es tudo da i n f l u ê n c i a 
da t é c n i c a na M a t e m á t i c a . U m a coisa se des­
taca : o f u n d a m e n t o t é c n i c o d u m a f o r m a soc ia l — 
as suas e d i f i c a ç õ e s , aquedu tos , i n s t r u m e n t o s , n a ­
v i o s , o seu g é n i o i n v e n t i v o , a sua p e r í c i a t é c n i c a 
— n ã o é de s i m e s m o u m ' í n d i c e da e x t e n s ã o e 
das t e n d ê n c i a s da M a t e m á t i c a c u l t i v a d a nessa 
soc iedade . Pode h a v e r i n f l u ê n c i a , d u m a s ô b r e a 
o u t r a , mas essa i n f l u ê n c i a p o d e v a r i a r e m q u a n ­
t i d a d e e q u a l i d a d e . D e v e m o s e n c a r a r a e s t r u t u r a 
t é c n i c a d u m a soc iedade , n ã o c o m o u m a coisa i s o ­
l ada , mas na sua r e l a c i o n a ç ã o c o m p l e t a c o m m u i ­
tos o u t r o s aspectos da soc iedade , ta is c o m o a 
e x i s t ê n c i a da e sc rava tu ra , a e x t e n s ã o do i n t e r ­
c â m b i o c o m e r c i a l , a i n f l u ê n c i a da l u t a de classes, 
a e s t ab i l i dade das f o r m a s soc ia is e o t e m p o de ó c i o . 

M u i t o r a r a m e n t e u m c o n j u n t o s u r p r e e n d e n t e de 
n o v o s conce i tos é u m r e s u l t a d o do p r o g r e s s o de 
i d é i a s m a t e m á t i c a s e m i n d e p e n d ê n c i a t o t a l . Os 
f a c t o r e s s o c i o l ó g i c o s d e s e m p e n h a m d e t e r m i n a d o 
p a p e l , é c l a r o . Os n o v o s c o n c e i t o s c i e n t í f i c o s , 
a l é m disso , n ã o neces s i t am de s u r g i r p r e c i s a m e n t e 
n o m e i o das lu tas , mas , u m p o u c o ma i s , na p e ­
r i f e r i a . Os e s t í m u l o s que l e v a m ao p r o g r e s s o 

'«) H. GROSSMANN, Die gesellschaftlichen Grundta-
gen der mechanistischen Philosophie und die Manufak-
tur Zeitschr. fur Sozialforschnng, IV (1935), p. 161-231. 

a c t u a m l e n t a m e n t e e e x i g e m , n ã o s ó u m a d e t e r ­
m i n a d a m a t u r i d a d e , mas t a m b é m q u i e t a ç ã o . H á , 
e v i d e n t e m e n t e , e x c e p ç õ e s , c o m o a de Thaïes, o 
pa i l e n d á r i o da M a t e m á t i c a grega , q u e se s u p õ e t e r 
s ido u m m e m b r o m i l i t a n t e da sua classe. Descartes 
a l i s tou - se n o e x é r c i t o h o l a n d ê s , u m a das gua r -
d a s - a v a n ç a d a s da r e v o l u ç ã o bu rguesa , e p a r t i c i ­
p o u na G u e r r a dos T r i n t a A n o s , mas , cedo des ­
c o b r i u q u e as m a i o r e s i d é i a s na scem na q u i e t a ç ã o . 
Galois, o j o v e m g é n i o f r a n c ê s , do i s s é c u l o s m a i s 
t a r d e , p a r t i c i p o u a c t i v a m e n t e na r e v o l u ç ã o de 
J u l h o , e, p o u c o d e p o i s , e n c o n t r o u a m o r t e . É m a i s 
c a r a c t e r í s t i c o o t r a b a l h o o r i g i n a l r e a l i z a d o e m 
s i t u a ç õ e s p a c í f i c a s , n ã o d e m a s i a d a m e n t e a fas ta ­
das dos cen t ro s de a c t i v i d a d e e c o n ó m i c o - s o c i a l , 
c o m o o de Newton e m C a m b r i d g e , Euler e m B e r ­
l i m , o u Poincari e m P a r i s . O p r i m e i r o i n s t i t u t o 
de i n v e s t i g a ç ã o m a t e m á t i c a f u n d o u - s e , n ã o e m 
A t e n a s c o m as suas acesas lu tas de classes, mas 
e m A l e x a n d r i a o n d e a a c t i v i d a d e e c o n ó m i c a se 
r e a l i z a v a n u m a m b i e n t e r e l a t i v a m e n t e c a l m o . Po r 
vezes, a d i s t â n c i a g e o g r á f i c a e n t r e a a c t i v i d a d e 
soc ia l e a i n v e n ç ã o m a t e m á t i c a é m u i t o g r a n d e ; o 
e x e m p l o m a i s f r i s a n t e é o da de scobe r t a das geo­
m e t r i a s n ã o - e u c l i d e a n a s na H u n g r i a e na R ú s s i a 
nas p r i m e i r a s d é c a d a s do s é c u l o xix. A m b a s as 
descobe r t a s f o r a m i n s p i r a d a s p e l o g é n i o de Gauss, 
que l e v o u , ê l e p r ó p r i o , u m a v i d a c a l m a n u m a c i ­
dade p r o v i n c i a n a da A l e m a n h a s e m i - f e u d a l . Come­
t e r i a g r a v e ê r r o , t o d a v i a , q u e m visse , nestes casos 
n o t á v e i s de s e m i - d i v ó r c i o do p r o g r e s s o soc ia l e 
da a c t i v i d a d e c i e n t í f i c a , u m a p r o v a da i n d e p e n ­
d ê n c i a da c r i a ç ã o m a t e m á t i c a . Gauss pe r t ence , 
c o m Lessing a n t e r i o r a ê l e e c o m o seu c o n t e m ­
p o r â n e o m a i s v e l h o Goethe, ao g r a n d e d e s p e r t a r 
g e r m â n i c o d o f i n a l do s é c u l o xvin e i n í c i o do s é ­
c u l o xix, do q u a l Franz Mehring d e l i n e o u as r a í z e s 
bu rguesas A c o n e x ã o e n t r e a o b r a de Gauss e 
a dos m a t e m á t i c o s da F r a n ç a r e v o l u c i o n á r i a é 
t ã o í n t i m a q u e Felix Klein c o n s t r u i u u m l o n g o 
q u a d r o c o m p a r a t i v o dos r e s u l t a d o s de Gauss c o m 
os de Legendre, u m dos m a t e m á t i c o s f r ancese s 
e m c u j a o b r a p o d e m o s e s tuda r a i n f l u ê n c i a da 
r e v o l u ç ã o f r a n c e s a n o p r o g r e s s o da M a t e m á t i c a . 
E m r e l a ç ã o a Legendre, Gauss m e r g u l h a v a 
m a i s f u n d o , m a s G õ t t i n g e n o f e r e c i a m a i s s o s s ê g o 
d o q u e P a r i s " 7 1 . A o e l a b o r a r i d é i a s q u e d o m i ­
n a r i a m a M a t e m á t i c a m o d e r n a , Gauss c o n s e r v o u 
p e s s o a l m e n t e o t i p o do s é c u l o xvm. 

(*•> Por exemplo em Die Lessing-Legende (4/ Au f l . , 
Stuttgart, 1913). 

"'> F E L I X K L E I N , Vorlesungen liber die Ent'wicklung 
der Mathematik int 19. Jahrhundert, 1 (Berl im, 1926), 
p. 60-61. 



s G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

3 . R e l a ç õ e s da M a t e m á t i c a com outras 
/ disciplinas 

A o c o m p a r a r g r a n d e s m a t e m á t i c o s d o s é c u l o xix, 
Felix Klein n o t o u q u e os m a t e m á t i c o s c r i a d o r e s 
p o d e m e n c a r a r a v i d a de d i f e r e n t e s p o n t o s de 
v i s t a , mas, da sua p o s i ç ã o p a r t i c u l a r p o u c o se 
r e f l e c t e nas suas o b r a s " 8 ) . Ê l e chegou a esta c o n ­
c l u s ã o c o m p a r a n d o a o b r a de c a t ó l i c o s , c o m o 
Weierstrass e Cauchy, p ro t e s t an te s , c o m o Rie-
mann, e j u d e u s , c o m o Jacobi, e a sua a f i r m a ç ã o 
n ã o é i n c o r r e c t a n o p e r í o d o , r e l a t i v a m e n t e c u r t o , 
que f o i c o n s i d e r a d o e n o g r u p o , r e l a t i v a m e n t e pe ­
queno , de c redos r e l i g i o s o s . T a l c o n s t i t u i u m av i so 
p a r a n ó s q u a n d o t e n t e m o s gene ra l i z a r . A s f i l o s o ­
f i a s e as r e l i g i õ e s r e f l e c t e m d e t e r m i n a d a s r e l a ­
ç õ e s soc ia is o b j e c t i v a s , t a l v e z as do passado, e, 
c o m o ta i s , p o d e m f o r n e c e r e l e m e n t o s e s t i m u l a n ­
tes o u r e t a r d a d o r e s d o t r a b a l h o m a t e m á t i c o . N a 
soc iedade grega a M a t e m á t i c a nasceu e m e d r o u 
n o v i o l e n t o c h o c a r de f i l o s o f i a s . M a t e r i a l i s t a s e 
idea l i s t as deg lad iavam-se n a i n t e r p r e t a ç ã o dos 
conce i to s m a t e m á t i c o s . Os p r i m e i r o s e n u n c i a d o s 
c l a ros dos p r o b l e m a s do i n f i n i t o s ã o de Zenão de 
E l e a n u m a t e n t a t i v a de h o s t i l i z a r q u e r os p i t a g ó -
r i c o s , q u e r os a tomis t a s . Q u a n d o assentou a p o e i r a 
nos c a m p o s de ba ta lha , as p o s i ç õ e s m a t e m á t i c a s 
e s t r a t é g i c a s e s t a v a m na posse dos m a t e m á t i c o s 
idea l i s t as da escola p l a t ó n i c a c o m a sua ê n f a s e na 
e s t r u t u r a l ó g i c a e e s t e r i l i d a d e da a p l i c a ç ã o 
Euclides, q u e r e s p e i t a v a a t r a d i ç ã o p l a t ó n i c a , i n ­
c l u i ê s s e p o n t o de v is ta nos seus E l e m e n t o s . N a 
m e d i d a e m que estes a i n d a c o n s t i t u e m , n a e s s ê n -

íl8> Ibid., p. 71 : cEsta curta investigação afirma a expe­
riência de todos os estudos do homem, nomeadamente, que 
em questões de Weltanschauung os dons do intelecto não 
são decisivos. A disposição do coração e da Vontade, a 
influência da educação, as experiências, tôda a acção do 
mundo exterior e da sua própria natureza são activos na 
sua formulação». Ainda : «Frequentemente, prevalece no 
público a opinião de que os matemáticos e os cultores das 
ciências naturais devem ser de tendências liberais e mesmo 
radicais, de acôrdo com a sua maneira de pensar pene­
trante, logicamente sem preconceitos. Uma vista de olhos 
na história mostra que esta opinião não concorda com os 
factos. A nossa ciência tem representantes notáveis em 
todos os campos e partidos». 

<19> Para a interpretação dos enunciados de ZENÃO ve-
ja-se F . CAJORI , The History of Zeno's Arguments in 
Motion, American Mathematical Monthly, XXII (1915). Urn 
guia para a compreensão do significado social da Matemá­
tica na antiga Grécia é WINSPEAR, op. cit., e M. A. DIN-
NIK, Outline of the History of Philosophy of Classical 
Greece (Moscow, 1956, em russo). Discordamos, contudo, 
da interpretação de WINSPEAR de que os paradoxos de 
ZENÃO constituem simples sofismas; são documentos no­
táveis de filosofia matemática e, como tais, a sua influência 
construtiva foi enorme. 

cia e no e s p i r i t o , o e sque le to da nossa g e o m e t r i a 
o r d i n á r i a , p l a n a e espacia l , a i n f l u ê n c i a de Platão 
faz-se a inda s e n t i r n o ens ino dos nossos d ias . O 
m o d e l o o r d i n á r i o do c o m p ê n d i o a m e r i c a n o de 
g e o m e t r i a c o n j u g a u m m á x i m o de e s t r u t u r a l ó g i c a 
c o m u m m í n i m o de a p l i c a ç õ e s à c i ê n c i a e à v i d a 
m o d e r n a s . A q u i , a p e r s i s t ê n c i a obs t i nada d u m 
ce r to t i p o de M a t e m á t i c a no ens ino r ecua a c o n ­
d i ç õ e s socia is e c u l t u r a i s d o u t r o r a . 

U m o u t r o e x e m p l o de escola f i l o s ó f i c a que i n ­
f l u e n c i o u p r o f u n d a m e n t e a c r i a ç ã o m a t e m á t i c a é 
o m a t e r i a l i s m o de Descartes e seus d i s c í p u l o s , ao 
q u a l nos r e f e r i m o s j á . U m dos p r i n c i p a i s dogmas 
des ta escola era o da na tu reza m a t e m á t i c a do 
u n i v e r s o e da c o n s i d e r a ç ã o da M a t e m á t i c a c o m o 
a chave do c o n t r o l e da na tu reza . Es ta c r e n ç a era 
p a r t i l h a d a p o r m u i t o s q u e n ã o p o d i a m s e g u i r o 
c a r t e s i a n i s m o no seu m a t e r i a l i s m o , c o m o Leibniz-, 
e a ela cabe a p o p u l a r i d a d e da M a t e m á t i c a nos 
n ú c l e o s p r o g r e s s i v o s dos s é c u l o s xvn e x v m . E , 
pa ra d a r u m e x e m p l o dos nossos d ias , o m a t e r i a ­
l i s m o d i a l é c t i c o , m u i t o m a i s do que. as o u t r a s 
f i l o s o f i a s , t e m ac tuado c o m o e s t i m u l a n t e do es tudo 
das c i ê n c i a s exactas, n u m g r a n d e p a í s , que f l o ­
resce sob o i m p u l s o da p l a n i f i c a ç ã o i n t e g r a l . 

H á t a m b é m e x e m p l o s de a t i tudes f i l o s ó f i c a s 
q u e t ê m d e s e n c o r a j a d o o es tudo da M a t e m á t i c a . 
A d e c a d ê n c i a g r a d u a l da soc iedade esc lavagis ta 
r o m a n a a t r a i u a a t e n ç ã o de m u i t o s e s p í r i t o s , 
l o g i c a m e n t e t r e i n a d o s , m a i s p a r a a s a l v a ç ã o da 
a l m a do q u e para p r o b l e m a s r e spe i t an t e s ao c o n ­
t r o l e d o n ú m e r o e do e s p a ç o . I s t o e x p l i c a p o r q u e 
t ô d a u m a classe d e v o t o u a sua a t e n ç ã o , c o m todos 
os seus dons i n t e l e c t u a i s , a e x e r c í c i o s d i a l é c t i c o s 
de na tu reza t e o l ó g i c a , d e s p r e z a n d o as c i ê n c i a s na ­
t u r a i s e a M a t e m á t i c a . T o d o s os m a t e m á t i c o s , b e m 
conhec idos , d è s t e p e r í o d o , desde Ptolomeu a Pro-
clus, e r a m p a g ã o s e u m d ê l e s , Hipatia, m o r r e u 
c o m o m á r t i r a n t i - c r i s t ã o . C o n t r i b u í r a m m u i t í s s i m o 
p a r a n o v o s r e s u l t a d o s e a lguns d ê l e s , c o m o Pro-
clus, d e d i c a v a m - s e t a m b é m a p r o b l e m a s é t i c o s . 

P o d e m o s a p r o x i m a r - n o s do nosso p a í s pa ra 
o b s e r v a r os e f e i t o s d u m a f i l o s o f i a , d u m a a t i t u d e 
m e n t a l , na p e r s e g u i ç ã o dos. es tudos m a t e m á t i c o s . 
, ; Q u a l a r a z ã o do o r g u l h o de t an tos l i c e n c i a d o s 
p o r a b s o l u t a m e n t e nada S ign i f i c a r p a r a ê l e s a 
M a t e m á t i c a ? ^ Q u a l a r a z ã o d o s i m u l t â n e o dese jo 
t í m i d o de a lguns o u t r o s de c o n h e c e r e m u m p o u c o 
m a i s de la , c o m o Henry Adams''2'"? j C o n i o se 

(*') «Pelo melhor êle nunca teria sido um matemático; 
pelo pior êle nunca procuraria sê- lo ; mas precisava de 1er 
Matemática, como qualquer outra língua universal, e nunca 
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e x p l i c a que , m e s m o e n t r e h o m e n s e m u l h e r e s c u l ­
tos do nosso t e m p o , ex i s t a a c r e n ç a f i r m e de que 
a M a t e m á t i c a e s t á i m ó v e l , acabada pa ra s e m p r e , 
e q u e o m a t e m á t i c o é u m r e p e t i d o r do saber do 
passado ? Es ta a t i t u d e de e s p i r i t o é d e s t r u t i v a de 
n o v o p rog re s so da c i ê n c i a exacta c o m o u m i n s ­
t r u m e n t o da r e c o n s t r u ç ã o soc i a l . Os seus f u n d a ­
m e n t o s d e v e m d e t e r m i n a r - s e p o r u m es tudo do 
p a p e l da M a t e m á t i c a na sociedade m o d e r n a , c o m o 
u m todo , e n ã o apenas nas suas escolas e i n d ú s ­
t r i a s . 

Es tes e x e m p l o s m u i t o desconexos b a s t a r ã o pa ra 
m o s t r a r que h á l u g a r para u m a soc io log i a da M a ­
t e m á t i c a . M o s t r a m t a m b é m que é n e c e s s á r i a u m a 
a n á l i s e cu idadosa das e s t r u t u r a s soc ia is antes de 
t e n t a r i n t e r p r e t a r a sua i n f l u ê n c i a n o es tado da 
c i ê n c i a exac ta . A s u p e r f i c i a l i d a d e s ó causa d e s â ­
n i m o e faz c o m q u e o t r a b a l h o p a r e ç a i r r i s ó r i o . 
Os p rog res sos f o r m i d á v e i s da h i s t ó r i a e c o n ó m i c a , 
d u r a n t e as ú l t i m a s d é c a d a s , t o r n a r a m a t a r e f a 
p o t e n c i a l m e n t e p o s s í v e l . A h i s t ó r i a da t é c n i c a , 
t a m b é m u m f a c t o r i m p o r t a n t e do aspec to soc io­
l ó g i c o , c o m o v i m o s , e s t á a inda n u m es tado p o u c o 
s a t i s f a t ó r i o . A f a l t a pode s u p r i r - s e s e m g r a n d e 

atingiu o alfabeto», The Education of Henry Adams (Bos­
ton: Houghton Mifflin, 1927), p. 60. Vide também p. 449. 
A ansiedade de HENRI ADAMS tem o sabor dum século 
distante — de acôrdo com o seu próprio carácter. 

d i f i c u l d a d e c o m a a b u n d a n t e d o c u m e n t a ç ã o de 
q u e se d i s p õ e . A f o r t u n a d a m e n t e , os p e r í o d o s 
nos qua i s o m a t e m á t i c o e s t á i n t e r e s sado s ã o , 
e m gera l , os m a i s p r o f u n d a m e n t e es tudados 
p o r o u t r o s — as c i v i l i z a ç õ e s da C h i n a , B a b i l ó n i a , 
E g i p t o an t i go , G r é c i a c l á s s i c a , I m p é r i o R o m a n o , 
E u r o p a sob o f e u d a l i s m o e d e p o i s da sua d e s i n ­
t e g r a ç ã o , e o c a p i t a l i s m o m o d e r n o . U m a e x c e p ç ã o 
pa rece se r o p r i m i t i v o m u n d o i s l â m i c o e a í n d i a 
antes dos m a o m e t a n o s , a r e s p e i t o dos qua i s a 
i n f o r m a ç ã o s o c i o l ó g i c a é m u i t í s s i m o escassa. 

T e r m i n o c o m u m av i so f i n a l . D e v e m o s t e r s e m ­
p r e a c o n s c i ê n c i a de q u e u m a descobe r t a m a t e ­
m á t i c a , u m estado de e s p í r i t o r e s p e i t a n d o a M a ­
t e m á t i c a , u m m é t o d o de ens ino , n ã o s ã o n u n c a 
e x p l i c a d o s p o r u m a s ó causa. A r e a l i d a d e é c o m ­
p l e x a e m e s m o o acto m a i s m o d e s t o o u ma i s 
s u b t i l r e f l e c t e d u m m o d o o u de o u t r o u m a i n f i n i ­
dade de aspectos d o u n i v e r s o r e a l . N ã o p o d e m o s 
a f i r m a r q u e u m fac to p a r t i c u l a r f o i causador 
d u m a o c o r r ê n c i a o u estado de e s p í r i t o p a r t i c u l a r . 
D e v e m o s d e s c o b r i r o m o d o segundo o q u a l todos 
os f a c t o r e s — s o c i o l ó g i c o s , l ó g i c o s , a r t í s t i c o s e 
pessoais — d e s e m p e n h a r a m u m a f u n ç ã o no caso 
e m es tudo , n ã o e squecendo nunca , t odav ia , q u e o 
h o m e m é u m ser s o c i a l m e s m o q u a n d o ê l e se 
p r e o c u p a c o m as l i n h a s rec tas d u m h i p e r - c o n e 
n u m e s p a ç o h e p t a - d i m e n s i o n a l . 

Tradução de A. SÁ DA C O S T A 

U m a função continua sem derivada 
por Henri Lebesgue 

( Publicado em L'Enseignement Mathématique, Vol. 38 (1939-1941), págs. 212-213) 

A n t e s de e x p o r o seu i n t e r e s san t e e x e m p l o 
de f u n ç ã o s e m d e r i v a d a , R. T a m b s L y c h e n o t a 
m u i t o j u s t a m e n t e que a p r i m e i r a f u n ç ã o des ta 
na tu reza , d e v i d a a W e i e r s t r a s s , s e r v e m a l p a r a 
o ens ino e l e m e n t a r , o q u e m e c o n d u z i u a p r o c u r a r 
c o m o , sob ê s t e p o n t o de v i s t a p e d a g ó g i c o , m e l h o ­
r a r ê s t e e x e m p l o que , u t i l i z a n d o o d e s e n v o l v i ­
m e n t o e m s é r i e de F o u r i e r , t e m a g r a n d e v a n t a ­
g e m de m o s t r a r que as f u n ç õ e s n ã o d e r i v á v e i s 
p o d e m ap resen ta r - se n o d e c u r s o d u m c á l c u l o 
n o r m a l . I s t o é f á c i l , e p o r i sso a o b s e r v a ç ã o q u e 
se segue n ã o é c e r t a m e n t e n o v a ; p o d e n o en t an to 
ser ú t i l a sua p u b l i c a ç ã o . 

Se j a , p o r e x e m p l o , a f u n ç ã o e v i d e n t e m e n t e 
c o n t í n u a 

(1 ) / O H * -£sen2""".v= 2 «„(•*) 

t em-se 
f ( x + h ) - f ( x ) » 1 r 

(2 ) J i J - s e n 2 " - ( * - t - Ã ) - s e n 2 " . r ] . 
h í 2" h 

O l i m i t e s u p e r i o r d o v a l o r a b s o l u t o do « - é s i m o 
t ê r m o de (2) é t a m b é m o de | u' (x) | , d o n d e se 
d e d u z q u e o v a l o r a b s o l u t o da s o m a dos m — l 
p r i m e i r o s t e r m o s de (2) é n o m á x i m o 

m-i J , >n-l 

i 2" í 

p o r q u e cada t ê r m o 2" !~" é i n f e r i o r à me tade do 
s e g u i n t e . 

D e m o s a h os q u a t r o v a l o r e s 

* _ —r- _ 3x - 3 * 
hi = ^qr,, Ã 2 - , h-s - ^-qr, e ht - — • 

Os arcos a„ = 2" ! . r s o f r e m e n t ã o , para « > tu, 
a c r é s c i m o s , p o s i t i v o s o u nega t i vos , que s ã o m ú l -
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t i p l o s i n t e i r o s de 2TC e, p o r c o n s e q u ê n c i a , (2) r e -
duz-se aos seus m p r i m e i r o s t e r m o s . 

Para n = m, o a r c o a„ s o f r e u m a c r é s c i m o 

w/2 o u - i r / 2 o u 3w 2 o u - 3 * / 2 

donde , pa ra senœ, , , , u m a c r é s c i m o (cosa,,, — s e n a , „ ) 
o u —(cosa , „ + s e n a , „ ) e a s o m a dos quad rados des­
tas quan t idades sendo i g u a l a 2 u m a de las p e l o 
m e n o s n ã o é i n f e r i o r a 1 e m v a l o r ab so lu to . A s s i m 
o v a l o r a b s o l u t o do w - é s i m o t ê r m o de (2) é pe lo 
m e n o s 

3lt 
2™'+' 

q u e r pa ra hi e h i t q u e r p a r a h-i a A 3 , e a l é m d i sso 
ê s t e t ê r m o t e r á o s i n a l q u e q u i s e r m o s , p o i s que 
h\ e hi, h2 e Ã j , d ã o r e s u l t a d o s de s ina i s c o n t r á ­
r i o s . E m r e s u m o t e r - s e - á 

/ ( * + * ) - / ( * ) > 2w , ,— ; í m^ ; t • 
3iv 

f ( x + h ) - f ( x ) „ 
e p o r isso a u m e n t a í n d e f i n i d a -

Ã 
m e n t e e m v a l o r a b s o l u t o p a r a a s u c e s s ã o dos v a ­
l o r e s d e h q u e n ó s assoc iamos à s u c e s s ã o dos 
i n t e i r o s tn, e i s t o c o m o s i n a l q u e q u i s e r m o s . 

A função f ( x ) não tem pois em nenhum ponto 
uma derivada determinada, nem finita, nem i n f i ­
nita. 

Se e m vez de a lunos p r i n c i p i a n t e s se t ra tasse 
de a lunos ao c o r r e n t e dos p r o f u n d o s r e s u l t a ­
dos de D e n j o y s ô b r e a i n d e t e r m i n a ç ã o da r e l a ­
ç ã o (2), a f u n ç ã o / (x) f o r n e c e r i a u m e x e r c í c i o 
f á c i l e i n s t r u t i v o : c l a s s i f i c a r os d i v e r s o s v a l o r e s 
de x nos q u a t r o t i p o s p r e v i s t o s p o r D e n j o y . 

Tradução de J . DA SILVA PAULO 

P E D A G O G I A 
S e c ç ã o a cargo de 8en ío Caraça 

O TRABALHO MANUAL E A INICIAÇÃO MATEMÁTICA 
por FERNANDO L O B O D'AVILA LIMA 

T i v e h á anos u m e n c o n t r o casual c o m u m d i s ­
t i n t o p r o f e s s o r de m a t e m á t i c a que m e disse es tar 
e m b a r a ç a d o pa ra c l a s s i f i c a r as p r o v a s de a d m i s s ã o 
dos a lunos à escola o n d e p r o f e s s a v a e ac re scen tou 
que a-pesar-do seu c u i d a d o e m f o r m u l a r p r e g u n t a s 
das m a i s s i m p l e s , as p r o v a s s ó m u i t o f r a c a m e n t e 
s a t i s f a z i a m . S u p o n h o q u e . o i l u s t r e p r o f e s s o r t e r á 
pensado m u i t a s vezes nas causas que p o d e m de ­
t e r m i n a r u m a t a l i n s u f i c i ê n c i a de p r e p a r a ç ã o nos 
a l u n o s ao f i m de m e i a d ú z i a de anos de t r a b a l h o . 
E u , p o r m i m , p e n s e i que , p o n d o de pa r t e a h i p ó ­
tese de u m a i n c a p a c i d a d e f o r m a l do educando 
pa ra a s s i m i l a r estas n o ç õ e s , r e s t ava c o n s i d e r a r o 
m é t o d o usado no e n s i n o desta c i ê n c i a . D e f ac to , 
e s tou c o n v e n c i d o de que o ens ino das m a t e m á t i ­
cas e l emen ta r e s t e r i a t u d o a ganhar se f ô s s e f e i t o 
de u m m o d o d i v e r s o , q u a n t o p o s s í v e l o b j e c t i v o . 

T e m - s e abusado do l á p i s e do p a p e l o u do giz 
e da p e d r a e des ta r te as n o ç õ e s bas i l a r e s ou n ã o 
c h e g a m a f o r m a r - s e o u f i c a m m a l assentes . E s q u e -
ce-se m u i t a s vezes q u e a b s t r a i r s i g n i f i c a , segundo 
a e x p r e s s ã o f e l i z de B e r g s o n , e x t r a i r da m a t é r i a . 

Pa ra n ã o c i t a r s e n ã o o m a i s v u l g a r dos e x e m ­
p los , p r e g u n t a m o s q u a n t o s s ã o os a lunos q u e 
t e n h a m v e r i f i c a d o , coisa f a c í l i m a , a e x a c t i d ã o do 
c l á s s i c o t e o r e m a de P i t á g o r a s ? 

T o d o s o p a p a g u e i a m , é ce r to , mas poucos o 
v i r a m v i v o e a sa l ta r t a l c o m o é . 

M a s agora r e p a r o q u e es tou a q u i de u m m o d o 
q u e p o d e p a r e c e r i m p e r t i n e n t e , eu , u m i n t r u s o 
e m coisas da m a t e m á t i c a p r e t e n d e n d o a t r a v é s da 
f G a z e t a de M a t e m á t i c a » e n s i n a r o P a d r e Nosso 
ao V i g á r i o p o i s q u e i s to e m u i t o m a i s j á o s a b e m 
os seus l e i t o r e s . N ã o é ê s t e o nosso f i m mas an tes 
a p r o v e i t a r o h o n r o s o c o n v i t e de c o l a b o r a ç ã o pa ra 
t o r n a r p ú b l i c o j u n t o dos q u e m a i s p a r t i c u l a r m e n t e 
se i n t e r e s s a m pe los p rogressos do ens ino , a lgo 
que p o r n ã o ser s ó nosso nos pa rece d e v e se r 
c o n h e c i d o . 

E n c a r r e g a d o v a i p a r a t r eze anos de d i r i g i r os 
cursos de T r a b a l h o s M a n u a i s pa ra a lunos e de 
i n i c i a ç ã o pa ra p r o f e s s o r e s n o L i c e u de P e d r o N u ­
nes, t e n h o - m e e s f o r ç a d o p o r c o n t r i b u i r , q u a n t o 
p o s s í v e l , p a r a u m a m o d i f i c a ç ã o nos processos de 
ens ina r , t o r n a n d o o e n s i n o a c t i v o de m o d o a c r i a r 
no e d u c a n d o u m i n t e r ê s s e v i v o . 

A c r i a n ç a n ã o a t i nge n e m pode c o m p r e e n d e r 
s e n ã o o que v ê . Se a i s to ac r e scen t a rmos , o que 
é essenc ia l nessas idades , u m a p a r t i c i p a ç ã o ac t iva , 
a c o m p r e e n s ã o t o rna - se f á c i l . 

O T r a b a l h o M a n u a l s e rve a d m i r a v e l m e n t e ê s t e 
o b j e c t i v o e d u c a t i v o , p o r q u e a c r i a n ç a é, c o m o 
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a c e r t a d a m e n t e d i z W . J ames : u m o r g a n i s m o 
ac tuan te . 

Nes ta o r i e n t a ç ã o e n o que r e s p e i t a e m espec ia l 
ao ens ino das m a t e m á t i c a s e l emen ta re s , t e m o s 
r ea l i zado c o m o a u x i l i o de p ro f e s so re s e de a l u n o s 
u m a pequena c o l e c ç ã o de m o d e l o s q u e passamos 
a c i t a r : 

Á l g e b r a 

1. V e r i f i c a ç ã o e x p e r i m e n t a l da i g u a l d a d e : 
(a + bY-=a*+2ab±V-. 

2. V e r i f i c a ç ã o e x p e r i m e n t a l da i g u a l d a d e : 
(a-bf=a2-'2ab + b*. 

3. V e r i f i c a ç ã o e x p e r i m e n t a l da i g u a l d a d e : 
(a + bX^a-b)^*1-^. 

4. V e r i f i c a ç ã o e x p e r i m e n t a l da i g u a l d a d e : 
(o - t à ) ' = « 3 + 3a'b+3o^ + ô». 

Geometr ia 
Plana : 

V e r i f i c a ç ã o e x p e r i m e n t a l das seguin tes p r o p o ­
s i ç õ e s : 

õ. A s o m a dos â n g u l o s i n t e r n o s d u m t r i â n g u l o 
é i g u a l a 180° . 

6. A s o m a dos â n g u l o s e x t e r n o s d u m p o l í g o n o 
c o n v e x o é i g u a l a 360° . 

7. D o s s egmen tos q u e de u m p o n t o se p o d e m 
c o n d u z i r pa ra u m a recta , o m e n o r é o s e g m e n t o 
p e r p e n d i c u l a r . 

8. O â n g u l o i n s c r i t o n u m a c i r c u n f e r ê n c i a t e m 
p o r m e d i d a me tade da a m p l i t u d e do a r co c o m ­
p r e e n d i d o e n t r e os seus lados . 

9. T o d o o â n g u l o i n s c r i t o q u e s u b t e n d e u m a 
s e m i - c i r c u n f e r ê n c i a é r e c t o . 

10. D u a s f i g u r a s h o m o t é t i c a s a u m a t e r c e i r a , 
s ã o h o m o t é t i c a s e n t r e s i . 

1 1 . U m t r i â n g u l o i s ó s c e l e s é e q u i v a l e n t e a u m 
r e c t â n g u l o c o m a m e s m a a l t u r a e- c u j a base é 
m e t a d e da base do t r i â n g u l o . 

12. U m p a r a l e l o g r a m o é e q u i v a l e n t e a u m 
r e c t â n g u l o da m e s m a base e da m e s m a a l t u r a . 

13. Os â n g u l o s e os l ados opos tos de u m p a r a ­
l e l o g r a m o s ã o igua is , r e s p e c t i v a m e n t e . 

14. A á r e a d u m p o l í g o n o r e g u l a r é i g u a l ao p r o ­
d u t o do s e m i - p e r í m e t r o p e l o a p ó t e m a . 

15. A á r e a do c í r c u l o é i g u a l ao p r o d u t o do r a i o 
pe lo s e m i - p e r í m e t r o da c i r c u n f e r ê n c i a . 

16. A á r e a d u m t r a p é z i o é i g u a l ao p r o d u t o da 
sua m e d i a n a pe la a l t u r a . 

17. M o d ê l o p e r m i t i n d o d e m o n s t r a r v á r i a s p r o ­
p o s i ç õ e s : 

I — A a l t u r a d e c o m p õ e u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o ' 
e m t r i â n g u l o s s eme lhan t e s e n t r e s i e cada u m 
s e m e l h a n t e ao t r i â n g u l o dado . 

I I — U m cate to é m a i s p r o p o r c i o n a l e n t r e a 
h i p o t e n u s a e a sua p r o j e c ç ã o o r t o g o n a l s ô b r e a 
h i p o t e n u s a . 

I I I — A a l t u r a é m e i a p r o p o r c i o n a l e n t r e os 
s e g m e n t o s que d e t e r m i n a na h i p o t e n u s a . 

I V — T e o r e m a de P i t á g o r a s . 
18 — O q u a d r a d o da h i p o t e n u s a de u m t r i â n g u l o 

r e c t â n g u l o é i g u a l à s o m a dos q u a d r a d o s dos ca-
te tos ( P i t á g o r a s ) . 

19. A r a z ã o das á r e a s de duas f i g u r a s h o m o t é ­
t i cas é i g u a l ao q u a d r a d o da r a z ã o de h o m o t é t i a . 
No Espaço : 

20. D o s s e g m e n t o s q u e de u m p o n t o se p o d e m 
c o n d u z i r pa ra u m p l a n o , o m e n o r é o s e g m e n t o 
p e r p e n d i c u l a r . 

2 1 . A c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e s u f i c i e n t e pa ra q u e 
u m a r e c t a se ja p e r p e n d i c u l a r a u m p l a n o é que 
se ja p e r p e n d i c u l a r a duas rec tas c o n c o r r e n t e s do 
p l a n o . 

22. A s i n t e r c e p ç õ e s de u m p l a n o c o m p l a n o s 
pa ra le los , s ã o rec tas pa ra le l a s . 

23. U m p a r a l e l i p í p e d o r e c t o é e q u i v a l e n t e a u m 
p a r a l e l i p í p e d o r e c t â n g u l o da m e s m a a l t u r a e base 
e q u i v a l e n t e . 

24. U m p r i s m a o b l í q u o é e q u i v a l e n t e a u m 
p r i s m a r e c t o de ares ta l a t e r a l i g u a l e c u j a base 
se ja a s e c ç ã o r ec t a d o p r i s m a o b l í q u o . 

25. U m p r i s m a t r i a n g u l a r r ec to é e q u i v a l e n t e a 
t r ê s t e t r a e d r o s da m e s m a a l t u r a e bases e q u i v a ­
l en t e s . 

Trigonometria 
M o d e l o s pa ra v e r i f i c a r e x p e r i m e n t a l m e n t e : 
26. A v a r i a ç ã o das f u n ç õ e s seno e coseno dos 

â n g u l o s de 0 a 9 0 ° . 
27. A v a r i a ç ã o das f u n ç õ e s tangente e cotan-

gente dos â n g u l o s de 0 a 90° . 
28. A v a r i a ç ã o das f u n ç õ e s seno, coseno, tan­

gente e cotangente dos â n g u l o s de 0 a 90° . 

E p o u c o , c o m o se v ê , o q u e e s t á f e i t o , e p o r v e n ­
t u r a ao p r o f e s s o r enca r regado do ens ino c o n v é m 
f a z e r e x e c u t a r e m classe estes m o d e l o s p o r u m 
p rocesso d i v e r s o , de m a i s f á c i l r e a l i z a ç ã o do que 
a q u ê l e q u e t e m o s s egu ido . 

É e v i d e n t e q u e a s s i m d e v e ser, s e m p r e que 
s e j a p o s s í v e l , mas de u m m o d o o u de o u t r o a q u i 
f i c a b e m exp re s sa a nossa c o n v i c ç ã o s ô b r e a n e ­
cess idade de v a r i a r de processos adop tando- se na 
f o r m a de ens inar , de p r e f e r ê n c i a , o m o d o a c t i v o 
e e x p e r i m e n t a l . 

A o s dou to s da e spec ia l idade o f a z e r a q u i l o q u e 
eu, s ó m o d e s t a m e n t e , posso f o r m u l a r . 

Nota — Os modelos acima citados encontram-se em 
exposição na Secção de Trabalhos Manuais do Liceu 
Pedro Nunes de Lisboa. 
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N O T A 

Parece q u e os n o v o s m é t o d o s de ens ino v ã o 
e n f i m p e n e t r a n d o ( q u ã o l e n t a m e n t e !) e n t r e n ó s . 

N o n ú m e r o 13 da « G a z e t a » d e m o s aos l e i t o r e s 
u m a r t i g o do p r o f . Ca rdoso G u e r r a s ô b r e o ens ino 
e x p e r i m e n t a l da G e o m e t r i a que , e n t r e o u t r o s i n ­
t é r e s s é s , t i n h a o de r e l a t a r a sua experiência. 

H o j e o p r o f . L o b o de Á v i l a r e l a t a -nos u m a o u t r a 
e x p e r i ê n c i a n ã o m e n o s i n t e r e s san t e — a que t e m 
v i n d o a r e a l i z a r na S e c ç ã o de T r a b a l h o s M a n u a i s 
do L i c e u de P e d r o N u n e s . 

B o m s e r á q u e t o d o s os in t e ressados p e l o e n s i n o 
das M a t e m á t i c a s E l e m e n t a r e s d ê e m a estes t r a b a ­
l h o s t ô d a a a t e n ç ã o q u e m e r e c e m . A « G a z e t a » 
gos ta r ia de r e c o l h e r d e p o i m e n t o s s ô b r e o assun to 
e de i n s t i t u i r s ô b r e ê l e u m l a rgo d e b a t e " ' . 

B . C. 

"> Publicámos no último número da «Gazeta» um extenso 
artigo do Dr. Sebastião e Silva sôbre o ensino dos loga­
ritmos no Liceu. Como nêle não vejo nenhum facto novo 
que permita avançar ou esclarecer a discussão do problema 
pedagógico que aqui debatera, abstenho-me de o comentar. 

D O I S P R I N C Í P I O S P E D A G Ó G I C O S GERAIS 
por J . W . A. Young 

(de «Lectures on fundamental concepts of Algebra and Geometrv») 

1. Não deve ser dada a definição f o r m a l de 
qualquer têrmo que não possa dar-se por. meio 
de ideias obviamente mais simples do que o têrmo 
definido. 

2. Não deve ser tentada a demonstração f o r m a l 
duma proposição que parece evidente ao aluno, sem 
demonstração. 

A a lguns pode p a r e c e r u m d e s p e r d í c i o de t e m p o 
q u a n d o se i n s i s t e n o q u e é e v i d e n t e . E , c o n t u d o , 
a g r a n d e m a i o r i a dos nossos c o m p ê n d i o s o t o r n a m 
n e c e s s á r i o p a r a ass ina la r a b s u r d o s p e d a g ó g i c o s . 
É d i f í c i l saber p o r q u e tan tos dos nossos au to res 
de c o m p ê n d i o s a inda os i n c l u e m nas suas ob ra s . 
Pode ser q u e os seus l i v r o s lhes p a r e ç a m c i e n t i ­
f i c a m e n t e de fe i tuosos se t u d o n ã o d e f i n i r e m e 
d e m o n s t r a r e m f o r m a l m e n t e . Mas , p e l o c o n t r á r i o , 
t a l a t i t u d e é t ã o a b s u r d a c i e n t í f i c a c o m o p e d a g ò -
g i c a m e n t e . É p o r u m a necess idade l ó g i c a q u e 
a lguns t ê r m o s f i c a m p o r d e f i n i r e a lgumas p r o ­
p o s i ç õ e s p o r d e m o n s t r a r . « M a s » , p o d e m d ize r , 
« n ã o é de de se j a r a r e d u ç ã o do n ú m e r o de p r o ­
p o s i ç õ e s n ã o d e m o n s t r a d a s ao m í n i m o ? » N ã o ! 
P e d a g ò g i c a m e n t e , é m u i t o i n d e s e j á v e l e, c i e n t i f i ­

c amen te , n ã o é n e c e s s á r i o . Pa ra uma m e n t a l i d a d e 
a m a d u r e c i d a , o p r o b l e m a da r e d u ç ã o a u m m í n i m o 
do n ú m e r o de t ê r m o s d e f i n i d o s e de t o r n a r i n d e ­
p e n d e n t e s as p r o p o s i ç õ e s n ã o d e m o n s t r a d a s d u m 
c o n j u n t o é i n t e r e s s a n t e e i m p o r t a n t e ; pa ra a 
m e n t a l i d a d e d o a l u n o do l i c e u , o p r o b l e m a n ã o 
t e m s e n t i d o . D e i x e m o s q u e s e j a m grandes o n ú ­
m e r o de t ê r m o s n ã o d e f i n i d o s f o r m a l m e n t e e o 
n ú m e r o do que p o d e m o s c h a m a r p r o p o s i ç õ e s 
p r e l i m i n a r e s ( i s to é, p r o p o s i ç õ e s f o r m a l m e n t e 
n ã o d e m o n s t r a d a s ) . L e m b r e m o - n o s q u e a nossa 
p r i m e i r a f i n a l i d a d e n ã o é e n s i n a r os a l u n o s a 
saber g e o m e t r i a , mas s i m l e v á - l o s a pensar geo­
m e t r i a . T a l p o d e ser consegu ido s o m e n t e s u s c i ­
t ando o seu i n t e r ê s s e pe las f i g u r a s e p r o b l e m a s 
g e o m é t r i c o s e l evando-os a pensa r n i s so a seu 
modo, p r i m e i r o . Os r a c i o c í n i o s dos p r ó p r i o s a l u ­
nos d e v e m ser d i r i g i d o s g r a d u a l m e n t e p a r a o 
m o d o f o r m a l . N ã o é n u n c a c o n v e n i e n t e a p r e n d e r 
a pensa r g e o m è t r i c a m e n t e sendo o b r i g a d o a r e p e ­
t i r os r a c i o c í n i o s d o u t r e m sob u m a f o r m a q u e 
a p a r e c e r á , pe l a n a t u r e z a do caso, c o m o a r t i f i c i a l 
e a n t i - n a t u r a l . 

Tradução de A. SÁ DA C O S T A 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
S e c ç ã o a cargo de A. Pereira Gomes 

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA 
N o d i a 20 d e M a r ç o r e a l i z o u - s e a r e u n i ã o o r d i ­

n á r i a da A s s e m b l é i a G e r a l da S. P. M . 
A p r o v o u - s e p o r u n a n i m i d a d e o r e l a t ó r i o e as 

contas da D i r e c ç ã o , r e l a t i v o s a 1942. 
P rocedeu-se à e l e i ç ã o dos c o r p o s ge ren tes pa ra 

o b i é n i o de 1943-44, c u j o s r e s u l t a d o s f o r a m os 
segu in tes : 

Mesa da A s s e m b l é i a G e r a l : Presidente, D r . L u i z 
Passos ; i.° secretário, D r . F r a n c i s c o I n á c i o da 
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S i l v a ; 2.° secretário, D r . a D . M a r i a A n t ó n i a R ê g o 
Chaves . 

D i r e c ç ã o : Presidente, D r . A u r e l i a n o de M i r a 
F e r n a n d e s ; Vice-Ptesidente, D r . M a n u e l P e r e s ; 
Secretário Geral, D r . B e n t o C a r a ç a ; Tesoureiro, 
D r . A l f r e d o da Costa M i r a n d a ; i.° Secretário, 
D r . Car los F . C a r v a l h o ; 2° Secretário, E n g . F . Car ­
v a l h o A r a ú j o ; Vogal, D r . a D . M a r i a H e n r i q u e t a 
T r i g o de Sousa Z a n a t t i . 

Delegados à A s s o c i a ç ã o Portuguesa para o Pro-

SEMINÁRIO DE FÍSICA TEÓRICA 

N o passado m ê s de F e v e r e i r o o A s s i s t e n t e F e r ­
nandes de S á , da Facu ldade de C i ê n c i a s do P ô r t o , 
e f e c t u o u duas c o m u n i c a ç õ e s s ô b r e a l g u n s r e s u l ­
tados o b t i d o s no t r a b a l h o q u e v e m r e a l i z a n d o 
d e n t r o d o S e m i n á r i o de F í s i c a T e ó r i c a a n e x o ao 
C e n t r o de Es tudos M a t e m á t i c o s d a q u e l a F a c u l ­
dade, que , c o m o j á a q u i d i s semos , t e m d e s e n v o l ­
v i d o a sua a c t i v i d a d e sob a o r i e n t a ç ã o do D r . G u i d o 
Beck . 

N a l . a c o m u n i c a ç ã o , Microestrutura geométrica 
do espaço-tempo electrónico, d e f i n i u - s e u m a geo­
m e t r i a do e s p a ç o m é t r i c o que no caso de 4 d i m e n ­
s õ e s p e r m i t e u m a n o v a i n t e r p r e t a ç ã o das equa ­
ç õ e s de D i r a c da c i n e m á t i c a do e l e c t r ã o . O e s p a ç o 
d e f i n i d o ap resen ta f l u t u a ç õ e s p r ó p r i a s , m i c r o s c ó -

S Ô B R E O E N S I N O D A 
* por Maria 

2. Pa receu-nos in t e res san te , s o b r e t u d o pa ra os 
C l u b e s de M a t e m á t i c a , da r u m a i d é i a de u m a l i ç ã o 
s ô b r e assun to t ã o c u r i o s o c o m o o p r o b l e m a dos 
i s o p e r í m e t r o s . 

O c u r s o de « Q u e s t õ e s esco lh idas de G e o m e t r i a 
e l e m e n t a r » dado pe lo p r o f . H o p f , é u m c u r s o d o 
3. 0 s emes t r e m u i t o f r e q u e n t a d o p o r p r o f e s s o r e s 
de L i c e u . O c u p a u m a l i ç ã o s e m a n a l de 2 t e m p o s 
de 45 m . 

D e p o i s do es tudo a n t e r i o r m e n t e f e i t o dos p o l i e ­
d r o s de E u l e r , a n á l i s e de v á r i a s d e m o n s t r a ç õ e s 
d o t e o r e m a de E u l e r pa ra os p o l i e d r o s c o n v e x o s , 
a p l i c a ç õ e s , n o ç õ e s de t o p o l o g i a c o m b i n a t ó r i a , t e o ­
r e m a da c o n g r u ê n c i a de C a u c h y p a r a os p o l i e d r o s 
c o n v e x o s e de p r o p r i e d a d e s g loba i s da c u r v a t u r a 
e m c u r v a s e p o l í g o n o s , c o m e ç o u nes ta l i ç ã o o 
es tudo do p r o b l e m a dos i s o p e r í m e t r o s que pode 
e n u n c i a r - s e c o m o segue : D a d o u m n ú m e r o £ > 0 , 

gresso das C i ê n c i a s .- D r . B e n t o C a r a ç a , E n g . F r a n ­
c isco L e i t e P i n t o . 

C o m o r e l a t ó r i o da D i r e c ç ã o f o i a p r o v a d o u m 
v o t o de ag radec imen to à I m p r e n s a , c o m m e n ç ã o 
e spec ia l da Gaseta de Matemática pe la a t e n ç ã o 
c o m que s egu iu a a c t i v i d a d e da S P. M . 

E m 25 de M a r ç o , à s 21 horas , na F a c u l d a d e de 
C i ê n c i a s ( S e c ç ã o de M a t e m á t i c a ) rea l iza -se a ce ­
r i m ó n i a da posse dos n o v o s c o r p o s geren tes . 

ANEXO A O C. E. M. D O PÔRTO 

picas e l eva a c o n s i d e r a r as p r o p r i e d a d e s do e lec­
t r ã o c o m o c o n s e q u ê n c i a s da e s t r u t u r a g e o m é t r i c a 
do c o n t í n u o e s p a ç o - t e m p o onde ê l e se m o v e . 

P ô s t o que n ã o houvesse a i n t e n ç ã o de a x i o m a -
t i za r a g e o m e t r i a cons ide rada , i n i c i o u - s e o seu 
es tudo n o caso « = 3 . 

N a 2 . a c o m u n i c a ç ã o , Transformações relativistas 
das grandezas quânticas, e s tudou-se o c o m p o r t a ­
m e n t o das f o r m a s b i l i n e a r e s <i>* My e das m a t r i z e s 
'l'jW<t> e m r o t a ç õ e s espac ia i s e e m t r a n s f o r m a ç õ e s 
de L o r e n t z gera i s ; y e ? r e p r e s e n t a m s p i n o r e s , 
V e « s o l u ç õ e s m a t r i z e s da e q u a ç ã o de D i r a c , M é 
u m a m a t r i z do s i s t ema base. 

A. P E R E I R A G O M E S 

M A T E M Á T I C A N A S U Í Ç A 
do Pilar Ribeiro 

I I I 

d e t e r m i n a r a c u r v a p l ana fechada de c o m p r i ­
m e n t o L q u e l i m i t a u m a á r e a m á x i m a . A s o l u ­
ç ã o é , c o m o se sabe, a c i r c u n f e r ê n c i a de r a i o 
£ / 2 i r . A á r e a é e n t ã o y* = Z , 2 /4ir. 

O p r o b l e m a pode a inda se r p ô s t o des ta 2. a m a ­
n e i r a : D a d o u m n ú m e r o y e x p r i m i n d o u m a á r e a , 
d e t e r m i n a r a c u r v a p l a n a f echada de c o m p r i m e n t o 
m í n i m o q u e l i m i t e esta á r e a . 

O p r o b l e m a data j á da a n t i q u ï d a d e grega ( é o 
p r o b l e m a de D i d o ) e j á e n t ã o f o i i n d i c a d a a s o l u ­
ç ã o . Pa rece que , d e p o i s , o p r ó p r i o G a l i l e o se t e r i a 
o c u p a d o d ê l e . Pe la p r i m e i r a v e z S t e i n e r , e m 1830, 
d á duas d e m o n s t r a ç õ e s m u i t o in t e re s san tes mas 
i n c o m p l e t a s , e é W e i e r s t r a s s , e m 1870, q u e d ê l e 
d á a i . " d e m o n s t r a ç ã o c o m p l e t a . A n a l i z a m - s e as 
duas d e m o n s t r a ç õ e s de S t e i n e r e d e p o i s duas 
d e m o n s t r a ç õ e s m o d e r n a s : 

S t e i n e r d e m o n s t r a q u e : dada u m a c u r v a p l a n a 
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de c o m p r i m e n t o L, q u e n ã o se ja a c i r c u n f e r ê n c i a , 
é s e m p r e p o s s í v e l d e t e r m i n a r u m a o u t r a c u r v a 
p l ana do m e s m o c o m p r i m e n t o , l i m i t a n d o u m a 
á r e a m a i o r . 

i . a h i p ó t e s e . A c u r v a n ã o é c o n v e x a . Nes te caso 
p o d e s e m p r e t r a ç a r - s e u m a t angen te c o m u m a 
do i s pon tos da c u r v a e t o m a r - s e o s i m é t r i c o d u m 
dos arcos e m r e l a ç ã o à t angen te . A n o v a c u r v a 
t e m o m e s m o c o m p r i m e n t o da a n t e r i o r , mas l i m i t a 
u m a á r e a m a i o r . P o d e m o s passar , po is , ao e x a m e 
da 2. a h i p ó t e s e : a c u r v a é c o n v e x a . S e j a L o seu 
c o m p r i m e n t o e y a á r e a q u e l i m i t a . T o m e m o s 
u m a co rda AB t a l q u e d o i s arcos d e t e r m i n a d o s 
p o r ela t e n h a m o m e s m o c o m p r i m e n t o . A á r e a y 
f i c a d e c o m p o s t a e m duas, y, e y.2. S e j a y , <.y^. 
T o m a n d o o s i m é t r i c o d o a rco q u e l i m i t a a á r e a y 2 

e m r e l a ç ã o a AB, o b t e n h o u m a c u r v a do m e s m o 
c o m p r i m e n t o / , e l i m i t a n d o u m a á r e a 2y. 2 >^»,-(-_y 2 . 

P o d e m o s agora l i m i t a r m o - n o s à s c u r v a s c o n ­
vexas t e n d o u m e i x o de s i m e t r i a . 

É s e m p r e p o s s í v e l , se a c u r v a n ã o é u m a c i r ­
c u n f e r ê n c i a , d e t e r m i n a r u m p o n t o P t a l que o 
t r i â n g u l o [ABP] n ã o se j a r e c t â n g u l o e m P. A sua 
á r e a s e r á m á x i m a , s u p o n d o cons tan te os c o m p r i ­
m e n t o s dos l ados AP e BP, q u a n d o o â n g u l o 
A PB f ô r r e c t o . E n t ã o p o d e m o s t r a ç a r u m t r i â n ­
g u l o r e c t â n g u l o de ca te tos igua i s a AP e BP s ô ­
b r e os qua i s se p o d e m c o n s t r u i r arcos c o n g r u e n ­
tes aos a n t e r i o r m e n t e d e t e r m i n a d o s p e l o p o n t o P 
s ô b r e o a rco AB. F o r m a n d o a f i g u r a s i m é t r i c a 
da a s s i m o b t i d a e m r e l a ç ã o a AB, f i c a m o s c o m 
u m a c u r v a de c o m p r i m e n t o X , l i m i t a n d o u m a 
á r e a m a i o r . 

E S t e i n e r c o n c l u í a d a q u i : C o m o ê s t e p rocesso 
era v á l i d o p a r a t ô d a s as c u r v a s q u e n ã o f ô s s e m 
a c i r c u n f e r ê n c i a , esta e ra aque la c u r v a q u e l i m i ­
t ava u m a á r e a m á x i m a . 

Es ta c o n c l u s ã o n ã o é , c o m o f à c i l m e n t e se v e r i ­
f i c a , l e g í t i m a : H á p r o b l e m a s de e x t r e m a i s q u e 
n ã o t ê m s o l u ç ã o ; S t e i n e r n ã o d e u s e n ã o u m p r o ­
cesso pa ra c o n s t r u i r u m a n o v a c u r v a a p a r t i r de 
c u r v a s que n ã o s ã o c i r c u n f e r ê n c i a s , e nada a f i r ­
m o u q u a n t o à e x i s t ê n c i a d u m a c u r v a l i m i t a n d o 
u m a á r e a m á x i m a . 

U m e x e m p l o de p r o b l e m a a n á l o g o , s e m s o l u ­
ç ã o , é o s e g u i n t e : D a d o u m s e g m e n t o de r ec ta AB 
e u m a rec ta AC d e d i r e c ç ã o d i f e r e n t e de AB 

.—. i 
d e t e r m i n a r u m a c u r v a AB t angen te e m A a AC 
e c u j o c o m p r i m e n t o se ja m í n i m o . É f á c i l v e r que 
dada u m a c u r v a de c o m p r i m e n t o L é s e m p r e 
p o s s í v e l d e t e r m i n a r u m a o u t r a , sa t i s fazendo a m ­
bas à s c o n d i ç õ e s impos t a s , e de c o m p r i m e n t o 
m e n o r . A m e n o r d i s t â n c i a de A a B é o s e g m e n t o 

AB que s ó s e r i a s o l u ç ã o q u a n d o as d i r e c ç õ e s de 
AC e AB c o i n c i d i s s e m . E pode esc la recer -se o 
r a c i o c í n i o de S t e i n e r e s t abe lecendo o p a r a l e l o 
c o m o s e g u i n t e : 

C o n s i d e r e m o s a s u c e s s ã o dos n ú m e r o s n a t u r a i s 

1 , 2 , 3 , • • - , » , ••• 

e s e j a <?(«) u m p rocesso q u e p e r m i t e dado u m 
n ú m e r o « o b t e r u m m a i o r ( o seu q u a d r a d o , p o r 
e x e m p l o ) . Es t e p roces so ap l ica-se a todos os 
n ú m e r o s n a t u r a i s , e x c e p t o 1 . 

C o n c l u i r - s e - i a c o m S t e i n e r : Dado u m n ú m e r o 
q u a l q u e r n a t u r a l , d i f e r e n t e de 1 , é s e m p r e p o s s í ­
v e l d e t e r m i n a r u m m a i o r . E n t ã o 1 é o m a i o r de 
todos . 

S t e i n e r d e u a inda u m a 2. a d e m o n s t r a ç ã o d o 
m e s m o p r o b l e m a ; m a s i n c o r r e u no m e s m o ê r r o . 
E l a c o r r e s p o n d e à 2. a m a n e i r a de f o r m u l a r o p r o ­
b l e m a e é , c o m o a a n t e r i o r , i n t e r e s san t e e e n g e ­
nhosa . 

Ê l e d e m o n s t r a que dada u m a á r e a y l i m i t a d a 
p o r u m a c u r v a de c o m p r i m e n t o L, é s e m p r e p o s ­
s í v e l , se a c u r v a n ã o f ô r a c i r c u n f e r ê n c i a , d e t e r ­
m i n a r u m a c u r v a de c o m p r i m e n t o L* < L l i m i ­
t a n d o a m e s m a á r e a . 

Podemos , c o m o a n t e r i o r m e n t e , a n a l i z a r o caso 
das c u r v a s c o n v e x a s . 

T o m e m o s u m a r ec t a d , de d i r e c ç ã o q u a l q u e r , 
mas c u j a d i r e c ç ã o n ã o é a d u m e i x o de s i m e t r i a 
p a r a a c u r v a , e as co rdas p e r p e n d i c u l a r e s a esta 
r ec t a . Se t r a n s p o r t a r m o s estas cordas , p a r a l e l a ­
m e n t e a s i mesmas , e de m o d o q u e os seus m e i o s 
f i q u e m s ô b r e a r ec ta d , o b t e r e m o s u m a n o v a 
c u r v a c1 s i m é t r i c a e m r e l a ç ã o a d . E s t a c u r v a 
l i m i t a u m a á r e a y* =y ( p r i n c í p i o de C a v a l i é r i ) e 
t e m u m c o m p r i m e n t o L' <LL ( d e t e r m i n e m - s e os 
c o m p r i m e n t o s das duas c u r v a s ) . 

C o m o a c i r c u n f e r ê n c i a é a ú n i c a c u r v a pa ra a 
q u a l n ã o ex i s t e u m a d i r e c ç ã o a q u e n ã o c o r r e s ­
ponda u m e i x o de s i m e t r i a , S t e i n e r t i r o u c o n c l u ­
s õ e s a n á l o g a s à s a n t e r i o r e s . 

A l é m de S t e i n e r , p r e o c u p a r a m - s e c o m o p r o ­
b l e m a os i r m ã o s J o ã o e J acob B e r n o u i l l i e E u l e r 
q u e d e r a m a c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a . O p r o b l e m a 
es tava nos f u n d a m e n t o s d o c á l c u l o das v a r i a ç õ e s , 
m a s s ó , c o m W e i e r s t r a s s (1879), a a n á l i s e a t inge o 
d e s e n v o l v i m e n t o que l h e p e r m i t e d a r e n t ã o u m a 
c o n d i ç ã o s u f i c i e n t e , e m b o r a p o r u m processo 
nada e l e m e n t a r . 

S c h w a r z , e m 1884, d á t a m b é m u m a d e m o n s t r a ­
ç ã o , mas e m b o r a se n ã o s i r v a de g r a n d e a p a r e ­
l h a g e m m a t e m á t i c a , a sua d e m o n s t r a ç ã o t a m b é m 
n ã o é f á c i l . Coloca a q u e s t ã o p a r a os p o l í g o n o s 
de n lados igua is , n ã o r e g u l a r e s , e d e m o n s t r a q u e 
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os polígonos nestas condições que ocupam uma 
maior área são os regulares. Por considerações 
para as curvas circunscritas a polígonos, demons­
tra ser a circunferência a que limita uma área 
maior. 

Podem consultar-se para êste problema os 
livros : Blaschke — «Kreis und Kugel» e Bonnesen 
— «Les problèmes des isoperimétres et des i sé -
piphanes». 

A s duas demonstrações modernas aparecem em 
1902 com Hurwitz e em 1939 com F . Schmidt. 

O professor Hopf desenvolveu estas duas de­
monstrações na lição seguinte, discutiu-as e mos­
trou uma conexão inesperada entre a teoria das 
sér ies trigonométricas e o problema dos isoperi-
metros que é posta em relêvo pela demonstração 
de Hurwitz. 

3. O 3 . 0 curso a que nos referimos é o de geo­
metria difsrencial regido pelo prof. Plancherel. 

Compreende 4 tempos semanais de 45 m sendo 
um dêles dedicado à correcção de exercícios pro­
postos em l ições anteriores. 

Foram até agora resolvidos 3 6 exercícios dos 
quais transcrevemos alguns que podem dar uma 
idéia do nível do ensino neste 3 . 0 semestre da 
Escola. 

1) Demonstrar que, se o plano osculador a uma 
curva torsa C é tangente a uma esfera fixa de cen­
tro O : i.° o plano rectificante passa pelo ponto O ; 
2. 0 a razão entre o raio de curvatura p—l/Á e o 

raio de torsão O = 1 / T é uma função linear do arco 
p/<s=As+B e 3 . 0 estabelecer os recíprocos. 

2) Demonstrar que o plano tangente à superfí­
cie xyz=ái, limita com os planos de coordenadas 
um tetaedro de volume constante. 

3) Consideremos a família dos planos rectifi-
cantes duma curva. Mostrar que a característica 
do plano rectificante é o eixo instantâneo de ro­
tação do triedro de Frenet. 

4 ) Une-se um ponto fixo O a um ponto variá­
vel P que se desloca sobre uma superfície e s f é ­
rica. Determinar o invólucro dos planos que pas­
sam por P perpendiculares a OP . 

5 ) Demonstrar que a superficie Aa2 s2=(x2 — 
— 2a3)(y! — 2a2) possue uma linha de pontos um­
bilicais e que esta linha é a intersecção desta 
superfície com a esfera x2 Jry2+s2=ia2. 

6) Demonstrar a proposição seguinte : Se a 
curva de intersecção de duas superficies é uma 
linha de curvatura para cada uma das duas super­
fícies, estas cortam-se ao longo desta linha sob 
um ângulo constante e reciprocamente. (Utilizar 
a fórmula de O. Rodrigues). 

7) Demonstrar que as torsões de duas linhas 
assintóticas qne passam por um ponto duma su­
perfície são iguais e de sinais contrários e que o 
quadrado da torsão da linha assintótica é igual à 
curvatura total com o sinal trocado. 

A N T O L O G I A 

O « D I S C R E T O » E O « C O N T Í N U O » 
por E. T. Bell 

(de «Men of mathematics*, traduzido em francês com o titulo «Les grands mathématiciens») 

Desde os tempos mais remotos, duas tendên­
cias inversas, que por vezes se auxiliam mutua­
mente, têm governado o desenvolvimento geral 
da Matemática: uma refere-se ao «discreto»; a 
outra, ao «continuo». 

O discreto aplica-se a descrever toda a Natu­
reza e toda a Matemática, atòmicamente, por meio 
de elementos distintos, individualmente identifi­
cáveis , como os tijolos duma parede, os números 
1, 2, 3, etc. O contínuo procura esquematizar os 
fenómenos naturais, o curso dum planeta sobre 
a sua órbita, a passagem duma corrente eléctrica, 
os movimentos periódicos das marés e uma mul­

tidão de outros fenómenos que nos induzem a 
crer que conhecemos a Natureza segundo a fór­
mula mística de Heraclito: «Tudo flue». Hoje, 
êste «fluir» 011 o seu equivalente «a continui­
dade» tornou-se uma idéia tão pouco clara que 
é quási vasia de sentido. Mas deixemos isso por 
agora. 

Intuitivamente, nós sentimos que sabemos o que 
se deva entender por «movimento contínuo» 
como o duma ave ou duma bala no ar, ou a queda 
duma gota da chuva. Êste movimento é doce: não 
se faz por sacadas, é ininterrupto. No movimento 
contínuo ou, mais geralmente, na própria conti-
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nuïdade, os números individualizados 1, 2, 3, não 
constituem a imagem matemática adequada. Os 
pontos dum segmento de recta, por exemplo, não 
constituem entidades tão separadas como os ele­
mentos da sucessão 1, 2, 3 , . . . , em que a passa­
gem dum têrmo ao seguinte é sempre a mesma 
(dêste modo: 1, 1 + 1 = 2 , l-)-2 = 3 , e assim suces­
sivamente) : porém, entre dois pontos duma recta, 
por muito próximos que estejam, nós podemos 
sempre encontrar, ou pelo menos imaginar, um 
outro ponto : não há passagem imediata dum ponto 
ao seguinte, por isso que não há pontos conse­
cutivos. 

A concepção da «.continuidade» quando aplicada 

à maneira de Newton, de Leibniz e dos seus suces­
sores, conduz ao domínio ilimitado do Cálculo 
Infinitesimal e das suas numerosas aplicações à 
Ciência e à Técnica ; conduz a tudo que se chama 
hoje a Análise Matemática. O outro quadro, o do 
discreto, é o domínio da Algebra, da Teoria dos 
Números, da Lógica Matemática. A Geometria 
participa simultaneamente da natureza do contí­
nuo e do discreto. 

Uma das grandes missões dos matemáticos de 
hoje é harmonizar o contínuo e o discreto, elimi­
nar dêles tôda a obscuridade e encorporá-los numa 
matemática alargada. 

Tradução de J . SEBASTIÃO E SILVA 

S Ô B R E AS M O D E R N A S T E N D Ê N C I A S D A M A T E M Á T I C A 
por E. T. Bell 

(de cMen of mathematics*, traduzido em francês com o título <Les grands mathématiciens») 

Poincaré foi o último sábio que conseguiu abra­
çar pràticamente todo o domínio das matemáticas, 
puras e aplicadas. Crê-se geralmente que seria im­
poss ível a um cérebro humano de hoje assimilar 
mais de duas das quatro divisões principais das 
matemáticas: aritmética, álgebra, geometria, aná­
lise, sem falar da astronomia e da física matemá­
tica, e ainda menos de realizar aí qualquer obra 
criadora de primeira ordem ; ora, mesmo em 1880, 
na época em que se abria a grande carreira de 
Poincaré, pensava-se ordinariamente que tinha 
sido Gauss o último matemático universal ; não 
será, portanto, impossível que algum futuro Poin­
caré consiga, uma vez mais, cultivar o domínio 
completo. 

A medida que as matemáticas se desenvolvem, 
contraem-se e dilatam-se alternadamente, um 
pouco à maneira dum dos modelos do universo 
de Lemaítre. Actualmente, nós atravessamos um 
período explosivo de expansão, e é absolutamente 

impossível a um ser humano tamiliarizar-se com a 
enorme massa caótica de matemáticas que tem 
inundado o mundo desde 1900. Mas já, em certos 
sectores, se vê desenhar uma tendência para a 
contracção, que nos deve regosijar; acontece isto, 
por exemplo, com a álgebra, em que a introdução 
em grande escala, dos métodos axiomáticos torna 
imediatamente a questão mais abstracta, mais 
geral e menos desconexa. A maneira moderna 
de abordar os problemas faz descobrir analogias 
inesperadas, que em certos casos são mesmo 
identidades disfarçadas ; e pode conceber-se que 
a próxima geração de algebristas não terá neces­
sidade de conhecer tudo o que é agora conside­
rado importante, porque muitos dos pontos 
particulares difíceis foram reduzidos, e encorpo-
rados em princípios gerais mais simples e de 
maior alcance. 

TraduçSo de J . SEBASTIÃO E SILVA 

O S F I L Ó S O F O S E A M A T E M Á T I C A 
por E. T. Bell 

(de «Men of mathematics", traduzido em francês com o título cLes grands mathématiciens» ) 

Por um dos veredictos mais irónicos que se têm 
conhecido no decurso do longo processo da expe­
riência contra a especulação, a descoberta de 
Ceres coincidiu com a publicação dum ataque 
sarcástico do famoso fi lósofo G. W. Hegel (1770-
-1831) contra a conjectura dos astrónomos, na inves­
tigação dum oitavo planeta. Se ê les prestassem 
um pouco de atenção à Filosofia, declarava Hegel, 

veriam imediatamente que não pode haver senão 
sete planetas — nem mais um, nem menos um. 
Tais invest igações representavam, portanto, uma 
estúpida perda de tempo. Sem dúvida, êste ligeiro 
lapso de Hegel foi explicado, bem ou mal, pelos 
seus discípulos, mas o que ê les não conseguiram 
foi suprimir as centenas de pequenos planetas 
que se riem do seu anátema olímpico. 
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Não é desprovido ae interêsse notar, de passa­
gem, o que pensava Gauss a respeito dos f i lóso­
fos que se ocupam de questões científicas, de 
que não percebem nada ; isto aplica-se, em par­
ticular, aos f i lósofos que esgravatam nos funda­
mentos da Matemática, sem terem prèviamente 
aguçado o bico sôbre algum duro edifício mate­
mático. Inversamente, isto explica a razão por 
que B. Russell (1872), A. Whitehead (1861), David 
Hilbert (1862), da nossa época, trouxeram contri­
buições importantes à filosofia das matemáticas : 
é que são matemáticos. 

Escrevendo ao seu amigo Schumacher, a 1 de 
Novembro de 1844, Gauss declara : « V ê - s e a 
mesma coisa (a incompetência matemática) entre 
os f i lósofos contemporâneos Schelling, Hegel, 
N. von Essenbeck, e os seus sucessores; não nos 
fazem êles pôr os cabelos em pé com as suas 

def in ições? Le ia na história da filosofia antiga 
o que os grandes homens dessa época, Platão 
e outros (exceptuo Aristóteles) davam em matéria 
de expl icações. E mesmo com o próprio Kant, as 
coisas muitas vezes não se passam melhor ; a 
meu ver, a sua distinção entre juízos analíticos e 
sintéticos é uma daquelas idéias que, ou caem na 
banalidade, ou são falsas». Quando escrevia estas 
linhas, em 1844, Gauss estava em plena posse da 
geometria não euclideana, que era já uma refu­
tação suficiente do que diz Kant sôbre o «espaço»... 

Não se vá porém concluir dêste exemplo iso­
lado, relativo a pormenores técnicos puramente 
matemáticos, que a Filosofia não era apreciada 
por Gauss ; todos os progressos f i losóficos tinham 
para êle grande interêsse , conquanto desaprovasse 
muitas vezes os meios pelos quais tinham sido 
alcançados. Tradução de J. SEBASTIÃO E SILVA 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de Aptidão às Escolas Superiores (1942) 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Pôrto 

Ponto n.° 5 

1255—Resolva a equação 5-f>*—1/2)2/2 = 3*2 
determinando o valor numérico das raizes reais 
até à aproximação de uma décima. R : As raizes 
da equação são dadas pela expressão x = + [(—10+ 
+ 256 , / 2) : 4]" 5 = + [( -10 + 16) : 4 ] 1 / 2 e as raises 
reais são: x = + (3/2)'* - + 1 , 2 . 

1256 — Simplifique a expressão . r _ l , 2 j y 2  

e determine o seu valor numérico para .r = l,3273 
e ^>=0,3456 utilizando logaritmos. R : A expressão 
simplificada é x . y'ri donde log x + 7/3 log y = 
=0,12297 + 7/3x1,53857 = 1,04630 e para valor nu­
mérico da expressão 0,11125. 

1257 — Sabe-se que a área de um terreno com 
a forma rectangular é igual a 2,25 hectares. Me­
di u-se o ângulo que faz uma diagonal com um 
dos lados, obtendo-se o valor 37° 26' 30" . Calcule 
o comprimento e a largura do terreno, dispondo 
de uma tábua de logaritmos. R : A área do rec­
tângulo em função da diagonal è dada por 
A = d 2 sen a cos a se fôr d a diagonal e 7. o seu 
ângulo com um dos lados. No caso posto é 225 = 
= d 2 sen 37° 26'30" cos 37° 26 30" e por isso logd = 
= 1/2 ( log 225 + colg sen a + colg cos a) = 1/2 (2,35218 + 
+ 0,21613 + 0,10019) = 1,33425. Por outro lado, se 
forem a. eh os lados do rectângulo serão a = d sen x 

e b=dcosa ; logo loga = logd + l o g s e n « = l , 3 3 4 2 5 + 
+1,78387 = 1,11812 e a=131m; e logb = logd + 
+ logcosa=l,33425 + f,89981 = l,23406 e b = 172m. 

1258 —Defina superfície de revolução. Indique, 
sem definir, alguns sólidos limitados, total ou 
parcialmente, por tais superf íc ies . 

1259 — Diga como construía um quadrilátero, 
dados dois ângulos opostos, as diagonais e o 
ângulo que estas fazem entre si. R : Seja A B uma 
das diagonais que 
é vista dos vérti­
ces D e C sob os ân­
gulos a e p, dados, 
(ângulos opostos). 
Construem-se os 
lugares dos pontos 
sob os quais é visto 
0 segmento A B se­
gundo aquêles ân­
gulos. Sejam O e 
O' os centros dos 
arcos que consti­
tuem tais lugares. 
Por um dêles O 1 

(por exemplo) 
centro do arco de 
raio r , tracemos uma recta O 1 O" que forme com 
A B o ângulo dado y das duas diagonais, sendo 
0 1 O" o comprimento da segunda diagonal. Com 
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centro em O" e raio r , traça-se uma circunferência 
que cortará ou não o arco de centro O . Se houver 
pontos de encontro, seja C um dêles. Por C traço 
uma paralela a O' O" que encontrará o arco de 
centro O' em D . A C B D 4 um um dos quadriláteros 
que se podem construir, e o outro A C B D ' . E fácil 
notar que pode haver 2 , 1 ou 0 soluções. 

1260 — Determine as soluções inteiras e posi­
tivas da equação .v-(2_y +5) : 5=100/6-3y . R : A 
equação proposta ê equivalente a 30.r-f 78_y = 530, 
equação que não tem soluções inteiras, o mesmo 
sucedendo à proposta. 

Soluções dos n . o s 1255 a 1260 de J . da Silva Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia 
Ponto n.° 4 

1261 — Determine o parâmetro m de modo que 
a equação 5.*? + ( 2 » » + 1 ) x + m —2=0tenhaduas raí­
zes x' e x" que satisfaçam a relação 2^'+5AT"—1=0. 
R : As equações que resolvem o problema são 2x' + 
+ 5x" = l ; x ' + x " = - ( 2 m + l ) : 5 e x ,x" = ( m - 2 ) : õ. 
A resolução do sistema dá pára m os valores 
m ' = - 4 e m"=l/8 , 

1262 — Escreva e simplifique o têrmo médio do 
desenvolvimento de (v/2~ã- ^TÍ2af. R : T 4 = - 2 0 . 

1263 — Escreva o têrmo geral da sucessão 
- 3 ' 

6 9 12 
1 ' 5 ' 9 " 
mero de termos cresce indefinidamente. R : O lêr-

3n 
mo geral è u„ = -

e calcule o seu limite quando o nú-

indefinidamen 

e l imu„ = 3,'4. 
4 n - 7 

1264 — A altura de um trapézio rectângulo mede 
198,15 metros e uma das suas bases é dupla da 
outra. Calcule a medida do menor ângulo interno 
do trapézio, sabendo que a base maior mede 
426,38 metros. Utilize logaritmos. R : A equação 
que resolve o problema è 198,15 = 213,19 tg a donde 
a=42° 54' 20» . 

1265 - Os ângulos ?. e g são dois ângulos posi­
tivos que satisfazem às relações : a + p < w/2 ; 
sen a - ^2/2 ; cos p=l/2 . Calcule tg(».+ p). R : Dos 
dados do problema conclue-se que tgo.=l e tgp = v/3 
donde tg (a + p) = - (2 + 0 ) . 

1266 — E m que quadrantes são simultanea­
mente crescentes as funções : tangente e secante. 
Justifique a sua resposta. 

1267 —Demonstre que tòda a recta conduzida 
pelo ponto de intercepção das diagonais de um 
paralelogramo é dividida por êste ponto e pelos 
dois lados opostos em duas partes iguais. 
R : E fácil ver que com a recta, uma diagonal e os 
dois lados opostos cortados pela recta, se formam 
dois triângulos iguais de que dois lados são os 
segmentos em que fica dividida a recta; opondo-se 
êsses dois lados a ângulos iguais éles são, por isso, 
iguais. 

1268 — A secção feita num cone de revolução 
por um plano que passa pelo eixo é um triângulo 
equilátero cuja área é v/3 c m 2 . Calcule a área total 
do cone. R ; A área do triângulo equilátero em 
função do lado (geratriz do cone) ê t/3=g* v/3/4 , 
donde g = 2 cm. O raio da base do cone ê g/2=l'cm 
e a área total A = - r (g+r )=3,14x1 (2 +1)=9,42 cm'. 

Soluções dos n . o s 1261 a 1268 de J . Calado. 

I. S. C. E. F. - Exame de Aptidão, 1-8-1942 

1269 — a) Diga que propriedades conhece das 
equações do 2.° grau. b) Resolva a desigualdade 

{x-\ ——!<o. R : A desigualdade dada im-

plíca itm dos dois sistemas : 
j (x - f -3 ) (x -2 )>0 ( x < - 3 o « x > 2 

a ^ j (x + l)(x—1) < 0 ( —1 < x < 1 impossível; 
l (x + 3 ) ( x - 2 ) < 0 I - 3 < x < 2 

' j (x + l ) ( x - l ) > 0 j x < - l ou x > 1 
- 3 < x < - 1 ou 1 < x < 2 . 

1270 — Calcule o valor numérico da expressão 
/ f l - l _ "3 

&T\~pr~Ç*\ p a r a a = 1 4 1 > 4 3 6 = 20,04. 

/ a b ( b - a ) V / a b \ ' : ' 
V b * - a * ) U W ' 

log A = 5 (log 141,43 -f log 20,04 -I- colog 161,47) = 

= - (2,1505415 +1,3018977 + 3,7919082) = 

= í • 1,2443474 = 0,4147825 , 

donde A =2,59885. 

1271—a) Enuncie as propriedades que rela­
cionam a medida de um ângulo cujos lados inter-
sectam arcos de circunferência com as medidas 
dêsses arcos, b) Dadas duas circunferências con­
cêntricas, calcule a área do segmento determinado 
no círculo de raio maior por uma tangente à cir­
cunferência de raio menor. Caso particular : /?=2r. 
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R : Seja O o centro das duas circunferências de 
raios R e r (r < R ) , A B a corda da circunferên­
cia de raio R tangente à de raio r , e 2a a medida 
em radianos do ângulo A O B . Tem-se : 
A = irR' • 2a/27r - área [AOB] = * R 2 - r ^ R 2 - r 2 = 

= R 2 are cos — — r l / R 2 — r ; . Para R = 2r , 
R 

A = 4r 2 . are cos - —• r l/3r 2 = (4w/3-

1272 — a) Defina poliedro regular e descreva 
os poliedros regulares que conhece, b) Dado um 
cubo de lado L, inscreve-se nêle uma esfera e 
nela um cubo de lado / . Calcule a razão dos vo­
lumes dos dois cubos. R : O diâmetro da esfera è 
igual ao lado do cubo circunscrito e igual à dia­
gonal do cubo inscrito. Logo D 2 = L 2 = 312 donde 
L 2 / l 2 = 3 . A razão dos volumes é V /v = L 3 / l 3 = 3 ^ 3 . 

1273 — Calcule o perímetro e a área de um tra­
pézio rectângulo conhecendo a altura: Ã = 7,45 me­
tros, a base menor: ô = 25,14 metros e o ângulo 
obtuso que lhe é adjacente: a = 108°37'43". R : De­
signando por B a base maior, tem-se B — b = h x 
xtg(a - ir/2) = 7 ,45xtgl8° 37' 43" e 1 = h/cos(a—K/2) = 
= 7 ,45 /cos l8°37 '43", donde log B-b=0,3999062 
ou B - b = 2,5113 e log 1=0,8955229 donde 1 = 7,8618. 
Perímetro: P = B + b + h + l = 68,l m. 

52,79 
A* s = ^ - h = •7,45 = 196,6 m 2 . 

1274 — Mostre que, se x, y e z são três núme­
ros em progressão geométrica, é válida a igual­
dade (x+y + z){x—y^-s)=xz+y'l+sz. 
R: A igualdade a verificar redus-se a (x+z) ' —y? = 
= x2+y-' + z 2 ou, finalmente, a x z = y 2 . Se y = x r e 
z = x r 2 , tem-se imediatamente xz = x 2 r 2 = y ? . 

Soluções dos n. o s 1269 a 1274 de A . Sá da Costa. 

Instituto Superior Técnico 
Ponto n.° 4 

1275 — Três proprietários têm de participar nas 
despesas de um canal de irrigação proporcional­
mente à extensão das suas propriedades e na 
razão inversa das distâncias das mesmas proprie­
dades ao canal. Tendo as despesas do canal im­
portado em 200 contos, calcular a parte a pagar 
por cada proprietário, sabendo que as proprie­
dades têm de extensão 65 hectares, 96,2 hectares 
e 70 hectares, e que as suas distâncias ao canal 
s3o respectivamente 250 metros, 100 metros e 200 
metros. R : Sejam x , y e z as partes a pagar pelos 
proprietários. As equações que resolvem o problema 

250x lOOy 200z 
são x + y + z = 200 e —— = = o que dá os 

65 96,2 (0 
valores x=33.078£88 , y=122.391£86 e z=44.529#26 . 

1276 — Determinar k de modo que 2.v(.v + 2) — 
— £ 2 > 1 seja verificada para todos os valores de x. 
R : Deveria ser negativo o descriminante do trinò-
mio, isto è, 2 + 2(k 2 + l ) < 0, desigualdade que è im­
possível, logo o problema não tem solução. 

1277 — Mostre que num triângulo rectângulo de 
tgB b 

hipotenusa a é R : Se forem b 
1-rsec.ff a + c 

e c os catetos opostos aos ângulos B e C será 
_ , tgB b 

teB = b,'c e portanto — = 
s 1 + s e c B a + c 

1278 — Determine a área do losango circuns­
crito a uma circunferência de raio 3 centímetros, 
sabendo que um dos ângulos do losango mede 60°. 
R : Se forem dj e dz as diagonais do losango, será 
di _ 3 dj 3 
2 ~ senSO * 2 

logo d 2=12 e d, = 4 l / 3 , 
sen 30 2 sen_60 

logo a área mede 24 y/3 c m ? . 
1279 — Determinar a área de um trapézio isos­

celes inscrito numa circunferência de raio R, 
sendo uma das bases igual ao diâmetro e um dos 
lados não paralelos igual a a . R: As equações que 
resolvem o problema são: a 2 =x 2 + (R —y) 2 e R 2 = 
= x 2 + y 2 ; sendo x a altura do trapézio e y metade 

Então da base menor. 

a» 

x = — t/4R 2 -
2R y 

y=R 2R e a area e 2R a 
" ik 2R 

• 4 R 2 -

1280 — Dada uma esfera de raio / ? , determinar 
a distancia do centro a que se deve tirar um plano 
secante para que seja igual ao volume da esfera 
a soma dos volumes do cone circunscrito à esfera 
com base na secção dês se plano e do cone com a 
mesma base e vértice no 
centro da esfera. R: Seja 
y o raio de secção produ­
zido na esfera pelo plano, 
x a distância do centro da 
esfera ao plano secante e 
z a altura do cone circuns­
crito. A igualdade dos vo­
lumes dá-nos a equação 
4R' = y 2 ( x + z) . Do triân­
gulo rectângulo [ACO] , 
tira-se a relação y 2 = xz; 
e do triângulo rectângulo 
[APO] deduz-se a equação y 2 + x 2 = R ' . Estas très 
equações permitem determinar o valor pedido que é 
x = R ( y/5—2). Note-se que para a eliminição basta 
substituir y 2 tirado da 2. a equação na l . a e na 3. a, 
dividindo membro a membro as igualdades obtidas. 

Soluções dos n.° 8 1275 a 1280 de J . da Silva Paulo. T 
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MATEMÁTICAS GERAIS-ÁLGEBRA SUPERIOR-COMPLEMENTOS DE ÁLGEBRA 

F. C. L. — Á L G E B R A SUPERIOR — 2.° exame de fre­
quência, 1942 

1281 — Discuta o sistema 9x + my —«--=4, 4mx — 
-2y + (m—l)z=m e 5* + ( 2 m - l ) y - 3 s = 3 (m + 2) 
onde m é um número real. R: Determinado para 
m = £ — 1 , 3 5 / 9 . Indeterminado para m = — 1. In­
compatível para m = 35/9. 

1282 — Determine a equação do lugar g e o m é ­
trico dos pontos cujas distâncias às duas rectas 
•de equações ay + bx + c=0 e a'y + b'x + c1 =0 estão 
numa relação k conhecida. 

ay + bx + c a'y+b'x-t-c' 
R : , = + k J 

V ^ + b* V/a , 2 + b' 2 

1283 — Deduza a equação dum plano que passe 
pela recta x = 3z-\-2, _y = — 8 + 3 e diste y3 do 
ponto ( 1 , 2 , - 3 ) . R : x+3,675y + 0,675z-10,025 = 0 
« x + 0,925y - 2,075z - 4,775=0 . 

1284 — Prove, sem desenvolver o determinante, 

que a equação 
0 

admite as raizes 1 e c. 

R : Para x = l a\.A e a 3.» linhas são iguais. Para 
x = c a 2." e a 3. a colunas são proporcionais. 

1285 —Dada a recta r=Ax+By + C = 0 e um 
ponto M (x0 Vo) efectue uma rotação dos eixos 
supostos rectangulares em tôrno da origem de 
modo que a recta fique paralela ao novo eixo 
dos X X . Deduza da operação a fórmula da dis­
tância dum ponto a uma recta. R : Efectuar a 
rotação, calcular a distância nesse novo sistema e, 
em seguida, desfazer a rotação. 

1286 — Deduza a equação do plano que passa 
pelo ponto A / ( 2 , — 3,8) é paralelo à recta r\ e 
perpendicular ao plano 11j , 

y_ 
4 

II) ; 3,3-8=0. 

R : 28 (x -2 ) + 5(y + 3 ) - 6 ( z - 8 ) = 0. 
Soluções dos n.°' 1282, 1284 e 1286 de A. Sá da Costa, e 

dos n.° 8 1281, 1283 e 1285 de J. Pais Morais. 

i. S. C. E. F. — l . a C A D E I R A — l.° exame de frequência, 
20-2-1942 

1287 - Calcular [1 + Í"+Í's + hi'"-']". Discussão 

(n inteiro e positivo). R : S = j -r—7J . Se n = 4p 

é i" = l e S = 0 ; se n = 4p-i-l é i" = i e S = l" = l ; 

se n=4p + 2 e i"=— 1 e S 
1 - i 

2*"+' x 

p* + + i sen (p* + j = ( - 1 y 2-'"+ ' i ; 

! è i" = —i 

/ 3 - \ 
i sen ( 2pr + — I 

/ l + i \ " / 3* 
n = 4 p + 3 é i" = —i tf S = ( - — r j = c o s | 2 p i 7 + — 

1288 — Verificar que os três planos de eqs. 
\ x - y - z = 0 , 2x-2y-3z=0, 2x-3y + 2a = t defi­
nem uma superficie prismática e determinar os 
parâmetros directores das arestas. Calcular o 
volume do prisma que se obtém cortando essa 
superfície prismática por dois planos perpendi­
culares às arestas, um passando pela origem e 
outro pelo ponto ( 2 , 3 , 3 ) . R : Consideremos o 
sistema constituído pelas equações dos três planos. 
A característica da matriz dos coeficientes das 
variáveis è 2, por ser nulo o único determinante 
de j . a ordem que nela pode formar-se e haver de­
terminantes de 2." ordem não nulos. Notemos que 

nulos os determinantes 4 -
2 

—10, 2 2 ( = - 1 0 e que, 
2 - 8 1 

= 10, 

t - 1 = - 1 0 , 2 2 [ = —10 e que, tomado 
2 - 3 

para principal o sistema constituído por duas 
quaisquer das três equações e para incógnitas prin­
cipais x tf y , o característico é, à parte o sinal, 
o determinante 4 —1 0 =10. Por conseqãên-

2 2 0 
2 - 3 1 

cia, os três planos intersectam-se dois a dois e de­
finem uma superfície prismática. 

Para determinar os parâmetros directores das 
arestas, consideremos, por exemplo, a aresta defi-

4x—y —z=0 
nida pelos dois primeiros planos 

cujos parâmetros directores são 
2x + 2y í-3z = 0 

= 10, -10 ou 

1 
2 

( 1 . 2 , 

- 1 
- 3 
2) . 

O plano - que passa por O e é perpendicular às 
arestas tem por equação x + 2y + 2z=0 e o plano n' 
que passa por ( 2 , 3 , 3) « 4 perpendicular às arestas 
x-f 2y + 2z=14. Os pontos de encontro de - com as 
as três arestas são dados por 

x+2y + 2z = 0 íx - | -2y + 2z = 0 í x +2y 4-2z=0 
4x —y—z = 0 1 4x —y—z = 0 ] 2x + 2y—3z=0 
2x - f2y -3z=0 , ( 2 x - 3 y + 2z = l , I 2 x - 3 y + 2 z = 0 
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e são (0 , 0 , 0) (0, —1/5, 1/5) (2/9, -7/45 , 2/45) e 
0 ponto de encontro de com a aresta definida 
pelos dois primeiros planos é a solução do sistema 
1 x+2y+2z = 14 
] 4 x - y - z = 0 isto é (14/9 , 28/9 , 28/9). O vo-
f 2x + 2 y - 3 z = 0 
lume do prisma é igual a metade do volume do 
paralelipipedo cujas arestas concorrentes num vér­
tice são determinadas pelos quatro pontos encon­
trados. Então, o volume do prisma tem por medida 

0 0 0 1 __ 49 
0 - 1 / 5 1/5 1 405 

2,9 - 7/45 2/45 1 
14 9 289 28'9 1 

I. S. C. E. F. — 1." CADEIKA — 2.° exame de frequência, 
16-6-1942 

1289—Cálcular os três primeiros termos do 

desenvolvimento em série da função y = 

R : Notemos que cos 3 x = cos x • cos- x — - cos x • 
2 

16a-

V = -

1 (1 + cos 2x) = - (cosx f cosx • cos2x) = - (cos x + 

1 1 3 1 
+ - cos 3x + - cos x )= - cos 3x + - cos 3x . 

2 2 4 4 

Então, y : 

3 cos x = 3 (1 — — + 

cos 3x 3cosx + cos3x 

f (-1)" 

E, porque 

(2n)l •) « 

8» x ! 32" x2" 
cos 3x = 1 — - + ••• + ( - ! ) " -— + 

(2n)l 

(3-3x2/21+3x4/4 ! + - ) + ( l - 3 í x * / 2 ! + 3 4x 4/4! + - ) 

^ 4 - 6 x 2 + 7 4 x V 2 + - ^ 1 + 3 ^ 2 + 1 1 ^ 8 + - -

1290 — Determinar um polinómio do 4.° grau 
que tome os mesmos valores que a função y = xr 

para x= — 2 , — 1 , 0 , 1 , 2 . R : Tem-se o seguinte 
quadro de valores : 

x - 2 - 1 0 1 2 

y l -4 1 i 4 . 
2 

1 i m x ]uu x 

Note-se que y (0) = l i m x* = ex_>'0 = e ° = l . Seja 
ax 4 + bx 3 + cx' + dx + c o polinómio pedido. De­
verá ser 

8b+4c-2d + e 

b + c — d + e = -

1 
' 2 

= - 1 
e = 1 

a + b- | c + d + e = 1 
16a + 8b+4c + 2d + e = 4 

a resolução dêste sistema de equações lineares 
conduz a 7x*/16-x 3/24-23X2/16 + 25x/24 + l . 

1291 — Resolver a equação 2** —2*3—5=0. A 
primeira aproximação das raízes irracionais será. 
determinada gràficamente ; pedem-se essas raízes 
aproximadas às décimas. R : A aplicação do teo­
rema de Descartes à equação e à sua transformada 
em y=—x, 2y4 + 2y 3—5=0, mostra-nos que a 
equação proposta tem apenas duas raises reais* 
uma positiva e outra negativa. As outras duas 
são complexas conjugadas. A rais positiva é infe­
rior a 4 e a negativa é superior a —4 (método de 
Mac-Laurin). A equação não admite raises inteiras 
porque o seu x.° membro toma os valores - 5 , —5,1 
para x = 0 , l , —1, dos quais nenhum é divisível 
por 3 . A transformada da equação em z = 2x è 
z4—2z3—40 = 0 que não admite raises inteiras, visto 
que o seu i.° membro, para z=0 , 1 , - 1 , toma os 
valores —40, —41, —37 nenhum dêles divisível 
por 3 . A equação proposta não admite, portanto, 
raizes racionais. As suas duas raises reais são 
irracionais. 

Notemos que a equação proposta pode escrever-se 
sob a forma 2x4 = 2x3 + 5 e que, portanto, as suas 
raises reais serão as abscissas dos pontos de inter­
secção das curvas de equações y = 2x 3 +5 « y = 2x 4-

O gráfico destas curvas mostrar-nos-ia que a 
rais negativa pertence ao intervalo (—2, —1) « a 
positiva ao intervalo (1 ,2 ) . 

Com o auxilio duma tábua de potências e duma 
máquina de calcular, constroem-se fàcilmente as 
linhas preenchidas dos quadros seguintes pela 
ordem indicada à esquerda : 

X X 4 X 3 2 x 4 - 2 x 3 -

1) — 2 10 - 8 43 
-1 ,9 
-1 ,8 
-1 ,7 
-1 ,6 

3) -1 ,5 5,0625 -3,375 11,875 
-1 ,4 
-1 ,3 

4) -1 ,2 2,0736 -1,728 2,6032 
5) -1,1 1,4641 -1,331 0,5902 
8) - 1 , 1 - 1 - 1 

donde - 1 , 1 < X 1 < - 1 
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1) 

3) 
5) 

1 
M 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 

x* 

1 

5,0625 
6,5536 

3,375 
4,096 

2x*-2x3-5 

- 5 

-1,625 
-0,0848 

x x* x 3 2 x 4 - 2 x ' - 5 

4) 1,7 8^521 4,913 1,8782 
1,8 
1,9 

2) 2 16 8 11 

donde 1,6 < x 2 < 1,7 . 

Soluções dos n . s s 1287 a 1291 de A. Sá da Costa. 

G E O M E T R I A P R O J E C T I V A 

F . C. P. — GEOMETRIA PROJECTIVA — Exame de fre­
quência, 1942-43 

Introdução : 
1292— Considerar um triângulo ABC. Dizen-

do-se interior qualquer ponto 1 que pertença a um 
segmento que tenha para extremos o vértice A e 
um ponto do lado BC. a) Demonstrar que a recta 
BI intersecta o lado AC num ponto X e, depois, 
que o ponto / está entre B e X. b) Demonstrar, 
também, que o segmento que une dois pontos inte­
riores não intersecta nem o lado BC nem o lado A B. 

1293 — Sejam A, B, X e Y quatro pontos duma 
recta. Se B estiver =ntre A e X e A entre Y eX> 
demonstrar que A está entre Y e B. 

1294 — Demonstrar que as diagonais dum lo­
sango são perpendiculares. 

1295 — Poder-se-á afirmar ou negar, sem que 
seja feita qualquer hipótese sobre paralelismo, 
•que, num triângulo rectângulo, a recta que une o 
ponto médio da hipotenusa ao ponto médio dum 
dos catetos seja perpendicular a êste cateto? 
I Poder-se-á, igualmente, afirmar ou negar que a 
mesma recta intersectará o outro cateto ? 

Geometria Projectiva : 
1296 — Seja: ABC, um triângulo; / , uma recta; 

Ai, B± e Ci, os pontos de intersecção da recta / 
com os lados BC, CA e AB; A\, o conjugado 

harmónico de Ai, relativamente aos vértices B 
e C\ B'i, o conjugado harmónico de 2?j, relativa­
mente aos vértices C e A ; C ' i , o conjugado har­
mónico de Ci, relativamente aos vértices A e B. 
Demonstrar que as três rectas AA\ , BB\ e CC\ 
concorrem num mesmo ponto. 

1297 — Demonstrar que se C separa harmoni­
camente o ponto D dos pontos A e B, também A 
separa harmonicamente o ponto B dos pontos 
Ce D. 

1298 — Determinar, analiticamente, evidente­
mente, as abscissas dos pontos que separam har­
monicamente tanto os pontos de abscissas — l e i , 
comos os pontos de abscissas a—l e a + 1. 

Construções : 

1299 — Desenhar um triângulo equilátero XYZ 
inscrito numa circunferência de 3 cm de diâme­
tro. Designar por A o ponto da circunferência 
dimaetralmente oposto ao vértice Z. Determinar 
os vért ices B, C e D do quadrângulo com o 4.° 
vértice em A e que tenha, para triângulo diago­
nal, o triângulo XYZ. 

1300 — Desenhar um rectângulo ABCD, sendo 
AB = 5 cm e BC =3 cm. Marcar sôbre AB e 
para o lado de B o ponto X tal que BJf=3 cm , 
Unir Xcom D. Tirar, só com a régua, pelo ponto C 
a paralela a XD . 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L E A N Á L I S E S U P E R I O R 

F. C. P. — C Á L C U L O — 2.° exame de frequência. 1941-42 

1301 — Integrar a equação 

é + + j # » tg x • tg 2*=0. 
sen 2.r 2 

z-* 1 
R : Tem-se z^z'H — = — -tgxtg2x efazendo sen 2x 

1 
=y vem sen 2x 

= - tg x tg 2x . O integral 

geral da equação sem 2° membro è y = C tgx . Va­
riando constantes vem C = f tg 2x dx , logo z - 5 = 

= c i t g x - t g x l o g cos2x. 

1302 — Calcular f j 
C dx dy 

S/x 
O domínio D é 

limitado pelas linhas _y! = 4.v e .v = l . 
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riJ dxdy „ r a x /-

D O I 

1303 —Determinar o raio de curvatura da linha 
.r'-2*.y + 2jy2—1=0 no ponto (1 ,1 ) , 

1304 — Determinar o sentido da concavidade 
da linha p=ir/4fl no ponto (1 , w/4) . 

1305 — Determinar as asslntotas da linha 
t P 

1306 — Determinar uma relação entre a e í de 

1 

seja a hipérbole ay*»«l> 

1307 — Determinar os novos limites dos inte-
1 X 

grais fdx f d y quando se inverte a ordem de 
o o 

integração. 

1308 — Determinar um integral particular de 
jy"— y = xe*. 

Soluções dos n . o s 1501 e 1302 de J . Rios de Sousa. 

I. S. C. E. F. — 2* CADEIRA — 2.° exame de frequência 
—17-6-1942 

1309 — Determine os pontos múltiplos da curva 
y3—x3=xzy2 e as tangentes na origem dos eixos 
coordenados. R : Os pontos múltiplos da curva 
dada são as soluções reais do sistema 

f = y 3 - x 3 - x 2 y 2 = 0 

— = - 3 x 2 - 2 x y 2 = 0 
ox 

dx 

-r y 
modo que a envolvente das rectas — 

a b 

í y 
= 3 y 2 - 2 x 2 y = 0 . 

Êste admite a solução única x = y =0. Para x = y =0 
o'f „ i 3 f m 

tem-se r = s = t=0 e — — o, = , = 0 
òx 3 òx 2 ôy 5x i y 2 

w 
t — = 6. A origem é portanto um ponto triplo. 

&y3 

A equação complexiva das tangentes ê —6X 3 + 
+ 6 Y 3 = 0 ou ( X - Y ) ( X 2 + X Y + Y 2 ) = 0 e só uma 
é real X = Y . 

1310 — Mudar as variáveis independentes na 
K»4 „ >*, 

equação y :—; — 2x 
í .r 2 ixiy 

2x = uv 
y = 2/v 

is 
2 — — 0 fazendo 

iy 

1311 — Calcular a área da superfície cilíndrica 
_y2=3.v limitada pelos planos ,s=0, s = 3 , x=0, 
x=i. R : i4 área da superficie cilíndrica y = f(x) 
limitada pelos planos x = x 0 , x = X i , z = Zo, z = Z i 

- T l 

é A = | ( z i — 7^) j \J 1 + y' 5 dx I. Portanto, para o 

nosso caso, tem-se sucessivamente 
I r , I r t 2dt i r i t 

Ï) QO 

. * / t + ï l - r 2^19 , l I r t „35+8v/Î9 

1312 — Integrar a equação y (2px+y) = yx, 
R : Resolvendo a equação em ordem a p vem 

y 6 
p = H ;= <7«e se reconhece como uma equação 
r 2 i 2 y ^ ' 
de Bernoulli. Multiplicando ambos os membros por 

y l 1 
2y obtétn-se 2yp = h ̂ = « substituindo y 2 

^o>- z e, portanto, 2yp ^ o r z' encontra-se a equação 
\ :•: x 1 . ' 

linear z' = — — + "7= CM/o integral geral é 

S -

x j /x 

[ j " V d X + C ] ^ [ / x d v l + C ] = 

= x ^ - ^ = + c J = — 2V^x + cx. O integral geral 

da equação proposta é y 2 = — 2 v̂ x 4- cx . 
Soluções dos n . o s 1309 a 1312 de A. Sá da Costa. 

I. S. T. — CÁLCULO —2.° Exame de frequência, 1942 

1313 — Determinar a envolvente duma família 
de rectas tal que é constante e igual a 3 o com­
primento do segmento em cada uma delas inter-
sectado pelos eixos coordenados (rectangulares) 
R : A equação da envolvente obtèm-se eliminando p 

entre as equações 
V / 9 - p 2 

py 

I» 

A pri-

( g - p 2 ) " 4 = 0. 

meira é a equação geral das rectas nas condições 
do enunciado e a segunda obteve-se igualando a 
sero a derivada parcial em ordem a p do primeiro 
membro da equação anterior. 

1314 — Calcular o volume limitado pelo plano 
xy, pelo paraboloide xy = 2s e pela superfície ci­
líndrica (x2+y2)'=2xy . 
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1315 — Integrar a equação 

(x-x2)y« f i ( 3 - 4 * ) y =y ( 4 

sabendo que yi = .x" é integral particular. Deter­
minar n. R: A transformação y = yit permite 
baixar duma unidade a ordem da equação pro­
posta, mantendo-a homogénea. Assim, vem u'(2x — 
—2x') = u(2x—1) que se integra por separação das 
variáveis, sendo u = t' e yi=x" l / 2 . 

1316 — Determinar uma curva tal que a sua 
ordenada, em cada ponto, é metade da ordenada 
da sua evoluta, no respectivo centro de curvatura. 
R : Tudo se reduz à integração da equação dife­
rencial yy H = l + y ! 2 incompleta em x e convertível, 
mediante a mudança y' = z, na equação de r. a ordem 
yz'=T + z 2 de variáveis separáveis. 

Soluções dos n . o s 1313 a 1316 de A. Sá da Costa. 

F. C. P. — ANÁLISE SUPERIOR — l.° Exercício de revi­
são, 1942-43 

1317—Integrar a equação 2zq—pç2—4p=0 e de­
terminar a superfície integral que contém a linha : 
jy=0 e *««**/2. R : Vamos usar o método de La-

dp _ dq 
grange-Charpit. Do sistema tiramos 

/'. 
ou p = cq , donde q = w 

/2z -4c 
e p = V /c(2z—4c). 

Inte-
J2z 4c 

Temos : dz = t/c (2z —4c) dx + W ——— dy , 
grando vem o integral completo: c (2z —4c) = 
= (cx+y-f k c ) 2 . As superficies integrais pedidas 
são : a) y=0 e b) a que se obtêm eliminando c 
entre: c (2z-4c)=(cx + y + 2 c \ / c — l ) 2 e 

2 z - 8 c = 2 ( c x + y + 2c t /c-1) x + 2\/c-l+ , 
V c—1 

1318 —Integrar a equação p2 + q=z pelo método 
de Cauchy, determinando a superfície integral 

l y = l dx 
que contém a linha í R : Temos : —— = 

( * = * 2 . _ 2p 
dy dz dp dq du _ 

= —- = = —— = —- " Façamos u 0 = l . 
1 2p 2 + q p q u 

Temos: q = q 0u , p = p 0 u ; y = y 0 + l o g u , X—3É»+ 
+ 2p(u—1) e z = Zo + pS(u 2—l) + q 0(u —1). Fazendo 

oz0 ox0 

y = u vem yo=l , x 0 = v e z 0 = v 2 . H 0

 : P O T  
ôv í v 

OyQ 
— q 0 — = 0 ou 2v—po=0; p 0 =2v e q 0 =—3v 2 . 

iv 
Portanto: x=v(4u — 3), y = l + logu, z = v2u(4u—3) 
ou x 2 = z (4 —3e l - !) . 

1319 — O plano tangente em M duma superfí­
cie corta o eixo dos zz num ponto P. PM corta o 
plano xOy em Q. Determinar as superfícies S 
tais que O tenha de abscissa a. Determinar a su­
perfície que contém a circunferência x2 + y = ax 
e z — a. R : Plano tangente: Z —z = p(X—x) + 

+q{Y-y).EquaçõesdePU: f ^ ^ S + E S » . 

Coordenadas de Q : 
^ X = a -z + px + qy 

px+qy ' 
-z + px + qy 

px^ qy : 

Donde a equação px + qy = Integrando 

z = (x —a) a 

x 2 + y 2 

( x ~ a ) Vi 

e a superficie pedida é : 

Soluções dos n.°* 1317 a 1319 de Jaime Rios de Sousa. 

M E C Â N I C A R A C I O N A L — F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

F. C. P. — MECÂNICA RACIONAL — Exame de frequên­
cia, 2.° sem., I* ch., 1941-42 

1320—Um sólido está animado dum movimento 
helicoidal dextrorsum uniformemente variado em 
volta dum eixo fixo com respeito ao referencial 
do movimento. Sabe-se que um dos seus pontos M, 
à distância de 60 cm do eixo, possue uma veloci­
dade igual a 2 m/s no instante definido por /=10s 
e que o vector velocidade de M faz com o eixo 
do movimento um ângulo de 30°. A aceleração 
de M vale 2m,'s 2. Determinar no instante consi­
derado : a) a velocidade angular do movimento 

(em voltas p/min.) ; b) a velocidade de escorre­
gamento do sólido ao longo do eixo (em dm/min.); 
c) o passo do movimento (em metros) ; d) o valor 
da acsleração angular do movimento ; ej calcular 
0 valor da velocidade dum ponto à distância de 
1 metro do eixo no instante definido por / = 20s . 
R : a), b)ec) p=0,60m, vj,=2 m/s e t,=10s; a = 3 0 ° ; 

• 3 

hw, = vi, • cos 30° = 2 • - T j - = l/3==l,73m,s, =<•>, = 

= vi, • sen 30° = 2-^ — 1 m/s e <•>, = g - j j rad. s, donde : 

velocidade de escorregamento : 1038 dm/min; velo-
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50 
cidade angular: —, — Iõ,9 v/min. ; passo áo movi-

1 
mento: 6,5 m; a) al—P *» + " • • +? M - > 4 — —— + 

(),(>-

-0,6? • 2*, donde <•,' 
10 

= 4- l/44 = 
~ 3 6 x 2 v 

±0,92rad./s? 

e ?s/f valor de »' « independente do tempo, visto o 
movimento ser uniformemente variado. Tomare­
mos « ' = 0 , 9 2 - k ; e) w-=u't+uo=0,92• t - f « 0 . Para 
t = 10s, » i - ï , 6 6 r « d . / S , /o^o 1 , 6 6 = 0 , 9 2 x 1 0 + « „ , 
donde <.,„=—7,54 e ̂ or conseguinte u=0,92 t—7,54. 
Paro t—20 i/ewi (.,, = 10,86 e v M = yV + h 2 • ••>= 
= v/l + l,038'xl0,86, rfowrfe vM—16,64m/s. 

1321 — Um sistema é constituído por dois pon­
tos materiais pesados M\ e M-> de massas respec­
tivamente iguais a mi e mz. O ponto Mi é obri­
gado a uma horizontal Ox perfeitamente polida 
(O fixo) e o ponto VW2 move-se livremente no 
plano vertical que contém Ox. A lém dos pesos, 
actuam sôbre os pontos mais as seguintes forças : 
sôbre M\ uma atracção proporcional à sua dis­
tancia x a O (factor de proporcionalidade m, k-), 
sôbre M-i uma fòrça repulsiva proveniente de Mi 
inversamente proporcional ao quadrado da dis­
tância de Mi a M-> (factor de proporc. m^k-). Notar 
que se supõe M\ não actuado por M2. a) para-
metrar o sistema e classificar as forças que inter­
v ê m no estudo do seu movimento de dois modos 
diferentes ; b) exprimir em função dos parâme­
tros e das suas primeiras derivadas: a resultante 

cinética, a fôrça viva e o momento cinético do 
sistema em M\ (no movim. absoluto) ; c) id., id., 
do momento cinético em O no movimento rela­
tivo em volta de G ; d) escrever as equações inde­
pendentes das reacções que permitem estudar o 
movimento do sistema ; e) escrever as equações 
que completamente determinam as forças de liga­
ção. R : a) Parâmetros : X i , X2 , y2 • Classificação 

rnzk' 
das forças— Exteriores : pt, p 2 , mik J X i , — — , R i ; 

m.k â 

Interiores : não há ; Dadas: p, , p.,, m, k-xf, —— ; 

l Q 5=m,x',+m. 2xí 
Ligação: R t ; b) QH2l+Qj donde 

2T = m, x'̂  + rn, (x '„ 2 +y^) , 

k B l = M S — M , A m 4 v » = i j k 
x,—x, y, 0 
m2x!, m 5 y„ 0 

=-m, [ ( x . — x , ) y » - y s x y • k; 
c) No movimento relativo em volta de G o momento 
cinético é independente do polo (quantidade de mo­

vimento relativa nula) e portanto K;Í=K; ; = K ( ; . 

K i ; = m 2 [(x,—x,)yi - j i x y • k+Q,w—Q,(|—Xi) onde 
m|X, + m,X5 m. y s 

m, + m 2 ' m, )- m. 
m 2 k 4 x2—x 

; d) m,xi 

m s y, = - p 2 

R ( = p, . 

= —m, k*x,, 

m, k- y-
—t j r ; - 1 r- r 

e) m, yi'= 0=R,—pi 
Soluções dos n.'" 1320 e 1521 de R. Sarmento de Beires. 

I. S. T. — M E C ÀNICA RACIONAI. — 2.° exame de frequên­
cia, 1942 

1322 — Um ponto material P é obrigado a mo-
ver-se, sem atrito, sôbre um el ipsóide de révolu-
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ção, e atraído, pelos dois focos F e F', com forças 
respectivamente proporcionais a PF~ e PP1'. 
Achar as posições de equilíbrio. 

1323 — Um ponto material livre descreve uma 
parábola, sob a acção duma fòrça central, sendo 
o centro de forças o ponto de intersecção da di­
rectriz com o eixo da parábola. Achar a lei de 
fôrças. 

1324—Um ponto move-se, com movimento 
uniforme, sôbre uma curva plana fixa. ^ Qual deve 
ser a curva para que a projecção da aceleração, 
sôbre uma recta fixa do plano da curva, seja cons­
tante ? 

1325 — Um fio pesado homogéneo está em 
equilíbrio, suspenso pelas suas extremidades em 
dois pontos A e B, situados à mesma altura. 
Conhecido o comprimento do fio, <,qual deve ser 
a distância AB para que a tensão seja mínima em 
A e B> 

F. C. P. — F Í S I C A M A T E M Á T I C A — Exame final, Julho 
de 1942 

1326 —Seja •••>._„<••• <>._,</.„< >., ••• < V " 
30 

uma sucessão tal que — V J , Jti [>,„ < >. < 
—oo 

C Á L C U L O D A S 

e representemos por E (/.) uma decomposição da 
unidade. 

oo 
Qual é o domínio do operador B 2 ' . ^ ( - O 

— ' —oo 
em què ; >.', ; é uma sucessão de números quais­
quer, reais ou complexos? Será indiferente a or­
dem pela qual se escrevem os termos '/.'„ E{I„)7 

Que operador se obtém no caso particular X'U = \ , 
» = 0 , + 1 , + 2 , ••• ? 

Determinado êste operador, calcular os valores 
próprios e os espaços próprios de B. 

Haverá uma base de vectores próprios? 
B pode representar uma grandeza física ? 
Caracterizá-la, dando o espectro, a probabili­

dade de um valor do intervalo J >.'</.<>.''. 
A circunstância de ; '/.'„ | ser uma sucessão dis­

creta ou não, terá alguma influência sôbre o con­
junto dos resultados poss íve i s de uma medida 
de B (o espectro da grandeza B)l 

1327 — Seja A uma grandeza física e E (/.) o 
seu operador de projecção. 

Se fizermos U E(I)'j ;p, a cada conjunto 

Slí-CrSl, corresponde uma medida exterior 
Nestas condições, discutir a seguinte def in ição . 

* 
U é a probabilidade de que, ao medir A , 

no estado físico cp, se encontre como resultado 
um ponto do conjunto 91t m e n s u r á v e l - U . 

P R O B A B I L I D A D E S 

F. C. L. — C Á L C U L O DAS PROBABILIDADES — 13-2-1942 

1328 — Tiram-se 7 cartas de um baralho de 52. 
Calcular a probabilidade de saída de 4 figuras e 
do mesmo naipe (o ás é considerado figura). 

1329 — São dadas 4 urnas com as compos ições 
seguintes: Ut, 2 esferas brancas e •> esferas pre­
tas; í / 2 , 2 esf. br. e 8 esf. pr.; t / j , 6 esf. br. e 
4 esf. pr. ; e U.\, 4 esf. br. e 1 esf. pr. Extraem-se 
4 esferas, uma de cada urna. Pede-se a probabi­
lidade de que pelo menos 2 das esferas extraídas 
sejam brancas. R : Seja p a probabilidade de 
saída de uma esfera branca da urna U | e q ^ l —p, 
a probabilidade relativa à esfera preta. Tem-se : 
Pi = 2/5, p 2 = l / 5 , PJ—3/Õ e p.j = 4/5. Designando 
por P t ( k = 0 , 1 , 2 , 3 ,4) a probabilidade de saída 
de k esferas brancas na extracção indicada, a pro­
babilidade pedida P è : P = P-. + P 3 + P 4 = l - P o - P i , 

atendendo a que - P t 1 . Como c sabido, P k i o 

coeficiente de tk no produto ll('p,t + qj). Temos 

pois: P u = q i - q j - q 3 - q 4 í l " » 1 , Pi — Pi q 2 q j q i -
- qi P 2 q 3 q i + q i q* P3q*+qi q* q j P4—154/5*, « por­

tanto P = 447 625 - 0,715. 
Solução de Manuel /.aluar 

F. C. L. — C Á L C U L O DAS PROBABILIDADES — 2.° exame 
de frequência, Maio, 1942 

Enuncie o paradoxo de Bertrand e explique 
porque há várias soluções . 

Noção de pêso das observações . 
Explique como no problema de compensa­

ção de observações indirectas pode reduzir as 
equações de observações não lineares à forma 
linear. 

1330—Calcule o valor médio da função f(x,y)= 
dxdy 

= .r -+ y î sendo ——— a probabilidade elementar 
e sendo o domínio de definição de / ( x , v) limi­
tado por x — 4 , v = l , x+y= 4. 
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1331 — Dum ângulo a obtiveram-se as seguintes 
determinações : 

30° 20' ± 0,2', 30° 22' ± 0,4', 30° 19' + 0,2'. 
Calcule o valor mais provável e um aferidor. 

F. C. P. — C Á L C U L O DAS PROBABILIDADES — 2.° exame 
de frequência, 1942 

1332 — Três séries de medições de uma gran­
deza conduziram aos seguintes resultados (li): 
120,43 + 0,15, 120,38 + 0,20 e 120,50 + 0,20. Cal­
cular a média pesada e o seu êrro mediano. 

R : Pondo li = 120,30 + ^ teremos Z! = 13, z, = 8 

e Z3 = 20. Tomando iguais à unidade os pesos das 
duas últimas determinações p 2 = l , p3 = l , virá 

0,202 
Pl — X— = 1.8. H 1 0,152 

1333 — Medições de dois lados e do ângulo com­
preendido dum triângulo plano conduziram às m é ­
dias a = 3,000+ 0,004, b = 4,000 + 0,005 e C = 90° +10". 
Calcular o valor mais provável do lado c e o seu 
êrro. R : De c2=a2 + b ? —2ab cos C resulta para 
valor mais aproximado c 0 = l /3 2 +4 J =5. O desen-

/ i c \ 
volvimento linear aproximado c— Cu= I — ) (a—ao) + 

\oa/ o 

( ~ ) ( b - b „ ) + U C 
( C - C « ) = r ) ( a a„) + 

sendo m,—0,004,. 

4 • . . . 1 2 
+ - ( b — b0)H (C —Co) conduz ao êrro mediano 

5 5 
(medições independentes de a , b e C) 

mb=0,005 e m ( : s sen 10" . 

1334 — Medições das distâncias de três pontos 
colineares A, B e C conduziram aos valores 
ÍO? = 1504,12, iTC=948,15 e ZC—2452,20. Deter­
minar os valores mais prováveis dessas distân­
cias e os seus erros, a) supondo igualmente pre­
cisos os valores dados; b) atribuindo às três 
medições de distâncias pesos a elas inversamente 
proporcionais. R : Pondo 

_ 1, 1, 
A B = 1504,12 + ^ , B C - 948,15 + 100' 

I, 
A C = 2452,20 - , 

100 

100 

os resultados das medições são 1| 12 lj 0 e a 
equação de condição ÀC = A B + B C escreve-se 
l[ + l 2 + l j + 7 = 0 . O problema poderá ser resolvido 
por compensação. 

Soluções dos n."s 1352 a 1334 de Gonçalves Miranda. 

P R O B L E M A S 
Secção a cargo de A. Ferreira de Macedo e Mário de Alenquer 

As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas ate ao dia 1$ do mès 
anterior ao do aparecimento de cada número da Gazeta. 

Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra­

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

Matemáticas Elementares 

1335 — Seja OAQ um segmento rectilíneo de 
comprimento igual ao dôbro do diâmetro de uma 
circunferência dada. Marque-se, a partir de Oda, 
o ângulo A0ÔAi = 45°, e outro CM 0.4i = 90o ; a par­
tir de OÃ\, o ângulo A^ÔAZ = - • 45° , e outro 

O^í|^42 = 90°; a partir de OA->, o ângulo A2ÔA:;^= 

= — • . 4 5 ° , e outro OÂ2A-^=W ; e assim sucessi­

vamente, de modo que seja sempre A„_lOAll ' 

= - -45° e Oy/„_,.J„ = 90o. Calcular l i m ÕÃ„, 
•i>i— I -x. 
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e verificar que é perpendicular a OA0 e igual ao 
perímetro da circunferência dada. 

1336 — Mostrar que, sendo 2* • 3« = 3* • 4"—6 , é 
também x* — 2y' = 2;r — 3v . 

1337 — Demonstrar a identidade 
8 sen 10° • sen 50° • sen 70° = 1. 

1 3 3 8— Resolver a equação 
sen f>x • cos 3.r =^sen 9;v • cos 7.v. 

1339 — Três números x, y e s estão em pro­
gressão aritmética, estando x+y , y e y+e em 
progressão geométrica. Calcular ê s s e s números 
sabendo ainda que a soma dos quadrados dos 
extremos x e z é 8. Calcular as razões uas duas 
progressões . 

Problemas propostos por A. A. Ferreira de Macedo. 

1340 — São dadas as circunferências C | , Cf"C„ 
tais que : a) os centros estão alinhados ; bj a cir­
cunferência C, (/' = 2 , • • • , M —1) é tangente à cir-

S O L U Ç Õ E S 

Matemáticas Elementares 

1082 — Mostrar que 1000/, escrito no sistema 
decimal, termina em 249 zeros. R : O número de 
zeros dum factorial ê determinado pelo número de 
factores 2 e 5 que a sua decomposição comporta ; 
mas como o factor 2 entra em 1000 / mais vezes 
que o factor õ, basta ver o número de veses que êste 
último factor entra para se saber o número de 
.zeros com que termina ; e assim em 1000/ há : 

200 - - 5 
40 — á* 

8 53 
1 --5* = 625 

•-'4y .-. O factorial 1000 termina em 
249 zeros. 

Solução de J . S. Faria de Abreu (Peuafiell. 

1180—Calcular os coeficientes a, b e c, na 
identidade: « + 6cos2.t-)-ccos4.r = sen'i x. R: Tra-
tando-se duma identidade, basta atribuir a x três 
valores distintos que não difiram de 2k- (k inteiro), 
por exemplo x = 0 , «t/4, ir/8, para obter um siste­
ma, neste caso a-t-b + c=0 , a —c = l /4 , a —b + c = l , 
<]tte determina os coeficientes a —3/8, b = —1/2, 
c - 1 / 8 . 

Solução de José Morgado. 
Enviaram também soluções exactas: Álvaro Simões (San­

galhos), A. da Fonseca Faia (Lisboa), Rui Verdial (Pôrto) e 
J . S. Faria de Abreu (Penafiel). 

cunferência C°,_| e à circunferência C,^, ; c) as 
circunferências são tangentes às rectas a e b. 
Conhecendo o ângulo 2x das rectas a e b e o 
raio /?i de Ci, calcular a soma dos raios das n cir­
cunferências. [Considerar os dois casos : RJ<C.R)+l 

eRi>Ri+l, ( / = 1 , . . . , » - 1 ) ] . 

1341 — Calcular o valor da soma 
S = l / 1 + 2 / 2 + . • + « / « . 

1342 — Desenhar três circunferências de raios 
proporcionais a h, k e / , de modo que cada cir­
cunferência seja tangente às outras duas e a dois 
lados de um triângulo de que é dada a área, S . 

Problemas n . o s 1340 a 1342 propostos por José Morgado 
(Pôrto). 

1343 — Consideremos um diedro de rectilíneo 2?. 
e um plano que secciona o diedro perpendicular­
mente ao plano bissector. Sendo 8 o ângulo for­
mado pela aresta e por aquêle plano, determinar, 
em função de z e 3, o ângulo de secção do diedro. 

Problema proposto por Álvaro Simões (Sangalhos). 

R E C E B I D A S 

1184 — Mostrar que, se a, bec são as medi­
das dos 3 lados de um triângulo, por ordem cres­
cente de grandeza, se verifica a desigualdade : 

a3 + b* + cS+3abc > (a,- + bc){a + b + c). 

R : A desigualdade pode apresentar-se da seguinte 
maneira : a ( a 2 4 - b c ) + b ( b 2 + ac) + c ( c ! + a b ) > 
> a(a 2 +bc) + b(a 2 + bc) + c(a 2 + bc) ou b(b 2 + ac) + 
-t-c(c2 + ab) > b(a 2 +bc) + c(a 2 + bc) . De a 4 - b > c , 
a + c > b , b > a e c > a resulta que ê b 2 + a c > 
> a !

T b c e c 2 + ab > a 2 + bc o que demonstra a 
desigualdade proposta. 

Solução de M. C . Guerra dos Santos (Lisboa). 
F.nViou também solução exacta : José Morgado. 

1185 — Sendo a área da esfera circunscrita a 
um tronco de cone circular de bases paralelas seis 
vezes maior do que a área da esfera inscrita no 
mesmo tronco, calcular a relação entre os raios 
das bases do tronco. R : Sejam R,. e Rt os raios 
das esferas circunscrita e inscrita, R e r os raios 
das bases maior e menor do tronco. Por hipótese é 
ITCR; = 247rR'/ logo será R'; = 6 R f . A geratriz do 
cone é R + r e tem-se 4Rf= ( R + r ) 2 — ( R — r ) ' = 4Rr , 
donde R f = R r . Se fór d a distância do centro da 
esfera circunscrita ao plano da base menor do 
tronco, tem-se d ; + r 2 = R ; e (2R, — d) 2 + R 2 - R; 
donde d = (4R? - r 2 + R 2 ) /4R, ou d = ( 4 R r - r 2 + 

: R 2 ) 4 ^ K r e R'l = r' + ( 4 R r - r 2 + R ! ) 2 /16Rr. Subs-
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iituittdo em R - = GR" vem, finalmente, r ' + (4Rr — 
—i*-f R*jí 16Rr==6Rr. 

Solução de Álvaro Simões (Sangalhos). 
Enviou também solução exacta : José Morgado. 

1186— Num quadrilátero ABCD inscrito numa 
circunferência de raio r = 5 os lados medem res­
pectivamente ÀB = ã^'ò, BC=o e C D = 8. i Q u a l 
é o comprimento da diagonal BD? R : Se fõr O 
o centro da circunferência, tem-se 

B O C 

BD = 2r sen 

B C 1 

2r 2 

B O I ) 

COD 
: = - donde 

= 10 
B O C 

sen cos 

= 10 

CÔD 

/ B O C COD 
sen — 1 — 

B O C COD 
cos sen 

= 10 (3/10 -f 21/3/5) = 3 + 4 j /3 . 
Solução de A. Reis (Lisboa). 
Enviaram também soluções exactas : A. da Fonseca Faia 

(Lisboa), José Morgado, Rui Verdial (Pôrto), Álvaro Simões 
(Sangalhos), J . S. Faria Abreu (Penafiel). 

1187 — Consideremos num bilhar circular uma 
bola num ponto A . j E m que direcção se deve 
lançar a bola para que torne a passar pelo ponto A 
após duas ref lexões sucessivas ? R : Como o ân­
gulo de incidência è igual ao ângulo de reflexão e 

de incidência, tem-se 

as normais a circunferência passam pelo centro, a 
bola no seu movimento descreve um triângulo isos­
celes de vértice A . Designando por d a distância 
de A ao centro, por * o ângulo da direcção pedida 
com o diâmetro que passa por A e por |3 o ângulo 

R sen i. 1 —2 sen 2 (3 
— = = por 
d sen fj) sen 3 

ser ».-f-2p=7:/2. Portanto é 
sen g = ( - R + v/R 1T8d2)/4d 

e a=?:/2 - 2 arc sen ( - R + V^R2 + 8d-) '4d. 
Solução de José Morgado. 

1248 — Determinar o lugar geométrico dos cen­
tros de gravidade dos triângulos que têm um lado-
dado e o vértice oposto sôbre uma recta dada. 
R : Seja M o ponto médio do lado dado e P um 

ponto da recta r dada. Marque-se sôbre MP o ponto Q 

tal que MQ/MP = l/3 . O lugar procurado è a recta 
s//r e passando por Q . Demonstração : Q è o cen­
tro de gravidade do triângulo com a base dada e o 
vértice em P . Por outro lado, seja C um ponto 
qualquer de r , distinto de P . Designe-se por G a 

A A 
intersecção de s com C M . De MPC eo MQG, residia 
MG/MC = M Q / M P = l / 3 . Logo, G i o c. de g. do 
triângulo com a base dada e o vértice em C . 

Solução de PRME. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Secção a cargo de J. da Silva Paulo 

Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 
e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

1 2 — L E R O Y , E . - Cours d'Algèbre et d'Analyse. 
Mathématiques Spéciales . É lèves ingénieurs. Étu­
diants des Facultés. Agrégation. Essai d'ensei­
gnement concret et intuitif. Tome II , Analyse. 
1 vol. in-8.° de X-352 pags. preço 70 frs.; Vuibert, 
Paris, 1940. 

O Tomo I, (Álgebra) desta obra apareceu em 
1935. No presente tomo (Anál ise) a maneira con­
creta e intuitiva do autor parece ter-se compli­
cado. As fórmulas carregadas de índices são muito 
numerosas. Pelo contrário os gráficos continuam 
a ser excelentes. 

A obra completa é comparável a um Curso de 
Matemáticas Gerais, e que tem esta espéc ie de 
rigor intuitico de M. Leroy mas sente-se ainda a 
influência dos programas, mais que o espírito 
liberal de um Paul Appell. 

(De A. Buhl (Toulouse) em «L'Enseignement Ma­
thématique», vol. 38 — Trad. J . S. P.) 

1 3 — A G O S T I N I , AMEDO — Lezioni di Analisi 
Matemática — R. Accademia Navale, 1936, 8+336 
págs. 

Éste livro representa um excelente curso de 
introdução à análise, que tem sido dado desde há 
alguns anos na Academia Naval Italiana. É seu 
fim, em primeiro lugar, preparar os estudantes 
para as matemáticas aplicadas. O modo de tratar 
as questões é claro e rigoroso, como é para dese­
jar dum livro de tal carácter, sendo os exemplos 
bem escolhidos e os problemas instrutivos. A s 
referências históricas neste trabalho, são, contudo, 
frequentemente desvirtuadas. Assim, na pág. 323, 
ao tratar da história da resolução algébrica das 
equações, o autor fala de Dal Ferro, Ferrari, R u -
fini, mas não se refere a Abel e Galois. A lém 
disso, os nomes de Newton e Leibniz aparecem 
ligados com vários pormenores, mas o seu papel 
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geral no desenvolvimento do cálculo não é indi­
cado, enquanto Cavalieri e Torricelli recebem 
bastos elogios a ê s se respeito. 

(De W. Seidel, em «The American Mathemati­
cal Monthly*, vol. 45 — Trad. J . S. P.) 

14 — P L U M M E R , H . C. — Probability and Fre­
quence— Vol. de 277 págs. — Macmillan and C.° 
Limited, Londres. 

O livro «Probabilidade e Frequência», do pro-
iessor H . C. Plummer é uma exposição clara e 
elegante de alguns dos mais importantes capítulos 
das Probabilidades e da Estatística. Os conceitos 
apresentados são introduzidos de maneira sim­
ples, mas sob forma rigorosa, e esclarecidos por 
meio de problemas, alguns dos quais clássicos 
mas que ao aluno importa conhecer. 

Supõe o autor que o leitor possue conhecimen­
tos de análise combinatória e infinitesimal que 
são completados no livro (fórmula de Stirling, 
funções de Euler, etc.). Os assuntos tratados são 
os seguintes : probabilidades descontínuas e fini­
tas ; princípios e teoremas fundamentais da teo-
Tia ; problema das provas repetidas e probabili­
dades à posteriori; probabilidades contínuas, apli­
c a ç õ e s à geometria ; lei normal duma distribuição 
linear ; teoria dos erros e mínimos quadrados ; 
distribuições estatíst icas; estudo das leis mais 
gerais que a lei normal imposta pela estatística ; 
método dos momentos; correlação, breve resumo. 
O volume termina com algumas tábuas numéricas. 

Os que se dedicarem ao estudo da estatística e 
•os alunos dos cursos superiores que estudam a 
física e a biologia lerão êste livro com proveito. 

Manuel Zaluar 

J5 — F E R I G N A C , P. E T MOR1CE, E . — Pour 
comprendre le Calcul des Probabililés—(Biblio­
thèque d'Education Scientifique) — Préface de 
l'Abbé Moreux — 1 vol. in-16, 258 pág. — Librairie 
Octave Doin, Paris, 1936. 

O livrinho de Ferignac e Morice, de agradável 
leitura, e utilizando conhecimentos elementares 
•de matemática, está ao alcance de todo o aluno 
que fêz o curso liceal. É uma iniciação às leis 
principais do cálculo das probabilidades. Os au­
tores tiveram o cuidado de apresentar com muita 
clareza os diferentes assuntos, tornando-os ainda 
mais acess íveis por meio de bastantes exercícios 
de aplicação, gráficos e tábuas numéricas. Só é 
tratada a teoria clássica. Consagra duas l ições à im­
portante lei de Laplace-Gauss. As oito últimas in­
formam das aplicações aos jogos de azar, a alguns 
problemas financeiros, aos seguros de vida, ao 

tiro de artilharia e à teoria dos erros. Consegui­
ram os autores dar uma vista de conjunto sôbre 
a grande importância que o cálculo das probabi­
lidades tomou, hoje, em toflos os domínios da 
ciência. Na conclusão, não se esqueceram de citar 
muito ràpidamente as principais teorias físicas 
que, nos nossos dias, tiveram novo desenvolvi­
mento graças à aplicação das leis estatísticas. 

Manuel Zaluar 

16 — S A N G I L , RAMON DE PEDRO Y — Resumen 
de Matemáticas Elementales — 460 págs., 24 pese­
tas. Libreria General, Zaragoza, 1942. 

Este livro, destinado aos que conhecem já as 
matemáticas elementares, está escrito com um 
carácter essencialmente prático, pelo que é de 
extraordinário valor como guia para o professor 
e como obra de estudo e aperfeiçoamento para o 
aluno. 

A obra está dividida em duas partes principais. 
A primeira trata a Aritmética e a Geometria. Na 
aritmética estuda o autor, com uma clareza ver­
dadeiramente notável o sistema métrico decimal, 
divisão da circunferência, cálculo de fracções con­
cretas, teoria da divisibilidade, máximo divisor 
comum, menor múltiplo comum, números pri­
mos, etc. Na geometria expõe um resumo das 
propriedades mais importantes das figuras geo­
métricas planas e áreas das figuras poligonais. 
Esta primeira parte termina com uma interessan­
tíssima secção sôbre problemas e exercícios. A 
segunda parte compõe- se de uma continuação da 
Aritmética e outra da Geometria, assim como do 
estudo da Álgebra, Geometria no espaço, Trigo­
nometria e umas noções de Geometria Analítica. 
No fim desta segunda parte inclue-se outra colec­
ção de exercícios e problemas escrupulosamente 
seleccionados. 

Dificilmente se encontram outras obras que, 
consagradas ao ensino da matemática elementar, 
reúnam as condições desta, que soube aliar a sim­
plicidade da exposição ao mais puro rigor cien­
tifico. 

(De G. M. G., em «Euclides», n.° 21—Trad. J . S. P . } 

1 7 — G A L L E G O - D I A Z , JOSÉ — Formulário de 
Matemáticas Générales, Ediciones Rialto, Madrid, 
1943 — 256 págs. 

Acaba de aparecer em língua espanhola um 
útil formulário de Matemáticas Gerais, de que é 
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autor o Prof . J . Gal lego-Diaz , e para que e s c r e v e u 
u m pequeno p r e f á c i o o Prof . Bar inaga , da U n i v e r ­
s idade C e n t r a l de Madrid . A b r e com um conjunto 
de t á b u a s n u m é r i c a s usuais, quadrados, cubos, 
r a í z e s quadradas e c ú b i c a s , inversos , logaritmos 
vulgares , p e r í m e t r o s de c i r c u n f e r ê n c i a s e á r e a s 
de c í r c u l o s ; seguem-se tabelas (a 4 dec imai s ) de 
va lores das f u n ç õ e s seno e coseno h i p e r b ó l i c o s e 
s eus logaritmos na base 10 (mais adiante a p á g . 110 
e seguintes encontra-se f ó r m u l a s importantes r e ­
lat ivas a estas m e s m a s f u n ç õ e s t á b u a s dos valo­
res das f u n ç õ e s c i r c u l a r e s (em grados, va lores 
equidistantes de 1 0 x ) , u m a pequena tabela de 
va lores da f u n ç ã o r de E u l e r , etc. S e g u e m - s e 
detalhadas c o p i l a ç õ e s de d e f i n i ç õ e s , f ó r m u l a s e 
regras de c á l c u l o de T r i g o n o m e t r i a E s f é r i c a e 
s u a s A p l i c a ç õ e s ( p á g s . 39 a 78), das pr inc ipa i s 
propr iedades das e q u a ç õ e s a l g é b r i c a s e m é t o d o s 
de c á l c u l o das suas r a í z e s . Mais adiante encon-
tram-se t á b u a s de der ivadas e d i ferenc ia i s dos 
tipos usuais de f u n ç õ e s , a lgumas f ó r m u l a s i m p o r ­
tantes e a p l i c a ç õ e s de C á l c u l o D i f e r e n c i a l das 
f u n ç õ e s rea i s de v a r i á v e i s reais , t á b u a s de p r i m i ­
t ivas , etc. N ã o é esquecido t a m b é m o C á l c u l o das 
Probabi l idades e a T e o r i a dos E r r o s que ocupa 
u m a parte d ê s t e f o r m u l á r i o , o que jus t i f i ca bem a 
crescente u t i l i z a ç ã o d ê s t e r a m o da M a t e m á t i c a . 

V ê m depois f ó r m u l a s de á l g e b r a e a n á l i s e v e c ­
toriais . 

T e r m i n a pela Geometr ia A n a l í t i c a e In f in i t e s i ­
mal com uma detalhada c o p i l a ç ã o de f ó r m u l a s e 
e q u a ç õ e s de lugares g e o m é t r i c o s e m v á r i o s s i s ­
temas de coordenadas. 

T ê m agora os nossos estudiosos e os alunos dos 
c u r s o s super iores u m auxi l iar precioso e m e s p a ­
nhol a juntar a alguns bons f o r m u l á r i o s que 
c o m u m m e n t e ut i l izavam e m l í n g u a s f r a n c e s a e 
i ta l iana. Manuel Zaluar 

18 — C O U R A N T , R I C H A R D A N D R O B B 1 N S , 
H E R B E R T . — W h a t is M a t h e m a t i c s ? , O x f o r d U n i ­
vers i ty P r e s s . N e w - Y o r k . 1941-XIX-1-521 p á g s . 

T r a t a - s e duma c o n t r i b u i ç ã o muito importante à 
l i teratura de e d u c a ç ã o m a t e m á t i c a . D e v e s e r l ida 
por todo o professor de m a t e m á t i c a do ensino 
s e c u n d á r i o que deseje ter u m a base s ó l i d a para o 
s e u trabalho p e d a g ó g i c o nas escolas. 

Depo i s de uma interessante i n t r o d u ç ã o , os auto 
r e s apresentam 8 c a p í t u l o s e u m a p ê n d i c e . A l g u n s 
dos c a p í t u l o s t ê m suplementos e a p ê n d i c e s . 

A ordem dos pr inc ipa i s c a p í t u l o s é a seguinte: 

1 — N ú m e r o s naturais . 
2 — O s i s tema de n ú m e r o s . 

3 — C o n s t r u ç õ e s g e o m é t r i c a s . A Á l g e b r a dos cor­
pos de n ú m e r o s . 

4 — G e o m e t r i a P r o j e c t i v a . A x i o m á t i c a s , G e o m e ­
trias n ã o - e u c l i d e a n a s . 

5 — Topolog ia . 
6 — F u n ç õ e s e l imites . 
7 — M á x i m o s e m í n i m o s . 
8 — O c á l c u l o . 

O l ivro é escrito duma forma atraente, bem i lus­
trado e c o n t é m bem escolhida m a t é r i a para os que 
dese jam conhecer um pouco mais do que s ã o obr i ­
gados a ens inar aos seus alunos. E s c r i t a muito 
c laramente a obra é de fác i l le i tura para os pro­
fessores de m a t e m á t i c a do ensino s e c u n d á r i o . 

(De W. D. R., em «The Mathematics Teacher-, 
vol. XXV, n.° 4 — Trad. M. Z.). 

19 — P u b l i c a ç õ e s do C e n t r o de Estudos de Mate­
m á t i c a da Universidade do Pôr to . 

O Centro de E s t u d o s de M a t e m á t i c a , criado pelo 
Instituto para a A l t a Cul tura , na U n i v e r s i d a d e do 
P ô r t o e dirigido pelo Pro fe s sor R u y L u í s G o m e s 
e s t á publ icando parte dos cursos aí real izados. 
T r a t a - s e de u m a l o u v á v e l in ic iat iva no nosso meio 
v indo benef ic iar a m a s s a dos estudiosos que n ã o 
pode de perto seguir as act ividades do Centro que 
mais lhe in t ere s sam. 

T i n h a m já aparec ido t r ê s n ú m e r o s das P u b l i ­
c a ç õ e s da autoria de A l m e i d a Costa s ô b r e gru­
pos, grupos abel ianos, a n é i s e ideais . P e n a é 
que o Centro n ã o t ivesse previs to o i n t e r ê s s e do 
p ú b l i c o por estes assuntos e que a t iragem dos 
« E l e m e n t o s da T e o r i a dos G r u p o s » t ivesse sido 
t ã o pequena que a e d i ç ã o já se encontre esgotada. 
Tratando-se jus tamente do mais a c e s s í v e l dos 
t r ê s trabalhos refer idos , e do que p r e p a r a a le i tura 
dos outros dois, e speramos que o C . E . M . P. tenha 
meios que lhe permi tam u m a r á p i d a r e e d i ç ã o . 
A Á l g e b r a Moderna adquire dia a dia maior impor­
tânc ia , que entre n ó s é já reconhecida, como o 
atestam as re fer idas p u b l i c a ç õ e s e a actividade, 
e m parte noticiada pela « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , 
do Centro de E s t u d o s M a t e m á t i c o s de L i s b o a em 
anos anter iores . E m breve , estamos certos, e le ­
mentos de Á l g e b r a Moderna f a r ã o parte dos pro­
gramas pelo menos das cadeiras espec ia i s da l icen­
c ia tura e m C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s . 

A c a b a de a p a r e c e r mais uma p u b l i c a ç ã o . E a u ­
tor M a n u e l G o n ç a l v e s M i r a n d a e intitula-se C á l ­
culo T e n s o r i a l . T r a t a - s e de u m pequeno l ivro de 
54 p á g i n a s . U m a nota in ic ia l e sc larece : « E s t e tra­
balho constitui o que há de e s senc ia l num curso 
promovido pelo Centro de E s t u d o s de M a t e m á t i c a 
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anexo à Facu ldade de C i ê n c i a s do P o r t o » . C r e m o s 
que houve como p r o p ó s i t o habi l i tar conveniente­
mente o p ú b l i c o interessado e m seguir certos 
cursos que fazem parte do plano de trabalhos do 
Centro no corrente ano, como os dos Profes sores 
Guido B e c k e A . de M i r a F e r n a n d e s . 

N ã o se trata, evidentemente, de uma obra de 
i n i c i a ç ã o e a le i tura é provei tosa sobretudo para 
os que já l idaram com ê s t e potente instrumento 
de c á l c u l o ao es tudarem alguns c a p í t u l o s de Geo­
metr ia D i f erenc ia l ou de F í s i c a M a t e m á t i c a . 

E s t ã o anunciados para b r e v e mais dois n ú m e ­
ros das p u b l i c a ç õ e s do C . E . M. P . : 

« S u r la p o s s i b i l i t é d'une C i n é m a t i q u e g é n é r a l e » 
de Guido Beck , e o curso que A n t ó n i o Monteiro 
real izou no Centro e m fins de 1942 : « I n t r o d u ç ã o 
ao E s t u d o da N o ç ã o de F u n ç ã o C o n t í n u a » , d e q u e 
A . P e r e i r a G o m e s e s t á fazendo a r e d a c ç ã o e de 
que já in formou os le i tores da « G a z e t a de Mate­
m á t i c a » , no pr imeiro n ú m e r o d ê s t e ano. 

Manuel Zaluar 

P U B L I C A Ç Õ E S R E C E B I D A S 

BoleM'n M a t e m á t i c o — ( B u e n o s A i r e s ) . R e v i s t a 
argentina de M a t e m á t i c a . — A n o X V , n . o s 8-10. 

C á l c u l o Tensorial — Manue l G o n ç a l v e s Miranda 
— P u b l i c a ç ã o n.° 2 do Centro de E s t u d o s de M a ­
t e m á t i c a da U n i v e r s i d a d e do P ò r t o , 1943. 

Euclides — (Madrid) . R e v i s t a de C i ê n c i a s E x a c ­
tas, F i s i c o - Q u i m i c a s y Naturales . A n o I I I (1943), 
n . o s 23 e 24. 

F o r m u l á r i o de M a t e m á t i c a s G é n é r a l e s — J o s é 
Gal lego-Diaz — E d i c i o n e s Rial to , Madrid , 1943. 

Gaze ta de Filosofia — A n o I , n.° 1, Jane iro , 1943. 

Portugaliae Mathematica — V o l . 3 (1942), F a s e . 4 
— J . V i c e n t e G o n ç a l v e s . Sur une formule de ré­

currence — P. de V a r e n n e s e M e n d o n ç a . Orthogo­
nality and analysis of variance — J . V i c e n t e G o n ­
ç a l v e s . Contours de Jordan et intégrale de Cauchy 
— J . A l b u q u e r q u e . La notion de mesure de cara-
tkcodory. 

Sobre os G r u p o s Abel ianos — A l m e i d a Costa — 
P u b l i c a ç ã o n.° 4 do Centro de E s t u d o s de Mate­
m á t i c a da U n i v e r s i d a d e do P ô r t o , 1942. 

Seguros — A n o V , n.° 26, F e v e r e i r o de 1943, 
L i s b o a e P ò r t o . 

T é c n i c a — R e v i s t a de E n g e n h a r i a dos A l u n o s 
do I . S . T . , n.° 134 (Janeiro , 1943), n.° 135 f e v e ­
re iro , 1943). 

A s i tuação f i n a n c e i r a d a «Gazeta d e M a t e m á t i c a » 

C O N T A DO N.° 13 DA «GAZETA DE MATEMÁTICA> 

Receita 

R e c e i t a da v e n d a avulso e por a s s i -
s inatura de 800 n ú m e r o s 3.150<S00 

E x i s t ê n c i a de 288 n ú m e r o s ao p r e ç o 
de custo 084^40 

27-11-1943, Deficit 521*20 
4.355*60 

Despesa 

C o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o , papel e bro ­
c h u r a 3.857£(X> 

S u a quota parte nas despezas gerais 
rea l izadas a t é 27 de F e v e r e i r o de 
1943 4 9 8 * 6 » 

4.355*60 

A. S. C . e O. M. R. 
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publicará em 1943 cinco números no dia 

Janeiro, Março, Maio, 

Cada número terá um mínimo de 32 

15 de cada um dos meses seguintes: 

Julho, Novembro 

páginas e o preço de Esc. 5$00 

P O N T O S DE E X A M E C O N D I Ç Õ E S DE A S S I N A T U R A 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate­
mática é constituída pelos pontos de exame de aptidão 
às universidades e pontos de exame de frequência e 
finais das cadeiras de matemática das escolas superio­
res. A distribuição normal dêstes pontos, pelos diferen­
tes números da Gazeta de Matemática é a seguinte: 

Exames de aptidão — N . 0 3 de Março, Maio e Julho. 
1. ° exame de f r e q u ê n c i a — N . 0 3 de Novembro e Janeiro. 
2. » exame de frequênc ia— N . 0 8 de Março e Maio. 
Exames finais — N . o s de Maio e Julho. 
C a d a um dêstes números poderá publicar e publicará, 

em geral, outros pontos além dos indicados. 
A Gazeta de Matemática n3o é um mero arquivo 

de pontos, mas um jornal de cultura matemática. 

A Administração da Gazeta de Matemática aceita 
assinaturas anuais de cinco números, ao preço de 
Esc . 2o|oo, para o que basta dar a indicação do 
nome, morada, local da cobrança e do número em 
que deve ter início. A assinatura será renovada, auto-
màticamente no seu têrmo, salvo aviso prévio em 
contrário. 

Para simplificar o trabalho da cobrança, tôdas as 
assinaturas serão acertadas de modo tal que passem a 
ter início com o número de Janeiro de cada ano, pelo 
que a primeira cobrança das assinaturas, com inicio em 
qualquer outro número, será de Esc . 4$oo, Esc . 8$oo, 
Esc . i2$oo e E s c . i ó f o o , correspondendo a i , 2, 3 ou 4 
números. 

N U M E R O S A T R A Z A D O S 

Encontram-se completamente esgotados os N . o s 1, 2, 
5, 9 e 10. O s restantes sSo ainda vendidos avulsa-
mente ao preço de capa: N .° 3 Esc. 6$50, N.° 4 Esc. 
3$oo, N.° 6 Esc. 4 Í 0 0 , N . ° 7 Esc . 6foo, N.° 8 Esc. 
4$oo, N.° 11 e seguintes, Esc . 5$co. 

C O L E C Ç Õ E S C O M P L E T A S 

Com excepção duma pequena reserva que a Admi­
nistração da Gazeta de Matemática retirou do 
comércio, estão inteiramente esgotadas as colecções 
completas. Encontram-se ainda à venda algumas colec­
ções des N . ° 3 2 a 8, Esc . 35^00. 

A S S I N E A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

concorrerá, assim, para o futuro melhoramento duma revista que não constitui, 
de modo algum, um empreendimento comercial 


