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Introducéo

aos Processos

Estocasticos

por J. Tiago de Oliveira

Contro de Matematicas Aplicadas (1. A.C.), Faculdade de Ciéncias de Lisboa

| - IDEIAS FUNDAMENTAIS

. 1- Preliminares

A teoria dos processos estocasticos cons-
titue um esquema de modelos para descrever
fenébmenos bastante irregulares que se desen-
volvem no tempo (e/ou no espaco). Exemplos
de tal esquematizagdo frutuosa sdo a des-
cricio do movimento browniano pelos pro-
cessos de wiener-LEVY €, mais aperfei¢coados,
de orsTEIN UHLEIJBEK; dOS numeros de cha-
madas telefénicas para um certo intervalo de
tempo (uma hora, por exemplo) em condigfes
analogas, pelos processos de roisson; dos
processos de substituicdo de pecas de ma-
quinas em fabricas e os seus tempos de para-
gem, pelos processos de renovamento; dos
seguros (nimero e quantitativo das indemni-
zacBes) pela teoria colectiva do risco, etc.

Essencialmente, de modo intuitivo, um pro-
cesso estocastico (ou funcdo aleatéria) é uma
fungdo (no sentido crescente dos tempos) em
gue «0 acaso interveio a cada instante» —
adiante veremos o significado rigoroso a atri-
buir a esta frase singela; no caso de ndo
haver uma sé variavel temos os campos

estocasticos (ou aleatérios) de grande impor-
tdncia, por exemplo, na teoria da turbuléncia.
Ndo trataremos aqui dos campos aleatorios.
Nédo estudaremos também a Anélise Aleatoria.

Vamos colocar-nos a nivel menos avangado
e supor totalmente conhecidas as ideias-
base das Probabilidades ; podem ver-se o ja
cldssico koLmocororr (1900) que sistema-
tizou na sua versdo inicial (em alemdo, 1933)
a Teoria das Probabilidades ou tiaco bpE
oLIVEIRA (1967). Todavia, como se vera, a
teoria classica é insuficiente para a abor-
dagem de certos problemas relevantes e ne-
cessita de complementos adicionais. Textos
médios, que ndo abordam as dificuldades
referidas nos processos estocasticos, sdo os
de cirRAULT (1969), MANX (1953) € PARZEN
(1964); como textos avangados podemos
ainda indicar o excepcionalmente claro texto
de crRAMER & LEADHETTER (1967) € 0S pe-
sados de Loeve (1960), poos (11-53) e
BLAXC LAPIERRE & FORTET (1903).

I. 2—Iniciacdo gréfica

Se representarmos por N(t) o numero de
chamadas telefénicas recebidas (ou efectuadas)
por (ou de) determinado telefone com os seus


http://ba.se

inicios em instantes 0 < W, < W, < see 0O
grafico da fungdo N(t) pode ser o da fig. 1 ;
os intervalos de tempo Ti+\— Wi+\ — Wi
(W, = 0) tem valores aleatoérios e em cada
am dos a func¢do salta de uma unidade.

N(t)

A trajectdria é pois uma trajectdria crescente
com descontinuidades. Uma tal trajectoria
obtém-se nos processos de roisson.

Se considerarmos agora o humero de cha-
madas em processo em dada rede telefénica
(ou de pessoas de uma populagdo) vemos que
em dados instantes se iniciam chamadas
(h& nascimentos) e noutros se terminam cha-
madas (ha mortes). A funcdo N(t) tem entdo
saltos inteiros, muitas vezes unitarios (pode
haver gémeos e mortas multiplas) e o gra-
fico pode ser o da fig. 2. Tais sdo os pro-
cessos de nascimento e morte.

N(t)

iii W, wW.w., ow,w, w, W, W,W,, W,,

Fig. 2
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Finalmente consideremos uma coordenada
X(t) de uma particula grande imersa num
meio fluido. Devido aos impactos das molé-
culas na particula, vindos aleatériamente de
todas as direccdes, ela desloca-se em todas
as direcgbes, descrevendo uma trajectéria
irregular cuja projec¢do num eixo fixo pode
ser a do grafico da fig. 3. Tal é a descricéo
do movimento browniano pelo processo de
WIENER-LEVY.

Dos trés exemplos, os dois primeiros sdo
processos de contagem com trajectérias des-
continuas; o terceiro tem trajectérias con-
tinuas.

A teoria elementar que vamos fazer per-
mite descrever fendmenos com este tipo de

Fig. 3

irregularidade. Exemplos fisicos importantes
sdo os dos tracados de bardgrafos, termé-
grafos, sismografos, etc., cujas trajectérias
continuas tém flutuacdes nairregularidade.

I. 3— As defini¢Bes basicas,

mentos

comple-

A nocdo da funcdo aleat6ria ou processo
estocastico é a generalizacdo natural da de
variavel aleatéria.

Comecemos por um exemplo simples:
tomemos um dado e tracemos arecta at +b
em que a e b sdo os resultados de duas
experiéncias realizadas com o dado. A fungéo
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ate+tb é aleatéria embora, neste exemplo
simples, o acaso apenas tivesse entrado como
resultado de duas experiéncias, definindo a
posicdo da recta. Analogamente se poderiam
definir polinbmios de grau n, em que os
coeficientes sdo o resultado de n+ 1 expe-
riéncias aleatérias, ou outras fungdes com
coeficientes aleatorios.

Casos mais complexos, como os de | . 2,
sdo aqueles em que o acaso entra a cada
instante. Sao estas func¢des, de grafico essen-
cialmente irregular, que constituem o objectivo
da teoria das funcdes aleatérias que vamos
tratar. Convém porém assinalar que a teoria
das funcdes (deterministas) pseudo-aleatorias,
de representacdo formal bastante complexa e
bastante irregulares, pode também ser usada
na teorizacdo de fendmenos em geral interpre-
tados como devidos a «intervengdo do acaso».

No que segue referir-nos-emos sempre ao
caso unidimensional ; a generalizacdo multi-
dimensional é imediata. Constitue a teoria dos
campos aleatérios que se encontra em
AGOSTINI & BASS (1960) € BATCHELOR (1960).

Seja (Q,&,P) em espaco de probabilidade
e Tc R um subconjunto, finito ou ndo, da
recta real R. Uma aplicacdo X((4,t) de
QX T em R diz-se uma funcdo aleatéria ou
processo estocastico se para todo o teT,
X((-i,t) 6 uma varidvel aleatoria X(tu,b)
pode escrever-se Xa(t) ou X(cu) consoante
convier parametrar com respeito a o oua t.
Os \X\ sd&o varidveis aleatorias e os \X)\
sdo funcdes que se designam por realizagOes,
versdes ou trajectérias.

Se ndo houver lugar a davidas escreve-se
apenas X (i). Uma funcao aleatéria é pois
o feixe das suas versdes possiveis, probabi-
lizado pelo pardmetro © 6 Q.. Alguns autores
distinguera entre processo estocastico e fun-
cOes aleatorias ; o primeiro seria um certo
subconjunto de funcdes aleatorias. N&o fare-
mos aqui tal distingdo.

Comecemos por definir em lei temporal um

processo estocastico, dita também definicéo
fraca ou temporal, introduzida por sLuTsky.

Uma funcdo aleatéria esta fraca ou tem-
poralmente definida se se conhecem todas as
funcdes de distribuicéo

Fix, <l;ar,f,;eee;x ,<»)=
= P {X{tX) h ’X(tk) n Xk)
para todos 0s t < < <eee<<*('<eT).

Note-se que as funcgdes F tem de satisfazer

as condi¢Ges de compatibilidade como
FX  t5miXots

—F @2, ;e°*;x, »)

+ 00, t,.)e=

que traduzem relacdes de marginagdo. Nos
casos que nos vao interessar, a determinagao
de todas as fun¢Bes (compativeis) 6 facilmente
obtida.

O conhecimento de todas as fungdes F
introduz no espaco R, de todas as aplica-
¢bes de T em R, um sistema de probabilidades
para um determinado corpo — a de subcon-
juntos — 6 o célebre teorema de koiLmoco-
Para a sua demonstragdo veja-se
KOLMOGOROFF (1950) OU CRAMEK & LEADBET-
TER (1967). Repare-se porém que, por este
teorema, apenas aqueles acontecimentos (aqui
conjuntos de func¢des) que se podem exprimir
numeravelraente por intersec¢cdo, unido e
passagem ao complementar (além da comple-
tacdo a LesescuEe) a custa dos acontecimen-
tos jXv (‘o)™'Il tem probabilidade atribuida,
ainda que de célculo dificil por vezes. O acon-
tecimento \X(t)"a,0™MM\ (se[0,1]1<=T),
como ndo se exprime numeravelmente nos
acontecimentos indicados, ndo tem necessa-
riamente probabilidade atribuida. E para
este acontecimento, que expressa a ndo ultra-
passagem de nivel a pelo processo estocas-
tico, evidentemente importante em certas
questdes (cheias de rios, niveis de ruido, etc),
interessa calcular a sua probabilidade.

ROFF.

Os acontecimentos do teorema de koLmo-
cokorr tém, eles ou os seus complementares,
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«demasiadas» func¢des, o que leva a dificnl-
dade indicada.

Utilizando a topologia de T ou outras
propriedades podem se introduzir defini¢des
mais fortes de funcdo aleatéria (separavel,
mensuravel, etc.), ditas definicdes completas.
Um processo é separavel se é definido pelos
seus valores num conjunto numeravel de
pontos denso em T; para tais processos 0O
conhecimento das funcbes de distribuicdo
F(x, < permite o célculo das
probabilidades dos acontecimentos desejados.
Prova-se que todo o processo A'(t) é equi-
valente a outro separavel X*\t) , i.e,

PX{ty = A"(<))= 1 para todo o teT.
O calculo de P(X(t)"a, te[0,1]) podia
agora fazer-se, na versdo separavel, es-
colhendo os racionais \r\ de [o0,1], cal-

culando P (X (r,)"0,--.,X(r«.)™a) e
passando a limite.

Observe-se que, como é natural, a definicédo
temporal ndo distingue funcdes aleatorias
equivalentes, i.e., tais que X{t, w)=> F(i, M)
excepto para ©6-V,¢:i2 com A’ despreza-
vel (probabilidade nula), N~,podendo variar
com t.

A classificagdo de uma funcdo aleatdria
pode fazer-se de varios pontos de vista:
natureza de T, natureza do conjunto das
imagens A(i2, T) e natureza da intervencao
do acaso.

T pode ser um conjunto finito, numeravel
ou continuo; se T é finito temos afinal um
vector aleatorio, se T é numerédvel dispomos
de uma sequéncia aleatéria ou crono-série,
se T é continuo (intervalo finito, semi recta
ou recta) tr.ata-se de um processo estocastico
ou funcdo aleatéria  permanente.

Doutro lado, a totalidade X(Q.,T) dos
valores de A(<u,i) pode ser finito ou nume-
ravel originando um processo discreto ou um
continuo (intervalo, semi-recta ou recta) di-
zendo se o processo continuo.

Finalmente, quanto ao modo de intervencéo
do acaso, se A(0J,<) = f(t) é independente
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de coeii temos uma fungdo certa; se X(a>,t)
depende de finitos parametros aleatorios (caso
dos polindmios de coeficientes aleatorios),
coOmo nesse caso basta conhecer o seu valor
em um conjunto finito de pontos, o processo
diz-se degenerado, cript o-determinista ou
pseudo-indeterminista; o caso geral é o dos
processos (préprianiente) estocasticos.

A nocdo de campo aleatério em que fcR*
e X(Q,T)c R" pode generalizar-se ainda
considerando um espago de estados S e uma
aplicacdo Q -> S conveniente obtendo-se as-
sim um elemento ou estado aleatério. S é R'
no caso das funcdes aleatdrias.

I- 4—Processos e markovianos estacio-
néarios

Na totalidade de processos estocasticos
costumam distinguir-se duas grandes classes
(que se ndo excluem): os processos marko-
vianos e 0s processos estacionarios.

Os processos nwrkovianos (de 1." ordem)
sdo aqueles em que as probabilidades (con-
dicionais) de transicdo gozam da propriedade
seguinte (enunciada para processos perma-
nentes) : se t < 1,< eee< t <t entdo

P{X@®)"™ x|X(,)-a2,,..., X(<,,) = X)) =

= POX{D X (1)=X,).

Costuma dizer-se que, nos processos marko-
vianos (de 1." ordem), a probabilidade de um
acontecimento futuro (no instante t> t) so
depende do presente (da observagdo X, no
gltimo instante i,) sendo completamente in-
dependente do passado (‘i < ‘a< eee <C<nH) e
Os processos markovianos de 2.* ordem
verificam a seguinte propriedade: se

<< a o'' < < *n<t
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entédo

PX() ™ x12Z(<) - ar, *ee, X(<_) = X_a

X(t) = 0O =PX{t)x A<, ) = X,,_i,
A(s,) =ie,);

analogamente se definem 0s processos mar-
kovianos de ordem mais elevada.

E corrente dizer-se que Os processos mar-
koviauos traduzem o adeterminismo estatis-
tico» ; o futuro depende apenas das condigdes
iniciais (presente) e ndo da histéria passada
— compare-se com o enunciado habitual do
principio do determinismo em Mecénica on
com o principio de HUYGHENS da Optica Geo-
métrica. S8o processus em que ndo had memoé-
ria do passado, ou hd memoria finita no caso
dos processos markovianos de 2.%, 3.",
ordens.

Para os processos markovianos o seu estudo
depende apenas do conhecimento de proba-
bilidades iniciais F (x,t) = P(A'(i) Z.x) e
das probabilidades de transicéo PX(®ON.
MX (i) =x) =F(x ,tles, t') para V< t.
No caso continuo s&o conhecidas as densi-
dades correspondentes. Todas as outras ex-
pressdes de lei temporal se podem deduzir
delas, o que introduz consideravel simplifi-
cacdo. Assim a densidade de

Axa)» (s)> com¢t <t,<h,

é dada por

[(a?,,*,; x,,/,; fs.'s)=f("i,"\)-

of(x,,/.]x.,,t) f(x,,t.\x,,t,).

Quando o conjunto dos estados (contido
em R) 6 discreto (finito ou numeravel) e o
tempo € discreto O processo markoviano
diz-se uma cadeia de MARKOV Foram os pro-
cessos primeiramente estudados. Neste caso,
por ser discreto o espa¢o de estados, cos-
tumam dar-se as probabilidades elementares.

Repare se que um processo markoviano
continua markoviano quando se muda de
relégio, i.e., se substitue o tempo t pelo
tempo T = i>(i) emque > é uma bijeccéo.
Tal ndo 6 valido para os processos estacio-
narios definidos adiante.

O processo de POISSON e o processo de
WIENER-LEVY sido exemplos de processos
markovianos. Os processos markovianos sao
importantes ndo apenas em si mas pelo facto
de grande numero de processos estocasticos
poderem ser «mergulhados» (& custa do
aumento de dimensbes do espaco dos esta-
dos) em processos markovianos.

Do ponto de vista fisico, 0s processos
markovianos costumam traduzir 0s processos
evolutivos.

A observacdo de certos graficos sugere
que, apesar da irregularidade essencial, o
seu evoluir ndo se alterou no decurso do
tempo, embora apresentando flutuacdes de-
vidas ao acaso. E o caso dos processos
(estacionérios) do ruido de fundo deum
radio, da dimensdo de pecas em producdo
em série, de precos de bens em certas con-
dicbes e se se corrigiu a desvalorizacdo da
moeda, etc.

Duas defini¢bes porém costumam dar-se:

a) Um processo permanente & fortemente
estacionario (DOOB) se para t, < t, < see<tu
e todo o h(i|,U+he T) setem

P(z(i, + h)£ ar,,..., X(t. + h)E *k) -

=P(X(t)é«i,", X(U)é**),

i.e., as probabilidades da lei temporal ndo
variam com uma translagdo no tempo;

b) um processo permanente de 2." ordem,
i. e.,, com valor médio &R(X(t)) e variancia
&(X{t)), e subsequentemente com covariancia
S{XIt), A'(«)) pela desigualdade de SCHWARZ,
diz-se fracamente  estaciovario  (KHINTCHINE)
se 0 seu valor médio 2W(A(i)) for indepen-



dente do tempo (constante) e a covariancia
@(X(i), X(s)) apenas depende de \t — «|;
costuma denotar-se por Si(A) = S(X(t),
X(t + h)) = Sl(—h) a covariancia; a va-
ridncia V(X(t)) = <S(X{t), X{t)) = #l(©O) é
entdo uma constante.

E evidente que um processo de 2." ordem
fortemente estacionadrio é fracamente esta-
cionario mas a definicdo forte ndo implica
sempre a definicdo fraca pois o processo
pode ndo ter valor médio ou variéncia.

A definicdo fraca de estacionariedade € o
mais usado no estudo dos fenémenos naturais
ndo-evolutivos. Para a maior parte dos pro-
cessos fracamente estacionérios O possivel
substituir o calculo de SU(X(t)) (valor médio
em fase) pela média temporal ao longo de
qualquer trajectéria do processo, a excepgao
de um conjunto desprezével de trajectérias—
teorema  ergddico.

Os processos simultaneamente markovianos
e fortemente estacionarios sdo homogéneos
no tempo, i. e., a distribuicdo de (X(t), X(3))
apenas depende de 11— s|, mas nem todo o
processo markoviano homogéneo é fortemente
estacionario.

Adiante se definirdo os processos de incre-
mentos independentes e de incrementos esta-
cionérios. lremos sO tratar de processos de
2," ordem.

I. 5—Processos de Poisson

Os processos de roisson Servem para des-
crever probabilisticamente o nUimero de
chamadas telefonicas, o numero de raios «
emitidos por uma fonte, o niumero de elec-
trées recebidos no &nodo de tubo de véacuo,
0 numero de automdveis que passam em
dado ponto, o numero de falhas ou acidentes,
etc, para um dado intervalo de tempo. Sao
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dos mais importantes processos de contagem,
de que vérios outros se podem compor, mas
ndo os Unicos. Das vdrias caracterizagdes
axiométicas dos processos de roisson (cf.
parzen (1964)) vamos utilizar a seguinte :
Consideremos acontecimentos que se podem
dar no tempo i~ 0. Seja N(t) o numero
de acontecimentos observados no intervalo
]10,i]; N(t) serd pois uma funcdo aleatoria
nao-decrescente do tempo. Postulamos entéo:

PI1) N(t) estd definidaem [0, +«>[ e
iv(0) = 0;

P2) N(t) tem
i.,o, se 0N i,<t,
—N() e N(t)—

P3) AA) tem incrementos

incrementos  independentes,
t <t entdo N(t) —
A7) sdo independentes;

estacionarios,

ie, se 0N i, <f,Mt <t e i,—<-=
=t - « entdo N(f) —2v*(i) e N() —
— N(t) tem a mesma distribuigéo ;

P4) Paratodo o t> 0 0 vélido
0<P(2v*(0-0)<I;

P5) Paratodo o t™ O é vélido
lim r W +»)~W)"2) . .
**0 P{N(t + h) - A(<<) = 1)

P1) resulta de se considerar N(t) uma
contagem comecada em i==0; o significado
de P2) e P3) j& foiesclarecido; P4) quer
dizer que, para qualquer intervalo de tempo
de duracdo t (estd-se a wusar a estacio-
nariedade dos incrementos), h4 uma proba-
bilidade ndo-nula, mas ndo ha quase-certeza,
de que um acontecimento, pelo menos, se
dé; P5) mostra que em intervalos de tempo
muito peguenos ocorre N0 Maximo um acon-
tecimento, i. e., ndo ha acontecimentos simul-
taneos.

De P3) resulta que

PNt + s)—N() = k) - PX{ty = k).
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Denotemos por

Pkt) = P(N®) = k).

Temos

(t+8)=P{N(t + 8)=0) =

= P(N@® = 0)«P (Nt + »)-N(®) =0) =

= P(N{t) = 0)P (N(s)y =0)= Po(t)..(s).

em que se usou P2)eP3).
A solugdo desta equacdo funcional é

Fo(0=«-""

visto que PQ(I) é ndo-crescente (¢); v diz se
intensidade do processo e /v é o valor
médio dos intervalos entre acontecimentos.
Designemos agora por 0 < W, < W, < e«
o. < W, < eee (s instantes (aleatorios) em
em que se ddo os acontecimentos (um em
cada instante por P5)e por T,= W,
T = W, - W T, = W, - W,
os intervalos entre acontecimentos (também
aleatdrios). Da estacionariedade vem que

g aes

PT, ~t)= P(T,
P(N(®)

A )= P(WA A0 =

=1- =0)= 1- e

pelo que os intervalos entre acontecimentos
tem a distribuicdo exponencial. Como

W, = T+ eeest T,

(*) Para m inteiro positivo é 6bvio que p, (mt)—

— Po(O™ ° portanto Pu(>) -=p, (t)"; como para n
inteiro positivo é p, (*/")"" Po(l) *°" PoC/")™
" Po t')“" € portanto é imediato que Po("/™)°

— Poll)"*" e Orapo (') é ndo-crescente por definicéo;
entdo tomando duas sucessdes de racionais |r,.{ e
\r',\ convergindo para t e tais que r,,< t e
vem /), I'»)> Po(0 > Po(\i) ° portanto passando a
limite vem

r',,>i

Po(') = Po(t)’

por P 4) terd de ser p, (1) = er
o resultado indicado.

(>> 0) oque prova

para n™ 1 temos

AN{t)"n\ - AW, >t
e
\N(t)=n\ = |1T,~13 N I~+i X
e portanto
PNt = «)=P (W, "t)~P(W, ~ .
Mas
P(W,Z.1)=\ --wli, "o
pois i'Fn, soma de n varidveis aleatérias

exponenciais de funcdo de distribuigdo 1—e ",
tem a distribuicdo gama e portanto

PING) = n)= e (yn«n!

0 que mostra que N(t) (ou A”s-M)— N(s))
tem a distribuicdo de roisson. Consequente-
mente é SII(N(t))=-vt e V{N(t))=vt. Dai
que seja valido um teorema de tipo ergddico

A(i)/f—i-v quando t-*00 pois
&n(V)t) = v e @P(N(HL.
= >(AN)0 = MAT-(F)/i2= vIi- 0.

_V)2 =

Observe-se entdo que S(A'(£), AM*)) =
= vmin(*,<) dada a decomposicdo AN(i) =
= N(s) + (N(t) —N(s)) se s~t.

Visto que N(t)—N(0) = N(t) e N(t + s)-
— N(t) sé&o independentes, A~”*) > conhe-
cido N(t) e valores de A’ para instantes
anterioresa t, soO depende de N(t) pelo que
0 processo é markoviano. Uma mudang¢a do
relégio T -= com <> ndo linear, faz
intervir as diferencas >~ (T) —$" (T') pelo
que o processo, ndo dependendo de T —T',
deixa de ser homogéneo ; em geral, homoge-
neiza-se o tempo por comodidade.

Vamos agora fazer consideragbes de ana-
lise aleatdria, mais ou menos intuitivas, mos-

<I>(<),
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tranrlo o seu aspecto mais complexo que
analise habitual.

O processo tem quasecertamente trajec-
térias descontinuas, como o mostra o aspecto
em escada do seu grafico; ao mesmo tempo,
como P {W, =1t)—0 para todo o t pois
W]c tem uma distribuicdo continua (gama),
as trajectorias sdo quase certamente conti-
nuas em qualquer ponto; a aparente contra-
dicdo explica-se pelo facto de as desconti-
nuidades serem moveis (aleatérias) e nula a
probabilidade de o salto se observar num
dado instante do tempo. Observe-se ainda
que a probabilidade de que N(t) seja efecti-
vamente continua (constante em ]0,/,] ou
seja que N(t) =0) é P =0)=tr''>,
probabilidade positiva, decrescente com t,.
Embora tenha quase-certamente trajectorias
descontinuas, o processo é derivavel quase
certamente em cada ponto e tem derivada
nula pois P(W,=1t)=0.

0 integral do processo no intervalo [0, i],
supondo que houve k saltos nos pontos

W - T.A W =T, + T, A ee A W, =

= T, + eee +T £1,
k
¢ dado por kt—y (k+ 1—j)Tj, repre-
i
sentando uma poligonal aleatéria que tem
inclinagbes 0,1,2,-.., nos intervalos

10,T.[,
+ TZVTX +

Im.T. +T.[,

T, r,.T.[,....
Convém ainda fazer duas observacdes im-
portantes. O caracter poissoniano do pro-
cesso e 0s tempos entre acontecimentos
exponenciais sdo assergdes equivalentes.
Além disso, pode mostrar-se que se houver
k acontecimentos no intervalo [0,i] os
tempos TF,™ Tl,= T, + T, see ™ W, =
= T,f-eee+ T Nt tem a distribuicdo das
estatist cas ordinais de uma amostra de k
observacdes uuiformes no intervalo [0,<].
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I. 6 - Processo de Wiener-Lévy

O processo de WIENER-LEVY, como pri-
meiro modelo do movimento browniano, fo
abordado por EINSTEIN e SMOLUCHKOWSKI
por 1905 e desenvolvido por WIENER e LEVY
nos anos 20; BACHELIER, no principio do
século também estudou este processo de
passeio aleatorio, mas sem grande rigor. Os
trabalhos fundamentais estdo em WAX (1954).

A funcdo aleatéria X(t) que descreve, em
primeira observagdo, uma coordenada de uma
particula browniana pode ser caracterizada
pelos seguintes axiomas :

WL1) X(t) esta definidaem [0, +«>[
sendo X(0) = 0;
W L2) X (t) tem incrementos indepen-

dentes, isto é,se 0N (< f, ™ t, < < entdo
Xt) —X(t) e X{t)-X(t) sdo indepen-
dentes;;

WL3) Se 0”r,<r, entdo  X(>)—X(t)
tém uma distribuicdo normal de valor médio
nulo e varifincia continua <7 (i,—/) pelo
gue os incrementos sdo estacionarios.

Como X(0) = 0 6 imediato que X (<) e 0
incremento E(t, s)=A"(< -fs)—X(t) (*>0)
sdo independentes por WL 2).

Vamos agora determinar a fungdo o-*(i).
Da decomposicéo
X{tZ) = X(tx) + (A(V - X(*,)) (0£ t=< tZ)
o célculo da varidncia, atendendo ao resul-
tado anterior, leva a equacdo funcional

»(a) = <) + (9 —<i),

De modo analogo ao que se usou para
estudar a equacdo funcional do processo de
POISSON, OU escrevendo p (i) = , Vveri-
fica-se que a solucdo é da forma c’{t) = At,
ir0. Como A=0-2()>0, o»(i) ttm a
formaCT’t; quando o desvio padrdo c €
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conhecido passa-se ao tempo t' = ff «i o que
equivale a tornar a* = 1.
Vamos ainda mostrar que

<2(Z(1,),X(1,)) = <Fmin (*,,f,).
Supondo 0 Z. < Z. f, temos como
Xft)ya-(Xfo) Z(i,))
por wWiL2)
* (Z(1,),Z2("))-«(Z2(1,),Z2(i0)-
= A (Z(<)) = AL

Na impossibilidade de gerar em computador
digital o processo permanente, discretizou-se
0 tempo e geraram-se nUmeros aleatorios

normais E(l), E(2), *++, calculando-se os
valores

X(0) -=

Z(l)y= 22()

X(1)=X(1) + EQ)

X(K~XKk — — 1)+ E(K).

Uma sequéncia gerada, em computador
IBM 1620, deu o seguinte gréafico (fig. 4).

* % %

* % k%

* % % % *

A analise aleatéria de X (t) mostra as-
pectos interessantes : tem trajectérias quase-
-certamente continuas e continuas quase-cer-
tamente em todos os pontos t (ndo ha pois
descontinuidades moveis). Todavia o processo
ndo tem derivada, sendo pois um exemplo,
como PERRIN supds, de funcdo continua sem
derivada.

O processo é obviamente markoviano. Por
W L3) como Z(0) = 0 vé-se imediatamente

que X(t) tem a densidade de probabilidade

*, . 1 / 1 & \
et T fWT7 O (-TATT)

e a densidade de transi¢do para 0Z.t < f,

/(a?,,ila;, ,<)=

1 1 @o—a?,»
exp =

sdwoVfa— d :

(<)

I. 7—Outros processos estocasticos

Os dois processos estocasticos (de roisson
e de wiener-LEvY) embora difiram em cer-
tas caracteristicas tém de comum o serem
markovianos nao estacionarios porque de
incrementos independentes e estacionarios.

Vamos agora considerar o processo de
ORSTEIN-UHLENBECck das velocidades. Por
integracdo obtém-se O processo de oRrsTEIN-
-uHLENBECcK das posicBes, assintéticamente
equivalente ao processo de WIENER-LEVY.
Tem-se assim uma descricdo do movimento
browniano que agora ja dispde de velocidade,
ao contrario do modelo anterior. O texto ja
citado de wax (1954) trata deste processo.

Um processo F(t) diz-se de oRrsTeIN-
-uHeLenseck de velocidades se verifica os
seguintes axiomas :
OUl) WV{t) estd definida em ]—oo0, + [
e tem variancia constante; V(0) é
normal de valor médio nulo ;

ou2) F(r)=a(r,—>,) F(r,)+S(<,,f,-f,),
se 0Z.t Z.t,, em que para t> 0
O<a(i)<l e a(t) é uma fungado
continua; V{t{) e E{tt, sdo
independentes ;

ouU3) E(t —h) (0~finrt,) "o dis-
tribuicdo normal de valor médio nulo
e variancia continua v (7,— /]);
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OU4) Se 0~ 1,
E (<i,i,—x<l) =
independentes.

< <M <, <t entdo
(h» h— h) sédo

A fancdo a(i) representa o atrito médio
sobre a particula em movimento no intervalo

de tempo i, reduzindo a sua velocidade,

reducdo que pode ser compensada pelo in-
cremento E.

Por ser V(t) = a(t) V(0) + E (0,i) vé-se
que V(t) é normal de valor médio nulo e de
variancia <r (por O U ) verificando a igual-
dade, ja que por OU2) F(0) e E(0,t) sao
independentes,

R = a2(i)(j2 + v(t)
0 que da
(1) = (1_.2(<))ff".
Interessa agora determinar a(i).
Para i,,?,X 0 temos

F(, + *)=a(f) v{ith) + E(t,. 1) =
=a(/)[a) FO)+ £0,<)0+ E(i,/)

e por outro lado
F(i, +t)=a(,+/)F0)+£(0, f +1/).

Tomando valores médios condicionais em
V{0) por O U 3) vem

a(f, +'a) = Ca)

equacdo funcional cuja solugcdo continua é
o(i)==«"*. Como por OU2) a(i)<l, vem
a<) = e*(|]3> 0) e subsequentemente,
vi) = (1 - e"*r')57.
Vamos agora mostrar que
Hr(h), F(/)) = 6-""-""a2.
Supondo O~ /]~ i, temos
<*(F(i), F(/.))= e( v« (1-1) F(1) +
+ #Cl.'a—"i» = «Ca -
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0 processo € pois markoviano e estacionario.
A densidade de probabilidade de V(t) 6

'WO-TBT-'i-T-S-)
e a densidade de transicdo para O"ini-j é

I ("a»'al»i><i) —

1
VP2reer\| —,-2p«.-<,)

/ 1 (r,-.-3('-'.>»,)2N
\ 2 9 (1 - e-28(«'<))/

E facil verificar que para t~ 0 o pro-
cesso

tem a distribuicdo de um processo de wienes-
-LEvy de pardmetro a’.

Em geral tem especial interesse os pro-
cessos gaussianos estacionarios, como o de
OKSTEIN-UHLESBECK, em que as distribuicdes
em <i< 1% < eee < t sdo multinormais de
valor médio e variancias constantes e as
covariancias (e coeficientes de correlagdo)
sdo funcgdes apenas de |t—s\. Para alguns
detalhes pode ver-se (1964) e a
parte I 1.

Qutros processos estocasticos tém sido defi-
nidos, além dos que serdo tratados na
parte H. Citam-se a titulo de exemplo os
processos extremais X {t), definidos em
[0,-f-o0[ que tem fungdes ndo-decrescentes,
quase-certamente descontinuas com infinitos
saltos, né&o-inteiros, em qualquer intervalo
[0,i] e os processos extremos markovianos-
-estacionarios dos quais 0 processo de ma-
ximos € assintoticamente um processo extre-
mai.

PARZEX
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Exercicios

1L jX,,n”l| é uma sucessdo de varia-
veis aleatérias independentes de valor médio
(I e variancia a . Mostre que os jA,| formam
uma crono-série estacionaria nos sentidos
forte e fraco. Calculo o seu "alor médio,
variancia e covariancia.

2. |A,,n"0| é um sucessdo de varia-
veis aleatorias independentes de valor médio
(i e varidncia a. Mostre que

r.= <p(A,_,,A,),n"

é um processo markoviano estacionério e de-
termine a expressdo geral do valor médio e
covaridncia de Y,. Calcule-os especifica-
mente para 0 caso de

9(rey) = X+ Yy, X—Y, Xy

3. Se X{t),ar.t b, é um processo esta-
cionario no sentido forte ou no sentido fraco
entdo Y(i) = X(a t+ (3 € um processo esta-
cionario no mesmo sentido.

4. Seja A'(i),<"0
poisson de intensidade v.
todo o a> O,

om processo de
Mostre que para

M(t)=e™\N{e-"") -ve~""\, -oo0<i<+o00
¢ um processo fracamente estacionario. De-
termine o valor médio e a covariancia de

M(D).

5. Qual o efeito de uma mudanca de escala
dos tempos nos processos de poisson, de
WIENER-LEVY e ORSTEIN-UHLENBECK ? De-
termine os novos parametros.

6. Para os processos que se seguem veri-
figue se sdo markovianos, se sdo estacionarios
(nos sentidos forte ou fraco) e determine, se
possivel, os seus valores médios e cova-
ridncias :

a) At -B, Acost+ 2?piat, AcosB t,
tg{At+ B) em que A e B sdo varidveis
aleatorias independentes;

6) N( + 1) —N(@®) se N() € um pro-
cesso de poisson ;

c) At-JN({) s A é uma varidvel alea-
téria independente de N(t) (processo de

POISSON) ;

d N, (t) 4N, () e Ntt)N,() em que
Nt e A(i) sdo processos de roisson
independentes ;

e) Xt + 1)- X(t), A2(i) e |A"(0lem

que X(t) é um processo de wiENER-LEVY;

f)y Vit + 1)- V@), Vi(t)e W\ em
que P(i) é um processo de
LENBECK.

ORSTEIN-UH-

7. Mostre a expressdo de P( W, ~11) indi-
cada nos processos de rpoisson.

REFERENCIAS (Parte |

L. AGOSTINI & J. BASS, Les théories de la turbulence,
Publ. Se. et Tech., Ministere de I'Air, n.° 237 (19CO0).

G. K. BATCHELOR, The theory of homogeneous turbulence,
Cambridge Univ. Press, (1960).

A. BLANC-LAPIRRRE & R. FORTET, Théorie  des
aléatoires,  Paris, Masson, (1953).

H. CRAMER & M. R. LEADBKTTER, Stationary and rela-
ted Stochastic ~ Processes, N. Y., Wiley, (1967).

fonctions

J. li. DOOB, Stochastic  Processes, N.Y-,Wiley, (1953).

M. OIRAULT, Processus aléatoires, Paris, Dunod, (1969).

A. N.KOLMOOOROFF, Foundations of the Theory of Pro-
bability, N. Y., Chelsea, (1950).

M. LOEVE, Probability
Van Nostrand, (1960).

MANN, An introduction to the theory of Stochastic Pro-
cesses with continuous  parameter, Nat. Bur. Stand,
Appl. Math , Ser., Wash., (1953).

E. PARZEN, Stochastic  Processes, 2nd ed., S. Francisco,
(1964).

J. TIAGO DE OLIVEIRA,
Conceitos  Fundamentais,
Editora, (1967).

N. WAS, Noise and Stochastic
Publ., (1954).

Theory, 2nd. ed., Princeton,

Probabilidades e Estatistica,
2 vol , Lisboa, Liv. Escolar

Processes, N. Y., Dover






GAZETA DE MATEMATICA

Sobre o problema
minimo

Nota

por J. A. Meleto
Departamento de Mateméatica—Universidade

Resumo

Neste artigo sd@o analisadas algumas ver-
sbes do algoritmo de pisksTra, para a
determinacdo do caminho de comprimento
minimo entre dois vértices de um grafo, e
proposta uma outra.

Résumé

Dans cet article on analyse quelques ver-
sions de l'algorithme de pisksTtra, pour le
probléme du plus court chemin entre deux
sommets d'un graphe, et on propose une
autre.

Summary

In this paper some versions of the
piiksTrA's algorithm are analised in order
to find, in a graph, the shortest parth bet-
ween two nodes, and a proposal of another
one is presented.

1. Comecemos por definir os conceitos
basicos utilisados ao longo do texto.

Um grafo G = {X, U) é o par constituido
por um conjunto X = \Xi,x®, eee x\ de
elementos, usualmente denominados nddoa

de caminhos de
em

acerca do algoritmo de
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comprimento
grafos

Dijkstra

de Sousa
de Coimbra

ou vértices do grafo, e por uma familia
U= \ui, w»,..., u\ de elementos do pro-
duto cartesiano

X x X = wi,xj)lxieX, xjeX\.

Uma outra maneira de representar o grafo
é a seguinte :

Seja T uma correspondéncia multivoca
de X em Y, definida para todo o x,eX
do seguinte modo :

r(a?,)— |(*i.,«fc» ««« ffC)|

em que (a?,xj,), (X, x), °**°*,(@?, x,) sdao
elementos de X x X . Entdo o grafo
G — (X, U) pode representar-se também por
G=(X, T). Se os elementos (ar,, xj) 6 XxX
constituem pares ordenados, sdo chamados
arcos do grafo e este 6 dito orientado ou di-
rigido ; caso contrario, esses pares sdo deno-
minados arestas ou lados e o grafo é dito
ndo orientado. A familia das arestas é repre-
sentada por E = \ei, et, **+.e\ e o grafo
G = (X,E) é denominado multigrafo. Po-
demos sempre considerar um multigrafo como
um grafo orientado. Para tal basta considerar
que cada aresta entre os vértices X, e Xj se

pode «desdobrara em dois arcos do tipo
XIXJ) e (Xj,Xi).
Num arco (xi,xJ3), o vértice x-, 6 cha-

mado extremidade ou vértice inicial e Xj



extremidade ou vértice final. Um arco da
forma [xi, x) é denominado lacete.

Um p-grafo 6 aquele em que um elemento
{xi, xj) 6 X x X aparece quanto muito p ve-
zes. Ao numero de vértices de um grafo
chamaremos ordem do grafo.

Dois arcos (arestas) sdo ditos adjacentes
se tém pelo menos uma extremidade em
comum. Se um vértice x 6 extremidade ini-
cial (final) de um arco u, diremos que o
arco u é incidente em x em direc¢do ao
exterior (interior). Para arestas, diremos
apenas que a aresta ¢ incidente no vértice x.

A uma sequéncia p.= («i,«2,ee* M) de
arcos de O tal que cada arco da sequéncia
tenha uma extremidade comum com o0 arco
seguinte, chamaremos cadeia. Uma cadeia
gue passa uma sO vez por um mesmo Vértice
¢ dita elementar; uma cadeia é simples se
ndo utiliza duas vezes o mesmo arco. Ca-
minho é uma cadeia (A de um tipo particular
onde para todo o arco u com i< Zt, a
extremidade final de ttj coincide com a extre-
midade inicial de M;+i. Torna-se evidente
que em multigrafos os conceitos de cadeia
e caminho coincidem. CicZo 6 uma cadeia p
tal que :

é
0

1.° o mesmo arco ndo figure duas vezes
na sequéncia ;
os dois vortices das extremidades da

cadeia coincidam.

g m

Circuito é um ciclo orientado, ou seja,
para todo o i< k, a extremidade terminal
(ou final) de M . coincide com a extremidade
inicial de Ui+i.

Fecho transitivo de um vértice de um grafo
é o sub-conjunto de vértices do grafo que se
podem atingir a partir do vértice dado, por
um caminho de comprimento qualquer :

f(*0- I7juri®lurMAiU---.

Por grafo conexo entendemos aquele em
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gue para todo o par de vértices Xi e xj dis-
tintos, existe sempre uma cadeia que os liga.
Num grafo G = (X, U), chamamos raiz a
um vértice x tal que exista um caminho de
X para todos os restantes vértices do grafo.

Uma &rvore 6 um grafo conexo e sem
ciclos. Chamaremos arborescéncia a uma ar-
vore munida de uma raiz.

Denominaremos distancia entre dois vor-
tices ligados por um arco, a funcdo a defi-
nida no conjunto dos arcos do grafo sobre
0 conjunto dos numeros reais ndo negativos.
Assim a(vi,xj) representard o valor da dis-
tdncia entre os vértices

2. Partindo do conhecimento dos con-
ceitos acabados de definir, poderemos enun-
ciar o problema em questdo, do seguinte
modo :

Dado um 1—grafo G = (X,U) conexo,
definida uma fung¢édo distancia entre dois vér-
tices do grafo ligados por um arco, deter-
minar o valor e o caminho de «comprimento
minimo» entre dois determinados vértices Xj
(inicial) e x. (final). Uma condi¢do necessa-
ria e suficiente para que tal caminho exista
é a seguinte :

O vértice x. tera que pertencer ao fecho
transitivo do vértice xj.

3. Dos varios algoritmos conhecidos da
literatura, descrevemos o mais eficiente, do
ponto de vista computacional, da autoria de
E. W. DIJKSTBA [1].

Analisemos a forma como em cada iteracdo
se procede a determinacdo do vortice e do
arco (aresta) a seleccionar no grafo, para
formacdo do caminho (cadeia) de compri-
mento minimo. Para tal, os vértices serdo
subdivididos em trés conjuntos:

— Conjunto A — dos vértices para 0s quais
o caminho minimo a partir de & 06 ja conhe-
cido (em cada iteragdo um novo vértice é
adicionado a (transferido para) este conjunto).
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— CoDjunto B —dos vértices de onde o
proximo vértice a ser adicionado ao con-
junto A, sera seleccionado; este conjunto
contém todos os vértices que estdo ligados
pelo menos a um vértice do conjunto A, mas
que ainda né&o pertencem a A.

— Conjunto C— dos restantes vértices.

Por seu lado, os arcos (arestas) também
estardo subdivididos em trés conjuntos :

— Conjunto 1—dos arcos que formam os
caminhos mais curtos de Xxj para 0s res-
pectivos vértices do conjunto A .

— Conjuntos ll—dos arcos donde vai ser
seleccionado o proximo a transferir para o
conjunto /; um e um s6 arco deste conjunto
ligard um vértice de A a um vértice de B.

— Conjuntos Ill—dos restantes arcos.

A partida todos os vértices pertencem ao
conjunto C e todos os arcos ao conjuntos |IlI.

Iniciaremos o processo de calculo trans-
ferindo o vértice Xj para A e aplicando

consecutiva e repetidamente o0s seguintes
passos :
Passo 1 — Consideremos todos 0s arcos r

que ligam directamente o vértice acabado de
transferir para o conjunto A, com Vvor.
tices P nos conjuntos B ou C. Entdo:

a) Se o vértice P pertence ao conjunto
C, ele serd transferido para o conjunto B
e 0 correspondente arco r transferido para
0 conjunto 11.

b) Se o vértice P pertence ao conjunto
B, vejamos se a utilizacdo do arco r con-
duz a um caminho de comprimento menor
entre a2 e P do que o conhecido até a data
que utiliza o correspondente arco do tBon-

junto Il. Em caso afirmativo, o arco r
substitui aquele em 11. Caso contrario,
0 arco r é rejeitado.

Passo 2 — Cada vértice em B pode

ligar-se com o vértice Xj de uma s6 maneira,
se nos restringirmos apenas aos arcos do
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conjunto / e a um Uunico do conjunto IlI.
Assim, existirdo sempre caminhos de Xj para
0s vértices do conjunto B, com determi-
nados valores-comprimento. Transferimos o
vortice de B que determina o valor minimo
para o conjunto A, passando do conjunto Il
para o conjunto / o correspondente arco.
Voltamos novamente ao Passo 1 e repetimos
0 processo até o vértice final Xp ser trans-
ferido para o conjunto A. Entdo o caminho
procurado ¢ determinado pela sucessdo ou
dos vortices (pertencentes ao conjunto /),
considerados de x, para Xj, ou dos arcos
(pertencentes ao conjunto A).

3. Por razdes de caradcter computacional,
DREYFUS [2] apresenta do mesmo algoritmo
outra versédo.

Assinala os vértices X,
rotulos, que poderdo ser do tipo [ay,
definitivos ou provisorios,

do grafo com

d(afi)1(),

consoante o va-

lor do rétulo representa ou ndo o valor
do caminho de comprimento minimo de X,
para X, .

Inicialmente, rotula o vértice x, com o

rotulo definitivo [— ,0] e todos os restantes
com o rétulo provisorio [— , °0](%).

Entdo, compara, um por um, o valor de
cada rotulo, excepcgdo feita para o vartice X,
com o valor obtido através da soma do valor
do roétulo do vértice X/ (igual a 0) com a
distancia directa de Xj ao vértice em questdo.
Sendo N o numero de vértices do grafo,
o conjunto dos valores dos N— 1 rotulos
provisérios admitirA um minimo. Seja k o
vértice cujo rotulo tem valor minimo. Declara
entdo esse rdtulo definitivo. Seguidamente,
para cada um dos restantes N—2 rdtulos
provisorios, compara o seu valor com o do

(") Xj representa o vértice que precede X, no ca-
minho de x, para Xx,; </representa o valor
(comprimento) do caminho de x, para X, denomi-
nado valor do  rétulo.

{-) O sinal oo significa que ainda n&o foi deter-
minado nenhum caminho de X, até esse vértice.
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rotulo de k declarado definitivo adicionado
a distancia directa deste vértice ao vértice
em anélise. O menor destes dois valores seré
o valor do novo rétulo provisoério.

De forma andloga a descrita, determina o
minimo dos valores dos N—2 ro6tulos pro-
visorios e declara definitivo o rotulo cujo
valor é minimo, o qual se toma como base
para nova transformacdo dos N — 3 roétulos
provisdrios. Ao fim de quanto muito N— 1
iteracbes, o rotulo do vértice x. sera defini-
tivo, terminando o algoritmo, e determinando
0o(s) caminho (s) de comprimento minimo:

a) Pela sucessdo dos vértices indicados
na 1.* parte dos rdtulos, partindo de x. até
atingir xj; ou

b) Pela sucessdo dos arcos para os quais
se verifica

(3.1) d(xj) = d X —a(xj, a?)

com 1~ t,j~ N e i=fzj, tomando inicial-

mente i = F e terminando quando j = 1.
4. Obtém-se, de facto, por esta ultima

via, 3. b), todos os caminhos de comprimento
minimo entre os dois vértices considerados
como inicio e fim do caminho, X, e X. No
entanto o mesmo resultado ja4 ndo é obtido
quando se aplica a versdo original do algo-
ritmo ou aquela que é indicada em 3. a), ou
ainda a descrita por prICE [3]. Demons-
tra-se esta afirmacdo resolvendo o problema
indicado na Fig. 1, para ambas as versdes.

Fig. 1

GAZETA DE MATEMATICA

Os quadros | e | I representados nas Figs. 2
e 3 fornecem as solucbes obtidas.

5. Baseados no algoritmo de DIJKSTRA
tal como ¢ descrito por DREYFUS € PHICE,
propomos esta outra versdo, por forma a
obter todos os caminhos de comprimento
minimo entre Xxi e X, tendo em atencdo a
via indicada em 3. a).

Antes de iniciarmos propriamente a des-
cricdo do algoritmo comecemos por expli-

citar o significado de alguns simbolos nele

contido :
| —indicador da ordem da iteracédo
corrente ;
Ki —vértices que em cada iteracdo ficam

assinalados com roétulos definitivos ;
i —indices desses vértices, que satis-

fazem a expressdo (5. 1).

gvV> - nimero de rdtulos que assinalam o
vértice x, satisfazendo as expres-
sfes (5.2) e (5.3) na iteracdo de
ordem |I;

fjjp —nUmero de rdtulos que assinalam o
vértice x, satisfazendo a expresséo
(5. 4) na iteracdo de ordem |I;

TP —numero total de roétulos apostos ao
vértice x, na iteracdo de ordem 1.

Descricdo do algoritmo

Passo 0 — Assinalemos a” com o rdtulo
definitivo [— ,0] e todos os restantes vér-
tices xi com rdtulos provisorios
Seja P o0 conjunto de vértices X,
rétulos provisoérios.

\?Facamos = A"~= Xxi e prossigamos
directamente com o Passo 2.

[—,00].
que tém

Passo 1. Determinemos 0s Vértices
com «eN e tal que W.iNN— 1 por
forma a que :

(5.1) d{KP) = M\n[d(x,)],

X,eP
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Inicio

11

2.1

1.2

2.2

1.3

2.3

1.4

2.4

1.5

2.5

1.6

2.6
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2.7

X, Xt
11213
J1°3>3

*n*t In$n*<

P> et

1 >«1l »3»4
7

X,

>N P3>4

T> e

11”2 >34

X,y X,

“f)2»3>4

7 >6,'5

XL X)L, X, X
7 >11"5

I 2 »3)4

7 i"6 >5»F

QUADRO 1

Resolucdo segando a versdo de piiksTBA [1]

B

Xj. X,

X,, X

3 a

Xj, X,

59

51

C

X2, X,y X,
X, Xq, X,
Zf

('/>"s)

(X;,X.)

(*/,72)>(*3.73)
C1,°2),(1>)
(FTl<l)»(*Z1*s) »(*/»*<)
(1>°2)i("3,'3),('/>"4)
(1> (Fr>*»)»(*I»*4)

(4.7>

. > qag), (XA »,)
417>
(f >2>, (*1i*3). (i>*)
(X, X)) Xj, =

(1 )2>.(*3>3> 111 *4)
¢4.7>,(3 6>

C12)» (1) 3).( 1) 4)
(4 »7>>(3,6>,(2)5>
('n*2),(*/»3)1(*/>4)
4,77)1(*31"6),(*2,*5)
/1>*2),(*3>*3),(*1.%)
(i), (i, rs) L (rx,ts)
(X, , Xf)

Fig. 2

CIr2> 1(:/1"3)
(x/.x4>

Ci)3> 1 (/)y4>
0*/,%3)](*3,4)
(2,5

(*/,74)>("1."5)

*) >("2i’s)
X)

Xj
(X, . Xj), (X3,X,)

1,

0*1>"s) i(*3»1)
¢4 17>

(X5, X) 5 (X0 X)
(2iS>.('S)i)
C7.r)
¢2,71).(7iF)
(x7 ‘xf)

(x,, Xf)

17

/-0y 1. ¢
xf LX), (X, , X3)
(34> 1(71.7s)

(%, , X)), (X, X))
(Xar X))y (X.y X,)
(X, , Xf), (I», Xf)
(X, Xf)

Solugdo obtida: [(x/, X.), (X., X,), (X,,%-)] com o valor total de 7 unidades.
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QUADRO
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11(3)

Resolugdo segundo preyvrus [2] (via indicada em 3.a) e price [3]

*2 «l X
[-.01 [-.«>] [-.°0] [-.00]
[*/.?] [*/,4]
[*/>*]
[*/.*]

*6 X-,
—,00] ->°°] - ,00] [_,00]

,001J ,00] «,00]
X, , 6] — ,oo0] —)°°] [<-.«>]
X2 ,6 ] X, 4,51 - ,00j [-,«>]
X, ,61J *t,61J [-.00]
['7.7]

Fig- °

Solucdo obtida :

considerando-se 0s vértices com rotulos
definitivos.

Se algum sa?/-, o algoritmotermina,
e os caminhos de comprimento minimo sado
determinados ccaminhando» de x. para X,
atendendo a sucessdo dos vértices conside-
rados na 1." parte dos rétulos e tomando em

linha de conta todas as alternativas.

Panno 2 — Consideremos de per si, todos
0s vértices X, que estdo directamente ligados
por um arco aos vortices -K?"; se ndo exis-
tirem tais vértices x, entdo facamos K®mm
= K}'~™ e procuremos o0s vortices x.eP

[x), z.), (X, X,), (X, X.)] com o valor total de 7 unidades.

que estejam directamente ligados aos 2511 ",
So tais vértices ndo existirem, repetimos o
processo até encontrarmos um K\ que

esteja ligado a, pelo menos, um vértice
x.eP. Entdo, dar-se-& um dos trés casos
seguintes :

1.° Cato — Se, para cada KI°

(5. 2) d.(ar,) « d@#.<>) + a(Af> X)<d(x,)

() No quadro, as entradas assinaladas a duplo
trago indicam o vortice e o rétulo que nessa iteragao
foi considerado definitivo.
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entdo o novo valor do ro6tulo do véritce X
sera

P

(5.3) d(x) - Min[*(»,)]
e atribuamos novos rotulos, em nimero de

(com q—\i) ao vértice x, (*).

2." Caso — Se, para cada KP se tem
(5. 4) - A(Zf°) -HaGiTI*,»,)-<*(*,)
entdo sejam / M o numero de rotulos que

verificam (5.4). H& no entanto a juntar a
este quantitativo o nimero de rdtulos que o

vértice em consideracdo tinha na iteracédo
anterior T*'",

Entdo, o vértice x, ficara com Tf =
— Tf-"" + f P rétulos.

3.° Caso - Se, para cada KP

(5.5) d:(x,) = d(Af>+ a(Al® x)>d  (x)

entdo nenhuma alteragdo é feita nos rdtulos
do vértice considerado.

Depois de todos os vértices xeP  directa-
mente ligados com os A'f* terem sido con-
siderados, retornamos ao Passo 1 e damos
inicio a nova iteracao.

A demonstracdo da convergéncia desta
versHo do algoritmo de plJksTRA, € a mesma
da apresentada por DREYFUS € PRICE.

6. Para uma melhor compreensdo deste
processo de céalculo, descrevemos pormeno-
rizadamente a resolucdo do problema apre-
sentado em 4. na Fig. 1.

*) Os ¢j," rétulos provisérios sao do tipo [/Ti",
«(*">)] © t*"t° quantos os novos A"" determinados
nessa iteracdo, verificando a expressdo (6.1).
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I.* Iteragdo —1=1.

Passo 0 — Vortice &% assinalado com o
rotulo definitivo [— ,0] e todos os restantes
vortices com rotulos provisérios [—,0°].

P = i*2»#3,a ,xs,x ,007,x.\
ArNAT'W,
d,) =0

Passo 2

— Vortice a?j

di(xs) - d(x,) + a(x, x) = 0+ 2 =

2<d(a?,) (1.° caso)
2> = 1;Tf)- 1.

— Vortice X3

di (x) =dx)+ a(x ,x) =0+ 3—
= 3<d(a?,) (1.°caso)

Vortice xt

di (xi) = d(xj) +a(xj,a\)=0+ 4=
= 4<4(j?,) (l.°caso)

Fig. 4
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2.° lteragdo —1= 2.

Passo 1
P = \xi, X3, ai, x,, X, ,xt. X\

d = MIN[d(a*),d(ara),d (*),
d (x), d(x,),d(a-), d(x)]
= MIN[2,3,4,00,00,00, 00]

—2
d (A?>) = d(Af>)- 2 -*JT, "« *,.

Ao vértice x, é atribuido o rétulo definitivo
[*..2].

— Vértice &5
rfi(x*) = d(art) + a(x,x,) -2+ 1=
= 3= d(a-,) (2.°caso)
[f>=1;T,=1 ;TP= TP +/,=1+1=2.
— Vértice xs

di @s) —d(aj) + a(x,,ag)—2+ 4

= 6<d(a-,) (1.°caso)
<«> _|;7f> =1
i (5)—-—[*»=-]

[*..3]

Kig. 6
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3." lteragdo - 1= 3.

Passo 1

P = \X3,Xi, Xs, X*, X-I, X\

d (A7) - MIN[d(a*),d(*.),d(*),
—d(a-),d(a-),d(a>)]
- MIN[3,4,6,0c, 00, 00]

=3

d (tf) = d(dCi")= 3- KPP = x.

Ao vértice 0-3sdo atribuidos os rétulos de-

finitivos [xj ,3J e [a-], 3].
Passo 2
— Vortice xi,
di (@-)=d(x,) + a(x,,a)= 3+ 1=
= 4= d(a-) (2.°caso)
[,0= 1;T.9>= TP = 1;if>= 1f>+ k&> -
= 1+ 1= 2.
— Vortice &6
di(x,) = d(a-,) + a(*i =3+ 2=
= 5< d(x) (1.°caso)
JP-1izZf»-1.
ici $
Fig. 6
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4" Ilteragdo — 1= 4.

Passo 1
P = |a?t,xs ,ar, ar, , ar
d {KIP) - MIN [d(*e), d (a*), d (ar,),

d (a-), d (ar-)]
= MIN [4,6,5, 00, o0
= 4
d(Al”) = d(A-,“) - 4 - XPmat

Ao vértice au sdo atribuidos os
definitivos [ar, ,4] e [XI,4].

rétulos

Passo 2
— Vortice X]

di (ar) = d@) + a(ar* xj) —4 -f1 =
—5<d(ar,) (1.° caso)

g,.<>=1;7?>=I

Fig. 7

5." lteragdo —I1 —5
Passo 1

P = ta-,,ar8,ar7,ar,|
d (Af>- MIN [d(ar,), d (ar,), d (ar,), d (a*)]
= MIN [6,5,5, oo
=5

d(A-{") = d(A-,") = d(AI”)-5 -» [ fsn

21

Aos vértices ar, e ar, sdo atribuidos res-
pectivamente os rétulos definitivos [ar3, 8] e
[ar*, 5].

Passo 2

— Vértice x$

di(ar) = d(r) + afar,,ar) = 5-f1 =

= 6 = d(ar,) (2.° caso)
[=1;Tf = 7f>=7f>=1;
7f>-37>+/J'>-1+ 1-2.
— Vértice af?

di(arfy= d (ar) + af(ar, a*) = 5+ 3
= 8<d(ar/-) (1.° caso)

d»(ar) = dfar) + a(,,x) —5+ 2
= 7< d(arf)

(1.° caso).
O novo valor do rétulo do vértice ar, sera:

d(x) = MIN [di (xj,) ,d, (ar/)]
= MIN[8, 7]
=7

g>-1 ;76> - 1

Fig. 8
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6." lteraggio —1= 6
Paaso 1
p = X, X\
dAI”= MINT[d (x), d (x)]
= MIN[6,7]
= 6

d(KP) = d(AlI") = 6- Al>= x

Ao vértice #5 serdo atribuidos os rotulos
definitivos , til e [x&,6].

Passo 2

— Vértice X

F

di(x) =dx$) + a(x$,x) =6+ 1 =

— 7 —d(x) (2.° caso)
fP=1;Tjp=Tp + -1+ 1- 2
Fig. 9

7." literaggo — | —7

Passo 1

P= I

d(KP) — MIN[a(a*)]

=7
d (iT/?) = d(A"x") - 7- ffirnaij.

e o algoritmo terminou.

GAZETA DE MATEMATICA
Para visualizarmos melhor o conjunto das
solugdes do problema, poderemos utilizar o
seguinte processo grafico :
Construamos uma arborescéncia de raiz
x\ genericamente, cada vértice XI da arbo-
rescéncia terd como sucessor (es) o(s) Vér-
tice(s) indicado(s) na 1. parte do(s) seu(s)
rétulo(s). Parte-se, portanto, de x. até
atingir x. Cada <ramo> da arborescéncia
serd um caminho. A solugdo do problema
consiste no conjunto dos aramos» da arbo-
rescéncia (em sentido inverso).

Fig. 10

Solucdo obtida :

BY (T » F«) O > ) » (s i *re)]

2) [ ,x), (X .x), (xz,x), (@r, x)]

i) [ x),(xi, x), (% ,x)(@6 , %), (X, X)]
4) (X, xi), i, x) . [x ,xp)]

5)  [(xi,x), x ,xi), &x*x), X , x)]

6) [i*/,*0), (@2,x), (x, ,a*),@*,x), (X, s¥)]

Todos estes caminhos tém o valor total
de 7 unidades.
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7. Uma extensdo natural do problema
focado serd aquela que conduzira a determi-
nacdo do(s) caminho(s) de comprimentomi-
nimo entre um dado vértice inicial e todos
os restantes vortices do grafo. As solugdes,
sujeitas as restrigdes anteriormente focadas,
sdo determinadas de modo andlogo. Ha ape-
nas que abrir um paréntesis no que concerne
ao ponto onde os processos de calculo ter-
minam.

Na versdo de bpliksTrRA, o algoritmo fin-
dara quando todos os vértices pertencerem
ao conjunto A ; nas outras versdes, quando
rotulos definitivos tiverem sido atribuidos a
todos os vdrtices.

Cumpre-se sempre com agrado o elementar
dever de agradecimento a todos os que, de
algum modo, contribuiram para este trabalho.
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Harmoénicas

por Rui Jodo Baptista
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esféricas

Soares
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Introducédo

A necessidade de expandir uma func¢do
F(Q, )) em série de harmodnicas esféricas de
superficie levou-nos as consideragcfes que a
seguir apresentamos.

Tal desenvolvimento permite aos especia-
listas uma interpretacdo dos modelos criados
€ a sua consequente aceitacdo ou negacdo de
acordo com as realidades.

1. 1. Campos de vectores

Uma regido do espaco diz-se um campo de
vectores se a cada ponto dessa regido corres-
ponder um vector— vector campo—com o
ponto de aplicacdo nesse ponto e de compo-
nentes
1) Xi-Xiix".z) i= 1,2,3.

Sempre que no campo de vectores exista
uma fun¢do V(X\y,2) tal que

2) Xi= -5— 1=
d xi

1,2,3

diz se que ele admite um potencial.

O significado da funcdo potencial é sim-
ples : ao pretendermos calcular o trabalho
efectuado pelo campo no deslocamento AB,
d W é uma diferencial total pelo que : a di-
ferenca de potencial entre os pontos A e B
¢ independeote do percurso e representa o
trabalho efectuado pelo vector campo quando

0 seu ponto de aplicagdo se desloca de

A a B.

AB

Num campo de vectores, toda a superficie
em que se verifique
4) V(X ,y,z)= constante

diz-se superficie equipotencial.
Convém desde j& salientar algumas pro-

priedades importantes das superficies equi-
potenciais :
Pi : o vector campo num dado ponto é

normal a superficie equipotencial que
passa por esse ponto ;

P, : a derivada do potencial segundo a
normal a uma superficie equipotencial
6 igual ao vector campo;

, . o0s afastamentos de duas superficies
equipotenciais em dois pontos dife-
rentes sdo inversamente proporcio-
nais aos valores do vector campo
nesses pontos.
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1. 2. Formula de Osrogradsky; identida-
des de Green

Consideremos uma superficie fechada S

limitando um volume F, e trés funcdes
P(x.y.2), Q(x.y.2), R(x,y.2); repre-
sentando por |, m, n os cosenos directores

da normal externa a superficie e por dS o
elemento de area sobre S teremos

!!!A?dxdyds

dR
dz

jidxdy ]
_//'[R (¥, 2) —R{x y,z)] dx dy

e

em que D é a projecgdo de & em A'O Y;

analogamente se estabeleciam as igualdades
J, = C f J-"-dxdydz =j f Qmds
v s
7, =Jf*J-dxdydz*= fpids.

Somando as trés igualdades anteriores
obtém-se a expressdo cartesiana da férmula
de OSTOGKADSKY

o Iffl o

[Pl + Qm +

dzo]o

= vyy Rn]dS

Consideremos duas fungdes Vi(x,y,z),
V.(x,y,z) admitindo primeiras derivadas

GAZETA DE MATEMATICA

em ordem a X, y,z. Fazendo na fdérmula

de O.STOGRADSKY

P = Vo
d x dz
resulta
6) dwW dF, , iFi d Vo
///[ ax dx dy dy
+
dz dz

que constitui a 1." identidade de Green.

Por troca de Fj e F, obtinha-se uma
expressdo analoga a 6); isubtraindo-as orde-
nadamente resulta

DI WAVIE—  VidVRAY

ds

que traduz a 2." identidade de Green.
Considere-se um ponto P,eS; seja W\
uma funcdo harmodnica em *S e fagamos

V% = d_ Por aplicacdo da 2." identidade

de Green se vé que o integral é nulo excepto
em P,,.

Isolando P, com o volume elementar
facilmente se vé que
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= 4TC(F,).

donde
8)

4TcJ J |1 cin dn J
s

Como o segundo membro de 8) é indepen-
dente de i? podemos concluir que

1. o valor médio de uma funcdo harmo-
nica sobre uma esfera 6 indepeudente
do raio;

2. o valor médio de uma fungdo harmo-
nica sobre uma esfera é igual ao seu
valor central.

A afirmacdo 2. permite-nos escrever

47+J3JJ L dn an J
S

que é a 3."" identidade de Green.

As expressfes 5), 6), 7) e 9) podem esten-
der-se ao espacgo exterior de S desde que
as funcbes P, Q, e R satisfacam as con-
dicdes, ditas de regularidade no infinito

10) Un f P= Um p2Q= Un ~ R = 0.
P> 00 p -> 00 P-+GO

Estas condi¢Bes sdo verificadas desde que
as funcdes V\ e V%sejam regulares noin-

finito, isto 6, quando
d Vi i= 1,2
d J= 1,2,3

se mantenham finitas quando p-< 0o0.
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1. 3. Coordenadas ortogonais generali-
zadas

Consideremos um sistema de eixos  OXYZ
ortogonais e sejam &- as coordenadas de um
ponto genérico ; fagamos

12) X, mm Xi(¢j,q, ,q) t—1,2,3
sendo X, funcgdes univocas dos qj; diremos
entdo que os (j constituem um sistema de
coordenadas generalizadas.

Para um deslocamento elementar ter-se-a

13) dxi= y — -dqj i=1,2,3.

Definindo Rj e Sij pelas expressfes

14)  B] 7=
B fi2
5, aq, aq)

podemoB escrever a expressdo do elemento
linear em coordenadas reais como se segue

16) d*2 = ~R}.dg?

”
1

1,2,3
+ 27S.dgdaq,

1,2,3

Para determinarmos os cosenos directores
do elemento dsj sobre a linha »j devemos
atender a 13) e 16).

d Xi d Xi 1
dsj dqj Rj

1=1,2,3

17) .
J m*. 1,2,3

O sistema de coordenadas generalizadas
diz-se ortogonal quando as linhas Sj forem
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perpendiculares duas a duas o que se traduz
pelo anulamento das expressfes 15).

Considerando, a partir deste momento,
somente sistemas ortogonais, teremos su-
cessivamente os elementos lineares dsj , os
elementos de 4rea d Sk e o elemento de vo-
lume dV dados pelas expressdes

18)  dsj”Bj.qj i = 1,2,3
19) dSk~RiRjdgidgj ij=fk = 1,2,3
200 dV= i?iR, R.dgidg.dg..

Dada uma superficie fechada S e uma
funcdo potencial V poder-se-ia deduzir a

expresséo
21) L2, 1
~1'275 TTi aqt
RR, dVv L,
_ J,k=j=i =1,2,3
Ri agiA

do laplaciano da fungdo V em coordenadas
generalizadas ortogonais.

1.4. Equacdo de Laplace em coorde-
nadas esféricas
Representando por (r,9,X) as coorde-
nadas esféricas
X = r sen 8 cos X
22) y=rsen0Osenl
Z = rcos9
vem sucessivamente
23) . d,2, ,2702 ., ,2sen20dA2
24)+V-_/\\J_(*m**f)
r* seuo [ ar \ a> /
Nsen0l A~UN-F - -, M
6Q\ e)9 / t)X\8en0 c)X/J
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donde

25) + 2r ¢
dr’ dr a0z

+ cotg9 +
d9 sen*9 A

As solucdes desta equacdo, numa certa
regido do espaco, dizem-se fun¢des harmo-
nicas nessa regido ; convéem salientar, pela
necessidade que adiante teremos, uma pro-
priedade de tais funcoes.

Pl. Se uma funcdo V for harmonica

numa regido interior a uma superficie S
tem se

26) fffrvév-0-fflz.48.

Suponhamos que a funcdo V,
equacdo de Laplace, é da forma

solucdo da

27y V=/,(r)(9) J,(*) =/, (r).FQ,T).

Substituindo na expressdo 25) resulta

¢ F
28) r*f{'F  + 2rf{F +/,
d 92
N N - =
e hgYT ot g T O
ou
-[r217-f2r11]
i raxF
+ a + cothdF
a0’ rf8
aF
+sen29 tu:
donde
29) r/i'+ 2r/i-c,/, =0
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i F 1 &*F
+ cotg'6-d2— +
sen2 0 dl’
+ ¢cF =0
/a"./, +cotg 6/a'/, +
g sen20 Ttff

0 " .
sen [sen 0-/a" + cos 0./," + cjsen 0 -/,]

-pu
+ N =0
/5
e portanto
30) /3"+c,/, =0

31) sen 0-/a" + cos 9./,'

+ ¢,sen0 ./, —c,-"— -0
seu 0

facamos

C, nin + 1)

= cos|
m p

C.

Nestas condicdes as solugdes das equacdes
29), 30) e 31) sdo respectivamente

AM="" ou /t(r)‘r-e+D

/,(0) = sen"0- — (232 _ i)»
2"?il dp*""

/., (@) = cos W X ou /.(X) = 8eninX.

1.5. Fungles associadas de Legendre;
polindmios de Legendre; Fesserais
e zonais; algumas propriedades

As solugBes /', é usual chamar-se funcdes
associadas de Let/endre e representam-se por
Pnm em que o iixiice n é o grau e o indice
m é a ordem da funcao.
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Cliama-se polindmio de Legendre de grau n,
e representa-se por P, a func¢do associada
de Legendre de grau n e ordem zero.

E pois uma fun¢do de O definida por

32) P, = o> (.2 _ Ij»
2" 7 d/iv

e cuja expressdo explicita é

m

P,(X)= ~IlnAaX-*"
m=0

com
[2 (n-
2" (2 —

; »)] !
i»«= (- 1)"
mIm!l(«-2m)\
Entre estes coeficientes vale a seguinte
férmula de recorréncia (tipo triangulo PASCAL)

IR-fl, me1 =

1
[(2»-20T-1)i»,».,-(M— 2m)l, .1,
n+ 1

Todavia para o calculo destes coeficientes
utilizamos a igualdade

1.3.-.[2(n-i«)-1]

por se dispdr de uma subrotina para o cal-
culo dos h,,,.

E 6bvio que F-'—(pz—l)” tem (2n —1t)
p

raizes ; (n —i) serdo iguaisa —1; (n—t)
serdo iguais a + 1 e t estardo compreen-
didas entre —l e + 1 sendo todas distin-
tas pelo que :

Pi: o polindmio de LEGENDRE de grau
n tem n raizes distintas no intervalo
dTM
consequentemente P,
dp"
distintas no

tem (n —m) raizes
mesmo intervalo.
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Dado que P,, sd&osolugdes de 31), quando podemos dizer
m = 0 podemos escrevé la na forma

P,: os polinbmios de LEGENDRE Veri-
(1 -p8)PIil - 2pP, + n(«+ 1)P, =0. ficam as igualdades
Derivando (J — 1) vezes em ordem a p _ )
obtemos Gj=f (i-piyplppWdp
(I-p*)P<J">-2pjP\P 0
4 (n+h)(«—j+ 1)P<"'-0 (n+i)!
2n + L {nh—j)!
ou ainda ]
E evidente que, sendo
AR S O L Pi - Pi_,=(2&+ 1)P*,
(» +1)» - i+ 1)0 - P?)" se obtém, fixando sucessivamente k= 1,2, eee
' 00-1) p(i-1) ses N, a seguinte propriedade dos polin6-
TA X mios de LEGENDRE
Definindo

. P.:
i

G= f (I -pAPA-PAdpD

P'.i+ PL= ~2k + 1)P~*.

Chamam-se fesserais de grau n e ordem

m as funcbes de 6 e X definidas por
obtém-se
34) Pnm = COS mi-P,,

= 1- PN ePAPAY]N S, —senwiXe P

donde resulta que para 0~"X"2TC as

dp (1 - ~ay dp tesserais se anulam em 2m pontos igual-

- mente espacados ; atendendo a propriedade

. P| pode dizer-se que para 0< 9< 2T. as

Sn+)n - -jHDf {1-p~"Pt”~"dp tesserais se anulam em n—m pontos dis-

tintos; para valores 6= 0 ou 6= TE as
tesserais sdo nulas.

E facil ver, adoptando uma definigdo ade-

quada de produto interno, que as tesserais

verificam as seguintes rela¢cfes de ortogona-

- (« ) («- j + 1) <>,

Deste resultado se deduz

lidade
33)
" -J3) 35.1) jjR,,.S,, da=0 sempre
Sabendo que
35.2) f f RMRijdo™O m=f=j
0 m=f=n
ou
- 2
G.= m= n 35 n =f=i
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35.4) f j Eld a— = 2izG,
2n+ 1
35.5) J FRrida= ] fS* do
2ir (m+n)\

i=j=0.
In-\-I (»-»»)!

Zonal é unia tesseral de ordem zero; de
34) resulta que as zonais 6%,0= 0 para todo
o n,
se identificam com os polinémios de LE-

Da representacdo integral

m

P,= —j(p + tVI—/>2_su)"di

Be conclui a seguinte propriedade

P. . OS Veri-

ficam

polinbmios de iccexorce

Un P= 0 se
n-*0

\p\j=1.

Suponhamos que se pretende obter o de-
senvolvimento em série da funcdo harmoénica

F segundo as poténcias — .
r

2

Desde que < 1 os desenvolvimentos

que vamos obter sdo absolutamente conver-
gentes e podemos trabalhar seguramente ;
teremos sucessivamente :

37) —_ = .
d Vi* + 22 _ -J, r,co8a.
=— M +—cos«+ (—\ (—cos2«H n
r,l r, \rJ  \é 4 j
+ s 3aH cos a

s ¢ )H

enquanto as zonais P,o0= P,0= P,

FP,+ — Pi (cos *)+(2-)* P, (cos «)
*2 L '2 V»2 /
oo P,(c08«) + ...]j
- 2-Nr* («»«)e
B=g 2

Com base neste resultado facilmente se
determinava o valor de G..

Sendo (ri,0j,/]) o (r,,9,,1) as coorde-
nadas esféricas dos pontos Pj, P, teremos

38) cosa. = cos 9] ecos 0,
+ sen 0, esen 0, cos (y — X))

e portanto

39) P,(cosa) = P,(c089,). P,(co0s9,)

Atendendo a expressdo de P,(cosa) re-
sulta

40) P, (cosa)= P, (cos 0,) . P, (cos 9,)
+ 4 [~ai (8i,*) « ffai (9.+h) + «ai(9i,h) e
. «ai(9,,>a)] + -j[~22(0.,>i)* P M, ")
+ Saa (0i »*i) *S'a ("2 »'2)] -

De um modo geral obtém-se a férmula de
decomposicao

41) P,(cosa) = P,(co0s6,). P,(cos0,)

e -#n>» (03 ,~ + ~A~nm@L )~l)e Snm (Og |70)] ¢
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Desenvolvimento de uma funcéo
em série de harmodnicas esféricas
de superficie; calculo dos coefi-
cientes e convergéncia da série

Por harmonica de superficie de grau n,
entende-se a fungédo .F,,(9,X) definida por

n

42)  F,09,0= 2 (o™ +a.  S)
m=0

onde a,,,, b, s&do constantes; porque Sng
ndo existe temos que determinar (2n + 1)
constantes.

Designa-se por harmonica

estendida a todo o espacgo
nida por

solida a fungéo
V(r ,9,X defi-

43) V=r»27(6,X) ou F=r~("+1)"9 ,X)

e que sao solucbes da equacdo de Laplace.

Pretende-se desenvolver uma funcido F(Q,)
em série de harmonicas de superficie ; para
tal teremos de calcular os coeficientes a..b.,
da expressdo

44) F{9.X) = 2-F,(9,AT

a n
>i=0 »i=0
0 que se faz atendendo as relagdes de orto-

gonalidade estabelecidas para as tesserais;
assim

45.1) .,.=_i_jy*/?(9,A).P, (cos9)d<x

45.2) a,= -J—ffF(Q,)R.{Q X)d<

453)6,,= — L _ f
It vmJ J

[FiwSnjpw  =M>.
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Calculados os coeficientes ficamos a conhe-
cer F, (0,X); todavia podiamos obter F, (9,X)
a partir da férmula

X'=0 8'=0

P, (cosa)sen9du.

Comparando as expressdes 42) e 46) resulta
que as situagbes sdo diferentes; com efeito
dada uma certa funcdo F(Q,l) vamos con-
siderar o seu desenvolvimento em torno de
um valor médio ; fazemos as observacdes
e deduzem-se os coeficientes a,,b,, apos
0 que substituimos no modelo criado obten-
do-se novos valores pura comparacdo; dos
residuos resultantes surge a interpretacdo do
modelo escolhido bem como uma melhor
determinacdo dos coeficientes por técnicas
apropriadas. Devera notar-se que quanto
mais pontos forem observados tanto melhor
serd a informacédo colhida.

Para além do que se acaba de dizer urge
assegurar a convergéncia da série indicada
em 44), sem o0 que nao teria sentido o cal-
culo dos coeficientes.

Considere-se a soma

m

47) *-.(8,X)= 27,(6,X).

O nosso problema consiste em demonstrar
que

48) lim ~(9,X) = F(0,X).

Considere-se um sistema de coordenadas

(9,X) com o eixo passando por Pj; nestas
condigles
" 2n4\ rr
'_(.'75:2/\r~ \]J F{Q ¥ X)

P, (cosa)sen0da =
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C(2n + P, (cos «) G, (p) dp

-i-1 (s +p")G.(.)dp

i
G>(+1)- y f(P»+, + P.) <?6(p)dp

F(O. X

a0 + M
Do resultado obtido em P, é evidente a
nossa tese.

Deve reparar-se que O,(p) € precisamente

o valor médio de sobre um circulo

de centro em

F(91)
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Introduction

Let G be a multiplicative group and let e
denote the neutral element of G. If the cen-

ter Z of 0 is constituted only by the ele-
ment e, then G is said to be a group
vrithout  center.

The purpose of this note is to state the
following

If G

THEOREM - is a group without center
and the commutator subgroup G', of G, is
directly  indecomposable, then G is directly

indecomposable.

We give two proofs of this Theorem.
For the first proof, we need some results
on normal endomorphisms.

1 —Preliminary Lemmas

Let us recall that an endomorphism a of
G is said to be a normal endomorphism of G,
if one has
(1) *xy ar’) a xa(y)x~, for all x, ye G.

An endomorphism « of & is called a pro-

jector of G, if a is normal and idempotent
(i. e, ofl — «).
The group G is directly indecomposable,

if and only if the projectors of G are exactly
the identity endomorphism e (defined by
fx) = x, for every xeG) and the zero
endomorphism & (defined by a>(x)=e, for
every xe Q).

cemma 1: Let G bethe commutator sub-
group of G. If <xis a normal endomorphism
of G , then the restriction of octo G'is a
projector of G"'.

PROOF:
of « to G'.
It is clear that y is an endomorphism of G’,
for G' is a fully invariant subgroup of G.
Moreover the endomorphism y of G' is ob-
viously normal. Thus, in orderto prove that y
is a projector of G', itis sufficientto prove that

y3(.)-

Since every ae G' is a product of commuta-
tors of G, itis clearly sufficient to prove that

Indeed, let y be the restriction

y (@), for every ae G"

ya(a-»y-xy)a= y(@?-'  y=-xy)

for all x ,yeG.

By (1), one has for all x ye G,

yi(ar'yr* xy) = afl (x*'y-» xy) =
-« («(NTE P« (#)) -
= «(«->«(#-«)*« (Y)) =-
= a(arQ « &x{y-») x «(y)) -
- a(arijaiyi) «(*)«&)-
= a(ar»y-«a;y) —
- y(ar.y-iaby),

as wanted.

temma. 2: Zel a anti @ 6e normal endo-
morphisms of G and Zef y and & Ae, respec-
tively, the restrictions of a and @ <0G "'.

one Aa*

y(@)e=3(a), /or every aeG"',



then the operator « — 3 is a normal endomor-
phism of Gr and the subgroup Im (jx — @) is
contained in the center Z of G.
rroor . In faet, from
a(ar y-*xy) = yx-' y~'xy) =
= O(x-y-*  xy) = $(x-iy-xy),

for all x \ye G,
of <x and (3,

it follows, by the normality

aia(«r)aa(r) = a?-'@#")a @),
for all x,y eG.

Hence,
(2) T«(MPOY-) =« )P (r)«,
for all x,ye G,

that is to say,

x(@a —P)#) = («—|3)(y)a;, for all X,yeG,

meaning that the set Im(«— ) is contained
in the center Z of G.

Now, let us see that the operator a — 3
is an endomorphism of G (and so Im(a— (3
is a subgroup of (?).

One has clearly, for all X,yeG,

(«- (3)@?y)= a@0@E(a?y)" =

~«(ar)a(y)P(y-«)P(Eir»).
On the other hand,
(«-(3) (%) (« (3) (y) MM«(x)0 (ar>) «fO)@ (jr)-
Thus, one must prove that

«(») PCiZ-MP (ar’) = P(ar> «(» @ (jT).
forall xy GG

and this is obviously true, in view of (2).
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Lastly, for all x,yeG,
normality of a and 3,

one has, by the

(a —I3)(as#a;") = ctfxy x*) @ (xy x-*)~

«a?ato)x'a @B (jr)a;”
= F(«-]3)In*->,
and from here one concludes that the endo-

morphism a— @ is normal, which completes
the proof of Lemma 2.

2 — Firsr proof of Theorem above

Let us suppose that the commutator sub-
group G', of G, is directly indecomposable
and let a be a normal endomorphism of G.

Then, by Lemma 1, one has necessarily
either
a{x-y-xy) = a?’'y~xy , for all x,yeG
or
a(a;'y-'xy) —e, forall x,yeG.

This means that, if « is a normal endo-
morphism of G, then one has

either al=t' or al= a>',

where a', e', to' denote, respectively, the res-
trictions of «, t, o to G
By Lemma 2, one has clearly

either Im(E—cc)clej or Im(@a—<>gE I'l>

in view of the fact that G is a group without
center.
Thus, one has obviously

either a(x) = x for every xe G
or a@)= e for every xeG,
meaning that

either «= e or a= <u
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Consequently, G has only the trivial pro-

jectors, s and to, and so G is directly

indecomposable, as it was to be shewn.

3 — Another proof

Let us suppose that G is the direct pro-
duct of the (normal) subgroups A and B,
G”"-AxB.

One must prove that

either A = e or B = \e\.

First, we are going to show that, if
G"NAXB, then one has G'=-A'xB', G', A’
and B' being, respectively, the commutator

subgroups of O, A and L.

In fact, let [g,h]= g~' h~"gh be a com-
mutator of G.

Since g= ab and h= cd, with a, ce A
and b,deB and, moreover, each element
of A commutes with each element of B,
one has

[9.h]

6-*a'd-*c-* abed

a'"o67eT'c"" achd

= a*c'acO’cT bd

[a,c][b.d].

From this it follows that G'£ A'B' and,

since A'B'cG', one concludes that G'= A'B'.
Now, A' and B' are normal subgroups
of G'; in fact, if geG' and [a,cleA’,

with a,c 6 A, then

gla,clg-i = [gag-i, geg~] e A,

because gag~eA and <7C<7"e.i4, proving
that A' is a normal subgroup of G'. Analo-
gously for B
In addition, one has A f)B'E Af)B= jej.
Consequently, Q' = A'x 5", as desired.
Now, since G’ is directly indecomposable,
one has

either A' = \e\ or = jej,
that is to say,

either A is an Abelian subgroup of G

or B is an Abelian subgroup of G.

From this it follows that

either Ac Z or B¢ Z
and, since Z = \e\', one concludes that
either 4= je|] or B= |ej,

as required.
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Sobre sistemas-m

e analogos

39

em  semi-anéis

por A. J. Antunes Monteiro

Lisboa
1- Sistemas-»! e sistemas-/" analogo, a é primo se e s6 se Q,,,(a) = ©
equivale a aea ou be ae+ A este respeito,
Tome-se um conjunto X, parte de um  Veja-se [1].

semi-anel © e ponha-se, para cada par
(a,ft)e©x©, Q«,.(Y) - \xeX\axbeX\.
Entdo, suposto 0~/til/e<3, M sera um
sistema-m se e sO se, tomados a,beM, for
sempre G,,, (M) 0; e sera P=jt0 um
sistema-/» se e BOse, tomado ae P, for
O,..,(i>)"0.

rrorosicao 1: Se X cg i am subsemi-
grupo de (©, -|-), o mesmo acontece a Q.,,(X),
quaisquer que sejam a,b6© . Com efeito,
tomados x ,y e Q,,. (X), de axb,aybeX

conclui-se que a(@ + y)o = axb + aybeX
e, portanto, que Xx +yeQ,,b(X).
prorosicao 2 Suposto M um «Mfema-m,

Q.h(M) & um sistema-m
a,b6© . Analogamente, se P é um sistema-p ,
O.,a(P) é um sistema-p. Demonstraremos
apenas a primeira afirmacdo. Sejam x,ye
eQ., t(-M). De axb, aybeB, conclui-se
que, para algum «6©), se tem {axb)z{ayb)eM.
Mas (axb)z(ay b) —a(x bzay) b, pelo que
x(bzd) 7/6 12,,j (A/l), o que demonstra a afir-
macao. [Nota: a proposicdo é valida, mesmo
que o sistema-m ou o sistema-p se suponham
vazios, porque entdo Q,,0(0)= Qa,a(0)=0].

, quaisquer que sejam

Se o”jl énm ideal
(ou se bea), tem-se

OBSERVACGCOES N t)
de ©, e se aea
Q...(0) = 6.

ii) O ideal a é semi-primo se e sO se
aesa equivale a Q,.«(0)<© . De modo

m) Se X é um subsemigrupo de (0 ,°),
vale a inclusdo : Xc f~ Q,, . (2).
abeX
iv) Se designarmos por A’ o conjunto
dos produtos de trés elementos de X, vemos
que a inclusdo ,Y.EX é equivalente ain-
clusdo I ¢ p Q...(X).

2. Sistemas-? e sistemas-/

Diremos AcQ um sistema-r, quando,
tomado aeA, existir 3;6 © talque axe A.
E diremos B CEO um sistema-l, quando,
tomado beB, existir xe& talque xbeB.
0 conjunto vazio é sistema-r e sistema-/.

Dados agora a, be ©, definem-se J2, (X)
e LX), para cada A'c®©, pelas igual-
dades seguintes :

R.(,X)= \xeQ\axeX\ ,

L,.,(X)= \xeG\xbeX\

Entdo, supondo 0”~=ilcQ, A sera um

sistema-r, se e s se, para cada aeA, for
R.(A)=f=$; e sera £ 0, {BcQ), um
sistema |, se e s6 se, para cada beB, for
L,,(B)=£0.

0BSERVAGOES i) Se 170 ¢é um ideal
direito de ©, tem se. para qualquer aer.


file:///xeX/axbeX/
file:///xeQ/axeX/
file:///xeG/xbeX/
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Ra(i)=<5; e, se e=j=0 ¢é um ideal esquerdo,
para qualquer bee, ¢é L(e) — 6 .

ti) Todo o sistema-p e, portanto, todo o
sistema-Jrt , é sistema r e sistema-Z.

iii)  Afirmar que A ¢é fechado para o pro-
duto é equivalente a escrever Ac. |~| JE(A).
aeA

& X cg ~um subsemi-
0 mesmo sucede com R, (X)
quaisquer que sejam a, be®©.

PROPOSIGCAO 3:
grupo de (©,4-),
e L,(X),

Valem, também, as seguintes proposigdes,
de demonstracdo imediata:

Supostos A um sistema r
e B um sistema-l, R.(A) e L, (Bj s&o, res-
pectivamente,  sistema-r e sistema-l, quaisquer
que sejam a,be®©.

PROPOSIGCAO 4:

Todo o conjunto unido de
: sistemas-l) € um sistema-r

PROPOSIGADO 5 .
sistemas-v  {resp.
(resp. sistema-l).

a um ideal
afl] A= 0.

PrRoOPOSIGCAO O
e A um sistema-r, tais que
Entdo, entre os ideais de © que conttm a
e sdo disjuntos de A, existe um ideal maxi-
mal e, e entre os sistemas-r que conttm A e
sdo disjuntos de a, existe um sistema-r ma-
ximal. A demonstragdo reduz-se a aplicacdes
simples do lema de Zorn.

Suponham-se

3. ldeais fortes
E sabido, da teoria geral dos semi-anéis
(veja-se [1]), que, suposto T um ideal semi-
-primo, é aex se e s6se ab¢ci; e que,
se L for o radical de Levitz/ci de um semi-
-anel, aeL 6 equivalente a a<QcL.

Para uma sistematizagdo de tais situagdes,
introduziremos as definigbes seguintes:

Um ideal a do semi-anel © chamar-se-a
ideal-forte-d (resp. : forte-e) quando aea for
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equivalente a aQCa (resp.: ©ac a); a
dir-se-a4 forte-b quando aea for equiva-
lente a 06 Cfl e ©ac:a; finalmente, Q

sera um ideal forte quando for simultanea-
mente furte-d e forte-e.

As definicdes acabadas de
dar transpdem-se para anéis, com 0 Sseu con-
ceito habitual de ideal.

OBSERVAGAO .

srorosicio 7 : O ideal a € um ideal forte
se e sO se ae o for equivalente a ©a®©c a.
De facto, se o é um ideal forte, de ©a®©g¢a
conclui-se que, para qualquer se®©, 6
saQCa, donde, sucessivamente, saea,
para qualquer « pertencente a ©, ®©aga,

aea- Reciprocamente, se a for tal que de
©a®© Ca se conclua aea, de ©aCa ou
a<6Ca conclui-se que 6«6 £0 e por-
tanto, que  aeac

COROLARIO é um

Todo o ideal primo

ideal forte. A este propdsito, veja-se, de
novo, [1].
OBSERVAGOES N i) Além dOS exemp|OS

que precedem as defini¢Bes anteriores, de-
vemos notar que, num semi-anel com identi-
dade, todo o ideal é forte-d, forte-e, forte e
forte-o.

if) Seguindo as notagdes de [1], vemos
que o ideal a é forte-d se e s6se (a:0)d = a.

iii) Todo o ideal que seja intersec¢do de
ideais fortes-d 6 ainda forte-d. O mesmo para
fortes-e, etc.

iv) Se A é um sistema-r e a um ideal
talgue Af)a=$, temos at(a:&)dELC(A),
em que C (A) designa o conjunto comple-
mentar de A em ©O.

v) No que se segue, consideraremos ape-
nas ideais-fortes-d. Os outros casos podem
estudar-se paralelamente.

Se a i
guando

um ideal de ©,
a for um ideal

PROPOSIGCAO 8:

C (0) € um sistema-r
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forte-A.
sistemar,

E também : o complementar de um
suposto um ideal, € um ideal forte d.

Seja 9:© -» 6" um epi-
morfismo de serni-anéis e o! um ideal forte-d
de ©'. Entf>o, ip*(0') é um ideal forte-d de
©. Com efeito, de «6£f'(0"'j conclui-se
que ip(a)©'= <p(a)ip(®) c a'. Masentdo, por
hipotese, cp(a)ea' e «6f'(a')-

PROPOSIGCAO 9:

Sejam © e ©' anéis e
de anéis. Ha uma

PROPOSICAO 10 :
9:6 ©" um epimorjismo
correspondéncia  bijectiva entre 0s ideais for-
tesd de © que conttm Ker (f e os ideais
fortes-d de ©'. Na verdade, se a for um
ideal forte-d de ©, que contenha Kery,
supondo a'= a>(a)6©' talque a'©'cp(Q),
vemos que, para todo o se®©, se tem
y(as)6v(o); donde, umavez que a2 Ker p,
ase a, qualquer que seja se@. Mas isto
significa que a®© <a e, por hipotese, que
aea- Finalmente, a'ea(a)- A demonstra-
cdo da parte inversa é analoga a da propo-
sicdo anterior.

rrorosicio 11 : Seja a umideal do anel
21. Designando por U o elemento zero de

21
, podemos afirmar que a é ideal forte-d
(). Esta

de 2lsees()se(* £

afirmagdo € consequéncia imediata das defi-

nicdes dadas.

rrorosicao 121 Se 21 é umanel tal que
21° = 21, oideal ((0):21), éumideal forte d.
Suponha-se a21C ((0):2l>a+ Entdo, az2l® =
= a2l=(0), consequentemente ae ((0):21)d
Se 21 é um anel tal que

COKOLAKIO :

21° - 21, temos ((0) : ~ o= (0)

41
Trata-se de uma consequéncia imediata das
proposicbes lie 12, acima.

4. Semi-anéis-p, e semi-anéis-p”
O semi-anel © diz-se um
quando verificaa condig¢bo-",
da segninte forma: suposto

semi-anel-¢,
, que se enuncia
0=fcA um sis-

tema-v , toda a familia de ideais disjuntos de
A contém um ideal maximal.

srorosicio 13 : Um semi-anel f. verifica
a condicdo de cadeia ascendente para 0s sub-
ideais de um ideal forte-d diferente de 6 .

Tomem-se um ideal forte-d a=f=- © © uma
cadeia 0|C a, C...Ca,C ..+ de subideais

de a- 0 =j=A = C(a) é um

sistema-r e que os Oi sdo disjuntos de A,

existe um cu maximal.

Vnia vez que

O semi-anel © diz-se um
quando verifica a condi¢g<lo-$, cujo enunciado
€ 0 que se segue: suposto A =f=© um sis-
tema-r , toda a familia de ideais disjuntos de
A conttm um ideal minimal.

semi-anel-"',

prorosicao 14 : Um semi-anel-® verifica
a condicdo de cadeia descendente para 0S sub-
ideais de um ideal forte d v&o vazio. Tomem-se
um ideal forte-d o7f=0, e uma cadeia
i H(] —eee2 "« Eless o dO subideais de o.
Uma vez que © =)=A — C(a) 06 um sistema-r
e que os O; sdo disjuntos de A, existe um
at minimal.
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Introducao

O objectivo deste trabalho é apresentar
uma exposicdo didatica da caracterizacdo do
dual de L"(0,T;X), p> 1 onde X 6 um
espaco de Banach Ele foi motivado pelo uso
frequente que se faz de tal resultado em
equag¢des diferenciais parciais, no caso parti-
cular em que o espago de Banach A' é um
espaco de Sobolev. De modo mais preciso,
demonstra se que se o dual A™* de X gozar
da propriedade de que toda fung¢do de varia-
cdo limitada f : A* -» C possui uma derivada
quase sempre, entdo o dual de V (0, T; X)
sera L'(0, T; X*) sendo p-'+ g~ — 1.
Tal resultado é devido aS. cocuner € A.E.

TAYLOR [31

Esta condicdo imposta ao dual é satisfeita,
por exemplo, pelos espagcos H" de Sobolev
conforme § 4.

A apresentacdo que fazemos aqui € auto
suficiente, sendo acessivel a leitores com
conhecimentos elemeDtares da geometria dos
espa¢os normados. Ela foi dividida em trés
paréagrafos, dos quais o primeiro baseia-se
essencialmente no trabalho de S. souvuner €
A E TAYLOR 31

Esta redaccdo contém parte das exposi¢des
que rizemos no Seminario de Equag¢bes Dife-
renciais Parciais, que vem se r~aliz.indo no
Instituto de Matematica da UFRJ, sob a

(*) Este trabalho foi financiado pelo Fundo Nacio-
nal ile Desenvolvimento Cientifico e Tecnol6gico
(IfNDCT) e CEPG-UFUJ.

0rienta(;éo de L. A. meoeiros. G.

PERLA

MENZALA e P HUMBERTO RIVERA

Queremos agradecer ao Prof. L . A. ME-
pela sugestdo deste trabalho e pela
orientacdo necessaria a sua realizacdo, e aos
Profs. G. e P.
pelas valiosas sugestdes
execucdo <lo ruesmo.

DEIROS

PERLA MENZALA HUMBERTO

durante a

RI1VERA

1—Preliminares

No que segue A' 6 um espac¢o de Banach
tal que X* satisfaz a condi¢do : toda funcéo
de variacdo limitada tem uma derivada quase
sempre. A definicdo de «variacdo limitada» é
dada abaixo.

Estudaremos o dual de espagos Il (p > 1)
quando os elementos s&o funcdes definidas
em um intervalo [0, T\ da recta R, com
valores em X Para u:[0,T] -*X e
[:A"*-»C escreveremos também </,u(i)>
em lugar do /'(«(<)).

Faremos uso das seguintes notacdes :

V (0, T; X) sera a classe das funcgdes u
com valores em X, definidas quase sempre
em \0, T] e tais que as somas

sdao limitadas para todas as partigcdes
0= o< < 2<see<'« = T. O supremo
destas somas 6 anotado por V (u) .
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Definimos
IMUto.rAHKO)1* . ~)y1 P

Com esta norma V4{0,T;X) ¢ um espaco
de Banach. Funcdes deste espago sdo ditas
de variacdo p limitadas e no caso de p —1
dizemos simplesmente «funcdes de variacédo
limitada».

VQ(0,T;X) serd a subclasse de
V’(0,T;X) para a qual os elementos u
tem a propriedade u(0) = 0.

L*(0,T;X) serd a classe das funcdes u
Bochner-integraveis lais que a funcdéo:
*- 1" 00 I pertence a L°(0, T\ R).

C(0,T;X) serd a classe das fungbes de
[0, T] em X que sdo continuas, normado
por ll.il= sup lu) y.

<6[0, T]

Com estas defini¢cdes, prova-se que

C(0,T;X) ¢é denso em L°(0,T;X) na
norma de U'(0,T;X) que é dada por
\*\K,,.., X>- f lH«WII'A-

2. Uma primeira caracterizagdo de
(L0, T5X))"

Para cada &6 A' e cada real s, 0Z *~ T,
definimos :

se s>0, u,:[0,T] - A
[x, ont
* [0, s<t.z. T
e w, «:[0,7]-X-
t-0.

E imediato <|tie, para cada se[0,T'] e

para cada xeX, il,,,euU (0, T; X) .
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Seja Ue(L"(0, TWX))*
Consideremos para cada se[0,T] , a se-
guinte funcéo :

$0):0 - c
@ U(u.,).
Mostraremos que <Pe V$0 ,T; X*) , o
gue nos permitirei definir:
S:(L°(0, T; X)) - 17(0,77%)
0 $ (@ :A"— C é linear.

De facto,se s= 0 =<4 («)= 0 logo linear.
Se sN"O, VK°>"]"«,*n +*s(0 = ««.,+
+ Mg, >- (i) isto ¢é = k-, o«
para todo a?,x, e X e aeC, o0 que implica

<BE>(S)[«a-, F x] = t7(tl, «*+»e) = « +
*(*)eA'« Vie[O0,r]j.
De facto, 3>|U)E=0 logo T(0)ez*. Se
«”~tO, como
o, rY)y=  f o n«.,«(oir*
i Nuy ) Vdt = HAIf.
~0
istoé |l w» o7 x)° * 1I*I1I> teremos que
[»t»*]-] UIl CT|| K, J|:® e ey,=

= | T l«""il*y logo 4>(i)el».

iu) $e Fj(0, 3T;A™) e
Para a prova de tal afirmagdo precisamos

mostrar que

para toda particdo ("..(.~..~a de [O,!"],
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Consideremos 0 seguinte raciocinio :
e> 0 e by, e b,

seja
nimeros reais nao nega-

tivos. Fixemos v. Se b,,> 0 entdo como
[»»>0 e H¥(/,,)-*(«_)II= sup  V(t)x-
11*11-1
—4& (£, ]a\| existe x,eX com |la-|| = |
tal que |[d(<)a,- $(._) 37"|> 1% (<) -
4>(f. D= e\ <t>(f,) - JIe I -
Multiplicando por 6,,, vem
14> (*) & &» — 6, 8, | >
> | —*(",-D|] Wo, X\ -t
e fazendo x,,—bx, temos
\9(t,)x,- *(r_,)a?.|>
18 (1,)= a>e<_om 1A= o P = *oe
Se i>= 0 tomamos a,—0, logo pode-

mos afirmar que Vt > 0 e numeros reais
ndo negativos /;j,eee,/>,, existe i,ei com
[larv||= 6» tal que |$(",)a:, —O(fy-Ox,| >

>|:] -o ((* ') [ *wW~«i« i*)-
or outro Iado

lo(«,,)«,-«(U,)»,1—

21tf(«.,.0-tfK-..%)I-
NILH 21« x, "« Vi
=iiffii2-
I* \ >
(X
HIANIS (I 11*-

2«*'irc»-wj ()
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Assim, de (1)
2 1I* (Mar,- * (/_)*,|> £+
+2 lle(«»)-11*»
que com (2) acarreta
211 *("»)-* ("-OH *»<ee +
I/o
+ Iffli~"K(t,-t™M)N\
Assim se 6,- f » I\ » , f,.
zendo a, =||*(")-*(r,_)|l e A,,=[f,-/,_/|
. (a, yif

entdo 60, e a desigualdade ante-
rior torna-se:

<I+P

isto é,

»<t / « 4 \l/i>

que elevando a poténcia ¢, torna-se

e como 1 obtemos

¢ —gip=
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isto é,

para toda participagdo j"jisvrs» de [0> T~\.
Dai Oe P','(0, com P*(*)™ || U\
logo a funcéo

S:(L” (0,T; X)* - P, (0, T; A™)
i7* $

estd bem definida, sendo

que é linear.
Mostraremos que <S é sobrejectiva.
Seja $eVQ(O,T; X").

imediato verificar

Desejamos exibir

U6 (L (0 ,T; A)* talque S(U) = Q, isto
é, tal que se se[0, T] entdo \/xeXi
S{UH)X = ®ES)X ou U(u.) = <t>(s)x.

Antes porém, precisamos definir um certo
tipo de integral, baseado na nocdo de RIE-

MANN-STIELTIJES

Se ueC{0.T;X) e *«V (0, T\ X%,
correspondendo a uma particdo D, :0 = t<i
<<,<eee <<, =T epontos T,,i, ! T, i,,

formamos a soma
a(A.)=2 [* (U)—<P (/._)u(T.).

que 6 um elemento de C . Seja

D,,I= max |/,,— t, [

—x

A prova de que, para uma sequéncia de
particdes (D,) com |Z)j|-*0, as somas
5(Di) tem un, limite em C que independe
da sequéncia (Di), é feita de maneira usual.

De facto,

\HD)\ =
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200% (M) -*c-h)iitiew)ii=

o HS(M-* (voir\'"

up

« (V> ” | - .. ,)

Mas Oe r'"(0, T; A™) e
continua entHo passando
n—» ,ID, |l 0 teremos

r-*[l«(<)[| ©
limite quando

lim yli"KOQO-~,. - A

[l

Hm S« (THII1L-Ul|— Mik(0ir<*,

logo a série 2 ¥(f) ~ *(*»-)I é abso-

lutamente convergente e dai convergente e
>T

anotamos seu limite por / u(t)d<b(t).

Pela desigualdade estabelecida, teremos que:

fn(t)dQ(t) Lamvi
E facil ver que
U: C'0T;X) - C
u—*/  u(t)d<s>(t)
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¢ um funcional linear sobre C(0,T;X) de
norma |F"(<i>)j"* e, como C(0,T;X) é
denso em Lf(0,T;X) com a norma de
L"(0,T;X), ele admite unia Unica extensda
a um funcional linear sobre 1/(0,T;X)
com a mesma norma, que continuaremos
anotando por U.

Definimos entdo para ueV (0, T; X),

- T
i u(Dd<i>(t) por esta extensdo. Assim
JQ

esta bem definido

U:L7(0,T;X) - C
u— |/ u(t)do(t)

Jo

fu{t)d<b(t)

UQ) |= I

WAMAWAU'Q, T;X)

Provaremos agora que S (C/)= $, isto é,
V*e[0, TIE7K,) = $(s)X, V*eX.

Ue facto, se s=0"v,,=0 logo £/(wo,x)=
= 0= $(0)ar ja que 4>(0)=0 pois < e
e VoO T; X¥).

Se s> 0, definimos para are A",

[a?,0"M t~ s

nt —s ~X,s Mt N s—

«»(<)=)
0,«H Nogn T
| »
Entdo y ne N ,u»e £7(0, 2";A") e

lan(«) - «...(OIf =

dt-*0, n-*o00.
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Assim («,) converge em 2/(0, T; A% para
w.* e como £76(Z/(0,2P; A))* temos que
#(«»)-*o 27(«#,«). Mas £/(«,) também con-

conforme provamos
isto é S(U)=<I>.

verge para $(S)X,
abaixo, logo U(u,,)=<I>(s)x
De facto,

C'(«»)= 7 u()d$(t)= i""xd$(t) +
Jo Jo

+J" n(t—s——\ *<t*8 +

+ r:jJ ,o0d*(o.
A 3." parcela é zero e
fa= 3im T[e(«,)-*(".])]«—
= lim,[*(f,)aj- *(0)» + *(‘'a)« - eoo -

—$(,J)a +0(s)a]l= $(s)x
e dai,

£/ («,)-*(«)*! =

T

= Hm V H "

e nist- al =
\Y » /1

= llay lim V Jd&(*) - $(/.))

=

onde
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0 que implica

0orns+—— "1
e dai n

r'*['("-"Hh =

A2onE(<,)-R (M) i KL
|

Mo« lim vV I*(«,)- O((f_2} ||~
I«*'*O N
A lla?|l jvariagdo de $ sobre /s,s + ~~~"] ~*0 h in= el
B-*00 UP
on seja lim |V(u,) —0()a?|= 0. . '
Ja_ lim [V(u) —0(")a?| Sn*E*inA-

Provaremos agora que S preserva a
norma, isto é

1) IKS (0,1 j<)=|| £/]|(z2(0,r;%))ee Assim, se ue//(O, T’; A e H, éescolhida

Ora, se Ue (L'(0, T; X))* conforme ja tal que u, —u na norma de L°(0,T;X)
vimos teremos que
IS (U )HINO, !e;*s) = Y$ ||FI(0, T;X>) =
e dai
Resta-nos mostrar que I UM MVESER )V
I Uy MS{UNy, 15 X0). "Ie(™M)r<o.r, .

Seja u, :[0.T] -> X funcdo simples que Concluimos pois que

toma valor x, para t,\<t Z.t,,.
Mas S:(L" ©,7; A)*-V',(0,T; X*

n u- 4

¢ linear, sobre e preserva a norma, O
que implica (1/(0, T; X))* equivalente a

e dai VQ(O,T;X*) sempre que X é um espacgo
de Banache — =1, 1< <°°e
p q
# r*n«.(0ir«*<-i; r n™ir‘'- 3 —O espaco dual de L"(0,T;X)
Jo =1 «Vi

Seja Y um espaco de Banach tal que toda
fungdo de variagdo limitada tenha uma deri-
vada quase sempre.

=2iiMNiri'»-"»i
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Mostraremos que a funcéo

L: Vi{0,T; Y)VO,T; Y)

(D Estd bem definida
(2) Preserva a norma
(3) E linear

(4) E sobrejectiva

(1) L estd bem definida.

Seja u6VQ(, T\ Y).
i > u'(t) 6 fortemente mensuravel

|l «'(011 pertence a L" (0, T ;R).
Consideremos uma sequéncia de conjuntos
finitos de pontos no intervalo [0,T], o
?n-ésimo conjunto sendo gAfm.g,eee, <»»
e tais que lim max(”,,..—t.J) = 0 [por
m & if
exemplo dividimos o intervalo em 2™ partes
iguais].
Definimos

Mostraremos que
e t-*

K. (0 -
em cada intervalo t, ~ i< t .0

Se t Dao é um dos pontos t,,.,
< t< <,,Mi podemos escrever :

< <!

fs, I>+1 AWE

w(<m,) « (0

mH1 —t

)<'(<) +0, (0]«

+ 1"'(0+ 02(01 -

«'(«)+ o, (0

onde K WH”||o,(0H +HOD11, Nlo, (0]
e ||o.(0]] tendem a zero quando i,,i,,*i —

29
—tmp— 0- Assim, lim||«,,,(0— «"(01[=0
m —* QO
quase sempre isto é, existe uma sequéncia
de funcdes simples convergindo fortemente
para v! quase sempre, logo u' é fortemente
mensuravel.

Para cada m, u,eV (0, T;Y)
** "«(*)Il pertence a //"(O.ITjR) e

logo

fryer(oirdu=y

ii»(’\.’\.-’\’\.,l)il"\
W_ —

p

Pelo Lema de Fatou para funcgdes reais,
vem que t-*|It'(01] é integravel e

ia'(oird< ™ F'(«)

jf
isto &,
It fr
assim L estd bem definida e
I 3A(M) [U™(O, r; J-)=H "™iU'CO, r « iiv'co, r r>.
(2) L preserva a norma.
Pela desigualdade anterior, resta-nos mos-
trar que ||«|[i""(0,r;r)™|jw* U (0,r;I").

Iniciaremos definindo

v:[0,T]- Y

e mostrando que v(t) = u(t)
para u'elL’ (0, T; Y).
Seja feY* qualquer. Entéo:

[0,r]-R

i-</,u(0>

tyte[0,T],
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é quase sempre derivavel, isto é, existe

< </,«(<)> De facto,

para os t's tais que existe u'(i), temos que

quase sempre.

£</.w>-</ -£-.wW>.

Notemos que: i </, tt(<)> ¢é absoluta-
mente continua, pois se e>0 e /,,=]««, [3,[
¢ uma sequéncia de intervalos dois a dois

/ e \*

disjuntos, definindo d = WAV (U)

teremos que:

21</,u(B,)>—<f,u(,)>1 "

AIHI2H« (W-«(«,) |2

(2|P)> —««!)««<« se 2|P —(())|<3

Dai
</[,tt(<)> = </, «(0)> +

+ —</«(«)>"«=
-£y'Wy*
= <[> ( ! ) > e

Assim, V/e*" e V'efO,?'],

<[,«(*)> = </,»(*)>
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logo M=V, isto é:
ju'(8)ds.

t(<) = «(0)+ f'u'(s)ds=

Seja agora P uma particdo qualquer do

intervalo [0, TJ. Entéo
Il —«(<”) =
u'(s)ds— /  t'@idi A
t/l) tlo

«/o
AWy (A g
logo
[|J«("H-0 — «f*

| t-+l — t* |

Dai para toda participacdo P de [0, T']

2]1"-v /

= I'H-i—1t» | «o

«e'«ir
Il-lkw.r.n-T~2~WIl=*A

A l«MU'©, HE<)||i*fl»,rjy)

(3) L élinear.

Omitiremos tal demais

conhecida.

prova por ser

(4) L ésobrejectiva.

Seja uel’(0,T; Y). Devemos mostrar
gue existe veV (0,T; Y) talque L{y) =
= V= u

Definimos

Jo
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Como MelT(@,T; Y) temos, por defi-
nicdo, que existe uma sequéncia (<p,),., de
funcdes simples tal que ) converge forte-
mente para u quase sempre e tal que

lim f
n—co JQ
Mas

HT. W-«(")H** = °-

\\+-\vit
"IRL

+ h)-v(t)\- u(d] =

y- [ys " u)ds - j u(s)d sj- u(i)

M1r r'+

£ (d200) 01+

S?2,(<)IE + 11?»(0- » (01U

1 -t

= I« W -
A Ji «

<P, WH*» +

S (*)»e

Ora, («-,.)el(0,r;F)Vn,
fungdo *-*Hu(«) —
L(0,T;R)

logo a
H pertence a
e dai

|| 3
r
h> 0

il ?» « -

« M iirf»

= ”7(0 -«(011

[im =0
A-0 A«

quase sempre em [0, «§]
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Agora,
Iy A —v((i)J—« (0 ~

N2 l«(<)-2, (O11+

onde o(A)-»0 e como o membro esquerdo

independente de n e pelo facto de <p, -» M
fortemente temos que V*> 0j3'"e'? ©
M «, entdo yu (t) — q (i)|]] < t, para quase
todo t.

Assim, timando o limite quando A -* 0,
vem que

[ii — [v(t h) —v (i)~ =0
hulnguAEi( o V(I)j

para quase toda te[0O, T] e pela continui-
dade da norma temos que existe e
v'(t)=u.(t) para quase todo te[0, T].

Seja agora P uma particdo qualquer do
intervalo [0, T].

Entédo
> (T, o) -» (1) 1= ™ufs)d
N<* o)Wy
u>r?*-
(11" V(<«lf<*)-
Dai
- _ - +,]IM(8)ird8Y\ , 11>
IK+I—tiI”1 (Jr )
logo
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e como P é qualquer particdo de [0, T]
temos

ip-i

["ll«W ] 1ds =

[Twl€moiiev,

portanto »e Fj(0,T"; F) pois r(0)= 0 e

Por (1), (2), (3) e (4) temos que V$(0, T,Y)
é equivalente a L" (0, T; Y).

Assim se X € umespaco de Banachtal
que X' satisfaz a condigdo de que toda
funcdo de variagdo limitada tenha uma deri-

vada quase sempre, teremos que
(V (0, T; X))*= L°(0, T;X*).

OBSERVAGCAO : Seja //um espaco de Hilbert

com o produto interno anotado por < | >£]j.

Entdo a funcdo:

<|> :£2(0, T; H)X LMo , T;H) -* C
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(«,«)-1 <u(t)\v(t)>,dt
Jo

define um produto interno em L*(0 ,T; I1)

gue nosda

() Vt.
Jo

Assim Z,(0, T;Il) é um espaco de Hilbert,
logo reflexivo. Segundo [3J, Teorema 7. 1,
o dual de H, I1* satisfaz a condic¢do exigida
no 8 1. Dai, teremos por exemplo para os
espacos 11Q de Sobolev que

(If (0, T; /77 )*= L"(0, T; £T7).
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Do conce/fo de férmula ao de estrutura
de informagéao
por F. Teixeira de Queiroz

(Instituto Gulbenkian de Ciéncia)

Introducdo — Um matemético, ligado a
problemas de informética, é normalmente
solicitado para tratar problemas de dois tipos
diferentes: ou lhe é pedido para efectuar
um estudo dum problema concreto, bem defi-
nido, ou o que é pretendido é um utensilio
para abordar uma classe de problemas, todos
da mesma natureza, mas podendo apresentar

uma certa diversidade.

No primeiro caso, concluido o estudo, a
entidade que solicita o trabalho podera even-
tualmente desejar o tratamento de um ou
outro ponto de pormenor, mas, dum modo
geral, ndo tenciona recorrer novamente ao
matematico. Ao contrdrio desta situacdo, o
segundo tipo de problemas que referimos,
pressupde a utilizacdo prolongada dum orde-
nador. Em tais condi¢bes torna-se funda-
mental garantir a total independéncia do
utilizador relativamente ao matemético que
concebe o programa, mesmo que esse utili-
zador desconhega completamente qualquer
linguagem de programacdo. O papel do ma-
tematico serd entdo o de conceber e garantir
a manutencdo dum sistema susceptivel de
tratar a familia de problemas que se deseja
resolver.

Desta forma, a constituicdo dum sistema
implica necessariamente a existéncia de duas
entidades que se completam [1]:

a) Uma entidade que cria o sistema e
assegura a sua manutencéo.
b) Um utilizador ou grupo de utilizadores.

Para estes é fundamental que essa utili-
zacdo seja 0 mais transparente possivel e
gue, simultaneamente, seja suficientemente
bem adaptada a resolugdo dos problemas
gue deva tratar. Um dos modos de alcancar
este duplo objectivo consiste na organizacédo
e montagem duma linguagem ndo processual.
Vejamos o0 que se entende por tal:

O matematico, ao redigir um programa,
utiliza usualmente sequéncias de instrucdes
pre-construidas, e ja testadas, que mantém
em biblioteca. Essas sequéncias estdo orga-
nizadas em unidades mais ou menos autd-
nomas, 0S processos, € executam algoritmos
gue realizam tarefas especificas. As lingua-
gens de programacao tém meios que permitem
activar esses processos e fornecerem-llies os
dados que eles deverdo trabalhar. Para a
utilizacdo de tais processos torna-se necessa-
rio o conhecimento quer da linguagem em
gque os mesmos estdo ridigidos quer do
modo de os chamar.

Dizemos que uma linguagem que permite
a chamada de processos é processual.

A fim de evitar ao utilizador a tarefa de
estudar uma linguagem deste tipo, tem o ma-
temético a possibilidade de construir uma
linguagem n&o processual. Esta, apoiar-se &
num programa redigido numa linguagem de
programacdo e sera constituida por um pe-
gueno numero de vocabulos chave que po-
der@o ser escolhidos de combiuagdo entre
0 matemaético e o utilizador. Tais vocabulos,
ao serem usados como dados, permitirdo a
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realizacdo de tarefas complexas podendo
conter, inclusivamente, a chamada de pro-
cessos. Eles serdo assim usados pelo utili-
zador duma forma indirecta, libertando-o
completamente do conhecimento da lingua-
gem em dque foram redigidos. (Esta serd a
metalinguagem da linguagem criada).

A criacdo duma linguagem ndo processual
pbe em primeiro lugar a necessidade duma
analise dos objectos que terdo de ser mani-
pulados para que possa ser escolhida uma
representacdo conveniente dos mesmos. De-
terminada a natureza desses objectos, ou
seja a estrutura da informagdo contida neles,
importa seguidamente, redigir 0s processos
input output, isto é, as partes do programa
gue convertem os elementos que o utilizador
deseja tratar, na representagdo que 0s mesmos
deverdo ter quando arquivados pelo orde-
nador.

Seguidamente haverd que estudar os algo-
ritmos que manipulam essaB estruturas.

Pensamos que o exemplo que damos se-
guidamente podera ter interesse, ja que no
caso tratado, o potencial utilizador a que nos
referimos anteriormente, € o0 matematico.
Com efeito, a linguagem néo processual que
foi montada destina-se a manipulacdo de
formulas, tendo sido usada como metalin-
guagem o ALGOL [2, 3].

1 —No seu trabalho, o matematico utiliza
expressdes analiticas tais como

a) (@ -1)ecosx + (a+ 1)sin (PI/12 — x)
dnN+_ 1. d<\>
dx* C» * <N*

h)

€) sin*x —sin4 ¢x

dy
dt

etc., que transforma desenvolvendo, simpli-
ficando, ou substituindo varidveis por ex-

GAZETA DE MATEMATICA

pressdes. Cada uma destas expressdes fornece
um conjunto de informacgdes que permite a
sua utilizacdo, de acordo com regras bem
definidas, mas de um modo henristico.

O objectivo da construcdo dum manipu-
lador de formulas consiste na mecanizagdo
de todu essa actividade com vista & sua
execucdao por um ordenador.

De acordo com o programa assinalado no
inicio, teremos como primeira tarefa, que
determinar a estrutura de informagdo con-
tida nas fdérmulas referidas ou noutras do
mesmo tipo.

Uma primeira andlise tnostra-nos que elas
contém sinais de operacdo, cada um dos
quais liga entre si dois operandos para dar
origem a uma operacdo algébrica. O resul-
tado desta podera por sua vez constituirum
operando de nova operacdo. De tal facto
resulta um caracter recursivo para a lin-
guagem utilizada pelo matematico e a necessi-
dade de associar a ela estruturas de infor-
macdo da mesma natureza. Dado que cada
sinal operatdrio liga dois operandos, torna-se
possivel representar uma férmula por meio
duma arborescéncia binaria. A cada nodo
desta estara ligado um sinal operatério e a
cada ramo um operando.

Para vermos melhor a conexdo existente
entre formulas e arborescéncias binarias,
consideremos a seguinte definicdo recursiva
destas dltimas :

Por arborescéncia binaria entende-se um
objecto que ou se reduz a um Unico elemento
(tolha) ou 6 o enlace de duas arborescéncias
bindrias. O ponto que faz o enlace dessas
arborescéncias ¢ um nodo a que se da o
nome de raiz.

Aparentemente esta definicdo é uma tauto-
logia. Para vermos que ndo o é, deverd
introdiizir-se o conceito de altura da arbo-
rescéncia: dizemos que uma arborescéncia €
de altura um se se reduzir a um d{nico
ponto, e dizemos que 6 de altura ndo superior
a i se for o resultado do enlace de duas
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arborescéncias de alturas ndo superiores a
i- 1.

Vemos que a definicdo de arborescéncia
gue demos é na realidade uma defini¢cdo por
indugdo finita.

A associacdo de arborescéncias binarias
a expressdes analiticas leva-nos a considerar
diversos tipos de nodos. Pelo que ja dissemos,
vemos que a cada sinal operatdrio deveremos
associar um tipo de nodo. Isso leva-nos a
considerar cinco tipos diferentes de nodos
(Representando-se a potenciagdo por X\ N).
A existéncia de funcdes elementares leva-nos
a introduzir um novo tipo de nodo reduzin-
do-se um dos ramos da arborescéncia a sigla
da funcdo. Finalmente, a operacdo de deri-
vacdo dard origem a outro tipo de nodo,
contendo um dos ramos apenas a variavel
em ordem a qual se deriva.

Num formalismo estricto, a existéncia de
diversos tipos de nodos levar-nos-ia a consi-
derar, associado a cada nodo, mais ura ramo
contendo como Unica informacdo o tipo desse
nodo. Pensamos porém qua tal prética
complicaria inutilmente a descricdo que
estamos a fazer. Fm vez disso admitiremos
gue é possivel aplicar a qualquer arbores-
céncia o selector NODO () que determina o
objecto elementar que esta coutido na sua
raiz. Com dois outros selectores (IHR (),
ESQ ()) poderemos localizar os nodos con-
secutivos, da arborescéncia (direito e es-
guerdo) caso esta ndo se reduza a um ponto.

Com estes tres selectores 6 possivel criar
um processo, chamemos-lhe ANALISAR,
gue determina a natureza da raiz e localiza
os dois nodos consecutivos de qualquer
arborescéncia. Terd um papel inverso de um
outro, a que darei o nome de COLECTOR
DE EN'LACE, que permite enlagar duas
arborescéncias a partir dum nodo. Estes dois
processos constituem o mecanismo funda-
mental de qualquer sistema que tenha que
lidar com arborescéncias binarias. Eles per-
mitirdo n&o sO analisar como também criar
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novas arborescéncias, de acordo com a natu-
reza da raiz.

Um exemplo tipico do aplicacdo destes pro-
cessos trata se da manoirs do organizar formas
de percorrer a arborescéncia. Entendemos
por tal a determinacdo escalonada de toda
a informacdo contida nela.

No algoritmo que damos em seguida, os
pontos terminais sdo assinalados pelo anuia-
meuto do seu ramo esquerdo, estando a
informacdo contida no nodo e no seu ramo
direito. A possibilidade de editar essa infor-
macdo esta contida no processo INFOR-
MACAO. Quanto ao processo EDITAR edita
apenas o tipo da raiz.

O algoritmo que esta redigido em ALGOL,
e utiliza a natureza recursiva do conceito de
de arborescéncia sera

«PROCEDURE» PERCORRER (ARB);
«VALUE» ARB;«INTINGER» ARB;
tBEGIN»«INTEGER» NODO, DIR. ESQ;
ANALISAR (ARB, NODO, DIR, ESQ);
«IF» ESQ = 0 «THEN»
INFORMACAO (NODO, DIR) «ELSE»
«BEGIN» EDITAR (NODO);
PERCORRER (ESQ);
PERCORRER (DIR); «END»
«END» PERCORRER;

Obtemos processos analogos a este se
intercalarmos a edicdo do nodo entre o
percurso do ramo direito e o do ramo
esquerdo ou se colocarmos essa edicdo
posteriormente ao percurso dos dois ramos.

Estando a arborescéncia associada a uma
formula, o primeiro tipo de percurso origina
a representacdo da férmula em notacdo
polaca, o segundo tipo gera uma notacdo
sensivelmente anédloga & usual e, finalmente,
o terceiro método d& origem a representacao
da férmula em cadeia polaca inversa.

No caso do percurso ser feito com a edicdo
do nodo colocada antes do percurso dos dois
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ratnos da arborescéncia dizemos que é feito
em pro-ordem. Quando a mesma edicdo é
colocada entre o percurso dos dois ramos
da arborescéncia damos o nome de percurso
em pds-ordem. (Isso é devido a importancia
gque quase sempre tem o ramo esquerdo
da arborescéncia. Assim no algoritmo que
damos, é ai que estd a indicacdo de se ter
obtido um ponto terminal). Também se usa
neste caso, por vezes, 0 nome de percurso
simétrico. Finalmente, quando a edi¢do do
nodo se coloca no final do percurso este
recebe o nome de percurso em ordem final.

Qualquer que seja a ordem pela qual o
percurso é feito, obter-se-4& sempre uma lista
de simbolos. Serd uma imagem da arbores-
céncia binéria.

Na figura representamos a arborescéncia
que corresponde a expressao

(a-ar + 0)9- 3. @+ 1)

bem assim como a cadeia de simbolos que
resulta do seu percurso segundo as ordens
definidas. Vemos que, realmente, os per-
cursos em pré-ordem e em ordem final geram
respectivamente uma cadeia polaca e uma
cadeia polaca inversa.

Pelo que acabamos de di/er, construir
linguagens que manipulam férmulas, implica
criar um conjunto de algoritmos que operam
sobre arborescéncias binarias e ainda algo-
ritmos que convertam férmulas em arbores-
céncias e arborescéncias em formulas.

2 — A nosso ver, o exemplo que demos,
ilustra bastante bem a necessidade de deter-
minar a estrutura que suporta um determi-
nado tipo de informacgdo, sempre que se
torne necessario um tratamento eficiente da
mesma ou sempre que se tenha que lidar com
objectos de natureza complexa.

Um outro aspecto que o exemplo dado

pode também mostrar é a possibilidade de
usar representacdes distintas para a estrutura
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da informacdo e para a sua representacdo
interna num ordenador. Alguns manipula-
dores de férmulas representam-nas por meio
de cadeias polacas, as quais na realidade sdo
cadeias de simbolos (listas).

EXPRESSAO A PERCORRER
(A*X +B)t2-3*(X + 1)

EM PRE-ORDEM (notacdo polaca)
-t+*AXB2*3+X1

EM ORDEM SIMETRICA
A*X+Bt2-3*X+1

EM ORD. FINAL (notacdo polaca inversa)
AX*B +2+ 3X1+*-

Pensamos ter mostrado a necessidade duma
classificacdo e do estudo sistemético dos dife-
rentes tipos de estrutura que poderdo
aparecer. Numa tal classificagdo o ponto
importante é analisar a