GAZETA

D E

MATEMATICA

JORNAL DOS CONCORRENTES AO EXAME DE APTIDAO E DOS
ESTUDANTES DE MATEMATICA DAS ESCOLAS SUPERIORES

ANO 111 N.° 13 JANEIRO - 1943

S UMARIO

Sobre una proyectividad compleja ligada a una coénica
dada, por José Gallego  Dias
A geometria da distancia, por Karl Menger
Uma fung¢do continua sem derivada, por R. Tambs Lyche
Pedagogia

S6bre o ensino da} geometria nos liceus, por /. Ca_rdoso Querra
Acérca do ensino dos logaritmos, por J. Sebastido e Silva

Movimento matemaético
Centro de Estudos Matematicos do Pérto —Um curso pelo Doutor
Antdénio Monteiro, por A. Pereira Gomes
Noticias Varias
La Agrupaciéon de Alumnos de Estidios Mateméaticos de Madrid
Sobre o ensino da Matematica na Suica (I1), por Maria
do Pilar Ribeiro

Antologia
La Mathématique — Avant-propos, por Paul Montel

Mateméaticas Elementares
Pontos de Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1942)

Matematicas gerais —Algebra Superior — Complementos
de Algebra
Calculo Infinitesimal e Analise Superior
Mecanica Racional Fisica Matemaética
Problemas propostos —Soluc¢des recebidas
Boletim bibliografico

N UMETRDO AV UL S O : E S C . 5%$00

DEPOSITARIO: LIVRARIA SA DA COSTA / LARGO DO"POGCO NOVO / LISBOA



GAZETA DE MATEMATICA

FUNDADA POR

B. CARACA, A. MONTEIRO, J. PAULO, H. RIBEIRO, M. ZALUAR

REDACTOR PRINCIPAL EDITOR E PROPRIETARIO
M. Zaluar /. S. Paulo
ADMINISTRADOR TESOUREIRO

A. S&4 da Costa Orlando M. Rodrigues

REDACCAO

MATEMATICAS ELEMENTARES /. Calado-J. Paulo- J. J. Rodrigues dos Santos
MATEMATICAS OERAIS—ALQEBRA SUPERIOR —

COMPLEMENTOS DE ALQEBRA A. S& da Costa-L. O. Albuquerque
GEOMETRIA DESCRITIVA — GEOMETRIA PRO-

JECTIVA Luiz  Passos
CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR A. Sa da Costa-M. Zaluar
CALCULO DAS PROBABILIDADES M.  Zaluar
MECANICA RACIONAL — FiSICA MATEMATICA R. L. Gomes - Neves Real
PROBLEMAS A. Ferreira de Macedo - M. Alenquer
PEDAGOGIA B. Caraca
MOVIMENTO MATEMATICO A. Pereira  Gomes
BOLETIM BIBLIOGRAFICO J. S. Paulo

A. Monteiro — Guida Lami — H. Ribeiro

J. Rios de Sousa — Maria do Pilar  Ribeiro

CcOOPERADORES : A. S. Gongalves -J. A. Barreira- J. M. Sousa Chaves -J. Marujo Lopes
J. Rémy T. Freire - M. A. Oliveira Machado - M. P. Soares Afonso - R. Quaresma Rosa

REDACGCAO E ADMINISTRAGCAO : Faculdade de Ciéncias, Rua da Escola Politécnica — Lisbhoa

coMpPosiGAo E IMPREssAo: Soc. Ind. de Tipografia, Rua Almirante Pessanha, s — Lisboa



ANOIH-N.M3

REDACTOR PRINCIPAL: M. Zaluar

GAZETA DE MATEMATICA

JANEIRO-IMS

m EDITOR : /. da Silva Paulo m ADMINISTRADOR : A. S4 da Costa
Composto e impresso na Sociedade Industrial de Tipografia, Rua Almirante Pessanha, 5 (ao Carmo), Lisboa
comp/eja ligada a una conica dada

Sobre una proyectividad

por José Gallego

Establecemos en este trabajo una sencilla pro-
yectividad compleja entre los puntos dei plano de
una conica, de tal forma que los puntos dobles de
la misma sean los focos de la cénica. Pudiendose
determinar estos Gltimos con la regia y el compas
como iaices de una ecuacion de segundo grado de
coeficientes complejos, (Vease : J. Gallego Diaz:
Resolucion gréafica de la ecuacion de segundo
grado, «Euclides», ano segundo, n° 11) y se indica
finalmente como puede aplicarse cuanto antecede
al esttdio de ciertos lugares geométricos.

1 —Supongamos dada una cénica (C), con cen-
tro, de ecuacion :

axX™ +ay+a, =0

y un punté M (X,,Y,) desu plano.La polarde M
corta a laconicaen los puntos A y B. Lacircun-
feréncia circunscrita al triangulo MAB vuelve a
cortar a la cénica en Cy en D.

Sea N(X,, Y, el polode larecta CD respecto
a la conica (C). A un punto M le hemos hecho
corresponder un solo punto N. Reciprocamente
y como mas adelante demostraremos al punto N
le hacemos corresponder el mismo punto M.

Veamos si existe una proyectividad compleja
entre los afijosde los numéros complejos:

Zt-Xi+Yii y Z=X A4V
La ecuacion de la polar de M respecto a la conica
(C) es:

0 a, xx!'+az2yy, +a,,=0.

La ecuacion de la polar de TV respecto a la
misma conica es:

(1 amxxo+anyyo+an-O .

Las conicas que pasan por las intersecciones
de (C) con (1) y (lIl)tienen por ecuacion :

a, x*+a2y+a,+X (a, xxta&yyi +0,,)(«u  xx+

Diaz tilniversidad de Madridl

Y para que sean circunferénciasse ha de verificar:

a, i+).«2, X, X-aN+lary, Y.
X«ii«3it(*iy« +ytxu):0_
Es decir:
(1 Xiy,+yix 0
(V)  ff—«fe-X  (a*ytya—al, X, X) .

La circunferéncia pasara por M si se cumple:

«ll « T+ «» JCT+ «33+ X («11*7+ «ssIVi+ 033) («11x, x, +
+ay,yo+a,)=0.
Y suponiendo que A*no pertenece alaconica (C):
0i,*i+0257i-)-a33#0,

resultando :
(V) i + X(axx.*ayy.+a,) = 0.
Eliminando Xentre (1V)y (V) se obtiene :
(V1) o

Resolviendo el sistema (I11)y (VI), resulta :

c Xi
i) X = ity
XHy<
Es dear, llamando W a Z=X+Y.i y Z2=2, =
Xi+Yti,
(VI W— .

Se obtiene igualmente la condicion (V) substi-
tuyendo las coordenadas del punto N{X,, Y,) en
la ecuacion de la conica, lo cual expresa que la
circunferéncia pasa tambien por N, lo cual puede
verse, directamente, en (VIIl) que nos representa,
pues, la ecuacion de una involucion compleja.
Sus puntos dobles son, evidentemente, los focos
de la conica, como a priori podia verse.



Puede darse una sencilla demostracion geomé-
trica de cuanto antecede. Basta observar para ello
que, por pertenecer los puntos A,B, Cy D, a
una circunferéncia las cuerdas AB y CD estan
igualmente inclinadas sobre los ejes y, por lo
tanto, siendo O el centro de la cénica, las rectas
OM vy ON, diametros conjugados con las direc-
ciones AB y CD respectivamente, tambien son
simétricos respecto de los ejes de la coénica. Por
otro lado siendo F y F' los focos de la conica (C)
dada, es facil demostrar que el cuadrilatero MFNF'
es armonicoy por tanto, se verificara : OM ¢« ON=
= OP=c', quedando pues, geometricamente de-
mostrado que la transformacion que hace corres-
ponder el punto N al M es el producto de una
inversion por una simetria, como indica la for-
mula (VIIl) analiticamente.

2 — Consideremos ahora la parabola : Y'=2pX.
Repitiendo lo que se ha efectuado en el parrafo (1)
llegamos a :y= —vyi, x$=p —x\, es decir:

W+Z-p,

Cuyo punto doble es, asimismo, el foco de la pa-
rabola, pudiendose enunciar el siguiente

TEOREMA. Lacircunferéncia circunscritaal trian-
gulo MAB—M es un punto genérico dei plano de
una parabola, y A y B los puntos de contacto de
las tangentes trazadas desde M a la parabola —
pasa tambien por el punto simétrico de M res-
pecto al foco de la parabola.

3 — Pasemos ahora a considerar el caso general
en que la conica es dada por una ecuacion de la
forma:

f{x y/)=«Hx

+ a,y*+2a, Xy + 2auxt+2a,yt+

Asi como la ecuacion (VIII) representaba geome-
tricamente el producto de una inversion por una
simetria, ahora debemos hallar otra que nos re-
presente una traslacion, un giro, una inversiony
una simetria.

Con la misma notacion que en (1) y por el mis-
mo procedimiento obtenemos :

(X) («,-«,)yu'xjy.+fy fi}-*« (/;,/;-
~fy, fy) "
(> PxfyHyixn

(ofx,+yof'y, + *oft)=0-

La condicion (X) es la andloga a la (I11)y nos
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expresa que siendo / el centro de la conica, las
rectas 1M y IN estan igualmente inclinadas res-
pecto de los ejes de la conica, y la condicion (XI)
como la (VI), expresa, junto con la anterior, como
es bien sencillo demostrar, que 1Me IN=c.

De la ecuacion (X) se puede deducir »apida-
mente la ecuacion que da el conjunto de los ejes
de la conica sin masque hacer Xi=X, y YA=Y,,
resultando :

(an-an) fr'g-»» V'J-f?)

De la misma ecuacion (X)se obtiene :

1€, _ _ («M-g»)/y,-2galr,
'x. («ii-«22)I™, + 2ai,ly,

Y para que dicha proyectividadreal sea degene-
rada sera preciso que :

«il —«22 2«i;

1 «ll= «22
2a 1 («11—«22)

«12=0.
Es decir que la conica dada sea una circunferén-
cia. EIl reciproco es de inmediata demostracion.

Las ecuaciones (X)y (XI)son lineales en Xq
y Y..Resolviendolas y haciendo como antes :

W=X+Y.,i , Z-Xt+Ytt,

Resulta :
(An +iAg) Z-(A-A2
A»Z-(4ti+*A7)

+ 2A.0)

Y, para determinar los puntos dobles, haremos :
W=Z  resultando :

(X1 AZzZ'-2 {A+iA) Z+A -A+2A =0
que es la ecuacion tal que los afijosde sus raices
son los focos de la conica dada. En la parabola,

como An=0, queda:

R ANANHTAN
2 A+ A

4 — Entre las multiples aplicaciones de las for-
mulas antes establecidas al estudio de los lugares
geométricos destacamos por su sencillez esta:
«Lugar geométrico de los focos de las parabolas
inscritas en un triangulo dado».

Como la ecuacion tangencial pldckeriana de
esas parabolas contendra un parédmetro lineal 7,
la ecuacion (XIII) tambien lo contendra, pero al
variar 7 de —00a +00 el afijo de Z describe una
circunferéncia.
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A GEOMETRIA

por Karl

DA

Menger

DISTANCIA

(Introducgdo a «Distance Geometries — A study of the development of abstract metrics*, de L. Blumenthal,

publicada em The Unioersity

O icosaedro é um dos cinco solidos regulares
conhecidos dos gregos. Pode ser transformado em si
proprio por meio de sessenta rotacdes. Estas rotacdes
formam um grupo, isomorfo com o grupo de Galois
da equacao geral do 5." grau que nao é resoltvel por
meio de radicais, mas que pode ser resolvida por
meio das funcdes elipticas modulares. Reflectindo
sobre estas relacBes entre o icosaedro e outros cam-
pos da matematica, Felix Klein foi levado a notar
que éste sélido regular «relaciona de uma maneira
admiravel a geometria, a teoria dos grupos, a alge-
bra, e a teoria das fun¢des—indicando assim o ca-
minho para futuras investigacdes».

Ha porém, uma figura geométrica mais simples
do que o icosaedro, e que é conhecida desde o inicio
da investigacdo matemdatica —o triangulo. Uma das
suas mais importantes propriedades, o facto de que
um dos seus lados ndo excede em comprimento a
soma dos outros dois lados, relaciona os fundamentos
de muitos ramos da matematica. Juntamente com as
suas generalizagOes e especializagdes, a chamada desi-
gualdade triangular parece-me formar, na verdade,
o ponto central duma grande parte de téda a mate-
matica.

Além disso, esta opinido ndo é influenciada pelo
facto de a desigualdade |« + 6|<|«j-1-jO| (que é
tim caso especial da desigualdade triangular) ser
verificada para cada par de numeros reais ou com-
plexos a, b. Ja por ai se compreende que a desigual-
dade triangular desempenhe um papel central em téda
a teoria das fungOes, e em certos capitulos da teoria
dos nimeros. Mas a base da opinido anterior é for-
necida pelos aspectos puramente geométricos desta
desigualdade fundamental. O papel indiscutivel que
ela desempenha numa grande parte das matematicas
elementares ; a sua conexdo com a formula de Herdo
para a area do triangulo (cujas varias formas con-
duzem as generalizagbes da desigualdade triangular
gue estdo na base dos fundamentos do espaco eucli-
deano, assim como de outros espagos) ; 0 seu impor-
tante papel no isolamento feito por Fréchet das pro-
priedades métricas do espaco com o0 objectivo de
construir uma teoria geral das funcdes reais (a desi-
gualdade triangular assegura de uma maneira parti-
cularmente simples a continuidade uniforme da mé-
trica, pelo que tédas as hipoteses que implicam uma
métrica continua sdo, num certo sentido, generaliza-

of Missouri
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cOes da desigualdade triangular) ; a sua intima rela-
cdo com o desvio de trés pontos em relacdo a uma
linha recta, que conduz, em combinagdo com o pro-
cesso usual de passagem ao limite, a uma definicdo
de curvatura, e, por conseguinte, ao dominio da geo-
metria diferencial (enquanto a consideracdo analoga
dos quaternos de pontos conduz a um novo desen-
volvimento da teoria da curvatura das superficies) ;
a sua relacdo com o conceito de linhas de compri-
mento minimo, fundamental no calculo das varia-
cOes —todas estas consideragdes mostram claramente
que a desigualdade triangular relaciona muitos capi-
tulos da matematica e indica o caminho de novas in-
vestigagoes.

Os dominios da geometria em que intervém a desi-
gualdade triangular, sédo, de facto, teorias quantita-
tivas que se referem a distancias, comprimentos,
areas, volumes, curvaturas, etc., em contraste com
as propriedades qualitativas consideradas em topo-
logia. Precisamente por existir esta diferenga, pa-
rece-me muito notavel que alguns teoremas, assim
como algumas demonstragdes, sejam muito semelhan-
tes na geometria métrica e na topologia. A distribui-
cdo dos pontos dum espaco com certas propriedades
métricas satisfaz as mesmas leis que a distribuicdo
dos pontos dum espago com certas propriedades topo-
légicas, como, por exemplo, certos pontos de rami-
ficagdo duma curva. A principal razdo desta analogia
reside certamente no facto de, para o estudo dos
subconjuntos gerais dos espagos gerais, 0s conceitos
de grupos de transformagles e de invariantes serem
bastante menos importantes do que na geometria ele-
mentar. Daqui a razdo por que ha lacos comuns entre
as propriedades que sdo invariantes por transforma-
cOes topoloégicas e as que sdo invariantes em relacdo
as transformacdes que conservam a distancia.

Os métodos desta geometria métrica nao se adap-
tam a classica divisdo das teorias geométricas em
sintéticas e analiticas. A geometria sintética assenta
especificadamente em alguns postulados geométricos
dos quais deduz todos os seus teoremas. A geome-
tria analitica opera com mcdelos aritméticos, asso-
ciados com entidades geométricas, aos quais aplica
a algebra e o calculo. A geometria métrica combina
as duas caracteristicas : sintética e analitica: opera
com um conjunto de elementos n&o especificados, a
cada par dos quais se associa um numero, de acordo



com certas condi¢Oes. Este ponto de partida esta inti-
mamente relacionado com o da teoria dos grupos ; por-
que na teoria dos grupos, a cada par de elementos
de um conjunto faz-se corresponder um elemento do
mesmo conjunto, que verifica certas condigbes parti-
culares. A geometria métrica tem, além disso, em
comum cem a teoria dos grupos abstractos e dos cor-
pos, a tendéncia para deduzir resultados tao gerais
quanto possivel de hipéteses tdo fracas quanto possi-
vel, e obter demonstracées simplificadas, generali-
zando as proposicoes.

E evidente que aparecem novos problemas em
conexdao com a introducdo destes conceitos abstrac-
tos. Por exemplo, quando uma classe geral de entida-
des é definida por extensdo duma classe de objectos
conhecidos, énatural preguntar quais as caracteristicas
especiais pelas quais os objectos conhecidos se podem
distinguir dos elementos da classe geral. Mas servi-
rao os métodos gerais para descobrir novos resulta-
dos aplicaveis aos objectos conhecidos? Auxiliam os
métodos gerais a resolucdo de velhos problemas?

D'Alenibert considerou como um dos grandes «es-
candalos» da geometria do seu tempo, o facto de
ndo se conseguir dar uma definicdo da linha recta.
Ha uma defini¢do de linha recta no comeco dos Ele-
mentos de Euclides mas é muito obscura, e ndo se
presta a ser usada no préprio sistema dedutivo de
Euclides. A geometria analitica define cada linha
recta por uma equacdo linear em coordenadas carte-
sianas, mas esta definicdo presupde a introducdo dum
sistemja arbitrario de eixos e unidades. Uma das
mais importantes tentativas da geometria da recta
depois dos Enciclopedistas, ¢ a formulagdo duma
teoria axiomatica que opera com um pequeno
nimero de axiomas respeitantes a elementos inde-
finidos chamados «linhas rectas», e as suas re-
lacdes com outras entidades indefinidas chamadas
«pontes» e «planos». Tais teorias, ocupando-se do
sistema de todas as linhas rectas, fornecem-nos crité-
rios para distinguir éste sistema de outros, por
exemplo, o de tddas as circunferéncias. Mas estas
teorias ndo estabelecem critério algum para de-
cidir se um dado objecto individual é ou ndo uma
linha recta. Uma segunda teoria define a linha recta
como um eixo de rotacdo de todo o espago, mas fa-
zendo referéncia a pontos fora do objecto que esta
para ser definido. Uma terceira teoria principia com
algumas hipoteses relativas a uma relacdo indefi-
nida chamada «situado entre» e define o segmento
de recta que une dois pontos como o conjunto de
todos os pontos situados entre os dois pontos dados.
Mas se aplicarmos esta definicdo ao plano ordinario,
no qual ha muitas relagbes satisfazendo aos axiomas
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da relagdo «situado entre», é dificil ver como se pode
derivar um critério para a relagdo ordinaria «situado
entre» (e assim uma definicdo da vulgar linha recta)
a nao ser que se acrescente a teoria com idéias mé-
tricas.

A geometria da distancia define simplesmente o
segmento que une dois pcotos como o conjunto daqué-
les pontos para os quais a soma das suas distancias
aos dois pontos dados é igual a distancia destes dois
pontos; por outras palavras, € o conjunto de todos
0s pontos que satisfazem a uma certa igualdade trian-
gular. Esta definicdo ndo tem originalidade — por-
que se limita a utilizar o conceito de «situado entre»
acima mencionado—mas é clara, simples, intrinseca
e capaz de generalizagbes de muitas espécies em clas-
ses extensas de espagos gerais.

Consideremos questdes menos triviais ; por exem-
plo as propriedades locais métricas das figuras. Até
h& pouco, a curvatura das curvas e a curvatura das
superficies eram estudadas, quasi inteiramente por
meio de métodos analiticos. Definindo os pontos por
sistemas de coordenadas, e as figuras por equagoes,
estas propriedades estudavam-se aplicando o calculo
diferencial as equagOes. A geometria das propriedades
métricas locais era praticamente identificada com a
geometria diferencial. A representagdo dce pontos
por coordenadas, e das figuras por equagbes, €, na
verdade, um método fecundo<—um método que enri-
queceu a geometria com problemas para alguns sé-
culos. Mas é somente um dos muitos métodos possi-
veis, e ndo é, atrevo-me a dizer, o0 mais simples, nem
0 mais geral, nem o mais natural. Utilizando pro-
priedades locais puramente métricas, obtém-se re-
sultados muito mais gerais —teoremas que se apli-
cam a espacos ndo descritiveis por coordenadas (ou,
pelo menos, em que a distancia de dois pontos nao
pode ser expressa em fun¢do das suas coordenadas,
a maneira usual). E mesmo nos espagos ordinarios,
os resultados aplicam-se a figuras para as quais 0s
métodos do calculo ndo podem, ser usados. A gec>-
metria diferencial, no estudo das propriedades mé-
tricas locais das figuras, faz hipoteses, a seu respeito,
que nado sdo impostas pela natureza geométrica das
questdes dadas, mas sim pelos métodos analiticos apli-
cados a sua resolucdo. A diferenciabilidade das equa-
cdes que definem as figuras é apenas considerada
porque, sem esta hipotese, ndo se pode aplicar o
calculo diferencial.

Por outro lado, a geometria métrica estuda a cur-
vatura duma curva, ou de uma superficie, conside-
rando ternos e quaternos de pontos da figura, e as
suas trés ou seis distancias, respectivamente. Este es-
tudo nao presupde que as figuras sejam dadas por
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meio de equagdes diferenciaveis. Na realidade éle nem
sequer supde que as figuras sejam dadas por equa-
cdes, nem mesmo que 0s seus pontos sejam definidos
por coordenadas. Este método presupde somente que
uma distancia é associada a cada par de pontos da
figura. E verdade que, neste campo particular, os
mais gerais argumentos da geometria métrica pare-
cem a primeira vista, ser mais complicados do que
as demonstracGes classicas da geometria diferencial.
Mas isto é apenas devido ao facto da geometria di-
ferencial operar com todo o simbolismodo célculo, e
poder assim fazer porque éste simbolismoé estudado
por cada matematico logo no coméco da sua
aprendizagem tornando-se para éle uma espé-
cie de A. B, C. Somente estas razdes de ordem
histérica e psicologica tornam possivel que uma de-

"
»
monstracdo na qual figura um conceito como ——
ix iy
pareca mais simples do que uma avaliagdo directa
das propriedades dos quaternos de pontos.

Se certos conceitos métricos, nao mais complicados
do que uma derivada parcial de 2." ordem, fossem
condensados em simbolos un&nimente adoptados, en-
tdo o estudo métrico das propriedades locais seria
rapidamente reconhecido, ndo s6 como mais geral,
mas também muito mais simples do que o pro-
cesso da geometria diferencial classica. Com o objec-
tivo de generalizar factos conhecidos a espagos e
figuras mais gerais, é conveniente estar-se na espec-
tativa de que estasnogdes métricas conduzam imedia-
tamente a descoberta de factos desconhecidos res-
peitantes aos objectos usuais da geometria diferen-
cial.

Para justificar éste optimismo em relacdo ao efec-
tivo poder criador da geometria métrica das proprie-
dades locais, mencionaremos outro campo classico
no qual a geometria métrica obteve ja novos resul-
tados —o Calculo das Variagbes. As curvas que tor-
nam minimo um integral de uma funcdo dependente
duma curva e das suas tangentes, foraminicialmente
procuradas entre curvas diferenciaveis. A curva de
Goldschmidt, constituida por trés segmentos com
dois angulos, que minimiza a &rea da superficie de
revolugdo, mostrou a necessidade de estender a
classe das curvas admissiveis. Mais tarde, foram es-
tudadas mais sistematicamente solugées com angulos.
Hahn e Tonelli introduziram o integral de Lebesgue
com o fim dextornar possivel a admissdao de todas
as curvas rectificaveis.

Mas Hahn construiu um integral cujas curvas mi-
nimisantes  sdo espirais de comprimento infinito. Ca-
rathéodory mostrou que esta circunstancia pode
dar-se com uma fung¢do integranda tdo simples como
a raiz quadrada de um polinémio do 8" grau. A geo-
metria métrica, considerando o integral ao longo duma
curva como o seu comprimento, de harmonia cem
uma métrica apropriada, é capaz de operar num campo
de curvas admissiveis que contém todas as curvas
continuas (rectificaveis ou ndo) e com classes extre-
mamente gerais de fung¢des integrandas e espagos
correspondentes.

Desta maneira consegue-se provar a existéncia de
solugdes para problemas que doutra maneira as nédo
teriam, entre éles o problema de minimizar integrais
de funcdes algébricas simples.

E possivel, por exemplo, dar demonstracdes sim-
ples e curtas de teoremas de existéncia cuja gene-
ralidade excede, em trés direcgbes, a dos teoremas
mais gerais obtidos por Tonelli.

A geometria métrica foitambém aplicada ao Cal-
culo das Variacdes por Marston Morse. A sua apli-
cagdo é feita numadireccdo diferente, mas parece-me
muito notavel que, partindo de investigacGes pura-
mente analiticas, éste eminente matematico fosse le-
vado a desenvolver e utilizar métodos métricos nos
seus trabalhos fundamentais dos dltimos anos. (Por
«métodos métricos» entendo a associacdo de uma
distdncia a cada par de elementos onde tal associa-
cdo seja possivel e util, e a subordinacdo consequente
de varios campos de investigagdo a uma idéia comum).

Tudo isto mostra que é certamente muito util ter
uma visdo de conjunto dos resultados obtidos néste
dominio, descrita por um especialista como Leonard
L. Blumenthal cuja contribuicdo é assinalada em
trés direcgdes diferentes :

(1) por meio de resultados originais (em particular
resultados relativos a caracterizacdo dos espagos
conhecidos entre espacos gerais e suas aplicacdes a
teoria dos determinantes) ; (2) por uma cuidadosa con-
reccdo de erros encontrados em trabalhos anteriores;
(3) esclarecendo muitos aspectos da histéria déste
assunto, pelo que muito aprendi com a leitura do seu
trabalho. Por isso aceitei com prazer o convite que
me féz de escrever algumas paginas de introducédo
ao seu livro, que contribuira, assim o espero e creio,
para tornar mais conhecido éste vasto campo da ma-
tematica.

Tradugdo de C. VENTURA



Uma funcéo

por R. Tombs Lyche

(Publicado em L'Enseignement

1. O exemplo dado por Weierstrass duma fun-
¢do continua que ndo admite derivada para ne-
nhum valor da varidvel é muito complicado para
gue se possa expor num curso elementar de Ana-
lise. Deve-se a M.B. L.van der Waerden (Math.
Zeitschr. 32 Band, 1930, pag. 474) um exemplo de
natureza bem simples. Apesar disso, para ser apre-
sentado duma maneira inteligente aos principian-
tes, ademonstracdo exige considera¢gdes um pouco
complicadas, se bem que sejam de natureza ele-
mentar. (Ver, por exemplo, E. Landau : Einfuh-
rung in die Differentialrechnung und Integralre-
chnung, pag. 73, onde o autor examina um exemplo
da mesma espécie*.

Dada a importancia duma concepgcdo precisa
da nogdo de derivada, parece-nos util fornecer
um exemplo em que a demonstracdo pode ser
dada em poucas linhas. Aquéle que proponho ndo
difere no fundo do de M.van der Waerden, anéo
ser na maneira de o definir.

2. Seja x uma quantidade real qualquer, e po-
nhamos
1 1 1
X =a+ —+ +  — 1)
2* 2°* 2%
onde a é um nUmero inteiro e |a | uma suces-
sdo de numeros naturais crescentes, em nldmero
ilimitado ou ndo. E sabido que esta representacéo
de x é Unica, salvo no caso em que a sucessdo
la,j é limitada :

T RO AN A B S A (2)
Pois neste caso tem-se também a representacdo:
1 1 ... | 1
c (2a)
Ponhamos agora
- i -2(/-1)
fit) xi o

Verifica-se facilmente que f (x ) é definida por
esta formula para todo o valorreal de x, pois que
um célculo facil mostra que as duas defini¢des
possiveis, se x é da forma (2) ou (2a), coincidem.

Este Ultimo facto assegura a continuidade da
funcédo f (x) em qualquer ponto. Com efeito, to-
mando lhl< — asrepresentagdes de x ede x+h

continua
[Trondheim,

Mathématique,

GAZETA DE MATEMATICA

sem derivada

Noruega)

Vol. 38 (1939-1941), pags. 208-211)

coincidem nos termos de expoentes < ». Isto é
evidente no caso geral (1), e tera ainda lugar no
caso (2 ou 2a) segundo h> 0 ou h< 0. Por con-
sequéncia as expressdes paraf(x)e f(x+h)coin-
cidirdo também nos termos de expoentes < «. A
continuidade é por isso manifesta.

3. Demonstremos agora que f(x)ndo admite
derivada em nenhum ponto x. Consideremos pri-
meiro o caso em que x é da forma (2). Tomemos
a,+r-2k

~ 1
A=, " Segue-se que f(x+h)—f(x) —

f +h)-f
(x ) {X)z n+r—2k
h
tende para infinito com r.

Tomemos o caso geral, em que x é da forma(1)
Ponhamos

donde quantidade que

Nz +NT + N -+ - + oni

Acha-se neste caso

F(*)-fi*0 Ti I(*»)-/(*) < -2/-T,
X—Xi fi * X, — X

pondo para abreviar

RN B A 4)

cai pXj4-]-2t <N,,-2(»+ 1) N

(5)

Suponhamos agora que f(x)tem uma derivada
f'(x) =X no ponto x. Entdo ter-se-4, por um lado

Mas por outro a expressio

1(*»)-1(*)

I(R)-1(<)_ =t A
Xi —X i

X - Xi I

deveria tender para zero quando i aumenta. Ora
isso exige que lim (a—2IY=X e sendo a e 2»
inteiros, ter-se-ia, a partir de um certo valor de |,
«i—2«'=x. Mas se pusermos em (4) e (5) aj=2j'-f-x

«

] 1 X+ 2 X
ter-se-4 p,==-3 Tj5 -~ eparrisso —=x-f2oque

é impossivel em virtude de (6).
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4. Notemos finalmente que a funcdo f(x) se
poderia definir do seguinte modo : designando por

r"\ . ry\
H

g (X) o afastamento de x do numero inteiro mais
préximo, tem-se :

AX)=g(x)+Ig(2x)+*g(Vx) +o o+ +19(2"X)+-

que é porisso uma fungdo da mesma espécie da
ne ver ~c" Waerden. A representacdo grafica
de / (x) é dada na figura junta, fazendo uso dos
pontos correspondentes aos valores de x dafor-
ma (2) com 0o=0 e A<j.Se bem que todos estes
pontos sejam uma pequena parte dos pontos da
curva, dao uma idéia completa da curva em
questdo, pois que os pontos intermidarios tém
ordenadas que diferem pouco das ordenadas dos
pontos da figura.

Traducdo de J. DA SILVA PAULO

P E D A G O G I A

Secgdo a cargo de Benfo

Caraga

SOBRE O ENSINO DA GEOMETRIA NOS LICEUS

por JOSE CARDOSO"GUERRA

Este simples e despretencioso relatério sobre
0 ensino da Geometria no i.° ciclo, foi-meama-
velmente solicitado pela Comissdo Pedagégica da
S. P. M. e a sua publicacdo na «Gazeta» ndo tem
outro objectivo sendo o de poder chamar a aten-
cdo dos interessados no assunto, que poderdo for-
necer contribuicbes muito mais valiosas tiradas
da sua propria experiéncia e cujadivulgacdo seria
convenientissima para a pedagogia.

Nos dois Gltimos periodos do ano passado o
acaso forneceu-me uma bela oportunidade para
completar com a experiéncia pessoal o meu tra-
balho s6bre «O ensino da geometria no i.° ciclo»
de que constou a minha dissertagdo de exame de
estado.

Afirmava eu entdo que, provavelmente, o facto
de se nédo fazer o ensino experimental da geome-
tria no i.° ciclo, seria devido certamente a falta
de tempo, reduzido apenas as trés horas semanais.
Porém agora posso afirmar francamente o con-
trario.

O programa da geometria é tdo pequeno relati-
vamente, que levou um antigo professor a con-
fessar-me que dava o programa vagarosamente
em dois dias e que depois se via em apuros para
preencher o resto do tempo...

Para mostrar que h& realmente tempo para se
fazer um ensino experimental vou exp6r resumi-
damente o que fiznos 2.° e 3.anos que me foram

entregues. Claro que se mais tempo houvesse
melhor se faria.

2.0 ano

Determinacdo aproximadado perimetro de uma
linha curva com o emprégo de um cordel; em
particular, avaliacdo do perimetro de uma circun-
feréncia para a determinagdo experimental de um
valor aproximado de n pelo cociente da divisdo
do perimetro pelo diametro. Equivaléncia de al-
gumas figuras planas pelo emprégo da balanga.

Teorema ue Pitdgoras pelos pesos. Avaliagdo
de areas pelos pesos com escOlha prévia de uma
unidade. Emprégo do papel milimétrico. Nova
determinagdo de ir pelo cociente da divisdo da
adrea do circulo obtida experimentalmente pelo
quadrado do raio.

j.° ano

Repeticdo de alguns trabalhos do ano anterior
como avaliagdo de éareas, equivaléncias e deter-
minagdo de ir.Equivaléncia de alguns volumese
sua determinacdo por deslocamento de 4agua.
Para éste trabalho de belo efeito, utilizei uma
proveta graduada em centimetros cUbicos, cor-
respondendo cada divisdo a 10centimetros cubicos.
Todos os alunos verificaram a leitura inicial e fi-
nal. Da comparagdo do valor obtido assim como o
obtido pela aplicacdo das férmulas verificou-se
uma diferenga no maximo de 2 centimetros cubicos



0 que é muito pouco, como facilmente verifiquei
por pequenas variagfes das medidas feitas.

Tive o cuidado de chamar sempre a atencdao
para o rigor necessario nos trabalhos executados
e para as aproximagdes que racionalmente se
podem exigir déstes métodos.

A execucdo de parte de alguns trabalhos foi
forcadamente voluntaria por ndo haver tempo de
os fazer completamente na aula. Limitei-me por-
tanto a aconselhar e a mostrar as vantagens da
manufactura dos mesmos.

As conclusdes foram tiradas na aula coma.ma-
xima eficiéncia porque as atengfes estavam com-
pletamente absorvidas na execuc¢ao das experién-
cias. Mais uma vez me foidado verificar que a
aula de trabalhos manuais pode prestar uma cola-
boracdo preciosa na rigorosa execucdo dos mode-
los necessarios.

O ter sido estudante e o contacto intimo com
os estudantes levaram-me a conclusdo firme de
que as Unicas entidades capazes de avaliarem jus-
tamente as qualidades pedagégicas do ensino que
o professor estd ministrando, sdo os proprios alu-
nos a quem éle se dirige. Por outro lado o pro-

fessor que o deseja ser na realidade, por estar
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convencido da importante contribuicdo que pode
dar para o aperfei¢coamento do ensino, deve inte-
ressar-se por saber o mais honesta e sinceramenté
possivel qual a verdadeira impressdo que causa
nos seus alunos, quais os seus principaisdefeitos
a abolir. Ora parece-me que a Unica forma de
conseguir isto consiste na elaboragdo anual de
uns inquéritos por escrito, em que os alunos ex-
puzessem as suas francas impressdes. A maneira
de executar ésse inquérito seria caso a estudar.

A prop6sito da remodelacdo do programa do
ensino das matematicas nos liceus, de tdo urgente
necessidade, segundo paTece a tantos, sinto-me
com a coragem, também ditada pela experiéncia,
de fazer a seqguinte observacédo : O inicio do estudo
da mateméatica nos liceus é feito pelas operagdes
da aritmética com muitas das suas «magadoras»
propriedades. Que mau coméco para as criancgas!
Que dificuldades e que repugnéancias naturalmente
manifestadas! Que interesse tém para éles as pro-
priedades associativas, distributivase até modu-
lares ? Que tempo perdido e que tdo bem podia
ser empregado no melhor estudo de outros assun-
tos, fracgdes, por exemplo, principal deficiéncia
da maioria dos estudantes liceais.

ACERCA DO ENSINO DOS LOGARITMOS

por J. SEBASTIAO E SILVA

A Matemdtica  constitue o instrumento  que

convém  especialmente para tratar as nocoes
abstractas ~ de tdda _a natureza _ e, neste  domi-
nio, o seu poder n&o tem limites. E por _lsso
que um livro sbbre _Fisica moderna, se néo é
puramente  a descricdo  de trabalhos de expe-
riencia, deve ser essencialmente matematico.

(P. Dirac, Quantum Mechanics, 1930).

Todo o novo corpo de descoberta se apre-

senta com aspecto  matematico, ~ porque NAao
existe outro guia que pudéssemos utilizar.

(C. Q. Darwin. 1920).

I. A intervencdo crescente da Mateméatica na
vida moderna e a sua influéncia decisiva no pro-
gresso dos povos constituem realidades a que
ndo podem manter-se estranhos os regimes de
ensino. «.Se o Mundo n&o precisa dum ndmero
muito grande de professores de Matematica, pre-
cisa no entanto de muitissimas pessoas que pos-
sam fazer uso inteligentemente da Matematica-».
Sim, é cada vez maior o nimero de profissdes
que, em paises civilizados, requerem uma soélida

"i Do artigo «Como estudar Matematica», publicado na
revista The American Mathematical Monthly, e traduzido
no n.° 12 da «G. M.»,

cultura matematica, e a capacidade de aplicar
inteligentemente a Matemaética. Mas tal cultura e
tal capacidade n&o se adquirem facilmente —¢é
esta a verdade —sem uma preparacao liceal, em
gque seja banida tdda a estreiteza de vistas ten-
dente a formar individuos automatizados na apli-
cacao de receitas.

A Matematica representa uma forma de lingua-
gem que, dia a dia, se torna mais necessario apren-
der, no mundo em que vivemos. Essa linguagem
ndo se limita ja a modalidades particulares do pen-
samento abstracto: a sua universalidade tornou-se
patente, desde a criacdo da Algebra da Légica.
Vemos hoje a antiga ciéncia da «quantidade»
invadir os mais distantes dominios da Ciéncia:
a Biologia, as Ciéncias sociais, a Psicologia, etc.
reclamam os servicos da Matematica —e novos
ramos desta ciéncia tém de ser criados outros

< Um exemplo : a Algebra da Genética. Como observa
Ernst Mach, «o poder das matematicas consiste em se
absterem de todo o pensamento inutil, economizando admi-
ravelmente as operagfes mentais».
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tém de ser desenvolvidos, para atender a multi-
plas solicitacdes que partem do exterior.

Saber pensar e saber exprimir-se,  matematica-
mente, € uma necessidade que se vai alargando a
um numero crescente de pessoas, desde que a
Ciéncia e Técnica passaram a condicionar a Vida
e o curso dos acontecimentos, s6bre a face da
Terra™.

Todavia, estes factos ndao me cegam a ponto de
ndo me deixarem ver que, entre 0s rapazes e as
raparigas que frequentam os liceus, h4, relativa-
mente, um grande nUmero, que nédo vird a fazer
uso efectivo de Matematica, exceptuadas aquelas
rudimentares nog¢des aritméticas de aplicagdo
guotidiana. E verdade que, mesmo para ésses, O
ensino da Matematica oferece vantagens indiscu-
tiveis, ndo pelos conhecimentos que faculta, mas
pelos servigos que presta na formagdo da inteli-
géncia. Mas também é manifesto que, para ésses
alunos, a preparagdo matematica ndo exige tantos
cuidados como para os outros 0s que se desti-
nam a determinados cursos cientificos. Como pro-
ceder entdo, desde que o ensino tenha de ser
feito em comum? A questdo é delicada, sem du-
vida. Mas o que desde logo se apresenta como
um érro e uma injustica é que, para atender
exclusivamente a4 primeira categoria de alunos
foéssem privados os outros e, em especial, os bem
dotados para a Matematica, de receber uma sensata
preparacdo nessa disciplina, em anos preciosos
da vida, quando geralmente se decide do seu
futuro. Nao estimular, na medida du possivel, as
aptiddes particulares do aluno, parece-me longe
de corresponder ao objectivoda Educagdo. Que
vitalidade se deve esperar dum ensino, cujo nivel
seja regulado pelo que possa existir de comum
as aptiddes de todos os alunos? N&o serd ésse o
modo mais eficaz e directo de contribuir para o
triunfo da mediocridade? Sim, as escolas néo
tém por missdo fabricargénios : mas também néo
se fizeram para matar vocagles !“> Que nao seja
igual o aproveitamento de todos os alunos em

<" NSo é somente em nossos dias que se atribue a Mate-
matica um papel central no ensino das ciéncias. Vejamos

como, sObre éste assunto, se pronuncia Michel Chasles :

a Historia
a cultura das matematicas
ciéncias  exactas —sdo também
foram os mais brilhantes e cuja gléria
doura».

< Tenha-se em vista o caso de Evaristo Galois. Trata-se,
evidentemente, dum caso UGnico na Histéria. Mas a verdade
é que éste exemplo veio lancar uma luz intensa e tragica
sbbre os vicios dum sistema de ensino.

que os imperadores  que encorajaram
—fonte comum de todas as
aquéles  cujos reinos
fol a mais dura-

iMostra

relacdo a uma dada disciplina,isso é apenas um
facto minuciosamente previsto: na escala das
classificac6es ha lugar para vinte hipdteses... O
gue serd entdo preciso, é estabelecer, comnitidez
e justica, o minimo a exigir de cada aluno para a
sua aprovagéo.

Ensino idéntico para todos, é um principio talvez
muito cémodo para o professor; mas, para bem
de todos, hé& que substitui-lo por éste outro: ensino
que favorega, tanto quanto possivel, as aptiddes de
cada um.

De resto, a especializacdo devia comecar, a meu
ver, ja nos dois Ultimos anos do liceu, como se
fazia antes de 1936 ; conviria mesmo ir mais longe
do que entdo, estabelecendo maior nimero de
ramificagées. Esses dois (ltimos anos teriam por-
tanto um caracter pre-universitario.

N&o quere isto dizer que se deva desprezar a
cultura geral. Convém estimular, em certa me-
dida, o interésse por questdes de ordem geral,
e, sobretudo, favorecer héabitos de leitura. Mas
ndo exageremos ! Subsiste entre nds um culto
perigoso do enciclopedismo, e damultiplicidade
de aptidées —como se fossemos felizes contem-
poraneos de Descartes ou de Leonardo de Vinci.
Sera preciso lembrar que nédo é ésse culto a ma-
neira mais adequada de evitar o acréscimo de
incompeténcia ?

Eis como penso a respeito do problema do
ensino liceal, e da posi¢do que néle deve atri-
buir-se a Matematica. E é pensando assim que
julgo ser homem do meu tempo, virado para 0s
problemas do meutempo e do meio em que vivo.

Il. J& muitas pessoas devem ter notado que, no
programa dos nossos liceus, a Anéalise Matema-
tica®™ ocupa um lugar modestissimo, comparado
com o que se concede a Algebrae a Geometria.
Tenha-se em vista, por exemplo, a extensdo do
programa de geometria do 4.° ano, e a imensa
variedade de questOes subtis a que da origem,
no 7°. ano, o trinémio do 2.° grau. E, contudo, é
precisamente a Analise o ramo da Matemaética
gue mais Gtil e fecundo se tem revelado; o que
mais brilhante éxito alcancou até hoje na inter-

0) Chamamos aqui Andalise ao ramo de Matematica em
que intervém o conceito geral de funcdo e o conceito de
limite. Assiste-se, a cada momento, a rectifica¢des de
fronteira entre os diversos dominios da Matematica ; assim,
até ha pouco, foi considerado como teorema fundamental
da Algebra uma proposicdo que pertence propriamente &
Andlise. Na Algebra moderna, ésse teorema passou a um
plano secundario.
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pretacdo do universo fisico.” Verifica-se, por
outro lado, que, no sentido duma introdugdo a
Anéalise, os radicais, os logaritmos e as funcdes
circulares constituem uma rica provisdo de mate-
rial exemplificativo, direi mesmo, laboratorial,
em que o aluno pode adquiriruma experiéncia
preciosa no manejo da ferramenta matemética, e
familiarizar-se com o ponto de vista da teoria das
funcdes, muito diferente do ponto de vista algé-
brico. Historicamente, foi ésse estudo que levou
0os investigadores a «uma teoria dos limites, dos
exponenciais, dos indivisiveis, que vieram a ser
os preliminares essenciais da criacdo da Analise».
Parece-me portanto um érro lamentavel que néo
se procure obter o maximo rendimento na utili-
zacdo désses recursos; que nédo se passe a adop-
tar um critério mais racional, mais desempoei-
rado, no ensino dessas matérias.

J& em nUmeros anteriores da «Gazeta de Mate-
matica», me referi a necessidade de introduzir,
no programa dos liceus, o ensino de processos
de célculo aproximado. A técnica das aproxima-
cOes, aliada ao uso de tabelas, graficos e maqui-
nas, representa o aspecto pratico da Analise.
E essa técnica que torna possiveis 0s servicos
prestados pela Matematica as ciéncias de obser-
vagdo e de experimentagdo. Vem a proposito
recordar um espectaculo que se repete com fre-
quéncia confrangedora nos nossos liceus (e até
nas nossas universidades!): um aluno, chegado
ao térmo duma embrulhada de calculos que
para éle pouco significam, vem comunicar, cheio
de magua e confusdo, que ndo obteve «resultado
certo». Este exemplo d4a uma idéia de como, no
nosso ensino, andam desligadas a teoria e a pra-
tica; ndo somente se daum predominio, que julgo
excessivo, a parte especulativa, como ainda se
estabelece uma classificacdo lamentavel das ma-
térias em «.conhecimentos tedricos (coisas bonitas
gue ndo servem para nada)» e «nogOesinhas préa-
ticas, Uteis para a vida».

Ill. iSera ou nao possivel dar a alunos do
liceu, em condigdes de ser utilmente apreendida,
uma nocdo intuitiva de nUmero irracional? Eu
estou plenamente convencido de que tal é possi-
vel. Ja no 1.°ano os alunos (normalmente criangas
de 10 ou 11 anos) aprendem a desenvolver que-

W Deve registar-se que, sendo a mais Gtil, esta é também
a parte da Matematica que maior interésse filoso6fico apre-
senta. Nos seus alicerces, levantam-se curiosas dificulda-
des, que ja divertiram os eleatas, e que reaparecem hoje,
com um caracter mais agudo, nas rijas discussdes pro-
vocadas pelo cantorismo.
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brados em dizima e observam que, em certos
casos, a dizima gerada é infinita periddica; ja no
2.° ano aprendem a calcular raizes quadradas a
menos duma décima, duma centésima, etc.,, e
podem saber que, no caso de o radicando nédo ser
guadrado perfeito, a dizima gerada é ainda infi-
nita, mas néoperiddica.”" —”"E, ndosera possivel,
depois disto, dar a alunos do 4.° ou 5.° ano uma
idéia satisfatéria de numero irracional, mediante
a consideracdo das dizimas infinitas aperiddicas?

N&do esquecamos, por outro lado, o partido que
se pode tirar do apélo a intuicdo geométrica. Ja
se ndo trata, manifestamente, da intuicdo  sensivel.
Exige-se agora um pequeno esforco de idealiza-
¢do. Mas todo o individuo normal de 14 anos sera
capaz de realizar ésse esfor¢o, na mesma medida

em que é capaz de conceber a sucessdo natural
dos nGmeros inteiros. E preciso n&o perder de
vista que, durante séculos, e ainda no tempo de
Cauchy, os matematicos se conformaram com
uma teoria «sintética» dos numeros reais, inspi-
rada na medicdo das grandezas continuas, de que
e prototipo o segmento de recta. Recordemos, por
Gltimo, que foi o teorema de Pitagoras que pro-
porcionou o primeiro contacto com a questdo da
irracionalidade.

De resto, tdo dificil sera fazer compreender,
intuitivamente, a um aluno do liceu, o que seja
numero irracional, como fazer-lhe compreender,
pelo mesmo processo, o que seja limite duma
sucessdo convergente, no caso simples em que
a sucessdo € crescente ou decrescente (no sen-
tido lato)™ —e, contudo, ainda se ndo deixou de

< A demonstragao dairracionalidade de V2 (o caso mais*
simples, entre os radicais) parece-me acessivel a alunos do
4" ou5.°ano. Essa demonstragdo, apresentada a titulo de
exemplo, constituird um factor decisivo napreparagédo psi-
colégica do aluno para o estudo dairracionalidade.

Por outro lado, também néo sera dificil imaginar uma
demonstracdo, acessivel a alunos désses anos, do teo-
rema segundo o qual sdo aperiddicas as dizimas represen-
tativas dos numeros irracionais. Basta para isso recorrer
e série geométrica (que era apresentada no 5. ano, antes
de 1936) e mostrar que tdéda a dizima periddica se pode
escrever sob a forma duma série geométrica. Nao é por-
tanto necessario transferir o assunto para a aritmética do
7.° ano. Um bom exemplo de aplicacdo da série geométrica
¢ ainda fornecido pelo problema de Aquiles e atartaruga.

g Neste caso serda mesmo acessivel uma definigéo rigo-
rosa: «Consideremos uma sucessao de numeros (reais)
at, as,e..,a, eectaisqueat<ai<. <a,<e e Entdo, se
existir um nimero X que verifique as condi¢des : 1) x € su-
perior a todos os termos da sucessao ; 2) nenhum ndmero
menor que > ¢ superior a todos os termos da sucessdao —
diremos que >¢é o «limite da sucessdo» e escreveremos
X = Hma,i. Analoga defini¢cdo para o caso em que

a >a, >.ce>a >eee
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apresentar, com éxito, nos liceus, uma nogéo
intuitiva de limite, nem se desistiu de aplicar
intuitivamente essa nocdo ao estabelecimento de
formulas de areas e volumes, e até, por vezes, ao
calculo do nimero irracional ir (definido por uma
sucessao convergente, de que é deduzida a ex-
pressdo do térmo geral).

N&do venho aqui defender a idéia de apresentar
nos liceus uma teoria geral dos nUmeros irra-
cionais, & Dedekind — porque, felizmente, ainda
ndo perdi o sentido das realidades. Trata-se ape-
nas (e ja ndo é pouco) de levar o aluno a aper-
feicoar a sua intuicdo e a enriquecer a sua expe-

riéncia, na resolucdo de problemas escolhidos,
relativos a classes particulares de irracionais.
Esses problemas (que devem com frequéncia

referir-se a questdes concretas) podem agrupar-se
em duas categorias:

1) Problemas
car que

de comparacdo. Exemplos: Indi-
relacdo de grandeza se verifica entre
5 5
3 VIO, ey|™g;
e log, 7, etc.

2) Problemas de aproximagéo. Exemplos: Cal-
cular, com n decimais exactas, o valor numérico

entre 1+73 entre 12

das expressdes: —pj=7j-"g» 2 * jI5— V"3, 5—1log.;3,

2 ., etc.

A resolucdo dos problemas de qualquer destas
classes depende, muitas vezes, da resolucao de
problemas da outra classe. Por exemplo, a com-
paracdo dos valores de "lI/6 e |+ 1og,3 depende
do célculo aproximado désses valores; e, por sua
vez, éste calculo exige a comparacao de '\/5 e
de log, 3 com numeros racionais, nomeadamente
com fracgdes decimais. E contudo evidente que,
no caso da igualdade, o calculo aproximado néo
mais nos levaria a uma conclusdo. Assim, por
exemplo, ndo é por calculo aproximado que pode-
mos saber se a igualdade 47+ \/50=I-r- y/2 é ou
ndo verdadeira.

Em casos simples, o critério de comparacgéo
reveste-se de caracter algébrico, e é fixado pelo
principio da conservagdo das leis formais ™. Por

< Convém recordar que a aplicacdo déste principio com-
preende duas fases : 1) verificar que s6 um critério é pos-
sivel, desde que se pretenda conservar uma dada proprie-
dade; 2) averiguar quais das propriedades do anterior domi-
nio subsistem no dominio ampliado e, portanto, quaisas con-
dicdes em que é legitimo operar sébre os novos nimeros. E
manifesto que a segunda parte ndo pode ser executada no
ensino liceal, porque tal exigiria uma analise légica delicada

exemplo, aintroducdo das irracionalidades do tipo
log.a (a e k racionais; k"=Y) deve fazer-se,
tendo em vista a conservagdo duma das conheci-
das propriedades de monotonia das poténcias, e,
déste modo, a relagdo de grandeza entre log.a e um
nimero racional r devera ser idéntica ou con-
traria a que se verifica entre k e £°** >a,
conforme se tiver k> 1 ou k< 1.

De resto, ja os processos de calculo da soma
e do produto de dois niumeros reais sao determi-
nados pelas respectivas propriedades de mono-
tonia. O mesmo, exactamente, cabe dizer a res-
peito da poténcia de expoente irracional, cuja
nocdo intuitiva pode sem dificuldade ser apresen-
tada no liceu, mediante problemas adequados de
aproximacdo —e, do ponto de vista ldgico, sera
igualmente possivel apresentar essa nocao antes
ou depois dos logaritmos, por muito que éste facto
perturbe o senso-comum.

Quanto aos problemas de aproximacdo, desde
logo se descobre neles o inconveniente de con-
duzirem, geralmente, a calculos muito laboriosos,
sobretudo nesta fase em que, relativamente a
operacdes irracionais, o aluno s6 conhece um
processo particular de calculo: o da extracgao da
raiz quadrada <"». Est4 entdo indicado o uso de
tabuas numéricas"", entre as quais ndo deveria
figurar a de logaritmos, enquanto ndo tivesse sido
exposta a respectiva teoria — para ndo inverter
a ordem didacticamente admissivel

Resumindo : deve conduzir-se gradualmente o
aluno do campo algébrico para o campo topolo-
gico, procurando sempre coloca-lo numa situagao
analoga a do investigador. «Os matematicos  ndo
comecaram por definir os nameros:  trabalharam
com éles». (F. Osgood, Functions of a complex
variable ).

e muito abstracta dos fundamentos da Algebra. Temos por-
tanto de nos conformar com algumas verificacdes e, em
tudo o mais, seguir 0s ensinamentos da evolugdo histérica.

<> E preciso destruir entre os alunos a idéia preconce-
bida de que, sem o auxilio duma tdbua de logaritmos, estédo
impossibilitados de fazer o calculo de raizes de indice su-
perior a 2; e também a idéia de que certos métodos sao
inadmissiveis em Matematica, s6 porque recorrem a tenta-
tivas. Convém lembrar-lhes que, até no processo usual da
divisdo, se empregam tentativas, e que, para efectuar uma
simples operacao racional, se faz uso de tdbuas numéricas
—que foram decoradas no ensino primario...

""J4& no nimero anterior indiquei como se pode tirarpar-
tido das tdbuas de quadrados.

CY O que me parece em particularindispensavel é o
ensino (que n&do se faz nos nossos liceus) de processos
para a cotagdo dos erros que se cometem nos calculos nu-
méricos, quando efectuados com o auxilio da tdbua de
logaritmos.
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Particularmente importante me parece chamar
a atencdo do aluno para o facto de que a nocéo
de «irracional», a nogdo de «continuo», a nocéo
de «infinito» sdo desprovidas de significado expe-
rimental. O que ndo impede que tais nogdes
tenham proporcionado a Mateméatica a maneira
mais comoda e mais fecunda de ser atil as ciéncias
experimentais "”

Il. A «resposta» do Sr. Prof. Bento Caraca as
minhas consideracdes, publicadas no precedente
nimero da «Gazeta de Matematica», parece-me
insistir demasiado em aspectos puramente secun-
darios do problema discutido. N&do obstante, a
leitura da referida «resposta» (sec¢do V) levou-me
a conclusdo de que o autor ndo estd longe de con-
cordar comigo: —o método que preconizo, para
apresentar nos liceus a noc¢édo de logaritmo, parece
ndo lhe repugnar, desde que seja exibido com a
indumentaria, mais econémica, das progressoes
aritmética e geométrica. Sim, porque se trata
apenas duma diferenga de forma! E quer por
uma forma quer pela outra, o resultado é o mesmo,

inevitdvelmente o mesmo:—desde que tenha
compreendido realmente a definicdo, o aluno fica
«ipso facto» habilitado a construir uma tabua

de logaritmos ! N&o serd entdo o mesmo saber o
que é logaritmo, e saber construir uma tabua de
logaritmos?! Pois eu tenho de confessar que sé
muito dificilmente consigo distinguir as duas coi-
sas. Bem sei que se consegue muitas vezes, em
Anélise, demonstrar a existéncia duma funcéo, de-
finida num certo intervalo, sem que tal demonstra-
cdo forneca qualquer meio de construir afungdo—
mas tal ndo é o caso da funcdo logaritmica. E,
ainda que se tenha imaginado, (embora eu néo a
conheca) uma definicdo de logaritmo, puramente
existencial, idealista, a Zermelo, estou convencido

de que ninguém, com o sentido das realidades,
hesitaria em substitui-la por uma definicdo  cons-
trutiva, no puro sentido da escola intuicionista "*>.

Pode também acontecer que o processo de cons-
trucdo sugerido por uma demonstragcdo de exis-

<> Até no Calculo das Probabilidades, cujas aplicagdes
se estendem hoje as ciéncias bioldgicas, sociais, econémi-
cas e psicolégicas, se reconheceu a Vantagem de substituir,
em muitos casos, a variavel discreta pelavariavel continua.

"> A funcéo logaritmica pode também ser definida a par-
tir da conhecida equagdo funcional f(Xff)=/(x) + f(u),
juntando-lhe a condig¢do de continuidade. (Em linguagem
moderna : «Diz-se logaritmica téda a funcéo que estabelece
um isomorfismo algébrico e topolégico, entre o grupo mul-
tiplicativo dos numeros positivos e o grupo aditivo dos
numeros reais»). Mas, ainda neste caso, é construtiva a
correspondente demonstracdo de existéncia.
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téncia conduza a calculos tdo laboriosos que seja
praticamente impossivel utilizd-lo. Mas tal ndo
sucede ainda com o método elementar que sugeri
(mas que ndo pretendo ter descoberto!) para o
calculo directo dos logaritmos, o qual se encontra
implicito na prépria definicdo de logaritmo, qual-
quer que seja a forma de que esta se revista.
Esse método ndo difere essencialmente (0 que
ndo admira) do que permitiu a Briggs construir
as suastébuas de 14 decimais™>,e que F. Klein con-
sidera mais potente do que o método usado pelo
inventor dos logaritmos. Além disso, eu tive o
cuidado de lembrar o recurso da tabua de qua-
drados, que reduz enormemente a dificuldade dos
calculos. E, depois, ha um facto que nédo se pode
negar, porque se impde com tdda a forga da evi-
déncia:— é a simplicidade quési infantil do mé-
todo que sugeri."'™ Até, para evitar ddvidas, o re-
duzi as linhas essenciais: «Seja a 0 numero  dado.
Calculemos a sua poténcia de expoente p, sendo
p um inteiro qualquer. Se for 10"< a'< 10",

, JL m n
terse-4 10' < a< 10 , eportanto —<log a <

n-4-1 g

<—— ». Déste modo se consegue fazer o cal-

culo directo de logo com um érro inferior a -7- ¢

P
Pois bem: foi o processo tdo simples e inocente,
condensado nas breves palavras anteriores, que
me pds em risco de ser apedrejado, como algoz
das «pobres massas académicas» !...

H& um ponto que particularmente me interessa
esclarecer. Ndo é verdade que eu tenha afirmado
categdricamente: «Deve-se obrigar 0 aluno a cons-
truir uma tdbua de logaritmos». SGbre éste ponto
a minha opinido ficou nitidamente formulada:
«.Mesmo que o aluno ndo chegue a construir uma

‘") Este método pode apresentar se do seguinte modo:
Seja a um numero compreendido entre le 10; para  saber

se 0 seu logaritmo estd  compreendido entre 0 e — ou

entre ~-el, basta comparar a com 10° . Suponhamos

que log a se encontra no Intercalo , 1™ para saber

agora se estd compreendido entre  \r e \ ou entre ~
2 4 4
comparando a com

e 1, procede-se analogamente,

3
10 = V V1000 ; e assim sucessivamente. Ndo sera dificil
reconhecer que, no fundo, éste método ndo difere daquele
que defendo.

i"" As minhas consideragdes ndo teriam sido tdo longas
se eu tivesse como proposito exclusivo expor secamente
o método em questéo.
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dessas tébuas, ficard (e é isto o fundamental) a
ter a legitima convicgdo de que seria capas de cons-
trui-la se tanto  guizesse».

E quando sugeri, como exercicio, a construcédo
duma tabua de logaritmos, de 3 ou 4 décimais,
por uma «.équipe* de alunos, com auxilio duma
tdbua de quadrados (a que indiquei ocupa duas
paginas dum pequeno livro), eu tinha reflectido
sobre o assunto: supondo que uma «équipe» de
30 alunos se propunha construir uma tadbua de
3 décimais (para numeros compreendidos entre
1 e 100), cada aluno teria de calcular directamente,
quando muito, trés logaritmos—o que, neste caso»
pode fazer-se em menos de 30 minutos.

IV. Resta-me agora analisar o seguinte aspecto
da questéo : Qual das formas indicadas deve pre-
ferir-se para a defini¢cdo de logaritmo? Eu acho
gue se deve optar pela definicdo apresentada a
partir da nocdo de poténcia, e vou dizer por-
qué. E que, para mim, essa forma é seguramente
a menos artificiosa e a mais manuseavel; a que
mais visivelmente se integra na linha mestra do
desenvolvimento da Matematica, e a que mais
comodamente, e com mais naturalidade, permite
demonstrar as proposi¢c8es da teoria dos logari-
tmos*"'. Depois de familiarizado com as seis ope-
racOes: adicdo, subtraccdo, multiplicagdo, diviséo,
potenciacdo, e radiciacdo, o aluno serd natural-
mente conduzido a considerar a segunda operacao
inversa da potenciacdo: alogaritmacgdo. Depois de
tomar contacto com uma primeira classe de irra-
cionais—o0s que se exprimem como raizes ari-
tméticas de nimeros racionais positivos —o aluno
é levado ao conhecimento duma nova classe de
irracionais: os que se exprimem como logaritmos
de nimeros racionais positivos (em sistemas de
base racional)™”. Cada uma destas classes gera
um corpo. E nestas duas ampliacdes sucessivas
do corpo racional —uma algébrica e a outra

«> Em particular, o teorema fundamental (relativo ao lo-
garitmo dum produto) aparece como a transformag¢do muito
feliz duma propriedade das poténcias, que os alunos conhe-
cem desde 0 1.° ano. Convém notar que Neper foi levado a
descoberta dos logaritmos por meio das progressdes : mas
era essa, com efeito, a maneira mais comoda de chegar a
nogdo de logaritmo neperiano — que nédo a de logaritmo de-
cimal. O principio da inércia passou depois a fazer sentir
os seus efeitos...

Serd no entanto de Util esclarecimento, depois de apre-
sentada a defini¢cdo de logaritmo a partir da nocao de
poténcia, mostrar como Varia o logaritmo, quando o nimero
cresce em progressdo geométrica.

(18) Mais geralmente, o aluno vird a conhecer irracionali-
dades do tipo log/, a em que a e k pertencem a um domi-
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transcendente — n&o se chega a praticar nenhum
atentado contra a ldgica; pelo contrario, é éste
um procedimento muito légico e muito razoa-
vel, que deve mesmo satisfazer os exigentes espi-
ritos a Kronecker e a Brouwer, e que estd no
espirito da Algebra moderna. Nio considero
exacta a afirmacdo de que se faz aqui uso dum
«instrumento analitico imperfeitamente definido»:
0o que se faz é uso duma funcdo  perfeitamente
definida no corpo racional, mas ainda ndo definida
(porque tal se pode por enquanto dispensar) no
corpo dos nUmeros reais. N&o raro se utiliza a
mesma funcédo definidano corpo real, antes de o
ser no corpo complexo (ou no corpo complexo,
antes de o ser num anel de matrizes), e ndo sei
de ninguém que se tenha revoltado contra seme-
Ihante crime. E se amanhd& um mateméatico for
conduzido a novas generaliza¢cbes deste concei-
to ?... De resto, um crime anéalogo se pode come-
ter na definigdo das raizes aritméticas dos nume-
ros racionais : por exemplo, para definir V2>
podemos partir da fung¢do x* definidasomente no
corpo racional. Vendo bem, pratica-se uma mons-
truosidade  deste género, todas as vezes que se
inventa uma nova categoria de nimeros. Assim,
as equacdes: ax=b, com se i inteirospositivos;
a + x=b, com ae bracionais positivos,e ~ia'=0
com a racional, sdo o ponto de partida para a
criagcdo dos numeros fraccionarios, dos nimeros
racionais negativos e dos numeros complexos
racionais, respectivamente. Do mesmo modo, a
impossibilidade de resolver em certos casos as
equacdes x=a , com m inteiro e a racional posi-
tivo, e @ =b com a e b racionais positivos {a=f=l),
podem tomar-se como ponto de partida para a
introducdo das duas mencionadas classes de irra-
cionais.

E claro que, na aplicacido desta doutrina, ndo
se deve perder de vista a mentalidade do aluno.
Em especial, convém dar ao ensino uma orienta-
cdo de redescoberta. Assim, no caso de que nos
estamos ocupando, mostra-se ao aluno como, em
certos casos, é possivel substituir multiplicagcdes
por adicdes, etc. O aluno verad nisso uma idéia
muito engenhosa, mas logo se lhe depara uma
dificuldade: «Serd sempre possivel determinar
0s expoentes que permitem fazer a substitui¢do?»
E esta uma boa oportunidade para lhe demons-

nio fa4 considerado. Com efeito, ha uma infinidade de
combinagdes possiveis: "Vlog*e, log* (logr a), etc.—o
que mostra a comodidade do conceito genérico de irracio-
nal, a-pesar-das enormes dificuldades l6gicas que tal
generalizagdo introduz.
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trar que, se for N um nUmero inteiro, que néo
seja poténcia de expoente inteiro de 10, ndo existe
nenhum namero racional r tal que TO'—A” ",
Depois disto, a questdo pode ser apresentada nos
seguintes termos: «Se nao existe em todos os
casos um tal expoente, no campo racional, vamos
introduzir ndmeros irracionais dum modo ade-
quado para que o problema seja sempre possi-
vel, ou, o que é equivalente, vamos ladear a difi-
culdade de modo que o resultado seja pratica-
mente atingido». E tudo o que vier em seguida
serd a execucgdo directa e sistematica déste plano.

A Matemética ndo se constréi dum bloco...
E é bom que o aluno se habitue a considerar
esta ciéncia como um «evoluir» e ndocomo qual-
quer coisa de acabado e perfeito; como «obra
de homens e para homens», em que éle mesmo
podera vira colaborar, e ndo como generosa da-
diva de deuses. SO assim o0 «caracter convencio-
nal de téda a definicdo» mateméatica deixard de
repugnar ao espirito do principiante, porque foi
preparado oterreno psicolédgico, favoravel a acei-
tacdo de taisconvencgOes, adaptadas a um certo  fim.
SO déste modo se conseguira portérmo a lenda,
que se criou, da aridez e do tecnicismo estreito da
Matematica. SO entdo deixaremos de ouvir a pes-
soas cultas esta impertinente pregunta : «£,Pois
ainda ha que descobrir em Matemética? A Mate-
matica ndo é entdo um assunto esgotado?» De
semelhante estado de espirito é grandemente res-
ponsavel a orientacdo que tem predominado no
ensino desta disciplina. S6 utilizando, como acon-
selha Klein, o método intuitivo e genético, seréa
possivel evitar as tdo freqtientes atitudes de in-
compreensdo e, mesmo, de rebelido, a respeito da
Matematica, e despertar no aluno o amor desta
ciéncia. Tem-se afirmado que a aplicagdo integral
désse método tornaria o ensino demasiado lento.
Embora seja a experiéncia que, neste ponto, deva
ditar a ultima palavra, eu creio que s6 de comégo
haveria uma aparente perda de tempo — perda
que seria depois amplamente compensada pelo
a vontade, a consciéncia e o interésse com que o
aluno passaria a encarar os diferentes assuntos.
E em tudo isto, a intuicdo, que desempenha um
papel dominante, como guia poderoso, na fase da
redescoberta, cederia depois o lugar a uma ldgica
rigorosa, na consolidagdo dos resultados. E claro
que tal aperfeicoamento l6gico ndo serd& sempre
possivel ou vantajoso, no liceu —mas acontece

fI* Este teorema pode ser demonstrado dum modo ex-
traordinariamente simples, desde que se admitaintuitiva-
mente um facto elementar.
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gque muitas vezes é possivel, e facil, e proveitoso.
Nos casos restantes, devemos conformar-noscom
a base intuitiva —que, no ensino da Matematica,
é seguramente preferivel a uma base autoritaria
e, ainda mais, a uma base de mistificacéo.

Eu sei o que muitas pessoas, com pratica de
ensino secundario (devo dizer que também tenho
alguma) costumam responder a observacdes se-
melhantes as anteriores: «Fantasias! Tudo isso é
muito bonito, mas a verdade é que os alunos sao
incapazes de acompanhar um ensino com ésse
nivel. A praticasinha  desfaz muitasilusdes » Tese
na verdade muito cémoda, mas tese desanima-
dora —tese perigosa ! E pouco lisonjeira para os
estudantes portugueses. (Mas serdo incapazes
todos os alunos? E, vendo bem, onde estard muitas
vezes a incapacidade?) Fantasia, sonho, delirio—
essas palavras ndo me assustam: ja as conheco
bem. S&o palavras que se fazem ouvir, tédas as
vezes que é preciso incomodar S. Ex.*, a Rotina.

NOTAS

1.* NBo foi inconsideradamente que,no precedente nimero
da «G. M.», tomei como escudo a opinido de Klein. Ao leitor
menos informado, direi que Felix Klein (1849-1925) é geral-
mente considerado como um modélo de matematico ligado
a realidade. Foi enérgico defensor do fusionismo, isto é,
da solidariedade entre os diferentes ramos da Matematica,
e mesmo entre os diferentes ramos da Ciéncia. Neste sen-
tido, as suas idéias revestem-se dum caracter nitidamente
revolucionario. A obra de F.Klein (na Matematica e na
Pedagogia) distingue-se por um vigoroso cunho de origina-
lidade e juventude.

2." Sobre a construgdo de tabuas de logaritmos, reco-
mendo vivamente a leitura do livro de L. Hogben, Les Ma-
thématiques pour tous (1939), no capitulo: «Comment
furent découverts les logarithmes». Este livro de Matema-
tica para todos ppresentaainda um processo de construgédo
de tabuas trigonométricas e trés processos para o calculo
de ir. Pouco praticos, estes ingléses!... Quantos sdo os
alunos que, navida real, se ocuparao do célculo deir?

3.* O método que preconizo para a definigdo de logaritmo
presta-se particularmente para uma demonstragdo com-
pleta do teorema relativo ao logaritmo dum produto, do
qual se deduzem facilmente as restantes proposi¢cdes da
mesma teoria: Sejam a e h ndmeros positivos dados.
Se tivermos 10" < af < 10™" e 10" < be < 10»+", sendo p
um Inteiro  arbitrario, teremos  também m/p < loga3b
<(m+l)p, n/p<logb” (n+l)/p, donde (mM+n)/p < log a+
+ logb < (Mm+ n+ 2)/p. Por outro lado, multiplicando
ordenadamente as duas primeiras  duplas desigualdades,
temos 10™+» £ (ab)°® J5 10=»+»+*, donde (m-|-n)/pj5log (ab) <
S (m+ n+ 2)lp. Assim, os valores de log (ab) e de loga +
-f-logb  pertencem ambos ao segmento [(m+ n)/p,
(m T n)/p+ 2/p] : asua diferenca n&o pode exceder, em
valor absoluto, o comprimento déste segmento, ou seja,
2'p- Teremos,  pois: log(ab) = loga + logb +'s, em que
1E1<2'p; mas, como p é arbitrariamente grande, segue-
-se que E=0 eportanto log (ab) = log a-f-logh. Para maior
generalidade, pode substituir-se 10 por &, designando por k
a base do sistema.



GAZETA DE MATEMATICA

MOVIMENTO

Secg¢do a cargo de A. Pereira

CENTRO

UM CURSO

Integrado no plano de trabalhos do Centro de
Estudos Mateméaticos da Faculdade de Ciéncias
do Porto, realizou o Dr. Anténio Monteiro, de
23 de Outubro a 7 de Novembro,um curso subor-
dinado ao tema «Introdugdo ao Estudo da Nogdo
de Funcdo Continua».

Um curso promovido fora do plano oficial de
estudos universitarios, quando é professado por
uma personalidade cientifica de primeira plana
sdbre assuntos de grande actualidade, provoca
sempre um forte movimento de curiosidade e
interésse. Observa-se, porém, com frequéncia,
que ésse interésse diminui rapidamente e s6 a
raros acompanha até final do curso.

E-nos grato notar que isto se ndoverificou com
as licdes do Dr. Anténio Monteiro. Apesar do
prejuizo que, sem duvida, adveio, para um pleno
rendimento do curso, do facto de um conjunto de
circunstancias ter obrigado a sua realizacdo num
periodo em que a vida escolar estava ainda per-
turbada com os exames da z." época, a freqléncia
destas licdes manteve-se com tdda a regularidade.
O Dr. Anténio Monteiro teve, de facto, também
sob éste aspecto, o mérito de sustentar, da i.' a
Gltima licdo, o vivo interésse com que o ouviu um
grande grupo de alunos, assistentes e professores.

Déste modo, o curso desenvolveu-se num ver-
dadeiro ambiente de trabalho, estranho a quais-
quer formalidades, em que cada um, procurando
apreender as idéias centrais da exposicdo, se colo-
cava em condi¢gbes de sentir a esséncia do pro-
blema da caracterizacdo topolégica da nogdo de
continuidade, problema que foi analizado até as
suas Ultimas consequéncias.

O curso foi desenvolvido de acérdo com o se-
guinte programa:

| — Definigbes métricas

A nocdo de fungdo continua. Fungdes com um
nimero finito de variaveis reais ou complexas.
Fun¢des de uma infinidadenumeravel de coorde-

Publicacdes do Cenfro de Esfudos
MafemaUcos do Porto

Acabam de aparecer mais duas publicagdes da
colecgdo criada por éste Centro de Estudos: «S0-
bre os grupos abelianos», por A. Almeida Costa,
professor extraordindrio da Universidade do
P6rto e «Céalculo Tensorial», por Manuel Gon-
¢alves Miranda, assistente da Universidade do
Poérto.

DE ESTUDOS MATEMATICOS DO
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nadas (espago P). Funcdes de quadrado somavel

(espago L').Espagos /" e L". Funcionais do calculo
das variag¢des. Vizinhancgas de diferentes ordens.
Unificagcdo pela teoria dos espag¢os distanciados.

Il — Definigdes topolégicas

Relacdes entre as nocdes de espago métrico e
de espago topoldgico.

A nocgdo de espaco (V) de Fréchet e a definicdo
de continuidade de Cauchy.

A nocdo de fecho de um conjuntocomo nogédo
primitiva da topologia. Os conjuntos fechados e
os espagos de Sierpinski. Novas definicboes de
continuidade.

Espagos topoldégicos particulares.

Espagos topoldgicos mais gerais (Moore) e a
teoria das func¢des continuas nestes espacos
(Garrett Birkhoff).

O problema da caracterizacdo dos espacos topo-
légicos pelo tipo de continuidade. O problema de
Wiener.

Il — Generalizagdes

Sistemas parcialmente ordenados e Algebras de
Boole. Sistemas parcialmente ordenados topolé6gi-
cos. Generalizacdo da nocdo de funcédo continua e
de homeomorfia.

Dado o éxito das licdes que constituiram éste
curso, é para lamentar que ndo tivesse havido
possibilidade de prolongar por mais algumas se-
manas a estadia do Dr. Anténio Monteiro entre
nés, o que lhe poderia permitir dar um maior
desenvolvimento ao estudo de certas questdes,
apenas apontadas, em particular, o problema da
caracterizagdo dos espagos topoldgicos- pelo tipo
de continuidade, o problema da caracterizacdo da
recta pelo conjunto das suas deformacgdes topold-
gicas, e a generalizacdo da no¢do de funcdo con-
tinua e de homeomorfiaem sistemas parcialmente
ordenados topolégicos.

A. PEREIRA GOMES

RECTIFICACAO

Congresso Luso-Espanhol para o Progresso
das Ciéncias (Po6rlo-19421

No penGltimo pardgrafo da pg.19,(G.M.-n.» 12),
na5." linha a contar do fim,onde se 1é&: praxe das
palavras sem convicgdo ..., deve ler-se : praxe
das palmas sem convicgéo.

A uma ma revisdo, cuja responsabilidade é da

Redac¢do, se deve o érro assinalado.
N. R.
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DUAS PALESTRAS DE VULGARIZAGAO MATEMATICA NA UNIVERSIDADE DO PORTO

Dirigida a todos os alunos da Universidade do
Porto, realizouo Dr.Anténio Monteiro duas pales-
tras subordinadas ao titulo geral «Miniatura Mate-
méatica».

A realizagdo de palestras de vulgarizagdo mate-
mética vem ao encontro de um desejo unéanime
dos estudantes de tédas as Faculdades, que véem
numa amplificacdo dos seus conhecimentos den-
tro dos dominios desta ciéncia ndosé uma neces-
sidade de adaptagdo ao seu rapido progresso, mas
também um meio eficiente de abordar a critica
de alguns problemas de outras ciéncias, Biologia,
Fisica, Quimica, etc.

A avaliar pela maneira como estas duas pales-
tras foram recebidas no nosso meio académico, é
de esperar a continuagdo, dentro da Universi-

O SEMINARIO DE FiSICA TEORICA

Anuncia-se, para o comég¢o do préximo ano, a
vinda do Prof. Alexandre Proca, nome bem conhe-
cido no dominio da Fisica, e um dos investigado-
res do Instituto de Henri Poincaré de Paris.

Ficarda déste modo assegurada a continuidade
dos trabalhos do Seminario de Fisica Tedrica
anexo ao C. E. M.da Universidade do Pérto, que
sob a orientagdo do Dr. Guido Beck tem realizado
uma obra atil, tanto no dominio da investigacgédo
como no de actualizacéo.

O Dr. Guido Beck tem-se ocupado de alguns
sistemas de operadores diferenciais que se dedu-
zem das equac¢des de Dirac; um désses sistemas
estd em relacdo com o fenémeno da producdo dos

FACULDADE

O Laboratério de Fisica da Faculdade de Cién-
cias de Lisboa, a que estd anexo o Centro de
Estudos de Fisica do Instituto para a Alta Cul-
tura, vai promover, brevemente, uma série de
sess0es, onde sera apresentado um conjunto de
experiéncias sdbre varios assuntos — radioactivi-
dade, raios X,efeito fotoeléctrico, etc. — que inte-
ressardo um grande publico, sobretudo os alunos
e licenciados em Ciéncias Flsico-Quimicas.

Trata-se de mais uma actividade do Seminério
de Fisica, cujas sessdes se realizam regularmente
neste Laboratdério e de que ja a «Gazeta de Mate-
matica» deu noticia aos seus leitores o ano passado.
E com vivo prazer que registamos esta iniciativa

DE CIE

dade, duma tédo util actividade de vulgarizagéo,
em que muito desejariamos ver incluida a cola-
boracdo de estudantes.

Seguem os suméarios das referidas palestras :

1.* — Geometrias finitas

Plano euclideano finito (com 4 e 8 pontos). Es-
paco euclideano a 3 dimensdes (com 8 pontos).
Axiomas da Geometria e a nogdo deisomorfismo.
Sistemas categdricos e ndo categdéricos.

2! — Algebra  finita e a geometria analitica

Algebra dos pares e dos impares. Leitura de
um reldgio. Anéis, dominios de integridade e cor-
pos finitos Extensdo algébrica de um corpo. Re-
presentacdo plana dum corpo de 4 nitmeros com-
plexos. Relagdes entre a Algebra e a Geometria
Finita. A.P. G.

ANEXO AO C. E M. DO PORTO

pares ; outro constitui uma
equacodes de Maxwell no vazio.

O Assistente Rodrigues Martins, da Faculdade
de Ciéncias de Coimbra, fézuma exposicdo sdbre
os dados experimentais que servem de base as
modernas concepgdes das forgas nucleares.

O Prof. Ruy Luis Ciomes fézuma comunicagdao
sObre a nogdo de probabilidade em Mecanica
Quantica.

O Assistente Fernandes de Sé&, da Faculdade de
Ciéncias do Porto, estuda o problema do compor-
tamento das grandezas fisicas relativamente a uma
transformacdo de Lorentz, segundo a teoria de
Dirac. A.P.Q.

generalizacdo das

NCIAS DE LISBOA

digna de louvor a todos os titulos e que bastante
contribue para manter ligados a Escola os seus
diplomados.

Consta-nos também que a Sec¢cdo de Matema-
tica da mesma Faculdade, vai promover, éste ano,
a realizacdo duma série de coléquios e conferén-
cias a cargo do seu pessoal docente, estando pre-
vista uma intensa colaboracdo com o Observatoério
Astronémico de Lisboa (Tapada da Ajuda) no
dominio da Astronomiae da Geodesia. O objec-
tivo é formarum centro de investigacdo no campo

das mateméaticas puras e aplicadas, independente
do Centro de Estudos Matematicos do Instituto
para a Alta Cultura, que funciona na mesma
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Faculdade. A iniciativa e direc¢do déste novo cen-
tro pertence a Seccdo de Matematica da Facul-
dade que iniciou ja, hd tempos, os trabalhos pre-
paratorios para a realizagdo déste objectivo.

INSTITUTO

A «Gazeta de Matematica» noticia no presente
nimero um acréscimo da actividade matemética
verificada no 1.S. T., que se deve as palestras
realizadas por alunos déste Instituto sobre assun-
tos de mateméaticas puras e especializadas que

interessam sobretudo aos estudantes de enge-
nharia.
A «G. M.» felicita esta iniciativa como todas

aquelas que tém por fimaumentar a cultura ma-
teméatica dos estudantes portugueses e da a seguir
o resumo dos assuntos tratados nas palestras ja
realizadas.

/." coléquio — pelo aluno do 3.° ano de enge-
nharia quimica, Marques Pereira :

Interpolacdo numérica. — Férmulas interpola-
doras de Lagrange e Newton. Férmulas de Gauss.
Teorema de Hermite.

2.0 coloquio — pela aluna do 4 ° ano de enge-
nharia electrotécnica, Guida Lami :

Problemas classicos de geometria. — Problemas
geométricos elementares resollveis pela régua,
e pela régua e compasso. — Problemas geométri-
cos de ordem superior: duplicacdo do cubo e
triseccdo do adngulo' Impossibilidade da sua reso-
lugdo pela régua e compasso. —Problemas trans-
cendentes : quadratura do circulo.Impossibilidade

da sua resolucdo algébrica. — Quadratrizes e
intégrafos.
j.° coléquio —pelo aluno do 4.°ano de enge-

nharia civil, Julio Ferry :
Nomografia. — Definicdo e classificacdo geral
dos nomogramas: nomogramas de 1, 2 e 3 planos.

LA AGRUPACION DE ALUMNOS DE

Com vivo prazer assinalamos na «Gazeta de
Matematica» a existéncia déste agrupamento de
Estudantes de Engenharia de Madrid.

Em Abril préoximo «La Agrupacion» promove
a realizagdo de uma série de conferéncias sobre
«Teoria das transformacdes geométricas», a cargo
do Professor auxiliar da Universidade Central
D. José Gallego Diaz, redactor principal de «Eu-
clides», revista espanhola de ciéncias matemati-
cas, fisico-quimicas e naturais. O mesmo professor

SUPERIOR
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A «Gazeta de Mateméatica» espera poder infor-
mar o0s seus leitores sobre as actividades déstes
centros de trabalho e dar noticias mais detalhadas
no préximo nimero.

TECNICO

Sistemas de nomogramas. — Estudo dos nomo-
gramas de pontos alinhados. Nocédo de classe e gé-
nero. Tipos possiveis.- Aplicacdes a engenharia.

4° coléoquio — pelo aluno do 4.°ano de enge-
nharia electrotécnica, Adelino Costa :

Aplicagfes dos complexos a electricidade.—
Métodos de representagdo dos n.°" complexos.
— Introducdo da varidavel tempo ; métodos de

representagdo das correntes alternadas. Método
analitico. Método dos vectores girantes. Método
da representacdo simbdlica. — Aplicacgdes.

_r.° coléquio Pelo aluno do 5.° ano de enge-
nharia electrotécnica, Dr. David Lopes Gagean :

Elementos da teoria dos operadores. — Intro-
dugdo sbbre mecénica ondulatéria e mecénica
quantica Origem da teoria dos operadores. Ele-
mentos desta teoria.

6.0 coloquio — pelo aluno do 4.° ano de enge-
nharia electrotécnica, Carlos Ribeiro da Silva.

Séries de Fourier. Aplicagdes a electro-acustica.
— Definigdo da electro-acustica. Defini¢do mate-

méatica de vibracdo sinusoidal. Grandezas cara-
cteristicas das curvas nédo sinusoidais. — Séries
de Fourier. Calculo dos seus coeficientes. Harmo-
nicas. VAarios aspectos. — Métodos de célculo dos
coeficientes.— Aplicacdes.

y.° coléoquio - pelo aluno do 4.° ano de enge-
nharia electrotécnica, Conte Morais :

Equacdes diferenciais. Aplicagdes a electrici-

dade.— Equagdes ordinéarias. Aplicagdo a um cir-
cuito eléctrico. — Resolucdo de algumas equagdes
as derivadas parciais. — Aplicacdo a transmissao
da electricidade ao longo dum cabo.

ESTUDIOS MATEMATICOS DE MADRID

realizou em 1942, sdbre esta matéria, um curso
que, pelo éxito alcancado, motivou o pedido do
publico da sua repeticédo.

Apresentamos aos nossos leitores, pelo inte-

résse do assunto,
grama das ligoes :

um pequeno resumo do pro-

| — Generalidades sbbre transformaces — Nocéo
de grupo de transformacdes — Grupos abelianos
— Invariantes — Translacdo, rota¢do, simetria,
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homotecia — Nocdo de corpo e de anel — Iso-
morfismo e automorfismo — Transformag¢des ho-

mograficas — Invariante de uma figura em relacgéo
a um grupo de transformacfes — Invariantes fun-
damentais e diferenciais.

Il — Transformacoes homogréficas do plano —

Subgrupo — Grupos isomorfos — Grupos do mo-
vimento — Invariantes — Homologia.

Transformagdes homogréficas do  espago

I'I'l — TransformagGes pontuais— Transforma-
¢Oes birracionais e quadraticas — Inversdo — Pro-

SOBRE O ENSINO DA

Prosseguindo no objectivo de informar os lei-
tores da «Gazeta de Mateméatica» sobre o ensino
na Suica, deixamos hoje as transcri¢cdes de regu-
lamentos escolares e planos de conjunto, para dar
noticias de questdes de detalhe que nos parecem
interessar. Elas referem-se, por enquanto, sé ao
ensino superior e atrés cursos distintos da Escola
Politécnica Federal. Do i.° damos uma parte do
programa ; do 2.° o assunto duma licdo e, final-
mente, do 3.° alguns exercicios praticos.

1. Um dos cursos da Escola de Matematica e
Fisica do presente semestre que tem despertado
um grande interésse, é o de «Espagos Topoldgicos»
que o professor Hopf, pela primeira vez, realiza
éste ano em Zurich. O facto de haver em Lisboa
um grupo de estudiosos da topologia geral que ai
fizeram, j4 no ano passado, uma série de confe-
réncias de introdugdo com objectivos diferentes
dos déste curso, mas com um programa em parte
muito semelhante ao das primeiras licdes do prof.
Hopf, leva-nos a dar noticia, desde ja, do programa
duma |* parte do curso, que vai até ao fim do
més de Novembro. No fim do semestre daremos
noticia das licdes restantes e s6 entdo, natural-
mente, poderd fazer-se uma idéia de conjunto.
O curso teve inicio em 12 de Outubro com4 tem-
pos de aula de 45 m.

Introdugéo histérica — Introducgédo sucessiva de
conceitos novos de espa¢o (Descartes, Grassmann,
Schléafli, Riemann, Hilbert). Exemplos. Espagos

funcionais (Fréchet). Objectivoda Topologia Ge-
ral. Relagdes com a teoria dos conjuntos (Cantori
Hausdorff) e teoria da dimensdo. Programa do
curso.

MATEMATICA NA

por Maria do Pilar
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jeccdo estereografica ; aplicagdes atrigonometria
esférica e a cosmografia— Coordenadas pentaes-
féricas.

IV — Transformacdes duais — Coordenadas tan-
genciais— Principio da dualidade.

V — Transformagoes de contado — Elementos

de contacto — Transformacdes de Sophus Lie —
Suas equacoes.
V | — Transformagoes no espaco n-dimensional

— Geometria cineméatica e geometria estatica.

As conferéncias a realizar sdo publicas e no
final sdo propostos aos alunos alguns exercicios.

SUIGCA

Ribeiro

|— Teoria geral dos espagos topolégicos e métricos

Notas prévias sobre a algebra  das classes. Axio-
mas dos  espagos topolégicos (de Kuratowski) e
nogdes  fundamentais (conjuntos fechados, abertos,
vizinhancas, pontos de acumulagdo, fecho dum
conjunto). Andalise dos axiomas em termos de
fecho. Axiomas em termos de conjuntos fecha-
dos e abertos, e discussdo. Relagdes entre o fecho
dum conjunto e os conjuntos abertos do espago.
Sistema de vizinhancas dum ponto. Base e sua
utilizacdo para caracterizar o fecho. Axiomética,
por intermédio das vizinhancas, dos espagos de
Kuratowski e anélise da equivaléncia com as
axiomaticas anteriores. Equivaléncia topolégica
de dois sistemas de vizinhancas. Relativizacgéo.

Exemplos.
Exemplos de espagos topoldgicos. Espacos mé-
tricos. Espag¢os com um ntimero finito de pontos.

Recta, plano, espago R"™ (vizinhangas esféricas,
rectangulares e quadradas). Definicdo de espagos
métricos e de métrica fraca Enunciado do pro-
blema da metrizagdo. Exemplos de espagos mé-
tricos ou de métrica fraca, importantes na Geo-
metria e na Andlise, discussdo e comparac¢cdo das
diversas métricas usuais em cada espago (/?", de
Hilbert, espagos de fungdes, espa¢o dos sub-con-
juntos dum conjunto). Nogdo de convergéncia.
Exemplos dos espacos de fungdes: convergéncia
uniforme, convergéncia em média, convergéncia
ordinéaria. Definicdo de espaco L de Fréchet. Com-
paracdo desta nogdo com a de espag¢o topoldgico.

(Classes de Baire). Produto topolégico de dois
espacos. Exemplos.
TransformagOes continuas. Notas prévias sobre

as transformacgdes e a 4lgebra das classes. Diver-
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sas caracterizagcdes da continuidade duma trans-
formacdo dum espago topol6égico noutro (fecho,
conjuntos fechados, conjuntos abertos, vizinhan-

¢as, convergéncia) e discussdo. Casos de espagos
topolégicos particulares, definicdo de Cauchy.
Continuidade uniforme. Transformacdes biuni-

vocas e ndo bicontinuas. Exemplos. Homeomor-
fismo. Fung¢des continuas e discussdo. Funcionais
continuas, discussdo e exemplos. Conexdo. Exem-
plos. Invaridncia topoldégica desta nocéo.

Axiomas de separagdo. Espagos acessiveis, de
Hausdorff e normais. Discussdo. Exemplos mos-
trando o fortalecimento efectivo e sucessivo des-
tas condi¢cdes de separacdo. Propriedades dos
espa¢os normais utilizdveis no problema da me-
trizacdo: Problema da existéncia de fungdes reais
continuas, discussdo detalhada e resolugéo.

Axiomas de numerabilidade. i.° axioma de nu-
merabilidade, A,, exemplos. Relagdo com os

ANTOL
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espagos métricos e a nogdo de convergéncia.
Exemplo dum espa¢o de Hausdorff que ndo ve-
rificaoiflaxioma de numerabilidade A, . 2.” axio-
ma de numerabilidade, A, e suas consequéncias
{At, Teorema de Borel, separabilidade). Equiva-
léncia de AM e da separabilidade nos espagos mé-
tricos. Exemplo dum espaco verificando A e
ndo A.. Andalise do espaco de Hilbert e de espa-
cos de fungdes quanto a numerabilidade e sepa-
rabilidade. Exemplo dum espaco de funcdes orto-
gonais isométrico ao espago de Hilbert. Exemplo
dum espaco normal verificando A, separavel e
ndo verificando A..

Homeomorfismos de espagos  topolégicos a sub-
-conjuntos do espaco de Hilbert e um teorema de
metrizagao. Qualquer espago topolégico normal e

¢ homeomorfo a um sub-conjunto
Hilbert.
(Continua no préximo nuamero).

verificando A
do espaco de

OGIA

— AVANT-PROPOS

Montel

(de Encyclopédie Francaise —Tome | — L'outillage mental)

Toda a nossa vida moderna estda como que im-
pregnada de matematica. Os actos cotidianos e
as construgdes do homem trazem a sua marca e
ndo s6 as nossas alegrias artisticas e a nossa vida
moral lhe sofrem a influéncia. Os préprios ani-
mais se lhe submetem, e o seu instinto, desenvol-
vido pelo lento trabalho da hereditariedade, con-
duzi-os a descoberta de leis matematicas que so
o homem soube formular e que parecem existir
néles como que ligados obscuramente a forma da
sua consciéncia.

A matemdatica aparece a cada instante na vida
corrente para as necessidades comuns a maior
parte dos homens, mas muitas vezes cada um
déles tem além disso uma ferramenta a empre-
gar uma maquina a utilizar, um aparelho a por
em marcha, sem falar dos especialistas, constru-
tores, arquitectos, engenheiros, marinheiros, etc.,
para o0s quais o uso profissional da matematica
tem um cardcter permanente; € uma direccdo a
definir, um didmetro a medir, uma velocidade a
avaliar, uma casa a construir de que é preciso
estabelecer o plano, um corte, um alcado. A ma-
tematica intervém mesmo para apaziguar ador hu-
mana: o médico emprega-a nas dosagens, o bacte-
riologista na contagem dos micrébios, e o cirurgido
na forma das suas intervencdes e na disposigdo
dos pensos.

Todas estas operagdes aritméticas ou geomeétri-
cas que o homem efectua como que brincando,
necessitaram séculos para que a humanidade con-
seguisse precisa-las, isola-las, estabelecer as suas
técnicas. Pode-se medir o caminho percorrido
observando a maneira de contar dos povos cha-
mados primitivos: éles recorrem auma mimica que

utiliza os dedos das mdos e dos pés ou entdo apli-
cam sucessivamente os objectos a contar sébre as
diferentes partes do corpo: reconhece-se neste
Gltimo processo o eshd¢o da nogdo de correspon-
déncia tdo fértil nas mateméaticas actuais.

Os primitivos ndo vdo muito longe na sua ma-
neira de contar; de resto, os grandes numeros
s6 aparecem lentamente ; a palavra milhdo e do
século xv, bilido do século xvi, e isto numa Eu-
ropa Ocidental j4 avancada.

A ideia, tdo simples para no6s, que, depois de
qualquer nimero inteiro existe outro, esta ideia
a que se reduz em UGltima anélise a nocdo de infi-
nito mateméatico, é relativamente recente. Esca-
pou a Grécia antiga e o génio de Arquimedes ndo
a exprimiu claramente. Tinha, no entanto, feito
na sua Da Areia um esférco enorme para mos-
trar que se pode dar nome a um nimero muito
grande ainda que éle ultrapasse o dos grdos de
areia que enchessem aterra, ou mesmo o Universo.

Vinte séculos passaram depois da afirmacdo de
Arquimedes; a humanidade, familiarizou-se com
0os grandes nimeros e com 0OS Seus inversos, 0S
nimeros muito pequenos. O estudo do Universo
e o do 4tomo introduziramexpressdes numéricas
que ja deixaram de nos espantar, se bem que o
nosso espirito ndo possa evocar uma imagem das
grandezas que éles representam. Semelhantes
nisto aos primitivos que dizem «muito» para além
de um certo nimero, ndosabemos traduzir doutra
maneira a idéia de que uma nebulosa, por exem-
plo, estd a uma distancia de n6s que corresponde
a varias centenas de milhdes de anos de luz.

Um outro caminho pelo qual a matematica se
introduz na vida dos individuos e dos povos é o
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da probabilidade. Um grande nimero das nossas
decisGes dizem respeito a acontecimentos dos
quais aos nossos olhos certos elementos de incer-
teza estdo submetidos as leisdo acaso. Estas deci-
sfes sao guiadas e muitas vezes determinadas
pela nocdo de probabilidade, algumas vezes sob
uma forma imprecisa ou apenas consciente.

E também o calculo das probabilidades que
regula diversas medidas de ordem colectiva res-
peitantes a vida econémica e social; a vida de
organismos como bancos ou companhias de segu-
ros sbbre a vida, a doenca, a invalidez, o incén-
dio, a saraiva ou o roubo, os dispositivos de cer-
tos aparelhos como o telefone, a regulagdo do
tiro, etc.

Pela estatistica, os mateméaticos elucidam outras
questdes de ordem financeira,econémica ou so-
cial. As matematicas aplicam-se também a higiene
social, a educacdo das criangas, a psicologia e a
técnica.

As matematicas aparecem igualmente nos fend-
menos respeitantes ao go6sto, a sensibilidade e a
vida moral. Todos sabem o seu papel na arte, e,
em particular, na arquitectura. A beleza das for-
mas, estd ligada a existéncia de relacdes simples
e onUmero de ouro dos gregos af intervém fre-
guentemente.

Comegaram-se recentemente trabalhos destina-
dos a caracterizar a beleza de certos vasos por
expressdes matemadaticas. As notas e os acordes
musicais correspondem, também, a relacdes nu-
méricas simples e a poesia estd estritamente
ligado ao nimero

«A pintura e a poesia sdo mateméaticas vela-
das», disse Forains. Existe além disso na prépria
matematica uma beleza intrinseca, dum caracter
necessariamente um pouco esotérico, que reside na
harmonia das relagdes que formulam as suas leis.

A matematica exerce a sua influéncia mesmo
sObre a vida moral quer duma maneira directa,
como no estudo dos jogos de azar, por exemplo,
guer duma maneira indirecta, obrigando o espi-
rito a habitos de precisdo e ordem que sdo trans-
feridos naturalmente para o mundo moral. A im-
precisdo e a confusdo do pensamento facilitam a
certos homens a realizacdo de actos que a nossa
ética reprova.

As ciéncias, em geral, e por isso as matemati-
cas, exigem uma sinceridade e uma probidade em
todos os instantes cujo efeitoé contagioso. Assim
as matemadaticas pouco a pouco penetraram ém
todos os dominios da actividade humana, algumas
vezes invisiveis mas sempre presentes. Para o
homem civilizado de hoje o «saber contar» nédo é
menos indispensavel do que o «saber ler e escre-
ver». A ciéncia do nimero e da extensdo é pois
Gtil em cada instante e a todos, e é uma ver-
dadeira doenga ignorar os seus rudimentos. De
resto, como escreveram o0s Goncourt: «de duas
inteligéncias iguais, colocadas em condigdes idén-
ticas, a prioridade pertence aquela que conhecer
geometria»

Se as matematicas estdo estritamente ligadas a
todas as formas da vida individual ou colectiva, é
na elaboragdo da propria ciéncia que o seu papel
¢ fundamental. A mateméatica é a linguagem da
ciéncia e uma disciplina ndo merece verdadeira-
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mente o nome de ciéncia sendo a partir do mo-
mento em que as mateméaticas ai penetram. Elas
fornecem-lhe a expressdo das suas leis, quer re-
sultem dum estudo atento das ligagdes que unem
os diferentes elementos varidveis de um fené-
meno, quer resultem de valores médios de acgdes
em nimero bastante grande das quais certas con-
dicdes nos escapam.

Destas leis, as transformagdes de céalculo tiram
consequUéncias variadas que deverdo ser subme-
tidas ao contrdle experimental.

Uma das mais potentes tentativas de explica-
¢do dos fendmenos naturais que nos oferece a
histéria das ciéncias, a teoriada relatividade, tem
por fim dar uma imagem do Universo por meio
de uma geometria a quatro dimensdes.

As necessidades das ciéncias da natureza, das
ciéncias humanas e das suas aplicagdes criam
novas correntes para a investigacdo matematica
e fazem desabrochar novos métodos. Mas a maior
parte das vezes, o matemadtico vai ao sabor da sua
fantasia. Plutarcodizque Arquimedes desdenhava
da ciéncia de inventar maquinas e que empregava
os seus melhores esforgos «a escrever somente
das coisas cuja beleza e subtileza ndo estivessem
ligadas a necessidade».

Os mateméaticos estudam cada vez mais as leis
que regem as relagdes entre os nimeros; criam
os métodos que servem para éste estudo e outros
problemas se levantam sob os seus passos a me-
dida que avancam na resolugdo dos precedentes;
como sempre numa regido vivamente iluminada
aparecem de novo cantos de sombra. As suas des-
cobertas ficam, por vezes, sem aplicacdo durante
séculos : sdo ferramentas esperando a médo do
operario que delas saberda tirar partido. Tem-se
dito muitas vezes: quando os gregos estudavam
as seccdes coénicas, ndo previam o papel que elas
desempenhariam um dia na astronomia e na na-
vegacdo. Pode-se acrescentar: na balistica, para
a localizagdo dos canhdes por meio do som.

A ciéncia matemdtica tem o privilégio de cres-
cer por justaposi¢cdo de novas doutrinas as anti-
gas, as ciéncias da natureza é as ciéncias huma-
nas, pelo contrario, desenvolvem-se freqUente-
mente substituindo as antigas por teorias novas
que se edificam sdébre ou ao lado das ruinas
daquelas. Na cidade da mateméatica limitam-se a
abrir novas avenidas, conservando os velhos bair-
ros por meio de simples arranjos interiores. A
alegria estética que traz ao matematico acontem-
plagcdo desta cidade é a sua verdadeira recom-
pensa. A beleza das suas constru¢cdes abstratas
oferece-lhe, por vezes, a mesma harmonia que as
linhas de arquitectura ou os acordes da musica.

A sua solidez desafia os séculos. Como escre-
Vito Volterra: «a morte pode fazer desaparecer
os impérios; a geometria de Euclides estad de
acdrdo com a geometria de hoje». Um teorema
de Newton de Gauss ou de Poincaré guardara a
sua verdade enquanto a razdo humana permane-
cerd inalterdvel. No renovamento continuo das
doutrinas e das Escolas que governam as ciéncias
da natureza e as ciéncias humanas, somente a
matematica e a arte possuem perenidade.

Traducdo de J. DA SILVA PAULO
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ELEMENTARES

Exames de Aptiddo as Escolas Superiores (1942)

Faculdade de Ciéncias — Licenciaturas em ciéncias fisico-
-quimicas e em ciéncias matematicas, cursos prepara-
térios das escolas militares e de engenheiro geégrafo.

Ponto n.° 4
1195 — Determine as solugdes inteiras e posi-
3 2
— . r+ -_y=29. R: Da

tivas da equacéo equacédo

X =106—y-t-(7—y) : 21 e se fizer-
X =99. As solugdes inteiras seréo

proposta tira-se
mos y =7 vem

dadas por x=99+ 22n e y=7—21n; e as solugdes
inteiras e positivas obtém-se  substituindo nas  for-
mulas  anteriores n por qualquer dos valores intei-
ros que verifiquem a seguinte dupla desigualdade
9 7
<n<—-
2 21

1196 — Determine os valores de x qve satisfa-
zem a desigualdade —*'—11*+12 > 0.
R: —12< x < 1luvisto 1 « —12 serem as raises do
trinémio, primeiro membro  da desigualdade.

1197 — As raizes de uma equacdo biquadrada
sdo duas reais, do mesmo valor absoluto e de
sinal contrario e as outras duas imaginarias puras
conjugadas. De que natureza sdo as raizes da
equacdo resolvente? Justifique a resposta. R: As
raizes da biquadrada sdo as raizes quadradas das
raizes da resolvente ; por isso as raizes da  resol-
vente tém que ser, no caso posto, ambas reais e
unta  positiva e outra negativa.

1198 — Verifique aidentidade :
+(sen«—sené)'=4sen’l/2(a-06). R: Do i’

(cosa—co0s0)’ +
membro

da igualdade, depois de desenvolver 0s quadrados e

simplificar, obtém-se 2—2(cosacosb+senasen b)=

= 2 [1—cos (a—b)]. Por outro lado, se notarmos
1 1

que cos’ - A—sen’ A =cosA e que, por isso, €
2 2

1—2sen” A/2=cos A ou 2sen’A/2=1]l—cos A, o

segundo membro torna-se em 2[2sen’(a—b)/2] =

=2 [1—cos (a—bi], o que verifica a identidade.

1199 — Sendo seno=4/5, calcule sen20, cos2a
e tg2«. R: Como sen 2a = 2sen acosa =

+ 2sen a l/l—sen“a, tem-se sen 2a= + 2+4/5«
e»/1-16/25= + 24/25; cos 2a=1-2 sen*a=1-2-«
24

«16/25=-7/25 e tg2a=* y =«

1200 — Determine recorrendo ao calculo loga-
ritmico a expressdo geral dos angulos cujo coseno
é -0,3145. R: logcos a- 10g0,3145=1,49762 , e
«=71°41'9". Como o coseno dado € negativo e como
—cos *=cos (ir—a.) um dos angulos que satisfazem

ao problema é 108°18'51" e a expressdo geral
dos arcos cujo coseno €é —0,3145 serd dada por
a=n <36(1°+ 108°18'51",onde n 4um inteiro qual-
quer.

1201 — Reduza a dizima as fracg¢des 3/5, 2/7
e 3/14. Classifique as dizimas obtidas. R: 3/5=

=0,6; 2/7=0,(285714) e 3/14=0,2(142857) e por-

tanto a primeira é uma dizima exacta; a segunda

periddica simples e a terceira  periddica mixta.
1202 — Tracam-se as bissectrizes dos quatro

angulos de um rectangulo. Demonstre que : 1.°
essas bissectrizes formam um quadrado ; 2.°, as
diagonais do quadrado sdo paralelas aos lados do
rectdngulo ; 3.°, o comprimento comum dessas
diagonais é a diferenca dos comprimentos dos
lados do rectangulo. R: Seja ABCD o rectangulo
e AJ,CG,BH eDI as bissectrizes que se encontram

nos pontos G, I ,H,J. Os triangulos AGCe BHD
sao rectangu
los isosceles
por o0s angulos
em A, C, B e
D medirem ca-
da um 45°, e
como aqueles
dois triangu-
los tém as hi-
potenusas iguais terdo  os catetos iguais e sera
AG =CG=BH=HD. Por outro lado os triangulos
CID e AJB sdo também rectangulos isosceles e dai
resulta BJ= AJ=CIl=D1 e portanto Gl=IH = HJ=
= JG donde se conclue que o quadrilatero G1lHJ e
um  quadrado, visto os angulos em G, J, | e H
serem rectos e os lados iguais. 2.° As diagonais
1J e GH, como formam angulos de 45° com as
bissectrizes Cl, AJ, BJ e DI sdo paralelas aos
lados do rectangulo. 3.° FH=BF=EG=EA =
= 1/2 AC logo EF—GH =HF +GE = AC donde

GH=EF—AC=AB—AC c.q.d.

Solugdes dos n.°« 1195 a 1202 de J. Silva Paulo.
Instituto Superior de Agronomia
Ponto n.° 2

1203 — Um agricultor dispendeu a quantia de
155 esc. diarios para pagar o trabalho das suas vin-
dimas a um grupo de homens e mulheres. Cada
homem recebeu 13$ diarios e cada mulher 7$.
Quantos eram os homens e quantas as mulheres.
R : Sejam sey respectivamente onimero de  homens
e mulheres. Ter-se-a 13x -~7y = 155, equagdo que
admite a Unica solugdo inteira e positiva X = 6 esc.
y=11 esc.
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1204—Que valores se deverdo atribuir ao
coeficiente m da equac¢do X + ntx+8=0 para que
uma das raizes seja dupla da outra? R : Sejam  Xj
e 2xj as raises da equagdo. Ter-se-a 3xi=—m e
2x*=8 ou seja m=+ 6.

1205 — Dada a funcdo _y=log2” faca o estudo
da sua variagdo quando x percorre o intervalo
(0, +00).Diga quais as propriedades mais impor-
tantes desta fun¢do e faga a sua representacdo
gréafica referente ao intervalo (0, 16) da variavel
independente.

/

1206 — Numacircunferéncia de raio r tragcou-se
uma corda de 127,68 metros, que subtende um
arco cuja amplitude é igual a 50°32'15". Calcule
o comprimento do raio, expresso em centimetros.

6384
Utilize logaritmos. R: Sera r = e,
“ sen 25° 16'7'-,5
por isso, log r= 3,80509 + 0,36971 = 4,17480 donde
r = 14956 cm .

1207 - Supondo que a é o angulo do 2.° qua-

drante que satisfaz a igualdade tga= —1/2 cal-

cule coseca. R coseca=+ v/3/2.
1208 — Quais sdo os angulos compreendidos

entre 4-ite &- radianos e cuja tangente é —1,351.

Utilize tébuas naturais. R : S& os angulos
« = 5it—0,933 radianos e a. = 6ir—0,933 radianos.
1209 — Demonstre que se num tridngulo rec-

tdngulo um dos angulos agudos é duplo do outrOj
um dos catetos é metade da hipotenusa. R: Seja

[ABC] o triangulo rectangulo e A=2C. Tracemos
a circunferéncia circunscrita ao triangulo. E  dbvio
que AC e diametro da circunferéncia. Por outro

lado f acilmente  se deduz ser A —60° e C=30° o que
prova ser AB o lado do hexagono inscrito e por-
tanto  igual ~ao raio, metade do diametro que é a
hipotenusa.

1210—Uma esfera de é&rea igual a 4ircm® ¢é
circunscrita a um cubo. Calcule a 4rea do cubo.

R : Como a esfera & circunscrita ao cubo, o seu dia-
metro € diagonal do cubo. Ora o lado do cubo | esta
relacionado com a diagonal d pela relagho d*=31°
donde 1°=4/3 cm* e portanto a area A=61"=8cm°’.

Solucdes dos 1203 a 1210 de J. Calado.
Instituto Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras,
13-10-1942

1211 —a) Defina superficie conica e superficie
cilindrica, cone e cilindro; dé algumas proprie-
dades importantes referentes a areas e volumes
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de cones e cilindros, b) E dada uma esfera de
raio r e um ponto P exterior, a distdncia 2r/ |/3 do
centro ; de P tira-se a superficie conica tangente
a esfera e considera-se o cone que tem P como
vértice e cuja base é limitada pelo circulo de tan-
géncia. Exprima o volume désse cone em funcédo
do volume V da esfera. R: De OAP~ OAB-*

OA oB

ou OB' -V/3/2.

orp 0A
Do triangulo rec-
tangulo OAB vem
AB: = OA*- OB -
3rr r’
=r’ [ —
4 4
sentando  por V o vo-
lume da esfera e por
V o0 do cone, tem-se
V'-— TMTAB*-BP =

Repre-

= itAB (OP-0OB) - -s-« -jr

V.
24 v[3 32 VI3
1212 — Dada a equag¢do x- +px-+q=0, de rai-
zes a.e p, determine a equa¢do do 2.° grau que
1 1

tem como raizes cq=a+ -, pi= pH R: Sabe-se

Tem-se

1 ... 1 . IR o
«i+ &=*+ -+ P+ - = (<*+P) + <p

que a+ p=—p, «P=q .

1 o1 lahﬁ f'Il
- = apli — = «II - +
P P «P P * «P
(a+ PY 1 p
‘ '-2=q+ —+—-2.

M

+

«leo1= («

o x4t 1
—+

ap q q

pedidg’pé
P
vogo) o

A equacdo
{2
1213 — Calcule o valor numérico da expresséo

\JIAX+T77==" (1 + N para .r=0,04712.

R : A expressdo dada € igual a
+ Ny ? Ny?
1+ t/17™x y/T"X Vil-x.
V/IT+X 1+ v/TAX
Para x=0,04712 vem [/ 0,95288= N

log N = ’2‘ log 0,95288 = -2° 1,97904=1,98952

N =0,97616.
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1214 —a) Defina poligono regular e dé as pro-
priedades que conhece referentes a medida dos
seus angulos, £Que poligonos regulares convexos
podem figurar como faces dum poliedro regular
convexo? Porqué? b) Calculeoraiode um circulo
conhecendo a diferenga D entre a area désse cir-
culo e ado hexagono regularinscrito. R: b) A area

<iocirculo €& S=nr’ ea area do hexagono S,= ———.
Logo D=rr* -3723 r*/2=r"(ir- 3t/3/2) donde
2D
~2iv-3v/3"'
1215— Dado um triangulo rectangulo de cate-

tos be ce hipotenusa a,
terminado pela altura e pela mediana correspon-
dente a hipotenusa. R : AM = a/2 . Dos tridngulos

resolva o triangulo de-

semelhantes

ABC - APC
AP=bc/a.
Aplicando 0 teo-

resulta

rema de
ras ao triangulo AP M vem,
PM*=AM* - AP°=a’/4- b" c’/a’.

Pitago-

rectangulo por fim,

1216 —i Quantos nimeros inteiros ha de qua-
tro algarismos que sejam divisiveis por todos os
nimeros digitos ? R: O mm.c. de todos os  nime-

ros digitas é N=2'x3°x5x7 =2.520. Logo ha trés
ndmeros que satisfazem ao enunciado : 2.520, 5.040
e 7560.

Solugdes dosn.” 1211 a 1216 de A.Sa da Costa.

Instituto Superior Técnico

Ponto n. 2

1217 — Uma liga de ouro e cobre contém 20%
de cobre. Juntando-lhe 500 gramas de ouro, a
percentagem do metal nobre passa a ser de 85
por cento. Calcular a quantidade de ouro exis-
tente naquela liga e o péso da mesma liga. R: Se

forem X ey 0s pesos de cobre e ouro existentes na
liga, as equacdes que resolvem o problema sao
20 15
X =—(x-fy) ex=—(x+y +500), donde o péso
de ouro y=12009gr e opéso da lign x+y= 1500gr.
1218 — Determinar os valores inteiros e posi-
tivos de a e b para os quais a funcdo de x defi-
. x—a +1 jytb —1
nida pela equacéo se anula
X+x— 1 jyvi—y+1
2-a+l b-1
para x=2 R: Serd entdo donde
4+2-1

23
5b + a= 8 cujas  solucoes em ndmeros inteiros sao
dadas por b=1+m e a=3—5m ; donde a Gnica
solucdo inteira e positiva b=1, a=3.

1219 — Sendo tga e tgp as raizes da equagéo

(x—1) (k*x+~l) =2k , exprimir tg(a+ p)em funcgdo
de k e determinar k para que a. e psejam com-

plementares. R : A soma das raises da equacdo é
k-1 , -(2k4-1)
tg «4-tg p——k—z— e o produto tgatg0— - K
(k*-1):k”’ k-1
logo serd tg(a+ = - —— e se %e
9 a( P) 2k+1 k+1 °ep
+
K’
forem complementares sera k=—1.

1220 — Dadas duas circunferéncias de raios 2
e 3 centimetros, tangentes exteriormente, deter-
minar a'area do triangulo formado pelas tangen-

tes comuns as mesmas circunferéncias. R: O  trian-

gulo  pedido & o triangulo CDE . Dos tridngulos
3 5+ x

semelhantes AOC e BO'C tira-se -= ou seja

x = 10; e dos triangulos semelhantes DFC e BO'C

X+2 t/x'—4

tira-se = logp DF=1/6. Finalmente
DF 2 N
a area pedida é 124/6 cm®.
1221 — Dado um rectangulo de lados a e b,

tirar, pelo meio do lado a, uma recta que divida

o rectangulo em duas partes cujas areas estejam
na razdo min. R: Seja x um dos segmentos que
a recta que passa pelo meio do lado a determina no
lado oposto. As areas dos trapézios formados sao
a a

dadas pelas  expressoes 2/ANnxn

X bi X b
2 2

a-f-2x . a(3m—n)

donde = — efinalmente X = .

3a—2x n 2(n-fm)
1222 — Um cone de revolugcdo e uma esfera

estdo assentes sdbre um plano horizontal. Sa-
bendo que o raio da esfera é igual a 8 centime-
tros e que, no cone, a altura e o diametro da base
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sdo iguais ao diametro da esfera, determinar a
distancia daquele plano a que se lhe deve tirar
um plano paralelo para que sejam iguais as sec-
¢0es determinadas por éste plano no cone e na
esfera, R: Seja x oraio das seccdes ey a distancia
do plano  horizontal ao plano secante. Serd  Xx'=
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X 16—y
= 16— na esfera e - = no cone),
y ( y) ( ) 5 5 ( )
64 16
donde se obtém y=16—2x=16—-= —cm.

Solugdes dos n.°* 1217 a 1222 de J. da Silva Paulo.

MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR-COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L.— ALGEBRA SUPERIOR — I.° exame de fre-
quéncia, 1941-1942

1223 — Efectuando duas transformagdes suces-
sivas escreva a equacdo cujas rafzes estdo rela-

cionadas com as da equagdo 2x—x = + 4x-—3=0
pela expressdo y =S+ — ¢ R: Efectuar primeiro
a transformada em z= — e em seguida aumentar
de 3 unidades as raizes desta transformada. Vem

3,6_ 54,5 401,4 1572y3+ 3429y-'- 3941y +1858- 0.

SolugSo do n.° 1223 de J.Pais Morais.

1224 — Determine as condicdes
satisfazer os nimeros reais a, b, c,

at i'i/3

a que devem
para que o0s
b+ iV3 c+ iV3

afixos dos imaginarios - z z
a-«V3 06-i"i/3 c¢c-*V3

sejam os vértices dum triangulo equildtero. Sendo
a=0 calcule os valores de be c. R: Note-se que

os trés complexos tém moédulos iguais a |l e que os
seus  afixos serdo veértices dum tridangulo equilatero

2TC ATT
se 0S Seus  argumentos forem aa +—, if —-
Da introducédo desta  condigéo resultam as duas
condigBes b—a=ab+3 e c—b= bc-f-3.

Solugédo do n.° 1224 de A. Sa da Costa.

1225 — Calcule, usando a férmula de Leibnitz,
a derivada de 3." ordem da fungédo jy=sen x.”" X

1226—Exprima em funcédo de p real os nimeros

reais x ey de modo que (3—4») (x+yi)=p eXe V
3-4*

reais em funcdo de gqreal de modo que = q.
X+Yi

Indique que condi¢cdes devem dar-se para que

seja p=4q. Serd possivel determinar p e q de

modo que haja um nimero (a +bi) que satisfaca

simultaneamente as duas condigdes ?

R 1x=3p/25 jX = 3/q i X, = 8/25

iy=4p/25 |Y=-4/q 1Y, =-16/25.
Ndo existe o complexo a-fbi a que se refere o]
enunciado. A sua existéncia implicaria a verifica-

¢do simultanea de pg= +25 e pq= —25.
1227 —Deduza a condigdo que deve verificar-se
para que o segundo e terceiro termos da equacédo

f(x)=a,x"+a, xX" +o0,x"-" + [-0,_, x+a,, =0
se possam anular por meio da mesma transfor-

macg¢do. R : A transformagéo a que se refere o
enunciado s6 existe se for verificada uma das trés
condigdes a”0, a,=0 (com n=j=0).

Solucbes dos n.°" 1226 e 1227 de ). Pais Morais.

I.S.C.E.F.— i.«CADEIRA — I."exame de frequéncia,
27-2-42

1228 — Calcular o produto das determinacdes

de i""- Discussdo. R: | cos 5 + i sen
irl2 + 2ki:
cosS - -+ 1.sen cos 1-

2k ) 2k-.
+ isen — + isen -
2n n

O produto sera

cos I-i sen - n .+ isen
2n 2n k=0
2*
2 kK +isen — 2 k

—[cos - + isen - cos —
2 2

= (cos - + isen - cos (n—1)ir+isen (n -1)w]"'
Q/ 2 2 ) wl
= + i conforme forn impar ou par.

1229 — Dadas as duas rectas
x—y=0
j 2x-*-2=0 o .
Ti 0 achar a sua distancia, o seu an
X -z=

angulo e a direccdo da perpendicular comum.

R :1.")Como imediatamente se reconhece, a recta r,
& perpendicular ao plano Oxy, encontrando éste
no ponto (1,1,0), e a recta r, é perpendicular ao
plano Oxz, no ponto (2,0,2). Por consequéncia,
as rectas sdo ortogonais e 0 seu angulo mede 90°.
Em virtude do exposto a distancia das duas rectas
¢ a diferenca das abscissas dos seus  tragos nos
planos Oxy e Oxz, isto é d=1. Por serem iy eVz
perpendiculares, respectivamente, a Oxy e Oxz,
elas sdo paralelas a Oyz e a direccdo da perpendi-
cular  comum e a do eixo OXx, cujos parametros

sdo (1,0,0). 2.") A distancia
distancia dum ponto  arbitrario
que contém r, e é paralelo a ri.

de r, a Tz é igual a
de rj ao plano é
A equagdo geral
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dos planos ue conttm r, € 2X—z—2+ x—z)=0, ix-1 -1 z X -2 z—2
b i _ x ).( ) Por ser r,, — - X J *r, jy—
ou, (2+>)x—(1+ X)z—2=0. A equacdo de ir obtém-se 0 1 -0

desta  escolhendo Xde modo tal que a direccdo nor- 0
— = - i *
mal a r.seja perpendicular arecta T, X +y—2=0 tem-se cos(ri 7*2)
X-y=0
1x-1 y-1 =z direcgdo  da perpendicular comum & definida
Isto e 14-X=0, donde  pelo vector UAV«<keu=K ev=J,/fr0 uAv= —|
=—1 e inNx—2=0. medida da distancia  do € 0S parametf os directores sdo (1,0,0).
ponto (1,1,0) darecta r.aoplano - éd= [I—2j=I. Solugées dos n.°" 1228 e 1229 de A. Sa da Costa.
CALcCULO INFINITESIMAL E ANALISE SUPERIOR
1 S.C.E.F. —2« CADEIRA — I.° exame de frequéncia, E 3f- F ¢ A i d
+ og (x' +3)-f-Farctg—=+ c. aplicagéo [o]
21-2-1942 g (x'+3) 9 plicag
1230 — Mostrar que o produto infinito método  de Fubini  conduz a
I1D+2E=0
mill— | AX o+ S | -
(I ( (z"x iy) é absoluta \ A-2D-4F-v/3FE=0
mente convergente fora do circulo de raio 1e de 2B+ 6D-14E-2v/3F=0
centro na origem. R: O caracter do produto infi- 3A-2B-3C+12D + 12E-t-71/3 F=3
nito & oda série de térmo geral u, (z)-° " _y 12A - 4C+ 9D+ 24E + 6y3F =2
(n-1)zj 6B-3C+18D+12v/3F =1.
A aplicacdo  do critério de Cauchy Iim ( B 1233 —Supondo convergente o integral
n-1)z
L re-"sr-' de
mostra  que a série € absolutamente conver- - a: o
I ~" ikix— /( IS.x) em certos dominios
gente para |z |> 1, isto é em toda a regido do 0 L . L
plano  d Argand exterior  ao circulo  de centro  na paramétricos, procurar as suas derivadas parciais
00
origem e de raio 1. . if ;le~" 7" dz
em ordem a x,s e a. R: 1
oa -
1231 — Estudar a convergéncia do integral
ao ¢ -ai ,s-1 1.9. .
sen
i loagtr dt. R: O integral & improprio de is 'd
2" espécie esé-lo-& del." sem >0 . Como integral if
de 2." espécie éle sera convergente se a funcéo inte- ox
grando ~ for um infinilésimo no ponto impréprio
de ordem igual a do iufinitésimo t-"(log t)* onde ’
a<— 1. Portanto, se m < —1 a fungéo integrando I. S. T.—CALCULO —1.° exame de frequéncia, 1942
pode escrever-se  sob a forma sen cujo  nu- 1234 —Estudar a convergéncia do integral
00
t(logt)-» . C e, SEN X ) . 3
merador  é uma fungdo limitada e o integral con- I=1 (@ —x. R: Sea>0o0 integral €
verge nessa hiptese. Por ser m<-—1 o integral L - )
ndo € impréprio  de |, “espécie, como j& se  dissera. Improprio de 2. espécie, diverge se k<1 e con-
Com efeito tem-se lim(logt)'"— —0sem<—1 verge se k > 1porque, neste caso, tem-se
1 .C0S X .sen X d d d ;
X « 0 numerador a fun-
1232 —Calcular o integral tf
" * N
[rosre2n el dx ¢do integrando e limitado. Se a< 0, tem-se
2)2 XZ+3y-
22 ey Lsenx . F. ..8eAX
R : Tem-se I—AX+BX+C+DIog(x+2)+

_(X+2)(X*+3) Ly X+ d (e™My)y —A- dx= i

+1,.
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Onde 1j & um integral riemanniano s« k>0, « 1
impréprio de 1.» espécie de k < O, sendo conver-
gente para k < 1 e divergente para k> 1. E Iz é
impréprio de 2.° espécie, sendo  divergente para
k < 1 e convergente para k > 1. Logo, no caso
a < O o integral I é sempre divergente.

@

1235 — Dada a série 1 f (x), onde fi(x) = x

Cf, ()X X averiguar se serd legi-
timo integré-la térmo a térmo em qualquer inter-
valo do eixo real. R: Note-se que S!(x)=x, S,(x)=
S.(x)=x"V..S,(x)= e que S (x)=

= lim S, (x)=1 qualquer que seja x finito. Tem-se,

-X<»,

portanto, limS(x)=1. Mas, S(0)=0 porque para

x=0 se anulam todos 0s termos
S (x) tem wuma
consequéncia,

convergente

da série. A funcédo

descontinuidade na origem e, por
a série dada ndo é uniformemente
; todavia, pode ser legitimo integra-la

MECANICA

I.S. T.— MECANICA KACIONAL — I.°
quéncia, 1942

exame de fre-

1238 — Dado o vector
variavel P,
tal que
a,/=grad(«!/),a,y=grad(«|7),a,"=grad(«|Ar).
1.° Achar o vector e o primeiro invariante da
homografia a,; 2.° j;Quando é que *,é uma dilata-
¢cdo e quando é que é axial ?; 3.° Mostrar que
grad (« Iv) —tt, v+ a,u; 4.° Comparar a, com a

du
homografia -*p « Podem ser iguais ?

w(P), funcédo do ponto
e a homografia a,, funcédo do vector u,

1239 — Determinar, entre dois pontos A e B
do plano xy, a curva plana que torna minimo o
f o /dy\’
jy\~r) ds

AB
ciente angular da tangente varia continuamente,
entre os extremos A e B da curva).

integral (Supbe-se que o coefi-

1240 — Resolver a equacéo
|

fO)=w(x) —XJK(x,y)y(y)dy sendo f(x)=3x*+i
0
e K(x y) =2xy* + 3x-y\

quadraticas em X].

[E»().) e &(xy:x) sdo

a densidade é, em cada
a soma das coordenadas car-

1241 — Supondo que
ponto, proporcional

RACIONAL—FISICA
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b u
trmo a térmo. Calculemos JS (x) dx=Jdx=-b —a
. a
b b
eo lim fS,, (x) dx=1lim fx'«"-" dx =
11>e* ] li-»"./
a 1
. 2n —1
= lim——"(b™"»"-"A"'«"-"Hb-a .
>» 2n
Logo, € legitimo integrar a série dada térmo a
térmo, embora ela ndo seja uniformemente conver-
gente.
1236 — Calcular a segunda derivada —— da
dx
if2fcv — v
funcdo y(x) definida pela equacdo -i—-'—-- =
R

”a"i"kyZZ,no ponto  {Xy).

1237 — Escrever o desenvolvimento de Taylor
da fung¢do f(x)y =(x ._yi'+senxy , 0>0, na
vizinhan¢a do ponto (1,2).

Solucdes dos n.”* 1230 a 1235 de A. Sa da Costa.

MATEMATICA
sianas désse ponto, calcular o momento de inér-

cia do rectangulo que tem por vértices os pontos
y/(0,I), 5(4,1), C(4,3), D (0,3) em relacéo
ao seu centro de gravidade, utitizando a férmula
MI,—-1itHmf%, devidamente modificada. ir, ¢
a distancia dos pontos m e

F. C. P. - MECANICA RACIONAI. — |.° exame de fre-
quéncia, Fevereiro, 1942

1242 — Verifique se o campo de vectores
W, =(\-Zz-y).i+(x-2s).j+(-1+2y+3x) .k
6 um campo de momentos e no caso afirmativo
calcule o invariante escalar do campo.

1243 — Determine dois vectores, um dos quais
localizado s6bre o eixo Ox, que constituam um
sistema gerador do campo precedente no caso,

subentende-se, de ser um campo de momentos.
1244 — Dadas as forgas
complanas F,, F,, F,, indi-

cadas na figura, localize no
seu plano, usando das pro-
priedades dos funiculares, o -y
uma quarta forgca F* que tor-
ne o sistema equivalente a
um binadrio B de momento
dado (200 m.kg) (o sentido

fica ao arbitrio do aluno). fi-vt
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1245 — Dado o sistema articulado representado
na figura, calcular as tensdes nas barras a, be c

e indicar se sdo tensas ou comprimidas, (Oj, Oz
pontos fixos).

1246 — Dois blocos Bi e B,, de pesos p, e p,,
encontram-se em equilibrio na posigdo indicada na
figura, devido aaccdo da forca F paralela a linha
de maior declive do plano que os suporta. Conhe-
cidos pi e pt, i e 6, calcular F pela aplicagdo do
teorema do trabalho virtual, desprezando o atrito.

PROB

Seccdo a cargo de A.

PROBLEMAS

1248 — Determinar o lugar geométrico dos cen-
tros de gravidade dos tridngulos que tém um lado
dado e o vértice oposto sdbre uma recta dada.

1249 - Determinar a equagcdo geral das super-
ficies S tais que, designando por X, Y, Z os pon-
tos em que a normal num ponto M duma delas
encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX
e XOv, a razdao anarmoénica (X,Y,Z, M)=k

Problemas n.°" 1248 e 1249 propostos por José Morgado
(Porto).
|
1250 —Dado o integral f /(.r)dx substitui-lo
*

por outro que tenha por limites dois nimeros da-

dos, A e B, por meio da substituicdo x =my -jn,

sendo m e n dois nimeros a determinar (Sturm).
Problema n.° 1250 proposto por Rui Verdial (Pérto).

1251 — Dum barril cheio tira-se um litro de
vinho, e substitui-se por dgua. Depois tira-se um
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Dados numéricos :

,-=30°; 6=45°; /,=200Kkg.; /,=100kg).

1247 — Um ponto moével P descreve a espiral
de Arquimedes r =46/ir (r expresso em decime-
tros e aem radianos) de tal modo que a sua ace-
leragdo é central e dirigida para o polo da espiral.
Sabendo que, para 6=ir/2, a velocidade de P ¢
20cm/s e que o movimento se faz no sentido dos
66decrescentes, calcular: a) a constante das areas;
b) a velocidade e a aceleragdo quando 6= 20°.

LEMAS

Ferreira de Macedo e Mario de

Alenquer

PROPOSTOS

litro da mistura e substitui-se por
tuada esta operacdo 35 vezes, verifica-se que
o barril contém quantidades iguais de &agua e
vinho. Calcular a capacidade do barril.

dgua. Efec-

1252 Lugar do centro dum circulo que se
desloca de tal forma que os seus eixos radicais
com dois circulos fixos passam por dois pontos
fixos.

1253 — Mostrar que o sistema é possivel, e re-

t (ad+be) x+(ae +Dbf)y +(af+bd)=0
solvé-lo J (bd + ce)x + (be-\-cfly + (bf+cd)=0
( (cd+ae)x +{ce +af)y+ {cf+ad)=0.

1254 — Prove que
V 2-tg(2'AT)=cotg™"—2" cotg (2"*).
—0

Problemas n.°* 1251 a 1254 propostos por Mario de Alen-
quer.
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SOLUCOES
1090 — Achar os méaximos e minimos de
« =N x+y" +7 em que x,y,z verificam a
X' y* *
equacéo —1 = 1. R: tDiferenciando as
duas relagBes,  temos
i xdx y dy N z dz -
\/I x*+y" + 77 V X'+ y<-t-z' yIx‘+y‘+z*
x dx ydy , zdz_
~a~  "pA )
O método  dos multiplicadores de Lagrange for-
nece as equagoes
—+ — =0, o+ —
u Eal \u u c/
Como ndo pode ser simultaneamente x=y=z=0,
temos as trés solucbes
Ix=y=0 \y=z=0 lz=x=0
(z=u=—X=¢, Ix=u= —X=a )y=u=— X=b .
A fungéo 4 pois maxima ou minima nos pontos
(0,0, c), (a,0,0) e (0, b,0). Suponhamos que e
a > b > c. Nesta hipétese vé-se facilmente que o
primeiro ponto € um minimo e 0 segundo  um mé-
ximo. Quanto  ao j.° ponto, escrevendo
z'+-b’
a
b b
e notando que — < 1 e — > 1, vése que € minimo
numas  seccbes e maximo noutras, ndo se tratando
pois nem dum maximo nem dum minimo.

Solucéo de Rui Verdial (Porto).

A solucédo é correcta, mas ndo foram, porém, considera-
dos os duplos sinais das solugbes. Os pontos de estacio-
naridade sdao da forma (0,0,tc), etc.

M. A.

1188 — Para que a expressdo dz +Adx + Bdy
admita um factor integrante independente de s ¢
necessario e suficiente que seja da forma  ds+

+zdy +e~*d* em que 9 e 6 sdo fungdes sé de

x e y. R : Multiplicando a expressdo diferencial
dada pelo factor integrante v obtemos a expressao
vdz +Avdx+Bvdy que deve ser diferencial exacta.
W OA iv. B i(Av). i(Bv)
Portanto - . . . .
ix iz iy iz iy ix
visto que — ;0 (v independente de z). Integrando:
iz
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RECEBIDAS

iv zZ iv
A=- —+*(x,y) 1+ B= E*(x,y)  donde
ix vy
iv iv iAv
. l-vt> e Bv==z W . Portanto N
i X iy iy
i'v iv [ iBv i'v iv 9*
=z, . L<®— VvV—e  —Z . LV—+v —,
ixiy iy iy ix iyix ix ix
i k> iv I<F i(v*) iCvV)
hv —=w_  hv — ou —, = —
iy ix ix iy ix
derivadas parciais duma
iF iF
6 v¥*=— e W =;
i X iy
ziv 1iF
1

2

v
donde  *
i

Portanto v e v>r osdo

certa fungdo F (x,y), isto

ziv 1iF

vix o viix viy viy

1iv i» liv_ im

mos = — T—
vV ix iXx Viy iy

i(logv) ia i(logv) 19

i X ix iy

Entéo, A = « Ponha-

e F=1"(x,y) ou

donde o factor inte-

grante v=-e Entdo A=z He B=z*
iX iX iy
w
+ e dz-|-Adx + Bdy= dz- )
iy IX
its
+ z— + ¢ dy = dz 4-z ~dx + ~dy) 4
1y i x iy /
dy )-=dz +zd9+e ? d* ¢ q. p.
>y
Solucéo de Rui Verdial (Porto).
1189 - Ache o lugar geométrico dos centros
das esferas que passam por dois pontos fixos A
e B e sdo tangentes aum plano fixo w. Discussédo.

R : Podemos escolher o triedro de referéncia, de tal
maneira que o plano dado seja o0 plano xy, e as
coordenadas dos pontos A e B sejam respectiva-
mente : A (0,0 ,zi) e B(0,y,,z,). Entdo, se as
coordenadas do centro forem Cix,y,z), as do

ponto  de tangencia serdo  evidentemente T(x ,y,0),

e as condicdes  do problema, AC=BC=TC , forne-

cem as equacles: X"-'fy'+ (z—Zj)'=x" + (y —y,)'+

4-(z —z,)’=z" , donde as equacbes do lugar geome-
A 1 Z3+Z3In

( y ¢ (2- \ 1 J+Z] -0

tricd : 2y o4 N v )

22,2 = x'+ vy + z7.

O lugar é uma conica, assente num plano U. Se
um dos pontos, seja A , pertence ao plano w, é
Zi=0, a projeccdo da conica no plano Xy reduz-se

a uma circunferéncia de raio nulo e o lugar geo-
métrico  redus-se & intersec¢do do eixo dos zz com n ,
de coordenadas P 0,0, Se 0s pontos A

zZ,
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e B pertencem ambos ao plano «, o problema & ma-
nifestamente impossivel no campo real. O lugar
reduz-se aos dois pontos imaginarios conjugados.
de coordenadas. _yoi y_z O) E claro  que se
as cotas dos pontos  forem de sinais contrarios a
solugdo é também imaginaria. Se as cotas forem
iguais, Z|=1z,, 0 lugar é uma paréabola assente no
plano y = y»/2 e de eixo paralelo ao eixo dos zz.
Se yj=0 teremos uma circunferéncia assente num
plano  de cota constante, igual & média aritmética

das cotas de A e B, e de raio igual a média geo-

métrica das  mesmas cotas.
Solucédo de Rui Verdial (Porto).

A solucdo esta certa, enibora padeca de certos defeitos
gque passamos a enumerar, porque alguns déles sao de facil
emenda.

1 A discussdo ndo estd arrumada, de forma que o leitor
possa, sem ter o trabalho de refazer éle préprio a solugéo,
verificar que foram consideradas tédas as hipdteses pos-
siveis.

2. Na discussdo misturam-se as solucdes reais e as ima-
ginarias, considerando estas Ultimas s6 quando né&o as ha
reais, o que é mau método: ou se consideram sempre ou
nunca se consideram.

3. O Autor nem sempre levou tao longe quanto seria para
desejar a interpretacdo geométrica dos resultados analiti-
cos que obteve.

A propdsito queremos observar que em problemas de
geometria elementar, como éste, é sempre preferivel uma
solugdo geométricaa uma solucédo analitica. Pena é que a
geometria sintética seja uma disciplina que ndo se estuda
(ou se estuda mal, imperfeitamente pendurada dos dados
analiticos) nas nossas universidades, dando como resultado
que os nossos licenciados sdo incapazes de a ensinar nos
liceus, de forma que ninguém a sabe em parte nenhuma. A
fuga para os métodos analiticos, que dai resulta, tira ao
raciocinio matematico grande parte da sua originalidade e
da sua finura, transformando-o no simples jogo mais ou
menos automéatico, mais ou menos habil, de algoritmos sem
divida complexos e elegantes, mas cujo dominio ndo ¢
sendo uma parte da cultura matemaética.

Veja-se a éste respeito a elegancia da seguinte solucéo
do mesmo problema (S. Vatriquant, Bruxelas) :

Seja M o ponto de interseccdo da recta ABcom o
plano " e T o ponto de contacto da esfera com <e>. Serd
entdto MA . MB= MT'—const. O lugar de T é uma cir-
cunferéncia do plano <e>, com centro M. A
a' em T passa pelo centro C da esfera; ésse centro
estd no plano P, perpendicular a AB no seu ponto mé-
dio. O lugar do centro C é pois a elipse seccdo por 0 da
superficie cilindrica de revolucédo cuja  directriz é o
lugar de T.

Se AB é paralela
lugar de T & uma recta,

a <> 0 ponto M estd no infinito, 0
o de C uma parabola, etc.
Mario de Alenquer

1190 — Mostre que os 6 planos perpendiculares
as 6 arestas dum tetraedro passando pelos meios
das projecgdes das mesmas arestas sobre um
mesmo plano tém um ponto comum. R : Sejam

perpendicular
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V), V,,V,, V, o0s vértices do tetraedro, V,, Vi, Va.
V, as suas projeccdes sobre um plano a elljjo plano,
nas condicoes do enunciado, relativo a aresta V[ V..
Os planos n, cortam-se segundo uma
recta, p, , perpendicular a face V, ,V,, V, e pas-
sando pelo  centro do circulo circunscrito a VJ,
Vj, V&, por: 1) a interseccéo de dois quaisquer
dos  planos (n,,, n,,, por exemplo) ser perpendi-
cular & face V,, V,, V,; 2)os tragos de n,, Il,,, n,
em m serem as mediatrizes dos lados do triangulo
V|,V,,V,. Pela mesma rao n,,,N,nN,, inter-
sectam-se segundo uma recta p, concorrente com
p., visto p., e p., serem complanas e nao poderem
ser paralelas em virtule da ndo coplanaridade dos
pontos V, ,V, ,V, ,Vi. Os planos n, ,n.,,11

4 cor-
tam-se segundo uma recta pj que passa  pelo ponto
de encontro de p, e p., visto ser a interseccdo de
11, e 11, . Portanto os planos n,,,n, .., 7l,,n, e
n,, passam por um mesmo  ponto  como pretendia
provar-se.

Solucédo de José Morgado (Porto).

1192 —Ache a equacdo geral das
tais que :se por um ponto M duma delas se tira
até ao plano Oxy , o comprimento

superficies

a normal MN

MN  é igual a ON. R : As equacoes da normal,
X - x Y -y Z-1z
= = fornecem as coordenadas de
p q -1
N, fazendo Z=0, Xi=x+pz, Yj=y+qz e Z,=0.
E entdo

MAHXi-xf-KYi-y*+iZj-z~p'" +q" + 7,
Cr =Xf +Y?2+Z?2=(x"+ 2pxz +p" z°)+ (y'+ 2qyz +

+q°z°). ON*-MN =x"+y*-z*+ 2pxz+ 2qyz=0,
donde dx _ dy _  dz e daqui o integral
2Y/ ZT—X" Ly
2xz
y Escrevendo as equagdes com
primeiro Q X
outra  forma
2xdx 2ydy 2zdz 2xdx + 2ydy + 2zdz
e 2y? X'+y'-"+2z°
dx du
e pondo X'+ vy +z'=u temos: — = — donde o
X u i
. . X'ty +2z°
novo integral primeiro C =— =
X X
Xi+yi-rz®
A equacdo geral pedida serad Y
Solucédo de Rui Verdial (Porto).
Nota — A «Gazeta de Mateméatica» s6 publica a solucgéo

de problemas insertos na secgdo Problemas Propostos, a
ndo ser quando pela sua originalidade ou ?ualquer outro
facto merecam ser publicados. Dentre as solucdes recebi-
das escolhe as melhores mencionando tédas as outras que
sejam correctas.

— No préximo nimero serdo consideradas em especial
as Matemaéticas Elementares.
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6 —ESTEVE H. et MITAULT R. + Arithmé-
tique décimale —conforme o programa da Classe
de Matemaéaticas. I vol.in-16 (18x13) de VI—126
pgs. ; preco 18 frs.; Gauthier Villars. Paris 1939.

Os dois autores, bem conhecidos por numero-
sas publicacdes sdbre oensino secundario, deram
a éste manual o titulo de «Aritmética decimal»,
para resumir a ideia fundamental da pedagogia
que expdem : aproximar-se o mais possivel dum
ensino légico em relacdo estreita com o concreto-

O novo programa da Classe de Sixieme é cara-
cterizado pelo emprégo dos numeros decimais
em ligacdo com a medida das grandesas.

Os autores ndo tem outra ambicdo na Ultima
classe do ensino secundéario.

O nimero decimal, medida duma grandeza, con-
duz a nogdo quéasi imediata, por aproximacéo
ilimitada, dum nimero decimal generalizado, pa-
ralelo anogdo de segmento de recta quer este seg-
mento seja comensurdvel ou ndo com a unidade
de comprimento.

Sempre com 0 mesmo espirito, recusaram-se
a separar a Aritmética das outras partes da mate-
mética e n&do hesitam em recorrer a Algebra, a
Geometria, a Teoria dos Vectores e mesmo a Anéa-
lise sempre que isso possa trazer qualquer sim-
plificacdo.

Decidiram-se os autores a publicar éste livro
depois de demorado estudo da exposicdo critica
de H. Lebesgue sdbre a Medida das grandezas.

(Duma noticia de A. Buhl (Toulouse) publicada
em L'Enseignement Mathématique, Vol. 38).

7 — GARCIA, ANTONIO PAREI.LADA — Gréficos y
Nomogramas — (X1l + 111 pdag.)— Dossat, editor
— Madrid.

A nomografia, creacdo original do ilustre mate-
matico francés M.d'Ocagne, tem, como é sabido,
um vastissimo campo de aplicagdo. A sua utili-
dade é notdéria para quem se dedique a trabalhos
técnicos da mais diversa indole. Por isso, esta
obra do sr. Parellada, escrita com admiravel cla-
resa e grande nUimero de exercicios, deve prestar
servigos valiosos a todo aquéle que queira desen-
volver-se no manejo e construcdo de nomogra-
mas. Os graficos de pontos alinhados, de linhas
cotadas, em coordenadas trilineares, em coorde-
nadas tangenciais e muitos outros, sdo expostos
de maneira féacil e didatica, cingindo-se o autor
ao programa de admissdo a Academia GeralMi-
litar e as Escolas de Engenheiros. O Ultimo capi-
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tulo da obra é dedicado ao estudo das fungdes
periédicas sinusoidais e também aqui a clareza
e concisdo sdo bem patentes.

(G. D. da revista «Euclides»)

8 — RIOS, SIXTO — Conferencias sobre a teoria
de la Integral explicada en la catedra de la «Fun-
dacion Conde de Cartagena», de la Real Academia
de Ciéncias, y redactadas por A. Rodriguez San-
juan, profesor ayudante de la Facultad de Cién-
cia de la Universidad Central. (En litografia).

O jovem catedratico da Universidade de Va-
léncia, doutor Sixto Rios, proferiu umas con-
feréncias sobre a «Teoria do Integral» na Aca-
demia de Ciéncias de Madrid durante o curso pas-
sado, que aparecem agora coligidas com uma cla-
resaadmiravel pelo dr.Sanjuan, professor adjunto
da Universidade Central. As trés primeiras li¢des
sdo dedicadas a teoria dos conjuntos, passando
imediatamente ao integral de Lebesgue, suas pro-
priedades e interpretacdo geométrica. Estudam-se
a seguir os integrais de Denjoy,Perron e Stieltjes,
concluindo com uma magnifica licdo sdbre ainte-
gracdo em espacos abstratos, partindo dos con-
ceitos introduzidos pelo genial matematico Mau-
rice Frechet.

No fim de cada capitulo incluem-se notas e
exercicios que contribuem para a melhor com-
preensdo das questdes tratadas anteriormente ou
para ampliar conceitos conhecidos. Uma selecta
bibliografia valoriza estas conferéncias, que con-
firmam o sr. Rios como um dos mais notaveis
valores da nova geragcdo matemdtica espanhola.

(Q. D. da revista «Euclides»)

9 —BIRKHOFF, GARRETT AND MACLANE,
SAUNDERS. — A Survey of Modern Algebra, Macmil-
lan Company. New-York. 1941-XI+ 450 pag.$3.75.

Trata éste livro da dlgebra moderna que parti-
cularmente interessa aos primeiros anos da Uni-
versidade. Um admiravel aspecto déste livro é o
alto ponto de vista em que se coloca. Estabelece
contacto com muitos ramos da matemadtica e pode
por isso servircomo introducdo ao estudo de téda a
matematica moderna. Assim, tem um cuidadoso
desenvolvimento do estudo dos nUimeros reais, in-
cluindo anocdo de corte de Dedekind, estuda a teo-
ria dos conjuntos com o conceito de ordem, e a
discussdo de numerabilidade e nitmero cardinal.
No estudo das matrizes e das formas quadréaticas
é encarado o ponto de vista geométrico. Estabe-
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lece também contacto com o campo da ldgica
matematica no capitulo da algebra das classes e
com as idéias da topologia na demonstracdo do
teorema fundamental da &lgebra. O indice é o
seguinte :

I, Os inteiros. Il,NUmeros racionais e corpos.
I, Ndmeros reais. 1V, Polinémios. V, Nimeros
complexos. VI, Teoria dos grupos. VI, Vectores
« espaco vectorial. VIII, A Algebra das matrizes.
IX, Grupos lineares. X, Determinantes. X1, Alge-
bra das classes. XII, Transfinitoaritmético. XIII,
Anéis e ideais. X1V, Corpos de nimeros algébri-
cos. XV, Teoria de Galois. Como se pode avaliar
por éste esbdgo, os sistemas concretos com o0s
<Juais o estudante esta familiarizado, sdo estuda-
dos em primeiro lugar, apresentando as suas pro-
priedades como axiomas, encaminhando-se assim
0 estudo para a definicdo axiomdtica dos mais
importantes sistemas algébricos abstratos. Isto é
feito com muita ciéncia, ao mesmo tempo que
grande numero de excelentes exercicios habilita
o aluno a tomar melhor conhecimento da teoria.
Existe um largo espaco entre o primeiro capitulo
preenchido com as propriedades elementares dos
nimeros inteiros e o Ultimo em que se prova a
nao resolubilidade da equacdo do quinto grau por
meio de radicais. Podemos afirmar, no entantOi
que o aluno que seguir os capitulos intermedia-
rios atingira a maturidade necessaria para se
embrenhar nos meandros da teoria de Galois. A
mais séria critica que se pode fazer ao livro e
que é bem pequena, é que a teoria dos determi-
nantes é desenvolvida somente a partir das matri-
zes com elementos num corpo. Por causa das
aplicacfes, crémos, que teria valido a pena tratar
«© caso geral no qual os elementos pertencem a
um anel comutativo. O livro esta escrito num
estilo claro e, parece-nos, sem erros.

(De N. Jacobson. em “Mathematical Reviews"’,
vol. 5, n.» 4).

10 —BOURBAKI, N.—Eléments de mathémati-
que. Part. I.Lesstructures fondamentales de I'ana-
lyse. Livre I. Théorie des ensembles (fascicule de
résultas). Actual. Sci. Ind. n.° 846. Hermann &
Cie., Paris 1939. VII1+51 pgs.

Bourbaki é um escritor de um grupo de jovens
matematicos franceses que estdo publicando um
trabalho enciclopédico s6bre os mais modernos
ramos da mateméatica. Este livro trata da teoria
dos conjuntos e é somente um resumo do volume
propriamente dito. Propde-se dar ao leitor inte-
ressado em um dos volumes seguintes a neces-
saria preparagdo da teoria dos conjuntos sem
perder agora tempo com uma introducdo axioma-
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tica rigorosa e com as demonstragdes; mas o
assunto é disposto de tal modo que muitas das
demonstragdes podem facilmente ser completa-
das. O indice contém:

1, Elementos e partes de um conjunto; 2, Fun-
¢des; 3, Produto de varios conjuntos; 4, Soma,
intersec¢do e produto duma familia de conjuntos;
5, Relagdes de equivaléncia, conjunto cociente ;
6, Conjuntos ordenados; 7, Poténcia, conjuntos
numeraveis ; 8 Escadas de conjuntos e estru-
turas. A Gltima sec¢do apresenta um método inte-
ressante para tratar as estruturas, tais como
ordem, topologia, grupo, anel, etc., numa base
geral e dando conceitos como isomorfismo defi-
nido com a méaxima generalidade. O método dos
conjuntos parcialmente ordenados é bem acen-
tuado e bem posta em evidéncia a importancia
do lema de Zorn.

(De S. Eilenberg, em «Mathematical Reviews»,
vol. 5, n. 2).

11 —BOURBAKI, N.—Eléments de mathémati-
que—Part L Lesstrutures fondamentales de I'ana-
lyse. Livre Ill. Topologie générale. Chapitres|
et 11, Actual. Sci. Ind. n.° 858. Hermann & Cie.
Paris. 1940. VII1+ 132+ 11 pgs.

O primeiro capitulo intitulado «Estruturas topo-
l6gicas» é dedicado ao estudo da topologia nos
espacos de Hausdorff. A discussdo é baseada no
conceito de filtro. Uma familia, ndo vasia, F, de
sub-conjuntos do conjunto X, é chamado um filtro
se: (1) todo o conjunto contendo um conjunto de
F pertence a F; (2) a interseccdo de dois conjun-
tos de F pertence a F; (3) o conjunto vasio nao
pertence a F. O filtro F converge para x se cada
vizinhanca de x contém um conjunto de F.
Usando éste conceito de convergéncia estabele-
ce-se uma equivaléncia completa entre vizinhan-
¢as, conjuntos abertos e convergéncia topoldgica.
Outros assuntos discutidos no capitulo sdo: conti-
nuidade de transformacdes, produto, compaci-
dade, (significando bicompacidade) e conexdo.

O capitulo segundo ¢é dedicado as estruturas
uniformes que sao a substituicAo moderna dos
espacos métricos. Com o uso dos filtros é apre-
sentado um método muito elegante. Os principais
resultados sao: (1) cada espa¢o uniforme pode
ser embebido num espag¢o completo uniforme;
(2) cada espaco compacto é homeomorfico a um
espaco uniforme. Ambos os capitulos sdo segui-
dos de notas histéricas e contém muitos exercicios
de variada dificuldade. As notacdes e terminolo-
gia sao rigorosas.

(De S. Eilenberg, Ann Arbor, Mich., em «Mathe-
matical Reviews*, vol. 3, n.° 2).
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PUBLICACOES
Agros —Boletim dos Estudantes de Agronomia.
Ano 25, n.° 5— Setembro-Outubro, 1942.

Boletin Mateméatico — (Buenos Aires). Revista
argentina de Matemética. — Ano XV, n.” 1-2.

Educacdo Britanica, de J. E. Hales e outras pu-
blicacées da Embaixada Britadnica em Portugal.

Euclides — (Madrid). Revista de Ciéncias Exac-
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Horizonte — Quinzenario cultural. Ano I, n.° 10.

The National Geographical Magazine (Washin-
gton), vol. 81, n.° 3, Margo, 1942.

Revista Politécnica — (Sdo Paulo-Brasil), Ano

37.», n.° 139, e ano 38.°, n.° 140.

tas, Fisico-Quimicas y Naturales. Ano 11 (1942), Técnica — Revista de Engenharia dos Alunos
n.” 21 e 22. do I.S. T., n.° 133 (Dezembro, 1942).
A situacdo financeira da «Gazera de Matematica»
CONTA DO N.° 12 DA «GAZETA DE MATEMATICA>
Receita Despesa
Receita da venda avulso e por assi- Composicdo, impressao, papel e bro-
sinatura de 644 nuameros 2.814*75 chura 4.000*00
Existéncia de 662 numeros ao preco Sua quota parte nas despezas gerais
de custo 2.118*40 realizadas até 31 de Dezembro de
1942 814*00
31-X11-1942, Superavit 11975
4.933*15 4.933*15
CONTA DE RECEITA E DESPEZA
1942 Receita da venda avulso e por 1942  Deficit em 1941 1.072*70
assinatura dos N.** 1 a 17 25.986*25 Composicdo, impresssao, papel e
brochura do N.° 9 1.410*00
Idem, idem do N.° 10 2.592*50
Idem, idem do N.° 11 2.525*35
Ildem, idem do N.° 12 4.000*00
Dois desenhos para o n.° 13 35*00
Despezas de expedigdo, cobranca,
propaganda, etc. 4.263*90
DEZEMBRO, 31 — Saldo 10.086*80
25.986*25 25.986*25
1943 JANEIRO, 1 — Saldo 10.086*80
BALANTG CO
31-12-1942
ACTIVO PASSIVO
Credores diversos
Caixa 10.086*80 Contas a liquidar 465*00
Numerario em cofre Assi
Edicdes ssinantes
Existéncia da «Gazeta», n.” 1 a 12 S Cobranga antecipada das assinaturas
relativas a 1943 9.240*00
Situacdo liquida 381*80
10.086,880 10.086*80

A.S. C.e O. M. R.
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PONTOS DE EXAME

Uma das sec¢Bes permanentes da Gazeta de Mate-
matica é constituida pelos pontos de exame de aptidao
as universidades e pontos de exame de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica das escolas superio-
res. A distribuicdo normal destes pontos, pelos diferen-
tes numeros da Gazeta de Matematica € a seguinte:

Exames de aptiddo—N.” de Marc¢o, Maio e Julho.

1.° exame de frequéncia—N.°*de Novembroe Janeiro.

2.° exame de frequéncia— N.* de Marco e Maio.

Exames finais — N.°* de Maio e Julho.

Cada um déstes numeros podera publicar e publicara,
em geral, outros pontos além dos indicados.

A Gazeta de Matematica nrd'o € um mero arquivo
de pontos, mas um jornal de cultura matematica.

NUMEROS ATRAZADOS

Encontram-se completamente esgotados os N.°* 1, 2,
5 9 e 10. Os restantes sao ainda vendidos avulsa-
mente ao preco de capa: N.° 3 Esc. 6150, N.° 4 Esc.
3foo, N.° 6 Esc. 4%00, N.° 7 Esc. 6%00, N.° 8 Esc.
4100, N.° 11 Esc. 5%00, N.° 12 Esc. 5%00.

ASSINE A

CONDIGCOES DE ASSINATURA

A Administragdo da Gazeta de Matetnatica aceita
assinaturas anuais de cinco numeros, ao preco de
Esc. 20%$00, para o que basta dar a indicacdo do
nome, morada, local da cobranga e do numero em
que deve ter inicio. A assinatura sera renovada, auto-
maticamente no seu térmo, salvo aviso prévio em
contrério.

Para simplificar o trabalho da cobranga, tédas as
assinaturas serSo aceitadas de modo tal que passem a
ter inicio com o nimero de Janeiro de cada ano, pelo
que a primeira cobranca das assinaturas, com inicio em
qualquer outro numero, sera de Esc. 4%00, Esc. 8foo,
Esc. i2$00 e Esc. i6]j$oo, correspondendo a i, 2, 3ou 4
nameros.

COLECCOES COMPLETAS

Com excepcdo duma pequena reserva que a Admi-
nistracdo da Gazeta de Matematica retirou do
comércio, estdo inteiramente esgotadas as colecgOes
completas. Encontram-se ainda a venda algumas colec-
coes des N.** 2 a 8, Esc. 35%00.
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de modo algum, um empreendimento comercial



