G AZETA

MATEMATICA

JORNAL DOS CONCORRENTES AO EXAME DE APTIDAO E DOS
ESTUDANTES DE MATEMATICA DAS ESCOLAS SUPERIORES

ANO XXXII NI.O 12I1_1J2A4 JANEIRO-DEZ. 1971

SUMARIO

introducdo a Teoria das Categorias, |
por A. V. Ferreira

Uma formula de recorréncia para ocalculo dos coeficientes
dos polinémios He,, (x)
por liui Jodo Baptista Soares

Kouner series for (/-function of two variables
by //. C. Gulati

Uma introducdo :iTeoria das Distribuicfes
por Fernando  Sequeira

Anélise e Estudo da Estrutura Vertical da Atmosfera
Verificagdo Hidrostatica
por V. M. Chiote 'lavares e Maria Fernanda da Cruz
Recomendagédo relativa a situacdo dos professores
aprovada pela Conferéncia Intergovernamental

Especial sobre a situacdo dos professores
UNESCO

Antologia"
A educagdo do povo
por A. A. Ferreira de Macedo

Matematicas superiores

Pontos de exame de frequéncia e finais
Matematicas gerais — Introducdo aos computadores
* programacdo — Calculo automético

Boletim bibliografico

DEPOSITARIO : LIVRARIA SA OA COSTA / RUA GARRETT, 100-102 / LISBOA



G A Z E T A D E M A T E M A T I C A

EDITOR — Gazeta de Matematica, 1Aa. AD.MIMSI RAUOR—.4. Sn da Cosia
Serie e Administracdo - Rua Diario de Noticias, 134-1 ."-Esq." — Tel. 1S69449 — Lisboa-2

REDACGCADO
Redactores: J. Gaspar Teixeira, J- Morgado e J. da Silva Pauio
OUTROS COMPONENTES

EM PORTUGAL:

Coimbra: L. Albuquerque; Lisbhoa: Almeida e Costa, A. S& da Costa, J. J. Dionisio, J. Ribeiro
Albuquerque, M. Teodora Alves, Fernando de Jesus, A. César de Freitas e Fernando Dias Agudo; Porto:
Andrade Guimardes, Arala Chaves, Coimbra de Matos, Laureano Barros, L. Neves Real.

NO ESTRANGEIRO:

Argentina — Buenos Aires: Antonio Monteiro, L. A. Santalé e Eduarde dei Rusto; Mendoza: F.Toran-
Z0B; San Luis: Manuel Balanzat; Brasil —Belo Horizonte: Cristovam dos Santos; Recife: Newton Maia,
Ruy Luis Gomes e José Morgado; Rio de Janeiro: Achille Bassi, Leopoldo Nachbin, Maria Laura Mousinho
a Mauricio Peixoto; S&o Paulo: Omar Catunda; Espanha — Barcelona: Francisco Sanvisens ; Madrid:  Sixto
Rios Garcia; Italia — lloma: Emma Castelnuovo ; Franca - Pari.-:: Paul Belgodire; A. Pereiro Gomes;
Suissa — Zurich:  H. Werraus; Uruguay — Montevideo: Rafael La Guardia; U. S.A.— Pennsylvania:  Maria
Pilar Ribeiro; Venezuela —J. Gallego Diaz.

Toda a colaboracao enviada para publicagdo nesta revista deve ser dactilografada.
A G. M. fornece separatas dos artigos publicados, mediante acordo prévio enire o
Autor e a Redaccéo.

Publicacbes do CENTI (Centro de Tratamento da Informacao)

Relatério Revisto sobre a Linguagem Algoritmica — ALGOL 60
Traducgdo de J. G. TEIXEIRA

Problemas de Matematica na Teoria dos Reactores Nucleares
J. G, TEIXEIRA

Natureza da Investigacdo Operacional
FEHNANDO DE JESLB

O» sécios do S. P. M. eitinenlet de »G«zet<j de Mol» e de tPortugaliae Malh.», beneficiam para eites obrei do desconto de 20 </

0s ASUSCI (IS 1)KSTE SCMER XAO SAO BAUOS -



SOCIEDADE PORTUGUESA
DE MATc?."A
Conlnooinie N" bui Joi ?ai

ANO xxxii —N° 121-124 GAZETA DE MATEMATICA JANEIRO/DEZ. -1971
eoitor: Gazeta de Matematica, Lda. aoministraoor: A, S4 da  Costa
reoactores - J. Gaspar  Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paido

Composto na Tipografia Matematica, Lda. — Rua Diario de Noticias, 134 - |.*- Esq. — Telef. 36 94 49 — LISBOA

Introdugéo a Teoria

das Categorias, I

por A. V. Ferreira (*)

Esta série de artigos tem como finalidade
chamar a atencdo do leitor de «Gazeta de
Matematica» para algumas noc¢des e resul-
tados basicos de um capitulo fundamental da
Matemdtica, cuja existéncia provavelmente
desconhece (‘).

A Teoria das Categorias nasceu ha cerca
de um quarto de século e teve origem em
certos desenvolvimentos da Topologia Algé-
brica. Os conceitos de categoria, funtor,
transformagdo  natural e dualidade de que nos
ocupamos no primeiro capitulo deste trabalho,
foram introduzidos no inicio da década de 40
por EILENBERG € MACLANE em [5, 6] textos
histdricos de notavel clareza que o leitor
encontrard reproduzidos ([ ] apenas par-
cialmente) neste e no numero 109-112 de
iGazeta de Matematica», na sec¢do Anto-
logia.

Embora os conceitos que citdmos tivessem
a sua origem numa determinada teoria ma-
tematica e se tornasse logo evidente a sua
aplicabilidade noutros dominios, os progres-
sos da Teoria das Categorias na década 45-55
foram assas lentos. Pode afirmar-se que o
desenvolvimento desta teoria se operou ver-
dadeiramente a partir dos anos 55-57 que
foram assinalados pelo aparecimento de tra-

a Bento de Jesus
da sua morte.

Homenagem
no XX aniversario

Caraga

balhos fundamentais: sBucHsBauM [2], CARTAN

e EILENBERG [4], GROTHENDIECK [9J.

Presentemente, a Teoria das Categorias é
um capitulo vasto e autobnomo da Matemaética,
cuja linguagem e métodos invadiram, e se tor-
naram essenciais a Algebra, Topologia, L6-
gica Matemética, Analise Funcional, Geome-

(*) Do Laboratério de Fisica
cleares, Sacavém, Portugal.

() Temos em vista especialmente os alunos dos dois
Gltimos anos das Faculdades de Ciéncias e recem-li-
cenciados. Ao que sabemos, nos NOSSOS CUrsos univer-
sitarios, salvo rarissimas excepgdes, estas nog¢des ndao
sdo introduzidas e os aspectos funtoriais das teorias
matematicas classicas néo sdo convenientemente

e Engenharia Nu-

SALIENTADOS, dai resultando, em parte, aquela
sensagdo de péle-méle, imbroglio, ou simples oportu-
nismo expositivo, que tantas vezes nos assalta ao

folhear textos universitarios de conteddo (eventual-
mente...) aceitdvel do ponto de vista cientifico.
E doloroso constatar que num espago muito breve
serd impossivel a um licenciado pelas nossas Facul-
dades, e mesmo & maioria dos docentes, entender a
mera linguagem em que os textos matematicos estdo
escritos | Como talar, porém, da acrise» do nosso
Ensino Superior, abstraindo do quadro maiB amplo
de estruturas, condicionamentos, interesses,---, a
atmosfera sedica acalentadora de todo um heterotro-
fismo arcaico e intelectualmente apoucado, na qual
0 grex que temos consentido ser vem vegetando?



tria Diferencial, Geometria Algébrica, ...,
as quais, por sua vez, contribuem para o seu
enriquecimento.

Historicamente, as noc¢des de categoria,
funtor, transformacdo natural, etc., determi-
naram uma viragem na evolucdo das teorias
matematicas comparavel a que originou a
introducdo dos conceitos fundamentais da
Algebra, grupo, anel, corpo, etc.

A nossa exposicdo constarda dos quatro

capitulos: I-CATEGORIAS E FUNTORES;
GENERALIDADES, 11- CATEGORIAS
ABELIANAS. ALGEBRA HOMOLOGICA,
Il1l- ESTRUTURAS E CATEGORIAS,
IV - COHOMOLOGIA

A amplitude dos temas a desenvolver e as
dimensGes de G. M. imp8e-nos naturalmente
uma certa sobriedade que o leitor compre-
enderd e compensara com uma série de ini-
ciativas pessoais a que deixamos porta aberta
presque partout no texto. Considerando a
maturidade que o leitor, a quem este trabalho
pode interessar, certamente possui, € possivel
que o tipo de exposicdo adoptado se revele
particularmente eficiente.

O cap. | e as duas primeiras seccgdes do
segundo, de caracter propedéutico, contém
aquela acumulacdo primitiva de nocles e
resultados (alguns dos quais deveremos gene-
ralizar posteriormente) que toda a teoria deste
género necessariamente comporta. O con-
tetdo destas partes do texto serd constan-
temente usado no seguimento, em geral, sem
mencao especial e, atendendo ao caracter ele-
mentar dos resultados, a justificagdo de uma
grande parte destes é deixada ao cuidado do
leitor, destinando-se as poucas demonstracdes
incluidas a evitar dificuldades de ordem psi-
colégica. A leitura das restantes seccbes do
cap. I | ndo é estritamente necessaria a com-
preensdao do cap. III, pressupondo, contudo,
o cap. 1V o conhecimento da generalidade dos
resultados anteriores. Os exercicios que pro-

GAZETA DE MATEMATICA

pomos, quando nédo se destinem meramente a
sensibilizar o leitor em relagdo a matéria ex-
posta, contém complementos importantes, por
vezes indispensaveis a uma correcta compre-
ensdo do texto e sdo, nesta hipdtese, de reso-
lucdo simples.

As obras [3, 8, 10] da bibliografia abaixo
indicada sdo introdugfes a Teoria das Cate-
gorias que recomendamos vivamente ao leitor.
EHRESMANN [7], cuja p&g. VvV se encontra re-
produzida na sec¢do Antologia do N.°109-112
da «Gazeta de Matematica D, desenvolve a
Teoria das Categorias com vista mormente a
aplicagbes nos dominios da Anélise e da
Geometria.

Nestas obras o leitor encontrard mencio-
nada a bibliografia mais relevante.

Optamos por uma posicdo heterodoxa em
relacdo a bibliografia e mesmo, por vezes,
a0 nosso ponto de vista pessoal com o intuito
de fornecer ao leitor um texto aimparciali
de maneira a facilitar-lhe a compreensdo de
trabalhos concebidos de pontos de vista e
para finalidades diferentes. Procuramos toda-
via evitar uma exposi¢cdo invertebrada certos
de que bem pior do que adoptar uma atitude
dogmatica (e, portanto, intelectualmente fe-
chada) seria apresentar um texto amorfo (e,
portanto, irracional).

Procuraremos elucidar o leitor sobre os
problemas fundacionais da teoria das catego-
rias num Apéndice; no corpo do trabalho
limitamo-nos a usar os circunldquios habituais
que, esperé-mo-lo, despertem no leitor uma
ideia intuitiva do assunto.

BIBLIOGRAFIA

[1] A. ANDREOTTI, Généralités sur les catégories abé-
liennes. Séminaire A. Grotbendieck, 1957.

[2J BcensBAUM, Exact categories arid duality.
Amer. Math. Soc. 80 (1955), 1-34.

[3] 1.BLCUR e A. DELEANU, Introduction tothe theory
of Categories and Functors. John Wiley & Sons.
London, 19C8.

Tans-



GAZETA DE MATEMATICA

[4] H.CARTAN e S. EILENBERG, Homological Algebra.
Princeton University Press, 1956.
[5] S. EILENBEKO e S. MACLANE, Natural isomor-

phisms in group theory. Proc. Nat. Ac. Sc. 28
(1912), 537-543.

[C] , General theory of natural equi valences.
Trans. Amer. Math. Soc. 58 (1945), 231-294.

[71 CH. EHRESMANN, Categories et Structures. Duuod
éd. Paris, 1965.

[8] P. FREYD, Abelian Categories.
London, 19G6.

[9] A.GROTQESDIECK, Sur quelques points d'Algébre
Homologique. Téhoku Math. J 9 (1907), 119-221.

[10J B.MITCHELL, Theory of Categories. Academic
Press, 1965.
La Jo/la Conference [J], 1965 e Midwest Cate-
gory Seminar [M], Springer Verlag, editor.

Harper and Row,

| —CATEGORIAS E FUNTORES;
RALIDADES

GENE-

1. Classes simplesmente algebrizadas.
Seja <2uma classe (n&o necessariamente um
conjunto) (*). Uma lei de composi¢édo (interna)
definida em S é uma aplicacdo T de uma
subclasse de Cx* em 2. Se o dominio
de T ¢é diz se que T
de composicao definida sobre S ou uma ope-
racdo  (binaria) entre elementos de S, Uma
classe  simplesmente algebrizada € um par
(*,T), que designaremos abreviadamente por
S , cuja primeira coordenada é uma classe £
e cuja segunda coordenada é uma lei de
composicdo definida em £. Seja e uma
classe simplesmente algebrizada. A subclasse

<2x<2, é uma lei

-1
T O%) de 2x e diz-se classe dos pares com-

de (ou em) sJ ;ose (X ,y)ejf(e),
com y,~{x,y), que
cha-
de X

poniveis
i.e. se x é componivel
representaremos usualmente por x~\~y,
ma-se composto de X e y ou composto
com y. S diz-se classe subjacente a S’ e
empregaremos frequentemente o abuso de
linguagem que consiste em escrever xeS
Stc <2 em vez de «S™ é uma classe simples-
mente algebrizada e a)6S,8c"». Se

4,<®C<2 , OT<S designard a subclasse de

e, T(sxs)aT(sxsnT(«)); «T~" é

constituida pelos x~Jy taisque ieS, yeS

e X €é componivel com y. Para evitar um

excessivo purismo de notagdo, escreveremos

aT:® (respSt J b) se Q= ]a) (resp. &= |6])

sempre que n&do exista risco de confusdo (°).
Suponhamos SiC°" . Se

SJScfl (resp.eT ®CSt , 8J east) ,

St diz-se uma parte ou subclasse estavel (resp.

de é7; se St é
simultaneamente um esquerdo e um
ideal direito, st diz-se um ideal de e’'. Ain-
terseccdo de uma familia de partes estaveis
(resp. ideais esquerdos, ideais direitos, ideais)
de <2 é uma parte estavel (resp. ideal es-
querdo, ideal direito, ideal) de <2'. Em par-
ticular, a intersec¢do das partes
(resp. ideais esquerdos, ideais direitos, ideais)

ideal esquerdo, ideal direito)

ideal

estaveis

de S’ que contém uma subclasse a de e
diz-se subclasse estavel (resp. ideal esquerdo,
ideal direito, ideal) gerada por St em S’ e
designa-se por a, (resp. [Sf®, &]g,

ou mais simplesmente, se ndo houver risco
de confusédo, por st (resp. [st, St], [et]).

EXERciclos : 1. Considere exemplos con-
cretos de classes simplesmente algebrizadas
e’ e déclasses 0,<3ce’; calcule St[~&i.
Mostre que pode ter-se (st~\~ st) ~yst=f=
f=aj(£lJa).

2. Considere exemplos concretos de clas-

ses simplesmente algebrizadas S e classes

() Ver Apéndice no fim do trabalho

(*) Naturalmente, a prépria notagdo & TSi pode
dar lugar a confusdes. O leitor facilmente se aperce-
berad deste facto se considerar a lei de composicdo U
no conjunto das partes de 9(E) onde ~(E) designa
0 conjunto das partes de um conjunto E ; a notacdo
A UB,A,B CZ"(S'(E)) ¢é ambigua.



fl,,,[fi,, f]7 [ti] ..
Dada uma classe simplesmente algebrizada

«cz£"; determine

e’ e £/c £ comum Unico elemento, deter-
mine ii.,T ,[®T,).j e [Q]T; generalize.

Damos seguidamente cinco definicfes de
enorme importancia que o leitor (familiarizado
com as estruturas algébricas classicas de
grupo, anel, espago vectorial, etc. cf. J. S.
GUERREIRO, Curso de Matematicas Gerais,
Lisboa 1968; R.copEMENT, Cours d'Algébre,
Paris 1963; ou, a nivel mais avancado,
BOURBAKI, Algébre, ch. 1, 1 1) certamente
achara naturais e exemplificard adequada-
mente.

1.1. DEFINICAO. Dada uma classe sim-
plesmente  algebrizada 6 e uma parte St de
3, chama-se subclasse simplesmente algebri-

zada de S’ definida por 8, aclasse simples-
mente algebrizada (ft, TQ) onde T , designa
a lei de composicdo definida em Gttal que,
quaisquer que sejam Xx,yeSt, (i) x é compo-
-1
nivel comy sse () (x,y)eT (") «(«) XxTAy'=
= x"fy. "fgjdiz-se lei de composi¢do indu-
zida por £ em €1. Utilizaremos frequente-
mente o abuso de notagdo que consiste em

(®\~)

= T()D{*X ")+ Se Sté estavel em <,
a condigdo (i) pode substituir-se por «x €& com-

-1
designar por £i". Tem-se ~y(St) =

ponivel
entédo

comy sse (x,y)eT(M)» 6° diz-se

uma subclasse simplesmente algebri-
zada estavel de e"; se O é um ideal (resp.
ideal esquerdo, ideal direito) de i, Si diz-se
um subideal ou subclasse simplesmente alge-
brizada sobressaturada (resp. subideal es-
querdo, subideal direito) de £'.

sim-
classe

uma classe
chama-se

Dada

T

algebrizada e’,

1.2.
plesmente

DEFINIGCAO.

GAZETA DE MATEMATICA

simplesmente algebrizada oposta a <2 edé-

signasse por ii"™" ou %, a classe  simples-

mente algebrizada (<3, T",) onde Top desi-

gna a lei decomposicdo definida em 3 tal que,

quaisquer quesejam x,yeS, (i) x & compo-
-1

nivel comy sse (y,x)6T () ¢ (‘0O xTopy =

= yTx. Topdiz-se leide composi¢do oposta

a T-

£rr = e . E também

-1

., (*) & a imagem

Naturalmente,

que se StCZ 3,
1

de T (St) pela simetria canénica de SX.3
(que associa a cada par (x,y) o par (Y ,X)).

Nestas condicbes, 6 facil de verificar que
[et, Tov) = (St, Topg.) e o simbolo a-™ tem
um sentido claro. Vé-se também facilmente

claro

que St é estdvel em 3" sse St 6 estavel em
£ , St 6 um ideal esquerdo de E’ sse St

¢ um ideal direito de £ St é um ideal de

e’ sse st € um ideal de e™" .

A relagdo que associa a cada classe sim-
plesmente algebrizada a sua oposta 6 uma
dualidade na teoria das classes simplesmente
algebrizadas (cf.Apéndice no fim do artigo):
toda a nog¢do ou enunciado a respeito de uma
classe simplesmente algebrizada se dualiza
numa co0-nogdo ou co-enunciado ; se um enun-
ciado 6 valido para todas as classes simples-
mente algebrizadas, o enunciado dual ou
co-enunciado O valido para todas as classes
simplesmente algebrizadas.

De acordo com o que precede, a nocao
jdeal direito 6 a nocdo dual ou co-nogdo de
ideal esquerdo e as nocdes parte estavel e
ideal sdo autoduais.

O uso de principios de dualidade permitir-
-nos a frequentemente abreviar a exposicao.

T

1.3.
simplesmente

DEFINIGCAO.
algebrizadas

Sejam e’ e classes
e f uma aplicacao

(‘) Abreviaturade «se e sO se».
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de S em S*. f dizse compativel com o par
de leis de composicdo T >_L (definidas em
X e 2>, respectivamente) sse, quaisquer que
sejam X ,y 6 2, arelagio x ¢é componivel corn
y em e’ implica f(x) é componivel corn f(y)
em 20 e f(xTy) = f(x) Jf(y). Se f d com-
pativel com T «JLj ° triplo F = (<2',f, 2%)
chama-se homomorfismo de <5 em 5 defi-
nido por f. <« fé uma injeccdo (resp. so-
brejecc¢éo), F diz-se um monohomomorfismo
(resp. epihomomorfismo); F diz-se um diho-
momorfismo se for simultdneamente  um mono-

homomorfismo e um epihomomorfismo. Se f
-1

e f é também
um isomorfismo de <?" sobre

é¢ uma bijeccdo compativel  com
_|l_,T> F diz-se
-1

, CD\fe isomorfismo inverso

-1
de F e representa-se  por F .

) chama-se

F diz-se um antihomomorfismo de e’ em
S) ase (e™ ,f,5) —ou (<s\f, 5>")—é um
homomorfismo; em particular, (la,.)j =
= (fi",idg,S°") é um anti-isomorj'ismo, dito
canonico.

Se F=(e\f,") e G=(" ,0,50) sédo
(S ,gof, 6®) é um homo-
morfismo que se designa por homomorfismo
composto de G e F e se representa por G°F;
a composicdo de homomorfismos é associativa
num sentido que o leitor explicitard facilmente.
Se S’ é uma classe simplesmente algebrizada,
IdgT = (e’ ,idg,e’) , onde idg designa a apli-
cacdo idéntica de <3 em i2, € um isomorfismo
chamado isomorfismo idéntico de £'; tem-se
i™oldx = F e 1d*"To G = G quaisquer que

homomorfismos,

sejam os homomorfismos F = (e’ ,/,i') e
G = (3", 9gr,2"). A composicdo de antihomo-
morfismos, de homomorfismos e antihomomor-
fismos, e de antihomomorfismos com homo-
morfismos define-se de maneira analoga sendo
imediato que o composto de dois antihomomor-

fismos é um homomorfismo e o composto de um
homorfismo com um antihomomorfismo ou de
um antihomomorfismocom um homomorfismo é
um antihomomorfismo. Todo o antihomomor-
fismo se pode exprimir unicamente como com-
posto de um anti-isomorfismo canénico com um
homomorfismo (resp. de um homomorfismo
com um anti-isomorfismo canénico). Para todo
o homomorfismo (resp. antihomomorfismo) de
e" para S>', F= ((ldop). )oF o((ldop) ;)

¢ um homomorfismo (resp. antihomo-
morfismo) de ej, para 2. Se F=(e",f,5")
é um homomorfismo ou antihomomorfismo e
Cla <2 (resp. £lc S>), a subclasse de S>

-1
(resp.S), f(&) (resp./(E*)) designa-se por
-1

T

F (if) (resp. F («)); se £l=]a| escreve-se
1

- -1
F (et) (resp. F (@)) em vez de F (a) (resp. F(&))
sempre que nao exista risco de confusdo com

o elemento F (@=f(a)e3> (resp.-F(a) =
-1
=/(a)efi, no caso de / ser bijectiva).

1.3,
com

Com as notagdes de
¢ compativel

DEFINIGOES:
em vez de dizer que f

T ,_L, é frequente dizer-se que f define um
homomorfismo de fi' em S'. A expressdo f
define  um antihomomorfismo de ST em i?" tem

também um sentido claro.
EXERCiClIOS: 1. Mostre que, se F =
= (fi",f,-") € um homomorfismo, a imagem

reciproca F(&) de uma parte estavel (resp.
ideal esquerdo, ideal direito, ideal) £1 de 9’
¢ uma parte estdvel (resp. ideal esquerdo,
ideal direito, ideal) de £'. Mostre com um
exemplo que a imagem (directa) F (Ei) de
uma parte estdvel de <2 ndo é necessaria-
mente uma parte estdvel de 5™; indique con-
digbes suficientes para que: a) a imagem por
F de uma parte estdvel de <3 seja uma parte



estavel de S); F de um
ideal de <2 seja um ideal de S*'.

2. Para toda a subclasse & de uma classe
simplesmente algebrizada <2, Ind*J = (Q/,
inclg”g ,G"), onde incl”® g designa a inclusédo
canénica de St em S ummonohomorfismo,

dito inclusdio de Stem 6°.

b) a imagem por

1. 4. DEFINICAO. /Sela £ uma classe sim-
plesmente  algebrizada e R uma relacdo de
equivaléncia em S. Diz-se que R é compativel
com "T sse, quaisquer que sejam X,X',y,y'e<2,
se fem xJy = x'Jy*' (mod. R) sempre que
x =x'" (mod. R), y=y" (mod. R), x é
componivel com y e x' & componivel com y"'.
«Se R € compativel com T j «  correspondéncia
que, a cada par constituido pelas classes de

equivaléncia  de elementos X e y de S tais que
X € componivel com y, associa a classe de
equivaléncia de x Ty> «uma lei de composicdo

definida na classe quociente <?R que se chama
quociente de T por R e se designa por
T/IR; & classe simplesmente algebrizada
(e/R ,T/R) diz-se entdo (classe simplesmente

algebrizada) quociente de e’ por R e repre-
sentasse usualmente por S'/R.
EXERCicIOS: 1. Seja e" uma classe sim-

plesmente algebrizada e R uma relagdo de
equivaléncia em Q. R diz-se compativel a
direita (resp. a esquei-da) com T sse, quais-
quer que sejam x\Xx'ye<3 tais que X, X
sdo componiveis com y (resp. y é compo-
nivel com x,x"), arelacdio x = x' (mod.R)
implica x~\~y= x'~[ y (mod.R) (resp.yTa: =
SJJT* (mod.R)). Mostre que se T esta
definida sobre e, R é compativel com T
sse R é compativel com T a direita e a
esquerda.

2. Com as notagBes de 1.4, mostre que

- -
T/R(<2/R) 6 a imagem de T (°) pela apli-

cagdo (X ,y)eex ei @ @), <f(y)) ee/R x
XS/R, onde <pdesigna a aplicacdo candnica
de e sobre e/R.
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3. Com as notacdes de 1.4, mostre que
R é compativel com T sse R é compativel
com Top e se tem To,/R = (T/R)o, .

1.5. Eexercicios: 1. Dada uma classe
simplesmente algebrizada e’ e uma relacdo
de equivaléncia em e compativel com T>

mostre que $ = (e, <f,S/R), onde @ designa
a aplicacdo canonica de S em &/R, é um
epihomomorfismo dito epihomomorfismo cano-

nico de <2 sobre &JJi. Verifique ainda que
a passagem ao quociente goza da seguinte
propriedade de factorizacdo universal: Se
F=(s,f,2') é um homomorfismo e X=y
(mod. R) implica f(x)= f(y), entdo existe
um e um sé homomorfismo F=(e'/R, f, @)
talque F=Foi>. Arvrelacdo ix==y (mod.i?)
implica f(x) = f(y)i> costuma abreviar-se
escrevendo tf (ou F) é compativel com R».

2. Mostre que, se F = (e',/,®') € um
homomorfismo, a relacdo de equivaléncia Ry
associada a / (que diremos também asso-
ciada a F e designaremos igualmente por
RF){) é compativel com T - Existe entédo
um e um s6 homomorfismo F=(e/R.f2>)
tal que F= F o<l», onde <t designa o epi-
homomorfismo canénico de e’ sobre "jR,;
F é um monohomomorfismo.

3. Mostre que se F = (<2',/,5') é um
homomorfismo, para toda a classe StCZ S
(resp. 8C3 e «3 F (<2), F~m (0",/|a»
(resp. ~|Jp= (£7,, |/,S*)) 6 um homomor-
fismo que se chama restricio  (resp.
tricdo) de i'*a £1. (Obs.: ~ desigha a
aplicagdo St—> 2>tal que /|, (X) =f(x) para

cores-

() Dada uma aplicacdo / de uma clas9e A" numa
classe V, chama-se relacdo de equivaléncia associada
a f e dusigua-se por R, arelacdo de equivaléncia
em X tal que, quaisquer que sejam x .,y eX X =y
(mod. if,) sse /(x)=1 {y).



todo o x e &, M \f designa a aplicagdo S—> £Ul

tal que g\ (x) =f (x) para todo o xe<2).

4. Seja c~,ne') um homomorfismo.
Com as notacbes de 2 e 3, se incl/(,)., de-
signa a inclusdo candnica de f(S),em $,
tem-se

(<57,0,®) = (/('3/,0lIcl,.,,,.,")o

CCTNI(G) IITI(N)*(ET, ?,?IRf)

os factores do segundo membro, que se diz
decomposi¢do  candénica de (£7,f',5"'), sdo,
respectivamente, um monohomomorfismo, um
dihomomorfismo e um epihomomorfismo. Em
geral o dihomomorfismo intermédio da de-
composicdo candnica ndo é um isomorfismo.

1.6. Se £ € uma classe
simplesmente algebrizada e f € uma injec-
¢cdo de S em S>>, a correspondéncia que, a
cada par (xy)e"xS> tal que se tenha x=f(x"),
y=f(y') para algum par {x'y) de elementos
componiveis em s , associa o elemento de
S> f(x'~[~y"), €é uma lei de composicdo em S
que se chama imagem (directa) de T por f
e se designa por /(T)> S»”~' diz-se entéo
(classe simplesmente  algebrizada) imagem (di-
recta) de G" por f. O triplo ~ = (£',/,2>""")
¢ um monohomomorfismoe, se f é bijec-
tiva, F é um isomorfismo. A lei de compo-
sicdo f ( T ) pode caracterizar-se do seguinte
modo: Se _|_é uma lei de composicdo em 5>,

(S',/,®"') éum homomorfismo sse (® "ids),®")
e um homomorfismo. Mais geralmente, se f
é uma aplicacdo de 2 em 2>, existe quando
muito uma lei de composicdo O em 2 tal
que, para qualquer lei de composi¢do |
em 5> (°7,/,-') é um homomorfismo sse
(S>®, iagr>, S"™) ¢ um homomorfismo. Se existe
O satisfazendo esta condicdo, T diz-se (di-
rectamente) transportavel por f, © designa-se
por fCT) e recebe ainda o nome de imagem

DEFINIGOES: 1.

(directa) de f P f\ ®'‘” chama-se tam-
bém (classe simplesmente  algebrizada) imagem
(directa) de <2 por f .

V. Seja e’ uma classe simplesmente alge-
brizada, 2> uma classe e f uma injec¢do de
S>em s. A correpondéncia que, a cada par
(i~"JeiX*® satisfazendo a condigdo /(a?)
é componivel comf(y) em S e fO)~\~{y)
6/(2), associa o elemento z de 2> tal que
[(z) *»/(*)T/(y) j 6 uma lei de composicao
em 2> que se chama imagem reciproca ou tn-

-1 -
versa de T porf e se designapor/(T)5®"'"
diz-se (classe simplesmente algebrizada) imagem
reciproca ou inversa de <Z por /. O triplo

1

F=@®" ', f,<2) 6 um monochomomorfismo e,

se / é bijectiva, i*'6é um isomorfismo. A lei
-

de composicdo /(T) pode caracterizar-se do

seguinte modo: se J_ éuma lei de composicio

em 9, (S',jf,e") ~ MOT homomorfismo sse
(i~ ,id”~,S)"”) ~ um homomorfismo.  Mais ge-
ralmente, se f é uma aplicacdo de 2> em

£, existe quando muito uma lei de compo-
sicdlo O em 9 tal que, para qualquer lei de
composi¢cdo J_em 0, (~f&) ¢ um homo-
morfismo sse (®-,id;?,S®) é um homomor-
fismo. Se existe © satisfazendo esta condicéo,
T diz-se reciprocamente  ou inversamente trans-

-1
portavel por f , © designa-se por /(T) ©
recebe ainda o nome de imagem reciproca ou

inversa de T por /; Sr"' chama-se também
(classe simplesmente  algebrizada) imagem  reci-
proca ou inversa de <2 por f .

1.7. EXxXERciclos: 1. Seja e” uma classe
simplesmente algebrizada. Se R é uma rela-
cdo de equivaléncia em <2, mostre que "J"

é transportavel pela aplicagdo canédnica
<t:e-, s/R sse R 0 compativel com T" e
que, nesta hipdtese, se tem cp(T)=T/R-

Se f 0 uma aplicacdo de £ numa classe s>,
T é directamente transportavel por f sse



R/ é compativel com T ; nesta hipotese, se
¢ designa a aplicacdo canbnica de S sobre
BjRf e / . a aplicagdo SjR/—*-3) tal que
[=7°<Pi tem-se /[(T)==/(T/#/)°* P°°°

afirmar-se que (f/Rf,f,f(”~)") é um iso-

morfismo.

1'.  Seja e’ uma classe simplesmente alge-
brizada. Se & é uma parte de S, T é inver-
samente transportdvel pela inclusdo canoénica

-1
de €Aom Q, incl”.g, tendose incl,#,e(T) =
= T e Se / é uma aplicagdo de uma classe
S em s, e T ©inversamente transportavel
por /, tem-se / (T)=/<$) |/(T/(2>)) e, para
cada S c» talque /(S)=/(2>) e /,, seja

injectiva, / define um isomorfismo de <S'”
sobre /(9)". Indique uma condicdo necessa-
ria e suficientepara que T seja inversamente
transportavel por f.

2. Seja <2 uma classe simplesmente alge-
brizada e / uma aplicacdo de S em 9 (resp.
9 em 2) tal que T é directamente (resp.in-
versamente) transportdvel por /. Mostre
que, se f x f designa a extensdo de / a
i X*® (resp. 9X~),i.e. aaplicagdo exi3->
—>9x9 (resp. 9x9 —>"X") que associa

a (»,?0), (f(?0>f(y)), entao
[(T)(20=/X/(T02)) (resp. /(,)®) =
=/ x (T ((?)))e
Top 6 directamente (resp. inversamente)

transportavel por / e /(To,) =/(T)o, (resp.
I(To,)=/(T)op).

3. Com as hipoOteses e notacdes de 2, se

g € uma aplicagdo de 9 em S (resp. S
i

em 9) e/(T) (resp. /(T)) é directamente
-1

transportavel por g (resp. /(T) inversa-
mente transportdvel por g), T ¢ directa-
mente transportavel por g °f (resp. inversa-
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mente transportavel por f o g) e (<7°/)(T) =

9(/(T)) (resp. (fog)(.)=g\f{T)).
Como aplicagdo demonstre o principio da
transitividade das subclasses e classes quo-
cientes (simplesmente algebrizadas) (").

OBSERVAGCAO: Se i.®*,/,®) é um homo-
morfismo, T & directamente transportavel
por / mas J_ ndo é, em geral, inversamente
transportadvel por /; néo existe uma duali-
dade perfeita entre as propriedades das no-
¢Bes directamente transportidvel e inversa-
mente transportavel.

1.8. DEFINIGAO. Seja
lia  de classes
<S 0 produto

(e['),.., uma fami-
sisrlnplesmente algebrizadas e
® A correspondéncia que,

ie |
a cada par ((xi).,
S tal que, para todo o
nivel com y, em GJ', associa o0 elemento de
S, (xjTi}'i)i6i, é uma lei de composicdo T
definida em 6 que se chama produto da fami-
lia (Ti)iei = se designa por Ti; N diz-se

(y~ui) de elementos de
i61, X jé compo-

iEl
entdo (classe simplesmente algebrizada) pro-

duto da familia  {fl'),,, e representa-se  por

it

EXERCicIOS 1. Com as notacBes de 1 4,

mostrar que TO®) é a imagem de ] [Ti(";)
tti
pela bijec¢do candnica

(0* ,2/i))ie/l-> {{Xijiel,

de riO*~") sobre dleO><(|I“)-

iel ie | ie |

U/<){.1)

() Se 7" ésubclasse (resp. quociente) de SB*- e iS*
e subclasse (resp. quociente) de <® , £2" é Bubclasse
(resp. quociente de (2®) .
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2. Com as notacBes de 1.4, tem-se
e°p = N (el[i°p).
iel
1.9. EXERCIiCIO: Seja uma fami-

lia de classes simplesmente algebrizadas e
6" o0 seu produto. Designando, para cada
JCZ /|, prj- a J-projeccdo canodnica de
2= JI<?i(’), demonstre as afirmacbes que

iel

seguem :

1. Para cada Jd I, Prj=(S", pr..,,d\' T )
je J

¢ um homomorfismo que se diz Jprojeccdo
canénica de <2; se J= \j\ escrevemos Pr,-
em vez de Pr~ e j-projeccdo candnica em
vez de ./-projeccdo canonica, identificando
~\o]> com SjJ como é usual (sempre que

je J

ndo haja risco de confusdo). <2 goza da se-
guinte propriedade de factorizacdo universal:

Se 5 € uma classe simplesmente algebrizada
e, para cada iel, F = (® ,S,') é um
homomorfismo, entdo existe um e um s6 homo-
morfismo  F—{%",f,$) tal que, para cada
iel, Fi= Pr oF; F designase por X F,

iel
é & aplicagdo
Se S'= ]!>*"

podendo verificar-se que f
X f talque Xx\-+(f>(x)).r.

e, para cada i61, -Fi= (2" ,fi,S* é um
homomorfismo, existe um e um sé homomor-

fismo F = (S',/, e") tal que, para todo
iel, Pr*oF = FioPr- (Pr; éa i-projecgdo
de 59 ; F designa-se entdo por \FI,

iel

podendo verificar-se que f é a aplicacdo

i talque (Xi), \-*-(fi(xi))iei.Sob hi-
ie 1

poteses 6bvias, podem demonstrar-se relacgdes
do tipo: (XFi)o6 =XF 00O, (TTF)o

iel iel

03] Gi) = HFioGi.

iel iel

2. Se JClI, T ¢
pr./, tendo-se, em geral, JJ_T"=fT|CT) .

jed

transportavel por

iel, S"=Q e

designa a aplicacdo diagonal de S em <2(%),

Se, para todo o

X é transportavel por A ~e tem-se A(j_) =
= Ti(£7); omonohomomorfismo Incl®j= (£I,

AQ,6') chama-se inclusdo canénica de ®" em

e’ = (ay.

3. O produto de classes simplesmente
algebrizadas goza da seguinte propriedade
de transitividadedita propriedade associativa:

i € uma particdo de 7(°) e a

le T = (3\\e\
designa a bijeccdo canonica, induzida por S,

de
io
sobre 1N (n»C )>
tel XA T
] - 1
EK'MIiIKY))
iel \eA >eJ\
¢ um isomorfismo que se diz isomorfismo
canénico {induzido por S).
Tem também lugar a seguinte  propriedade
comutativa : se x. 6 uma bijecgdo J -*1 e X

designa a bijeccdo candnica

de n> sobre ||e*(?()>

induzida por x

iel jed
6 um isomorfismo que se diz isomorfismo
canénico induzido por Xx.

() Aplicagdo que associa a cada (Xi),; de e»

(Xi),.j em n 6,
64
(") Aplicacdo que associa a cada x de S a fami-
lia de e, (X)j= (XJiK , tal que X;= x para todo o

iel.
() i.e. Ul =1
Xe A
~XnJp”r 0°°° X= (..
(«0) Tal que < ((atf,.,) - J)XeA e
(«) Tal que T(W,,,) = (»»«,),.,-

e, quaisquer que sejam 1,/ieA,
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4, Se, para cada iel,
de equivaléncia compativel com Ti » desig-
nando por R a relacdo de equivaléncia
NR;  (i.e. a relacdo de equivaléncia em
16/

JJ<2, tal que
iel

R; ¢é uma relacéo

(x.)...M(y.) .o, (mod. R) sse

= (mod. Ri) paratodoo iel), R écom-

pativel com T =1 1771 e (n(eT7R,),T,e"/R),
iel

onde T representa a bijeccdo canonica de

JJ(<?1/RI) sobre e/R(**), é um isomorfismo
iel
que se diz candnico.

osservacio. O leitor familiarizado com a teoria
das estruturas de souxsaki (cf.souksaki, Théorie des
ensembles, ch. 4) notou, por exemplo, que o0s pro-
dutos e subclasses simplesmente algebrizados s&o
do tipo estrutura inicial enquanto o quociente é do
tipo estrutura final. Numa secc¢do posterior dare-
mos uma nocgdo de estrutura e espécie de estrutura-
Do ponto de vista em que nos colocamos, a teoria das
estruturas é posterior a teoria das classes simples-
mente algebrizadas, dependendo logicamente desta.

A noc¢do de coproduto (directo) pode intro-
duzir-se do seguinte modo : se ),./ 6 uma
familia de classes simplesmente algebrizadas e
e designa a reunido disjunta da familia (£;);,./,

Joi= [J iX]|*]ji acorrespondéncia T que,
iel iel
a cada ((x ,1i), (y eSx © tal que
com y em S, associa

€ uma lei de composicdo em

i=j e
x é componivel
((*Tty) >06S,
<2, e é o coproduto da familia ((i?7")e/ e

T representa-se por J [T.. Tem-se T(°) =
ie/
= M incl,Xincli(T<)(’;) onde, para cada iel,
iel
inclj designa a injeccdo candnica < -¢1Js;

iel
(tal que x }—={x, €)).
Deixamos ao cuidado do leitor enunciar e
estabelecer as propriedades desta nocdo que
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correspondem (por certa dualidade) as pro-
priedades do produto.

2. Neocategorias e iSeofuntores. Gra-

fos e Diagramas.

Seja <2 uma classe simplesmente algebri-
zada. Um elemento u de e diz-se idempo-
tente (em S) sse u é componivel com u e
u~\~u = u. ueS diz-se uma identidade (em
£ ou de <2) sse é idempotente e, para todo
o ieS, a relagdo x é componivel com u
(resp. u é componivel com x) em e’ implica
x~[u —x (resp. u~Yx-=x). Se Me u sao
identidades em <2 e u é componivel com u',
tem-se naturalmente u = u T «'= Em par-
ticular, se T estd definida sobre e, duas
identidades quaisquer em e’ sdo iguais; uma
identidade em (3' diz-se entdo um elemento
neutro em <2. A subclasse de S constituida
pelas identidades de e’ designa-se por e
considerar-se-a ou nao munida da operacao
induzida por <2 consoante o contexto (0 risco
de confusdo é naturalmente insignificante para
o leitor atento!). Se ndo houver prejuizo
da clareza da exposicdo, <2, abreviar-se-a
para e,. Tem lugar a seguinte propriedade
de associatividade :

Se u,u'e « Xee',
0s seguintes  enunciados sao equivalentes:
(» (uTx)Tu" tem sentido, @iy uT(iT™Y)
tem sentido, (ili) uTx tem sentido e xT U
tem sentido; em qualquer  destas situacdes
tem-se (UT*)Tu' = x= uT(XT u)e Tem-se
ainda WT ) Tu=uT("Tu)=uT"T U

2.1. PROPOSIGAO.

* Se (<&).e Il (&MNoN(.(&i)iei) éaclassede
iel

equivaléncia mod « R de qualquer (ii),./* 11S tal

iel

que ije Qj paratodo o iel.
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DEM. (i)=>(M"). Suponhamos que (uT~)T"'
tem sentido; isto significa, naturalmente, que
u é componivel com X e u~\x = x é com-
ponivel com u‘'. Como x~\u' = X e u é
componivel com x, uT(*T«') tem sentido
como pretendiamos.

(i)=>(iii) e (Mi')=>(i) ficam ao cuidado do
leitor. A relagdo (MJe)Tit' = ce= itT(i Ju*)
é evidente. Resta-nos pois verificar (uT®)Tii' =
= «T(SJu') o que nédo é dificil se obser-
varmos que a relacdo nu é componivel com
y ey é componivel com u'» é equivalente
ay6(aT)Tn' ea yeu\~(STM). |

OBSERVACAO. AS nogdes elemento idem-
potente e identidade numa classe simplesmente
algebrizada sdo autoduais.

x 6s diz-seregular a esquerda (em fi") sse,
quaisquer que sejam y,zeS, a relacdo x é
componivel com y, x O componivel com z
e ®Ty= *T2 implica y = z. Dualmente,
x dir-se-a& regular & direita (em S') sse,
quaisquer que sejam y,zeg, a relacdo y é
componivel com X, z é componivel com a;
e 2/Ta>= zTa' implica y = z. Se a; é si-
multaneamente regular a esquerda e regular
a direita, x diz-se regular (em G").

Usaremos também a convencdo que con-
siste em escrever X € um reciproco de y a

esquerda em <3 ou y € um reciproco de x a

-1
de @?,y)6T(S) e
se existe yeS tal

J
em &

dado
que # é umreciproco de x a esquerda (resp.

direita em vez
x~\~yeej; iefi,

direita) em fi", x diz-se uma unidade es-

querda (resp. direita) em e’. Escreveremos

ainda |Xx, y\ € uma reciprocidade em <3’
-1

em vez de (X, y), (?,a)eT (<) e XxX=Y vy,

yTxeSN- dado xeé, se existe yeS tal
que \xX,y\ é uma reciprocidade em fi, a;
diz se uma unidade em S’ e y um  reciproco
de a; em G'. A subclasse das wunidades

11

em £ designa-se por G, e considerar-se-4
munida ou ndo da leido composicdo induzida
por <2'consoante o contexto, eventualmente
abreviar-se-4 para 6,.Uma subclasse il de e
diz-se saturada sse "T~JcSi e SJT~CH.

Naturalmente, as noc¢fes unidade direita e
reciproco & esquerda s&o duais de unidade
esquerda e reciproco a direita, respectiva-
mente; unidade e reciproco s&do nogles auto-
duais. Uma identidade em 6" é simultanea-
mente unidade e regular.

Nas classes simplesmente algebrizadas em
que a lei de composi¢do satisfaz certas pro-
priedades de associatividade, existem relagdes
estreitas entre alguns dos conceitos que aca-
bamos de introduzir. Estas relagfes, que o
leitor certamente suspeita e serdo conside-
radas na sec¢do 3. Categorias e Funtores*
ndo sdo validas em geral.

EXERCICIO. Dada uma classe S com qua-
tro elementos, mostre que existe uma e uma
sO0 classe simplesmente algebrizada <27, a
menos de um isomorfismo, satisfazendo as
seguintes condicfes : (i) T estd definida
sobre S, (n) e"™*Le” el d
dade de <2 possui mais do que um reciproco,
(ivy se xe®, ai”ej, x éregular sse x ndo
¢ uma unidade. Mostre ainda que existem
classes simplesmente algebrizadas e’ satis-
fazendo as condicbes (i) a (iv) e a seguinte
-condicdo suplementar : (D) e € comutativa.

a uni-

to a

Na seccdo 1 descrevemos varios processos
pelos quais se pode deduzir duma classe sim-
plesmente algebrizada ou de uma familia de
classes simplesmente algebrizadas, outras
classes simplesmente algebrizadas ; damos se-
guidamente alguns resultados que indicam
como as noc¢Bes que acabadmos de definir se
comportam relativamente a esses processos.
Omitimos as demonstracBes por serem ime-
diatas e ndo conterem aspectos que valha a
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pena salientar. O contraste existente entre as
vérias afirmagdes contidas em 2.2 e 1. 3
merece porém uma certa reflexdo da parte do
leitor (e contra-exemplos adequados'!).

2. 2. PROPOSICAO. Se Y & um homomor-
fismo de e’ em 9" e xeG é idempotente em
G', F(x) é idempotente em 9'. Se F res-
peita as identidades (i. e. se a imagem de uma

identidade de £ é uma identidade em 9') e
X € uma unidade esquerda (resp. direita,
unidade) em G, F (x) é uma unidade esquerda
(resp. direita, unidade) em 9.

EXERciclos. 1. A condicdo «F respeita as
identidades» é suficiente mas, em geral, ndo
€ necessaria para que a imagem de uma
unidade esquerda seja uma unidade esquerda.

2. Demonstre o enunciado que resulta
de substituir em 2.2 os termos «homomor-
fismo» por «anti-homomorfismo», «direita»

por «esquerda» e «esquerda» por «direita».
2. 3. PROPOSIGCAO.
simplesmente  algebrizada,
aplicaggo de Gem 9,
em G e, finalmente,
classes simplesmente
as seguintes afirmagdes
e idempotente  (resp. identidade, regular a
esquerda, regular & direita, regular) em £,
X € idempotente (resp. identidade, regular a
esquerda, regular a direita, regular) em 97 ;
(i) se f € injectiva e sei, x & idempo-
tente (resp. identidade, regular a esquerda,
regular & direita, regular, unidade esquerda,
unidade direita, unidade) em G’ sse f(x) é
idempotente  (resp. identidade, regular a es-
querda, regular & direita, regular, unidade
esquerda, unidade direita, unidade) em 9"7;
(iii) se g € injectiva, xe9 e g(x) e
idempotente  (resp. identidade, regular a
esquerda, regular a direita,

Sejam £ uma classe

9 uma classe, f uma
g uma aplicacdo de 9
(s[). uma familia de
algebrizadas.  Tém lugar
(i)se 9d Ge xe9

regular) em G,
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X € idempotente
esquerda,  regular

(resp. identidade, regular a
a direita, regular) em

9 B(T) ;
tidade,
regular,

(iv) (xi)..i é idempotente
regular & esquerda, regular
unidade  esquerda, unidade

(resp. iden-
a direita,
direita,

unidade) em ~ ®i *> pora todo o iel,

lei
Xi € idempotente (resp. identidade, regular a
esquerda, regular a direita, regular, unidade
esquerda, unidade direita, unidade) em sj' ;
(v) xe JJ["™r é idempotente (resp. identidade,
iel
regular & esquerda, regular a direita, regular,
unidade  esquerda, unidade direita, unidade)
sse existe iel e y6G tal que x é imagem
de y pela inclusdo canénica <B-, -> é e
ie 1
é idempotente  (resp. identidade, regular a es-
querda, regular a direita, regular, unidade
esquerda, unidade direita, unidade) em ¢é[' .

A razdo pela qual ndo fizemos referéncia
em 2.3 & lei quociente de T por uma
relacdo de equivaléncia R compativel com
T «/(T),? "' (T)> nocasod e n & 0 serem
injectivas, é naturalmente a seguinte: para
além do facto de a classe de equivaléncia de
um idempotente de G ser um idempotente
de G/R, da imagem por / de um idempo-
tente ser um idempotente e de x ser idem-
potente (resp. identidade) todas as vezes que
g(x) € idempotente (resp. identidade), nada
mais se pode afirmar em geral.

Este facto motiva a seguinte

2. 4. DEFIXIGAO. Seja G’ uma classe sim-

plesmente algebrizada e R wuma relacdo de
equivaléncia em G. R diz-se bicompativel
com T sse (i) R é compativel com T e (ii)

0 epihomomorjismo  canénico de G' sobre G'/R
respeita as identidades. R diz-se especial para
T sse, quaisquer que sejam X ,Xx',y,y'eG,
a relagdo x= x'(mod. R),y=y'(mod.R) e
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X €& componivel com y implica X' é compo-
nivel comy' e xTy=""Ty'(mod.R). R é
bicompativel ~ (resp. especial) para T sse é
bicompativel  (resp. especial) para Top

2.5. PROPOSIGAO. Comas notagdes de
2.4, se R ébicompativel corn ~J, aclasse de
equivaléncia de um idempotente  (resp.  unidade
esquerda, unidade direita, unidade) em £’ é
um idempotente  (resp. unidade esquerda,  uni-
dade direita, wunidade) em £7/R. Se R ¢é es-
pecial para T >R & bicompativel com T 6,
além disso, se duas identidades de £ ,u,v
sdo equivalentes mod.R, tem-se u= v.

DEM. A primeira parte da proposicdo é
consequéncia imediata de 2. 2. Suponhamos,
pois, que R & especial para T 8 9 éo
epihomomorfismo canénico de <2'sobre£'/R.
Se uee[, «eS/R e $(u) é componivel

com El em <2/R, existem x,yeS tais que
x=w(mod.R),>(y) = £1 e x é componivel
com y em e'. Nestas condi¢gdes, u é compo-
nivel com y, tendo-se <S>(u)~YAi$(y) = Q>(y)=--
= $(ii)T/K3=9 como pretendiamos. Um
raciocinio anadlogo (ou entdo por dualidade)
permitiria estabelecer StT/R$ (u) =ii, se il
e $(«) sdo componiveis. Portanto, $(«) é
uma identidade em £'/R. Em consequéncia
podemos afirmar que $ respeita as identida-
des e R é bicompativel com T e

Suponhamos agora que u,veé\ e u==v
(mod. JR) ; da relagdo u= u(mod.jR) e u
componivel com u em £7, resulta logoM

componivel com v em <2'e, portanto,
como se pretendia. |

u=v

OBSERVAGCOES: 1. Deixamos ao cuidado

do leitor estabelecer propriedades da ope-
racdo imagem de T por uma aplicagdo f
ndo necessariamente injectiva, tendo em

atencdo 2.5e1.7.
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2. Evidentemente, se F é um isomor-
fismo de S sobre T*, a imagem por F de
um idempotente, identidade, a es-
querda, etc. e+ de S é um idempotente,
identidade, regular aesquerda, etc... deS".

regular

O restante desta seccdo € inteiramente
dedicado a alguns tipos de classes simples-
mente algebrizadas de enorme importéancia.

2.6.1. peEFINIGAO. Uma classe  simplesmente

algebrizada £ diz-se uma neocategoria sse
satisfaz  os dois axiomas autoduais
(NC1) a=[JuT"rTv,
n,T6(J‘0
(N C2) Seum doselementos de 3, x,y,z
é umaidentidade em <2, (x~Ty)Tz

tem sentido sse x~]~(y~T z) tem

sentido.
2. 6.2. DEFINIGAO. Seuma classe simples-
mente algebrizada £ satisfaz (N C1) e

(ED) Se x,ye<2 e x écomponivel com
y, entdo x ouy éuma identidade
em e’,

T

e’ é uma neocategoria  (por satisfazer trivial-
mente (N C2)) e recebe o nome especial de
esquema de diagramas.

Seja <2"uma neocategoria e Tesq a lei de
composicdo definida em £ tal que x é compo-
nivel com y em <2 sse (X,Yy) satisfaz as
condi¢Bes :

(i) x é componivel comy em <27,

yee],
XTes,y =xTye

(u) xee\ ou
(Hi)

e’ " €& um esquema de diagramas dito es-
quema de diagramas subjacente a G e désig-
por e.., tendo-se (‘L,), ="1¢

nasse
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2. 6. 3. DEFINIGAO.
uma neocategoria

Um homomorfismo de
i?, para uma neocategoria 5*

diz-se um neofuntor sse respeita as identidades.
Se um monohomomorfismo (resp. epihomomor-
fismo,  dihomomorfismo) F & um neofuntor,

F diz-se um mononeofuntor (resp. epineofuu-

tor, dineofuntor). A classe simplesmente alge-
brizada dual de uma neocategoria € uma neo-
categoria e um antihomomorfismo F de uma

neocategoria N para uma neocategoria S™

diz-se um antinoofuntor ou neofuntor contra-
variante sse F respeita as identidades. Um
neofuntor de um esquema de diagramas para

uma neocategoria  diz-se um diagrama.

OBSERVAGOES. 1. A expressdo  neofuntor
covariante que por vezes se encontra na lite-
ratura 6 sinénima de neofuntor.

2. Aterminologia antimononeofuntor, anti-
-epineofuntor, antidineofuntor. cujo significado
€ Obvio, é DOUCO usada sondo preferivel dizer
mononeofuntor contravariante, epineofuntor
contravariante o dineofuntor contravariante,
respectivamente.

3. Todo o isomorfismo (resp. anti-isomor-
fismo) F de classes simplesmente algebri-
zadas respeita as identidades. Se estas classes
sdo neocategorias, F e F~ sdo automatica-
mente neofuntores (resp. antineofuntoros),
ndo sendo costume usar as designagdes iso-
neofuntor (resp.antiisoneofuntor).

EXERCICIOS: 1.
categoria,

2.7. Se e 6 uma neo-

lesq= (Msg jid",”~") 6 um dineo-
canbnica  de

funtor que se chama inclusdo

<?%sq em @ .

2. Se £’ é uma neocategoria, IncK'" T e
Incl.-T ,T s&@o mononeofuntores.
Se s’ é uma neocategoria, tem lugar a

seguinte propriedade de associatividade cuja
demonstracdo, banalissima, fica ao cuidado
do leitor :

GAZETA DE MATEMATICA

Se X ou z é identi-
dade numa neocategoria i?77 e yef£, os trés
enunciados  sdo equivalentes: (i) xXTy)T z
tem sentido, (ii) xJ(yTz) tem sentido,
(iii) x €& componivel com y e y é componivel
com z. Se y, € uma identidade, (i), (ii)sao
equivalentes,  implicam  (iii).

2.8. PROPOSIGAO:

2- 9. EXERCICIO : Seja € uma neocate-
goria ; mostre que as condi¢cdes (C) e (A)
gque passamos a enunciar sdo equivalentes.
Condicdo (C). Se um dos elementos Xx,y,z
de S é uma identidade, o0s trés enunciados
seguintes  s&@o equivalentes : (i) (xTy)Tz tem
sentido, (ii) XT (yT z) tem sentido, (iii) X
é componivel com y e y é componivel com z
[em qualquer das situacdes (i), (ii) ou (iii)
tem-se necessariamente (xTy)Tz==xT(yTz)].
Condicdao (1), se x,y,zeG, os trés enun-
ciados seguintes sdo equivalentes : (i) (XTy)Tz
tem sentido, (ii) xT(yJz) tem sentido,  (iii)
x & componivel com y e y é componivel com
z . (Nota : uma neocategoria tal que satisfaz
(A) ou (C) e, em qualquer das situagbes (t),
(i) ou (tii), de (M), se tem (xjy)jz =
= XT(yT z), éuma categoria, cf. seccdo 3).

O teorema 2. 10.1. é um resultado funda-
mental e mostra que uma neocategoria € uma
classe simplesmente algebrizada com um sis-
tema completo e coerente de identidades (ver
Fig. 1 que segue o Teorema).

2.10.1. TEOREMA: Seja i2" uma neocate-
goria. Se u,v,u',v' sdoidentidades e (av)=f=
=f£(u',v'), uT*Tvnu'T*Tv'= 0. Para
cada xef, existe entdlo um e um s6 par
(u, v) de identidades tal que xeuT Tv>
u designa-se por a.(x) e chama-se origem

de X, Vv designa-se por T, (x) e chama-se

alvo de x. As aplicagdes X l—»-a, (x),

X — ©,(x) de 2 em <?,, que designamos por
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ce, , ®, respectivamente, sdo duas  retracgles

de S *obre chamadas

nicas associadas

retracgdes (') cano-
a e', verificam naturalmente

a relagdo:

Fig. 1

15

Sé (e, f, S é um neofuntor, tem-se

(RC2) a of=foa «u of=foo _

DEM. Sejam wu,v,u',v' como no enun-
ciado. Se ItT"T«n"'T*Ti''~0, existe
a6s tal que u,u" sadao componiveis com

X e X é componivel com u,i/. Nestas

condigbes, como u~\~(U'T a) e (iTt))T»
tém sentido, wT © nT"' tém sen-
tido, tendo-se u= u' e v= V. |Isto de-
monstra a primeira parte do teorema.

Deixamos (RC1) ao cuidado do leitor e va-
mos estabelecer (RC2). Com as notagfes do

enunciado, suponhamos xe<3. a..(a;)e<2" e,
el o
portanto, como f respeita a as identidades,
l(a,.(i))671J, tendo-se também f(x) —
= J(«..(*n *)=/(«, T (*))'"/(*). Se-

(/(a;))T(/(«,, 0*0)T/(aO)
(I(«)) =1(«., (&) e

gue-se que «
tem sentido; logo

a of=foa,. A relacio o of—fow _
5)| n e’ s»t N A 5
resulta imediatamente, por dualidade, da que
acabamos de demonstrar. |

( Continua)

Uma retrac¢do duma classe 32 sobre uma sub-

classe y é uma aplicacdo / de 33 em y tal que
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Uma férmula de
coeficientes

recorréncia
dos polindmios

17

o calculo dos

He,(x)

para

por Rui Jodo Baptista Soares

Um sistema de polindmios P, (x) de grau
n diz-se ortogonal no intervalo [a, b] rela-
tivamente a funcdo peso w(x) se

1) £ w(x) -P.{x)-P{x)dx =0

m=f=n;m,n =0,\,2, e

Estes polindmios
explicito é

cujo desenvolvimento

N
2) P.(0?)-a, 2 b.f.(x)

m=0

verificam as seguintes rela¢gdes importantes:

3) h (*)*Pn(*)+/l (*)*PnX)+CnPn{x)= 0

4) Mx).P"(x)=f{x).P.{x) \-F.(X).P-i(X)

5 P.(x)=  T—--r- Wl
a X'

(Fé6rmula de RODRIGUES)

)Y\

6) a, P,.,(x)= (a,+a,x) *P, (x)—
—at e P—i (¥)
em que /j(ar) e /,(x) sdo independentes de

n;c, € uma constante que depende unica-
mente de n.

Se na expressdo 2) fizermos

a =n!

av=INrj (i

inteiro contido em ti)

w!2"(n—2m)!

obtemos um sistema de polinémios designado
por polindémios de HERMITE, cuja expressdo
sera

W ) I
7) /Je, (»):-«l 2 *___ A as-»-.
w  MI2» (»-2m)!

Os primeiros dez polinémios de HERMITE
sd0 0s seguintes

He{x)= 1
Ile (x) =ic
i7e,(x) = a2- 1

#e«,(X)

X*- 33X
7Je(a;) = a«x—6x2. 3

8) He(x) = x3- 10x» + 15x
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He{x) = x —Ilox* + 40*2 _ 15

+ He, (x)

— 2la + 105% - 105 x
li'i,(jc)-a8-28a«+210al«-420a*+10f]j
He, (X)=xV - 36*7+ 378*5— 1260x3
+945 g

lle, (X) = .-ri"— 45z« + 630 x*

3150 x* + 4725 *2 - 945 .

Os polinémios He(x) verificam a equacao
diferencial 3) com /2(r)= 1, f\{*)= — >

C, —n; pondo # = He/(x) vem
9) Xy'+ ny=0.
Fazendo em 4) /,[x)= 1,/j(Xx) =0,
f, (X) = n resulta
10) 11 e, (xX) = nil e, i (X),

Uma férmula de recorréncia para o calculo
do valor do polinémio lle \{x) pode obter-
-se de 6) com a, = a, = 1,a,=0¢e a, =n
donde

11) ile,.i {X) —x-<lle X) —nHe., X).

Os polindmios ile,(x) sdo ortogonais em
] —o00; + oo[ relativamente a funcdo peso

w#) -e Introduzindo em 5) a funcéo
w(x)=e e pondo a,,= (—I)",f(x)=1
obtem-se

12)  2Z« (%)= (-1)"/*"
dx

expressdo algumas vezes utilizada para defi-
nicdo dos polinémios e, (x).
Seja

13)

GAZETA DE MATEMATICA

a distribuicdo de GAUSS normalizada. Desig-
nando por G(")(xX) a derivada de ordem n
da fuDg¢do G(x) tem-se

14) *,(*) = (-
G(x)

relacdo que pode ser aproveitada para tabelar
GN"(x) uma voz conhecidos os valores de
G(x) e lle, {x).

Para valores de n suficientemente grandes
torna-se impraticdvel o cédlculo dos coeficientes
que figuram em 7), pelo que se sugere a
férmula de recorréncia

C..o =1 M= 0,1,2, ece

C...,.M = C,..i —(n—2ft)ec,,jt
15)

C.* =0 ft>

Com efeito, sendo c,,,,,.., 0 coeficiente
de ordem (ft+ 1) do polinbmio de grau
(n + 1), temos sucessivamente

‘n+l,*+1 =
= (-1)* (n Hr1)!
(ft+ )12 i-[n+ 1 -2(ft+ 1))
= [(«—2Ffc- 1)+ 2(A + 1)] -

n\
k + 1)12 (n—2k— 1)!

» !

(D™ + 2%+ [n—2 (A-f
. (n —2fc)H !
(-1) ft12' «(n- 2ft)!

Cn*+i —(n—2ft)d,*
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OBS. 1. O valor (Z—2k) é o expoente
do mondmio cujo coeficiente é c,,,*.

OBS. 2. As férmulas de recorréncia indi-
cadas em (15) sdo de facil adaptagdo ao
calculo automatico tendo sido feita a deter-
minacdo dos coeficientes doa primeiros vinte
polindmios com o auxilio do programa apre-
sentado.

OBS. 3. Verificada a rapidez de cresci-
mento dos coeficientes é aconselhavel, para
a obtencdo dos valores exactos, que se tra-
balhe em dupla precisdo quando o seu cal-
culo se fizer com o auxilio de um computador.

19

OBS. 4. A sub rotina HERM RS apresen-
tada tem a possibilidade de determinar os
coeficientes por linhas (LIl = 1) ou por
colunas (LH —2) sendo este método mais
répido.
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D051 = 2, JI

I 1*IRS(J -

2=1J2+2

D05J = J2,N

=1J- J2-(-1

IRS(J, 1)-
5 CONTINUE

RETURN

END

-3.

-6. 3.

-10. 15.

-15. 45. -15.
-21. 105. -105.
-28. 210. -420.
-36. 378. -1260.
-45. 630. -3150.
-55. 990.  -6930.
—66. 1485,  -13860.
-78. 2145, -25740.
-91.  3003.  -45045.
-105.  4095.  -75075.
-120.  5460. -120120.
-136.  7140. -185640.
-153.  9180. -278460.
-171.  11628.  -406980.
-190. 14535, -581400.

105.

945,

4725.
17325.
51975.

135135.
315315.
675675.
1351350.
2552550.
4594590.
7936110.
13226850.

1,1 -

-945.

-10395.
-62370.
-270270.
-945945.
-2837835.
-7567560.
-18378360.
-41351310.
-87297210.
-174594420.

1) + 1IRS(J — 1,1)

10395.
135135.
945945.

4729725.
18918900.
64324260.

192972780.
523783260.
1309458150.

-135135.
-2027025.
—16216200.
-91891800.
-413513100.
-1571349780.
-5237832600.

2027025.
34459425,
310134825.
1964187225.
9820936125.

-34459425.
-654729075.
-6547290750.



CALCULO DOS COEFICIENTES DOS POLINOMIOS DE HERMITE
DOUBLE PRECISION 1RS (21,11)
DIMENSION CPH(21 ,11)
COMMON/COI/1RS
READ (1,100) N, LH
100 FORMAT(13,12)
CALL HERMRS (N, LH)

D021 <=1, N
IN=0—1/2+1
D01J = 1,JI

CPH (I, J) = 1RS (I, J)
1 CONTINUE
WRITE (3,200) (CPH (I, 13), 3= 1, JI)
2 CONTINUE
200 FORMAT (IH ,F3.0, F8.0,F9.0.F11.0, F12 .0, F14 .0, 2(F14.0,F15.0),F13.0)
STOP
END

SUBROUTINE HERMRS (N, LH)
DOUBLE PRECISION |1, 1RS (21, 21)
COMMON/COI/IRS
= (N- 1)/2+ 1

D01l = 1,N
D01J= 1, JI
1RS (1,3) = 0.

1 CONTINUE
IF (LH.EQ.2)GOTO03
1RS (1,1) = 1.
D021 = 2,N
IRS(1,1) = IRS(I- 1,1)
JI=(1 + 1)/2
I =1
D02J = 2, ]I
I=11- 2.
IRS (I,Jd) = - I1*1RS (I- 1,J - 1)+ 1RS (I- 1,1J)
2 CONTINUE
RETURN
3 CONTINUE
D041 —1,N
IRS(I1,1) = 1.
4 CONTINUE
J2 = 1
D051 = 2, JI
J2 = J2 + 2
13053 = J2 , N
I=3J3_3J2+1
1RS (J, 1) Il «1RS(J—1,1 — 1)+ 1RS (J— 1,1)
5 CONTINUE
RETURN
END
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Fourier series for G-funcHon of two variables

by H. C. Gulati
Department of Mathematics Govt, College, Maodsaur, India

1. Introduction. Theobject ofthis paper is to establish four integrals involving
Cr-function of two variables and use them toevaluate four FOURIER series for ~-function of
two variables. Some results given by KESARWANI [5] and BAJPAI [2] are shown as parti-
cular cases.

The symbol A(o,a) represents the setof parameters a/d ,(a-fl)/d, e, (@a+d—1)/d
where 3 isa positive integer and (&,) stands for ,a,Ct, e,a, throughout this paper.

AGARWAL [1] and SHARMA [8]defined the G-function of two variables in the form of
MELLIX-BARXES type integral which has been symbolically denoted by BAJPAI [3, (1.1)]as

(«P,);(Cp,)-
s>(Ni, **);(*>, *i)>», .
(1. 1) (Pi,Pi),Pii(91,i0.1i () R
(*?,) <Vl
(A)
n"("-"n"(i-"+«)n"(“"~onr(i-c,.i)fT ' a-«>+«+0
i\ M >zJ i Uu. .
ft or(1-*,+.) F [r(«,-.) F ir(i-rf,.0 F [r(,,-t)
J=mi+1 j=c, +\ j—m- J=iii+]
X dsdt.
I r(/.,-*-0ll"Ci-"+«+0

The contour Z-i isin the «-plane and runs from —i<x> to -\-i<x> with loops if necessary,
to ensure that thepoles of T(bj—s),j=1,2,e+,n5 lie onthe right and the poles of
T(l—aj-fs),J==1,2,¢ 71 andr (1 —tj+«+1),j =1, ee¢, «3 to theleft of the

contour. Similarly thecontour Z.2 isinthe i-plane and runs from —too to + I M with
loops ifnecessary, to ensure that the poles of T(dj—t) ,j = 1,2, .es,mj lie on the right
and thepoles of r(I- Cj+1t),j=1, 2, N, andr(l-i, + »+0J-1]ii-i«i

lie on the left of the contour.
Provided that 0~ mi qi, 0™ rr>i ™ g%, O™ i\ pi, O™ «2 N , 0N BN p,; the
integral converges if
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Os +o23+4pi + 20)< 2(n>i+ 22+ w,); (Pl +gs+ pz+ gt)< 2(mM, + w,+ tu);

(1 2) tainesy w1 [Arm e v LR V4 vosLt NI GIpgTe s

largy\< £2w, + H,+ «3 — —(p> + 52+ Pz + ?3)Jne

The following formulae are required in the proofs.

(1.3) e£...,2n+1)6(sin6)'7d0= A1 ® fp-1+* ~ B3-9>0,n- 0,1,-..
which follows from [(7), p.80]

(1.4) £ cosndsine/d)"dg = NNFALANNA Re(1-21)>0,n=0,1,2,+.+

which follows from [6, p. 143]

2. The integrals to be evaluated are

P-a?(sin 9)-25 ; O»,) 1

(2. 1) r.in(2« +
3 8.);(<*%)

- (/".) 3

_M)l(ap\),A(g,Z —(;+ «

[-,C0 4+ d\'»);(Ti+S, ), s

£ (PI+2S,PO,PIl (51+2S,1-),7J | - 9 ’(<k*)
()

where

Re[3- 21+ 23(1- a)]>0,y—1,2,.«.m;u=20,1,2, ...
Other conditions of validity being the same as (1. 2)

(«@>) ; (°P=)

(2.2) Fo e e(sing) Gy () @
/ sin (2u T : (PLPO I3, 20 B/(SIN9)-2S (o y.(cay

(A)
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(a,) ;A(3,1 - K-uc) A(3,2- 2+ «)"
(0
3 (i>.,Pi+2S),P,;(?,,?..+2a),i«
(0,);A(3,3/2-C),K,),A(3,I-C)
()
where
Re [3- 2C+ 23(1- «,)]> O,,/- 1,2,"...,n,;it- 0,1,

Other conditions of validity are same as (1.2)

,r(sin9/2)-2S

(«P1) ; (P)"
(2. 3) f 8(sin e/2r " Gir iy («) i9
/ COS M o ¢ ,PO,PJ;0Qil, iO, 9
(A)
A1 -C - u),«),A(3,1 - G+ u);(c,)"
;8.0 m8. . ()

j (PI1+2S,PO,PI;(I1+21.720,1.

A(3,1/2-S),~,), AB,1-5);")
(<?)

where

Re[l- 2C+ 23(1- a)]>0,./=1, 2, «= 0,1,2,

Other conditions of validity are same as (1.2)

«ry (O
(2.4) f 9 (sin 8/2r (GI{™ oy _ () 48
cos u 3/(sin9/2)-2S (V> (<7)
(A)
(«) 7A(3,1- C- u),(c,),A(3,1- C+ «)
_ / "('»-v“"+S)?('>-,n,‘+s),ii. («P.)
S et @) A(3,1/2-C), ("), A(3,1 - Q)
(A)
where Re[l- 2Q+ 23(1- C,)]> 0, ;- 1,2,... LK, o« = 0,1,2,....

Other conditions of validity are same as (1.2).

PROOF. To prove (2. 1), expressing the ~-functionas MELLIN-BARNES type integral
(1. 1), interchanging the order of integration which is justified due to the absolnte conver-
gence of the integrals involved in the process and evaluating the inner integral with the help
of (1. 3), we get
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n rjs) n r(i- o/+s)n" K+on" (» on’" a - 0

X
2=’ fi r(i-a,+«) U rca,-y n r(i_"o f[ r(c,-0
1/iT(3/2 - ¢- 59T(, + u+ 0s) Xy ds d

trorej- S—iyrit( -fj+s+)Tc+3a)T2 - c+«—3«

On applying multiplication formula for GAMMA functions [4, p. 4 (11)] we get

3 (2w if

Xlr(bj )nr(i-aj+f)||W on Ci+O_|'I'(1-«>+«+o

7=1 ~Nj it jn . X
fJ r(i-*, +« fIT( N r@i-d,+o # r(«--<) # "(9-0
. b i=»t41l S=pl+l
M- -,V ir P '3 T+ s
=0 =0 X' y'ds dt.

ftr(i-/,+.+on r(Mxi +) ifr(>¢ e

Now on using (1.1), the integral (2. 1) is proved.
The integral (2. 2) is proved by the same method as above. The integrals (2. 3) and

(2. 4) are proved on adopting the same proceedure and using (1.4)

3. Particular  cases: (i) If t is an integer, (2. 3) and (2. 4) can be written, respec-
tively, as

"'je(sin s>)-2& op,) ; (‘PO

(3. 1) (sin<I>)-" cos2u<i)G"""'" oy
y (**):(**)
(A)
A@®,1- i- M,(a,),A(3,1- C+ u); (c.)

("*>i4S .**ei); ("'i+8,n,),ii,

<PI+2S, P),P. ;(I1+28,21), fi A (3 ’ 1/2 _ C)’ (ft,,) . A(3 1 —(}) :
(A)
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the conditions of validity are same as for (2. 3)

X (¢*.); (CJO

(3. 2) £ Gin#T«cos2u$s G ~ ~ ~ _ («P.)
y (sing$)~:s (%) (<**)

(A)

(aPI) 1A(311 _C_a)! (Cp,) vA(31I _C+«)l
g,(m,.77.,+S);(n,.,n.-S)n, («)))
j (P1,P>+2S),P1;(11,1>+23),73
(ft,)); A(3,1/2-Q,(rf,0,A(3,1-Q
(/?»)

The conditions of validity are same as for (2. 4)

(it) Putting sin(2«+ 1)9 sin9 = —[cos2w9 —cos2(u + 1)9] in (2. 1) and using

(3. 1), we get

A1 X.- u),(a,), AB,2- C+ «);(c,)’

(<K 21 o/ (M+S."">); (">+S,"--); > K )
\0. M e(p,+28,p),P.;(i,+2S, )0, A(B,3/2(ft,,). M3,1 -C);**
(/?7=)

A@B,1- C- u),(a,.),A(3,1- X . +u);(c.)’'

IN(»i+S,"0;("i+a", "), »'s
(p<+2S,PO, p.!(i,+28,?2,), q. A(3,1/2-1:),(Fft,,),A(3,1-C);;(rf,)

(*.)

A(3,-S-u),(a,),A(3,2-C+ «);(c.)
IN(»i+8. ") (Mi*S,n0, 7> («P.)
(p.+2S,p,).p.,;(?.+2S,1,),1, A(3,1/2-C),(ft,.),A(3,1-C);(d,)

(/*)

Similarly using (2.2) and (2. 3), we obtain,

X (a) ;A(B,1—C—u),(c.),AB,2- C+«)’
M

(ft,); A(3,3/2-9,(")"(3,1-?)
(+?)

@9 2 ETRC,



26 GAZETA DE MATEMATICA
() :;AG5,1- 5- «),(c),A(3,1- C+u)

“(p., J»+28S),P.;(?+,?2.425), * p’);A (M/2_9)1(<**)1*(*!_9
(A)
@), AR, —C—M),(c,),A(3,2- C+ «)"
[->(o»! »o>+&) ; "i+S), («P.)
(Pt >i.+2S).Pi; (ft,ii+25),?!
(i) A@3,1/2-C),(d,,),"(3,1-y

(A)

(tit) When u= 0O, we getfrom (2. 3)and (2.4) respectively,

*a; Sin0/2)-"« («p.y 1 (°P.)
. 25 vy ey s, («P.) =
(3. 5) rf%S/.%T QU N (ileN (i,_) T
(A)
(a,,),A(3,1-10 j(=,
INE»i+15. ) (1,0,

<Pi+S, P.),Pii(i.+S ,70,9» A3.1/2-11) (&) (<*)

(A)
The conditions ofvalidity aresame as for (2. 3)
(«*)i(ii)
I EJON-2" - (1> ;(11>"e) e («,.) de
i ‘s
y (sin 9/2) (%) (*%)

(A)

(«,); (cp), A(3, I -o0

« g(ii»i+>)i(«ii«ii«t («»)

i (Pi.ij+8),Pi; (9>>1i+8).9> (6.):A(3.1/2-C).(d,)
(A)

The conditions of validity are same as for (2. 4).

(iv)  Putting mi= g, =1, n,=«3=j2=1f3=>8= 0 and making use of the formula
[3, 1 5], viz

3.7 QM,Y;(n,0),0 . Lo TIKH

0>0)0;<gh.0 7z (xy. o |- I(&)J
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we getfrom (2. 1),

(3.8) jf'sin(2, + 1)9(gin8)-"G' I (sin9)-*|™"jJti9
y1+8Mi*s r 1\ (S, -1 —u)a) A(3,2-C + u)
~ wy  p.s2s.i+251 “\ A(3,3/2-2),(&,,), A(3,1-C) ]
where
20m+ ni)>pi +. i, Re[3—2¢ + 23(1 -a,)]>0; / _1,2,....m

larga:| < ™mj + w,.—-|-(,, +,,)J; «=0,1,2,...

(3. 8)issame as [2, p. 705, (2.5)]. Further putting 3= 1 and ¢— O, (3.8) reduces toa
known result [5, p. 151].

Similarly specialising the parameters, we get from (2.3) another known result
[5, p. 151].

4, Fourier Series. The FOURIER series to be established are

x(sin8)-2S K.)' P.)

4. 1) @9 "G ., . (0
1K) ;
C=PY)P> («i.ol),ft (A)

@ A(3,1-C-r),(a,,),A(3,2-i:+7r);(c,,)
2 N «("IHSNiii+S,M), " («P.)

- sin(2r+1)9
TTCT-~" (P1+'8,P.), P.;(<1J+253>),91 .
r=0 A(3,3/2-Q,(6,),A(3,1-C);(d,.)
(A)
The conditions of validity are same as for (2. 1)
('p.);(cp.)
H I 2p.0N BHULIN LB S *
(4.2) (SINg)-"A; oMoy e e ()
' ' ‘ ' (P>,P>),Pi;(91,90.9> y(sin g;'"» (0”) ;(«*")
(A)
(a.);A(3,1-15-1),(i,,),A(3,2-C + 1)-
2 N L0+ (i, »t+S)in< .
rirnd 2§ (PIL,PI+2S),P.:(51,9J+2S),9. (<) sin (2r+1)8.
r=0

(6.,);A(3,3/2-C),(rf.),A(3,1-Q
(/+)



28 GAZETA DE MATEMATICA

The conditions of validity are same as for (2. 2)
"'a;(sin0/2)-2S K,);(?/0"
(4. 3) (siix9/2) |20 &P

()
(ajO.Aci.l-¢) ;(c,,) =
1,805 ("),
"TTA~  ([>,+»,F=),P.;(2.+B, 7152, A(3,1/2 -Q,(i.): (' ft)
(/™)
AB,1 —C—r),(0,),A(3,1- C+r);(c,)"

(liu+S.m.~n.+ S.n,),""

. 2 cosrt).
A(3,1712-13),(1,),A(3,1-C); (™)
The conditions of validity are same as for (2. 3)
(«*);(«*)™
(am 8/2) < . («)
N(SINe/2)-"* (wny. (<xny
(A)
(4.4)
(ap,);(CA),A(3,|-C)
1 L(»."=+&);("."0," (/|'_) +
(A,);A(3,1/2-S),(d*)
_ ()
(a,,); AR 1 r),(c,,),A@ ,1-t+r)-
© 21 y'AJ  (PiPitaj) i, i«+2S),?i («.) cos(r9).
(6,,);A(3,1/2-~,(M)N(3,1-?)
(A)
. 4).
PROOF. TO prove (4. 1), let
~X(SiN92S (p) . (P
(4_ 5) / (9) = (Sin 9)-"/\ G N N N . (O 2 C,Sin (2r-f-|)6

Yy @) reo
(A)
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Equation (4. 5) is valid since /(8) is continuous and of bounded variation in the
interval (0,ic) when Re(l —2C)™ 0.

Multiplying both the sides of (4.5) by sin(2u +1)9 and integrating with respect to
9 from O to it, we get

e X( sin 9)-2s («P); GR) -i
OP)
(**) D« )
(A)! -

(sin g)™"*~sin (2u + 1) 9 ;e

= yC, f*sin(2u+ 1)9sin(2r + 1)9d6

Now using (2. 1) and the orthogonality property of the sine functions, we get

r-x AB1-C-T1),K) AB,2- C+r);(c)

(i. fil c s>("148."0: (21487 1) > OP))
ST Y PASPIPIES9) S A@3,812-C), ) A (3,1-2)i(<*)
(A)

From (4.5) and (4. 6), the formula (4. 1) is proved.
(4. 2) is also proved by the same method as above and using (2. 2).
To prove (4. 3), let

-a;(sin8/2)-2S («?) ; OP.)

OP) = <Q,+ V C.os(r9),
;o (<) >=j

4.7 /(9) = (sin9/2)"N <7 ~AXt>",\.
(A)
Integrating (4. 7) with respect to 9 from 0 to it and using (3. 5), we get

(a,,), A(3,1-?);(<;,) -,

“o T TR e a2 -),(0.)i(d)
(A.)
eX A(3,1- 5— 1), K),A(3,1- C+r); (c,)
(4.9) C, = OP.)

(P. +2S,PO,P>I(I. + 28, A(3.1/2-C).(6..).A(3.1-C): (d..)

(/=)

From (4.7), (4.8) and (4.9), the formula (4. 3) is proved. Formula (4.4) is also proved by
the same process and using (2. 4).
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Particular cases. Specialising the parameters and making use of (3. 7), we get the
known results [2, p. 707, (3. 7)] and [5, p. 149 (1. 1)] as particular cases of (4. 1). Similarly
the result [5, p. 149 (1. 2)] can be obtained as particular case of (4. 3).

ACKNOWLEDGEMENT

I am thankful to Dr. S. D. BAJPAI of Regional Engineering College, Kurukshetra, for his guidance
in the preparation of this paper. My thanks are also due to Dr. D. S. Josi, Principal, Govt. College, Neemuch
for the facilities he provided to me.

REFERENCES

[1] AGARWAL, R. P. «An extension to Meijer's G-function*. Proc. Nat. Inst. Sci. India, 31-A, 6 (1965).
[2] BAJPAI, S. D. «Fourier series for generalised hypergeometic functions*. Proc. Camb. Phil. Soc, (1965), 65,
703. PCPS 65-75.

[33 , «Some results involving G-function of two variables*. (Communicated for publication).

[4] erpeLYi, A. Higher Transcendental Functions. Vol 1, (1953) McGraw-Hill.

[5] KESABWANI, R. N. «Fourier series for Meijer's G-function*. Compésito Maths. 17 (2), (1966), 149-151.
[6] MACROBEBT, T. M. «Infinité series for  E-function*. Maths. Z. 71 (1959;, 143-145.

[71 , «Fourier series for E-function*. Maths. Z. 75 (1961), 79-82.

[8] SARMA, B. L. «On the generalised functions of two variables*. Ann. Soc. Sci. Bruxelles T, 79-1 (1965),

26-40.



GAZETA DE MATEMATICA

Uma introducéo

por Fernando

a Teoria

31

das Distribuicdes

Sequeira
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1. Introducao

O progresso dos diferentes ramos da ciéncia
tem exigido a criacdo constante de novas
entidades matematicas que, por sua vez, vao
originar ulteriores desenvolvimentos da cién-
cia. As distribuigdes sdo um exemplo desta
dialéctica: a fisica e a electrotecnia definiram
certas propriedades que as distribuices de-
viam verificar, que serviram depois, de base
a respectiva axioméatica. Uma vez criada, ela
origina novas investiga¢cdes, novas analises
naqueles e outros ramos da Ciéncia.

As entidades matemaéticas satisfazem pois
a certas propriedades definidas a priori pelos
fendmenos a estudar, e o seu valor mede-se
pela capacidade que confere para analisar ou
representar mais exactamente a realidade.

A criacdo destas entidades, corresponde
em geral uma abstraccdo crescente, o que nao
significa de modo algum uma descripgdo
menos objectiva dos fenémenos. Em geral
sucede até que a descrip¢cdo € muito mais
realista, e as distribui¢cdes sdo um exemplo
flagrante desse realismo.

Com elas torna-se possivel representar
alguns conceitos de fisica e de electricidade,
como por exemplo, o de particula material,
carga pontual, distribuicdo de carga em su-
perficie e em dupla-camada, o impulso unita-
rio doa electrotécnicos, etc. E foi possivel
ainda justificar e definir as condi¢cfes em que
sdo validas muitas das operacdes e calculos
efectuados até agora de uma forma heuristica.
O céalculo simbdlico usado pelos electrotéc-
nicos fica justificado e adquire uma simplici-
dade que ndo tinha com as fungdes.

A nocdo de distribuicdo é na realidade uma
generalizacdo do conceito de funcdo, e foia
insuficiéncia deste para descrever alguns feno6-
menos que originou o aparecimento das dis-
tribuicdes. Os conceitos de matematica séo
muitas vezes generalizacdes de conceitos an-
teriores, generalizacfes essas que visam objec-
tivos definidos. Assim sucedeu com a passagem
dos numeros inteiros aos racionais, e destes
aos reais : resolveu-se o problema da medida.
E asim sucede agora com as distribui¢des.

As entidades que se generalizam, sdo em
geral elementos de um conjunto, munido de
certas estructuras, de certas propriedades :
e O exactamente este conjunto com a sua
estructura que se amplia; cria-se um sobre-
conjunto do primeiro, conservando as suas
principais propriedades, mas por forma a
obter-ee o objectivo desejado.

Partindo-se pois do conjunto das fung¢des
complexas, definidas e continuas sobre um
conjunto aberto do R", passa-se ao das dis-
tribuigdes definidas sobre o mesmo conjunto,
conservando-se a estructura de um espago
vectorial complexo. E esta ampliacdo é feita
de modo a tornar sempre possivel a deri-
vagédo.

E desta ampliacdo que trataremos no para-
grafo seguinte. No entanto, limitar-nos-emos
a tratar o caso das distribuicdes de ordem
finita definidas sobre a recta. Mais concreta-
mente, no presente artigo tentaremos dar
uma pequena contribuicdo a divulgagdo a
nivel elementar de teoria das distribuicdes.
Faremos uso da axiomatica introduzida por
J. Sebastido e Silva, que julgamos ser a mais
intuitiva e talvez a de mais fécil aplicacgédo.
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2. Distribuigdes de ordem finira

Seja e(R) o eapaco vectorial complexo for-
mado pelo conjunto das fungfes complexas,
definidas e continuas sobre R, munido das
operagdes usuais de adi¢do e de multiplicacdo
por escalares, e £'(R) o seu sub-espaco cons-
tituido pelas funcdes continuamente derivaveis.

Partindo de £(R) e conservando a sua
estructura vectorial, é possivel criar um seu
sobre-espa¢co minimo, onde a derivagdo €
sempre possivel, um operador linear e um
prolongamento da derivada definidaem & (R).
Por outras palavras, as distribuicles sao
elementos de um espago vectorial complexo E
que verifica a seguinte propriedade
lineares

. Existem duas aplicagles

$:S(R)-+ E e D-.E-+E

tais que :

i) $ & injectiva (assegura que E é um
sobre-espaco de S(R));

ti)y Se /eei(R), entdo
(garante que a derivada D em E é um pro-
longamento da derivada em °'(R));

ti) Todo o <f6E pode exprimir-se na forma
9= Z)'<I>(/) onde n éum inteiro ndo negativo
e /eS(R) (E sera entdo o menor sobre-es-
paco de °(R) onde a derivacdo e sempre
possivel) ;

ivy Se D<$= 0, entdo cp = $ (constante)

(esta condicdo é decisiva para a construcao
da teoria).

Antes de procedermos a demonstracdo da
existéncia e da unicidade (a menos de um
isomorfismo) de um espago E verificando I,
vamos demonstrar algumas propriedades re-
lativas a derivacdo em E, supondo gne E
existe.

Seja/le<2(R) e g(x) — I f(t)dt uma sua

Jo

$(/')y=D<P(/)
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Em virtude de g'(x) =/(a?) para
e de ii) vem

primitiva.
todo o real x,

e portanto, designando por J o operador

primitivacdo considerado,

quaisquer que sejam o natural pea. funcéo

continua /, o0 que assegura O seguinte
resultado :
[l. Dado <= £>"$(/), com /e<?(R) e
n inteiro n&do negativo, tem-se
D" "$(J7) = ,D"$(/)

qualquer que seja o inteiro natural m.

Dadas duas distribuicdes D" $ (/) e
D'<!>(g) € pois sempre possivel reduzi-las a
derivadas da mesma ordem de imagens dadas
por $ de funcbes continuas: £)'i>(/) =
D""<P(Jf) e D'$(9) = D*QCTg).

Tomando em consideragdo a propriedade
iv) e a linearidade de D e de 3>, porin-
ducdo pode demonstrar-se ainda que:

Il. A derivada de ordem n (inteiro natu-
ral) de uma distribuicho é nula se e s se ela
¢ a imagem dada por <£de um polinbmio de
grau inferior a n.

Por sua vez, tendo presente a propriedade
I'l, dadas duas distribuices 4= Z)'$ (/) e
= D" <\>(g) com/,gee(R), vem que

(1) f+t—D"*" *(o/"]
e
) A-,= 1)"x(*1)
qualquer que seja XeC .
Finalmente, da relacdo 1) e de Il infere-
-se que :
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IV. D *(/)-D"*(") sees6 se J"f—
J" g éum polindmio de grau inferior a n+ m.

As propriedades I1,111e 1V, bem como
as relagbes 1) e 2), sdo pois consequéncias
de |I. Tendo presentes estes resultados de-
monstrate entdo que :

Se Ei e E, sdo dois espagos vectoriais com-
plexos que, associados as aplicacdes lineares
respectivamente D ,%], e D, ,%$2> verificam
I, entdo a aplicagdo 0:E\ -**E%, que a cada
elemento D"$1(/) de E faz corresponder
o elemento D\ <P{f)d~ E, éum isomorfismo
que verifica a igualdade 9(D, yv) —D, 909
qualquer que seja P eE\ .

Isto é, se existe um espagco E que verifica
I, a menos de um isomorfismoele é Unico.
Para demonstrar a sua existéncia, conside-
remos agora o conjunto S*(R) dos elementos
da forma Df com n inteiro ndo negativo
e f°°(R) » Sobre este conjunto consideremos
ainda a relacdo de equivaléncia definida do
seguinte modo : dados dois elementos Df e
D" g, eles dizem-se equivalentes se e s se
J"f—J"g €& um polinbmio de grau inferior
a n-f-we

Sobre o conjunto das classes de equiva-
léncia assim obtidas, o qual passaremos a
designar por ®,(R)i € possivel definir uma
estructura de espa¢o vectorial complexo in-
troduzindo as operacOes de adicdo e de mul-
tiplicacdo por escalares seguintes :

a) Dados dois elementos [D"f] e [D" g]
de <2,(R), denomina-se soma [D"f]+ [D"g]
o elemento dado por

(8) [D"f]+ [Dg]=[D>"(J¥ + Jo)}

b) Denomina-se produto \-[D"f] do
complexo X por [D"f] o elemento dado por

(4) A.[D'f]= [0"(X/N)]
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Nestas expressdes usou-se a notacdo [e ]
para designar a classe dos elementos equiva-
lentes ao de £* (R) que figura dentro do pa-
réntesis. Esta notacdo serd utilizada no de-
curso do trabalho, bem como a de “«(R)
para designar oespa¢o vectorial destas classes.

Em <?(R) consideremos entdo as aplicacdes
D:e, (R)- e,(R) e $:<R) - <, (R) definidas
pelas relacdes

() Big™ /1= [0¥+]

(6) *(l) = [0°/L

Elas sédo lineares, e i> é injectiva; além
disso, se /e£'(R) tem-se

(1N =W J =[fli]=2%$(/)
ou ainda
i>(/") = D"$(/)
se / admitederivada/ e C(R) de ordem n.

Por sua vez, quaisquer que sejam o inteiro
natural n e a funcdo continua /, tem-se que

[D"/] = E£>"<I>(/)
(que se demonstra por indugdo), e se
D[D"f]=[0] vem [Z)""/] =[0],

sendo portanto f um polinémio de grau
inferior a n + 1, o que significa

[D'f]l= D D(/)- $ (/") = i> (constante)

Fica assim provado que <?(R) associado
as aplicagdes lineares definidas em 5) e G)
verifica a propriedade 7, e portanto a exis-
téncia de um espaco que verifica |.

Se identificarmos $ (/) com f para todo
0 /e<2(R), o que é legitimo devido a injec-
tividade de <S>, adquire pois sentido dizer-se
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que uma distribuicdo é realmente uma deri-
vada de ordem finita de ama funcdo continua.

A titulo de exemplo, consideremos a funcéao
g (x) definida por

A S8 x"™ 0
01» {0 se x < 0.

Ela admite derivada (no sentido usual) em
todos os pontos x=f=0; a sua derivada é a
funcdo de HEAVISIDE h(x), nula a esquerda
da origem e igual a 1 a direita. Esta derivada
¢ uma verdadeira funcdo, ndo estando no
entanto definida na origem.

Reconhece-se também que h(x) admite
derivada em todos os pontos x #=0. A sua
funcédo derivada seria portanto nula e definida
no complementar da origem. No entanto é cos-
tume dizer-se que a derivada de h(x) ¢ a
fung¢do 3(a) nula no complementar de origem
e infinita para x = 0, de tal sorte que

| 3xX)dx — 1
*\] —e
que seja o real s> 0.

Embora se prove que esta funcdo 3 {x),
que alguns chamam «fun¢do impulso unitéaria»
e outros «funcdo 5 de Dirac», ndo pode
existir, a admissdo da sua existéncia tem sido
de grande utilidade. A derivada de h @) era
suposta existir num sentido que ndo estava
definido.

Com a teoria das distribui¢des estas deri-
vadas de g @) adquirem um sentido claro,
podendo-se escrever

h{x)~Dg(x)

3(x)dx = 1 qualqgyer

*| —ao

3(x) = D*g (¥

A funcdo de HEAVISIDE e a de DIRAC séo
pois distribuicdes definidas sobre a recta, e
como veremos mais alJiante, 3(x) verifica
efectivamente a igualdade

3(x)dx = 1
00

GAZETA DF MATEMATICA

Analogamente se pode definir a funcéo
90 - «)
—a se x a
9cC

se X < a
com a real, e as suas derivadas

h[x—a) = Dg{x —a)

3[x —a)= 22g (x — a)

que se dizem translatadas de respectivamente
gx) ,h (x) e 3 (x\

Exercicios propostos

1. Demonstre por inducdo a propriedade
I,
2. Sendo 0 e 9 dois elementos de °,,(R),

verifigue que D O0O= D ¢ implica 8= 9 -j-
+ constante.
3. Determine as solugdes 9e S, (R) da

equacao
D9=20 (n: natural).

4. Determine uma primitiva de

L Vi+Xx*j

5. Designando por T*,a.e R, o operador
translac¢cdo que a todo o / (x) ee (R) faz
corresponder a sua translatada f ( x— a),
verifique que x, definido por

-:,[07] = (2)"(T,/)] VfeG(R)e neN

é¢ um automorfismode " (R)e
Prove ainda que

1 (Dcf) = D (79)

qualquer que seja ¢ce<? (R).
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6. Construa uma teoria axiomatica do

espaco vectorial complexo *,(/), das distri-
buicbes escalares de ordem finita, definidas
gobre um intervalo aberto 7cR. Prove que

estas distribui¢des se podem apresentar como
derivadas generalizadas de fung¢des continuas
sobre 1.

7. Designando por C.,(7) o espago das
distribuicdes de ordem finita definidas sobre
um intervalo aberto 1 CZR,, (vidé problema
6) considere as aplicacbes p, que a cada
/le<2(R) faz corresponder a sua restriccdo a
I» * PI"u(R) **'m (J) definida pela relacédo
2[E = [D*(?jf)], Para todo o /««(R)
etodo o n6N (N: conjunto dos numeros
naturais).

Posto isto, prove que :

d p, € um prolongamento a S,(R) de p,;

(fj por esse motivo tem também a de-
a J .
distribuicdo

signacdo de restricdo
b) A restricdo a | da
[2)' x logIx [] éafuncdo — se | néo

X
ndo contiver a origem;

« O mesmo em relagdo a distribuicdo
D' [xlogIx |+ ag(x)] onde
3 icX O
3 &< o.

aeR e g(

d) Se / ndo contiver a origem
.3 = 0.

8) Uma distribuicdo <peG,(R) diz-se nula
num intervalo aberto | c R, sempre que
p<p = 0 (vidé problema anterior). O comple-
mentar de reunido de todos os intervalos
abertos 1 cR p<p= 0, diz-se o
suporte da distribuicdo 9.

Posto isto, prove que :

a) O suporte de 5(x) é a origem;

b) O suporte de funcdo de HEAVISIDE é

0 semi-eixo real ndo negativo.

tais que
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3. As funcgdes localmente somaveis e
as medidas interpretadas como dis-
tribuicgdes

No paradgrafo anterior definimos distribui-
¢Bes como derivadas de fung¢bes continuas.
Interessa-nos agora relacionar as distribuicdes
assim obtidas com algumas classes de funcdées
Uteis pelas suas aplicagdes.

Consideremos pois o conjunto das fungdes
complexas, localmente soméveis sobre a recta,
identificando duas destas fun¢fes sempre que
elas diferem quando muito sobre um conjunto
de medida a Lebesgue nula. O conjunto des-
tas classes de fung¢des, munido das operagdes
usuais de adicdo e de multiplicacdo por
complexos, constitui um espa¢o vectorial com-
plexo, que passaremos a designar por -C] (R).

Ora prova-se que toda a primitiva
(1) I(*)- fg{t)dc
de uma funcdo localmente somavel g(x), ¢
absolutamene continua, e que existe a deri-
vada f'{x)= g{x) quasi por toda a parte.
Reciprocamente, toda a funcdo absolutamente
continua 6 primitiva de uma funcdo de -C\(R).
A aplicagdo linear de -~(R) em °,(R) que
a cada elemento ge *£\(R) faz corresponder
a distribuicdo [Df]

com/(»)= C g(t)dt,

é injectiva, o que permite pois identificar
-ii(R) com um sub-espaco de °,(R), e por-
tanto interpretar toda a funcdo localmente

somavel como uma distribuigéo.

Com esta identificacdo, torna-se entdo pos-
sivel definir derivada de qualquer ordem de
uma funcdo localmente somavel.

Analogamente, dada uma medida p(x) sobre
a recta, o integral

()y'V(o



36

define uma funcdo, que é usual designar por
primitiva da medida, e que é de variagdo
limitada sobre cada intervalo compacto da
recta. Reciprocamente, dada uma funcdo g{x)
de variagdo limitada sobre cada intervalo
compacto, pondo para todo o intervalo [a, (3],

fFacy PD-*(«-)

onde g(a.~)= liin g(x), fica determinada uma

medida p(x) sobre a recta que se designa
por derivada de g:p —Dg .

Além disso, prova-se que toda a funcdo de
rariagdo limitada sobre cada intervalo com-
pacto é localmente somavel, e que duas
primitivas de uma mesma medida diferem
entre si em uma constante. A aplicacdo linear
que a cada medida p @) faz corresponder a
distribuicdo Dg, sendo g uma primitivado
(x, € pois injectiva, o que permite identificar
toda a medida com uma distribui¢do, e por-
tanto, definir também derivada de qualquer
ordem de uma medida.

Em resumo, as fungBes localmente  somaveis,
e as medidas sdo distribuicdes ; no entanto
esta interpretacdo, no que se refere as pri-
meiras, implica a identificacdo de duas quais-
quer funcdes localmente somdaveis, sempre
que elas tomam os mesmos valores quési por
toda a parte.

A distribuicdo de DIRAC constitui um exem-
plo de uma medida, que a cada intervalo faz
corresponder a medida 1 ou 0, consoante
esse intervalo contém ou ndo a origem. A
fungdo de HIAVISIDE O por sua vez uma
primitiva de 5(x) e uma func¢do localmente
somavel ; estd definida no complementar da
origem, e nesta pode-se-lhe atribuir qualquer
valor.

Exercicios propostos

1. Determine as distribuicbes que se iden-
tificam com as seguintes fungdos

a) uX) = \[0

se a racional

se i irracional
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. O se «ZO OQ a racional
[l se i>0 e x irracional
. [0 se x/ 0 ou & irracional
c) r(x = |[ &
[1 se aa> 0 e x racional.

4. Valor de uma distribuicdo num ponto

Sabemos como ao conceito de funcdo esta
ligado o de valor num ponto; e como este é
importante para que as fun¢des possam re-
presentar dependéncias entre grandezas. No
entanto, quando em -~(R) se identificam
duas funcbes que tomam o mesmo valor
quasi por toda a parte, este conceito parece
perder significado Ora com a teoria das
distribuicdes pode voltar a falar-se de valor,
neste caso de uma distribui¢cdo, num ponto ;
e este valor é definido por forma que quando
a distribuicdo 6 uma funcdo continua numa
vizinhang¢a desse ponto, o valor da distribuigéo
coincide com o valor desta funcéo.

Este objectivo consegue-se com a seguinte
definigdo :

que uma distribuicdo <peS,(R)
aeR, se e s se ela
D"f,fef£(R), tal

|. Diz-se
tem valor num ponto
admite uma representante
que existe o limite

n\f(x)
hm
x=>cc(x — a)"

e esse limite que se representa por <p (a) deno-
minate valor de @ no ponto a.
Esta definicdo tem sentido uma vez que :
t) Dadas duas representantes Df e D'g

da mesma distribuicdo <p, se existem os limites

o ()

x a{x—a)"

e lira @\_g,(x_)
x»a (X - ar

eles sdo iguais ;
ity Se existe e é continua a derivada /<">
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de ordem n de / em todo o ponto x de uma
vizinhanga de a, entdo /' («) = <p(«) (resulta
de simples aplicagdo da regra de L'HOSPI-
TAL);

wt) Se P e < sdo duas distribuigdes com
valor no ponto a,0= 9+ ¢ e w= A«9,
com AeC (C: plano complexo), entdo

= ?2(«)+ +0)

(@)= X+9(@).

A aplicagdo de | as distribuicbes de HEA-
visiDE h(x) e de DIRAC O(X) conduz aos
seguintes resultados: A(a)=1 e 3(<x)=0
se «>0;h(«)=o0(@ =0 se a< 0. Ne-
nhuma destas distribui¢cdes tem valor na
origem.

Um outro conceito importante é o de limite
lateral :

II. Dada uma distribuicéo $ diz-se que
ela tem limite lateral a direita [a esquerda] do
ponto a6 R, se e sO se ela admite uma repre-

sentante  D'f,fe<3(R), tal que existe o limite
lim !
ot (X —a)"

Este limite denomina-se limite lateral de <
a direita [resp. a esquerda] do ponto a, e
representa-se  por <p (a+) fresp.9 (a)].

Demonstra-se também que estes valores,
quando existem para uma dada distribuicdo,
sdo independentes do representante escolhido
para os determinar, e verificam propriedades
semelhantes as enunciadas em iii.

No caso da funcdo de HEAVISIDE h(x) e
de 3(aj), tem-se: h(0+)= 1;h(0)= 0;
i (0O+)= S(0-) - 0. Efectivamente, de

h{x)=Dg(x)
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onde
se i\O0
. g s x< 0
vem
A(0+)= lim £ M _i
X ->Nn"
lim 990 - ¢
3(0+)= lim "<>W=-), o0
5(0-) lim =0,

Interessa também relacionar estes limites
laterais, com conceitos analogos ligados a
teoria das funcgles. E tem particular interesse
0 caso das primitivas de medidas, que sao
funcdes localmente somaveis. Dada uma des-
tas primitivas f(x), prova-se que existem
os limites laterais, lim f(x)e lim f(x) no

sentido das func¢des, em todo o ponto aeR,
e que eles coingcidem com os mesmos limites
calculados no sentido das distribuigdes.

E o que se passa, por exemplo com a
funcdo de HEAVISIDE h(x) na origem: em
ambos os casos tem-se lim h(x) =1 e

X -»<r
X -»0

O conceito de limite de uma funcédo f ( x)

quando x tende para -(-00 [—O00], também

pode ser generalizado e aplicado as dis-
tribuicdes :

I1l. Diz-se que o limite gnando x -*+ 00
[x -=* — 00] de uma distribuicao tf ¢ (3, e
escreve-se lim 9(@)=@ou f( +°°)=@3

x = -{- 00
[resp. lim g>(ar)=|3 ou y( — 00)=(3] quando
x+ — 00
existe uma representante Df de < tal que
lim 1" 1 =p
X -» + oC X

resp. lim_ "
[ P x — 00

= (3].
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Este limite é independente do represen-
tante de < escolhido para o determinar, e
se a derivada f” (x) existe numa vizinhanca

de +00 [—O00], bem comoo Ilim /("' (ar)
[resp. lim /™(a?)], entdo tem-se
lim /(»>(#) = <+ 00)
[resp. lim /(")(as)= 9(—00)].

Além disso, demonstram-se ainda proprie-
dades respeitantes a sua linearidade, isto &,
propriedades analogas as enunciadas em m)
para os valores das distribuicdes.

Como exemplo, consideremos uma vez mais
as distribui¢cdes h(x) e d(x). Sendo h(x) =
==Dg(x) e 0(x) = D" g@) onde

X se X~ 0

N = 0 se x< O
vem
A(-foo) = Iim (AT A |
(— 00)= lim -1&-=0
3(+co) = limiigw _,
a(-oo0)= Ilim 1IIM_, .
x»>— 00 X

Um outro caso com interesse é o das jun-
¢bes sena e cosa;, que no sentido das dis-
tribuicdes tém limite quando x tende para
-f 00 ou para —00. Uma vez que sena;, =
= —Dcosx e que cosx = Dsenx, vem
Obviamente

sen (+o0) = cos(+op) = O

resultados que de resto ja foram utilizados
de uma forma heuristica.

ff
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Exercicios propostos

1. Determine o valor de distribuicédo
Z)'(,r —1)* no ponto x = 1.

2. Calcule os limites

a) lime™ O0#0)
b) lim D2(x-1)2.
A- 00

3. Sendo epe<?(R), prove que se p<p=0
(vidé problema 7, § 2) entdo 9(2)= O para
todo o a e/.

5. Integral definido de uma distribuicéo

Sendo <xe 3 dois pontos de recta, sabe-se

que o integral | fx(a?)da; no sentido de

LEBESGUE existe para toda a funcdo local-
mente somavel p{x); e sabe-se também que"
sendo f (x) uma primitiva de p(x), /(a?)
¢ absolutamente continua, e tem-se

d)

sendo p.(x) uma medida

sobre R, ointegral de STIELTJES

Por sua vez,
! fi(a)<iai

existe também e verifica a igualdade
(2) j\V{x)dx=f($)-f(or)

onde f(x) é uma primitiva de p(x) e /(a~) -
- Hm/(aj) .

Tendo pois em atencdo estes resultados,
para as distribui¢Bes definem-se os seguintes

|.  Dado uma distribuicdo  ti(a;), se existe
uma sua primitiva @@ com valores nos pon-
tos <x,B6R, p@?) diz-se integrdvel sobre o
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eintervalo  definido por aqueles pontos, e o
valor de

ri

i iLmdx = <f@) — <f(ci)

diz-se integral entre @ e @ de
p.(X) , se exis-
9 (or)

ar e

II. Dada uma distribuicdo
tem uma sua primitiva @ (ar) e os valores
e (p((3+), (ar) diz-se integravel entre
(3+, e ovalor de

EVN{x)dx = 9(@H -.(«-)

denomina-se integral entre a— e (3+ de p-(ar).

E de forma analoga definem-se ainda

Jopdx  =.(8 )—2(*-),

I % (*)ci-<p(a+),
"% (. )da:=,(i3+)-.(a+).

Os integrais | e | I sdo obviamente prolon-
gamentos dos definidos respectivamente para
as funcdes localmente soméaveis, e para as
medidas, e a existéncia do primeiro é sufi-
ciente para garantir a existéncia dos restantes
que tomam o mesmo valor que aquele.

Eles verificam além disso as propriedades
usuais

i@dx=—/ [@dx;

X e p(x)dx = A/
Ja Ja

X? ft r$

p(x)dx= I p{X)dx-\- |

(x(x)da;,V~C;

p(x)dx;
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@)+ I (x)]dx = / p(@)da-f-

+ fh(x)dx
t/a

e igualdades andlogas que se podem obter
destas substituindo os extremos de integracdo
a, B ou y por respectivamente rt«, +(3
e + y. Estas propriedades demonstram-se
por simples aplicacdo das defini¢gdes dadas.

Tem particular interesse a aplicacdo destes
resultados a distribuicdo de DIRAC. Sendo a
funcdo de HEAVISIDE A(ar) uma primitiva de
3 (ar), é verificando-se que h(a)= 1 para
todo o a> 0, h(a)= 0 para todo 0o a.-<O0,
h@-)=0 e h() = 1, vem que:

0 se o intervalo de integra-
do0 ndocontém a origem
5@ndx = ¢ ] ) g
1 se contém aorigem e (3>a

—1 secontém a origem e (3<a
e ainda

/°"a(ar)dar=1
J o-

igualdades estas que constituem propriedades
da distribuicdo de DIRAC muito utilizadas.

O recurso ao conceito de limite de uma
distribuicio em — oo e +<=o permite também
definir o integral entre —oo e 00:

IIl.  Dada uma distribuicdo  f*(ar), se existe
uma sua primitiva 9 (a;) com valores em —oo0

e --f-00, p.(ar) diz-se integravel sobre R, e o
valor de

e+<*>

| n@)dx = 9(-\-o0) — ip(— 00)
denomina-se integral de p-(ar) entre w e

Este integral é obviamente uma generali-
zacdo do integral impréprio de 2.* espécie
relativa a fungdes.
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A sua aplicacdo a distribuicdo de DIKAC
conduz ao conhecido resultado
o>
/ 3(x) dai = h(-f oo) —Ft(— o0) = 1.
t/— co
Por sua vez, sendo sen x = — D cos a?,
cos x =D sen a?, e sen (+00)= cos (+ oo) =0,
tem-se

sen & cos a?iZza;= 0

»y—ci

isto é sena e cosa;, que ndo eram integra-
veis entre — o0 e + oo como funcgdes, ja o
sdo como distribuigdes.

Exercicios propostos

1. Determine os integrais,

a) [/ e’ dx {a-L 0)
*J—ou

b) fee0'{x)dx

c) [/ sen x d x

if—oc

(compare o resultado com o

sen x dx) .

- GO

6- Multiplicacdo de uma func¢ao indefini-
damente diferencidvel por uma distri-
buicdo. Uma generalizagdo possivel.

Esta operacdo 0 definida por forma a man-
terem-8e validas algumas propriedades rela-
tivas a multiplicacdo entre func¢des ; e uma
dessas propriedades, que diz respeito a deri-
vada do produto, 6 suficiente para que esta
operacdo fique univocamente determinada.

O conjunto das fungdes complexas indofini
damente diferenciaveis sobre R, munido das
operacgdes usuais de adi¢do e de multiplicacdo,

G

constitui um ar.el, que designaremos por
A"(R); e entre ek-mentos de M'(R) e de ~(R)
define so a referida multiplicagdo do seguinte
modo :

|.  Dados dois elementos feM(R) e e
e-T~R), denomina-se produto de f por ¢, e
representa-se  por f <o, uma distribuicdo tal
que :

i) Se ¢ é uma fungdo continua, f' p é

0 produto usual;
ii) E valida a regra de derivagao

#(le <=l E»?+]'e?
onde f designa a derivada de f.
De ii) deduz-s6 facilmente, fazendo inducéo
sobie n, que
(1) /1.3D«p = 2(- D-(f D)
para todo o feM'(R)

que permite escrever
com fi/le£(R)

e todo o 96<?(R), o
no caso de ? — [</]>

D\ = "*(-\y¢e~*D"(f 9]

e atendendo at),

(2 . [D" j=2(-1)"

Esta formula é pois uma consequéncia de
t) e ii), e podera eventualmente definir o
produto /< 9 se o resultado dado por ela
for independente do representante de 9 uti-
lizado. Vamos provar que assim sucede.

Para o fazer, 6 conveniente recorrer a nogdo
de ordem de uma distribuicdo: diz-se que uma

distribuicdo 9 & de ordem n, quando é deri-
vada de ordem n de uma funcdo continua,
e ndo é derivada de ordem inferior de qualquer

outra funcdo de £(R).
Uma funcdo continua é pois uma distri-
buicdo de ordem O.
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Fazendo inducdo sobre a ordem das dis-
tribuicdes, demonstra-se entdo que o produto
dado por 2)é independente do representante
utilizado.

Para as distribuicdes de ordem = 0O, apli-
cando a férmula 2) demonstra-se facilmente
que

f-[D'g] = [f9]

quaisquer gne sejam orepresentante escolhido
D" g de uma distribuicdo de ordem O, e
/eS™(R); e como consequéncia, que é valida
a propriedade distributiva

(3) [ e (»+?2)-/e»+[e?

quaisquer que sejam as distribuicdes
de ordem 0.

Por sua vez, da hipdtese de que o resul-
tado dado por (2) da multiplicacdo de / por
uma distribuicdo de ordem ~ n, é indepen-
dente do seu representante utilizado, e quea
propriedade distributiva (3) é valida quais-
quer que sejam as distribuicdes O e @ de
ordem ~ n, infere-se que 0 mesmo se veri-
fica para as distribuicBes de ordem ~"?»4-1.

Com efeito, sendo @ uma distribuicdo de
ordem ~ n+ 1, e D"g umasua represen-
tante, de acordo com(2) vem

Oey

I [D'g] = (?)—w-.d=

m-1

SS(-DF( =) AR/ T =

= £(/+ [Drig)) D™ gl
e sendo os produtos/ e« [D'™"' g] e/ «[D""q]
dados por 2) independentes do represen-
tante da distribuicdio 6= [D"~q], que é de
orden ™ n, podemos pois, escrever

f[D»g] =DI[f.e}-f.Q.
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Se tivéssemos utilizado outro representante
D h de 9, teriamos obtido

f[D*h] = D(j.<*)-f.<*

onde o seria também uma primitiva de 9.
Mas sendo ®= 9+ constante, substituindo

na expressdo anterior,vem

/. [D*h] = D (/* (c0\ const.)) —
—/'. @+const.)= D (/.»)+
+ £>(/* const.)-(/"*)-/"*const. =
= O(/.co)-(/".co)

isto é, o produto f @ dado por 2)6 inde-
pendente do representante de cp, como se
pretendia.

Para demonstrar a distributividade no caso
de O e 9 serem distribuicbes de ordem
A~ 71-+-1 , podem-se utilizar derivadas da
mesma ordem de fung¢des continuas para as
representar, com o que a demonstragdo se
torna imediata.

A férmula 2), que 6 umaconsequéncia de
i) e u) define pois umamultiplicacdo entre
elementos de C(R) e de ~"(R), aqual, como
se pode provar facilmente, satisfaz porsua
vez as propriedades »)e ii). Isto é, esta mul-
tiplicacdo 6 a Unica que verifica i) eit).

Além disso, ela verifica ainda as seguintes
propriedades :

) (/[ +9)e<?=/e?2+ 9Qe<?

2) /(?++)=/+2+/+ 9 (jad demonstrada)
3) /e («Te?)= (/- 9)—’)

4 1.9=9

quaisquer que sejam / , gee™") e cp,<pe<2,(R)
isto 6, 2,(R) constitui um mddulo sobre o
anel ©"(R).

Se cp6<?(R) toma valor num ponto aeR,
para todo o f e S"(R), oseuproduto /«9=9
também tem valor naquele ponto, e tem-se

/(a).cp(«) = 0(«).
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Relativamente aos limites laterais, também
se podem enunciar resultados anéalogos.

A fdérmula 1) permite ainda uma generali-
zacdo desta multiplicagdo, que se baseia no
facto do produto de uma fungédo continua por
uma medida ser uma medida. Sendo g uma
funcdo continua e p. uma medida, diz-se pro-
duto de g por p, aderivada da funcdo 9 (x)
definida por

%= fgv)dt

onde aGR e o integral é entendido no sen-
tido de RIEMAXX-STIELTJES.

Posto isto, dadas uma fungdo / que admite
derivadas continuas até a ordem n, e uma
medida p, élegitimo definir o produto f-D™ p
através da relagdo

5 Ie/>v-2(-")Qc/*-io

A multiplicacdo que resulta desta férmula,
entre funcfes que admitem derivadas até uma
determinada ordem n, e derivadas dessa
mesma ordem de medidas, verifica alias as
propriedades referidas atras, relativas a mul-
tiplicacdo entre funcdes de £"(R) e distri-
buicdes.

Vejamos alguns exemplos. Sendo 0(x) uma
medida, para toda a funcdo continua f (x),
e quaisquer que sejam os reais a. e 3 dife-
rentes de zero, existe o integral de RIEMANN-
-STILTJES

jf1(0<*3-/(0)(A(P)-M«)).

A funcdo J*f(t)dS=f(0)(h(x)-h(«)) é

de variacdo limitada sobre todo o intervalo
compacto, e a sua derivada 6 por definigdo o
produto de / por 6{x). Vem pois, derivando
o integral anterior

/.a-1(0). 3
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igualdade esta que constitui uma das proprie-
dades mais importantes da distribuicdo de
DIRAC.

Por sua vez, se /
nuas até a ordem n,

derivada de ordem n de
acordo com 5 e 6

[*e>-2 (-IF

*r=0

= 2(-1)'(?V’(0)3“-*

admite derivadas conti-
0 seu produto pela
$(@?), vem de

D*-*(/"(0)3) =

Exercicios propostos

1. Efectue os seguintes produtos
a) xS (X

*) e”  $(x)
c) X0(x — (i) (B real)
d) e**d(x —13) (3 real)

.) e h(x) (h(x): funcdo de HEAVISIDE)

f)
9) €& aw(a— (3).
2. Determine
[ot+*e
a) |/  e*aa)dar;
o— 00

by G e**S(x)dx com B> «> 0;

Ja

e**/"™) (ar) d ar.

3. Prove que p,(/*?)= 0 para todo o
/e<3"(R) e todo o p6<,(R) tal que 7,? =0-
(Pj.: restriccdo a I, intervalo aberto de R,
vidé problema 7, § 2).

4. Prove que T«(/. <= (T«!l) (TP
quaisquer que sejam f 6 (R) e peSu(R),
isto é, que a translatada r, do produto f ¢ <?
é igual ao produto das translatadas de f e
< (vidé problema 5, § 2).

( Continua)

GA
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Analise e Estudo

Verificacéo

por V. At Chio/e Tavares

1. Consideracdes teodricas sobre a esta-
tica da atmosfera

A atmosfera é um sistema termodinamico
trivariante.

Como o0 seu movimento é predominante-
mente horizontal admite-se que ha equilibrio
entre a forca do gradiente de pressdo e a
forca gravitica

— —grad p -mgrad (g 2).

A variacdo espacial de g tem como conse-
quéncia a nao coincidéncia das superficies
equigeopotenciais e das superficies de igual
altitute geométrica. Isto significa que duas
particulas materiais com a mesma altitude,
ndo tém, em geral, o mesmo geopotencial —
conceitos de altitude geodinamica e de alti-
tude geométrica. Por esta razdo 6 preferivel
caracterizar um ponto nédo pelo valor da sua
altitude geométrica, mas pelo valor da ener-
gia potencial especifica.

Da equacdo expressa, a determinagdo do
geopotencial >= gz de uma dada superficie
isobarica, depende, unicamente, do conheci-
mento da distribuicdo vertical dos parametros
de estado caracterizantes do sistema.

Estes, expressos em valor numérico como
dados observacionais, ligados a um ponto
fixo do espaco ou medidos substancialmente
no mesmo instante em pontos de coordenadas

da Estrutura

e Maria
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Vertical da Atmosfera

Hidrostatica

Fernanda da Cruz

desconhecidas, constituem uma série, de dis-
tribuicdo vertical, posto que as variacles
horizontais sdo desprezaveis.

A integracdo daquela equacdo impde que
0 parametro p seja uma funcdo univoca e
bem determinada de p . E do notar, no
entanto, que a forma geral da funcdo p

2 :v(p ,T, Tu)

ndo 6 conhecida.

A fim de vencer esta dificuldade admitimos
que o fluido atmosfera se comporta como
um gas ideal sendo portanto a equacdo de
CLAPEYROST

a sua equacao de estado.

Da conjugacdo da equacdo de estado com
a equacdo tradutora do equilibrio hidrostatico
resulta

= -fi, T, -"r-= -R.T.d(\ozp).

Aplicando o teorema da média

Vem, para uma camada definida pelos niveis
isobaricos p, e pj



T.d (log ™)
J Fi

= ff, 7', ,log”
ft

equacao que contém em si 0s geopotenciais
relativo e absoluto. A temperatura virtual
barométrica média, T ,.,, ndo é igual, mas
sim um pouco inferior & média aritmética,
T',,, das temperaturas virtuais dos niveis
que definem a camada, mesmo no caso de
uma variacdo linear da temperatura com a
altitude. De facto, nas condi¢des enunciadas
(T~ T..-yz)

T + 7lo
1t0 —

Mas

I>di>

yz

dz Log (1 —JL

2»0 ®

como resulta imediatamente da equagdo hi-
drostética escrita na forma

p= pe Po

Exprimindo T, e T,., em séries de po-

téncias
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conclui-se imediatamente que
Pmv<AT .

Vé-se, pois, que a temperatura barométrica
média e a média aritmética das temperaturas
s6 se podem considerar iguais quando for
possivel ignorar termos de ordem superior
ou igual a segunda, o que acontece para
variagdes lineares da temperatura com a alti-
tude, quando o produto yz for pequeno.

A substituicdo da temperatura barométrica
média pela média aritmética das temperaturas
pode conduzir a erros apreciaveis, mesmo
para camadas de pequena espessura, se a
temperatura variar ndo linearmente com a
altitude.

A partir desta metodologia pretendemos
agora resolver o seguinte problema pratico :
verificacdo hidrostatica dos elementos meteo-
rolégicos fornecidos por uma sondagem.

A verificacdo hidrostatica dos elementos
meteoroldgicos fornecidos por uma sondagem
faz uma anélise vertical dos elementos me-
teoroldgicos, pressdo, altitude e temperatura,
que serdo depois utilizados nas diferentes
fases da previsdo do tempo por método
numeérico.

Esta analise consiste em :

A) Averiguar, para cada nivel isobérico,
se foram transmitidos valores da altitude e
da temperatura. No caso de algum destes
elementos, ou ambos, faltarem, 6 feita uma
tentativa para a sua determinacdo comple-
tando-se, deste modo, a sondagem.

B) Verificar se os valores da altitude e
da temperatura dos diferentes niveis isobéa-
ricos, sdo ou ndo consistentes com hipdteses
de base formuladas desde o inicio :

1 — Ocorréncia de pelo menos dois niveis
consecutivos completos e correctos.
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2 — O fluido atmosfera comporta-se como
um gas ideal em equilibrio hidrostatico.
e 3 —Nao ocorréncia de gradientes verticais
de temperatura, superadiabéaticos.

4 — N&o ocorréncia de inversfes de tem-
peratura superior a 10° C.

Em caso negativo é feita uma tentativa de
correccdo dos referidos valores.

2. Breve analise das hipdteses e da sua
utilizacéo

1) Se a hip6tese 1. ndo se cumpre nao é
possivel fazer a verificacdo hidrostatica.

2) A formaintegrada que traduz 2., quando
tomada a espessura em metros geopotenciais
e a temperatura em graus KELVIN é

A* = 67,442 T, . log £+-.

Para fins de tratamento automaético e, para
obviar a dificuldades de ordem numérica a
expressdo anterior escreve-se

U O

A<] =

V=T g —A*i] = [A<>,— A*.] +

0

traduzindo Ai>,! e A<1>2 as espessuras, para
uma temperatura média virtual igual a
273,15°K, respectivamente das camadas
(P"PY) (P'>P2)> Pp* 0 um valor de recor-
réncia que tomamos igual a 1100 mb, valor
este nunca excedido na atmosfera.

A expressdo anterior permite o célculo
imediato de A4>, desde que se conheca a
temperatura média virtual. Esta determina-se
recorrendo a

T, =Tf{l +o0e61q) =T, +AT,

45

onde 7, e g, representam valores médios,
para a camada, das grandezas T e (.
Por outro lado

0,622 — 70,622 —
e p.

sendo e,,, obtido a custa da temperatura mé-
dia do ponto de orvalho, T,,, por intermédio
da férmula

e, = 10 exp (11,5899 — 0,004 T ,, —

-2651,38/77).

Tiesta determinar o nivel p, para o qual se
vai calcular o incremento A T-

T curva (p,T)

jz\- Por T gD

Pm''m" Vv

\

| vincu_

Fig. 1

O valor p, obedece a equacéo

T —T p— p.

Ti - T, p. - ..
donde, atendendo a definicdo de T, , vem

P1+P2
Daqui resulta que a temperatura média virtual
6 dada por

T,. =T,+ 0378 -lifi. (em °K)

(em °C).

A comparacdo entre o valor calculado da
espessura de uma camada definida por dois
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niveis consecutivos L e L + 1 e o valor
determinado a partir da radiossondagem é
parte integrante da verificacdo hidrostatica.
Se o mdédulo da diferenca entre estes dois
valores exceder determinada tolerdncia con-
clui-se que o valor transmitido da altitude ou
temperatura relativa ao nivel L éincorrecto.
Tomamos para tolerancia

TOL = D, Di

g

“[GEr)*»-*]]

representando D, e D, valores extremos
da espessura da camada L , L + | quando
consideradas as adiabaticas secas que contém
as temperaturas dos niveis

1#fl

L
Fig. 2

Se o valor obtido para a tolerdncia for infe-
rior a 20 metros faz-se TOL= 20m. Para
niveis isobaricos até aos 400 mb ou no caso
de existir uma tropopausa na camada L, L + |
faz-se TOL= 50m, se o valor obtido for
superior a 50 m; para niveis isobaricos acima
dos 400mb a tolerancia € limitada a 80 metros.

Se existe uma tropopausa na camada L,
L + | esse facto é tido em conta no calculo
da espessura da camada.

A distribuicdo observada da temperatura
TL ITROP TL+\ é substituida por uma distri-
buicdo ficticia T TI. ,
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AT L+1 i
i/fl

TROP

Fig. 3

A temperatura ficticia 71+1 é determinada
pela condicdo T". TTROPWT+\ T, que asse-
gura a igualdade das espessuras calculadas
com a distribuicdo observada e a distribuicdo
ficticia.
Tem-se
TI+,= T, ,+ A:

Mas
AT =T, Tint..

O valor interpolado T,. ¢é obtidoadmitindo
uma variacdo linear da temperatura com a
pressdo entre T, e T..
rr> r , TL+1 — TZ)(PL
mw ( X

[ — 7?TROP)
Jint. = H .

PL —PL +1

Vem finalmente

T™H = TL+\+ ITROP— T, _.

Se AT— TVROP — T, for positivo existe
um erro e a tropoj>ausa ndo é tomada em
consideragdo no célculo da espessura da ca-
mada L, L + 1.

3) Para verificar da existéncia de gradien-
tes verticais de temperatura superadiabaticos
(hipotese 3) compara-se o gradiente vertical
real da temperatura de uma camada ou com
o gradiente adiabatico seco ou com o gradiente
adiabético saturado.

O gradiente adiabatico seco é expresso

g
por ——.
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O gradiente adiabatico saturado é calculado
por intermédio da férmula

jLALsa—J! "C/100gpm
de X
onde
T dL, L,
X=¢ +rje, +—" - —" +
£TT O (Fr+r L+ k£

A (ir

3. Calculo de valores omissos da tempe
ratura e/ou altitude

1) O valor da temperatura do nivel i ,
TL > ndo foitransmitido. Se se conhecem os
elementos T.j.\, Z +\ e Z procede-se ao
calculo de uma temperatura para o nivel L,
Ti, recorrendo a formula hidrostatica.

Caso sejam também conhecidos os elemen-
tos T-\ ,ZL-\ (eZ£) a férmula hidrostatica
permite obter um valor T[ para a tempera-
tura do nivel L.

a) Nao foipossivel calcular, por falta de
elementos, nem Tl nem Tl  Neste caso o
valor T, nd&o pode ser calculado.

6) Apenas foi possivel calcular um dos
valores T ou T[; faz-se T . =T, ou T =
= T. se ndo ocorrem inversdes de tempera-
tura superiores a 10° C nem gradientes ver-
ticais de temperatura superadiabaticos na
camada escolhida L ,L + 1 ou L,L —1.

c) Foi possivel calcular os valores Tl e
T[ ; aceita-se para valor de T, a média arit-

mética dos valores Ti e T[ se:

Cl—nas camadas L,L+1 e LL —I
ndo ocorrem inversGes de tempe-
ratura superiores a 10°C nem gra-
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dientes verticais de temperatura
superadiabaticos.

c,— o0 mddulo da diferenca entre Tf.
e TI é inferior a 5°C.

Se ndo se pode aceitar para TL a média
aritmética de TI e Ti toma-se para valor
de TL um dos valores, Tl ou TJ[, desde
que se cumpram as condi¢des indicadas em
b) ; se estas condi¢des ndo sdo satisfeitas nem
TL ndo 6 possivel calcu-

por TI nem por

cular T ..

2) O valor da altitude do nivel
ndo foi transmitido.

Se se conhecem os elementos T +\, ZL+ \
e TL calcula-se um valor Zf, para a altitude
do nivel L, recorrendo a féormula hidrosta-
tica. Caso sejam também conhecidos os ele-
mentos TL—I, ZL—I1 (« T.) a férmula hi-
drostatica fornece um valor Z'| para a alti-
tude do nivel L.

L,ZL>

a) Se, por falta de elementos, ndo foi
possivel calcular nem ZL nem Z, , nédo se
pode determinar ZL e

b) Apenas foi possivel calcular um dos
valores Z% ou Z£. Neste caso, toma-se
para Z aquele dos valores Zf ou ZL que
tiver sido calculado desde que ndo ocorra um
gradiente de temperatura superadiabatico na
camada definida pelo nivel L e pelo nivel
utilizado na determinacdo de ZL (L + 1 ou
Z-1).

c) Foi possivel calcular os elementos Zf
e ZL . Se o modulo de diferenca entre Zf
e Z forinferior a 30 m toma-se para Z a
média aritmética de Zf e Z'L; se o valor
absoluto da referida diferenca for superior a
30m mas se as espessuras das camadas
L+l , L+2 e LI, L — 2 estiverem
correctas aceita-se da mesma maneira para
valor de ZL (embora com reserva) a média
aritmética de Zf e [ZL.
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3) Nao foram transmitidos os valores da
altitude e da temperatura do nivel L, res-
pectivamente Z, e T..

Neste caso' calcula-se, em primeiro lugar,

TL , recorrendo a espessura da camada
L—1, L+ 1 e aos elementos T,— 1,
pp —1, z. i, Ti+l,p., e z..1.

Se a determinagdo de TL foi possivel e,
se o valor obtido ndo conduz a gradientes
de temperatura superadiabaticos procede-se
ao célculo de ZL como indicado em 2.

Os procedimentos indicados em 1., 2. e 3.
sdo feitos primeiro no sentido ascendente e,
em seguida, no sentido descendente.

4. Correccdo de valores errados da tem-
peratura e/ou altitude.

Apoés a tentativa descrita em 3., para com-
pletar a sondagem, verifica-se se os valores
da altitude e da temperatura dos diferentes
niveis isobdricos sdo consistentes com as
hipdteses de base 2., 3. e 4. ; em caso nega-
tivo procede-se, se possivel, a correccdo dos
mesmos, a qual é feita primeiro no sentido
ascendente e, em seguida, no sentido des-
cendente.

Para isso calcula-se, para cada nivel L ,
a quantidade FL diferenca entre o valor
observado da espessura da camada L, L+ I
e o valor calculado (como descrito em 2.) da
espessura da mesma camada

FL -~ A *Mcalculado A "observado

Se FL ¢é inferior ou igual & tolerancia
admite-se, em principio, que os valores TL e
ZL estdo correctos; se for superior existe
um erro nos valores da temperatura e/ou
altitude referentes ao nivel L.

Para decidir da natureza do erro calcula-se
a quantidade
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1) \E\<0,5.

Neste caso a natureza do erro é incerta.

Admite-se, primeiramente, a existéncia de
erro no valor de TL e procede-se ao calculo
de um novo valor de TL recorrendo aos
elementos ZL , TL-\, e ZL-\, utilizando a
formula hidrostatica.

Se este valor ndo conduz a um gradiente
vertical de temperatura superadiabatico na
camada L — 1, L e, se ogradiente vertical
de temperatura calculado com o novo valor
de TL, se aproxima mais do gradiente adia-
batico seco, na troposfera, ou da distribui¢do
isotérmica, na estratosfera, do que o primi-
tivo gradiente vertical de temperatura; entéo
o valor inicial de 27. é substituido pelo novo
valor.

Se estas condi¢Ges nao se verificam, cal-
cula-se um novo valor para ZL com os ele-
mentos TL, ZL-\ e T-\, desde que o gra-
diente vertical de temperatura observado,
ndo seja superadiabatico. Em seguida faz-se
de novo a verificagdo hidrostatica para os
niveis L —1 e L .

2) 0,57£722,0.

Neste caso ha um erro no valor TL.

A formula hidrostatica permite obter uma
nova temperatura TL, com os elementos
ZL,  ZL+, TL+\ elou ZL, ZL- TLA.

3) —0,5%"£> —2,0.

O valor ZL estd errado ; calcula-se um
novo valor para ZL com auxilio da férmula
hidrostatica e dos elementos referentes aos
niveis L —1 e/lou L + 1.

4 £72,0.

Neste caso ou hd um erro no valor ZL que
se propaga a todos os niveis acima de L ou
hd& um erro no nivel L —1 ndo tendo ja
sido detectado esse erro em virtude de FL-\
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ndo exceder a tolerdncia. E determinada a

guantidade E' = que vai permitir deci-

F-\
dir da natureza do erro.

a) |£']<0,5

Se a espessura da camada L —1, L esta
correcta, toma-se como certos os elementos
referentes ao nivel L — 1 estando entdo os
valores das altitudes do nivel L e de todos
0s niveis que se lhe seguem afectados de um
erro constante ; todas estas altitudes sao cor-
rigidas pelo valor i*z._2.

Se a espessura L—1,L estad errada,
tenta-se, em primeiro lugar, corrigir o erro
referente ao nivel L —1 e, em seguida, o
erro na espessura da camada L —1,L ; se
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a primeira tentativa falha, por falta de ele-
mentos, ndo é possivel nenhuma correccéo.

6) 05< E>< 2,0

O valor T,-2 estda errado e é corrigido
como indicado em 2).

c) - 05~ >- 2,0

O valor ZL-\ esta errado e é corrigido da
maneira indicada em 3).

d) \E'\"2,0

N&o é possivel decidir acerca da natureza
do erro, nem, portanto, proceder a nenhuma
correccgao.



Ci

re
do

Id¢
dir

me
ens
liz
int
tui
mi

fes
do
do

cer
col



GAZETA DE MATEMATICA

51

Recomendacao relativa a situacdo dos professores
aprovada peia Conferéncia Intergovernamental
Especial sobre a situagcdo dos professores
UNESCO
Paris, 5 de Outubro de 1966
Recomendacéo legislacbes e de usos que, nos diferentes

A Conferencia Intergovernamental Espe-
cial sobre a situacdo dos Professores,

Chamando a atencdo para o facto do di-
reito a educacdo ser um direito fundamental
do homem,

Consciente da responsabilidade dos Estados
de assegurarem a todos uma educacdo ade-
quada, conforme o Art." 26 da Declaracéo
Universal dos Direitos do Homem e os Prin-
cipios n.”* 5, 7 e 10 da Declaragdo dos
Direitos da Criangca e da Declaracdo das
Nagcdes Unidas acerca da Promocdo dos
Ideais de Paz, de Respeito Mutuo e Enten-
dimento entre os Povos,

Conhecedora da necessidade de um au-
mento e alargamento do ensino geral e do
ensino técnico e profissional com vista a uti-
lizacdo plena de todas as aptiddes e recursos
intelectuais existentes, como condi¢do neces-
saria a promocdo dos valores morais e cul-
turais e a continuidade do progresso econd-
mico e social,

Reconhecendo o papel essencial dos pro-
fessores no nivel educacional e a importancia
do seu contributo para o desenvolvimento
do homem e da sociedade moderna,

Interessada em assegurar ao pessoal do-
cente uma condi¢cdo que esteja de acordo
com esse papel,

Tendo em conta a grande diversidade de

paises, determinam as estruturas e a organi-
zacdo do ensino,

Tendo igualmente em conta a diversidade
de estatutos que, em diversos paises, se apli-
cam aos professores, especialmente se estdo
ou nao submetidos aos regulamentos relativos
aos funciondarios publicos,

Convencida de que, apesar destas diferen-
cas, em todos os paises surgem problemas
comuns relativos a situagdo dos professores
e que estes problemas imp6em a aplicacdo de
uma série de normas e medidas comuns, que sao
a finalidade desta série de recomendacdes,

Tomando nota dos termos existentes nas
convengdes internacionais que sdo aplicaveis
aos professores e, em especial, dos instru-
mentos relativos aos direitos fundamentais
do homem, tais como a Convencdo sobre a
Liberdade de Associacdo e a Proteccdo do
Direito de Sindicaliza¢do, 1948, a Convencgdo
sobre Igualdade de Remuneragdo, 1951, a
Convencdo relativa a Discriminacdo do
(emprego e ocupacdo), 1958, adoptadas pela
Conferéncia Geral da Organizacdo Interna-
cional do Trabalho, e bem assim a Convencéo
contra a Descrimina¢do na Educacdo, 1960,
aprovada pela Conferéncia Geral da Organi-
zacdo das Nacgdes Unidas para a Educacéo,
a Ciéncia e a Cultura;

Considerando igualmente as recomendagdes
relativas a varios aspectos da formacdo”e da
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situacdo dos professores das escolas prima-
rias & secundéarias, adoptadas pela Conferén-
cia Internacional de Educacdo Publica cele-
brada sob os auspicios da Organizagdo das
Nacdes Unidas para a Educacdo, a Ciéncia
e a Cultura e do «Bureau» Internacional de
Educac¢do, e ainda a Recomendagdo sobre o
Ensino Técnico e Profissional, 1962, apro-
vada pela Conferéncia Geral da Organizagdo
das Nagbes Unidas para a Educacdo, a Cién-
cia e a Cultura,

Desejando completar as normas existentes
por meio de disposi¢des relativas aos pro-
blemas que interessam essencialmente ao
pessoal docente e, em particular, dar solu-
¢cdo a escassez deste pessoal,

Aprova a seguinte Recomendagdo :

I. Definigles

1. Para os efeitos desta Recomendac¢do":

0) O termo «pessottl docente» ou «pro-
fessores» Berve para designar todas
as pessoas que, nos diversos estabele-
cimentos de ensino, estdo encarregadas
da educacao.

b) O termo «situacdo» empregado em re-
lagdo ao pessoal docente, designa, por
sua vez, a posicdo social que se re-
conhece, segundo o grau de conside-
racdo atribuido a importdncia da sua
funcdo, a sua competéncia e condi-

cdes de trabalho, & sua remuneracéo e

demais beneficios materiais que se lhe

concedem em comparagcdo com outras
profissdes.

Il.  Campo de aplicacéo
A 2. Esta Recomendacgdo aplica-se tanto ao

ao pessoal docente dos estabelecimentos de
ensino oficiais como particulares, quer do
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ensino secundario, intermédio, geral, técnico,
profissional ou artistico; dos estabelecimentos
do ensino primario, dos jardins infantis; e
dos infantérios.

IIl.  Principios gerais

3. Desde os primeiros anos escolares da
crianca, a educacdo deve visar o pleno desen-
volvimento da sua personalidade humana e o
progresso espiritual, moral, social, cultural e
econémico da comunidade, bem como incutir-
-lhe um profundo respeito pelos direitos huma-
nos e pelas liberdades fundamentais. Dentro
deste contexto, deve conceder-se a maiorim-
portdncia a contribuicdo da educacdo para a
paz e para a compreensdo, tolerancia e ami-
zade ndo so entre todas as na¢gdes mas também
entre os diferentes grupos raciais ou reli-
giosos.

4. Deve reconhecer-se que 0 progresso
da educacdo depende em grande parte das
qualidades e competéncia dos professores em
geral, bem como das qualidades humanas,
pedagdgicas e profissionais de cada um em
particular.

5. A situacdo do pessoal docente deve
corresponder as exigéncias da educacdo, de-
finidas de acordo com os fins e objectivos
docentes ; a realizacdo perfeita destas finali-
dades e objectivos exige que os educadores
disfrutem de uma situacdo justa e que a pro-
fissdo decente goze-do respeito publico que
merece.

6. O ensino deve ser considerado como
uma profissdo cujos membros prestam um
servigo publico ; esta profissdo exige dos
educadores ndo apenas conhecimentos pro-
fundos e competéncia especial, adquiridos
e mantidos através de estudos rigorosos e
continuos, mas também um sentido das res-
ponsabilidades pessoais e colectivas que eles
assumem para a educacdo e bem estar dos
alunos a seu cargo.
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7. A formacdo e o emprego do pessoal
docente ndo devem estar sujeitos a qualquer
forma de discriminagdo por motivos de raga,
cor, sexo, religido, opinides politicas, origem

nacional ou social, ou situacdo econdmica.
8. Ao pessoal docente «devem fixar-se
condicbes de trabalho que lhe permitam,

tanto quanto possivel, um ensino eficaz e
orna entrega plena as suas fung¢des pro-
fissionais.

9. As organizacbes do pessoal docente
devem ser reconhecidas como uma forca
que pode contribuir consideravelmente para
0 progresso da educagcdo, consequentemente
devem participar na elaboracdo da politica
educacional.

IV. Ohbjectivos da educacdo e politica
educacional

10. Sempre que necessarios, em cada
pais devem tomar-se as medidas adequadas
para formular uma politica educacional glo-
bal que se ajuste aos principios gerais atras
mencionados e em conformidadecom a qual
possam aproveitar-se todos 0s recursos e
todas as capacidades disponiveis. Ao fazé-lo,
as autoridades competentes devem ter na
devida conta as consequéncias, para o pessoal
docente, dos principios e objectivos seguintes:

0) Cada criangca tem o direito fundamen-
tal de beneficiar de todas as vantagens
da educacdo ; deve ser prestada a
devida atencdo as criangas que exijam
um tratamento educativo especial.

b) Devem conceder-se, a todos, iguais
facilidades para a efectivacdo do seu
direito a educacdo, sem discriminacéo
de sexo, raca, cor, religido, opinides
politicas, origem nacional ou social,
ou situacdo econodmica,;

c) Dado a educagcdo € um servico de
fundamental importancia para o inte-

d)

e)

I

9)

h)
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resse do publico em geral deve re-
conhecer se que a responsabilidade
do mesmo cabe ao Estado, a quem
compete o provimento de um ndmero
suficiente de estabelecimentos escola-
res, educacdo gratuita nos mesmos e
ajuda material aos alunos que dela
necessitem. Nao quer isto dizer que
o Estado limite a liberdade dos pais
ou encarregados de educacdo quanto
a escolha, para seus filhos ou edu-
candos, de escolas que ndo pertengam
ao Estado ou a liberdade de pessoas
individuais ou colectivas criarem e di-
rigirem estabelecimentos de ensino, de
acordo com as normas educativas que
possam ser estabelecidas e aprovadas
pelo mesmo Estado ;

Como a educacdo é um factor essencial
para 0 progresso econémico, o pla-
neamento geral econémico e social que
for adoptado com o objectivo de
melhorar as condi¢gdes de vida ;

Sendo a educag¢do um processo conti-
nuo, deve existir uma estreita coor-
denacdo entre as diferentes categorias
de pessoal docente com vista a me-
lhorar, ndo s6 a qualidade do ensino
a todos os alunos, mas também a si-
tuacdo dos professores ;

Os alunos devem ter livre acesso a
uma rede suficientemente flexivel de
estabelecimentos escolares, adequada-
mente relacionados entre si, a fim de
se conseguir que nada limite as possi-
bilidades de cada aluno alcangar qual-
quer nivel ou tipo educacional;

Em matéria de educacdo, nenhum
Estado deve ter como objectivo Unico
a quantidade, mas também a qualidade;
Em matéria de educacdo, o planea-
mento e a programacdo devem fazer-se
tanto a longo como a curto prazo ; a
integracdo proveitosados actuais alunos
na comunidade dependerd mais das ne-
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cessidades futuras do que das exigén-
cias actuais ;

i) Devem incluir-se, desde o principio,
em cada etapa do planeamento educa-
cianal, disposi¢cdes relativas a forma-
cdo e aperfeicoamento profissional de
um numero suficiente de professores
nacionais plenamente capazes e quali-
ficados que conhe¢cam a vida do seu
povo e possam ensinar na sua lingua ;

j) No que respeita a formacdo e aperfei-
coamento profissional dos professores,
sd0 necessdrias uma investigacdo e
uma acg¢do coordenadas, sistematicas
e continuas. A nivel internacional, deve
incluir-se a cooperacdo entre investiga-
dores, assim como o intercAmbio dos
resultados das investigacoes ;

k) Deve existir uma estreita cooperacdo
entre as entidades competentes e as
organizacfes dos professores, das enti-
dades patronais, dos operarios e dos
pais dos alunos, organizac¢@es culturais
e instituicdes de ensino ou de alta cul-
tura e de investigacdo, com vista a
uma definicdo da politica docente e
seus objectivos proprios ;

I) Como o éxito dos fins e objectivos da
educacdo depende em grande parte
dos recursos econémicos com que esta
pode contar, deve dar-se especial prio-
ridade, nos or¢camentos de cada pais,
a atribuicdo de uma parte suficiente
do rendimento nacional para o desen-
volvimento da educagdo.

V. Preparac¢do para a propssao docente

Selec¢do

11. Ao estabelecer-se a politica de in-
gresso nos cursos de formagdo dos futuros
professores, deve ter-se em conta a necessi-
dade de prover a sociedade de um ndmero
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suficiente de professores que reunam as ne-
cessarias qualidades morais, intelectuais e
fisicas, bem como os conhecimentos e com-
peténcia requeridos.

12. Para satisfazer esta necessidade, as
autoridades compotentes devem providen-
ciar para que esta formacdo seja suficiente-
mente atractiva e assegurar um numero sufi-
ciente de lugares nas instituicdes adequadas.

13. Para ingressar na profissdo docente
deve exigir-se a aprovagcdo numa adequada
instituicdo de formacdo de professores.

14. Para ser admitido nas institui¢cdes de
formacdo de professores, o candidato deve
ter completado os estudos secundarios e evi-
denciar as qualidades pessoais necessarias
para o exercicio eficaz da profisséo.

15. Sem modificar as condi¢clGes gerais de
ingresso nas instituicbes de formagdo de
professores, devem ser admitidas nessa for-
mac¢do as pessoas que, sem reunir todas as
condi¢cdes académicas requeridas, possuam
uma experiéncia util, especialmente de carac-
ter técnico ou ocasional.

16. Ao futuro pessoal docente devem
ser proporcionadas bolsas e assisténcia
econdmica que lhe permitam frequentar os
cursos de formacdo e viver com decoro ; na
medida do possivel, as autoridades compe-
tentes devem procurar estabelecer um sis-
tema de formacgdo gratuita.

17. Os estudantes e demais pessoas inte-
ressadas em preparar-se para a carreira do
ensino devem ser completamente informa-
dos das possibilidades de formacdo e da
assisténcia econdémica existente.

18. 1) A uma pessoa que tenha adqui-
rido a sua formacdo profissional no estran-
geiro, antes de se lhe reconhecer o direito
de total ou parcialmente exercer o ensino,
conviria investigar cuidadosamente a quali-
dade dessa formacéo.

2) Convém tomar medidas com vista a
estabelecer o reconhecimento, a nivel inter-
nacional, dos titulos que conferem a capaci-
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dade para a docéncia, de acordo com as
normas estabelecidas nos diferentes paises.
Programas de formacdo de pessoal docente

19. O objectivo da formacdo do pessoal
docente deve visar o desenvolvimento da
sua formagdo geral e cultura pessoal ; da
aptiddo para ensinar e educar; da compreen-
sdo dos principios fundamentais para o esta-
belecimento de boas relagdes humanas no
interior do pais e para além fronteiras; da
consciéncia do seu dever de contribuir, pelo
ensino e pelo exemplo, para 0 progresso
social, cultural e econdmico.

20. Todo o programa de formacdo de
pessoal docente deve incluir essencialmente :

0) Estudos gerais ;

6) Estudos dos elementos fundamentais
de filosofia, de psicologia e de socio-
logia aplicados a educacdo ; teoria e
histéria da educacdo ; educagcdo com-
parada ; pedagogia experimental;
administracdo escolar ; métodos de
ensino das diferentes disciplinas;

c) Estudos relativos & disciplina em que
o futuro professor projecta exercer o
magistério ;

d) Pratica do ensino e dos actividades
para-escolares, sob a direc¢do de pro-
fessores qualificados.

21. 1) O pessoal docente deve adqui-
rir a sua formacdo geral, especializada e
pedago6gica, numa universidade ou numa ins-
tituicdo de nivel equivalente, ou numa escola
especializada na formacdo de pessoal docente.

2) Os programas de formag¢do podem
variar, em certa medida, segundo os cargos
que venham a ser entregues aos professores
nos diferenues tipos de estabelecimentos es-
colares, tais como escolas para as criangas
deficientes ou escolas técnicas e profissionais.
Neste ultimo caso, poderiam incluir-se nesses
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programas uma experiéncia pratica na indus-
tria, no comércio ou na agricultura.

22. Nos programas de formagdo de pes-
soal docente, a formagdo pedagdgica tanto
pode ser feita a0 mesmo tempo que 0S cursos
de cultura geral ou de especializagdo, como
ulteriormente a eles.

23. Por norma, a formagdo de pessoal
docente deve ser feita em tempo pleno; mas-
devem reservar-se disposi¢des especiais que
permitam aos candidatos de idade mais avan-
cada, ou a pessoas noutras condi¢cBes excep-
cionais, completarem ou tirarem parte de
cursos em tempo parcial, na condi¢do de o
conteudo dos programas e o nivel alcancado
serem os mesmos dos cursos em tempo pleno.

24. Convém investigar se a formacdo de
professores de diferentes categorias, desti-
nados ao ensino primario, secundario, técnico,
profissional, ou a um ensino especial, deve
ser feita em instituicdes organicamente liga-

das entre si ou em instituicbes prdoximas
umas das outras.
Instituicdes de formacdo de pessoal docente

25. Os professores de institui¢cdes de for-
mac¢do de pessoal docente devem estar quali-
ficados para ministrar o ensino das respec-
tivas disciplinas a um nivel equivalente ao do
ensino superior.

Aqueles que ministram a formagdo peda-
gogica devem ter experiéncia de ensino
escolar e, sempre que possivel, renovar essa
experiéncia periodicamente mediante a pratica
de ensino em estabelecimentos escolares.

26. Convém favorecer a investigacdo e
experimentacdo relativas & aprendizagem e
ao ensino das diferentes disciplinas, propor-
cionando as instituicdes de formagdo os meios
e instalacbes necessarias, e facilitando as
investigacbes realizadas pelo seu pessoal e
pelos seus alunoB. O pessoal encarregado da
formacdo dos professores deve manter-se
informado dos resultados das investigacfes
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no *ambito do seu interesse e emprega-los
em beneficio dos alunos.

27. Tanto os estudantes como o corpo
docente de uma instituicdo de formacgdo de
professores devem ter a possibilidade de
exprimir a sua opinido sobre as disposi¢des
concernentes a vida, actividade e disciplina
da mesma instituigdo.

28. As instituicdes de formacdo de pes-
soal docente devem constituir um foco de
desenvolvimento no campo do ensino, ora
informando os professores dos estabeleci-
mentos de ensino sobre os resultados das
investigacfes e os progressos metodoldgicos,
ora aproveitando, nas suas préprias activi-
dades, a experiéncia dos estabelecimentos
escolares e dos seus professores.

29. Deve ser da competéncia das ins-
tituicbes de formacdo de professores, sepa-
radamente ou em conjunto, ou ainda em
colaboragdo com outras instituicbes de ensino
superior ou com as competentes autoridades
em matéria de educacdo, passar aos seus
alunos os certificados de aproveitamento nos
Cursos.

30. As autoridades escolares, em colabo-
ragdo com as instituicdes de formacdo de
professores devem tomar as medidas apro-
priadas para que ao professor que concluiu
a sua formacdo seja proporcionado um em-
prego compativel com a respectiva formacéo,
de acordo com o0s seus desejos e com a sua
situacdo pessoal.

V1. Aperfeicoamento dos professores

31. As autoridades e os professores de-
vem reconhecer a importdncia do aperfei-
coamento durante a sua actividade, para
assegurar um sistematico melhoramento da
qualidade e do contetdo do ensino, e das
técnicas pedagogicas.

32. As autoridades, depois de prévia con-
sulta as organizagdes de professores, devem
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promover o estabelecimento de um siste-
ma de instituicdes e servigcos de aperfei-
¢coamento que, a titulo gratuito, fiquem a
livre disposicdo de todos os professores. Este
sistema deve oferecer uma ampla variedade
de opcgles e associar as instituicdes de for-
macdo de pessoal docente, as institui¢des
cientificas e culturais, e es organizacfes de
professores. Devem organizar-se cursos espe-
ciais de aperfeicoamento para os professores
que voltem a actividade do magistério depois
de uma interrupcéo.

33. 1) Devem organizar-se cursos e adop-
tar-se outras medidas que permitam aos pro-
fessores melhorarasua classificagdo, modificar
ou ampliar o campo de actividades, aspirar a
uma promocdo e manter-se ao corrente dos
progressos feitos na sua disciplina e no &mbito
do seu ensino quanto a matéria e aos métodos.

2) Devem tomar-se medidas para po6r a
disposicdo dos professores livros e outro ma-
terial para melhoramento da sua cultura geral
e qualifiicacdo profissional.

34. Convém estimular os professores a
participarem em cursos ou iniciativas congé-
neres a fim de obterem um melhoramento
profissional, proporcionando-lhes todas as
facilidades nesse sentido.

35. As autoridades escolares devem adop-
tar todas as medidas necessarias para conse-
guirem que as escolas possam aplicar os resul-
tados das investiga¢des feitas, tanto na matéria
gue ensinam como nos métodos pedagdgicos.

36. As autoridades devem encorajar e, na
medida do possivel, subsidiar os professores
na realizagdo de viagens colectivas ou indivi-
duais, tanto dentro do pais como ao estran-
geiro, com vista ao seu aperfeigoamento.

37. Seréa desejavel que as medidas de cada
pais relativas a formacdo e aperfeicoamento
dos professores possam desenvolver-se e com-
pletar-se através da cooperacdo técnica e
financeira, tanto de ambito internacional como

regional.
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VIl. Contrato e carreira profissional

Ingresso na profissdo  docente

38. A politica do contrato do pessoal
docente deve definir-se claramente a nivel
apropriado, em colaboracdo com as organi-
zagBes de professores, estabelecendo-se nor-
mas quanto as obrigacfes e aos direitos do
pessoal docente.

39. A obrigacdo de um periodo de prova
no comeco do exercicio das funcgdes de
professor deve ser considerada, tanto pelo
pessoal docente como pelos estabelecimentos
de ensino, como uma oportunidade, de esti-
mulo, oferecida ao principiante, para actuar
satisfatoriamente, obter e manter niveis de
eficiéncia profissional adequados, e favorecer
o desenvolvimento dos seus conhecimentos
pedago6gicos. A duracdo normal do periodo
de prova deve conhecer-se de antemédo e as
habilitacdes exigidas devem ser de ordem
puramente profissional. Se o novo professor
ndo satisfizer durante a prova, deve comu-
nicar-lhe as razfes das queixas contra ele
formuladas e reconhecer-lhe o direito de se
defender.

Subida e promocgéo

40. Ao pessoal docente deve ser facul-
tado o acesso a categorias superiores ou a
mudanca do ensino de um nivel para o de
outro, desde que apresente as qualificacdes
requeridas.

41. A organizacdo e a estrutura do ensino
assim como as instituicfes escolares, devem
permitir e reconhecer ao pessoal docente a
possibilidade de exercer atribuicdes comple-
mentares, contanto que estas ndo prejudiquem
a qualidade e regularidade do seu trabalho
docente.

42. E de levar em conta as vantagens
que o professorado e os alunos podem obter
dos edificios suficientemente grandes, em
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beneficios e oportunidades, em que as dife-
rentes funcbes possam ser repartidas ade-
quadamente segundo as qualificacfes dos
professores.

43. Na medida do possivel, convira no-
mear o pessoal docente experimentado para
postos de responsabilidade no ensino, como
inspector, administrador escolar, director do
ensino ou outro posto que tenha atribuigdes
especiais.

44, As promogOes devem basear-se numa
avaliacdo objectiva das qualidades do inte-
ressado para 0 novo posto, segundo critérios
profissionais estabelecidos depois de con-
sultadas as organizacdes de professores.

Seguranca do emprego

45. A estabilidade profissional e a segu-
ranca do emprego sdo indispensaveis tanto
no interesse do ensino como no do pessoal
docente e devem ser garantidas mesmo quando
haja mudancas na organizacdo tanto do con-
junto como de uma parte sistema escolar.

46. O pessoal docente deve estar pro-
tegido eficazmente contra os actos arbitrarios
que atinjam a sua situacdo profissional ou a
sua carreira.
por faltas  profis-

Procedimentos  disciplinares

sionais

47. Devem definir-se claramente as me-
didas disciplinares aplicadas ao pessoal do-
cente por faltas profissionais. As acusagdes
e certas medidas eventuais ndo devem tor-
nar-se publicas, salvo a pedido do pro-
fessor em causa, excepto quando envolvam
proibicdo de ensinar ou quando a proteccdo
e 0 bem estar dos alunos o exijam.

48. Devem ser claramente designadas as
autoridades e organismos qualificados para
propor ou aplicar san¢des ao pessoal docente.

49. As organizacfes de professores de-
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vem ser consultadas quando se estabelecessem
normas para efeitos disciplinares.

50. Em cada etapa do processo disciplinar,
todo o professor deve usufruir de garantias
equitativas que, em especial, devem com-
preender :

a) O direito de ser informado, por escrito,
das acusacOes que lhe foram feitas e
suas causas ;

b) O direito de conhecer, sem restrigdes,
0 contetdo do processo ;

c) O direito de se defender e de ser de-
fendido por um representante a sua
escolha e de dispor do temposuficiente
para a preparacdo da sua defesa;

d) O direito de ser informado por escrito
das decisfes tomadas a seu respeito,
e das razGes das mesmas ;

e) O direito de apelar para as autoridades
ou organismos competentes.

51. As autoridades devem reconhecer
que a consecucdo da salvaguarda disciplinar
e mesmo a propria disciplina se atinge muito
mais facilmente se o pessoal docente for
julgado com a participacdo de pessoas da
mesma categoria.

52. As disposi¢cOes dos paragrafos 47 a 51
ndo afectam de modo algum os procedimentos
aplicaveis aos crimes previstos na legislacdo
nacional.
Exames  médicos

53. Os professores devem ser submetidos,
periodicamente, a examo médico gratuito.
Professoras com encargos de familia

54. O casamento nao deve impedir & mu-
Iher o seu ingresso ou continuidade no ensino

tdo pouco deve afectar orespectivo vencimento
nem as suas condi¢cdes de trabalho.
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55. Deve ser proibido rescindir o contrato
de uma professora por razbes de gravidez ou
licenca de maternidade.

56. Quando necessario deve por-se a dis-
posicdo das professoras com criangas, infan-
tarios ou creches.

57. Devem tomar-se medidas de modo a
permitir que as professoras com responsabi-
lidades familiares obtenham colocacédo naloca-
lidade onde residem, e que os casais de pro-
fessores tenham a possibilidade de ensinar na
mesma area ou até no mesmo estabelecimento
escolar.

58. Quando as circunstancias o aconse-
Ilhem, as professoras com responsabilidades
familiares que tenham abandonado o ensino
antes da idade de reforma devem ser enco-
rajadas a regressar ao Servico.

Servico em regime de tempo parcial

59. As autoridades e os estabelecimentos
de ensino devem reconhecer o valor dos ser-
vigcos prestados em regime de tempo parcial,
em caso de necessidade, para professores
qualificados que, por qualquer razdo, nao
possam prestar servico em tempo pleno.

60. Os professores que prestam um ser-
vico regular em tempo parcial devem:

a) Receber, em propor¢cdo, a mesma re-
muneracdo e usufruir das mesmas con-
di¢Bes bésicas de trabalho, dos profes-
sores empregados em tempo pleno.

6) Ter garantidos os mesmos direitos cor-
respondentes aos professores empre-
gados em tempo pleno, nomeadamente
no que se refere a pagamento de férias
e de licencas por doenca ou materni-
dade.

c) Beneficiar de uma protec¢do adequada
no que respeita a seguranca social,
incluindo o mesmo esquema de paga-
mento de pensdes.
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viltl. Direitos e responsabilidades dos
professores
Liberdade profissinoal

61. No exercicio das suas fung¢des, os
professores devem gozar de liberdade aca-
démica. Atendendo a que sdo especialmente
qualificados para julgar os meios e métodos
de ensino mais adequados aos seus alunos,
deve dar-se-lhes um papel preponderante
na escolha e adaptacdo do material escolar
na seleccdo dos livros de texto e na aplicacéo
dos métodos pedagdgicos, dentro dos pro-
gramas aprovados e com a colaboracdo das
autoridades escolares.

62. Os professores e suas organizagodes
devem participar na elaboracdo dos novos
programas dos livros de texto e dos meios
auxiliares de ensino.

63. Todo o sistema de inspec¢do ou super-
visdo deve ser concebido em ordem a esti-
mular e ajudar os professores a melhor
desempenharem as suas tarefas profissionais,
e ainda a evitar que lhes seja restringida a
liberdade, a iniciativa e a responsabilidade-

64. 1) Quando a actividade de um pro-
fessor seja objecto de uma apreciacdo directa,
esta deve ser objectiva e posta ao conhe-
cimenlo do interessado.

2) O pessoal docente deve ter direito
a recorrer contra as apreciagcfes que julgue
injustificadas.

65. Os professores devem ter plena liber-
dade de aplicar todas as técnicas de ava-
liagdo que julgarem convenientes para conhe-
cer o progresso de seus alunos, preocupan-
do-se com que ndo se cometa nenhuma injus-
tica a respeito de nenhum deles.

66. As autoridades devem prestar con-
sideracdo adequada as recomendacdes dos
professores relativas ao tipo de ensino gne
melhor convenha a cada aluno, aBsim como
a orientacdo futura de seus estudos.
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67. No interesse dos alunos devem rea-
lizar-se todos os esforgos com vista a fa-
vorecer a cooperagdo entre os encarregados
do educacdo e os professoses, mas estes
devem estar protegidos contra toda a in-
jeréncia injustificada dos encarregados de
educacdo em assuntos que sdo essencialmente
da sua competéncia profissional.

68. 1) Os encarregados de educacdo que
desejarem apresentar queixas contra uma
instituicdo escolar ou contra um professor,
devem ter a faculdade de discuti-las pri-
meiramente com o director da instituicdo e
com o professor interessado. Toda a queixa
que ulteriormente se apresente as autorida-
des superiores deve ser formulada por escrito
e 0 seu texto ser comunicado ao professor
interessado.

2) O estudo das queixas deve fazer-se
de forma que os professores interessados
tenham plena possibilidade de se defenderem
sem que se dé publicidadealguma ao assunto.

69. Dado que os professores devem ter
0 mé&ximo cuidado em evitar acidentes aos
seus alunos, as entidades patronais dos pro-
fessores devem protegé-los contra o risco
de pagamento de prejuizos e danos sofridos
pelos alunos em acidentes na propria escola
ou em actividades escolares fora dela.

Obrigacbes do pessoal docente

70. Reconhecendo que a situacdo do pes-
soal docente depende em grande parte do
seu préprio comportamento, todos os profes-
sores devem esforcar-se por alcangcar os mais
altos niveis possiveis em todas as suas acti-
vidades profissionais.

71. Os niveis de eficiéncia exigiveis ao
pessoal docente devem definir-se e fazer-se
respeitar com o0 concurso das organizagdes
do dito pessoal.

72. Os professores e suas organizacgdes
devem procurar cooperar plenamente com as
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autoridades no interesse dos alunos, do ensino
e da sociedade.

73. Asorganizacfes de professores devem
elaborar coédigos de ética e de conduta, ja que
os ditos cédigos contribuem grandemente para
assegurar o prestigio da profissdo e o cumpri-
mento dos deveres profissionais segundo prin-
cipios aceites.

74. Os professores devem estar dispostos
a participar em actividades extra-escolares
em beneficio dos alunos e dos adultos.
entre os professores e as direccbes de
do ensino

Relacdes
Servicos

75. Para que o pessoal docente possa
cumprir plenamente as suas obrigacfes, as
autoridades devem estabelecer e usar regu-
larmente processos reconhecidos de consulta
as organizacdes de professores sobre assuntos
tais como politica educacional, organizagdo
escolar e todas as transformacfes que possam
ocorrer no ensino.

76. As autoridades e o pessoal docente
devém reconhecer a importancia da parti-
cipacdo dos professores, por meio das suas
organizacBes ou por outras vias na elaboracgéo
das disposi¢cdes com vista ao melhoramento
da qualidade do ensino, na investigagdo pe-
dago6gica, e no desenvolvimento e divulgagdo
de novos e melhores métodos de ensino.

77. As autoridades devem facilitar a
criacdo de grupos de trabalho encarregados
de fomentar, dentro duma escola ou duma
estrutura mais vasta, a cooperacdo entre os
professores duma mesma disciplina, e consi-
derar com a devida atengdo as opinifes e
sugestdes de tais grupos.

78. O pessoal administrativo e restante
pessoal encarregado dos diversos servi¢cos no
ensino devem procurar estabelecer as me-
Ilhores relagBGes possiveis com o pesssal do-
cente e este deveria observar, reciprocamente,
a mesma atitude.
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Direitos dos professores

79. Convém encorajar a participacdo dos
professores navida social e publica com vista ao
desenvolvimento pessoal dos professores, dos
servigos educacionais e da sociedade em geral.

80. Os professores devem ter liberdade
de exercer os direitos civicos de que goza o
conjunto dos cidaddos e ser elegiveis para
cargos publicos.

81. Quando um cargo publico obriga um
professor a abandonar o seu lugar, deve
conservar o0s seus direitos de antiguidade e
de reforma e, ao expirar o novo mandato,
poder reocupar o lugar anterior ou outro
equivalente.

82. Os vencimentos e as condi¢Ges de
trabalho dos professores devem ser esta-
belecidas através de negociagcfes entre as
organizacdes do corpo docente e as entidades
patronais.

83. Por via de regulamentacdo ou por
acordo livre entre as partes, deve garan-
tir-se aos professores o direito de negociarem,
por meio das suas organizr¢cGes, com as enti-
dades patronais publicas ou privadas.

84. Deve instituir-se um sistema pari-
tario encarregado de resolver os conflitos
entre o corpo docente e as entidades patro-
nais resultantes das condicbes de emprego.
No caso de se esgotarem 0s recursos e pro-
cedimentos estabelecidos ou no caso de se
romperem as negociacles entre as partes,
as organizacbes dos professores devem ter
direito a tomar as medidas de que normal-
mente dispem outras organizagdes para a
defesa dos seus legitimos interesses.

IX. Condicdes necessarias para um en-
sino eficaz

85. Dado que o professor é um especia-
lista muito valioso, o seu trabalho deve ser
organizado e facilitado de maneira a evitar-lhe
perda de tempo e energias.
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Numero de alunos por turma

86. O numero de alunos por turma deve
ser suficientemente reduzido, a ponto do
professor poder prestar atencdo pessoal as
dificuldades de cada aluno. De vez em quando
deve poder reunir os alunos em pequenos
grupos e, inclusivamente, toma-los um por
um, nomeadamente para lhes ministrar exer-
cicios correctivos; nas devidas ocasides,
também deve poder reuni-los em grande
nimero para sessdes de ensino audiovisual.

Pessoal auxiliar

87. A fim de permitir aos professores
concentrarem-se no exercicio das suas fun-
¢cOes, as escolas devem dispor de pessoal
destinado a tarefas alheias ao ensino propria-
mento dito.

Material auxiliar de ensino

88. 1) As autoridades devem podr a
disposicdo dos professores e alunos material
pedagégico moderno. Este material ndo deve
considerar-se como substituto do professor
mas como meio de melhorar a qualidade do
ensino e de alargar a um maior nimero de
alunos os beneficios da educacéo.

2) As autoridades devem fomentar as
investigacOes relativas ao emprego deste ma-
terial e encorajar os professores a partici-
parem activamente em tais investigacdes.
Horas de trabalho

89. As horas de ensino que os professores
requeiram para o seu horario diario e sema-
nal devem estabelecer-se depois de prévia
consulta as organizacfes do pessoal docente.

90. Ao fixar-se 0 numero de horas de
trabalho de cada professor, deve ter-se em
conta todos os factores que determinam a
soma do seu trabalho, tais como:
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a) O numero de alunos de que se ocupara
por dia e por semana ;

b) O tempo que se considera necessario
para a boa preparacdo das aulas e
correcgdo dos exercicios ;

c) O numero de cursos diferentes a dar
por dia;

d) O tempo exigido ao professor para
participar em investiga¢cdes, em acti-
vidades circum-escolares, para vigiar
e aconselhar os alunos;

e) O tempo que convém conceder-lhe para
se entender com os pais dos alunos
sobre o progresso destes.

91. Durante o servi¢co, o professor deve
dispor de tempo que lhe permitisee participar
em actividades de aperfeicoamento profis-
sional.

92. As actividades circum-escolares dos
professores nao devem constituir um trabalho
excessivo nem prejudicar as suas actividades
principais. Devem reduzir-se as horas de
ensino normal aos professores nomeados,
por acumulacdo, para funcdes pedagdgicas
especiais.

Férias anuais pagas

94. Todos os professores devem ter di-
reito a férias anuais de duragdo suficiente,
integralmente pagas.

Lidengas de estudo

95. 1) Deveriam garantir-se aos profes-
sores, periodicamente, licencas de estudo
total ou parcialmente pagas.

2) O periodo das licencas de estudo deve
contar para fins de diuturnidades ereforma.

3) Estas licengas devem ser facultadas
com maior frequéncia aos professores colo-
cados em zonas afastadas dos centros urba-
nos ereconhecidas como tal pelas autoridades
publicas.
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Licencas  especiais

96. As licencas especiais outorgadas no
ambito de acordos de intercAmbio cultural,
bilaterais ou multilaterais, devem ser con-
sideradas servi¢co efectivo.

97. Aos professores ligados a planos de
assisténcia técnica deve ser garantida uma
licenca de auséncia e assegurados o0s seus
direitos a diuturnidade, promog¢do e reforma,
nos seus paises de origem. Igualmente devem
tomar-se disposicdo especiais para suprir as
suas despesas extraordindrias.

98. Os professores estrangeiros convida-
dos devem, de igual modo, ter uma licenca
concedida pelos seus paises e ter assegurados
0s seus direitos de acesso as diuturnidades e
reforma.

99. 1) Os professores devem ter di-
reito a licengas pagas a fimde participarem
nas actividades das suas organizagdes.

2) Os professores devem ter direito de
exercer cargos na direc¢do das suas organi-
zagdes e gozar, nestes casos, dos direitos

conferidos aos professores nomeados para
cargos publicos.
100. Os professores devem ter direito

a licengas pagas por razdes pessoais funda-
mentadas, segundo disposi¢des ajustadas na
altura do contrato.
Licencas por doenga e maternidade

101. 1) Os professores devem ter di-
reito a licencas pagas em caso de doonca.

2) Ao determinar-se o periodo de paga-
mento total ou parcial do vencimento, devem
ter-se em conta 0s casos em que € neces-

sario ao professor permanecer isolado dos
alunos durante longos periodos.
102. Devem cumprir-se as normas da

Organizacdo Internacional do Trabalbo no
campo da proteccdo a maternidade, particu-
larmente a Convenc¢do sobre a Protecg¢do a
Maternidade, 1919, e a Conveng¢do sobre a
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Proteccdo a Maternidade (revista) 1952, assim
como as normas mencionadas no art.” 126.°
desta «Recomendacdo».

103. As professoras com filhos devem
aer incitadas a permanecer ao servigo, per-
mitindo-se-lhes, a seu pedido, obter umali-
cen¢a de maternidade suplementar, ndoremu-
nerada, por um ano ou mais, ap6s O nasci-
mento de um filho, conservando o direito ao
lugar e todos os direitos a ele inerentes, com
plenas garantias.
Intercambio  de professores

104. As autoridades devem reconhecer
que o intercambio profissional e cultural entre
paises e as viagens de professores ao estran-
geiro, valorizam quer o ensino quer os pro-
prios professores; as autoridades devem incre-
mentar estas oportunidades e ter em conta a
experiéncia pessoal adquirida no estrangeiro
pelos professores.

105. A seleccdo para tais intercambios
ndo deve estar sujeita a qualquer descrimi-
nacdo e as pessoas designadas ndo devem ser
consideradas como representantes de qualquer
opinido politica.

106. Ao professor que viaja a fim de estu-
dar e trabalhar no estrangeiro, devem ser
garantidas néo so facilidades adequadas para
a realizacdo dos seus objectivos, mas também
uma legitima proteccdo do seu lugar e situa-
céo.

107. Os professores devem ser encoraja-
dos a partilhar comoutros colegas a experién-
cia que adquiriram no estrangeiro.

Edificios escolares

108. Os edificios escolares devem reunir
todas as condi¢cGes de seguranca, ser atracti-
VOS na sua concepc¢do de conjunto e também
funcionais; devem prestar-se a um ensino efi-
caz, a actividades extra-escolares e, especial-
mente nas zonas rurais, a funcionar como
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centro da comunidade; devem ser construidos
de acordo com as normas sanitarias e com
vista a uma longa duracdo, capacidade de
adaptacdo a usos pedagodgicos variados e ter
uma manutencdo facil e econdmica.

109. As autoridades devem assegurar que
os edificios escolares sejam devidamente con-
servados, de modo a nao constituirem uma
ameaca a saude e seguran¢a dos alunos e
professores.

110. Quando se planeia a construgdo de
novas escolas, deve consultar-se a opinido
das organizacOes representativas do pessoal
docente. Ao construirem-se instala¢des novas
ou complementares numa escola ja existente,
deve ser consultada a direc¢do da escola
em questdo.

para os professores  colo-
ou afastadas dos centros

Disposi¢des  especiais
cados em areas rurais
urbanos

111. 1) Nas zonas afastadas dos centros
urbanos e reconhecidas como tais pelas auto-
ridades publicas, devem ser fornecidas ins-
talagdes adequadas aos professores e suas
familias, de preferéncia sem aluguer ou de
aluguer moderado.

2) Nos paises onde, em acumulagdo com
0os deveres normais de ensino, se requere dos
professores que promovam e fomentem acti-
vidades comunitérias, deve incluir-se nos
planos e programas de desenvolvimento a
concessdo de alojamentos adequados para os
ditos professores.

112. 1) Aquando da nomeacdo ou trans-
feréncia para escolas em zonas afastadas,
devem ser pagas aos professores e suas

familias as despesas relativas a mudanga e
deslocacédo.

2) Aos professores em servico em tais
zonas, devem ser concedidos, sempre que
necessario, facilidades especiais da viagem, a
fim de poderem manter um adequado nivel
profissional.
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3) Como incentivo, os professores trans-
feridos para zonas afastadas devem ser
reembolsados das despesas com a viagem,
nas férias anuais, do local de trabalho até a
cidade natal.

113. Sempre que os professores estdo sub-
metidos a condi¢gdes de vida especialmente
dificeis, devem ser compensados com o0 pa-
gamento de pensdes especiais que devem
estar previstas nos orgcamentos para areforma.

X. Remuneracdo dos professores

114. Entre os véarios factores que afectam
a condicdo do professor, deve dar-se uma
atencdo muito particular ao vencimento, uma
vez que, nas condi¢gdes do mundo actual,
outros factores, como a posi¢cdo e considera-
¢cdo que a sociedade lhes reconhece e o grau
de apreco pela importdncia das suas fungoes,
estdo estreitamente dependentes, tal como em
outras profissdes analogas, da sua situagao
econdmica.

115. O vencimento do professor deve :

a) Reflectir a importdncia que tem para
a sociedade, quer a fun¢do docente e
consequentemente o individuo que a
exerce, quer as responsabilidades de
toda a espécie que sobre ele recaiem a
partir do momento em que comega a
exercer as suas fungdes ;
Poder ser favoravelmente comparado
com o0s vencimentos pagos em profis-
sbes que exijam qualificacbes equiva-
lentes ou andalogas ;
c) Assegurar aos professores a manuten-
¢cdo dum razodvel nivel de vida para si
e seus familiares e 0s recursos neces-
sarios ao prosseguimento da sua for-
macédo ou exercicio de actividades cul-
turais com vista ao seu aperfeicoamento
profissional ;
d) Ter em conta que determinadas funcdes

A b)



requerem uma qualificagdo mais alta,
Umamaior experiéncia, e implicam uma
maior responsabilidade.

116. A retribuicdo do pessoal docente
deve fazer-se com base em escalas de venci-
mentos estabelecidas com o acordo das orga-
nizagdes representativas da classe. Em caso
algum a remuneracdo dos professores quali-
ficados, durante periodos de prestacdo de
provas ou contratos temporarios, deve ser
inferior a estabelecida pelo professor em con-
trato normal.

117. O esquema dos vencimentos deve
ser planeado de forma a néo dar azo a injus-
ticas ou anomalias que possam provocar atri-
tos entre as diferentes categorias de profes-
sores.

118. Quando estiver estabelecido, por
regulamento, um ndmero méaximo de horas
de aulas, deve o professor que exceda esse
maximo receber uma remuneracdo comple-
mentar, de acordo com uma escala aprovada.

119. As diferengas de vencimentos devem
basear-se em critérios objectivos, como quali-
ficacdo, antiguidade, grau de responsabili-
dade, mas a diferenga entre os vencimentos
minimo e maximo deve ser racional e mo-
derada.

120. Para o estabelecimento dos venci-
mentos de professores do ensino profissional
ou técnico que ndopossuam grau universitario,
deve ter-se em conta o valor da sua for-
macdo pratica e da sua experiéncia.

121. Os vencimentos do pessoal docente
devem ser calculados numa base anual.

122. 1) E de considerar que o venci-
mento do professor, dentro duma mesma cate-
goria, deve ser aumentado por periodos
regulares, de preferéncia todos os anos.

2) A progressdo do vencimentominimo ao
maximo né&do deve exceder um periodo de 10
a 15 anos.

3) O aumento periédico do vencimento
deve fazer-se ja quando o professor esti-
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vesse em periodo de provas ou contratado
temporariamente.

123. 1) A escala de remuneragdo dos
professores deve ser revista periodicamente
tendo em conta factores tais como o aumento
do custo de vida, um aumento geral dos pa-
drdes de consumo sequente a um periodo de
produtividade mais intensa, ou um geral au-
mento de vencimentos nas outras profissdes.

2) Quando se fizer um ajustamento de
vencimentos, decorrente de um maior indice
do custo de vida, esse indice deve ser deter-
minado com a participacdo das organizacdes
dos professores. E todo o aumento concedido
deve ser integrado no cOmputo para a pensdo
de reforma.

124. Na&o deve ser instaurado ou apli-
cado sistema algum de remuneracdo de méri-
tos, sem prévia consulta e aceitagdo por parte
das Organizagdes do pessoal docente.

XI. Segurancga social

Disposi¢des  gerais

125. Todo o pessoal docente deve usufruir
da mesma ou analoga seguranca social, inde-
pendentemente da categoriado estabelecimento
de ensino em que serve. Essa seguran¢a deve
ser extensivel aos periodos de preparacdo e
treino para individuos ainda estudantes que
ja exercam, regularmente, fun¢cdes docentes.

126. 1) O pessoal docente deve estar
protegido por medidas de seguranga social
que cubram todos os riscos que constem da
Convengdo sobre a Seguranca Social (norma
minima) de 1952, da Organizacdo Interna-
cional do Trabalho. Dessas medidas constam
assisténcia médica, subsidio por doenga,
desemprego, velhice, acidentes de trabalho,
pensbes familiares e por maternidade, pensdo
de invalidez e de sobrevivéncia.

2) O padrdo da seguranca social deter-
minado para professores deve ser, pelo menos,
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tdo favoravel como definido nos instrumentos
correspondentes da Organizac¢do Internacional
do Trabalho, especialmente na Convencédo
sobre a Seguranca Social (norma minima)
1952.

3) A seguranca social deve ser conce-
dida ao pessoal docente como de direito
préprio.

127. Na proteccdo concedida ao pessoal
docente, através dum regimen de seguranca
social, devem ter-se em conta as condicles
particulares de emprego, como vai indicado
nos artigos 128 a 140 seguintes.

Assisténcia médica
128. Nas regides onde faltam servigos
médicos, devem pagar-se as despesas de

viagem feitas pelo professor receber

assisténcia médica adequada.

para

Pensdes por doenca

129. 1) Os subsidios por doenca devem
conceder-se durante todo o periodo de inca-
pacidade de trabalho que implique a sus-
pensdo de vencimentos.

2) Estes subsidios devem pagar-se desde
0 primeiro dia em que houve a suspensdo de
vencimentos.

3) Quando os subsidios por enfermidade
se concedem por um periodo limitado, devem
tomar-se disposi¢cdes para prolongar este
periodo nos casos em que Seja necessario
isolar o interessado dos alunos.

Pensdes por acidentes de trabalho

130. O pessoal docente deve estar pro-
tegido contra as consequéncias de acidentes
ocorridos nédo s6 durante as horas dedicadas
ao ensino na escola, mas também no decorrer
de actividades escolares fora do estabeleci-
mento de ensino.

131. Determinadas enfermidades infecto-
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-contagiosas das criancas devem ser con-
sideradas doencas profissionais quando con-
traidas pelo pessoal docente, que se exp0s a
elas no seu contacto com os alunos.

Pensbes por velhice

132. Quando o pessoal docente for trans-
ferido para uma actividade diferente que de-
penda de autoridade distinta, dentro do mes-
mo pais, deve conservar, no que respeita
a pensdes, o beneficio dos direitos anteriores.

133. Tendo em conta os regulamento»
nacionais e em caso de escassez de pessoal
docente devidamente comprovada, 0s anos
de servico prestados por um professor ja
depois de reformado devem, também, con-
tar : ou para a revalidacdo da pensdo de
reforma, ou para uma pensdo complementar
que lhe seria concedida através dum orga-
nismo apropriado.

134. Os subsidios por velhice devem cal-
cular-se em func¢do dos Ultimos vencimentos
recebidos, para que o interessado possa con-
servar um nivel de vida adequado.

Subsidios por invalidez

135. Os subsidios por invalidez devem
conceder-se ao pessoal docente que se Vvé
obrigado a interromper as suas actividades
devido a incapacidade fisica ou mental. De-
vem tomar-se medidas para abonar estas
pensdes no caso da invalidez ndo estar pro-
tegida por subsidio de enfermidade ou de
outra indole.

136. Deve pagar-se um subsidio parcial
por invalidez em caso de incapacidade par-
cial, ou seja, quando o professor possa desem-
penhar parcialmente as soas fungdes.

137. 1) Os subsidios por invalidez devem
calcular-se em funcdo dos dltimos vencimen-
tos recebidos, para que o interessado possa
conservar um nivel de vida adequado.

2) O pessoal docente afectado de incapa-
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cidade deve disfrutar de assisténcia médica
e beneficios conexos com o objectivo de
poder restabelecer-se ou, pelo menos, melho-
rar; deve também poder disfrutar de ser-
vicos de readaptacdo para oauxiliar aretomar,
guanto possivel, a sua anterior actividade.

PensGes de sobrevivéncia

138. Os requisitos para a concessdo de
subsidios de sobrevivéncia e o quantitativo
destes subsidios devem permitir aos seus
beneficiarios usufruirem de uai nivel de vida
adequado e assegurarem o0 bem-estar e a
educacdo dos filhos a seu cargo.

Vias para a concessdo e aumento da
social dos professores

seguranga

139. 1) Os seguros sociais previstos para
a proteccdo do pessoal docente devem con-
ceder-se segundo um regimen geral, apli-
cavel, segundo os casos, aos trabalhadores
do sector publico ou do sector privado.

2) Quando ndo exista um regimen geral,
para as contingéncias a proteger devem
adoptar-se regimens especiais previstos na
legislagdo ou outros meios.

3) Quando os beneficios concedidos se-
gundo um regimen especial sejam inferiores
aos que se tenham fixado na presente Re-
comendacdo, estes beneficios, devem ser au-
mentados até ao nivel esquematizado, me-
diante um regimen complementar..

140. Deve considerar-se a possibilidade
de participacdo dos representantes das orga-
nizacbes de professores na administracdo dos
regimes especiais e complementares, assim
como na gestdo dos seus fundos.

X11. Escassez de pessoal docente

141. 1) Deve tomar-se como principio
gue quaisquer medidas adoptadas para obviar
a uma grave crise de falta de professores
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devem ser reconhecidas como excepcionais,
que ndao detractem ou de qualquer modo
ponham em perigo as normas profissionaisjé
estabelecidas ou a estabelecer e que reduzam
ao minimo o risco de prejudicarem os alunos.

2) Ao reconhecer que certos procedi-
mentos adoptados com a finalidade de resol-
ver a escassez de pessoal docente (tais como
turmas com exagerado numero de alunos ou
excessivo horario de trabalho dos professo-
res), sdo incompativeis com os fins e objec-
tivos da educacdo e prejudiciais aos alunos,
as autoridades competentes devem tomar me-
didas urgentes para que tais procedimentos
se tornem desnecessdrios e deixem, conse-
guentemente, de ser utilizados.

142. Nos paises em via de desenvolvi-
mento onde a escassez de pessoal docente
possa exigir programas de preparagdo inten-
siva e de curta duragdo, devem existir,
paralelamente, programas extensivos no
sentido da formacdo de professores profis-
sionalmente preparados, competentes para a
orientacdo e direc¢do do ensino.

143. 1) Os candidatos admitidos nos
cursos intensivos de curta duragdo devem
ser seleccionados em conformidade com as
condi¢cbes de ingresso prescritas para um
curso de preparacdo profissional normal, ou
mesmo por um critério mais severo, a fim de
se ter plena seguranca de que esses candi-
datos possam vir a completar, ulteriormente,
a sua formacéo.

2) Devem criar-se disposi¢des e conce-
der-se facilidades especiais, incluindo licen-
cas suplementares para estudo, pagas por
inteiro, que possibilitassem a estes professores
completarem ulteriormente a sua formacéo
no exercicio das func¢des docentes.

144. 1) Sempre que possivel, o pessoal
ndo qualificado deve ser requisitado para
trabalhar sob constante direccdo e supervisdo
de professores profissionalmente classificados.

2) Como condicdo de continuidade de
prestacdo de servigos, os candidatos devem
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ser obrigados a completar as suas qualifi-
cagoes.

145. As autoridades devem reconhecer
que o melhoramento da situacdo econdmica
e social dos professores, das suas condicdes
de vida e de trabalho, do seu contrato de
trabalho, e das suas perspectivas dentro da
carreira, sdo o melhor meio, tanto de obviar
a toda e qualquer escassez de professores
competentes e experientes, como de atrair e
reter no Ensino um nUmero substancial de
pessoas plenamente qualificadas.

X111, Clausula final
146. Nos casos em que os profossores
usufruam de um estatuto que, em alguns

aspectos, lhes seja mais favoravel do que o
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proposto nesta Recomendagdo, estes termos
ndo devem ser invocados para diminuir ou
retirar regalias j& concedidas.
O exposto é o texto auténtico da Recomen-
dacdo devidamente adoptada pela Conferéncia
Intergovernamental Especial sobre a situacao
dos Professores, realizada em Paris e encer-
rada no dia 5 de Outubro de 1966.

A Fé do que exaramos as nossas assina-
turas, neste quinto dia de Outubro de 1996.

O Presidente da Conferéncia Intergover-
namental Especial sobre a Situacdo dos Pro-
fessores.

JEAN THOMAS

O Director-Geral da Organizacdo das Na-
¢bes Unidas para a Educacdo, a Ciéncia e a
Cultura.

RENE MAHEU
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ANTOLOGIA

A educacao

por A. A. Ferreira

A Gazeta de Matematica comapublicagdo da
t Conferéncia  que deveria ser lida na Voz do
Operario em 5 de Novembro de 1945» e que
ndo o foi por razdes estranhas & vontade do
Autor, presta a devida homenagem ao Saudoso

Professor, exemplar  defensor dos interesses
populares do Ensino em Portugal e da inte-
gracdo da Dignidade Humana nos costumes e

nos usos do Povo Portugués.

Sr. Presidente
meus senhores

N&o é a primeira vez que falo nesta casa.
Em 1934 tive a honra de fazer, perante os
professores primarios desta Associacdo, uma
conferéncia sb6bre «As tarefas actuais dos
professores-educadores.»

E com o maior prazer que me encontro
novamente aqui, por motivo de reabertura
do Museu do Trabalho. Esta bela iniciativa
da Voz do Operario constitue um dos mais
interessantes e Uteis instrumentos da boa cul-
tura popular.

Cumprimentando V. Ex." Sr. Presidente,
saldo, na sua pessoa, a veneranda Associa-
¢cdo que tantos servigos tem prestado, no
passado, a causa da educacdo do povo, e que
galhardamente continua as suas nobres tra-
dicbes nesse sector da vida social.

Meus senhores: Neste momento, ndo posso
alhear o meu espirito do admirdvel movimento

do povo

de Macedo

nacional que se iniciou, acérca de um més,
com a ja célebre reunido do Centro Almi-
rante Reis. Esse movimento é obra das gera-
cdes novas, as quais nédo tenho a felicidade
de pertencer. S&o0 essas geracdes que estdo
destinadas a realizar a necessaria transfor-
macdo politica e social do pais. A elas dedico
em especial, esta minha palestra.

N&o sou politico, nunca o fui,nem desejo
sé-lo no futuro. & Porqué entdo colaborar, de
certo modo, no referido movimento? N&o foi
da minha iniciativa o vir aqui falar-vos, e se
me chamaram suponho que o fizeram por
duas razoes.

Primeiro, porque sabem que durante tdda
a minha vida me teem profundamente interes-
sado os problemas da educagdo — que reputo
0s mais importantes de todos os problemas
humanos. Segundo, porque sabem que a
minha voz é livre, que sempre o foie serj,
livre de temores e de preconceitos, livre de
vaidades e de ambigdes. Estd no meu feitio
dizer sempre aquilo que me parece justo e
verdadeiro, agrade ou desagrade aos meus
amigos e aos meus inimigos. E nestas condi-
¢bes que acorro a chamada, que me tendes
aqui para vos expor as minhas opinides sObre
educacdo, e recordar aos homens novos que
me escutam, e que amanhd (ou depois de
amanhd) hdo-de fatalmente vir a governar a
nacdo, algumas verdades essenciais que ndo
devem nunca perder de vista. A minha posi-
cdo é clara e insofisméavel. Sou um observa-
dor isolado. N&o perten¢co a nenhum grupo
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politico; ndo sigo nenhuma ideologia siste-
mética fechada. As minhas idéias, ou boas ou
mas, teem sobretudo uma virtude que reivin-
dico : sdo sinceras e desinteressadas. Eu vo-
-las entrego candidamente. Fazei delas o que
quiserdes. A minha fé nelas tem por funda-
mento muito estudo e reflexdo. Sei que sao
as idéias do futuro, ainda que a muitos pos-
sam parecer ou fantasistas ou ingénuas.

Vou falar-vos de educa¢do e de ensino; mas
ndo me demorarei em examinar e criticar o
gque o Estado Novo tem feito nesse sector.
Tampouco me referirei ao que a Republica
féz ou nao féz, antes do advento da actual
situagcdo politica.

Esse trabalho de critica e de historia, alias
absolutamente necessario, sera feito mais
tarde.

Também nao tratarei do ensino infantil,
nem do primario, nem do secundario, nem
do superior, nem do ensino técnico. Todos
ésses sectores do ensino publico precisam de
ser revistos, totalmente reorganizados a luz
de novos ideais, e dotados de um novo espirito.

O que, neste momento, mais me preocupa,
a mim pessoalmente como cidaddo, e que por
isso tratarei em especial nesta conferéncia 6
0 problema da educacdo do povo.

Antes de mais nada, para que nos enten-
damos bem, sem confusfes nem equivocos,
preciso explicar-vos o que entendo por povo
e 0 que entendo por educagdo.

Vivemos numa época de confusfes e sofis-
mas, em que se explora, conciente ou incon-
cientemente, o prestigio de certas idéias,
usando as palavras que as representam para
disfarcgar ideias totalmente diferentes ou opos-
tas. Assim vemos dizerem-se democratas,
pessoas que provam com 0s seus actos que o
ndo sdo. Vemos invocar a justica quem, na
sua vida, e no intimo da sua conciéncia, esta
longe de ser justo. Vemos apregoar 0O espirito
cristdo quem atraicoa a cada passo a verda-
deira doutrina de Cristo.
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A formidavel transformacdo social que se
estd operando em todo o mundo obriga os
homens a defenderem essas e outras idéias,
mas muitos o fazem sé por imitacdo ou inte-
résse, sem que na sua conciéncia exista uma
adesdo clara e sincera ao que essas idéias
verdadeiramente significam.

A educagdo do povo é uma dessas idéias
gue constantemente sao sofismadas e atrai-
coadas. J&4 veremos como e porqué.

Quando se diz educagdo do povo, um grande
nimero de pessoas pensa logo nos operarios,
nos humildes trabalhadores manuais. Pensa-se
que sdo ésses que mais precisam de educagdo,
e muitas pessoas sentir-se-iam diminuidas e
humilhadas se as incluissem na categoria do
povo, confundindo-as com 0s miseros opera-
rios.

Os que se consideram fora e acima do povo,
formam duas vastas categorias de pessoas.
Uma 6 a de certos doutores e outros intelec-
tuais, individuos que teem um curso superior,
ou qualquer talento especial como escritores
ou artistas. Julgam-se perfeitamente educa-
dos, com privilégios especiais, fundados na
sua inteligéncia, no seu saber, ou na sua arte.
Outra categoria de pessoas que ndo concebem
sequer que as confundamcom a gente do povo,
¢ a dos que se encontram bem instalados na
vida ; que gozam dos bens materiais que ad-
quiriram pelo seu esforgco, ou pela exploracéo
habil do trabalho alheio, ou herdaram dos
seus maiores ; que teem ou aparentam um
verniz especial a que chamam a educacdo da
boa-sociedade. E claro que, dentro déstes
dois grandes grupos, que acabo de indicar a
tracos largos, ha ainda um nimero enorme
de castas que se hierarquizam a si proprios,
pelas suas ridiculas vaidades e pretensdes.

Ora, a meu ver, e por razGes que adiante
se verdao, nem uns nem outros dos individuos
dessas classes devem ser considerados edu-
cados, nem fora da categoria do povo. Eles
sdo, a maior parte das vezes, tdo ignorantes
como os proprios analfabetos, e, moralmente,
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sdo quasi sempre inferioresa muitos dos mais
humildes trabalhadores manuais ; sdo (pelo
menos) mutilados morais — por se considera-
rem com direitos e privilégios superiores ao
comum dos mortais.

Para mim, em tudo o que vou dizer sbbre
educacdo popular, eu considero povo a massa
total dos adultos que formam a nagdo, quer
sejam doutores quer sejam analfabetos, quer
sejam ricos quer sejam pobres, quer sejam
fidalgos quer sejam plebeus. Com raras ex-
cepcdes, todos carecem de verdadeira educa-
¢do humana.

Mas que 6 verdadeira educagdo humana ?

JE claro que ndo vou agora, aqui, dissertar
académicamente, sbbre os varios modos por
gque se pode conceber a educacdo. Quere-me
parecer, todavia, que podemos todos aceitar
que educacdo humana ¢é a preparacdo, a for-
macdo (tanto quanto possivel integral) de
verdadeiros homens.

E que sdo verdadeiros homens ? Aqui a
questdo complica-se, pois os tipos ideais hu-
manos sao diversos e numerosos.

Se educar os homens & actuar sObre éles
no sentido de um determinado ideal, onde ir
buscar esse ideal ? Como escolhé-lo ? Que
critério seguir na sua escolha? Em que apoia-
-lo ? Como justifica-lo ? E somos nds livres
de escolher um determinado ideal humano ?
E temos nds a certeza de possibilidade de
realizar ésse ideal?

Nesta altura das nossas reflexdes, uma
observacdo se imp0Oe irresistivelmente ao
nosso espirito. E que ndo podemos formular
arbitrariamente os nossos ideais, ao sabor
apenas da nossa fantasia e dos nossos dese-
jos. Temos de auscultar a vida e 0 mundo a
volta de ndés, e dentro de nés mesmos. Uma
escolha arbitraria do ideal humano seria va
e estéril. A natureza inteira, na sua transfor-
macdo incessante, segue um caminho. A so-
ciedade humana évolue num certo sentido.
Ha que descobrir ésse sentido, ter déle cons-
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ciéncia plena, e respeita-lo. Ndo se domina a
Natureza sendo obdecendo-lhe. S6 colocando-
-nos no verdadeiro caminho, seguido pelo
desenvolvimento do mundo, poderemos acom-
panhéa-lo.

Ora, precisamente no actual momento, pas-
sa-se no mundo qualquer coisa que talvez se
possa considerar a maior crise de tdéda a
histéria de civilizagdo humana. Depois de uma
imensa tragédia, de horrores e sofrimentos
(que infelizmente para muitos milhdes ainda
ndo terminaram), os homens voltaram a sen-
tir, no seu coracdo, tdo maravilhosas espe-
rancas, como jamais talvez tivessem sentido.
Uma luz clara de aurora enche o nosso espi-
rito, 0 nos assegura que a ascencgdo inces-
sante da espécie humana para uma nobreza e
dignidade morais, cada vez maiores, ndo se
interrompeu definitivamente, e vai continuar.

Quais sdo, meus srs., as caracteristicas da
nossa libertacdo actual?

Eu creio que podemos dizer que a mais
essencial de todas é o triunfo da justiga.

Entre as nagdes, procura-se ansiosamente
um equilibrio e uma armonia que sejam jus-
tas. Dentro de cada nac¢do, igualmente, é a
justica que tem norteado ou vai nortear, ne-
cessariamente, 0s novos arranjos e harmonias
sociais.

N&do é aqui o lugar, nem agora o momento,
de analisar devidamente o conceito actual,
essencialmente humano e social, de justica.
Esse conceito tem evolucionado no decurso
da longa histéria da razdo e da conciéncia
humanas; mas atingiu hoje um enriquecimento,
um conteudo através do qual se enraiza e
prende com o que ha de mais puro e nobre
na nossa alma.

Dizer justica, hoje, é dizer moralidade, é
dizer respeito absoluto e sagrado pela perso-
nalidade humana, 6 dizer sincero amor, 6
dizer fraternidade humana.

Os vastos sentimentos e instintos que mo-
vem os homens, deram-se batalha (que de
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resto continua), mas a vitéria dos mais nobres
e puros sentimentos estd assegurada.

O ideal humano do novo mundo que se
aproxima €, pois, aqudle em que predominam
ésses sentimentos morais vitoriosos.

Demoremo-nos um pouco neste ponto. Veja-
mos, mais atentamente, como se chocam e
actuam, na sociedade actual, os sentimentos
e os instintos humanos.

Se procurarmos descobrir os moveis inti-
mos da conduta dos homens que melhor conhe-
cemos a volta de nés, ou que mais se desta-
cam publicamente nos varios sectores da
sociedade, pela sua interferéncia na literatura
na politica, no comércio, na industria, na
banca, etc., que vemos n6s? Que ideais lhes
descobrimos ? Que concepc¢do, da vida e da
humanidade harmonizam a sua vida individual
e social ? —Este exercicio de analise critica,
a moralidade dos homens que nos cercam, é
do mais alto valor para o esclarecimento do
nosso espirito e orientacdo da nossa prépria
moralidade. — O que facilmente constataremos,
se fizermos esta anéalise critica, 6 que, na sua
grande maioria, ésses homens sdo sobretudo
dominados e guiados pelo interesse material,
pela ambicdo e pela vaidade. Lutam pelo
dinheiro, que lhes d& o poder, influéncia, e
a capacidade de gozarem, muitas vezes com
desprezo absoluto pelos interesses e pela feli-
cidade dos outros. Dizem-se espiritualistas :
sdo quasi sempre bons cristdos, respeitam e
até auxiliam a lIgreja. Mas, hipocritamente,
por manha, por interésse ou por snobismo.
Coisa estranha ! muitos désses homens séo,
na sua vida particular, bons pais e bons che-
fes de familia; mas socialmente cometem
verdadeiros crimes, de que ndo teem concién-
cia, ou que nao lhes pesa na conciéneia. A
maior parte désses homens, mesmo quando
especializados em certos sectores da cultura,
sdo de umaignorancia completa no que res-
peita a evolucdo geral da vida e do mundo.
N&do sentem, ndo compreendem o movimento
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universal que os arrasta. S&o cépticos, e a
sua surprésa é profundaquando certos factos
os abrangem e os superam.

E nas lutas politicas, mais talvez do que
nas lutas econdmicas, que esta falta dos sen-
timentos de justica e de verdadeira fraterni-
dade humana, se manifesta com mais evidén-
cia e frequéncia. A mentira, a deslealdade, a
intolerdncia, o espirito de violéncia e de opres-
sdo sdo constantes.

N&o se vejam, nestas palavras, exortacles
subversivas. Mais, muito mais do que isto,
tem sido dito e repetido por altas figuras da
Igreja, e por destacadas personalidades mun-
diais da politica burguesa.

Isto ndo passa duma rapida indicacdo de
verdades que tdbda a gente conhece. Sou, por
temperamento e por principio moral, con-
trario a toda a espécie de violéncia mas en-
tendo que ndo é possivel exterminar o mal,
emendar o que esta errado, sem tratar de
saber perfeitamente qual é o érro, onde 6 que
éle esta, e proclama-lo.

E claro que o defeito dos homens s&o ge-
rais ; o barro humano é um sé. Por isso, os
pobres, os humildes, os trabalhadores manu-
ais, sofremtambém, muitas vezes, das mesmas
taras morais que os soberbos e 0s poderosos.
Mas ha& uma diferengca fundamental a notar.
E que uma grande parte dos defeitos morais
dos oprimidos provéem da prépria opressao.
Como nédo compreender que um infeliz, que
ndo ganha para sustentar-se e & sua familia,
possa ter sentimentos de ddio e de revolta?
Que direito temos de exigir aos humildes que
sejam bons, se lhes ndo ensinamos a bondade,
e 0s conservamos na escraviddo material e
moral ?

Eu sei que para sermos inteiramente 10gi-
cos, 0 mesmo poderemos dizer dos defeitos
morais dos opressores. N&o 6 sua a culpa;
sdo assim feitos, ndo podem fugir ao seu des-
tino. Também ninguém lhes ensinou a bondade
antes pelo contréario, o sistema em que estéo
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metidos 0s arrasta necessariamente a serem
como séo.

Em face de tais erros morais, bem como
em face das injustas desigualdades econdmi-
cas, certas inteligéncias féaceis alcangcam uma
sossegada e coémoda satisfacdo pensando que
tudo séo fatalidades inelutaveis da natureza
das coisas, que ndo podemos deixar de aceitar
com resignacdo. Ora é, precisamente, esta
atitude que ndés nédo aceitamos. Consideramos
falso, redondamente falso, que o destino hu-
mano seja o0 mal moral e a miséria econémica.
Anima-nos a fé profunda no progresso moral
da espécie. Consideramos o 60dio (que tem
acompanhado permanentemente as relagdes
humanas) como uma tara, uma doenca, que
hd-de desaparecer como héo-de desaparecer
a tuberculose, a sifilis e outros cancros so-
ciais.

Disse, ha pouco, que a solugdo da crise
actual da civilizagdo vai dar-nos o triunfo da
justica e ésse é precisamente, quere-me pare-
cer, o principio fundamental que tem de infor-
mar o ideal humano da nova era em que vamos
entrar.

No decurso da histéria-, varios teem sido
os ideais dominantes] Nao 6 aqui o lugar de
recordar e descrever, por exemplo, os belos
ideais da civilizagdo helénica classica, o ideal
da ldade Média, o ideal do Renascimento.
Convém, todavia, reconhecer que o ideal da
civilizacdo da nova era, que podemos, supo-
nho, chamar humanismo integral, contém em
si tudo o que de mais nobre e elevado se
encontra nos ideais das épocas passadas. E
convém, acima de tudo, destacar, fortemente,
o papel especial que neste ideal desempenha
a Ciéncia contemporénea. A ciéncia estd des-
tinada a constituir o apoio mais so6lido, o
auxiliar mais valioso da nova vida humana.

O valor da Ciéncia pode ser encarado sob
diversos pontos de vista, todos de grande
importadncia. Mas, na verdade, sé um désses
aspectos, tem impressionado ou interessado

as multiddes e os homens de cultura limitada.
E' o aspecto da aplicagao técnica.

As mais variadas realizacbes da ciéncia
aplicada, das quais a mais recente e sensacio-
nal é a bomba atémica, sdo geralmente conhe-
cidas e convenceram rapidamente toda a gente
de que a ciéncia é apenas um extraordinario
instrumento de poder e de dominio da natu-
reza, que tanto pode ser utilizado para o bem
como para o mal.

Mas, 0 falso, 6 redondamente falso, que a
Ciéncia seja isto apenas!

Poderia falar-vos do valor estético da Cién-
cia, pois, sob ésse ponto de vista, a Ciéncia
pode ser comparada, pelas profundas emogdes
de beleza que é capaz de provocar, as mais
perfeitas realizacbes da Poesia e da Mdsica
e de todas as Artes Plasticas.

Mas quero, sobretudo, invocar, neste mo-
mento, o valor moral e filoséfico da Ciéncia,
pois é, principalmente, nessa qualidade que
eu digo ser a Ciéncia o mais sdlido apoio do
novo ideal humano.

E' certo que a Ciéncia ndo resolveu deter-
minados problemas que a Razdo humana tem
pbsto a si propria, no decurso da sua longa
histéria. A Ciéncia ndoresolveu, por exemplo,
0os problemas da origem e criacdo da vida, da
natureza intima da matéria e do espirito. Sim,
a Ciéncia ndo resolveu ésses e outros grandes
problemas que teem perturbado e continuam
a perturbar muitas consciéncias ansiosas.
A Ciéncia também néo resolveu, ainda, uma
infinidade de outros problemas, que aparen-
temente sdo de menor categoria; por exemplo,
porque O que o aglcar O doce, porque O ver-
melho o cobre e amarelo o ouro, porque 6 que
certos verdos sdo sécos e outros hamidos,
qual é a causa do cancro, etc., etc., etc.

Sim ! As limitagdes actuais da Ciéncia séo
imensas. Mas que formidavel, que profundo
érro concluir dai a faléncia da Ciéncial

Em primeiro lugar, a verdade 6 que 0 pre-
ciso nao exigir da Ciéncia aquilo que ela nédo
pode dar. E' insensato acusar a Ciéncia de
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gue nos enganou ou iludiu; elasé nos engana
ou ilude se a interrogamos mal.

Certos problemas, a Ciéncia ndo os resol-
veu por que é impossivel a sua resolugdo
humana, porque é absurdo mesmo conceber a
sua completa resolugdo. Outros problemas,
verificou-se que teem sido mal postos, sdo
pseudo-problemas. E, finalmente, a grande
maioria dos. problemas néo resolvidos, estdo
simplesmente a espera da sua vez, sendo
mesmo certa a sua solucdo futura.

Preguntai, por exemplo, ao primeiro mé-
dico que encontrardes, se éle cré oundona
descoberta futura da cura do cancro. Nao
havera, creio, um sé, que ndo vos diga que
tem a certeza disso, num futuro mais ou
menos préximo, pelo menos tanta certeza
como a de que o solnascerd amanha.

Sabem todos certamente que, para quem
conhecia alguma coisa da maravilhosa evo-
lucdo da Fisica moderna, nao foi surprésa
alguma a descoberta dos meios préaticos de
libertar a imensa energia concentrada nos
nicleos dos atomos, energia que o génio de
Einstein permitira calcular abstractamente j&
hd muitos anos.

Seriam precisas muitas horas para expor,
resumidamente, osbeneficios imensos da Cién-
cia, mesmo que considerassem apenas as suas
aplicacdes praticas ou técnicas.

Mas, como disse ha pouco, desejo sobretudo
precisar, neste momento, o valor moral e
filoséfico da ciéncia.

E preciso ser extraordinariamente igno-
rante, ou sectdrio de méa fé,para ndo reco-
nhecer a influéncia profunda e decisiva da
Ciéncia nas nossas concepcgOes gerais do
mundo e da vida.

Foi a Ciéncia que deu aos homens a nocgéo
de lei natural, talvez a mais bela e a mais
importante de todas as conquistas de Razéo
humana.

Foi a Ciéncia que, alargando a nosso conhe-
cimento da natureza, num ambito imenso,
desde o infinitamente grande atéao infinita-
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mente pequeno, e enriquecendo ésse conhe-
cimento ndo s6 em extensdo como em pro-
fundidade, permitiu a nossa libertacdo de
falsas idéias, de vaos terrores, e dos precon-
ceitos de morais barbaras, que durante sécu-
los e séculos sujeitaram a pobre humanidade
a abismos de sofrimentos e desolagéo.

Além disso, quenobre e magnifica escola de
virtudes morais é a Ciéncia |

N&o sdosé as aquisi¢cOes definitivas da Cién-
cia que importam. H& a considerar, sobretudo,
o método, o espirito proprio da Ciéncia! E af,
na aplicacdo justa désse método, désse espi-
rito, que se encontra a melhor escola de mo-
déstia e dehumildade, decalma e de paciéncia,
de ordem, de amor sincero da verdade, de es-
crupuloso respeito da prova, de sincera soli-
dariedade e cooperagdo humanas dentro de
cada nacdo e entre asvéarias nag¢des, de cora-
gem e de perseveranca, de orgulho saudavel
pelo poder da Razdo, de alegre, entusiastica
e desinteressada dedicagdo por uma causa,
etc. etc.

Falta-me o tempo para desenvolver, como
eu gostaria de o fazer, éste apaixonante tema
que é, alids, da maior actualidade e necessi-
dade, se atendermos aos sofismas que para al
tém publicado certos intelectuais 6cos e falsos.

Apesar do perigo demasinterpretacfes eu
vos digo, que nada como a Ciéncia, bem en-
tendida e bemsentida (claro estd I)—e ela
infelizmente é bastante mal entendida por
certos dos seus mediocres ou falsos cultores
— eu vos digo que nada como a Ciéncia nos
pode levar a uma atitude verdadeiramente
religiosa, mas de umareligiosidade de caréc-
ter especial, mais pura e sd que a das religides
vulgares.

Os homens de Ciéncia teem-se até aqui
conservado alheios, na sua maioria, aos inte-
résses morais e sociais imediatos dos seus
semelhantes. E compreensivel éste refdgio
nas suas torres de marfim, dada a necessidade
de calma e sossego que requere O seu sacer-
décio especial.



Mas chegou o momento em que a continua-
cdo desta reserva é extremamente perigosa
para a civilizagdo,, e ndo é uma das menos
importantes caracteristicas do momento actual
a resolugdo, que ja se nota em todo o mundo
civilizado, de os homens de ciéncia e os edu-
cadores fazerem ouvir a sua voz, quando se
trata dos destinos da humanidade.

Todos os espiritos atentos (e livres de pre-
conceitos) reconhecem, agora, que as organi-
zacOes politicas e sociais (salvo talvez uma
excep¢do) teem até aqui atraicoado os altos
valores da Ciéncia, que os imensos resultados
desta, e 0s seus beneficios de tdda a ordem
(técnicos, estéticos, filoséficos e morais) ndo
teem sido postos ao servico do bem comum,
com aquéle espirito de justica e sentimentos
de fraternidade humana que sao apanagios
do momento histérico actual.

Chegou o momento de enveredar por novos
caminhos. Sabemos que a Terra, cientifica-
mente explorada, tem recursos suficientes para
realizar a emancipacdo econdmica de todog
0os homens, para exterminar a miséria, e aca-
bar definitivamente com essa vergonha da
civilizacdo, que 06 haver ainda quem morra
de fome.

Sabemos que a Ciéncia é o mais sdlido apoio
do ideal ; que podemos, utilizando-a, ndo sé
promover o aperfeicoamento bioldgico do sor
humano, mas realizar a ascencdo espiritual e
a dignificacdo moral de todos os homens.

Nestas condi¢cbes a tarefa esta indicada:
dar a Ciéncia todas as possibilidades, todas,
de provar o seu valor, e exercer a sua acgéo.

Reparai bem, meus senhores, que eu ndo
digo que téda a Moral humana deve ter ou
pode ter por Gnico fundamento a Ciéncia. Essa
foi no passado a ilusdo de muitos bons espi-
ritos, mas 6 evidentemente um absurdo. Quan-
do vos digo que a Ciéncia 6 uma maravi-
Ihosa escola de virtudes morais, tenho no meu
espirito uma nocdo de Moral que é anterior,
ou melhor exterior a todas as Religides.
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Sem entrar em desenvolvimentos, impossi-
veis nesta curta palestra, p6¢o-vos que noteis
que ha uma tdbua de valores morais que se
impde de tal modo a todos os homens sdos,
que ninguém, seja qual fér a sua concepcao
do mundo, digamos a sua filosofia, e sejam
quais forem as suas crengas ou descrencgas
religiosas, pode deixar de as aceitar e con-
siderar como o que ha de mais nobre, e puro,
e elevado na sua alma. Com efeito, quem ha
que ndo respeite e reconheca o valor moral
da Justica, da Verdade, da Lealdade, da Tole-
rancia, do Espirito de Sacrificio, da Coragem,
da Temperanca, da Sinceridade, da Resigna-
cdo em face do que O inevitavel, da Solida-
riedade, etc., etc.

Tddas essas virtudes ndo sdo monopdlio de

nenhum credo religioso confessional, antes
sdo proclamados por todos oOles.
Acima de todos, em importdncia, ha que

colocar um postulado de Fé—um postulado,
meus senhores, sabemo-lo da ldégica, 6 um
principio que ndo se demonstra, sendo absurda
a propria idéia da sua demonstracdo. A nossa
adesdo a um postulado tem raz6es mais fundas
do que o raciocinio. Um postulado moral
nasce do mais intimo da nossa consciéncia, e
nenhum mais necessario nem mais oportuno
do que o postulado da Fé. Que Fé! A fé na
vida, a fé no progresso moral da espécie, a
fé no nosso esfér¢go sincero. Até aqui, mau
grado os inegaveis servicos que as Religides
confessionais teem prestado a Civilizacdo, eles
teem muitas vezes contribuido para separar
0s homens, para provocar o 0dio e a guerra
entre éles. E forgoso reconhecer que as Reli-
gides podem prestar ainda conforto moral a
muitas consciéncias, mas chegou o tempo de
prégar e defender alguma cousa que s6 possa
provocar o Amor e a verdadeira Fraternidade
entre todos os homens, quaisquer que sejam
0s seus sentimentos religiosos particulares.

Esse alguma cousa 6 uma nova Moral hu-
mana, com apoio na Ciéncia, e naqueles pos-
tulados que todos os homens podem aceitar
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porque, se sdo seres normais, 0s encontram
no mais intimo da sua Alma.

Meus Senhores.

Depois de tudo o que acabo de dizer, em
que procurei, rapidamente, expor-vos a minha
concep¢do da educacdo popular, enquadran-
do-a nas preocupagdes sociais do momento
presente, ja comprendem, certamente, porque
penso ser o problema da educacdo do povo
um dos mais importantes, sendo o mais im-
portante, de todos os problemas sociais. Tudo
se pode resumir no seguinte : Temos que for-
jar uma nova humanidade, e o novo homem,
o0 homem de amanhd, ndo serd apenas o ani-
mal humano, belo e sdo, a quem uma nova
organica social assegurara uma vida material
segura e desafogada, livre finalmente de toda
a opressdo econémica e politica; serd também
— sera sobretudo —um ser moral e social
que tem a consciéncia do que é, e do que
significa na vida universal (tanto quanto o
permita o estado da Ciéncia e da Filosofia)
um ser com entusiasmo e fé no progresso da
comunidade, e a vontade e a capacidade de
lutar por ésse progresso. Eis aqui, sintética-
mente expresso, o meu ideal de educacéo do
povo.

Resta agora estudar o modo como realizar
esta educac¢do. Ha aqui numerosos e dificeis
problemas a resolver ; mas nenhum, a meu
ver é de resolugdo impossivel.

O primeiro problema que nos aparece 6 o
seguinte : Tratando-se de adultos, operérios
ou ndo, como se vai fazer a sua educagdo,
atendendo que a maior parte do seu tempo
serd consagrada ao exercicio da sua profissdo?
Sera possivel comunicar, de um modo eficiente
a homens ja feitos, e cansados por um dia de
trabalho, as aquisi¢cdes por vezes dificeis e
complexas da Ciéncia, da Moral e da Filo-
sofia ?

Seja-me permitido invocar aqui a minha
experiéncia de 40 anos de professorado, e a
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que adquiri na Universidade Popular, que
fundei ha 26 anos, e onde fiz numerosas pa-
lestras de vulgarizagao.

Tenho ensinado nos liceus, nas escolas téc-
nicas elementares e numa escola superior.
Pois afirmo, sem a menor hesita¢do, que nunca
encontrei tanta atenc¢do, tdo grande e sincero
desejo de saber, tdo puro anseio de se eleva-
rem pela cultura, como nos ouvintes das mi-
nhas li¢des populares de vulgarizagdo cien-
tifica.

Afora raras excepg¢des, os estudantes do
ensino oficial teem, sobretudo, a preocupacao
dos exames ; o seu ideal é o diploma que lhes
ha-de dar um lugar rendoso na sociedade.
Para ser inteiramente justo, devo dizer que
muitos désses alunos (os melhores moralmente)
procedem assim, porque a organizag¢do oficial
do ensino os leva para essa atitude.

N&do me seria dificil, provar-lhes, baseado
na minha longa experiéncia, que todo o en-
sino oficial no nosso pais esta viciado, de alto
abaixo. Falta-lhe um ideal, falta-lhe um am-
biente, falta-lhe uma organizacdo cientifica e
harménica com as necessidades actuais. Mas
ndo é désse ensino que tenho de tratar aqui.
O que desejo frisar 6 que o ensino do povo,
como eu o concebo, serad inteiramente e pro-
fundamente diferente do actual ensino oficial,
e que se for feito com o verdadeiro expirito
que deve ter, poderd contar-se com o0 mais
completo e sincero interésse, e aproveitamento
da parte désse mesmo povo.

Espiritos inclinados, facilmente, ao cepti-
cismo, pensardo que é impossivel, mesmo con-
tando com o interésse do povo, comunicar-lhe
alguma coisa do complexo e vasto conteudo
do conhecimento humano.

Ora é preciso notar que, tratando-se de um
ensino inteiramente novo, mas sistematico, e
com uma determinada orgéanica, teem que ser
procuradas e estabelecidas novas didacticas,
convenientemente adequadas aos seus objec-
tivos pedagdgicos préprios.

Os melhores instrumentos pedagdgicos teem
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que ser utilisados, os melhores métodos, os
mais perfeitos programas ?

As aquisicdes da Ciéncia teem que ser con-
venientemente sintetisadas, e ordenadas, de
modo que a assimilagdo das suas linhas gerais,
e sobretudo do seu espirito e do seu método,
seja perfeita. Deve conduzir-se todo o homem
a elaborar uma concepcédo racional da vida,
tdo completa quanto possivel.

E uma tarefa dificil, sem davida. Mas abso-
lutamente necesséaria, e que tem que ser enfren-
tada com decisdo e coragem. Um dia vird em
que as horas de trabalho diario serdo suficien-
temente reduzidas para todos os trabalhado-
res, de modo que possam dedicar o muito
tempo que lhes restar a um saudavel descanso,
a sua cultura intelectual e fisica, e ao treino
e exercicio dos seus direitos e deveres civicos.

Tenho a minha opinido formada sbbre a
organizacdo futura que deve ser dada & edu-
cagdo popular. Estudei todos os promenores
dessa organizacdo, e tenciono expo-la, um
dia, em livro ou em conferéncias publicas.
Neste momento, é-me evidentemente impossi-
vel entrar em mindcias, e abordar outros
problemas praticos importantes que ha que
resolver. De resto, ndo chegou ainda o mo-
mento de apresentar planos, ou discutir pro-
gramas de realizagdo para o futuro politico
gue se aproxima. Hoje, estou aqui apenas
para vos expor uma opinido inteiramente pes-
soal, a respeito de problemas muito gerais e
forcosamente vagos e incompletos.

Quero ainda chamar a vossa atencdo para
0 seguinte ponto. A minha concepcdo da fu-
tura educacdo do povo é coisa essencialmente
distinta do que certos politicos e publicistas
advogam com o nome de educagdo  civica.

E distinta porque é mais geral e completa.

Sem duavida, a educagdo civica é um ele-
mento indispensdvel de uma sd Democracia.
N&o se compreende, com efeito, que um homem
exerca os seus direitos de cidadania, sem que
tenha perfeita conciéncia do seu lugar e fun-
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¢do no complexo social, que conheca os deve-
res e os direitos inerentes a essa fung¢do, e
que saiba exercé-los e cumpri-los com escru-
pulosa diligéncia e eficiéncia.

O problema das relagdes entre a educagédo
civica e a Democracia é um velho problema,
que tem sido minuciosamente estudado por
politicos e publicistas, e sdbre o qual (pare-
ce-me) pouco ha de novo a acrescentar. Sim-
plesmente, quem ndo ver4d que uma educacéo
civica perfeita, implica, no momento actual,
uma educacdo de caracter geral, tdo completa
guanto possivel, e segundo os moldes e a
orientacdo que vos esbocei?

Com efeito, o perfeito cidaddo nédo é ape-
nas um individuo que, no momento préprio,
vai langar, numa urna, um papel (com os no-
mes dos seus delegados a uma junta de fre-
guesia ou a um parlamento), delegados esco-
lhidos por motivos quéasi sO sentimentais e
efémeros ou superficiais.

O perfeito cidaddo é, primeiro do que tudo,
um verdadeiro homem. Sabe qual é o seu
lugar na sociedade, e sabe qual 6 o lugar
dessa sociedade entre tddas as sociedades do
mundo. Tem uma concepcdo racional da vida,
um ideal que compartilha com todos os seus
irmdos-homens. Tem uma cultura intelectual,
e uma bagagem de conhecimentos que lhe
permite acompanhar a discussdo e a resolucéo
de todos os problemas que os seus delegados
nos parlamentos vao considerar. Tudo isso
significa que o perfeito cidaddo 6 um homem
educado, e é por ser um homem educado, que
6 um perfeito cidadéo.

Nestas condi¢bes, o cidaddo que idealiza-
mos néo serd mais o homem do povo, humilde
e considerado inferior, que delega o0s seus
direitos em homens de outra casta, homens
de élite, que olhem para ele com caridade e
paternal superioridade.

N&o, nada disso ; o verdadeiro cidaddo do
futuro tem que ser um homem como todos os
outros, tdo verdadeiro e completo quanto
possivel.
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Meus senhores

Vou terminar. Mas antes quero dirigir dois
apelos. O primeiro, aos homens novos e fu-
turos governantes do meu pais, que proven-
tura aqui se encontrem presentes. Quero di-
zer-lhes que ndo caiam no tremendo érro de
apoucar a importancia da educacdo do povo.
A educacdo do povo foi sempre um tema ren-
doso para os politicos, para efeitos de propa-
ganda entre os humildes e os oprimidos. E
até aqui, sempre os politicos, todos os poli-
ticos, teem falhado quando se encontram em
condigBes de promoveram a sua realizacao.
Porqué? Porque ndo a encaram com a neces-
saria largueza de vistas, porque a consideram
um problema de somenos importancia. A fu-
tura educacdo do povo tem de exigir do Estado
um esfoérco tdo vasto, e encargos tdo grandes
como 0s que, sem hesitagdes, se consagram
a outros sectores da vida social, que naoséao
mais importantes nem mais urgentes, como
sdo a preparacdo militar, as obras publicas,
etc., etc.

Todo o politico que nao conseguiu ver a
necessidade de gastar, todos os anos, com a
educacdo do povo muitas dezenas de milhares
de contos, é um politico de vistas estreitas,
que ndo compreendeu nem sentiu verdadeira-
mente o mais fundamental de todos os pro-
blemas sociais. Se a obra de educacdo do
povo, tal como eu a delineei (e ndo sofismada
claro esta!) ndo for empreendida em larga
escala, com ousadia e fervorosa decisdo, todas
as transformacdes e reformas politicas e so-
ciais serdo vas, e o seu fracasso, no futuro,
sera fatal, tdo fatal como o foi (nos dias que
acabamos ha pouco de viver) o fracasso das
doutrinas retrogradas e anti-naturais do facis-
mo e do nazismo!

Eu sei, meus senhores, sei muito bem que a
vossa tendéncia, a tendéncia de todos os poli-
ticos é verem nos ideais dos educadores, dos
filésofos e dos moralistas, simples fantasias
utépicas, fora das verdadeiras realidades.
Assim, teem sido acusados de puros idealistas,

GAZETA DE MATEMATICA
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blicas impossiveis, tdo grandes espiritos como
Platdo, Tomaz Moro, Campanela, Fenelon,
Weels, Sanderson, etc., etc. Mas reparai bem
como sdo vas e ridiculas tais injarias. A uto-
pia (disse-o um grande pensador e artista,
um grande e sincero amigo do povo, em fra-
ses luminosas e lapidares): «A Utopia é o
principio de todo o progresso ; sem 0s utopis-
tas de outrora, os homens viveriam ainda
miseraveis e nus nas cavernas. Foram os uto-
pistas que tracaram as linhas da primeira
cidade. Dos sonhos generosos saem as reali-
dades bemfazejas».

Encontram-se entre vés, 6 homens das gera-
¢bes novas, tantos e tdo grandes valores inte-
lectuais e morais como talvez ha muitas déca-
das ndo aparecem no nosso pais. H& um
numeroso grupo de jovens matematicos de
grande mérito, ha fisicos e quimicos, ha mo-
dicos, biologistas, agrénomos, naturalistas,
etc., que deram ja as suas provas de compe-
téncia no uso dos métodos cientificos moder-
nos. Tendes também juristas e economistas,
tendes artistas, tendes escritores do mais no-
bre quilate, e da mais pura inspiragéo social.
Tendes convosco o escol da nagdo ; tendes
portanto os melhores elementos para reali-
zardes uma grande obra de ressurgimento do
nosso pais. Tédas as esperancas em vés sdo
fundadas. Mas reparai bem! que o amor sin-
cero do povo nédo deixe nunca 0 VOSSO cora-
cdo. Reparai bem, que todos os érros dos
politicos contra a humanidade se pagam, mais
tarde ou mais cedo. E o que mostra a His-
téria, ainda que certos espiritos cépticos
julgam o contrario. Reparai que 10, 20,
30 anos sdo apenas um momento, na lenta
evolucdo do homem, e que os politicos, como
os educadores, ndo trabalham apenas para
0 presente, mas principalmente para o futuro.

O segundo apelo com que vou terminar,
dirijo-o aos operarios que me escutam. Lutai
pela vossa emancipagcdo econdmica e politica,
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lutai nobremente, com calma, com dignidade,
sem o6dios, sem violéncia, e dentro da lega-
lidade.

Mas lembrai-vos que nédo é tudo, para o
verdadeiro homem, ter que comer, que vestir,
que cal¢ar e uma casa para abrigo. Um homem
nao passa de um simples animal, se ndo tem
um ideal moral, que o guie permanentemente.
A verdadeira liberdade s6 se atinge quando
se adquire uma suficiente cultura geral (inte-
lectual e moral) e se usa nobremente dela em
servico do ideal.
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Tornai-vos fortes, em todo o sentido da
palavra, para serdes bons, e reparai que a
vossa educacao tem que ser também obra de
vls mesmos.

Quanto aos politicos e aos educadores, ten-
des uma pedra de toque para ajuizardes do
seu valor: os maus falam da vossa educacéo,
mas como se fésse uma migalha de p&o que
vos atirassem por caridade; os bons pensam
que é do seu dever servir-vos como a iguais,
e fazem-no com sinceros sentimentos de jus-
tica e fraternidade !
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MATEMATICAS

PONTOS DE EXAME DE

MATEMATICAS

l.S. C. E. F — MATEMATICAS | - Ano lectivo 1970-71
- Ponto n.° 1- 30-6-1971.

5785 — 1) Investigue se é possivel'encontrar trés
subconjuntos A, B e C de U tais que satisfagam
simultaneamente as relagdes seguintes:

c=£0, AnB4=0, Ar\c =0, (AnB) — cM.

R: Arelagdo (Af|B)—C= 0 implicague AfIB"C
e, como AnB==0, é claro que a primeira  condicao
é supérflua. E evidente que a condicdto AfIB¢C

implica AflIC=f=0 e portanto a validade da segunda
e quarta condi¢bes contradiz a terceira.

2) Considere a relacdo" binaria definida no con-
junto E — Ja)b)e,d\ por 'B = \(a,6), (a,<*),
(6,d), (d,d) I. Indique o nimero minimo de pares
ordenados que é necessario acrescentar a B para
que esta relacdo seja (a) reflexiva, (0) simétrica,
(c) relacdo de equivaléncia.

R. :
a) (a, a), (b,b), (c,c).
b) (b,a), (c,a), (d,b).

os pares indicados nas
(a,d), (d, a),

c) Havera que acrescentar
alinéas a) e b) mais os seguintes :
(b,c).(c,b).

3) Sendo A (1,1) a imagem do complexo aj,
ache o lugar geométrico da imagem B do cmplexo a
tal que a imagem de a estd sobre AB .

R.: Sendo z= (x,y), vem zjz= (X—Y, X--Y)
e a equagdo da recta AB é
X - X Y-y
1 x 1—y '

Como a imagem de Zjz esia soore AB, terd de ser

—Yy X
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SUPERIORES

FREQUENCIA E FINAIS
GERAIS
ou x'+y'—x—y =0, que é a circunferéncia de centro
em (1/2, 1/2) eraio "2/2-
4) Supondo que (6?, X) é grupo comutativo,
considere a lei de composicdo interna * tal que

Va,&eC? ati = ax | xi (k constante perten-
cente a G) . Demonstre que (<?,#) também é grupo
comutativo.

R. : Associatividade

(@a*b)#c= (axbxk)xcxk

a#(b#c) =

(@aX bx k)*e=
ax(b#c)xk = ax(bxcxk)xk.

Como a lei x & associativa e comutativa, entdo
(@#b)*c=a*b#c).

Comutatividade

a#h = axbxk
b*a = bxaxk.
4 comutatividade da lei X implica a#b=b*a.

Existéncia  de elemento neutro : se existe elemento

neutro e, lera de ser

a#te= a ou axeXk = a

e daqui resulta

ar (@aX ex k)=a"' a

donde vem e= k* .
de elemento oposto : o elemento oposto a'
a condicgdo a*a = k' ou
vem a’ (ax a x k) =
a-'(k')’.

Existéncia
de a terd de satisfazer
ax ax k= k' . Daqui
= a' k-' e portanto a' =

5) Seja B (mXn) (m<n) uma matriz de carac-
teristica r<Jm e A matriz quadrada regular de
ordem m. Mostre que c(A B) =r.
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Ache a condicdo a que devem satisfazer y+, ?/;,
28 © 24 para que as equccdes

»j — 13+ 3a,-f ?2s=1U
2% + xz —2%xj— X, = B
«l+ 2x, + 2X, t 4%, = 2B

2+ M+5Xtfiij=i4
sejam compativeis.

R.: Como
c(AB)<Jr.
c(A-") = m, viria
0 que & absurdo.

Para que as equagdes sejam compativeis & necessario
e suficiente que

c(A)=m e c¢c(B) —r< m, vem
Se forse ¢ (A B) < r entdo, como
c[A*(AB)]=c (IB)=c(B)<r,

yd - y3+ y2_ yi = o.

6) Sem calcular os determinantes, prove que

«l a a b % A rfi
bz b, G ej a4 d,
2 3 8 b a d
% b, a dz
R.:
3, a a3 3 = » bi ¢ di “
< b. b, k< a, bj @ d,
aQ o B b, G dj
d, d, d, % b d,
— Cl b, ai dl = I b, 31 dl
C, a, d, « bi 3, d,
a3 b, d, a3 b, 3, d,
¢ 3H d, c, b, 3, d

I.'S. C. E. F. — MATEMATICAS I+ Ano lectivo 1970-71

— Ponto n.° 2 — 30-6-1971.

e C sdo subcon-
e AC\C<”"B, entédo

5786 —1) Prove que, s¢ AB
juntos de U tais que AfiB"C
AC)C~ O

R.: Teremos de provar a proposi¢éo

AnBcCA A|jC¢cE=>AnC = 0.

Fazendo xeA =a, xeB=b, xeC=c exe0 =0,

bastara mostrar que [(@ Ab=>—c) A@V: "~ b)] =>

=> (@ A° <—=>0). Construindo uma tabela de verdade
vem :
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a b ¢ [@avb=-c) A(sVC~> b)]=> (@Ac=>0)
1 1 1 1000 i 111 10 0
1 1 o0 1t 1131110 10
1 0 1 01001001 10 O
1 0 O 01101001 0 10
0o 1 1 010111110 10
0 1 0 01110111 0 10
0 0 1 010010010 10
0 0 0 01110101 0 10

A coluna assinalada com um * justifica a veracidade
da proposicéo.

2) Sejam /: A-* B e g:B -* C. Mostre que

a) g o/ injectiva =>/iniectiva
6) go f sobrejectiva=> g sobrejectiva.

X 5 x" => (g of) (x) #=(g o f) (x)

ou

R.: a)

X'4=x"=>g (f (x'))4=g (f xX0) =>FfM + f (X0
b) Por hipdtese, (gof)(A)*=C eportanto g(f (A)) =C
0 que mostra que g i sobrejectiva.

é a condicdo que
a —1

Sendo 2= x + iy, qual

devem cumprir x e y para que o complexo
z+ 1

seja imaginario puro? Que curva descreve a imagem
de z?

R.:
—1 (x-1) +iy
z+ 1 x+ 1) +1iy
[(e-1) +iy][(x+1)-iy] (x7-1+y2) +i(.-.)
x+ 1) +y x- D2+ y

e portanto terd de ser x* y°— 1= 0 queea circun-
feréncia de centro na origem e raio 1.

4) Prove que, em relacdo a qualquer lei de com-
posicdo interna associativa, todo o elemento que
admite oposto é regular a direita e a esquerda.

No conjunto R dos numeros reais considere a
lei * definida por a*6 = a + 60+ ab . Mostre que
existe elemento neutro e quo qualquer real distinto
de —1 tem oposto.

R: Sendo a#a' = a'#a =€, dc a#b >at#c
vem a' # (@*b)=a# (@a*c) ou (a' *a)#b = (a'#a)#c
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0 que permite concluir que e#b =e* c, isto é b= c.
Analogamente, de b*a = c*a resulta b= c.
a#tb = 3 fb + ab definida em R>

Quanto a lei
como a*b = b#a, basta procurar oelemento e para
oqual a*e = a. Vem entdo

ate = a+ e+ eb = a
a+e(l+b)=a
e= 0.

A condicdo para aexisténcia deoposto a+a'+aa' =0

N

1_Ta(at=£-l).

aa a --—

5) Duas matrizes A e B do mesmo tipo mX n
dizem-se equivalentes se existem duas matrizes regu-
lares P e Q, respectivamente de ordens m e nj
tais que B — P A Q. Mostre que esta relagcdo binaria
é uma relagdo de equivaléncia entre as matrizes.

Estude o sistema

i+ oz — >t ¥ 2
1o+ 2+ 3 =3
i+z+ (@—5)x,—a.

R : reflexividade : A =1, Al,
simetria. : B=PAQ=>P'BQ' = A
transitividade B= PAQ AC= P, BQ.=>
=>C= (PjP)A(QQoO.

O sistema & possivel determinado com a=ft—2,2;
e possivel indeterminado degrau 1com a= 2; éim-
possivel com a= —2.
6) Resolva a seguinte equagao :
11 1 ... 1 = 0.
1 1—x 1
1 1 2- X ... 1
1 1 1 ...(n-1)—x
R: As raizes sdao x=0,x =1,"-,x = n—2.

I. S. C.E. F.—MATEMATICAS | — Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.° 3 - 10-7-1971.
5787 —1) Demonstre que
(itnBnc)U(InBnC)uduc = wu.

R: (AnBnC)U(AnBnC)UBuc -
=[(BnC)n(AUA)]Jubuc
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= [(BnC)nUjuBua
= (B,C)U~(B,C)
=Uu.

2) Na construcdo de um prédio estabeleee-se um
planeamento das operagOes a efectuar. Designando o
conjunto das operagdes por (a,b)eee, t,}, 000, Uj
considere a relacdo binaria definidapela funcéo pro-
posicional «a operagdo i antecede a operagcdo »'».
Trata-se de uma relagdo de ordem parcial? E uma
ordem total? Justifique as respostas.

R.: E ordem parcial mas ndo é ordem lotai.

3) Prove que

cos — f isen
7 T)(' (1+ O
. 5ir 5ir \
= 1Z cos— Hisen 1.
i Vv 84 84 /

R.:

N
o f isen Q1 127N @a+i) =

(cosy +iseny ) [cos(-j ) +isen(_-j)] «

X VR ~cos Y f isen =

= /2" cos | f-—)+isen(———+ —1 =

5
(-1sen 1.

i—( 5wn
= 12 " cos
\ 84 84 /

4) Seja (4, + ,x) um anel ndo comutativo e
considere em A a lei de composicdo interna * defi-
nida por x *y <= xy —y x . Prove que

aQ) x#y=—(@*Xx

b) A lei # é distributiva a esquerda e a direita
em relagdo a adicédo.

R.: a) x#y=xy—yx

y*X=yx—xy= —(x*y)

x(yf 2)- (yf z)x =
xy fxz—yx—zx =
xXy-yx)f (xz— zx)
(X #y) + (X* 2).
(Y-i-D)x—x(y + 2)
= yX4 zX —Xy—Xxz =
= (yx—xy) -f(zx—x2)
= (y#x) f (z#X).

by X#(Yy+ 2)

<
-
&
*
X
I
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5) Seja A uma matriz mx« e B uma matriz
nx m. Supondo que n< m, prove qu¢e A B ndo é
invertivel.

Ache a matriz inversa de C

1J
Utilizando C-', aehe a solucdo do sistema Cwxf—d
com a matriz coluna d = |3 —1 L3 1 2J
R.: Como ¢ (A B)<*mm|c (A), ¢(B)|, c(A)<m
e c(B)y< m, éclaro que c (AB) < m. Logo, AB,
matriz de ordem' m com caracteristica inferior a m,
ndo é invertivel.
C-' = 1/2 310 -ilio-
1/2 1/10 3/100
12 -1/2 12
e a solugdo do sistema e x = C*d=jl —2 0|
6) Calcule 1 xy x, -
1 x arje
1 it o« -
1 s 12" X,,
1 i X2 * |
R 1 i n-t Xn
1 x  * eex, , X,
X n-1  sa
1 * e x X
1dr %2 .o X
1
0 x —=% 0 0 0
0 0 X — Xj 0 0
o] 0 0 eee X — X, , 0
0 0 0 oo 0 X —X,
=0 —1) Xx- X)eee(Xx—%*,) (X- X,).

I. S. C. E. F. — MATEMATICAS | — Ano lectivo 1970-71
- Ponto n.° 4 — 20-7-1971.

C e D sédo
(BxD).

5788 — 1) Prove que, s A, B,
conjuntos, entdo (A(~\B)x(CC\ D) = (AxC) f)

R.: (a,b)e(AnB)x(CnD)=>
=>aeAnBAbeCnD =>
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=>aeAAaeBAbeCAbeD
=>(a,b)6AXCA(a,b)eBxl)=)
=>(a,b)e(Ax C)D(BX D)

(a,b) e(AxC)n(BxD) =>
=>(a,b)eAxCA(a,b) eBxD=>
=>aeAAbeCAaeBAbeD=>
=>ae AnBAbeCnD=>
=> (a,b)e(AnB)x(CnD).

2) Se /, g e h sdo aplicacbes de A em A,
mostre que / og =/ oh=>g=h sse / é injectiva
e go/ =hof=>g = h sse / é sobrejectiva.

R.: Mostremos
fog=foh=>g=nh

em primeiro lugar que a condicdo
implica que f é injectiva. De

facto, se f é uma aplicagdo tal que y g,h fog =
= foh=>g = h, tomemos duas aplicagbes particula-
res g, e h, rfe A en A que sejam definidas do modo
seguinte :
g.
y XeA—»g.(x) = aeA
K
y XeA—*bh (X)) = beA.
A hipotese, aplicada a estas duas funcbes, da entdo

isto €, h
b

fog, =foh, =>g.
fog,=foh,=>a

Como
f(fog.) (x) = f(a)
v I(fob) (x)= f(b),

vem entdo f(a) = f(b) =>a»b, o gue traduz a in-

jectividade de t.

Supondo agora que f i injectiva, é claro que
Vi« A f(g(x)) = f(h(x))=>g(x) =h(x).
Admitindo  que
y g,h gof=hof=>g=nh

entdo f e sobrejectiva. Com efeito, se f ndo fosse sobre-
jectiva, designando por yo um elemento de A ndo per-
tencente a f(A) etomando duas aplicagcbes g e h iai's
gue

h(y.),

0 gue " con-

g (v.)
g=h,

y yef(A) g =nh(y) e

ter-se-ia g of= hof sem ser
trario a hipdtese.
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Reciprocamente,
a condicao

supondo f sobrejectiva (f (A)= A)

X eA

g(f(x)) = h(f(x))
arrasia
yy = f(x).A g(y)= h(y)

em consequéncia de f ser sobrejectiva.

3) Se |z+ 4i|—|B+ 2f| e
—«—ir/4, ache z.

arg(z + 2i') =

R.: Fazendo z= x+ iy, vem |[x4 (4+y)i|=

= Ix+ (2+ y)il donde resulta V*~+ (4+vy) =
= Ax'+ (2 + y)2, equagdo que é satisfeita com qual-
24 v
guer x e y=—3. Como =tg(—w/4)=—1,
X
vem x = 1 eportanto z=1—3i.

4) Seja (A,+,X) um anel em que y zei

2

x* = x . Demonstre que
a) \"xeA x=-—X, partindo de (X +x)=x + Xx.
b) A é comutativo, calculando (x 4vy)’.
) vyt ry0Hy) e
R.: a) De (x+ x)’= x + x vem
X'+ x+ X+ X=X+ X
X 4x +x -fx = x4x
X +x =0
X = X.

) ry) =X+ xyryx-fy’
X'+ Xy +yx+y'=x+y
X -fxy-f-yx+y =x4vy

Xy tyx=0
Xy = —yX
e, atendendo a alinea a)
Xy = yX.

0) Xy (x4-y) = xyx4d-xy*
= yx' -fxy’
= yX 4 xy
= 0.

5 Se S e T sdo matrizes quadradas da mesma
ordem e <S é invertivel, mostre que

S4T)S" (S—T= (S—T)S>E +T).
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Prove que a caracteristica da matriz
12 -1 3-1

3 4 0o -1
—1 0 -2 7]

é 2 e exprima a terceira e quarta colunas como com-
posi¢do linear das duas primeiras.

R.: (S+T)S-" (S- T)= (1+ TS-)(S- T) =
=S- Ts-'T
SE—T)S" (S4T)= I—TS")(S+T) =
=S—TS*'T
Como
12—1 3-] ri 2 -1
34 0 —1 0o - 2
o]
—10—2 7J Lo 2-3
1 2 —1 3 -]
0—2 3 —10
0 0 0 o J
a caracteristica da matriz é 2. Pondo

i N B

sistema cuja solugdo € Xxj=>» 2, x,= —3/2. Analo-
gamente, de
resulta o sistema
1 yi+ 2y,= 3
I3, +4y,- —1
| - yi = 7
cuja solugdo € yj= —7,y,= 5.

6) Calcule o determinante da matriz de ordem n

X a 0... a-
a X a...a
a a X...a

[a a a...Xxe
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Sugestdo: comece por adicionar a primeira coluna
a soma das restantes.

R.:

X a a...a x+(n-l)a a a...a
a x a...a X+ (n-l)a Xx a...a
a a X...a x+ (n-1)a .a

X+ (mh-i)a a a.. X

X+ (n-.1) a a a
- X— a o . 0 =
0 0 X —a. 0
0 0 (0} X —a
X —a o . 0 -
- Ix+(n-Dal o y_a. 0
0 0 X—a
=+ M- 1)a - a'-

I. S. C. E. F. —MATEMATICAS 1— Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.° 5 - 1-10-1971.

5789 —1)
sigdo :
iE~(BUt)ABE-MUC)=)B = (i.

Estude a validade da seguinte propo-

R.: Adoptando a convencdo xeA = a, xeB=hb,
xeC = ¢ e 16(1 = 0, oproblema consiste em estudar
a validade da proposi¢do :

lla=>~ (bVc)A[b=>- @Vec)ll=>(0<=>0).

A tabela de verdade

a b c I«= (VoJA[b =>~Cav<Q]! = b<> 0)
i 1 1 1091 01001 110 0
i 10 1001 01001 110 0
i 01 1001 00101 10 10
i 00 1110 10101 10 10
01 1 0101 01001 110 0
01 0 0101 1 1110 010 0
00 1 0X0 1 10101 10 10
00 1 0110 10110 10 10

mostra que a 2'>roposi¢ao e falsa.
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2) Considere no plano os pontos M (x ,y) e tome
a relagdo binaria R definida do modo seguinte:

fX<!

MR W<

a) R é uma relacdo de ordem parcial lata?
b) Ré wuma relagdo de ordem lata?
Justifique as respostas.

R.: a) R éreflexiva, anlisimétrica lata e transitiva
e, portanto, ¢é relagdo de ordem parcial lata.
b) R nao é ordem lata porque nado goza da proprie-

dade dicolémica.

1+ ij
3) Ache os inteiros n para os quais ( Hilg p
(/3 - i)«
é imaginario puro.
R.:
1+ iyRl) 2 eisn 2 eis (n+6) «
(VI3-i)" 2" eis niv

Para que este complexo seja imaginario puro é preciso
n+ 6), n+ Gn

que cos( )-=Oou( ) = Ak :(,

6 2

donde resulta n-i-6 = 12k+ 3, isto é, n= 12 k—3

en- 12k —29.

4) Seja A = |0,1]| e considere'o sistema algé-
brico (M4, + ,X) com as leis definidas pelas seguin-
tes tabelas:

+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1

Investigue se (71,+ ,x) possui estrutura de corpo.

R.: O sistema (A, -X) ndo é um corpo porque
nao é anel comutativo  unitario.

5) Determine k por formaque a caracteristica da
matriz p 4 4 —3 1~i sejaigual a 3.

11 —10
k 2 2 2
.9 9 k 3.

Se A é matriz mxn de caracteristica n prove
que o sistema A x = b tem quando muito uma solu-
cdo.
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R.:
-4 4 - 3 1- 4 4 3 1~
11. -1 0 1 1 1
k 2 2 2 k-8 —6 8 0
3 —3 -3 k+9 0
19 o9 - -
‘ 4 -3 1 1 4 —3 4 -,
1 -1 0 0 1 —1 1
k-2 0 2 0 0 0 2 k=2
0 k+3 0 0 0 k+6 O

L o

Se k= —6, alltima linha e nula e a caracteristica
de matriz € 3. Se k — 6, prosseguindo a conden-
sacdo, vem :

"l 4 —3 4

o1 -1

0O 2 k—2

0O 0 (k-2)

Para que a caracteristica
I k+6\
| — J (k-2)=0 ou k=2.

Portanto os valores de k que satisfazem ao problema
sdo k= —6 e k= 2.

Como A ématriz m x n de caracteristica n, e
m> n. «Sem= n, osistema e possivel determinado ;
se m> n, o sistema pode ser possivel ou impossivel
mas, no primeiro caso, sera sempre determinado.

seja 3 € necessario que

6) Mostre que

x -1 0 0 0
0 x —1 e} (0] x =1
0 (e} x -1 a-féx ¢ d+x
a b e d+x
R.
x —1 0 0 =x —1 0 +
0 P 0 0 X 1
0 0 z —1 c d+x
a 1 c d+x
+ 0 —1 0 = x2 =1 0 +
0 x —1 0 x —1
a ¢ d-i-x bx c d+x
£ 0 -1 0 2 1 0
0 X 1 0 X 1
a e d+x at+ bx c d+x
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I. S. C. E. F. — MATEMATICAS | — Ano lectivo 1970-71
— Ponto n.» 6 — 11-10-1971.

5790 — 1) Demonstre que

(inBncnS)u(ln c)u(Snc)ij(cnE>) = c.
R: (AnBncnC)u(Ano)u(B"nc)u(CnD) -

= c¢n[(AnBn5)uA"uBUD]=Cnr(AnB,i>)U~
- (AnBnD)]=c,u=c.

2) Considere as seguintes relacdes entre os con-
juntos A e B:

a A—lJo,I,m\, B—}<r,s\ e B—|Kxy e
e AxB: «X j/» € uma palavra da lingua portuguesa}.

6 4-11,8,81, B-|B,4,5| e R = \(x,y)e
eAx B :5x+2y é nGmero primo |.

Indique os graficos das relagdes e investigue se
alguma delas é uma funcéo.

R.: a R-i(a,i),(a,r),(a,s),(l,i),(m,i)j.
b) E-|(1,3),(1,4)].

Nenhuma das relagbes é uma fungdo.

1+ sen 6+ i cos 6
. = sen 8+ t cos 6.
1 +sent—icos 8

Utilizando a férmula anterior, mostre que (I + sen-jr/5
+ i cos TC/5)+ » (1 + sen -rr/5—i cos iv/5)°= 0.

3) Prove que

R.: A férmula justifica-se facilmente, verificando
que (1+sen8—icos8 X (sen 8+ icos8) da o complexo
1+ sen 8+ c0s 8.

"1 +sen TCH+icosir/5\ °
1+ sen irf 5—i cos is/ 5, (sen it/ S+ cos n/ o) =
—(cos 3ir/ 10+ i sen 3x/10)5 = cos3TC/I2+ I sen 31T/2 =

4) No conjunto 2V dos numeros naturais consi-
dere a lei de composigédo interna menor multiplo comum
(m. m. c), isto , a*b=m.m.c.(a,b).

Em relagdo a esta lei, estude a associatividade, a
comutatividade, a existéncia de elemento neutro e a
existéncia de oposto. Constitui (N, #) um grupo'?
Porqué ?

R, : A lei éassociativa, comutativa e possui elemento
neutro (1). N&o jwssui elemento oposto e, por esta razéo,
(N ,#) ndo e grupo.

5) Sendo 1+ A matriz regular, prove que (I + A)~'
é permutavel com T—A .
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Estude o sistema de equacdes exprima D,, como soma de dois determinantes, por

forma a estabelecer a férmula de recorréncia
2X, —X, +Xx +x,=1

Xj.+ 22X, — X, +4x =2 £,= 0,D,_, +a a,
Xjf-7x,—4xs+ 11x, = £.
R.: Como (I+A)(I1+A)>= (1+A)" (1+A)=1,  Ri Dn= t+ai 11 .14
1 |+ a, 1 T}
vem 1 1 l+a,...l
1+ A)-"t A@+A)-"=(1+A)-" +(1 +A)-' A
donde resulta
. A(H-A)-" = (14-A)-'A. + | +a, 1 1 ...0
Entao 1 l+a 1 ...0
1+ A" (1- A)- (I+A)-" - (I+A)-" A 1 1 J+a,...0
_(1+A)-< — A(1+A)-«
= (1-A) (I1+A)-".

O sistema € possivel indeterminado de grau 2 com

k = 5; éimpossivel com k=fc5 e ai O 0...0 +xuD,_,=aa,... a,_,+a,D,_,.

(@]
£
(e}
(@]

6) Sendo £>,= 1+0! 1 1 o 0 a .0
1 | + a, 1
1 1 | +a.... 1

1 ...1+0.j Enuaciados e solugfes dos n.”" 5785 a 5790 de Fernando da Jesus

INTRODUCAO AOS COMPUTADORES E PROGRAMACAO

I. S T. — INTRODUGAO AOS COMPUTADORES E PROGRA- PROGRAMA DE ESTUDO
MAGAO — Exame Final — 1.* Chamada — 8 de Julho DIMENSION L (10),A (3,4)
de 1971. READ (5,10) (L (J),J = 1,10)

10 FORMAT (518)
DO1J= 13

GO TO (2,3,4), J

2 DO5K = 14

5 A (J,K) = L (K)
GOTO 1

3 DO6K- 1,41

6 AU K) = L(K+ 4)

5791 —1) Determine as constantes FORTRAN
cujas representagdes binarias internas no computador
360/44 sdo as seguintes :

0) inteira: 00000000 00000000 00000000 00010100

GOTOI
b) real: 01000010 00100000 00000000 00000000 4 DO7K= 14
7AUQ0K =AU—1LK + Al —2K)
2) Qual o numero de digitos decimais significa- 1 CONTINUE
tivos das constantes FORTRAN de dupla precisdo M=1
no computador acima referido? Justifique a resposta, 9 WRITE (6,15) A(M,1),A(M,2), A(M,3),A(M,4)
sabendo que logjo2 — 0,30103. 15 FORMAT (IH, F8.2,6X,E13.7,6X, 2F6.4)
M=M+1
N | F(M—3) 99,20
20 STOP

Considere o programa (completo): END
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Sendo os valores das componentes do vector L,
respectivamente t, 2,3, 4,5, 6, 7, 8,9,10, a introduzir
como dados,

1. a) Quantas instrugc0es constituem o programa
apresentado ?

6) Qual destas proposi¢des é verdadeira?

A. A eoluna 1 de um cartdo de programa
FORTRAN contém uma letra ou um (es-
pago em) branco.

B. A coluna 1 de um cartdo de programa
FORTRAN contém a letra C ou um (es-
pago em) branco.

C. A coluna 1 de um cartdo de programa
FORTRAN contém ou um C, ou um es-
paco em branco ou um digito.

2. 0) Quantas instrucdes executaveis constituem
o programa anterior? Exemplifique, com uma ins-
trucdo deste programa, cada um dos varios tipos de
instrucdes executaveis nele apresentados.

b) Existem instrucdes de especificacdo no nosso
programa. Quais sdo e que fun¢gdes desempenham.

c) Existem instru¢des de controle no programa
apresentado. Diga quais sao, agrupando-as por cate-
gorias, e descreva a ac¢do de uma delas.

d) Qual a acgdo da variavel M no programa dado?

3. a) Quantos cartdes de dados precisam deé ser
lidos para definir o vector L ? Dé a configuracdo do
primeiro cartéo.

6) Apresente num quadro os valores dos varios
elementos da matriz calculados durante a execugdo
do programa.

c) Apresente os resultados sob a forma de linhas,
simulando a impressora.

Esta parte tem duas opcdes, A e B; escolha uma sé
de entre elas.

Opgdo A

1. Elabore o diagrama do programa descrito.
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2. Escreva um programa FORTRAN (completo)
gue resolva o problema esquematizado no diagrama
seguinte

Op¢do B

Elabore um programa capaz de gerar e imprimir
uma tabela da multiplicacdo de dupla entrada, dos
digitos de 1 a 9.

Previamente elabore o organigrama deste pro-
grama.



SO

ASPECTO DA TABELA:

28 32 36
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54

7 7 14 21 28 35 42 49 56 63

I, S. T.—INTRODUGAO AOS COMPOTADOHES E PROGRAMAGCAO
—Exame Final —2.* Chamada-13 de Julho de 1971

5792 —1) Considere as constantes FORTRAN
-25 (inteira) e 240.125 (real).

Faga os esquemas dos seus registos na memoéria do
computador instalado no Centro de Calculo da Uni-

versidade Técnica de Lisboa.

2) Tendo em atencdo a representacdo internaem
virgula flutuante (precisdo simples) no computador
360/44, determine as duas constantes FORTRAN
cujos expoentes sao zero e cujas mantissas sao, res-
pectivamente, a maxima e a minima admissiveis.

1) Considere o seguinte conjunto de instrucoes:

DIMENSION X (20,20)

READ (5,1)M,N

DO 51= 1, M

DO 5J= 1,N
5X(1,LJ))=1+J+1ABS(I—1J)

WRITE  (6,10) ((X(I, J),1 = 1,M),J = 1, N)

STOP

END

a) E necesséario acrescentar-lhe pelo menos duas
instrucGes para que constitua um programa.
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Diga quais s&o, escrevendo cada uma delas de
forma completa.

b) Tendo em atencdo a sua resposta a alinea a)
faga umdesenho do cartdo (ou cartdes) de dados para
M- N- 3.

c¢) Para M= N —3indique os valores que durante
a execucdo do programa anterior védo ser atribuidos
aos elementos X (I, J).

() De acordo ainda com a sua resposta a alinea
a) indique o aspecto dos resultados na folha de papel
da impressora.

EBta parte temduas opgdes, A e B ;escolha uma sé
de entre elas.

Opcéo A:

Cada uma das instrucdes do trogo de programa
seguinte contém algum erro de sintaxe. Indique quais
sd0 esses erros e integre as instrucbes corrigidas
num programa de modo a constituir um todo ldgico,
eventualmente alterando a ordem de duas instrucoes.
A partir do programa completo faca o respectivo
diagrama de blocos e indique qual a natureza dos
calculos que se efectuariam com esse programa.

N. =20
DIMENSION X (N)
PRODUTO = 1
DO5I11.N
X =1

5 PRODUT - PRODUT. X (I)
WRITE (6,1), PRODUT

1 FORMAT (IH,F5.2)
STOPABC

Opcéo B:

Chama-se sucessdo de FIBONNACI a uma sequéncia
de nUmeros inteiros, tal que cada termo é obtido
adicionando os dois que o precedem, i.e., se for0Oo
primeiro termo e 1 0 2." termo vem

0112358...

Escreva um programa (completo) em FORTRAN
para gerar nimeros de uma sucessdo de FIBOXNACI,
imprimindo-os em 5 colunas.

Preveja a hipdtese de parar o computador antes de
se ultrapassar a capacidade maxima dos valores
numéricos inteiros que é possivel codificarnum com-
putador de palavras de 32bits.

Enunciados dos n."*5791 a 5792 do: J. M. Barbeito, Maria
Odete Cadete e J. Marques Henriques
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CALcuUuLO

L S. T.—CALCULO AUTOMATICO—Exame Final—Epoca
de Julho - 1* Chamada - 9 de Julho de 1971

5793 —a) Defina valor e vector préprio de uma
matriz de ordem n e enuncie algumas propriedades dos
valores e vectores proprios de matrizes reais e si-
métricas.

6) Exponha sucintamente as ideias basicas do
método de JACOBI para a determinacdo dos valores e
vectores proprios de matrizes reais e simétricas. Este
método é directo ou iterativo e neste Gltimo caso é
sempre convergente? Justifique.

Escreva um programa em FORTRAN que lhe per-
mita calcular os coeficientes do polinémio quociente
da divisdo de um polindmio em x de grau n porx—a
sendo a uma constante real qualquer.

Qual o tipo de subprograma que escreveu? Como
faria a sua chamada no programa principal?

Cada uma das instrugcdes do programa seguinte
contém um e s6um erro propositado de sintaxe:

N/2
DIMENSION I (N)
| (1) = 10000,0

| - 2345
JSOMA = 1 (1) + 1 (2) +
WRITE (6,1) JSOMA,
FORMAT (18)
GO TO STOP

STOP END

a) Corrija (do ponto de vista da sintaxe) o pro-
grama acima.

b) Indique qual o resultado da execucdo deste
programa, depois de corrigido.

v

Analise o segmento de programa seguinte e diga,
justificando, qual das instrucdes 1,2 ou 3 é executada
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a seguir a instrugdo IF (pressuponha que as instrucoes
1, 2 e 3 saoinstrugbes executaveis) :

- 2
Z = 2/1**2 - 1/4.
IF (2) 1,23

1. S. T.— CALCULO AUTOMATICO—Exame Final —Epoca
de Julho - 2." Chamada — 23 de Julho de 1971

5794—a) Escreva um subprograma em FORTRAN
para multiplicar duas matrizes quaisquer, a primeira
de M linhas e N colunas e a segunda de N linhase K
colunas. Considere no seu subprograma que as ma-
trizes sdo dadas por linhas e colunas.

b) O subprograma mencionado na alinea a) de
gue tipo é? Podera ser de outro tipo? Justifique.

c) Quais as limitagbes de generalidade impostas
pelo facto de se considerarem as matrizes por linhas
e colunas em vez de as tomar como um vector de,
respectivamente, M* N e N* K componentes?

Qual o método que utilizaria para resolver no
computador o sistema de equacdes

50 Xi 4- X, — X3 4- 4x» — x5 = 35
Xi + 20x2 —x, 1-X4 —X5 = 20
SXi — X, 4-40x3 —X, 4-xj= 41
Xj 4- 3X, —4x3 4- 28x,—6x5 = 22
—Xi4-X,4-X3—X4 —35x5= 35

O método que indicou é directo ou iterativo e neste
-Ultimo caso é sempre convergente?

Indique um possivel formato dos cartdes de entrada
gue utilizaria se o sistema acima tivesse de ser lido,
entrando cada uma das linhas (com o respectivo termo
independente) num sé cartdo.

(Y

Escreva um programa para resolver o sistema dado,
pelo método que enunciou em |1 e de acordo com o
que expds em II1.
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. S. T. —CALCULO AUTOMATICO — Exame Final — 2.*
Epoca — 16 de Outubro de 1971

5795 —a) Escreva um subprograma em FORTRAN
para, dependendo de um parametro que serd um valor
inteiro, adicionar ou subtrair duas matrizes quaisquer,
ambas de M linhas e N colunas. Considere no sub-
programa que as matrizes sdo dadas por linhas e
colunas.

b) O subprograma que escreveu na alinea a) de
que tipo é? Podera ser de outro tipo? Justifique.

c) Quais as limitacdes de generalidade impostas
pelo facto de se considerarem as matrizes por linhas
e colunas, em vez de as tomar como vectores de M*N
componentes ?

d) Indique quais as alteragdes que seriam neces-
sario introduzir no seu subprograma para considerar
as matrizes no caso da alinea c).

1
Uma estrutura vectorial possui, no maximo, 100

componentes. Cada uma das primeiras K componen-
tes, excepto a primeira e a K-ésima, devem ser subs-

BOLETIM
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tituidas por
4--(4_-V4+4)T-8

e posteriormente pretende calcular-se a norma do
vector das K componentes transformadas, de acordo
com a definigdo

Escreva um programa em FORTRAN para, a partir
dos valores originarios das componentes de A em
memoria, imprimir o valor de N numa impressora
de linhas.

a) Defina valores e vectores proprios de uma
matriz quadrada.

¢) Demonstre ou dé um contra exemplo para a
afirmagdo seguinte : «para matriz real os valores
préprios definem univocamente a matriz».

c) Demonstre qualquer facto que considere impor-
tante acerca dos valores ou vectores proprios de
matrizes reais e simétricas.

Enunciados dos D.°* 5795 a 5795 de J. Marques Henriques
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Os dois livros aqui em critica, embora versem t6-
picos bem distintos, o primeiro dedicado a Algebra
e o0 segundo a Teoria dos Numeros, tém contudo

muito mais em comum para além de se tratarem de
actas de dois Simpoésios organizados pelo Atlas
Computer Laboratory da Universidade de Oxford :
ambos tém uma linha de rumo comum e visam topi-
cos de investigagdo fortemente condicionados ouim-
pulsionados pelo uso de computadores. Por isso
mesmo faremos a sua critica conjuntamente e por se
tratar de dominios quase desconhecidos entre nés
alongar-nos-emos na exposi¢cdo mais do que é normal
numa simples critica bibliogréfica.

Ja ha longos anos que varios investigadores tém
procurado utilizar computadores com maior ou menor
sucesso no campo daB Matematicas Puras. Um dos
mais lidimos precursores desta utilizagdo foi, sem
davida, J. vou NEOMAHN, mas devem aqui ser também
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mencionados, em especial M. KAC,G. B. DANZIG,
H. KUHN, A. W. TDCKER, M. HALL, T. S. MOTZKIN,
R. BELMAN, D. H. LEHMER e tantos outros.

Uma resenha relativamente moderna de alguns re-
sultados obtidos até cerca de 1967 encontra-se no
livro editado por R. F. Churchhouse e J. C. HERZ,
Computers in Mathematical Research, North-Holland
Publishing Co., Amsterdam, 1968, prefaciado por
J. DIEUDONNE, obra esta infelizmente muito pouco di-
vulgada entre nos e da qual nem sequer se nos consta
gue tenha havido qualquer apreciacdo critica escrita
em portugués.

Na medida em que procuramos embora sem reparar
a falta chamar pelo menos a atencdo para ela, cum-
pre-nos mesmo sumariameute indicar alguns resul-
tados interessantissimos obtidos no A&mbito das cién-
cias mateméaticas com o auxilio dos computadores.

N&o nos referimos, evidentemente, a contribuigédo
essencial que os computadores tém fornecido no
campo dos varios ramos da Anélise Numérica, e
das suas multiplas aplicacdes no ambito das ciéncias
fisicas e da engenharia, e de outros dominios da
Mateméatica Aplicada, nomeadamente na Estatistica,
Investigagdo Operacional e Simulacdo. Aqui vamo-
-nos reportar exclusivamente a vérios resultados do
ambito da Matematica Pura (sem pretender, como é
6bvio, dividir a Mateméatica em duas ).

Ora muitas vezes as Matematicas Puras tém feito
uma figura de parentes pobres no ambito das apli-
cagbes dos computadores. Por seu lado os computa-
dores desempenham frequentemente o papel de intru-
sos para muitos matematicos puros. Consoante o seu
temperamento (e, vamos |4, também a sua formacéo)
estes dividem-se entre os incrédulos, os hostis e os
indiferentes. Por esta razdo nédo teria sido possivel
impedir que em varios centros matematicos de uni-
versidades ou de outros organismos ligados a pro-
jectos cientificos os computadores tenham desempe-
nhado papel importante na investiga¢gdo no dominio
das Matematicas Puras. Ao mesmo tempo estes resul-
tados tém levado a novas aplicagdes; por seu lado as
modernas teorias das linguagens e dos sistemas de
exploragédo, ligados ao funcionamento e operacionali-
dade dos computadores, tém levantado complexos e
profundos problemas de natureza matematica.

A actividade do matematico puro pode em geral
dividir-se entre a investigagdo de novos teoremas e
a sua demonstracdo. Enquanto uma proposicdo nao é
demonstrada continua a ser uma conjectura. Pelo lado
do matematico, quando este é levado a formular uma
nova conjectura, esta formulacdo é de tal modo dificil
de definir que mesmo para um enunciado nao pode
haver qualquer possibilidade de o matemético se
fazer substituir por urna maquina. Em compensagao
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o computador pode guiar a intuigdo do matematico,
pelo menos em alguns ramos tais como, por exemplo,
a Teoria dos Numeros e a Analise, trazendo-lhe ou
analisando por ele um volume enorme de dados numé-
ricos. Por vezes numa investigacdo paciente pode
encontrar-se um contra-exemplo, destruindo uma con-
jectura.

Assim, EULER conjecturou em 1769 que a equagao

xtfFy + 7 + <= U’

ndo deveria ter solugdo no conjunto dos ndmeros in-
teiros. Em 1966 um computador encontrou o quin-
tuplo x= 27, y=84, z= 110, i=133, u= 144,
gue constitui uma solucdo da equa¢do dada.

E claro que ndo ha verdadeiras vantagens que se
psssam esperar dum computador quando ele se en-
carrega de uma demonstracdo, e se bem que toda a
Matematica seja redutivel a um jogo de escritas for-
mais ndo existem métodos mecanicos gerais que per-
mitam a construcdo de uma demonstracdo de um
enunciado a partir desse mesmo enunciado. Mesmo
se esse método existisse numa parte restrita da teoria
a sua aplicacdo pratica seria limitada pela extensdo
dos célculos.

Mas ainda ai a experiéncia e a intuicdo do mate-
méatico permitirdo muitas vezes encontrar sem gran-
des dificuldadesas malhas essenciais da cadeia ldgica.
O computador ndo pode intervir sendo em pequenos
detalhes, como o faria qualquer escravo fiel. Foi
assim que, com a ajuda de uma técnica ja antiga,
mas impossivel de aplicar até ao aparecimento dos
computadores em vista do grande volume de opera-
coes a efectuar, se pdde fazer avancar os limites
conhecidos da validade da conjectura de FERMAT, se-
gundo a qual a equacao

X" 4yt = st

ndo possui solugdo no conjunto dos nimeros naturais
para n> 2. Esta propriedade foi demonstrada em
1964 para todos os valores de n inferioresa 25000.
E claro que aqui ndo se trata de uma simples verifi-
cagdo, uma vez que os valores das incégnitas ndoséo
limitados. Sobre a veracidade ou falsidade da conjec-
tura de FERMAT talvez que ainda a palavra final
venha a ser dada por um computador...

Um dominio de eleicdo da aplicagdo dos computa-
dores na Matematica Pura tem sido a Teoria dos
NUmeros. Assim, por exemplo, é bem conhecida a afir-
macdo enunciada por MIRSENNE em 1644 de que M, =
= 2—1 seria primo se e s6 se p fosse um dos pri-
mos 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 e composto
para os restantes 44 primos p<257 . Ainda hoje se
desconhecem as razdes que levaram MERSENNE a este



94

enunciado; contudo, o primeiro erro na sucessdo de
MERSENNE foi descoberto em 1886 por PERVUSIN e SEE-
EHOF. Outros erros foram descobertos posteriormente,
mas em 1876 LUCAS descobriu um teste de priruali-
dade (mais tarde aperfei¢coado por LEHMER, tendo ja
em vista os modernos computadores), que aplicou a
-~127 > verificando que se tratava, efectivamente, de
um nOmero primo. Este ter4 sido, muito provavel-
mente, o maior primo descoberto sem o auxilio de
méaquinas de calcular ou de computadores.

S6 em 1951 se vieram a descobrir nGmeros primos
maiores: Mm fi*i ainda descoberto com o auxilio de
méaquinas de calcular; todos os outros conhecidos até
este momento foram-no com o auxilio de computa-
dores.

Em 1964 GILLIES descobriu que ill,,,,, M, , e
Afjj.j, sdo também primos (os maiores conhecidos até
essa altura) e gracas aos esforgos de véarios investi-
gadores entre os quais é de salientar também FERRIER,
MILLER, WHEELER, LEHMER, ROBINSON, RIESEL, HURWITZ
e SELFRIDGE, 0s 23 primos de MERSENNE conhecidos até
entdo eram os correspondentes a p=2, 3,5, 7, 13, 17,
19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,
3217, 4253, 4423, 9689, 9941 e 11213. De acordo com
o teorema de EUCLIDES e de EULER, segundo o qual
ura namero par n é perfeitose e sé se «= (2"—1).
«2*' com p primo e tal que 2" —1 seja ele também
primo eram portanto conhecidos em 1964 23 nUmeros
perfeitos. Note-se que o maior primo conhecido no
tempo de EULER era 2°° — 1.

Em 4 de Marco de 1971 B.TUCKERMAN aplicou com
éxito o teste de LUCAS-LEHMER para descobrir que o
24" primo de MERSENNE é 710937 e que, associado a
ele, o nimero (2'8"7_i) .2'9936 é 0 24.» nUmero per-
feito conhecido. Cada um destes nimeros possui, res-
pectivamente 6002 e 12003 digitos e é impenséavel que
esses resultados tivessem podido ser obtidos por outra
via, atendendo a que em computadores com a potén-
cia de varios milhdes de instru¢cdes por segundo o
tempo de calculo oscila por uma hora!

Vird a ser, sem duvida, interessante verificar por
quanto tempo manterd 79937 o titulo do amaior
primo conhecido». Efectivamente, Af,,3 resistiu du-
rante 7 anos; a sua primalidade, que em 1964 demo-
rou varias horas de calculo a ser estabelecida, ¢é
verificada actualmente em escassos minutos usando
0s mesmos computadores e programas utilizados por
TUCKERMAN. Esta evolugdo veio permitir, por outro
lado, que fossem efectuados testes exaustivos para
todos os primos p < 20000. Estes calculos foram
confirmados durante o Verdao de 1971 por M. SPEOINER
e R. C. SCHROEPPEL, usando outros métodos introdu-

zidos no teste de LUCAS-LEIIMER por D. E . KNUTH.
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Quer isto dizer portanto que sé méaquinas extrema-
mente potentes, comparadas com 0s maiores super-
computadores existentes actualmente, poderdo vir a
ser usadas de futuro.

Esta busca estd longe de ter interesse estritamente
académico. Por um lado tem permitido aperfeicoa-
mentos sucessivos de algoritmos de célculo, por outro
exige refinamentos adequados das linguagens e dos
programas utilizados. E de mencionar ainda o inte-
resse destes métodos associados, por exemplo, a pro-
blemas tdo diversos como a geracdo de nimeros pseu-
do-aleatérios em computador.

N&do menos frutuosa tem sido a utilizacdo dos com-
putadores nos dominios da Teoria Combinatéria e da
Programagdo Matemaéatica, Linear e Ndao-Linear.

Assim, hé& varios estudos que relacionam as pro-
priedades dum grafo com o espectro da matriz adja-
cente do grafo. Estes estudos incluem entre outros:
limites superiores e inferiores do numero de cores e
funcdes relacionadas, caracterizacdo dos grafos em
que o primeiro ou o segundo ou o mais pequeno dos
valores proprios sdo limitados e caracterizacdo de
familias de grafo3 fortemente regulares.

Também véarios estudos tém relacionado a Teoria
dos Grafos com todos ou alguns dos vértices de polie-
dros, tendo-se chegado, muitas vezes por vias enume-
rativas a extensdes de trabalhos anteriores de TUTTB
e de EDMONDS.

Algumas questdes da Teoria Combinatéria tém
surgido na Teoria dos Grafos noutros contextos, por
exemplo argumentos grafotedricos que tém sido usa-
dos para provar que sdo necessarias pelo menos
2» - 1 operagdes binarias para calcular o produto
interno de dois vectores no espago n-dimensional,
quaisquer que sejam as funcdes auxiliares continuas
que sdao calculadas em primeiro lugar. Esta teoria
deu lugar a toda uma reformulacdo de certos algorit-
mos de célculo, em particular no que diz respeito ao
vulgar produto de matrizes, destacando-se nestes tra-
balhos em especial S. WOOGRAD.

Uma vez que em-computador o tempo necessario
para efectuar uma soma (ou subtracgdo) é, em geral,
mais reduzido do que o0 necessdrio para uma multi-
plicagdo, estas descobertas sdo de importancia excep-
cional em processos envolvendo muitos milhdes de
operacdes aritméticas. Assim, verificou-se que em
geral o menor nimero de multiplicacdes exigido para
o célculo do valor de um polinémio inteiro de grau
n é o que se obtém pela aplicacdo da regra de HORNER
e que é precisamente n; o mesmo sucede quando se
trata do produto interno de dois vectores de n com-
ponentes e ainda a regra do produto de uma matriz
m X n por um vector exige, no minimo nem multi-
plicacdes (S. WIiNOGRAD, On the number of multipli-
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cations required to compute certain functions, Proc.
of the Nat. Academy of Sciences 58 pgs.1840-2, No-
vember 196T). Porém, o vulgar produto de matrizes,
a queacima nosreferimos ndo é optimal, no sentido
de que ndominimiza o numero de multiplicagdes ;
assim, como é bem conhecido, o produto ordinario de
uma matriz Mm>Xp poroutra p>Xqg exige m+*p-eq
multiplicacdes. Se as duas matrizes forem quadradas,
de ordem n(icee Mm—p=qg=n), O nimerode
multiplicacées € pois de n°. Ora,os trabalhos de
WINOGBAD e outros, entre os quais devemos ainda
mencionar V. STRASSEN, permitiram estabelecer que
n°/2 4- «* multiplica¢cdes sao suficientes se as matrizes
forem quadradas. Para valores suficientemente grandes
de N asreducdes nostempos de célculo sdo substan-
ciais, mesmo atendendo a que sao necessarias mais
somas e subtracg6es do que para oalgoritmo vul-
garmente usado.

Aquele nimero €apenas um limite superior geral:
assim, para o produto de duas matrizes 2 x 2 basta
o calculo de 7 multiplicagdes, oque corresponde a
n’/2 +«*—n/2, expressdo valida para matrizes de
ordem n—m-2""" com mMm e k naturais, aperfei-
coamento este devido a A. WAKSMAN (On WINOGRAD'S
algorithm for inner products, IEEE Transactions on
Computers C-19 pgs. 360-1, April 1970).

Também com base na utilizacdo de computadores
foram iniciados estudos bastante gerais de problemas
da programacéo inteira, baseados numa andélise exaus-
tiva doambiente convexo dos pontos inteiros contidos
no cone determinado pelos hiperplanos que intersectam
o vértice deum poliedro. Esta analise tem-se baseado
num novo ponto de vista que relaciona aTeoriados
Poliedros com aTeoria dos Grupos Abelianos.

Uma vez que comecadmos a abordar este tipo de
problemas, parece-nos interessante recordar aqui O
seguinte problema, enunciado e resolvido porD. H.
LEHMKB: pretende-se calcular todos os menores (de
ordem 12) deuma matriz dada, de 12 linhas e 20 colu-
nas. NaAnélise Combinatéria classica, nosentido de

/ 20\

LEIBHIZ, existem exactamente ( 1= 125970 tais

menores, nimero susceptivel de ser convenientemente
trabalhado emcomputador. Contudo pretende-se ain-
da distribuir este trabalho por dois computadores,
um dos quais € cinco vezes mais rdapido do que o
outro, de tal modo que a ocupagdo em tempo seja
igual nas duas maquinas. Assumindo ainda que a
méquina mais lenta processa oOtrabalho comegando
pelo principio (menor constituido pelas 12 primeiras
colunas da matriz), com quemenor deverd a méaquina
mais rapida iniciar o processamento?

A resposta € que deverd ser o menor determinado
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pelas colunas 1,2, 3,6, 7,12,13, 14, 16, 17, 18,19.

Este problema pode ser generalizado: sen €& um

inteiro e m &outro inteiro qualquer (m > n) , entédo
—(?)e(»> === f)
onde O</,¢[<;i-,<eee<ck,  <k,6, eesta represen-

tacdo €Ulnica, podendo servir para determinar a ordem
das combina¢cdes de m objectos tomados mna n. Esta
representacdo € de interesse noutros ramos da Mate-
méatica, em particular na Teoria das Probabilidades,
onde foiredescoberta por L. DUBISS e L.J. SAVAGE.

Outros dois aspectos quetém sido fortemente im-
pulsionados pelos computadores sdo osda Programa-
¢do Permutacional eoProblema do CaixeiroViajante.

A Programagdo Permutacional pode enunciar-se
simplesmente como uma programacao inteiraem que
a solucédo deve consistir numa permutacdo dosnime-
ros 1,2,"-,71 (n=numero de incdgnitas). Este
problema tem sido estudado por JAESCHKE, sem con-
tudo se conhecerem ainda solucdes gerais satisfatd-
rias.

Quanto ao Problema do Caixeiro Viajante, embora
envolvendo grandes dificuldades computacionais, esté
hoje jarazoavelmente equacionado eresolvido, mesmo
em casos de variantes mais complexas: O caixeiro
viajante pretende passar por n pontos (designados
por 1,2, ,n e vulgarmente conhecidos por «ci-
dades» na terminologia do problema), eregressar a
base (ponto O), semnunca passar duas vezes pelo
mesmo ponto. O custo da deslocagdo doponto i para
o ponto j € c,, (obviamente c¢c-=c, e c,> 0se
i=j=j, sendo c,=0). O problem consiste em obter
uma permutagdo ciclica * dosnumeros 1,2,
tal que para cada ponto i seja possivel encontrar

n

um sucessor * (i), de talmodo que 2 i <) **J°
minimo.

Como o nimero das permutacdes de mn nimeros &
n!, comn—10, virdo neste caso 10 | = 3628800
hipéteses (repare-se que 10 é ainda umcaso simpli-
ficado, pois todas as formulagdes com interesse préa-
tico conduzem avalores de n da ordem de 25 ou
superiores). Deacordo com D. E.KNDTH (The Art of
Computer  Programming 1, Addison-Wesley Publish-
ing Co., Reading, Mass., 1968) este valor constitui,
para efeitos praticos, olimite aonumero aceitavel de
interac¢des queé actualmente possivel de efectuar em
computador, o que de modo algum vird a ser uma
limitacdo defuturo, dado que asvelocidades méximas
dos computadores tém duplicado emmédia de2 em 2
anos.
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Contudo, frizamos uma vez mais, tal limitacdo veio
.simplesmente implicar que os matematicos descobris-
sem novos métodos de ataque a estes problemas. Foi
alids o caso com o Problema do Caixeiro Viajante,
em que existem algoritmos bastante gerais devidos a
R. E. GOMOKT.

Cremos ser suficiente o que acima se disse para
avaliar do interesse dos livros que agora passamos a
criticar. Qualquer deles possui excelentes artigos, cujo
grau de acessibilidade ao Leitor varia do «razoavel-
mente simples» ao «extremamente complexo», como
alids seria de esperar em publicacdes deste tipo ; con-
tudo tanto numa como na outra destas obras encon-
tram-se imenso3 resultados de profundo interesse e
novas formula¢des de outros ja conhecidos.

No que toca a Algebra, o artigo de J. NEUBCSER
(Investigations of groups on computers) resume em
20 paginas todo o desenvolvimento de um interessan-
tissimo campo de aplicagdo dos computadores em
Matematica, envolvendo aspectos muito importantes
da dualidade entre as aplicagdes numéricas e as ndo-
-numéricas; s6 é efectivamente pena que nédo tenha
sido possivel uma actualizagcdo bibliografica neste
volume: no artigo que acabamos de mencionar estaria
bem uma referéncia a alguns outros resultados mais
recentes, tal como foram sumarizados por J. J. CANNON
(Computers in Group Theory; a survey, Comm. of the
ACM 12 pgs. 3-12). Na nossa opinido estes dois ar-
tigos deveriam ser de leitura obrigatéria para qual-
quer estudante de matemdatica das nossas universi-
dades. Outro artigo de J. NEUBUSER e V. FELSCB (On
a programme for the determination of the automor-
phism group of a finite group) trata também de gru-
pos finitos, e o mesmo sucede no trabalho extraordi-
nario de M.HALL (A search forsimple groups of order
less than one million), este contudo de leitura muito
menos acessivel, até porque o Autor tem o cuidado
de indicar as limitaces do seu trabalho e as possiveis
extensdes.

Julgamos que seria interessante continuar a linha
sugerida por MARSHALL HALL de construcdo de grupos
simples de ordens bastante grandes. Tépicos para
ulteriores trabalhos aparecem também frequentemente
indicados no artigo de C. C. SIMS (Computational
methods in the study of permutation groups).

No total este volume contém 35 artigos, para todos
os gostos e graus de dificuldade, quer do ponto de
vista algébrico, quer computacional. Talvez fosse de
esperar uma certa énfase, pela sua importancia pra-
tica DaTeoria das Equagdes, a que apenas sdo dedi-
cados dois artigos, um de VV.D. MAURES (The uses of
computers in Galois theory), alids bastante acessivel
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e interessante, e o outro de H . ZASSENHAUS (A real
root calculus).

O outro volume aqui em critica, Computers in
Number  Theory, engloba 4G artigos, também para
todos os paladares e graus de dificuldade,se bem que
todos com o mesmo sentido de originalidade de resul-
tados ou de métodos. Em geral todos eles sdo bastante
interessantes, sendo porém de notar a auséncia de
artigos sobre a busca de nimeros primos ou problemas
relacionados.

Qualquer escolha no ambito de uma critica deste
género terd forcosamente de reflectir as inclinacdes
pessoais do critico. Contudo notamos com agrado a
inclusdo de artigos como o de D. H. LEHMER (The
economics of number theoretic computations) em que
sdo incluidas discussdes de varios tépicos do tipo das
que menciondmos acima; o de H.M. STARK (An ex-
planation of some exotic continued fractions); outro
artigo de M. HALL (The Diophantine equation
3 —y2 = k), seguido de outro de F.B.COOHLAN e
N. M. STEPHENS, com o mesmo titulo mas com muito
poucas relagdes com aquele (?).

Muito interessantes sdo, a nosso ver, 0s artigos
que enunciam problemas de interesse geral e indicam
também varios campos a explorar. Agrupamos aqui,
além do de LEHMER, j& mencionado, os artigos de
P. ERDOS (Some problems in number theory), que sé
poderemos classificar de excelente, o de R. K. GUY
(Some unsolved problems) e finalmente outro artigo
de P. BARRUCAND (Languages), que também classifi-
cariamos como excelente se o encardssemos estrita-
mente do ponto de vista do mateméatico, mas que a
considerarmos também sob a dptica do informaético,
sinceramente ndo concordamos.

Efectivamente as criticas que BARRUCAND formula
relativamente a certas linguagens de programagéo
sdo validas, mas o Autor aparentemente esqueceu o
facto de haver muitas outras que poderdo ser usadas
com vantagem para a investigacdo de algoritmos e
portanto para a pesquisa no campo da Teoria dos
Numeros. Quanto aos problemas de certas imprecisdes
numéricas que dificultam o acesso ao computador
relativamente a certos problemas, isso parece-nos ser
uma barreira muito dificil ou mesmo impossivel de
ultrapassar..

Mas, em resumo: as aplicagdes dos computadores
as Matematicas Puras sdo uma feliz realidade e estes
dois livros constituem um magnifico reportério de
contribuigdes que nenhum matematico interessado
em Algebra, Teoria dos Nameros ou Ciéncia dos
Computadores poderd ignorar.

J. MARQUES HENRIQUES
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