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ANO ni-N.» 12

SOPHUS

por A. de Mira

Faz. em Dezembro, cem anos que nasceu Sophus
Lie (*). Os seus primeiros estudos sébre a Represen-
tacdo dos imaginarios da geometria plana foram
publicados em Cliristiania, em 1869 e, nesse mesmr
ano, no Jornal de Cr«lle, em Berlim. O tema néo
era inteiramente novo: dez anos antes, outro norue-
gués, C. A. Bjerknes, professor de Lie, ocupara-se
da representacdo geométrica das equacdes entre duas
ziariaveis reais ou complexas. De certo, Sophus Lie
conhecia éste trabalho; mas devem ter sido os es-
critos de Plucker os principais orientadores do seu
espirito. Aparte o uso do termo representagdo, néo
ha, na meméria de Bjerknes, nada que possa suge-
rir a analise de Lie; mas o seu espago, a quatro di-
mensodes, das rectas complexas do plano é bem pro-
ximo visinho do espaco pliickeriano, também a qua-
tro dimensdes, de tddas as rectas do espaco ordina-
rio.

Quatro anos antes, em 1865, terminara 0s Sseus es-
tudos universitarios, ainda hesitante (aos 23 anos)
entre a filologia e as matematicas, como adverte
Darboux, na sua conferéncia de 1904, no Congresso
de S. Luiz, sobre o desenvolvimento dos métodos
geomeétricos.

Sophus Lie néo foi, portanto, um precoce, como
Clairaut, Lagrange, Galois, Abel e tantos outros.
Mas com que firmeza de consciéncia a sua verda-
deira vocacdo lhe foi revelada pela leitura da obra
de Plucker ! E com que mestria éle soube construir
e dominar, persistente e confiante, um dos mais be-
los monumentos da ciéncia moderna! Des'de 1870
(di-lo, ainda, Darboux) Sophus Lie estava de posse
das ideias directrizes de téda a sua carreira cienti-
fica. O depoimento é insuspeito.

Tendo conseguido obter uma bolsa de estudo, Lie
esteve em Berlim nos Gltimos meses de 1869, e ai
conheceu Klein (um pouco mais novo) de quem foi
amigo intimo. Nos principios de 1870 estavam am-
bos em Paris, onde viveram juntos, onde publica-
ram trabalhos comuns e onde privaram com Dar-
boux e Jordan. A separagdo deu-se no principio do
outono, quando a guerra franco-prussiana obrigou
Klein a regressar a Alemanha, saindo Sophus Lie
para a Italia.

Foi um curso de Sylow, por éles seguido, que lhes
revelou a grande importancia da teoria das substitui-
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OUTUBRO-~

LIE

Fernandes

cbes ; estudavam-na, em comum, a data dessas suas
primeiras relagcbes com Darboux, no grande tratado
de Jordan. Nos seus espiritos nascera a conviccdo
de que o conceito de grupo ia ser chamado a desem-
penhar um papel fundamental em muitos ramos das
ciéncias matematicas. E todos nés sabemos como as
obras de um e de outro vieram demonstrar a jus-
teza dessa conviccdo. Numa Nota, publicada nos
Comptes Rendus, em outubro de 1870, e apresentada
por Chasles, estabelecia Sophus Lie uma interessante
transformacdo que faz corresponder a cada recta
uma esfera, e que lhe permitia, conhecidas as linhas
assintéticas duma superficie, determinar as linhas
de curvatura doutra superficie, e reciprocamente.
E assim determinava éle as assint6ticas da superfi-
cie de Kummer.

Dessa Nota diz Darboux :

Le nom de Lie demeurera attaché & ces relations
si cachées qui rattachent I'une a I'autre la ligne droi-
te et la sphere, ces deux éléments essentiels et fon-
damentaux de la recherche géométrique.

Era dezembro désse mesmo ano de 70 aparecia,
sébre 0o mesmo tema das assintoticas da superficie
de Kummer, uma Nota de Lie, em colaboragdo com
Klein, publicada nos Monatsberichte da Academia
de Berlim. Ja entdo Sophus Lie estava em Christiania
e Klein em Ddasseldorf. E no verdo seguinte (1871)
publicavam os Mathematische ~Annalen outrja Nota
comum sobre as curvas planas que o si mesmas se
sobrepem por um sistema fechado de transforma-
cOes lineares permutaveis. Estava Klein em Gottingen.
Da pendltima Nota mencionada dizia Klein, mais
tarde, que ela marcava o ponto culminante da sua
colaboragéo.

Da convivéncia de ambos, pessoal e epistolar, ha
larga documentacdo, devida, sobretudo, a Klein que
sobreviveu um quarto de século a Sophus Lie. Aqui
e além, uma sentida homenagem a meméria do Mes-
tre Plucker:

Es ist cigentlich merkwiirdig,
chen sich cine wirklich Kkiihne geometrische

wie xvcnig Mens-
Denk-

(D Marius Sophus Lie nasceu em 17 de Dezembro de 1X42.
E a data por éle mencionada no seu curriculum de 1867,
apresentado a Universidade de Christiania. Alguns autores
dizem, erradamente, 12 de Dezembro.



zveise angeeignct haben. [IlI'ir wcrden es wohl bei

1'Hicker gclernt  haben. (%)

As vozes.. um comentario sem desprimor:
Ich schatzc Kleins Talente hoeh... aberich glaubc, dass
er z. B. nicht genug .zwischen Induktion und Bewcis,
SSWischen der Einfithrung cines Bcgriffs und seiner
Verwertung unlerscheidct. (*)

Sera assim ?

Em 1872, Soplius Lie era professor cia universi-
dade de Christiania. A concepcédo de Plucker relativa
a geragdo do espago por elementos n&do pontuais
(rectas, curvas ou superficies quaisquer), de tao
grande alcance nas teorias algébricas, foi utilizada
por Soplius Lie, em geometria infinitesimal, defi-
nindo os conceitos de congruéncia e complexo de
curvas e em seguida, o de transformacdo de con-
tacto.

Com éste instrumento, aperfeicoou os métodos de
integracdo de Jacobi, relativos as equacbes as deri-
vadas parciais de primeira ordem e, sobretudo, es-
clareceu a teoria das equagdes de ordem superior.
Durante o inverno de 1873-1874, pode dizer-se que
estruturou, nas suas grandes linha», a teoria dos
grupos continuos finitos de transformacdes. E esta
teoria (bem como a dos grupos infinitos) ndo mais
deixou de ser a preocupagdo principal do seu enge-
nho de analista. O conceito de transformacéo infini-
tesimal, os trés teoremas fundamentais puseram em
evidéncia tdéda a importancia do conceito de grupo em
Geometria.

HENRI

por J. Vicente

O assunto, sem a frescura aliciante das novida-
des nem o prestigio forte da elevagdo, parecia
rejuvenescer e altear-se na exposi¢do originalis-
sima do Mestre. Um halo de luz fecundante dava
novos contornos as coisas e acendia nos espiritos
a ambicgdo de as devassar. Quantos ali couberam,
na pequena sala de Geometria, viviam uma hora
de encanto naquele ambiente de primado espi-
ritual.

N&do fora de-certo o assunto que ali os trouxera
pressurosos. ~Superficies planificaveis? Todos as
tinham por tema mediocre, para mais ja resse-
quido por longa clausuraem rigidos moldes clas-
sicos. —Superficies regradas de curvatura nula,
em geral geradas pela tangente a uma curva torsa,
a aresta de reversdo; e sabiam bem como as apli-
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Outros dominios, mais ou menos relacionados com
estes, Ihe devem grandes progressos : superficies mi-
nimas, geodésicas, fundamentos da Geometria, etc.

Em 1886 foi nomeado professor em Leipzig; e la
se conservou até 1898. Tendo sido criada para éle
uma cadeira privativana universidade de Christiania,
regressou entdo, a Noruega. Morreu alguns meses
depois, em 18 de Fevereiro de 1899, com 57 anos in-
completos.

A obra de Sophus Lie ndo teve, de principio, no
mundo matematico (e disso éle se queixava amarga-
mente) o realce a que tinha jus. O tempo se encarre-
garia (e com que usural) de lhe fazer justica.

N&o quero terminar esta breve comemoracdo da
sua grande personalidade cientifica sem um reparo
que se me afigura ser da mais flagrante actualidade.
E éste:

Coeva da concepcdo kleineana das geometrias hol6-
nomas, a idéia de Lie de utilizar um elemento gem-
dor que ja ndo é o ponto, por éle largamente aprovei-
tada em téda a sua obra, volta a ser, neste meado
do século xx, embora ao servigo doutra aparelhagem
analitica, o recurso de maior valia da moderna geo-
metria diferencial, quando pretende relacionar os
conceitos de Riemann e Klein, exhaustos, sob fornia
pontual, na sua capacidade de entendimento. E, ainda
aqui, em estreita colaboracdo com o mundo algé-
brico.

di Dumacarta de Klein para Lie, de Abril de 1878. (Pliicker
morreu em 1868).

(» Do prologo do terceiro volume da Teoria dos
de transformagdes (Lie).

grupos

LEBESGUE

Gongalves

car no plano, deformando com continuidade a
aresta, sem rasgar ou enrugar o leque em que as
suas tangentes se abrem. Nenhum recanto som-
brio, com a promessa, embora va, de um mistério.
iQue havia a esperar dali?

E, realmente,'no campo dos factos, nenhuma
revelacdo sensacional viera surpreender os ouvin-
tes; mas a finura da analise, a justesa do comen-
tario, a luminosidade da sintese renovavam e
enalteciam a matéria, tornando-a digna de inte-
resse. Depois, aqui e além, sempre havia novidade:
certa particularidade na configuracdo de uma zona
plana a descoberto, tal vicissitude no curso da
geratriz rectilinea, etc.; e o ponteiro, fazendo de
geratriz, evoluia lentamente no ar, simulando per-
manente contacto com uma aresta invisivel. Todos
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seguiam atentos aquele esquema de recurso, pro-
curando reconstituir a folha de superficie que a
vara ia deixando para tras.

Depois vieram os exemplos. Uma longa tira de
papel, sulcada de linhas finissimas que iam obli-
quamente perder-se no trago negro que orlava
um dos lados maiores, deu logo, numa torséo feliz,
um elicoide aceitavel; um lenco, por encanto,
féz-se bela folha ondulada, que lentamente se foi
planificando, até se espraiar, em perfeita aplica-
¢do, no plano da pequena mesa. De repente,aquele
lenco, amarfanhado, comprimido, coisa informe,
desaparece numa méo que se fecha,—e parte esta
estocada :

Et maintenant,
trices rectilignesf

est-ce que ¢a a encore des généra-

A asa da fantasia que perpassa na anecdota de
certo corre, em vdo rasante, pelos beirais da ver-
dade. Eraassim, de facto, Lebesgue.

Com os olhos afeitos a luz crua das realidades,
nunca o tentaram ou iludiram as visdes simplistas
das coisas. Todos os seus estudos s&@o trabalhos
profundos, castigadissimos, onde nada fica esque-
cido com mira em triunfos faceis. Para o seu alto
espirito, esquecer, para simplificar, é renlncia;
por hipdtese arbitraria, profanacéo.

O lenco de Lebesgue, sacudindo da teoria dos
planificaveis o pé enganador da continuidade das
derivadas, é o simbolo de uma atitude cientifica,
bandeira de bom combate.

Aos 25 anos (sendo antes), empreende Lebesgue
o estudo do problema fundamental da anéalise clas-
sica — medida de arcos e areas, — enfrentando-o
em téda a dureza da sua maxima generalidade.
Isso o0 leva ao conceito de integral L, cuja teo-
ria desenvolve com seguranca verdadeiramente
excepcional em matéria de tanto melindre. O novo
integral, modestamente apresentado como uma
extensdo natural do de Riemman, é na realidade
um conceito inteiramente original, filho de inspi-
rada atitude em face do problema da medida.

FERNAND

Genialmente simples na sua arquitectura e sem
entraves a impedir-lhe aaplicacdo no dominio das
fungdes limitadas, o integral L possui como ne-
nhum outro uma fina sensibilidade as passagens
ao limite, e isso definitivamente o consagrou.

Desde Newton e Leibnitz que a Analise matema-
tica se ndo enriquecia com instrumento de tanto
préstimo e alcance. Com éle se derimiram com
brilho questdes pendentes havia mais de duzentos
anos (arcos, areas, primitiva das derivadas limi-
tadas) e se reacendeu o debate em torno de outras
tidas por exaustas (aproximacdes, séries de Fou-
rier, etc.) Nas doutrinas modernas, nenhum lhe
disputa o primado.

Fora do célculo integral, monumentos perdura-
veis atestam também a extraordinaria capacidade
de Lebesgue. E enorme a sua contribuicdo para
a teoria dos conjuntos, para a métrica e descritiva
das funcgdes™' (lembro sempre com particular
admiracdo a transcendental Memdria sébre as fun-
¢bes representaveis analiticamente) e ha notaveis
escritos seus em geometria algébrica, geometria
diferencial, topologia, fisica matematica, etc. E
quem n&o conhece 0s novos métodos de analise
(aproximacao, cadeias, crivos) que inventou de
ponta a ponta ou a que deu renovada eficiéncia?

Morreu Henri Lebesgue, aos 66 anos de idade,
no verdo do ano passado. Os fumos da guerra
ocultaram- me entdo a noticia; e, com o correr do
tempo, nunca me resignei a vé-lo prostrado no
leito de morte.

E tinha razdo. Homens tais ndo os derruba a
morte. La na eternidade, na constancia e fervor
do nosso culto, onde mais pura lhes refulge a
gléria, estdo servindo sempre, com o exemplo
memoravel, a patria em que nasceram e a ciéncia
a que se devotaram.

«Veiam-se as Legons sur l'intégration et la recherche
des fonctions primitives e as Legons sur les séries  trlgo-
nométriques,  Gauthier Villars, Paris.

HOLWECK

por A. Marques da Silva

Foi para todos os fisicos e homens de ciéncia
em geral uma noticia profundamente triste a da
morte tragica de Fernand Holweck, em Paris, em
21 de Dezembro de 1941.

Fernand Holweck era um dos mais brilhantes
investigadores do Laboratério Curie do Instituto

do Radio, e éste facto chega para dar indicagédo
do seu excepcional valor.

Com um espirito extraordinariamente apto para
todas as questdes cientificas, dividiu a sua aten-
¢do sucessivamente por numerosos capitulos da
Fisica, em todos deixando bem vincada a sua pas-



sagem por trabalhos de excepcional merecimento.
E ndos6 no campo da Ciéncia pura éle foi nota-
vel; no dominio da técnica numerosos sdo os ins-
trumentos que inventou ou aperfeicoou.

A sua obra é demasiado vasta para que possa
ser apreciada, mesmo resumidamente, num artigo
da natureza déste. Limitar-nos-emos por isso a
uma simples indicacdo de alguns dos seus traba-
lhos de maior vulto.

No dominio dos raios X ocupou-se particular-
mente do estudo dos raios X moles, tendo conse-
guido fazer a ligacdo e mesmo a sobreposicgédo
parcial do espectro ultra-violeta e do espectro X.
Foi éle que obteve os raios X de maior compri-
mento de onda até hoje produzidos.,

Estudou a acgdo biolégica das radiagcdes nos
organismos unicelulares, tendo conseguido por
em evidéncia a existéncia, nas células, de zonas
sensiveis, de superficie muito inferior a superficie
total da célula. Uma radiacdo sé actua sébre a
célula quando atinge uma destas zonas sensiveis.

No dominio da técnica deve-se-lhe a invencao
da bomba molecular Holweck que permite obter
0 vacuo mais perfeito que se consegue actual-
mente.

Deve-se-lhe também o invento do péndulo gra-
vimétrico Holweck, destinado a medir a intensi-
dade da gravidade e que constituiu uma notabi-
lissima descoberta, por reduzir extraordinaria-
mente o tempo necessario para tais medicdes, e
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com o qual se consegue uma grande precisdo.
Esta descoberta valeu-lhe o prémio Alberto I de
Moédnaco, a mais elevada distincdo internacional
para os trabalhos de gravimetria.

N&do podemos alongar-nos mais s6bre os nume-
rosos trabalhos que tornaram o nome de Fernand
Holweck universalmente conhecido e estimado.

Este sdbio morreu na forca da vida, quando a
Ciéncia e o Progresso humano a que votara téda
a sua actividade muito tinham ainda a esperar do
seu excepcional talento.

Acrescentaremos apenas mais uma breve indi-
cacdo biografica. Holweck, que dedicara sempre
tdda c sua actividade ao servico da humanidade,
poz galhardamente a sua vida ao servico da Pa-
tria quando esta estava em perigo. Na guerra de
1914-18, Holweck serviu herdoicamente no exeér-
cito francés, tendo merecido pelos seus feitos a
roseta de oficial da Legido de Honra.

Com o seu desaparecimento perdeu a Humani-
dade nado s6 um grande sabio mas também um
homem de caracter firme e de coragdo largo.
Holweck é daqueles de quem se pode dizer que
deixou por sua morte uma vaga dificil de preen-
cher.

A «Gazeta de Matematica», dando noticia da
perda de Fernand Holweck, inclina-se respeito-
samente perante a memoria do grande cientista
que viveu como um justo e morreu como um
martir.

OS TEOREMAS DE

BA/RE, CANTOR,

por J. Albuquerque

Quando se estuda a continuidade das funcdes
reais de variavel real, encontram-se alguns resul-
tados muito importantes e que se estabelecem
facilmente ; entre éles ocupam um lugar de relevo
os teoremas de Cantor, Weierstrass e Cauchy.

Estes trés teoremas demonstram-se de uma
maneira tao facil que nos surpreende, e 0s seus
enunciados tornam-se-nos evidentes em pouco
tempo.

Kené Baire, matematico francés, um dos geniais
fundadores da moderna teoria das fung¢des de
variavel real, deixou-nos um teorema que num
caso muito particular se reduz ao classico teorema
de Cantor.

Olharemos primeiro o resultado de Baire e em
seguida os de Weierstrass e Cauchy. Mas antes

WEIERSTRASS E CAUCHY

IC.E.M. L)

deles vejamos algumas nogdes fundamentais, indis-
pensaveis.

No que se vai seguir suporemos sempre que
_y=f(x) é uma funcéo real definida no conjunto E
da variavel real x.

Seja .r um ponto de E e representemos por
V(x ,E, i) oconjunto dos pontosde E que caiem
num intervalo aberto de centro em v e de com-
primento 2.

Os valores de / no conjunto V formam um
conjunto limitado por dois nUmeros reais que
representaremos por L (x, s)> 1 (x, i).

Os ntmeros L (x,i ), I(x, |)eo> (x, =L (v, —
—I(x ,s) chamam-se respectivamente limite supe-
rior, limite inferior e oscilagio da func¢do f no
conjunto V(x,E").
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Fazendo tender s para zero, L (x, 9 néo cresce,
/(.v, t) ndo diminui, e estes dois niumeros tendem
para limites L (.r) e / (X) que se designam como
limites superior e inferiorde / no ponto *.

Tem-se também, visto ser para todoo t,  L{x,i)>

«(nN=lmmM(, t)=L (x) —I(x) >0,

e esta diferengca chama-se oscilagcao de / no
ponto .r.

Os trés nimeros L(x), I(x) e t-(.r) sdo funcdes
reais de variavel real definidas no conjunto E.

Vejamos em seguida o que se entende por con-
tinuidade da funcdo / num ponto do conjunto E ¢

A funcédo y*=f(x) definida no conjunto E seré
continua num ponto x de E se, e sé se, escolhido
um numero real S>0, for sempre possivel deter-
minar um ndmero real s]>0 tal que para todo o
ponto .r'do conjunto V(xE,) se tenha |/(N')—
f X) 1< S. A funcgdo / serd continua no conjunto
E se o for em todos os pontos de E.

Analisemos mais de perto esta definicdo, que
nos foi dada por Cauchy. Esta defini¢do mostra-
-nos que para a fung¢do ser continua no ponto X,
os valores da funcdo em pontos de E visinhos
de x nao sdo arbitrarios, mas sujeitos a condigdo
de serem visinhos de f(x). Em particular isso
sucede sempre nos pontos isolados de E, e se ndo
sucede algures isso é certamente num ponto de
acumulacao de E, pertencente a E.

A continuidade de / em E, pode, conforme
resulta desta anélise, ser definida somente nos
pontos de acumulagdo de E que pertencem a E,
e para isso vai naturalmente fazer-se uso de suces-
s0es convergentes no dominio e contra-dominio
da funcéo.

E o que faz Heine."" Para éste matemético a
funcéo /(*e) é continua no ponto x de acumula-
¢do do conjunto E :

1.°:se * pertence a E,

2.° : se para tdda e qualquersucessao, X, X-,, ***
*""i" i «"de pontos de E, convergindo para X >
os valores da fungdo, f(x,),f (X) ,***,/(.1r,,),***
constituem uma sucessdo convergindo para f{x) «

A funcdo / serd continua em £ se o fér em
todos os pontos de acumulacdo de E, pertencen-
tes a E.

E facil demonstrar a equivaléncia destas duas
difinicdes uma vez que se aceite o axioma de
Zermelo.” A equivaléncia serd por noés franca-
mente aceite, passando aqui em claro a demons-
tracdo que é de tdda a gente conhecida.

Seja x um ponto de continuidade da funcao f
e consideremos o conjunto dos valores da tuncéo

nos pontos ' de E, visinhos de x, isto é, nos
pontos de V(x , E, s); ésse conjunto de valores é
limitado, como o provaacondicao: \f(x)—f(x) j<S
para, |x'—x |< s, que é condicdo suficiente para
o conjunto dos valores f(x') ter por limite f (x).

Entdo se todos os pontos de acumulacao de E
pertencem a E, ou por outras palavras,se E é
fechado, e se f (x) é continua em E, ou em todos
os pontos de acumulagdo, conclui-se que f(x) é
limitada em todos os pontos de E.

Duma maneira mais simples: tdda afungdo con-
tinua num conjunto fechado & limitada nésse con-
junto.

Também num ponto x de continuidade se tem
imediatamente: L(x) = f{x) =1(x). Portanto: w(.-r)=
=£. (X)-1(x)=0.

Se férsomente : L (.v) =/(x) =j=1(x), ousdomente:
L (x~)=t=f(x) =1(x), diz-se entdo que/ (.r)é semi-
continua superiormente ou inferiormente (por sua
ordem) no ponto Xx.

Depois destas nogdes rapidamente relembradas,
vamos demonstrar o teorema de Baire. Pode éle
ser enunciado como segue:“"

TEOREMA DE BAIRE.
de variavel real definida

Se f(x) é uma fungdo real
num conjunto E fechado
e limitado, e se em cada ponto x de E se tem :
0 (x) < k, entdo existe um numero positivo < tal
que, para todo opar depontos (x',x") de E, para
0s quais, \X'—X" |<Es*« serd : jf(x)—F(X")j< k.

Para demonstrarmos éste teorema notemos que,
se X é um ponto de E existe um h> 0, mas
suficientemente pequeno, tal que para dois pon-
tos (x', x') do intervalo aberto (A—h ,x+h) se
tenha: \f(x)— f(x") \< k. O conjunto E sera
coberto por éstes intervalos abertos e, por maio-
ria de razdo pelos respectivos segmentos ; por
outras palavras, qualquer que seja o ponto .r de
E existe um segmento a que X é interior.

Pois bem : existe um nudmero finito daqueles
segmentos igualmente com a propriedade de cobrir
E, ou de cada ponto ,r de E ser interior a um
déles, (Heine-Borel).

Com efeito” se ndo houvesse um numero finito
de segmentos cobrindo E, também né&ohaveria
um numero finito désses segmentos cobrindo um

«>Heine —Journal de Crelle, vol. LXX1V (1872) p. 182,
Hobson —vol. p. 282.

"*>Slerpinski  — Comptes ~ Rendus,  Paris, vol. CLXIII
(1916), p. 688.

M Baire, Sur les fonctions des variables réelles, Armait

di Mat. (3 A), vol. Ill, p. 15.

“> Reproduzimos um raciocinio do prof. Esparteiro da
Universidade de Coimbra. Ver: Vicente Gongalves, Licdes
de Calculo e Geometria, p. 101.



conjunto fechado Ey contido em E e de diametro
igual a 1/2 do diametro de E, ou cobrindo um
conjunto fechado E, contido em Ey e de diame-
tro igual a 1/1 do diametro de E, e assim su-
cessiva e indefinidamente.

Mas entdo os conjuntos E, Ey, E, -- teriam
um ponto ¢ em comum (Cantor'™'), para o qual
nao haveria um numero finito de segmentos aos
quais éle fosse interior.

Mas c pertence a E e portanto é interior pelo
menos a um segmento. A contradi¢do assegura a
existéncia de um numero finito de segmentos
cobrindo E.

As extremidades déstes segmentos em numero
finito situadas em E constituem um conjunto finito
de pontos. Se for i. a menor distancia entre dois
quaisquer déstes pontos, para (x', x'") pertencen-
tesa E ecom |X'—X" |< », écerto .r'e x cai-
rem num mesmo segmento que cobre E e por-
tanto serd : ] f(x")—f(x"") j< k. c.qg.d.

Se quizermos deduzir do teorema de Baire o
teorema de Heine-Cantor,bastard supormos que
f (x) é continua em todos os pontos do conjunto
fechado e limitado E.

Entdo neste caso muito particular, é, conforme
jad se viu: <>#=0< s. Obtem-se imediatamente o
seguinte enunciado :

TEOREMA DEHEINE . Se f(x) e continua num  con-

junto fechado e limitado E, entdo a cada s> 0
corresponde um % >0, tal que se tem; |f(xi)—
—f (x,) I< =, para lodo o par de pontos com :
IXi-Xj|< a.

Este teorema foi apresentado e demonstrado
pela primeira vez por Heine, o que nos leva a
por-lhe o nome déste mateméatico. "™ Uma pro-
posicdo muito semelhante a esta no seu contetdo
¢ o classico teorema de Cantor ou teorema da

continuidade uniforme.

TEOREMA DE CANTOR . Se uma fungdo a  continua
num intervalo finito e fechado, entdo o intervalo
pode ser dividido num ndmero finito de sub-inter-
valos em cada um dos quais oincremento da funcdo
€ menor que um ndmero positivo  previamente dado-

Seja E um conjunto fechado (de nimeros reais)
e f (X) uma fungdo real continua em E. Repre-
sentemos abreviadamente por / ( E)o conjunto
de valores de / nos pontos de E. Suponhamos
E limitado. Seja p um ponto de acumulag¢do de
f(E); haverd infinitos pontos *' tais que  \f(x')—
—p \ < S e qualquer ponto de acumulacdo, x, do
conjunto dos .r'sera tal“' que, devido a continui-
dade de /, se tem :f(x)*=p. Sendo E um conjunto
fechado, x pertence-lhe, e portanto p pertenceréd
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a f(E). Conclui-se assim que : se E ¢ limitado e
fechado, e fcontinua em E ,hentdo f(E) ser& fechado,
Déste resultado vem imediatamente o conhecido:
TEOREMA DEWEIERSTRASS . Os limites le L
funcdo continua num conjunto limitado e
sdo valores da funcéo.

Com efeito | e L pertencem ao derivado do
conjunto dos valores da funcdo. A / e L, quando
atingidos, d&-se os nomes de minimo e maximo
de/. Vejamos finalmente uma ultima definicao:

Chamaremos continuo de Jordan a todo o con-
junto fechado tal que dados dois quaisquer dos
seus pontos é sempre possivel uni-los por uma
linha poligonal ou cadeia, com extremos nos dois
pontos, com os vértices no conjunto e cujos lados
ou elos sejam inferiores em comprimento a qual-
quer namero positivo dado.

Um continuo de Jordan na recta, € pois um
segmento.

Suponhamos agora que E era um continuo no
sentido de Jordan e que / é continua em E-
Sejam p e g dois pontosde / (E) e X' e ,r" dois

duma
fechado

dos pontos de E tais que: /(.v')=/ e f(x")=q.
Em virtude da continuidade de /, existe para
cada ;>0, uma cadeia: X', Xy, Xz,-, Xy, X

de pontos de E e de elos de comprimento menor
que E ,e portanto uma cadeia: p ,f(xy),(X2),

"' 1/(~1)1? de pontos de f (E) e de elos de com-
primento menor que S. Conclui-se assim que:
se E for um continuo de Jordan e f continua em
E ,entdo f(E) serd& um continuo de Jordan.

Por outras palavras bem mais sugestivas : o
transformado de um segmento por uma funcéo
continua é um segmento.

Concluimos também que :

Os valores de uma fungdo real de varidvel real
num segmento, preenchem o intervalo entre o
minimo e o méaximo.

Finalmente concluimos ainda, sem grande es-
for¢o, o conhecido teorema seguinte :

TEOREMA DE CAUCHY . Uma funcdo real e
sébre um continuo  de Jordan,
sem passar por  zero.

continua
ndo muda de sinal

A quasi todos os enunciados que apresentamos
mantivemos uma forma que Ihes conserva sentido
mesmo no caso de sairmos do campo das funcdes
de uma s6 variavel real. Fica para passatempo do
leitor o antever essa generalisacdo imediata.

"l Féz-se uso de um teorema quasi evidente de Cantor
conhecido com o nome de Durchschnittssatz.

<*>Heine, Journal de Crelle, vol. LXXI (1870) p. 561, e
vol. LXXIV (1872) p. 18 ; ver também : Hobson, vol., I. p. 290.

“> Esse ponto de acumulagdo existe Visto que E ¢é
limitado (Bolzano-Weierstrass).
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PEDAGOGIA

COMO

ESTUDAR

MATEMATICA

por W. C. Arnold
( Publicado em <The American Mathematical Monthly*, vol. 47, 1340)

Este artigo foi escrito para auxiliar o caloiro de
matematica e tem por fim instrui-lo na técnica do
seu estudo. Estudar vai ser a sua profissdo durante
alguns anos e é preciso adquirir o suficiente brio
profissional para que o trabalho seja o mais pro-
veitoso possivel.

O assunto serd apresentado subordinando-se

aos seguintes toépicos: Instrugbes gerais; O Es-
tudo do texto; Resolugdo dos problemas ; Fixagédo
do estudo feito; O Auxilio do  professor.

A) Instrucdes gerais

1) Nao se dedique a actividades extra-escolares
antes de cumprir devidamente o trabalho escolar;
depois déste feito pode pensar noutras coisas.

2) Comece a trabalhar desde os primeiros dias
do ano escolar. Em matematica, uma boa arran-

cada € muito importante. D4-lhe o impeto para
poder prosseguir.

3) Tome parte nas discuc¢des do curso. O estudo
€ um processo activo e nao passivo. N&do basta ler
os livros e ouvir o mestre, isto € o mesmo que
ouvir palavras novas sem as empregar, pois ndo
as dominara enquanto delas nao fizer uso varias
vezes, quer na conversa quer na escrita.

4) Estude a licdo logo a seguir & exposicdo. E
mais facil a aprendizagem da matéria recente-
mente exposta. Recapitule a ligdo antes de ir para
a aula, recitando-a para si.

5) Evite quaisquer maus habitos que porven-
tura tenha adquirido no estudo da matematica no
liceu. Tome muita atencdo asobservacdes do pro-
fessor acérca désses maus habitos.

6) Verifique, logo que possa, se estd senhor das
bases necessarias para poder seguir o curso. Se
nao estiver consulte o professor s6bre as suas
falhas.

7) Um ponto fundamental no estudo da matema-
tica é o coméco no estudo. Tem muito que se lhe
diga e muitos estudantes n&do conseguem triunfar
por causa disso. Pensam que estudam pelo facto
de terem um livro aberto a sua frente. Mas ndo
basta abrir o livro, é necessario criar um estado

de espirito propicio ao estudo; para isso comeca

por escolher uma hora pouco depois da prelecgéo.
E preciso que ja tenha descansado o suficiente
para que o espirito esteja pronto a abordar o
estudo. E claro que em virtude do horario nem
sempre se encontrara asituacao ideal, mas é sem-
pre possivel descobrir uma hora apropriada. Ndo
espere que essa hora seja aquela em que esteja
de boa disposicdo, comece a estudar e é possivel
que a adquira. Feche o aparelho de radio e avise
0 seu companheiro de quarto que tem um traba-
lho muito importante a fazer; puxe uma cadeira
e sente-se direito a secretadria com papel e lapis:
abra o livro e ataque a licdo com uma atitude
semelhante a que teria numa competicao despor-
tiva. Concentre-se na licdo. Venca todas as dis-
traccdes e nao se sirva delas como pretexto para
nao estudar. O somatdrio de todos estes esforgos
provocara em si o tal estado de espirito a que
poderemos chamar «atitude agressiva» com o fim
de estudar matematica.

8) O seu trabalho sera mais proficuo se tiver
sempre presente que o caloiro de matematica
deve:

a) Aprender e estudar matematica eficiente-
mente;

b) Aprender a ajuizar, a fazer uso do raciocinio
e a empregar uma linguagem cuidadosa e precisa;

ci Adquirir atécnica de calculo de formaa poder
aplicar o que estudou aos diversos campos onie
a matematica elementar tem aplicacdo e que sédo
entre outros: as matematicas superiores, a astro-
nomia, a fisica, a quimica, a meteorologia, a nave-
gacao, a engenharia e a estatistica na sua aplica-
¢ao aos estudos da psicologia, educacdo, sociologia,
biologia e economia.

Se 0 Mundo né&o necessita de um nimero muito
grande de professores de matematica precisa no
entanto de muitissimas pessoas que possam fazer
uso da matematica inteligentemente.

d) Aprenderacompreender e aapreciar a frase:
«A matematica é a ciéncia das conclusfes neces-
sarias».

e) Aprender a apreciar a beleza de certos pro-
blemas de matematica ainda quando nao tenham
aplicacdo para fins lucrativos.



B) O estudo do texto

1) Leia os livros e aprenda a servir-se déles.
Sirva-se das taboas e outro material matematico.

2) Apresenta-se seguidamente um método para
estudar o livro de texto que pdi imediatamente o
estudante em acc¢do fornecendo-lhe processos para
o manejo do livro de preferéncia a Ié-lo passiva-
mente. Para isso:

a} Tome a «atitude agressiva».

bl Faca uma primeira leitura com o fim de des-
cobrir a ideia principal do autor. Ndo se importe
com o0s pormenores, deixe-0s para mais tarde.
Leia de vagar. Se encontrar termos que n&o
conheca procure a sua definigdo.

c) Leia o assunto novamente, com cuidado, estu-
dando agora os pormenores. Copie todas as de-
monstra¢des, linha por linha, estudando os casos
particulares. Verifique a razdo por que cada fase
¢ uma consequéncia légica do que precede. Se
encontrar algum passo obscuro nao perca muito
tempo com éle; tome nota e pregunte ao mestre.
N&o deve, no entanto, abusar da sua boa vontade
procurando constantemente o seu auxilio. Quando
se resolve umadificuldade aumenta-se a confianca
em si proéprio.

d) Depois da segunda leitura escreva um resu-
mo do assunto; éste deve ser curto e sintético e
feito de tal modo que permitarepetiralicdo. Tera
ainda outra aplicacdo que adiante sera descrita.

e) Aprenda a exp0Or. Para isso feche o livro e
procure reproduzir a ligdo servindo-se apenas do
resumo que acabou de fazer. Recite as partes que
podem ser ditas oralmente. Escreva as mais im-
portantes. Esta é a parte essencial do método.
Assim se revela se o aluno domina a licdo. Nao é
preciso empregar a linguagem do livro, € mesmo
conveniente que fagca a exposicao por palavras
suas; no entanto deve observar-se que se o livro
de texto forbom, sera dificil apresentar melhores
defini¢des dos termos da matematica.

f) Procure as aplicacfes da teoria que acabou
de estudar. As vezes a sua aplicacdo s6 podera
fazer-se mais tarde, outras vezes as aplicagdes sédo
a resolugdo de problemas. O conhecimento das
aplicacOes da teoria tornam o trabalho mais eficaz.
Quasi sempre é o mestre que da os exemplos, mas
melhor sera se os descobrir por si s6. Deve de
vez em quando procurar construir uma teoria,
porque é interessante o sentirmo-nos mais fortes
e para isso sempre tera tempo, pois os trabalhos
diarios que nos ddo o pao, ndo nos consomem
todas as horas do dia.

g) Reveja a licdo pouco antes de ir para a aula.
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Sirva-se do resumo e verifique se se esqueceu de
alguma coisa.

h) Se apreender o espirito déste método sen-
tir-se-a contente com o resultado dos seus esfor-
cos. As certezas que se encontram na matemaética
satisfazem a maior parte das pessoas, porque as
suas conclusfes ndo sdo uma questdao de opinido
— aqui pode saber-se quando se tem ou nédo razao.

C) Resolugdo dos problemas

1) Tome a «atitude agressiva».

2) Estude cuidadosamente a teoria que precede
0s problemas e os exemplos do texto ou os for-
necidos pelo professor.

3) Comece pelos mais simples e va resolven-
do-os gradualmente por ordem de dificuldade. Se
encontrar algum que lhe dé muito trabalho, po-
nha-o de lado por momentos e volte a resolvé-lo
mais tarde como se f6sse um problema novo, de
forma a evitar os possiveis érros que tenha pra-
ticado.

4) Aprenda a trabalhar com precisdo. Se come-
ter constantemente érros verifique a cada passo.
Assim melhorara até conseguir resolver o pro-
blema a primeira tentativa. A principio néo tra-
balhe depressa nem sob pressdo; disponha do
tempo bastante para resolver os problemas. A
medida que fortriunfando mais depressa os resol-
vera. Finalmente resolvé-los-a depressa e correc-
tamente.

5) Em quasi todos os problemas é possivel veri-
ficar os resultados. Deve habituar-se a verificar
de preferéncia a comparar os resultados do livro
com os seus. E uma grande fonte de satisfacdo a
verificacdo, especialmente num exame.

6) Para resolver um problema por meio de
algebra, leia-o primeiramente com cuidado, em
seguida reproduza o problema por palavras suas,
Isto é absolutamente necessario se quizer triunfar-
Designe por letras as incognitas e escreva as rela-
¢bes traduzidas no enunciado entre os dados e as
incognitas. Feito isto tera tantas equag¢des quantas
as incégnitas e podera resolver a equagdo ou sis
tema de equacdes. Se o tipo de equacdo achada
nao corresponder a teoria que acabou de estudar
¢ natural que tenha errado, embora nem sempre
isso acontega.

7) Para resolver um problema de geometria por
meio de algebra determine em primeiro lugar o
que é conhecido e o0 que se procuraconhecer.Em
seguida fagca um desenho com todos os dados do
problema estabelecendo as relagdes geométricas



GAZETA DE MATEMATICA

existentes entre os dados e as incégnitas por meio
de equacdes e resolva-as.

8) Se o problema geométrico tiver de ser resol-
vido por métodos puramente geométricos (sem
auxilio da algebra) procure determinar com cui-
dado a hipotese e a tese e faca um desenho. Ge-
ralmente o melhor processo é partir do principio
de que a tese é verdadeira e resolver o problema
regressivamente até a hipdtese e depois inverter
0 processo que se acabou de seguir.

9) A resolucdo dos problemas de trigonometria
requere métodos especiais, embora seja util tudo
quanto foi dito acérca dos problemas algébricos e
geométricos.

10) Lembre-se sempre que as letras usadas
representam numeros. Se tiver dlvidas sobre se
determinado resultado estara certo, substitua as
letras por nimeros. Assim é frequente escrever
Va¢© +b' =a+b que se verifica ser érro quando
se substituam as letras por nimeros, pois que se
tem por exemplo: 4 + 3*=5 e naoigual a 4+3.

11) Muitos estudantes atrapalham-se com as
fracgdes. Uma regra simples mas muito impor-
tante é a traduzida pela igualdade a/b=(a/b)xl.
Como exemplo da suaaplicacao temos o seguinte:
por ser cic=l vem alb = a/bxcic—acjbc. Aquela
igualdade tem, como é facil de ver, muitas outras
aplicacoes.

D) Fixagdo do estudo feito

Quasi sempre o aluno preparaas licdes do dia
e descobre no fim da semana que se esqueceu de
grande parte do que aprendeu durante a semana.
Isto é muito grave porque o trabalho de cada dia
depende do dos dias antecedentes. O exame tor-
na-se assim muito dificil e ndo se consegue triun-
far. E pois preciso reter tudo o que se aprendeu.
O primeiro exame do caloiro é muitas vezes um
fracasso e éste facto afecta-o de uma das duas
seguintes formas: serve-lhe de licao para se dedi-
car mais a fundo ao estudo, ou torna-se pessimista
e abandona o trabalho. Em qualquer dos casos a
situagdo nédo é agradavel e pode ser evitada. Para
tanto:

1) Deve continuamente rever. Dedique parte
do tempo destinado a preparacdo das licdes do
dia a revisdes da matéria estudada. Depois de
rever, suponhamos umas vinte paginas do livro,
recapitule os principios basicos e veja o que con-
seguiu reter. Da vez seguinte gaste mais tempo
com os pontos que notou mais fracos da primeira
vez. Utilise agora os resumos de cada licdo para

a recapitulacdo. Uma vez que siga éste método
verificara ao fim de certo tempo que prepara as
licdes diarias mais facilmente e que necesssita me-
nos tempo que anteriormente para estudar qual-
quer assunto novo.

2) Na recapitulacdo de problemas nao resolva
os mais dificeis. Poder-se-& embaragcar num que
seja muito dificil ou longo. Numa recapitulacao
precisamos de reter os pontos principais; resolver
muitos problemas faceis ou com ligeiras dificul-
dades e de preferéncia aqueles que apresentem
uma variedade de tipo.

E) Auxilio do professor

1) O professor averiguard de inicio se o aluno
estd de posse dos conhecimentos necessarios para
poder seguir o curso.

2) Demonstrard a técnica descrita neste artigo
elucidando o curso e convencendo-o da sua efi-
cacia.

3) Dar-lhe-a todas as explicacdes necessarias
desde que o aluno nao abuse e traga por escrito
as dificuldades a resolver.

4) Fard um ponto modélo antes do exame e o
seu resultado néao tera influéncia na classificacao
final do exame. Por éste ponto o aluno fara ideia
do que se pretende. O ponto sera corrigido pelo
professor, discutido na aula e entregue ao aluno.

5) O professor comentara a matéria que tenha
saido no ponto e tirara as dificuldades que se
apresentem na resolucdo dos problemas. Estas
explicacdes sé podem ser Gteis aos alunos que
tenham dominado a matéria dada até essa data.

0) O professor nédo fard prelecgdes. Levara o
aluno a entrar na matéria auxiliado por éle.

7) O professor fornecera exemplos de aplicacao
afim de criar interésse nos alunos.

8) Interrogara frequentemente os alunos afim
de verificar se compreenderam os métodos aquj
descritos e se estdo a po-los em pratica. Este
interrogatério servira também para averiguar em
qual das seguintes categorias o aluno se encontra:

a) Nao domina os principios fundamentais ne-
cessarios para poder seguir o curso.

b) N&o estuda.

c¢) Tenta estudar e nao sabe como.

d) Consegue triunfar mercé de habilidades.

e) Da conta do recado.

Tradugdo de F.SCHALLER DIAS e de J. PAULO
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A TEORIA DOS LOGARITMOS NO ENSINO LICEAL

por J. Sebastido e Silva (C.E.M. L.)

tTem-se  desenvolvido e espalhado muito o
conhecimento  dos logaritmos,  a tal ponto que ici
os alunos manejam as tabuas de logaritmos e delas
se utilizam para o célculo pratico ; ha contudo
estabelecimentos de ensino (no meu tempo era
isto o normal) em que nada se dis de como se
construem  essas tadbuas. N&o podemos deixar de

condenar  éste facto, inspirado no mais baixo
utilitarismo e contrario a todo o principio de
elevada pedagogia».

(F. Klein, «Mateméatica Elemental desde
un punto de vista superior», traducao espa-
nhola de R. Aradgjo, p. 194).

«.. nao deve estranhar-se, nem parecer ca-
sual, que um homem como Leibniz, pensador  abs-
tracto de primeira Unha, mas dotado dum espirito
eminentemente pratico, fbsse ao mesmo tempo o
pai da Matematica formal e o inventor da primeira
maquina de calcular».

(F. Klein, obra citada, p. 22).

Para nés e para muitos, é indiscutivel que a
Matematica deve desempenhar no ensino liceal
um papel essencialmente formativo. Pouco inte-
ressa que o aluno fique a conhecer muitos teore-
mas e 0s processos de resolucdo de muitas classes
de problemas : o que importa, acima de tudo, é
que éle tenha exercido as suas faculdades na de-
monstracdo dos teoremas e na resolugdo dos pro-
blemas; é que tenha adquirido o habito de pensar
matematicamente, quer estudando o desenvolvi-
mento ldgico das teorias, quer aplicando os factos
estabelecidos aresolugdo de numerosas questdes
procedentes da realidade tangivel. Exige-se, evi-
dentemente, um minimo de informacdo matema-
tica, a aquisicdo duma técnica segura de calculo
elementar (numérico e algébrico); mas isso pouco
devera ser, comparado com o trabalho de criacéo
dos hébitos de raciocinio, de abstraccédo, de disci-
plina mental, que distinguem a formagdo mate-
matica. E é ainda manifesto que esse minimo de
informacdo se refere quési exclusivamente aos
alunos que vao seguir determinados cursos, en-
quanto os beneficios da formagdo matematica
interessam a totalidade dos alunos.

Ora o estudo dos logaritmos constitui, ha muitos
anos, um dos assuntos capitais dos programas de
Matematica dos liceus portugueses, e n&ao nos
parece plausivel, por ora, que se mude de orien-
tacdo, suprimindo essa parte do programa. E pos-
sivel, sim, que venha a reconhecer-se a neces-
sidade de néle introduzir o ensino de outros

métodos expeditos de calculo numérico, nomea-
damente métodos mecanicos ; mas issO mesmo
ndo implicard a vantagem de excluir o ensino dos
logaritmos. E n&o se deverd entdo deixar de en-
sinar, na medida do possivel, o principio teorico
désses métodos —a nao ser que o objectivo da
Educacao consista em formar autématos, em vez
de homens. (Ver nota final).

Do ponto de vista informativo, parece-nos ina-
tacavel a inclusao dos logaritmos no ensino liceal
—mas é do ponto de vista formativo que mais
atil se deve considerar ésse estudo, pela oportu-
nidade que oferece de p6r em evidéncia aspe-
ctos importantes do método matematico, dando
uma idéia das suas admiraveis possibilidades.
N&o é portanto razoavel que se faca predominar
a feicdo pratica, estreitamente utilitaria, no modo
de ensinar essa matéria, sem preocupag¢des a
respeito do seu enquadramento l6gico no con-
junto harmonioso das aquisicfes matematicas.

E como se tem procedido, néste assunto, entre
nés? Costuma dar-se, é verdade, a demonstracao
de varios teoremas, relativos ao logaritmo dum
produto, dum cociente, etc. etc. — mas todos nés
sabemos quanto é precaria a base em que vao
assentar semelhantes demonstracdes. E preciso
ter acoragem de o afirmar: essa maneira de pro-
ceder nao passa de pura mistificacdo, desde que
se ndo tenha dado ao aluno uma nog¢do conve-
niente de logaritmo. E o que temos visto fazer,
neste ponto, é apresentar uma defini¢do nominal,
com a mais insensata despreocupacao a respeito
da existéncia das entidades definidas; isto é, sem
ter o cuidado de mostrar que a equag¢do a*=b
admite solucao, quaisquer que sejam a e b positi-
vos. Porexemplo, segundo a defini¢do, o logaritmo
de 8no sistema de base 2 é 0 expoente da potén-
cia a que se deve elevar 2 para obter 8: muito bem,
ésse logaritmo é igual a 3. Mas qual é entdo o lo-
garitmo de 2 no sistema de base 10? Aqui enve-
reda-se pela via condenavel do siléncio e do
mistério : o aluno pode iir a saber, socorrendo-se
duma tabua de logaritmos, que o logaritmo pro-
curado é aproximadamente 0,30103; mas nunca
Ihe é dado penetrar nas altas raz6es que decidem
ser &sse e nao outro, o logaritmo decimal de 2,
com cinco casas decimais. E é na mais santa igno-
rancia do que sejam afinal os logaritmos, que o
aluno se dard ao luxo de demonstrar belos teo-
remas sObre essas entidades, de que éle sabe
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tanto, quanto nds sabemos dos habitantes do pla-
neta Marte!...

Ndo se pode negar que o problema é delicado.
Parece que chegdmos aéste dilema: ou renunciar
de todo a uma teoria matematica dos logaritmos,
contentando-nos com o ensino de regras mecani-
cas, de receitas a aplicar cegamente ; ou sujeitar
0 inditoso jovem a um estudo sério dos irracio-
nais e das funcdes continuas, para, sbbre essa
base inabalavel, erigir o soberbo edificio dos
logaritmos. Ora é forgoso encontrar aqui uma
salda, uma terceira hipétese menos cruel...

Pois bem : n6s cremos na possibilidade de re-
solver a questdo, sem recorrer ao luxo duma
exploracao analitica do corpo real, e sem cair em
mistificagdes escandalosas. Basta lembrar que os
logaritmos foram inventados muito antes de Dedi-
kind, Cantor e Weierstrass terem vindo ao mundo
— e que ndo devemos acusar Neper de ter feito
uma descoberta prematura...

Aqui a norma a adoptar parece-nos que deve
ser esta: dar ao ensino uma orientacdo de tal
modo natural, que o aluno seja levado a aceitar
os factos intuitivamente, ‘'e>e com uma forga de
convicgdo semelhante a que nos vem da demons-
tracdo rigorosa désses factos. A solugdo que va-
mos propdr néo constitui propriamente novidade.
Ndo. Achamos, contudo, .nosso dever chamar a
atencdo das pessoas distraidas para uma solu-
cdo aceitavel, que, apesar da sua singeleza, tem
andado imerecidamente oculta e desprezada.

Suponhamos que foi dada a definicdo usual de
logaritmo dum numero, relativamente a uma de-
terminada base, e procuremos, armados com essa
definicédo, calcular, por exemplo, o logaritmo deci-
mal de 3. Trata-se portanto de achar um nimero k
tal que 10*=3. Diga-se ao aluno: se um nidmero
tal existe, € natural que esteja compreendido entre
O e 1, pois que 10» ==1,10""=3,10'=10e 1<3<10 «".

(*) Como solugdo, jaouvimos propor que se voltasse ao
«nsino dos logaritmos a partir de duas progressdes, uma
aritmética e a outra geométrica, com os termos em corres-
pondéncia biunivoca; mas nés achamos que déste modo
as dificuldades apontadas subsistem completamente, com
acréscimo de inconvenientes.

Ha dez anos fazia-se na 7. classe um estudo pretencioso
das funcdes exponencial e logaritmica.

W Que nos perdéem aquéles paraquem apalavra intuicdo
deixou de ter sentido e ainda aquéles para quem a intuicédo
matematica termina, onde os numeros irracionais come-
tam.

<« Supomos, evidentemente, que ja foi demonstrada a
proposi¢cdo : *Se a>1 e p>q, tem-se a">a‘, para p e
4 racionais*.  Aqui, procura-se determinar log 3, como se
éle fosse racional. Veja-se que nao se trata por enquanto
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Dividamos entdo em 10 partes iguais o intervalo
de extremos 0 e 1: os intervalos obtidos teréo
por extremos 0;01; 0,2;+;09; 1. Emqual dés-
tes novos intervalos se deve encontrar ki Para
o saber, basta comparar o nimero 10-=3 com
cada uma das poténcias 10°",10°-%, e« 10-*; mas
isso equivale a comparar, entre si, as décimas
poténcias désses nimeros. Ora

3'»= [(3")]"* 3*=6561x9 =59049
e por outro lado
(100.«y0=10,(10O°"")' A 10", ses .(WT'-10".

Como 10*< 59049<10\ segue-se que 10" <
< 10*< 10" e portanto 0,4<A<0,5. Assim, o
logaritmo decimal de 3, se existe, deve encontrar-
-se entre 04 e 0,5. Tomando 04 para valor
aproximado désse logaritmo, comete-se portanto
(na hipdtese de éle existir) um érro por defeito
inferior a 0,1: podemos entédo convencionar dizer
que 0,4 ¢é o logaritmo decimal de 3 a menos de
uma décima.

Pretendendo calcular log 3 a menos de uma
centésima, procederemos analogamente, dividindo
o intervalo de extremos 0,4 e 0,5 em 10 partes
iguais, e comparando 10*= 3 com 0s nuUmeros
10" ,10°%«, % ,10°*". Mas tem-se 3" = (3i°)"fc
siS.MxKrfso.IxlIO™ e, por outro lado,
(iOOIM),Oo = I’oAly (|’00|45)l00 - i045' oo ., (|’0049)100 = i049;
como 10<5,1x10"<10", sera 10°'<10*(=3)<
< 10°-*, donde 047 < k< 0,48. Tem-se portanto,
a menos de uma centésima, log 3=0,47 .

Analogamente se calculava log 3 a menos de
uma milésima, etc. E agora que ja o descobrimos,
podemos reduzir o método as suas linhas estrutu-
rais, dando-lhe até maior generalidade: Seja a o
numero dado. Calculemos a sua poténcia de ex-
poente p, sendo p um inteiro qualquer. Se for

i v
10» < @' < 10?*, ter-se-4 10" < a< 10 « e, por-

de demonstrar, mas apenas de investigar. Sé depois se
colocara o aluno perante ahipo6tese da irracionalidade, sem

que o resultado fique logicamente comprometido.  Supomos
aqui id definida poténcia irracional de expoente racio-
nal, mas ndo poténcia de expoente irracional. E o estudo

dos logaritmos que faz sentir ao aluno a necessidade de
introduzir esta ultima nocéo.

< O sinal = deve ler-se «aproximadamente igual a>.
Nestes calculos, basta operar com valores aproximados ;
mas é necessario, evidentemente, fixar o nimero de alga-
rismos significativos a conservar de cada vez, paraque o
resultado nédo seja comprometido. Patenteia-se aqui, uma
vez mais, a necessidade premente de ministrar, nos nossos
liceus, algumas nog¢des sobre calculo aproximado — neces-
sidade que, desgracadamente, ainda ndo foi tomada em
devida consideracéo.
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tanto (se existe loga), 1<Ioga<—w-'f'1 Para

P P
atingir depressa um expoentep bastante elevado,
pode adoptar-se o processo de repetidas eleva-
¢bes ao quadrado, utilizando uma tabua de qua-
drados”, que nada tem ja de misterioso para o
aluno. Com 10 consultas da tdbua e uma divisao
por 1024 — calcula-se um logaritmo com 3 deci-
mais.

E... o problema da existéncia? Mas é evidente
que ésse problema perdeu agora grande parte do
seu interésse préatico, e mesmo logico! O aluno
encontra-se apto a determinar numeros k' que
satisfazem aproximadamente a condigdo 10 =3,
com um érro tao pequeno, quanto éle quiser; isto é,
nimeros k', tais que a poténcia 10* seja tao pro-
xima de 3, quanto éle quiser. E né&do é isto sufi-
ciente nas aplicacdes ao mundo fisico? N&o sabe
o aluno ja que, nessas aplicacdes, os numeros
exprimem medidas, irremediavelmente sujeitas
a érro? Que significado pode ter, por exemplo,
num resultado, um érro inferior a uma décima de
milimetro, quando o processo de medicao utili-
zado é insuficiente para distinguir grandezas infe-
riores a ésse limite? E t6da a teoria dos logaritmos
pode ser adaptada a éste novo modo de encarar
0 assunto, sem cometer a minima faltaem relagao
a légica. Bastard, entdo, estabelecer os teoremas,
s6 no caso em que logaritmos s&do racionais, e
mostrar ao aluno como, aplicando ésses teoremas,
se pode fazer o calculo logaritmico dum produto,
dum cociente, etc., com um érro inferior a umli-
mite préviamente fixado.

Mas também a atitude filoséfica ndo deve ser
desprezada, mesmo nesta fase de iniciagdo! E que,
além do mais, ha nessa orientacdo ainda um sen-
tido pratico, embora de outra ordem — uma utili-
dade que nao se refere ja asrelacées da Matema-
tica com a Técnica, mas as necessidades intrinse-
cas da préopria Matematica. Uma nocdo matema-
tica impde-se na medida em que é comoda e
fecunda—e éste principio é verificado com o
conceito de namero irracional . Téda a Analise
Matematica podia ser feita sem recorrer atal con-

Ol Estas tdbuas, muito Uteis para abreviar os céalculos,
no método dos minimos quadrados e no método de Graffe
(equacdes algébricas), tém ainda interésse pedagdgico e
pratico por oferecerem uma possibilidade de calcular pro-
dutos, efectuando apenas adi¢des, subtraccdes e divisdes

~(°2n7)"

No livro de ). Hoiiel «<Recueil de Formuleset Tables Numé-
riques», encontra-se ap. 62-03 (duas paginas apenas !) uma

por 2—com o emprego da féormula ab= " |j
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ceito: simplesmente, os enunciados das proposi-
¢des perderiam muito da sua luminosa simplici-
dade, quebrando-se aquela harmonia que nao sé
lisonjeia o sentido estético, como também é con-
dicdo de fecundidade. Praticamente, ndo chegam
a ser criados novos nimeros — apenas é adoptada
uma nova linguagem, que faz conceber como equi-
valentes a nimeros, certas sucessdes infinitas de
nuimeros. E jaisso representa alguma economia...

Tornemos agora ao calculo dos logaritmos. De-
pois das consideracfes que foram feitas, € muito
natural que o aluno sinta espontanea curiosidade
em saber se as operacgdes indicadas témou ndo um
térmo. Mesmo que esta sua curiosidade nao seja
entdo satisfeita (pode satisfazé-la mais tarde, em
Aritmética Racional) ficard éle aconhecer os dois
casos que se podem verificar, no calculo do loga-
ritmo dum numero a, pelo método apresentado :
a possibilidade ou aimpossibilidade de encontrar,
ao fim dum certo tempo, um nimero decimal Kk,
tal que 10*=a; e tera aprendido a distinguir duas
hipoéteses, no segundo caso : a da periodicidade e
a da nédo periodicidade da dizima obtida. Final-
mente, vira a saber que, s6 na ultima hipo6tese, é
impossivel determinar um nimero racional k, tal
quel0*=a; mas que, nesse caso, a sucessdo dos
nimeros decimais (ou a dizima infinita) a que
conduziria a aplicacdo indefinida do método indi-
cado, define, por convengdo, um numero irracio-
nal X, e que se tem, ainda por convengao, 10'=a

Mas nédo sera preciso continuar a desenvolver
éste ponto de vista. Resta-nos lembrar que, ja
antes do estudo dos logaritmos —a propo6sito dos
radicais —o aluno tomou um primeiro contacto
com o fenémeno da irracionalidade. E observa-
¢des em tudo analogas as precedentes devem ser
feitas acérca da nocdo de raiz aritmética dum
ndamero.

Agora, outro aspecto da questdo. Com as ante-
riores indicagdes e pouco mais, fica o aluno habi-
litado a construir uma tdbua de logaritmos: — é
tudo uma questdo de tempo e de paciéncia, rela-
cionada com o numero de casasdécimais adoptado.
Como exercicio, nao sera precisoiralém de 3 ou 4

tdbua de quadrados a quatro decimais —que permite ainda,
sem grande trabalho, calcular quadrados de nitmeros com &
algarismos significativos.

< Somos levados a aplicar aqui o critério de comodi-
dade, de que H. Poincaré usou, mas também abusou, nas
suas explicagdes.

S6 no século x'x se reconheceu que os conceitos de na-
mero negativo, numero irracional, etc., n&o obedecem a
uma necessidade légica.
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décimais: uma tdbua para 4 decimais ndo ocupa
mais de duas paginas duma tdbua vulgar. Mesmo
que o aluno néo chegue a construir uma dessas
tabuas, ficara (e é isto o fundamental) ater a legi-
tima convicgdo de que seria capas de a construir,
se tanto quisesse, —e déste modo se evita o seu
complexo de inferioridade perante um instru-
mento que ndo se deve, positivamente a artes
mégicas —que néao foi criado por entes sobrena-
turais, mas por homens! A construcdo efectiva
duma tadbua é na verdade uma tarefa macadora,
monoétona, mas isso também n&o constitui razéo
para a condenar. Perigosa educa¢do a que leve
ao convencimento de que tudo se consegue na
vida sem grande macada! De-resto, éste trabalho
¢ dos que se podem repartir por uma equipe de
alunos, aplicando o salutar preceito do trabalho
colectivo.

«Trabalho vao! Tempo perdido!» ouvimos cla-
mar. «A tréco de alguns escudos, o aluno pode
adquirir uma tabua de logaritmos na livraria mais
préximal» Mas —insistiremos -n&dose trataaqui de
atingir uma finalidade pratica imediata! Também,
segundo ésse critério, cem por cento utilitario,
sera indtil que o aluno aprenda a improvisar, por
exemplo, certos aparelhos de fisica (supondo que
tem um bom laboratério a sua diposicdo, e que
nao tenciona especializar-se nésse género de cons-
trucbes) —e, ndo obstante, o prazer que fruird,
trabalhando com os seus aparelhos, é um dos
mais poderosos agentes de que pode socorrer-se
a boa pedagogia."' Esse prazertem algo de seme-
Ilhante a emocao que se apodera do investigador
(pensamos em Pasteur, neste momento,,.), ao
pressentir o éxito das suas pesquisas — mesmo
que dai ndo venha a resultar nada que possa ex-
primir-se em unidades do sistema monetario Ai
da Ciéncia, ai da Humanidade — se deixasse de
haver gente sonhadora, capaz de sentir essa emo-
cdo!

Também se pode objectar que as tabuas loga-
ritmicas de que nos servimos hoje n&o foram cons-
truidas pelo processo aqui apresentado, mas por
outro mais expedito, que nao se pode ensinar
devidamente aalunos do liceu. Os anterioresargu-
mentos servem ainda para nos defender desta
objeccao.

Resta-nos responder aquelas pessoas que se
consomem em eternos cuidados, a respeito da
extensdo dos programas, incompativel com a
salde preciosa da juventude que se bate ... por
um diploma.— E evidente que, ao preconizar a
introducdo de uma nova matéria, nédo se exclui a
hipotese de compensar ésse acréscimo, sacrifi-
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cando outra parte, menos importante, do programa
— e no nosso caso nao sera dificil descobrir, onde
cortar... N&o deixaremos, contudo, de lembrar
humildemente éste humilde preceito: nunca se

deve lamentar o tempo gasto em estabelecer solida-
mente uma nogdo fundamental. Mais até: ha  acrés-
cimos que tém o valor de simplificaces - principio

que sO repugna a quem sofra de miopia intelec-
tual. Tudo que sirva para elucidar —longe de
constituir um péso, uma sobrecarga — s6 contri-
bui para suavizar a marcha... E —como diria
ésse inimitavel observador que é ainda M. de la

Palisse — nunca se perde tempo num trabalho que
oferece a garantia de chegar mais  depressa ao
fim.

Nota : As consideragdes precedentes s8o, em grande
parte, o produto da nossa legitima reacgdo, avarias criticas
que nos foram dirigidas a propésito da nossa 3. interroga-
¢do, formulada na seccdo pedagdgica do n.'" 11 da «G. M.».
Em especial, referir-nos-emos as observacgdes feitas, no
mesmo numero, pelo Sr. Prof. Bento Caraca, com quem
estamos em desacordo neste ponto — mas a quem apoiamos
na enérgica atitude que tem mantido a favor duma reforma
do ensino das matematicas em Portugal. Algumas das suas
observacdes acérca do nosso ponto de vista referem-se a
necessidade de ensinar, a alunos do liceu, 0 maneio da régua
de célculo, e a gradual substituicdo dos logaritmos pela ma-
quina de calcular. E interessante notar que F.Klein, nasua
tdo celebrada obra, a que temos aludido, depois de afirmar
categoricamente que nenhum aluno devia sair da escola
sem ter manejado uma maquina de calcular (cujo segrédo
nos revela, num exemplo tipico), dedica um extenso e subs-
tancial capitulo ao ensino dos logaritmos... E que vem a
ser, afinal, uma régua de céalculo? E ainda F. Klein quem
no-lo diz: «... como se sabe, n&do é outra coisa sendo uma
tdbua de logaritmos  com 3 decimais...» (Aqui se vé ainda
um belo exemplo de unido da Matematica e da Técnica, da
teoria e da pratica!)

Finalmente, transcrevemos do artigo «Os logaritmos»,
publicado nasecgdo «Antologia» do n.° 11 da «G. M.», a se-

guinte passagem : «£'uma vez os logaritmos inventados,
éles conduziram a uma teoria dos limites, das  exponen-
ciais, dos indivisiveis, gue vieram a ser 0s preliminares

essenciais da criagdo da  andlise».

Somos levado a crer que o Sr. Prof. Bento Caraga nédo
reflectiu maduramente, ao escrever a sua nota, em que
afirma o propoésito, na verdade simpético, de iniciar a dis-
cussdo a solta das nossas interrogagdes. Mas o que é um
facto —e muito grave —é que os seus argumentos (?) se
insinuaram facilmente no espirito duma extensa camada de
leitores, alimentando erros e confusdes, que é preciso a
todo o transe desenraizar.

f> E absolutamente necessario que o aluno adquiraa
suficiente confian¢a em si, para que ndo se sinta mais como
um estranho, um timido visitante, um espectador inerte e
mudo, no imenso dominio da Ciéncia.
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ANTERIORES

por Benlo Caraga

Cometi, pelo visto, um grave crime contra a
teoria dos logaritmos e o Dr.Sebastido Silva, ani-
mado daquela sagrada iraque s6 as grandes dedi-
cacOes inspiram, despeja s6bre mim, de cambu-
Ilhada com a acusacgdo de irreflectidoe responsavel
pela propaga¢do de erros nefastos, uma taleigada
de citacOes eruditas.

E pouco do meu gosto ésse jogo da  citagdosinha.
Lembro-me sempre do fim lamentdvel daquele
pobre bibliotecario de que nos fala Anatole France,
afogado nas fichas da sabenca universal. Por isso,
vou prop0r ao Dr. Sebastido Silva outro jégo: que
deixemos em paz o Leibniz, e o Pasteur e o Klein
e que, como homens do nosso tempo, virados para
0s problemas do nosso tempo e do nosso meio,
analisemos, com cuidado e sentido das realidades,
o0 problema em questao.

| — Trata-se do ensino liceal, do ensino minis-
trado a rapazes e raparigas entre os 10 e os 17
anos, portanto com um condicionamento psicol6-
gico proprio, uma capacidade de recepcdo e de
sensibilidade ao facto matematico limitadas por
ésse condicionamento.

O ensino liceal é dirigido a todos, quer vao ou
ndo frequentar mais tarde cursos superiores e
deve ter, consequentemente, por objectivo forne-
necer os elementos de cultura geral e a capacidade
de actuacgdo indispensavel a todo o cidad&o.

Esta me parece que deve ser a sua finalidade
— formar cidaddos —e n&do formar matematicos,
ou fisicos, ou gedgrafos, ou alfaiates. Nessaforma-
cdo, a mateméatica desempenha um papel de pri-
meira plana, quer pela disciplina mental que pode
contribuir para crear, quer pela cultura geral que
0 conhecimento dos seus conceitos e métodos'pro-
porciona, quer ainda pelas suas aplica¢des prati-
cas imediatas a vida corrente. O seu ensino deve
portanto ser orientado déste triplo ponto de vista.
Mas é preciso, se ndo quizermos estar apenas a
construir castelos de cartas, ter em conta o con-
dicionamento a que atraz me referi. Por isso,
quando o Dr. Sebastido Silva diz que o ensino
liceal da Matematica deve ter um objectivo essen-
cialmente formativo, concordo com éle, mas ja o
nao posso acompanhar quando pretende que éle
deve levar ao habito de pensar matematicamente
e ao estudo do desenvolvimento légico das teorias.
N Reflectiu o Dr. Sebastido Silva maduramente

sObre o que estas duas exigéncias implicam? e
nas suas possibilidades de realizagcdo em face de
mentalidades médias de menos de 17 anos?

Il — A teoria dos logaritmos pode ser encarada
de um triplo ponto de vista também —o seu
aspecto tedrico (construcdo organica da teoria,
relagcdes com outras teorias), o seu aspecto de
cultura geral, o seu aspecto pratico.

Ocupemo-nos do primeiro.

Para se poder fazer uma teoria elementar dos
logaritmos, completa e rigorosa, satisfatéria do
ponto de vista ldgico, é preciso conhecer: ateoria
do crescimento, a teoria da continuidade, a teoria
da inversdo, a teoria da exponencial.

Com estes elementos, a teoria dos logaritmos
faz-se com uma simplicidade enorme; nédo ha que
estabelecer convengdes nem que fazer demons-
tracOes de existéncia; ha apenas que dar uma
definicdo — a da funcao logaritmica como inversa
da exponencial —e que tirar consequéncias ime-
diatas.

Toda a teoria elementar dos logaritmos que né&o
recorra a estes elementos é necessariamente
incompleta. ;,Pode fazer-se no liceu uma teoria
rigorosa nos moldes que apontei? E evidente que
ndo. H4, portanto, s6 dois caminhos a seguir—
ou renunciar de todo a falar de logaritmos no
ensino secundario ou resignarmo-nos a dar uma
teoria incompleta.

Sou desta segunda opinido e ja publicamente a
expuz. iComo proceder? dar a definicdo a partir
de duas progressdes, uma aritmética outra geo-
métrica, em correspondéncia biunivoca; deduzir,
a partir dessa definicdo, as regras operatorias
(para logaritmos racionais) referentes ao produto,
cociente e poténcia de expoente racional e, em
seguida, tomar para com os alunos esta atitude
clara e simples —a teoria que acaba de ser feita
nao é rigorosa nem completa; em particular, a
regra operatéria da poténcia é generalizavel a
outros valores do expoente; mas nao se pode
fazer aqui uma teoria completa ; aqueles que segui-
rem para estudos superiores de Matematica verao
mais tarde como ela se faz; aqueles que ndo segui-
rem para cursos superiores tém, na teoria que
acaba de ser feita, todos os elementos para as
aplicacdes praticas.

Era esta a atitude, pouco mais ou menos, a dos



antigos programas do liceu, que neste particular,
como em muitos outros, eram incomparavelmente
mais sensatos do que os de hoje.

Il — O Dr. Sebastido Silva diz-nos que desco-
briu outra maneira de tratar a questdo, a qual
resolve todas as dificuldades: foge ao caréacter
precéario da definigdo por progressdes e evita o
recurso a nogdes que no liceu ndo podem ser
dadas. Vamos analisar essa solugdo.

Assenta ela no critério seguinte — «dar ao ensino
uma orientacdo de tal modo natural que o aluno
seja levado a aceitar os factos intuitivamente e
com uma férga de conviccdo semelhante a que
nos vem da demonstragdo rigorosa desses factos».

Notemos, antes de mais:

a) Que se n3o0 fala ja aqui de «desenvolvimento

légico das teorias». "Serd esta uma questdo de
«realidade tangivel?»
b) Que a maneira indiscriminada pela qual o

Dr. Sebastido Silva emprega, nesta passagem e na
nota n.° 2, o termo intuicdo me parece susceptivel
de alimentar, no espirito do leitor desprevenido,
érros e confusdes. A intuicdo é uma faculdade
que, como tddas as faculdades humanas, é sus-
ceptivel de desenvolvimento. Um artista pode ter,
da combinacdo de cdres ou de sons, uma intuigdo
que escape completamente a quem o ndo é. Do
mesmo modo, um obreiro da Matematica, larga-
mente exercitado no estudo dos seus métodos,
pode ter do facto matemético um grau de intuicdo
totalmente inatingivel para pessoas ndo adextra-
das. Estou convencido, e .ja fiz publicamente essa
afirmacdo, de que o conceito de nimero
nal nao tem nada de intuitivo para mentalidades
ndo adextradas matematicamente, o que nao exclui
que o tenha para outras. Fica assim rectificada a
confusdozinha da nota n.° 2.

irracio-

Passemos adiante.

O Dr. Sebastido Silva utiliza para a definigdo de
logaritmo a equacdo a*=0 a respeito da qual vai
até exigir que se mostre que admite solucdo, quais-
quer que sejam a e b positivos (a =f=1). A primeira
coisa a fazer quando se tem que trabalhar com
simbolos mateméticos é determinar com cuidado
o seu significado. que é a funcgédo a' que figura
no primeiro membro da equacédo ? Do que diz na
nota 3 depreende-se :

a) que se supde adquirida a nogdo de numero
irracional ;
b) que se supde a funcdo a" definida para .v

racional mas nédo para .r irracional.
Quere dizer, o Dr. Sebastido Silva utiliza na sua
definicdo um instrumento — a fung¢do a* — imper-
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feitamente definido. E curioso que seja a mesma
pessoa que condena o uso dum instrumento pra-
tico que se ndo aprendeu a construir (mas que se
conhece na sua esséncia e no seu manejo) e que
neste mesmo artigo se revolta contra «a insensata
despreocupacdo a respeito da existéncia das enti-
dades definidas» que venha em seguida advogar o
uso dum instrumento tedrico (donde ha de sair
téda a construcdo) incompletamente definido, de
que se ndo sabe nada numa infinidade de casos'!
infinidade de casos em que a equacdo de partida
¢ falsa para .r racional !

Mas h4a mais. Depois de mostrar como se pode,
a partir da equag¢do 10*= 3, determinar um valor
aproximado do logaritmo decimal de 3, diz-nos
que «o0 problema da existéncia perdeu agora gran-
de parte do seu interésse pratico e mesmo légico».
Kssa agora ! Entdo parte-se duma equagédo, 10"=n,
que, para o conjunto de valores em que é definido
o primeiro membro, é em geral falsa, e a questédo
de saber se existe um valor, em geral, fora désse
conjunto, que a torne verdadeira ndo tem inte-
résse légico ?!

Tem, ao menos, éste tratamento a vantagem
de ser completo? O préprio Dr. Sebastido Silva
diz que ndo, visto que limita o estudo das proprie-
dades operatérias ao caso em que os logaritmos
sdo racionais.

IV. — A solugdo apresentada ndo é mais satis-
fatéria se a encararmos do ponto de vista peda-
gbgico.

A funcédo a' ndo foi ainda definida para x irra-
cional e o Dr. Sebastido Silva diz na nota 3 que
«é 0 estudo dos logaritmos que faz sentir ao aluno
a necessidade de introduzir esta Gltima

A definigdo de poténcia de expoente irracional
¢ delicada e pertence ao numero daquelas que
ndo podem ser dadas no ensino secundario em
condicdes de eficiéncia. O introduzi-la a propdsito
da definicdo de logaritmo tem, além disso, os se-
guintes inconvenientes :

nogao».

a) O de nao respeitar o principio pedagégico
da seriacdo das dificuldades, metendo num dnico
problema duas questdes delicadas.

b) O de tirar perspectiva e importancia a nogdo
de poténcia de expoente irracional ; o seu papel
¢ mais largo — é o da conservagdo da continui-
dade. Mas disto ndo pode falar-se no ensino secun-
déario.

c) O de tornar extremamente dificil para men-
talidades de menos de 17 anos o apreender, neste
caso, 0 caracter convencional que tem tdéda a de-
finicdo. Depois de ter mostrado que da equacao
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10"—a se tira, como Unico valor possivel, a=-log,.a
como fazer perceber claramente ao aluno médio
do liceu que se toma, para definigéo, cotwencio-
nalmente e nao obrigatoriamente 10°= a?

i Ndoserd muito mais sensato evitar no liceu
éste escolho, dificil de ultrapassar ? i Para fazer
compreender o caracter convencional das defini-
¢6es ndo dispomos de exemplos simples,como as
defini¢bes de a', a~", etc., que, no entanto, a des-
peito da sua simplicidade, nem sempre sdo bem
percebidos ?

V.—A determinagdo aproximadadum logaritmo
pode fazer-se partindo da defini¢gdo por duas pro-
gressdées. O mesmo problema numérico que o
Dr. Sebastido Silva trata pode ser posto assim —
se existir logi,3 deve poder fazer-se uma insercéo
conveniente de meios nas duas progressdes de
modo que na geométrica figure 3 como um dos
seus termos; o meio correspondente na progres-
sdo aritmética serd o seu logaritmo. A insercdo
de 10 meios leva a construgdo das duas progres-
sdes auxiliares

ioPvlio *vlie2 * N «yp Mjlap «yjgi

0 01 0.2 0,3 0,4 0,5 0,6
YW 'Vi0o* *Vie® 'ViiP-io
0,7 0,8 0,9 1

Verificado que W < 3< "VIO0® e que, por-
tanto, se existir log,,3, deve ser 0,4 < log,,3< 0,5,
o raciocinio prosseguird, levando exactamente as

mesmas contas e a consideragdes analogas de ca-
racter  pratico e tedricob, mas com as vantagens
seguintes

a) Constituir uma aplicagdo imediata de um
problema ja tratado e conhecido —o da insergédo
de meios.

b) N&o introduzir nogdes novas, 0 que € conve-
niente, dada a natureza longa e macadora dos
cédlculos a efectuar.

c) Evitar o recurso a instrumentos analiticos
mal definidos.

Em resumo, do que se trata é apenas disto —
de escolher e dosear as nogdes e as dificuldades,
apropriando-as as necessidades do ensino e as
mentalidades dos alunos; é, no fundo, apenas,
uma questdo de sensatez.

VI.—E tempo de passar ao segundo aspecto
gque a teoria dos logaritmos apresenta no ensino
do Liceu —o seu aspecto de instrumento de cul-
tura geral.

Pelo papel que essa teoria desempenhou na
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histéria da Matematica, é justificavel que os pro-
gramas do Liceu ndoa excluam.Mas é precisonéo
esquecer que outras teorias, dum valor de cultura
geral ndo menor, se ndo maior, 14 podiam figurar
e ndo figuram. Refiro-meem especial ateoria dos
complexos e aos elementos da Geometria Anali-
tica ; estas matérias ja se ensinaram no Liceu e
foram depois suprimidas.

VII. — Ocupemo-nos, finalmente,do Gltimo as-
pecto da questdo — o aspecto pratico.

Encarados déste ponto de vista, os logaritmos
constituem um expediente de célculo, importante
sem duvida, mas um expediente, que deve ser
colocado no seu lugar, sem roubar o espago ne-
cessario para o tratamento de outras questdes
igualmente, ou mais, importantes.

Nem sempre se tem o bom senso de proceder
assim e ha uma tendéncia entre nés para a idola-
tria da taboa de logaritmos.Um ponto de exame
no Liceu vieu ja em que se exige um célculo tédo
rigoroso, tdorigoroso, que se determinaa posigédo
dum navio no mar a menos de um milimetro !
Quando as coisas sdo levadas a éste ponto, os
instrumentos de cédlculo deixam de ser instrumen-
tos de céalculo para se transformaremem manipan-
sos exercendo, por intermédio dos seus sacerdo-

tes, a sua tiraniasinha sObre a pobre massa
académica.
H& entre nds mais sacerdotes do manipanso do

gque parece a primeira vista, e o Dr. Sebastido
Silva, ao sugerir que os alunos do Liceu cons-
truam uma taboa de 4 decimais — o que se asse-
melha mais a um castigo em regime de trabalhos
forcados do que a um exercicio de classe —néo
estd muito longe dessa posicdo. E ndosdoas com-
paracdes mais ou menos arbitrarias, nem o pala-
vreado mais ou menos sonoro e floreado, nem a
invocagdo de Pasteur e da humanidade sonhadora
que o afastam dessa posicédo.

Na nota que escrevi no n.° 11 da «Gazeta», a
propo6sito da sua 3." interrogacdo, discordei da
sua sugestdo para se ensinasse no Liceu a cons-
truir uma tadboa de logaritmos.Os motivos da dis-
cordancia foram, como escrevi entdo

a) Que o processo pelo qual as tdboas sédo
efectivamente construidas ndo estd ao alcance do
ensino do Liceu.

b) Que o tempo que se levaria a ensinar como
se pode fazer mas se ndo faz é precioso para en-
sinar coisas mais importantes. Lembrei nessa
altura o manejo da régua de calculo e da maquina
de calcular; lembro agora tédas aquelas matérias
gque indevidamente foram cortadas dos programas,
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como a importantissima questdo das aproxima-
¢bes no calculo numérico, a resolugdo de trian-
gulos ndo rectangulos etc. e ainda aquelas que
nunca la& figuraram mas que na vida contempora-
nea tém uma importancia tal que devem ser ensi-
nadas a todos; estdo neste caso, por exemplo, a
nocdo de probabilidade e os rudimentos da esta-
tistica.

c) Que ndo ha vantagem em mostrar como se
pode construir mas n&o se construe um instrumento
que encontramos ja construido no mercado.

d) Que o estudo detalhado da questdo poderia
interessar aqueles que mais tarde se destinem a
construcdo de tdboas de logaritmos (quantos se-
rdo ?) mas ndo a todos.

O Dr. Sebastido Silva parece ter lido essa nota
com uma estranha lente que o féz ver coisas que
l& ndo estdo. Efectivamente, no seu artigo acusa-
-rae, com o auxilio de algumas citagdesinhas, de
cair em grave contradicdo por preconizar o en-
sino do manejo da régua de calculo sem o conhe-
cimento dos logaritmos, contradi¢do essa que
deve radicar na minha ignorancia do que seja
uma régua de célculo. O Dr. Sebastido Silva
podia ter reflectido maduramente em que a pri-
meira coisa a fazer quando se pretende atacar a
posicdo de alguém é conhecé-la. i Onde é que eu
digo nessa nota que sou contra o ensino dos loga-
ritmos no Liceu ? Ou, para o Dr. Sebastido Silva
jéa mesma coisa saber o que é um logaritmo e
saber construir uma tdboa de logaritmos?

VIl — Causou estranheza a varias pessoas a
minha interrogagdo, na nota do n.° 11 da  Gazeta,
sobre a vantagem de mostrar como se pode cons-
truir um instrumento que encontramos construido
no mercado.

Entendamo-nos. Que um profissionaldeve pos-
suir a fundo, ndo s6 a esséncia e 0 manejo, mas
os segredos da construgdo dos instrumentos que
usa, é evidente, e nunca o puz em ddvida. Mas o
ensino liceal ndo se destina a formacédo de profis-
sionais, como disse no comégo.

Que todo o cidaddo deva ser capaz de improvi-
sar aqueles instrumentos de que na sua vida mais
necessita, também ¢é fora de duvida. *"Mas estd a
tdboa de logaritmos nesse caso? Quantas vezes
tem, aquele que se ndo dedica a uma carreira de
profissional da Matematica, que recorrer na sua
vida a uma tadboa de logaritmos? ~"E estd-se vendo
um individuo, com um cociente ou um raiz a cal-
cular urgentemente, por-se a calcular previamente
uma tadboa de logaritmos? ;Quantas outras coisas
mais importantes, e interessando incomparavel-
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mente mais a vida do cidaddo, h4d a conhecer —
uma tédboa de mortalidade, por exemplo — e de
que no ensino liceal nem sequer se fala!

Uma vez que a tdboa de logaritmos desempe-
nha na vida do cidaddo um papel reduzidissimo
— e cada vez mais reduzido, pela generalizacédo
do emprégo da régua de célculo e da maquina de
calcular — o perder um tempo precioso com a
maneira pela qual ela se pode construir e ndo se
construe s6 se justificaria por qualquer destas
raz0es: ou por ser um objecto duma raridade
extrema, o que nao é verdade; ou porque esse
modo hipotético de construgdo lancasse luz sobre
algum método importante da Matematica que pe-
dagogicamente conviesse pOr em relévo por ésse
meio, o que também ndo é verdade; ou ainda
porque ésse processo fosse de tal modo atraente
que pudesse contribuir para fazer amar a Mate-
matica pelos estudantes, o que ainda é menos
verdade.

Entdo, para qué?

IX — Resumindo, a minha opinido a respeito
dos logaritmos no ensino secundario é a seguinte:

Que se mantenha nos programas o ensino dos
logaritmos mas a partirde duas progressdes, como
indico eml11.

Que, em relagdo com o problema da insercéao
de meios, se déem alguns exemplos em que o
logaritmo é racional e se ponham os alunos em
face do problema da irracionalidade.

Que, apds estes conhecimentos teo6ricos, se en-
sine o manejo dos dois instrumentos, tdboa de
logaritmos e régua de célculo, mostrando osincon-
venientes e vantagens de cada um em relagdo ao
outro, dentro do problema das aproximag¢des no
cdlculo numérico e da necessidade que o homem-
-de-todos-os-dias naturalmente vird a ter de um
e de outro.

Que otempo a tomar com ésse ensino seja pro-
porcionado a sua importancia dentro do problema
do céalculo numérico e a déste dentro do ensino
secundario, das suas exigéncias e dos seus objec-
tivos.

Nota — O Dr. Sebastido Silva diz na nota final
do seu artigo que me apoia na atitude que tenho
tomado derifro da Comissdo Pedag6gica da Socie-
dade Portuguesa de Mateméatica por uma reforma
do ensino secundario. Como nunca tinha dado por
isso, apesar de nos termos muitas vezes encon-
trado em ocasides e locais em que éle poderia
ter dado a ésse movimento a cota parte do seu
esforco, registo agora o facto com satisfacdo.
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MATEMATICO

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

No dia 10 de Julho passado realizou-se uma As-
senibléia Geral da S. P. M. Ap6s terem sido resol-
vidos alguns assuntos administrativos foi apresen-
tada pela Comissdo Pedagdgica a seguinte proposta
para a criacdo de uma Biblioteca Matematica.

PROPOSTA

E de todos sabido que a bibliografia cientifiga em
lingua portuguesa tem sido sempre e continua a ser
escassa.

No dominio das Ciéncias Matematicas essa escassez
revela-se principalmenteem relacdo a obras de duas
categorias :

a) Obras que sirvam os estudantes das
dades.

b) Obras de um nivel um pouco mais elevado, des-
tinadas ao licenciado que queira adquirir uma cultura
matemdatica complementar ou aquele que, por forga
da sua profissdo, tal o professor do liceu, necessite
de mais ampla informagdo especializada.

E, por consequéncia, de toda a vantagem e de ma-
nifesta urgéncia, a criacdo de uma Biblioteca Mate-
matica com os fins mencionados; ela seria consti-
tuidja por originais portugueses e tradugdes de livros
estrangeiros que, com ésse objectivo, fossem selec-
cionados.

Universi-

Em vista do exposto, tenho a honra de propor, em
nome da Comissdo Pedagoégica :

ijt — Que a Sociedade Portuguesa de Matematica
promova a publicacdo de uma Biblioteca Mateméa-
tica com os objectivosmencionados por uma comissao
de trés membros da Sociedade, na qual estard repre-
sentada a Direcgcdo e a Comissdo Pedagdgica.

2.°— Que se represente imediatamente & Associagao
Portuguesa para o Progresso das Ciéncias pedindo-
-lhe a concessdo de um subsidio financeiro substan-
cial que sirva de base a realizacdo desta iniciativa.

S. P. M.em 10 de Julho de 1942.

Bento  Jesus Caraca

Esta proposta foi aprovada por unanimidade.

Em seguida o prof. Bento Caraca a quem a Direc-
¢do da S. P. M. encarregara de representar a Socie-
dade no Congresso para o Progresso das Ciéncias
que se realizou em Junho no Po6rto, féz uma sucinta
exposicdo sdbre o mesmo Congresso, encarando, em
especial, o modo de trabalho que serve de base a tais
reunides cientificas e terminando por apresentar a
seguinte proposta que foiaprovada por unanimidade
menos uma abstencgdo :

PROPOSTA

A Sociedade Portuguesa de Matematica, ouvido o
relatério do seu delegado ao recente Congresso da
Associagdo Luso-Espanhola para o Progresso das
Ciéncias, realizado no Porto,

prestando homenagem a todos os esforgos, indivi-
duais e colectivos, dispendidos no sentido de Ihe con-
seguir brilho e utilidade,

reconhece, no entanto, que o método de trabalho
seguido ndo é talvez o mais préprio para assegurar
a reunides cientificas desta natureza plena eficiéncia
de resultados e, por isso,

resolve sugerir a Associacdo Portuguesa para o
Progresso das Ciéncias que a organizagdo dos futu-
ros Congressos seja modificada, de acordo com as
bases seguintes :

Base 1."— O Congresso assentard essencialmente
no método de trabalho colectivo e planificado, rele-
gando para segundo plano as comunicagdes expontéa-
neas cujo quadro é, mais propriamente, o das Revis-
tas da especialidade.

Base 2." — Consequentemente, o Congresso sera
destinado, em relagdo a cada um dos ramos da Cién-
cia, ao estudo e debate de questdes previamente de-
terminadas c¢ escolhidas de entre as julgadas mais
importantes para o progresso e orientagdo do tra-
balho cientifico.

Base 3." — A Associacdo, escolhidos os temas do
Congresso, dirigir-se-4 as entidades competentes, in-
dividuais ou colectivas, que elaborardo relatérios e
actualizagdes dos mesmos temas. Esses trabalhos se-
rdo impressos e distribuidos por todos os congressis-
tas com, pelo menos, um més de antecedéncia, e ser-
virdo de base aos trabalhos do Congresso.

Base 4." — Além desta actividade central, podera
haver sessdes especiais destinadas a apresentacdo e
discussdo de comunicagldes expontaneas.

A Sociedade Portuguesa de Matemaéatica lembra
ainda a Associa¢cdo Portuguesa para o Progresso das
Ciéncias os inconvenientes que, para o rendimento
da actividade do Congresso resultam do facto de se
marcarem, nos mesmos dias e dentro do periodo atil
de trabalho, sessdes de estudo e manifestagfes extra-
-cientificas.

S. P. M.em 10 de Julho de 1942.

O relator Bento Jesus Caraca

Os textos destas propostas foram comunicados a
Direcgdo da Associagdo Portuguesa para o Progresso
das Ciéncias, aguardando-se ainda a sua resolucéo
sdbre os dois assuntos. B. C.
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CONGRESSO LUSO-ESPANHOL PARA O PROGRESSO DAS CIENCIAS
PORTO-1942

por A. Pereira Gomes

A actividade cientifica da Sec¢do de Matematica
do Congresso Luso-Espanhol para o Progresso
das Ciéncias pode ser encarada sob muitos aspec-
tos. Interessa-nos fixar a atengdo, por um lado,
sbbre a sua organizacdo interna; por outro lado,
relacionar essa actividade com a vida cientifica
universitaria e extra-universitaria.

Os trabalhos abriram com o discurso inaugural
do Prof. Mira Fernandes que deu em sinteses bri-
Ilhantes uma visdo de conjunto dos «Aspectos da
moderna geometria diferencial».

Nas sessdes seguintes, que se distribuiram por
5 dias, foram apresentadas 22 comunicacfes, das
quais 15 de congressistas portugueses.

Numa apreciagdo de conjunto(a Gnica que pode-
mos fazer), choca-nos areduzida comparticipagdo
por parte dos cientistas espanhé6is, consequéncia,
sem duavida, das circunstdncias do momento pois
ndo podemos acreditar que ela esteja em relacédo
com as possibilidades efectivas da produc¢édo cien-
tifica de Espanha no dominio da Matemaética. De
resto, San Juan e Sixto Rios afirmaram-se como
dois investigadores de grandes recursos.

Ao contrario, pelo que diz respeito a comparti-
cipacdo portuguesa parece-nos nédo ser arrojado
encarar esta representagdo no Congresso como
uma imagem expressiva do labor de investigacédo
nos nossos meios cientificos, no que toca a Mate-
matica.

Uma anélise da distribuicdo dos trabalhos por-
tugueses pelos respectivos centros universitarios
revela-nos: que a colaboragdo do Porto é exclusi-
vamente de profesores e assistentes universita-
rios; existéncia em Lisboadum ntcleo de estudio-
sos trabalhando ao lado da Universidade e néo
exercendo, em geral, fun¢gdes docentes.

Uma nota de interésse, e que merece por isso
edestaque especial, foio aparecimente de um grupo
«de trabalhos de estatistica mateméatica nas suas
relagbes com a biologia e a economia, dominios de
tdo grande actualidade e infelizmentetdo esque-
cidos nas seccfes de Matematica das nossas Uni-
versidades.

Estas observacdes vém de certo modo confir-
mar mais uma vez algumas caracteristicas que tem
entre ndsa investigacdo cientifica.

Sabe-se, com efeito, que nas nossas Universi-
dades a investigagdo cientifica tem ocupado um
lugar de importancia relativa muito restrita. E

tem-se mesmo apresentado, julgo que
com um aspecto de esforgo individual, sem coor-
denacdo com o esforco alheio e, por isso, sem
continuidade através das geragdes. Poderia, se
necessario, citar-se exemplos de individualidades
marcantes na investigacdo cientifica, ou de pro-
fessores de forte personalidade, mas que ndo sou-
beram ou nao puderam rodear-se de uma colabo-
racdo que a sua acgdo docente ou influenteorien-
tasse no sentido de deixar continuadores.

sempre,

Comecam hoje a encarar-se 0s inconvenientes
gque para a producédo cientifica portuguesa resul-
tam duma tal situagdo. E a existéncia do nucleo
a que acima aludi, trabalhando em conjunto e
afirmando ja4 uma unidade bem marcada, indica o
sentido para que tenderd uma nova orientacdo.

Pode dizer-se que o ambiente em que decorre-
ram as sess0es do congresso foimais de espectati-
va e curiosidade do que propriamente de trabalho
efectivo. Isso deve-se exclusivamente a maneira
como essas sessOes foram previstas e organizadas.
Vale a pena, por isso, fazer alguns reparos e
apontar algumas deficiéncias, que, de resto, ja
foram devidamente focados pelo Prof. Bento
Caraca em sessdo da Sociedade Portuguesa de
Matematica:

N&do se divulgou com antecedéncia bastante, e
0 pormenor e critério necessarios, a natureza e o
conteudo das comunica¢des, de forma a permitir
aos congressistas uma andlise e critica atentas de
cada comunica¢do — no que residiria, afinal, com
a conseqliente troca de ideias, o trabalho mais
atil do congresso.

N&o houve preocupacdo de agrupar as comuni-
cacdes por especialidades, o que manifestamente
viria facilitar e coordenar aquele trabalho de ana-
lise e critica a que aludi.

Dado o programa geral em que estavam enqua-
dradas as sessfes de trabalhos, estes foram por
vezes prejudicados por preocupagdes de outra
ordem.

Ndo pode também ficar sem referéncia a nota
desconcertante gque emprestava as sessdes aquela
praxe das palavras sem conviccdo que se faziam
ouvir no final de cada uma das comunicacgdes.

Estes vicios de organizagdo, e as conseqlencias
bem manifestas, sdo tanto mais para lamentar
gquanto é certo que as personalidades cientificas
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dos Professores Sarmento de Beires e Vicente
Gongalves reunidas, por uma feliz escolha, na
presidéncia da Sec¢cdo de Mateméatica, sdo garantia
segura da elevacdo e inteligéncia no desenvolvi-
mento destes trabalhos.

Muitas questdes se poderiam levantar a propé-
sito da actividade do Congresso, mas que eviden-
temente n&do caberiam no ambito duma breve
noticia como esta.

Podemos afirmar que, apesar de tudo quanto
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se possa apontar de deficientena sua orientagdo
e organizacdo, o Congresso Luso-Espanhol para
0 Progresso das Ciéncias foi, na quési estagnacgéo
do nosso meio cientifico, um acontecimento de
relévo e importdncia marcantes: dando oportuni-
dade ao conhecimento e convivio de pessoas com
tendéncias e formacdes intelectuais muitodiferen-
tes, mas irmanadas numa preocupa¢cdo comum,
constituiu — muito em especial para 0s novos —
um forte estimulo & sua vontade de trabalhar.

CENTRO DE ESTUDOS MATEMATICOS DO PORTO

Em continuacdo dos trabalhos do C. E. M. da
Universidade do Porto, estdo previstos desd’; ja,
para éste ano lectivo, trés séries de ligdes.

A primeira, pelo Dr. Anténio Monteiro, teve
inicio ainda em Outubro e versard sobre Fungdes
Continuas: a nocdo de fungdo continua sera ana-
lisada e caracterizada nas diferentes categorias
de espacos topolégicos.

Em Janeiro de 1943 terdo lugar as ligbes do
Prof. Dr. Mira Fernandes sobre as modernas ten-
déncias do Céalculo Tensorial; nomeadamente a
sua contribuicdo pessoal e os Gltimos resultados
de Synge e Kawaguchi.

A encerrar o ano lectivo vir4d ao Poérto o Prof.
Dr. Vicente Gongalves que fard um curso sobre
a Teoria das Funcgdes.

Comegam no dia 10 de Outubro os trabalhos do
Seminéario de Fisica Tedrica, integradono C.E. M
da Universidade do Po6rto. Estes trabalhos seréo
orientados pelo Dr. Guido Beck e néles tomaréo
uma parte activa os Assistentes Fernandes de
S4 (F. C. do Po6rto) e Rodrigues Martins (F. C. de
Coimbra).

SOBRE O ENSINO DA MATEMATICA NA

Na primeira sessdo, o Dr. G. Beck tracard o
plano dos trabalhos arealizar e iniciard uma expo-
sicdo sdbre o estado actual do Teoria das Forgas
Nucleares. Numa das sess0es seguintes contamos
com uma comunica¢do do Prof. Dr. Mario Silva,
da Universidade de Coimbra.

Damos a seguir um esquema do funcionamento
déste Semindario que retinira todos os séabados,
de tarde, num dos anfiteatros da Sec¢do de Mate-
mética.

A) Comunicacdes sobre trabalhos de actuali-
dade.

B) Trabalhos a realizar.

1) Trabalhos de investigacéo.

a) Sobre a transformacdo relativa das grande-
zas quanticas — por Fernandes de Sa.

b) Soébre a influéncia da inversdo do spin sdbre
a difusdo dos neutrdes pelos nlGcleos — por Ro-
drigues Martins

2) Trabalhos bibliograficos:

Uma memoéria sdbre a teoria quantica dos cam-
pos, a publicar por Dr. G. Beck.

Nos préximos nimeros dar-se-4o noticias mais detalha-
das sdbre a actividade do Centro.

SUIGA

|- ESCOLAS SUPERIORES DE ZURICH

A ESCOLA» POLITECNICA

FEDERAL

Compilagao de publicagdes oficiais por Maria do Pilar Ribeiro

A Escola Politécnica Federal E. T. H., procura,
como escola técnica que é, principalmente nos ulti-
mos anos, pelos seus cursos e exercicios relativos
as ciéncias aplicadas, desenvolver o sentido de adap-
tacdo dos conhecimentos tedricos as exigéncias da
vida industrial. Procura, além disso, no contacto entre
professores e alunos, quer nas aulas de exercicios,
quer nos coléquios ou seminarios, prepara-los para

para um trabalho independente, que a pouco e pouco
tomard a forma de trabalho de investigacéo.
«Uma alta escola técnica deve dedicar-se tanto a
investigacdo cientifica como ao ensino. As influén-
cias reciprocas exercidas pela inddstria dum lado e
pelas altas escolas técnicas doutro, exigem destas
Ultimas uma elasticidade particular de adaptacdo as
necessidades técnicas e econdmicas do pais e do es-
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tiangeiro. O fimessencial da E. T. H. é, actualmente,
o desenvolvimento dos seus laboratérios e dos seus
institutos de investigagdo, com o fim de preparar
melhor os estudantes para a sua futura actividade».
Para realizar o seu fim,a Escola Politécnica Fe-
deral, que é a Unica escola de altos estudos técnicos
federal, estd dividida nas 13 seccles seguintes :

| — Escola de Arquitectura

I —Escola de Engenharia Civil
Il A — Escola de Mecéanica
Il B— Escola de Electrotecnia

(Y — Escola de Quimica
\% — Escola de Farmécia
Vi — Escola Florestal
Vil —-Escola de Agricultura
VIl —Escola de Engenharia rural e Topo-
grafia
I X — Escola de Ciéncias Mateméticas e Fi-
sicas
X — Escola de Ciéncias Naturais
X1 —Escola de Ciéncias Militares
X1l —Seccédo geral de cursos livres — dividida

em 2 sub-secgdes : 1.* de letras, histo-
ria, filosofia e ciéncias econdmicas :
2" de ciéncias mateméaticas, naturais,
técnicas e militares.

Esta X I1seccdo tem por fim dar aos alunos uma
cultura geral, de modo a evitar uma deformacédo pro-
fissional. Cada aluno, das outras secgbes-, é obrigado
a inscrever no seu programa de cada semestre uma
hora semanal déste curso.

Para o ensino nas diferentes seccdes, ha um plano
normal de estudo, ndo obrigatério, mas que da indi-
cacdes sObre o caminho a seguir.

A duragdo dos cursos é, segundo éste plano, de 7 a
8 Va semestres, compreendendo néste periodo as pro-
vas de diploma (correspondentes a nossa licencia-
tura). Estas realizam-se em 3 sessfes de exames das
quais duas sdo propedéuticas.

O grau de doutor, pode ser obtido, a seguir, com
a apresentagdo dumia tese em que se prove gque O can-
didato estd apto para fazer investigacfes cientificas
pessoais e depois dum exame especiail.

Para a admissdo na E. T. H. é necesséario ter, pelo
menos, 18 anos e ser portador dum certificado de
aptiddio duma escola secundaria, ou ser submetido,
na falta déste, a um exame de admissdo. O numero
de entradas ndo é limitado.

Em 1929 o corpo docente da E. T. H. era consti-
tuido por 70 professores ordinarios, 3 professores
extraordinarios; 23 engenheiros e outros especialis-

2%

tas, 52 encarregados de curso e 97 assistentes. O
nimero dos seus alunos era de cerca de 2500 e o de
auditores de 700.

Além da Biblioteca principal ha bibliotecas espe-
ciais dos diferentes institutos. A biblioteca principal
em 1929 tinha 131.182 volumes, dos quais 16.754
eram de matematica e fisica.

No mesmo espirito dc que «um estabelecimento de
instrucdo superior se nédo deve limitar ao ensino; é
indispensdvel que éle seja um centro de investigacéo
cientifica e que sustente materialmente, nos seus
estudos, os alunos bem dotados» criaram-se na E. T.
H. as seguintes fundacdes e organizagdes :

Casa dos estudantes, caixa de auxilio em casos de
doenga, sanatério e seguros contra acidentes. A par
destas funda¢des sdo concedidas bolsas de estudo,
além de intimeros fundos particulares, que nédo so
aumentam o numero de bolsas, como ainda concedem
prémios a um elevado nimero de estudantes.

Para estas fundacdes contribuem anualmente, nédo
s6 o Estado, mas, e em grande escala, as mais impor-
tantes emprésas industriais, bancos, companhias, etc.

O ensino na E. T. H. é feito principalmente em
alemédo, embora nalgumas cadeiras seja simultanea-
mente em francés e noutras alternadamente.

IX Seccdo — Escola de Ciéncias Matematicas e Fisicas

Na Escola de Ciéncias Matematicas e Fisicas o
ensino estd organizado de modo a preparar nao sé
professores de ensino secundario, mas também actua-
rios e fisicos destinados a inddustria.

Os planos de estudo comportam 8 semestres.

Os 4 primeiros semestres sdo dedicados a adqui-
rir uma técnica indispensdvel de calculo. Os exerci-
cios habituam os alunos ao trabailho pessoal desen-
volvendo-lhes a iniciativa. De problemas concretos
passam, nos seminarios, a questdes mais vastas e ao
estudo e discussdo de investigagdes recentes.

Este altimo trabalho tem lugar nos 4 Gltimos se-
mestres em que os alunos téem liberdade na escolha
das cadeiras, o que lhes permite orientar o seu intc-
résse por éste ou aquéle ramo da Matemadtica ou da
Fisica.

O Seminéario de Mateméatica tem por fim iniciar
os estudantes no pensamento matematico e na inves-
tigacdo pessoal. Procura atingir éste fim por expo-
sicbes, feitas pelos alunos, de memoérias de Matema-
ticas e por resolucdo de problemas e sua discussdo
com os professores.

Em 1929, a biblioteca do seminario possuia 1.400
volumes e uma coleccdo de modelos geométricos.

As obras completas de grandes matemaéaticos e um.
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nimero importante <le revistas encontram-se a inteira
disposi¢do dos alunos.

Damos a seguir um pilano de estudos do ensino da
Matemética :

1.° semestre
N.° de horas semanais

CADEIRAS : . .
Curso Ex. Coléquio
Célculo diferencial e integral... 6 2 2
Geometria descritiva | e Geome-
tria vectorial 4 4 1
Geometria analitica | e Geome-
tria vectorial 4 4 1
Algebra linear 3
Aconselhada :
Fotografia 2 2
2.° semestre
Célculo diferencial e integral 11 6 2 2 «
Geometria descritiva || 2
Mecénica 1 6 2 1
Geometria analitica e Algebra
linear 2
Geometria projectiva 3 1
Aconselhada :
Fotografia 2

3.° semestre

Aplicagdes da Matematica 2 2
Questdes escolhidas de Geome-

tria elementar 2
Geometria diferencial com exer-

cicios 4
Mecéanica 11 4 3j 1
Fisica | (Mecéanica, teoria ondu-

latéria, 6ptica) 4 2
Pratica de Fisica 4

4.° semestre
Fisica 11 4 1
Laboratério de Fisica

O REAL
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Teoria das fungbes | ... 4 1
Geometria projectiva 3 1
Curso superior de Matema-
tica e fisica:
Seminério dc Matemaética 2

Do 4." ao 8" semestre ha 56 cadeiras a livre esco-
lha dos alunos dalgumas das quais se d& o plano re-
lativo ao 5.° e 7." semestre :

Algumas questées de Geometria
elementar 2

Espacos topoldgicos

Teoria das fungdes analiticas 11

com exercicios 4
Geometria diferencial com exer-

cicios , 4
Teoria do potencial 3 1
Teoria dos conjuntos 3

Séries trigonométricas e inte-
grais 2
Seminéario de Matematica 2

etc.

As restantes cadeiras sdo relativas a Fisica, Astro-
nomia, Geodesia, Seguros, Didatica das Matematicas,
Pedagogia e Filosofia.

Prémios

Sdo instituidos dois prémios para cada uma das
seccOes da Escola. Um de SOO e outro de 1.000 fr. s.

Para a seccdo de Mateméatica e Fisica, as questdes
agora a prémio sao:

1." «Novos trabalhos da teoria do potencial de N.
Wiener, Ch. I.de la Vallée Poussin, O. Frostman,
etc., ampliaram essencialmente 0s nossos conheci-
mentos do problema de Dirichlet. Procura investi-
gar-se se, com o auxilio dos métodos aplicados ali.
resultados analogos poderdo estender-se ao problema
de Neumann».

2." «A idéia do método das Ciéncias de Laplace a
Poincaré (Estudo critico)».

INSTITUTO NACIONAL DE ALTA MATEMATICA DE ITALIA

por F. Severi
(Abreviado de «Euclides», n.° 20)

Comecarei por sintetisar as razdes que motivaram
a criacdo dum Instituto original na sua estructura
técnica e administrativa e que, depois de dois anos
de vida, encontrou com seguranca e éxito cientifico
0 seu proprio caminho. Resultado consideravel por-
que faltavam modelos que servissem de norma pre-
cisa de organi/.acdo e acgéo.

Com efeito, cada uma das instituicdes similares
estrangeiras, tendo sido concebida de modo diferente
da nossa, ndo podia oferecer orientagdes com a sua
prépria experiéncia.

Que a instituicdo possui caracteristicas de origi-
nalidade quasi completa demonstra-o o interésse com
que foi acolhida e com que é hoje seguida, mesmo



nas dificeis circunstancias internacionais presentes,
por parte dos centros estrangeiros de matemaética.

As .razbes pelas quais surgiu o Instituto podem
resumir-se do modo seguinte :

Primeira. A Universidade foi durante séculos, e
de maneira especial entre ndés, onde possui as tra-
dicbes mais antigas e gloriosas, o grande organismo
unificador e propulsor do progresso cientifico; mas,
hoje em dia, a Universidade ndo pode, por si s, rea-
lizar essa alta missdo.

Segunda. Embora a parte ja formada da Ciéncia
possa continuar dando, e por muito tempo, ajudas
e directrizes valiosas as aplicagcdes, o entorpecimento
do progresso cientifico e a esterelizagdo das mais
elevadas fontes do saber determinariam num prazo
mais ou menos longo a interrupcdo fatal das aplica-
¢cdes e do nivel do rendimento produtivo.

Terceira. A ciéncia, para progredir, necessita que
a cultivem néo s6 em relagdo as aplicagcdes, mas tam-
bém como investigagdo desinteressada, animalda por
alentos de poesia e calor de fé, ao lado e além da
razdo pratica®

Destas premissas decorrem alguns corolarios im-
portantes.

E necessario, antes de mais nada, criar Institutos
destinados & investigagcdo pura, a contribuir para a
obra de proselitismo cientifico e a afirmar, mesmo
no estrangeiro, os valores da ciéncia nacional, coadju-
vando nesta direcgdo tdo importante a obra das en-
tidades universitarias.

E necessario, em segundo lugar, que estes Insti-
tutos, que tém de desempenhar com grande agilidade
fungbes sem relagdo alguma com a rigidez das nor-
mas a que estd subordinada a instrucdo profissional,
sejam constituidos como pessoas juridico-adminis-
trativas auténomas; muito embora ainda ligadas
de certa maneira a Universidade, guarda das glo-
riosas tradig6es do nosso pensamento e vivificada
por explosdes sempre renovadas de juventude ita-
liana.

E necessario, por fim, que a investigagdo pura,
dominada pelo principio da superior harmonia esté-
tica e filoséfica que regula o seu desenvolvimento,
alie nos referidos Institutos a visdo teoricamente ele-
vada de problemas de aplicacdo e o estudo e o afi-
namento dos meios aptos para a sua resolugdo, se-
gundo o principio de Leonardo de que a boa prética
tem de edificar-se so6bre a teoria e que a propria
experiéncia é filha da sabedoria.
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Concluindo, estes Institutos tém de constituir,
além disso, o traco de unido entre o progresso cien-
tifico e a técnica da aplicacdo, entre a Universidade,
considerada essencialmente na sua funcédo cientifica,
e 0 Conselho Nacional de Investigagdes.

Depois da feliz experiéncia, do nosso Instituto
convird, por consequéncia, pensar em Institutos ana-
logos para os outros ramos da ciéncia.

..

A técnica mediante a qual se puzeram em pratica
estes principios tem reduzido interésse num artigo
de carécter geral, como éste.

Direi unicamente que os objectivos fundamentais
do Instituto sdo: o progresso dos ramos em forma-
cdo da matemética; a coordenagcdo do movimento
matematico nacional e estrangeiro e a organizagdo
duma bibliografia em dia do movimento matemético
mundial; a difusdo das directrizes mais importantes
do pensamento matematico nacional ; a unido entre
as investigacdes de alta matemética c as ciéncias la-
terais; e a colaboragdo com o Instituto Nacional
de Aplicacdes do Célculo, do Conselho Nacional de
Investigagdes.

Cursos de caréacter post-universitarios ; ciclos de
conferéncias de homens de ciéncia italianos e estran-
geiros ; relatos bibliograficos; publicacdo de mono-
grafias sdbre os mais recentes objectivos de estudo;
discussdes sdbre temas de investigacdo entre profes-
sores e alunos do Instituto; tais sdo os aspectos prin-
cipais da actividade do novo organismo cientifico.

Desejo, todavia, por em relévo alguns aspectos da
nossa organizacéo.

O Instituto escolhe por si mesmo os seus disci-
pulos investigadores entre os que possuem as apti-
ddes e a maturidade necessarias e que pretendam
dedicar-se a investigacdo. N&ao se lhes pede contri-
buicdo alguma. Pelo contrério, recebem gratuitai-
mente as publicacdes do Instituto e, especialmente,
as entregas correspondentes aos cursos, a medida
da sua publicacdo. Concedem-se bolsas a italianos e
a estrangeiros, duma maneira substancial e rapida,
sem complicadas formalidades burocraticas. *

Ndo ha exames, nem diplomas; mas ensaios per-
manentes das aptiddes dos alunos, aos quais se pede
somente que se familiarizem com o uso do maior
nimero de instrumentos de investigacdo e que levem
a cabo investigagdes cientificas, cujos resultados, pu-
blicados em revistas de matematicas italianas ou
estrangeiras, ou em memorias académicas, constitui-
rdo depois o Unico documento comprovativo da sua
permanéncia activa no Instituto; titulo que redun-
dara em honra dos discipulos e dos mestres e contri-
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buird, em maior ou menor medida, para o progresso
da ciéncia.

Em cada um dos dois anos de vida do Instituto
tivemos uns trinta discipulos, dedicados aos diferen-
tes ramos da investigacdo matemadtica ; no primeiro
ano meia dazia de bolseiros italianos e no segundo
uma dezena de bolseiros italianos e estrangeiros.

Os «Rendiconti di Matematica e delle sue Applica-
zioni», publicados pelo Instituto de Alta Matematica

CLUBES DE

A campanha iniciada pela «Gazeta de Matematica»,
destinada a promover a fundagdo de nlcleos de es-
tudo da matemadtica nas nossas universidades, tomou,
desde o seu inicio, um aspecto dos mais satisfatérios
pelo interesse que prontamente se manifestou a volta
desta iniciativa e pélas decisdes que, em pouco tempo,
foram tomadas por varios grupos de alunos das esco-
las superiores.

No dltimo nimero da «Gazeta» deu-se a noticia da
fundacdo do primeiro clube de mateméatica portugués
na Faculdade de Letras de Lisboa. No presente na-
mero damos a noticia do surgimento de mais dois
clubes, um no Instituto Superior de Agronomia, ou-
tro na Faculdade de Ciéncias de Lisboa, e transcre-
vemos as comunicacdes feitas a «Gazeta de Matema-
tica» pelos delegados dos respectivos clubes.

Existem pois, actualmente, trés clubes de matema-
tica nas escolas superiores de Lisboa. E um resul-
tado importante atendendo ao pouco tempo decor-

NOTICI

Clube de Mateméatica da Faculdade de Ciéncias de Lisboa

Um grupo de alunos da F. C. L., reconhecendo a
necessidade da criacdo dum Clube de Matematica na
sua Faculdade, apresentou, ao seu Director, prof.
Vitor Hugo de Lemos, um pedido para a necessaria
autorizacdo, acompanhado dum projecto do trabalho
a realizar no ano lectivo de 1942-43.

O Director da Faculdade mostrou-se interes-
sado pela iniciativa e ndo s6 prometeu todo o auxilio
como também autorizou os trabalhos preparatérios
do Clube até se obter do Conselho Escolar a auto-
rizacdo definitiva.

O projecto que acompanhava o pedido tem como
objectivo fundamental o aumento da cultura mate-
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de colaboragdo com o Instituto Mateméatico da Uni-
versidade de Roma documentam uma parte da nossa
actividade.

Quem exanime a relagcdo e os programas dos cur-
sos realizados até agora e dos que serdo realizados
no préximo biénio encontra, amplamente represen-
tadas, estudadas e discutidas, um grande nimero das
teorias mais vivas e vitais da mateméatica e das suas
aplicacdes mais palpitantes.

Tradugdo de A. SA DA COSTA

MATEMATICA

rido desde a fundagdo do 1." clube e atendendo ain-
da ao papel que os clubes de matematica devem de-
sempenhar dentro das respectivas escolas.

No Poérto, ha& também um movimento destinado
a fundacdo de clubes nesta cidade, sdbre que serédo
dadas noticias oportunamente. A «Gazeta de Mate-
matica» tem, além disso, delegados seus no Instituto
Superior Técnico e na Faculdade de Medicina de
Lisboa que se ocupam do problema dos clubes nestas
duas escolas, sendo pois natural que, dentro de pouco
tempo, haja mais dois clubes de Mateméatica em
Lisboa.

A «Gazeta de Matematica» pde as suas paginas a
disposicdo de todos os clubes e incita vivamente to-
dos os estudantes de matemdatiqa a que nao se limi-
tem a pertencer aos clubes mas metam ombros, desde
ja, ao trabalho dentro da organizacdo geral do clube
a que pertencem.

Guida  Lami

ARIO

matica, do interesse por esta ciéncia e a melhoria
das relagbes entre os alunos da Faculdade.

Procura-se para isso:

1) —-Realizar palestras, por professores e alunos
sObre:

a) A Histéria e Filosofia da Matematica;

b) A Relacdo da Matemdatica com as outras cién-
cias;

c¢) A Vida dos mateméticos ilustres;

d) Outros assuntos estreitamente relacionados com
a Matematica.

2) Criar uma biblioteca.

3) Colaborar com:
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a) Os Nucleos de Investigacdo da Escola;
b) Outros Clubes;
c) A «Gazeta de Matematica»;

4) Organisar :

a) Concursos e outras competicdes ;
b) Bibliografias;
c) SeleccOes de curiosidades matemaéticas;

5) Publicar:

a) Comunicagfes julgadas de interesse geral;
b) Noticiario sobre a actividade do Clube;

6) Cobrar de todos os sécios uma cota mensal mi-
nima de 1$50;

Se bem que ainda se aguarde a autorizagdo do
Conselho Escolar da Faculdade, procurou-se j& dar
inicio ao programa estabelecido.

Convidaram-se, para isso, os Srs. Professores Vi-
tor Hugo de Lemos, Director da Faculdade, e Ramos
e Costa a realisar palestras da série que se pretende
levar a efeito.

Alguns alunos estdo também preparando
quentes conferéncias.

Espera-se, finalmente, que o reatamento dos tra-
balhos escolares venha permitir uma réapida evolugéo
da vida do Clube.

subse-

Clube de Matemética do Instituto Superior de Agronomia

Tendo chegado ao conhecimento dum grupo de alu-
nos do L S. A. o artigo do Prof. Anténio Monteiro
sobre «Clubes de Mateméatica» publicado no n.° 11
da «Gazeta de Matemdtica» e considerada de real in-
terésse a existéncia duma agremiacdo dessa natureza
na sua Escola, foi resolvido que se realizasse uma
reunido onde fdsse proposta a fundagdo do «Clube
de Matemética do I.S. A.»

Efectuada essa reunido no dia 14 de Julho, com a
autorizacdo do Director do Instituto, Prof. Boaven-
tura de Azevedo, e da direccdo da Associagdo dos
Estudantes de Agronomia, foia proposta aprovada e
apresentado o seguinte plano de trabalhos:

| — Estudo das questdes matematicas versadas nas
aulas.

A par e passo que o programa das cadeiras de
Matematicas fosse sendo dado, aquéles assuntos jul-
gados merecedores de tratamento mais profundo se-
riam discutidos nas reunides do Clube, procurando-se
sempre que fdsse necessario e possivel que um aluno
do Instituto ou ndo, ou qualquer outra pessoa consi-
derada idonea, se encarregasse de os estudar e fazer
as prelecdes julgadas suficientes para a sua perfeita
compreensao.

2?

Il — Estudo de assuntos matematicos intimamente
ligados a indole dos cursos versados no |.S. A. que.
por qualquer razdo, ndo sejam dados nas diversas
cadeiras.

Serd dada especial atengdo ao Calculo de Probabi-
lidades, a Biometria, ao Cé&lculo de Fisher, ao cal-
culo gréafico, a construgdo de &bacos, réguas de cél-
culo, etc. Proceder-se-4 a organizacdo duma biblio-
teca especializada.

Il — Aplicacdo dos conhecimentos de matematica
a questdes técnicas.

Os estudos de matematica serdo orientados de
modo que os conhecimentos adquiridos possam ser
aplicados imediatamente as questdes de caracter
técnico que os licenciados pelo Instituto tenham que
resolver na sua vida profissional. Para isso pro-
curar-se-a entregar ao «Clube de Mateméatica» a pre-
paracdo e discusdo de cardcter mateméatico das diver-
sas experiéncias que se realizam nos laboratérios e
campos experimentais do Instituto para dar aos asso-
ciados, futuros técnicos, mais um instrumento que
possam manejar com a maior seguranca.

IV — Relagfes com outros «Clubes» e com a «Ga-
zeta de Matematica».

Procurar-se-4 estabelecer um intenso intercAmbio
entre os diversos «Clubes de Matematica». Aquelas
reunides que possam interessar mais de uma agre-
miacdo poderdo ser comuns aos varios «Clubes» inte-
ressados. Sempre que se tiver de realizar qualquer
trabalho que ultrapasse o ambito da Escola pro-
curar-se-& interessar os outros «Clubes» de modo a
conseguir-se uma colaboracdo a mais eficiente pos-
sivel.

A «Gazeta de Matematica» servird de interme-
didria entre os diversos «Clubes». Ser-lhe-& forne-
cida a lista das obras adquiridas pelo «Clube de
Matematica do |I.S. A.» e todos os trabalhos reali-
zados sbébre o patrocinio do «Clube» e que possam
interessar as outras agremiacgoes.

Este plano de trabalhos deve ser discutido e modi-
ficado, onde for julgado necessario, numa préxima
reunido a efectuar-se em Novembro, sendo entédo
aprovados os estatutos do «Clube» e eleita a direcgéo.
Com carécter provisério, foram encarregados os alu-
nos Ario Lobo Azevedo, Artur Rocha de Medina, Ca-
milo Lemos de Mendonca e Mario Rodrigues de Car-
valho dos trabalhos da direccdo do «Clube», de reunir
e criticar as diferentes sugestdes que aparecam.

O «Clube de Matematica» funcionar& como um
organismo auténomo dentro da «Associacdo de Es-
tudantes de Agronomia» sendo as relacdes entre as
duas agremia¢des feitas através dum delegado da
«Associacdo» junto do «Clube».
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ULTIMA HORA

Clube de Matematica do Instituto Superior Técnico

Acaba de ser fundado o «Clube de Matemética dos
Alunos do Instituto Superior Técnico».

Numa reunido efectuada em 20 de Outubro de
1942, um grupo de alunos do I.S. T. tomou a ini-
ciativa da fundacdo neste Instituto dum nucleo de
estudos dc matematica cuja necessidade é conside-
rada grande, e prop0e-se desde ja iniciar o ano es-
colar com um programa de trabalhos que inclue o
estudo de matematicas aplicadas aos diversos ramos
da engenharia, a organizacdo de palestras e cursos
por professores e alunos sobre assuntos de interesse
geral e particular, a aquisicdo de livros e revistas
que formardo a biblioteca do clube, intercambio com
outros clubes por meio de concursos, reunides, etc.,
e, duma maneira geral, o estudo de todos os assun-
tos que contribuam para aumentar a cultura ma-
tematica dos futuros engenheiros.

Foi eleita uma direc¢do composta por trés mem-
bros, que estd encarregada de elaborar os estatutos
do clube. Esses estatutos, numa préxima reunido, de-
vem ser estudados e aprovados por uma mésa direc-
tiva composta pelos so6cios fundadores do clube.

A mesma mésa directiva elegeu j& uma comissdo
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de cinco membros cujo trabalho imediato serd pro-
ceder a um inquérito junto dos professores do I.S. T.
sobre quais devem ser os assuntos matematicos, in-
teressando cada uma das especialidades, que devem
ser mais urgentemente comegados a estudar pelos
membros do clube. Os alunos do curso geral do
1. S. T. serdo também encarregados de indagar junto
dos professores quais os assuntos de matematicas
elementares nédo incluidos nos programas que devem
estudar.

A mésa directiva projectou ainda que sejam estu-
dados por quem se interessar certos assuntos de pe-
dagogia matematica como, por exemplo, a impor-
tdncia do cinema no ensino da matemética, etc.

O clube de matemética do I .S. T. é uma dw> acti-
vidade da Associacdo dos Estudantes e faz parte
integrante dela, dispondo assim dos recursos mate-
riais que a mesma Associagdo lhe fornece, como di-
nheiro, livros, revistas, etc. Todos os alunos do
I. S. T. podem ser so6cios do clube de matemaética,
desde o0 momento que se inscrevam como tal.

Os so6cios do clube ndo tém de pagar qualquer es-
pécie de cota.

Os estatutos do clube, uma vez elaborados, seréo
apresentados ao Director do I.S. T., e o clube come-
card os seus trabalhos o mais depressa possivel.

LIVROS PARA CLUBES DE MATEMATICA

Esta lista continua nos nimeros seguintes da Gazeta

Da coleccdo «Que sais-je?», editada por «Pres-

ses Universitairesde France» — Paris :
17) M. Boll— Les certitudes du  hasard.
18) P. Rousseau — L'astronomie sans telescope.
19) P. Devana — Automates et automatismes.
20) P. Couderc — La Relativité.
21) M. Boll — Les étapes des mathématiques.
22) M. Boll — L'exploitation du  hasard.
23) M. Faugue — Les assurances.

Preco de cada volume desta colecgdo TS fr.

24) Marcel Boll—La chance et les jeux de  Hasard.
Librairie Larousse, Paris, pre¢o 28,50 frs.

25) M. Boll — Le Mystere des nombres et des for-
mes. Lib.Larrousse. Paris.

26) M. Boll e G. Urbain — La Science, ses  progres,
ses aplications. 2 vols. Libr. Larousse. Paris.

27) M. Boll — Les deux infinis. Libr. Larousse.
Paris.

28) G. Boucheny—Curiosités &+ Récréations Ma-
thématiques. Lib. Larousse. Paris. Preco 20 fr.

29) H. Hieleitner — Historia de La Matematica.

Coleccion Labor. Seccion X | — n.° 138 — 1939. Edi-
torial Labor, Si A. — Barcelona — Buenos Aires.
30) A. Rebiere — Pages choisies des Savants Mo-
dernes. Lib.Vuibert. Paris.
31) A. Rebiere—Mathématiques et Mathématiciens.
Lib. Vuibert. Paris. Pre¢co 10 frs.
32) A. Rebiére — La vie et Les travaux des sa-
vants  Modernes. Lib. Vuibert. Paris. Preco 10 frs.
33) Hermann  Schubert — Mathematical essays and

Recreations tradug¢do de J. Mc. Cormack. The
Open Court Publishing Company Chicago— London :
Kegan Paul, Trench, Teubner & C.°— 1898.

34) C. A. Laisant — Initiation Mathématique. Lib.
Hachette & C.° Paris 1909. Existe uma traducdo por-
tuguesa editada pela Livraria Editora Guimardes &
O.*: Lisboa.

35) F. Gomes Teixeira

— Histéria  das Matematicas

em Portugal. Academia das Ciéncias de Lisboa. Lis-
boa 1934.
36) F. Gomes Teixeira—Panegiricos e Conferén-

cias. Academia das Ciéncias de Lisboa. Coimbra.Im-
prensa da Universidade. 1925.
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ANTOLOGIA

SOBRE AS CIENCIAS

por Henri

E A TECNICA

Mineur

(duma conferéncia realizada em Parisi

Sdo mualtiplas as ligacdes da ciéncia e da técnica.
A ciéncia tem um objectivo técnico num certo
nimero de casos mas sempre de inicio ou quando
dum renascimento. A astronomia egipcia é o
resultado das circunstadncias materiais da vida
humana no vale do Nilo; orenascimento da astro-
nomia no século xvi é o resultado da economia
nesta época.

A técnica, pelo contradrio, tem por vezes 0 seu
objectivo fixado pela ciéncia que procura auxiliar
e isto acontece sempre que a ciéncia adquiriu um
desenvolvimento suficiente para ter a sua vida
prépria sem ter um fimtécnico definido. E o caso
da mecéanica de precisdo e da fabricagdo das su-
perficies 6pticas.

Entre estes extremos encontram-se todos os
casos intermédios. Capitulos ha da ciéncia com
um objectivotécnico preciso no passado e para o0s
quais ésse objectivo se tornou mais vago e mais
longinquo, como a Mecanica Celeste. Encontramos
também capitulos da ciéncia que ndo actuam
sendo indirectamente sdbre a técnica por inter-
médio de outros dominios da ciéncia, como acon-
tece com alguns capitulos da astrofisica. Outros
capitulos da ciéncia que tiveram determinado
objectivo técnico perderam-no substituindo-o por
um outro como acontece com o problema das
longitudes.

Em suma, um impulso inicial é dado pela
técnica a ciéncia e desde que esta adquiriu desen-
volvimento assistimos a reagcfes multiplas, mais
ou menos complexas entre a ciéncia e a técnica.

Notam-se dominios da ciéncia que nédo tém
objectivo utilitario nem longinquo nem préximo
mas que o tém filoséfico: o de dar uma explicacao
total do universo.

Isto faz-nos compreender porque tédas as cién-
cias estdo ligadas e quanto a histdéria das ciéncias
¢ complexa, vistoque os resultados dumas actuam
sdbre as outras e estamos habituados a ver inves-
tigacdes desinteressadas de coméco darem origem
a resultados préaticos da mais alta importancia no
fim de alguns séculos; tal é o caso da electricidade.

Ndo sé as ciéncias estdo intimamente ligadas
entre si em cada instante como reagem umas
sObre as outras no tempo; os trabalhos de meca-
nica estatistica dos gazes do século xix, por
exemplo, sofreram a influéncia dos trabalhos
astronémicos do século xvii.

Vemos também a estrutura social e as tendén-
cias filos6ficas de cada época influirduma maneira

considerdvel na investigacdo cientifica estimulan-
do-a ou procurando asfixid-la ou canalisa-la, ao
mesmo tempo que observamos os resultados da
ciéncia levar o homem a modificar a sua con-
cepcédo filoséfica do universo.

Estamos em presen¢ga dum complexo de fen6-
menos que actuam uns sb6bre os outros e onde se
torna muitas vezes impossivel destacar as relagdes
simples de causa e efeito. Pode precisar-se esta
intima ligacdo da ciéncia, da técnica e da vida
social tentando responder a seguinte questdo:
~APode imaginar-se a histéria da ciéncia, a da
técnica e a da sociedade idénticas ao que ja foram
mas desfasadas no tempo, isto pelo menos em
certos dominios? Penso que um tal desfasamento
ndo pode exceder sendo poucos anos e conven-
cer-nos-emos disto facilmente estudando cada caso
particular.

Tal diminui muito o papel dos génios na cién-
cia e creio que cada sociedade tem os sabios e a
ciéncia que deve ter; numa colectividade tédo
numerosa, como a humanidade, uma descoberta
encontra sempre um autor gquando as circunstan-
cias cientificas, econdémicas e sociais sdo favo-
raveis.

De resto, o trabalho de um sabio é fung¢édo do
trabalho dos seus pioneiros e dos seus contempo-
raneos. A ciéncia so6 se faz colectivamente; as in-
vestigagdes dum trabalhador distinguem-se mal,
a maioria das vezes, das dos que o acompanham
no espa¢o e no tempo; quando uma tal distingéo
é¢ possivel ndo é muitas vezes mais do que uma
ilusédo.

Além disso, para trabalhar, o sdbio deve ter um
objectivo e, ainda que ondodistinga,ndoé menos
verdade que éle trabalha porque atribui um valor
ao seu trabalho; ora, o que constitui o valor da
ciéncia para o sabio é o seu caracter colectivo
porque téda a ciéncia constitui um edificio que
cada sabio construiu com os que o precederam e
com 0s seus contemporaneos e ao qual ndo trouxe
mais do que uma pedra. N&do se fantasia final-
mente um sabio trabalhando numa ilha deserta e
sabendo que o seu trabalho ndo serd continuado.

este caracter colectivo da ciéncia mostra-nos
porque, apesar das aparéncias, ela forma um todo
com a vida técnica, social e filos6fica da humani-
dade e esta é a causa por que nao se pode se-
parar aciéncia dos outros dominios da actividade
humana.

Tradugdo de M. ZALUAR.
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<EPPUR Sl
[TODAVIA,

por Gino

Segundo voz que corre mundo ha séculos e que
provém de qualquer anénimo contemporaneo de
Galileo, éste gigante, uma vez assinada a abjura-
¢do, teria gritado de cabeca erguida, na presencga
dos seus juizes: «Eppur si muove!». Trata-se de
uma lenda criada, ou por um admirador de Galileo
para demonstrar a firmeza das suas opinides
cientificas, ou por qualquer detractor para apre-
sentd-lo como perjuro('); mas, trata-se, certa-
mente, de pura invengdo, sendo inadmissivel que
éle, no estado de animo resultante dos interroga-
térios e da abjuracdo e nas suas deplordveis con-
dicdes de saude, tenha podido dar uma prova de
coragem verdadeiramente leonina. Se éle tivesse
pronunciado aquelas tremendas palavras, uma
nova pira tev-se-ia acendido em Campo dei Fiori,
Giordano Bruno teria contado com um grande
partiddrio e uma nova pagina teria sido escrita
para a histéria dos martires da liberdade do pen-
samento.

Todavia, a humanidade, ao aceitar sem duvidar
da autenticidade e ao divulgar aquele episddio
piedoso, acreditou e quiz afirmarque ndo existe
forca humana, nem a que emana dum tribunal
a sentenciar em nome de deus, capaz de arrancar
do &nimo dum verdadeiro homem de ciéncia uma
convicgcdo amadurecida depois de demorados estu-
dos e reiteradas experiéncias.

E que em Galileo tenha permanecido inabaléa-
vel a confianca na doutrina copernicana demons-
tram, de forma a nédo admitir contestacdo, as
seguintes palavras por éle escritas nas margens
dum exemplar do famoso Dialogo”):

«Sobre a introdugdo de novidades.

«jQuem duvida que a nova introducdo de que-
rer que os intelectos, criados livres por deus, se

BOM SENSO

E RACIONALISMO

MUOVE!)
MOVE-SE!]

lorio

tornem escravos da vontade de outrem, ndo seja
causadora de escandalos gravissimos?

«iE 0 querer que outros neguem o0s proprios
sentidos e os posterguem ao arbitrio déles?

<v,Ho admitir que pessoasignorantissimas duma
ciéncia ou arte sejam juizes dos inteligentes, e
gque pela autoridade concedida, tenham poderes
para a dirigir a seu modo?

«Estas sdo as novidades capazes de arruinar as
repUblicas e subverter os estados.

«Prudentes, teélogos, que querendo fazer maté-
ria de fé das proposicdes referentes ao movimento
ou a imobilidadedo sol e da terra, vos expondes
ao perigo de ter, por férgca do tempo, de condenar
como heréticos os que afirmam estar a terra imé-
vel e mover-se, de ha muito, o sol: com o tempo,
digo, quando sensata e necessariamente vos for
demonstrado, o movimento da terra e a imohili-
dade do sol».

E, isto é afirmar muito mais do que exclamar;
«Eppur si muove'.». (de «Galileo GaHlei»)

O leitor desejoso de pormenores sdébre a origem desta
lenda, encontra-los-a nos artigos: G. Berthold, 'Eppur si
muove», (Zeitschr.f. Math. u. Phys. 42 Jahg. 1897, Hist. Ht.
Absh. p. 5 e Bibi. mathem. Nouv. Sés. T. XI, 1897. p. 57); A.
Féavaro, Allo ricerca deite origine dl 'Eppur st muove
(Atti del R. 1st. Ven., T.LXX, 1919-11). Limitamo-nosaqui a
notar que, apesar de repetidas e cuidadosas investigacoes
ndo se chegou, contudo, a unia conclusdo definitiva acérea
da célebre frase; a suacitagdo mais antigaencontrar-se-ia
num quadro flamengo de autor desconhecido, mas dos mea-
dos do século XVII, quadro que teria constituido uma ante-
cipa¢do do muito conhecido quadro de Nicold Barablno.

< «Dialogo di Galileo Galilei Linceo, matemético sopraor-
dinario dello studio di Pisa, e filosofo e matematico prima-
rio dei Serenissimo Gr.Duca di Toscana, dove ne 1con-
gressi dl quatro giornate si discorre sopra i due massimi
sistemi del mondo tolemalco e copernicano, propouendo
indeterminatamente le ragioni filosofiche e naturalitanto
per Tuna quanto per Taltra parte».

Tradugédo de A. SA DA COSTA.

CIENTIFICO

por P. Couderc

(de «La Relativité»

Para abordar o exame das idéias novas com a per-
meabilidade necessaria, para ter perante o veredicto
da experiéncia a docilidade conveniente, pensemos
nas derrotas mais famosas do bom senso. Vejamos
se esta «puissance de bien juger et distinguer le vrai
d'avec le faux» como diz Descartes, ¢ um guia su-
ficiente no estudo da natureza.

a) A observacdo corrente mostra a Terra plana,
com irregularidades locais de relévo. As primeiras

Col. «Que 8ait-je?»)

concepgOes da sua esfericidade, pelo século iv a. C,
o bom senso dos Antigos replica que ndo se pode
caminhar de cabeca para baixo e nega a existéncia
dos antipodas.

b) Alguns séculos
Terra é aceita;

mais tarde, a esfericidade da
a Terra é uma esfera que se sabe
ja medir. Mas, o bom senso afasta com espanto a
sua rotacdo sObre si mesma, que alguns filésofos en-
caram. No6s bem vemos que esta imoével, se ndo sen-
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tiriamos bem a trepidagdo da maquina! Um astré-
nomo eminente — Ptolomeu — rejeita a rotagdo com
um argumento de bom senso um pouco mais elevado :
«Uma roda que gira, escreve éle, possue uma forca
centrifuga tanto mais intensa quanto maior for a
velocidade; se a Terra girasse em 24 horas, como
alguns propdem, os pontos do seu equador teriam
uma velocidade fantastica 0) e os seres, as casas, as
pedras, as aguas, seriam langados nos ares; o pro-
prio solo voaria em estilhagos (*).»

c) A Terra gira em tdorno do Sol num ano. Desde
0 ano 270 a. C, Aristarco de Samos admite éste mo-
vimento de translacdo. Mas, a imobilidadeda Terra,
o «fogo* das suas profundezas e a necessidade da sua
posicdo central no Universo eram para os Gregos
dogmas filos6ficos ou religiosos. Lé-se em Plutarco:
«Clednto o estéico pretendia que Aristarco fosse pro-
cessado por ter proposto, a custa duma profanacédo
sacrilega, a deslocagdo do fégo do Mundo».

Dezoito séculos mais tarde, Copérnico ressuscita a
teoria de Aristarco: o seu livro é incluido no Index
(«donec  corrigatur!») ; a seguir é a famosa conde-
nacdo de Galileo, por ter defendido a heresia do mo-
vimento da Terra, é Descartes a destruir para sem-
pre a sua Fisica ao saber destas persegui¢des : tantas
perdas a imputar a uma fé cega nas aparéncias.

d) Como o bom senso, enfim, enganou a humani-
dade soObre os principios da Mecanica! O senso
comum ensinou aos Antigos que um movimento ndo

MENTALIDADE

mantido se interrompe e que o movimento natural
dos astros é circular. Estes dois erros iniciais reduzi-
ram a nada os esforcos dos Gregos para edificar uma
Mecanica; 2.000 anos decorreram até que Galileo e
Descartes descobrissem a lei da inércia: um movi-
mento ndo perturbado persiste indefinidamente rec-
tilineo.

Haverd alguma coisa mais revoltante para o bom
senso que éste principio da inércia? Todavia, sem
éle nao teria podido surgir a dinamica.

Assim, o bom senso de ontém ndao serd& amanhd
mais do que cegamente obstinado : desconfiemos do
guia que tanto prejudicou a ciéncia. A Historia mos-
tra que as aparéncias sao falaciosas e que a. razédo
humana, por si s6, é incapaz de descobrir a verdade.
As discussOes escolasticas que esterilizaram a ldade
Média sdo exemplos dos desvios da razdo quando ela
trabalha em falso, sem mergulhar no real.

O verdadeiro guia, o racionalismo cientifico, cujo
mérito se mede pelo progresso acelerado das cién-
cias, reside na aplicacdo do método experimental, no
qual a experiéncia e a razdo se apoiam mutuamente

0 450 metros por segundo.
<> Foi preciso esperar pelo ano de 16G9 para que éste
paradoxo desaparecesse perante uma interpretacdo cor-
recta. Huygens mostrou que a forca centrifuga tem por
expressdao D Ir. No caso daTerra r étaogrande que éste
quociente é quasi nulo.
Traducdo de A. SA DA COSTA.

MATEMATICA

por Federigo Enriques
(de cLe Matematii.he nella storia e nella cultura»)

Para compreender bem o lugar correspondente
na cultura as Matematicas e aos mateméaticos, ndo
pode prescindir-se da anélise dalguns problemas
psicolégicos.

Antes de tudo, ique coisa distingue a mentali-
dade do matemético?

Segundo a observagdo comum, 0S rapazes que,
na escola, mostram um certo talento para as ma-
tematicas ndo sdo sempre 0s mais inteligentes;
sdo timidos, embaracados, concentrados, por nada
se interessam além dos seus célculos e das suas
figuras. Entdo, os camaradas apelam de boa von-
tade para o antigo adagio «matftematicus purus,
punis  asinus». Em substadncia, o juizo pode atri-
buir-se a Aristoteles :«um homem estupido —diz
éle —pode ser um excelente gedmetra, como su-
cede com Hipdcrates de Chio, que, sendo comer-
ciante, perdeu o seu dinheiro por inaptiddo e
estulticia, deixando-se defraudar pelos cobradores
da alfandega de Bisancio».

Esta tendéncia para considerar a matematica
uma faculdade independente das outras atitudes
do intelecto (e também a nossa ciéncia um com-
partimento isolado, como a musica), é valorizada
pela constatagdo de brilhantes qualidades de en-
genho em homens que se reconhecem e confes-
sam incapazes de compreender a mais simples
verdade matemdtica, a demonstragcdo dum teore-
ma ou duma férmula assaz elementar. Mas, os
juizos da opinido comum sO6bre esta matéria néao
podem aceitar-se sem critica.

Em primeiro lugar, os rapazes que, como se
disse, parecem dotados dum exclusivotalento ma-
teméatico e negacdes para qualquer outro estudo,
ndo é de crer que cheguem a ser matematicos de
algum mérito. Se se examinarem exemplos mais
conhecidos, o engenho mateméatico em grau um
pouco elevado, pode apresentar lacunas e, por
vezes, aspectos bizarros, mas requere um con-
junto de qualidades que conferem ao possuidor
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uma grande versatilidade, além da aptiddo para
aprofundar os mais diversos campos do conheci-
mento. Ndo ha testemunhos para verificar ou con-
testar o que Aristoteles disse de Hipocrates de
Chio (embora a distraccdo ou inaptiddo de quem
se deixa defraudar revele antes um defeito de
inteligéncia préatica em lugar duma nédo inteligén-
cia em geral), mas, entre os mateméaticos célebres
da histéria, encontram-se alguns dos melhores
talentos da humanidade: homens que, ndoso6 con-
seguem dominar outros ramos da ciéncia teoérica
ou possuir uma técnica, mas também sdo, simul-
taneamente, filésofos, juristas, médicos, artistas,
escritores de estilo maravilhoso cprao Galileo e
Pascal, por vezes até poetas.

As disposicdes praticas repartem-se desigual-
mente entre os mateméaticos. Na antiguidade mui-
tos ocuparam cargos politicos nas suas cidades,
ecomo Archita di Taranto, que foisete vezes es-
tratega e chefe do govérno de Taranto. Napoledo,
que estimava as matematicas e dizia que «o0 seu
estudo estd intimamente ligado com a prosperi-
dade do estado», nomeou para o0 govérno Laplace,
mas, poucos dias depois, demitia o seu ministro
com esta observacdo: «cet homme portait dans
les affaires publiques I'esprit des infiniments pe-
tits». Todavia,ndo deveriam perder-se, igualmen-
te, nas mintcias Monge e Carnot. O primeiro é o
fundador da Escola Politécnica de Paris, inspirada
no mais alto sentido pratico, que tem dado a
Franca os seus estrategas e alguns dos seus mais
célebres matematicos, um organismo de estudos
que deixa ainda a sua marca na formagado espiri-
tual de todo o pais. O outro, o altivo jacobino da
Convencédo Nacional, é o organizador da vitoria,
que nas horas mais tradgicas da Revolu¢do Fran-
cesa salvou a nacdo da invasdo do estrangeiro.

Também a ostentada incompreensdo total da
matematica por parte de homens inteligentes deve
ser posta em ddOvida. Na maioria dos casos, tra-
ta-se duma antipatia que afasta déste estudo jo-
vens cujo interésse se ndo soube despertar; e a
responsabilidade cabe ao professor. Proponha-se
a um ignorante em geometria que duplique um
quadrado: possivelmente éle,como o escravo do
Menotte platénico, serda levado, em primeiro
lugar, a duplicar o lado; um sentido de falsa ana-
logia a induz em érro. Mas, conigir-se-4 logo que
lhe seja mostrada a figura do quadrado de lado
duplo decomposta em quatro quadrados. Analo-
gamente, compreenderd facilmente o significado
geométrico da identidade

{a-bf-at + tf-iab.
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Contudo, se esta lhe for apresentada como ex-
pressdo abstracta dum céalculo algébrico, deve
esperar-se que ela desperte a sua repugnancia
na verdade ¢é preciso explicar com cuidado ao
principiante o que significam os simbolos a e b,
isto é, como sdo substituidos por nimeros arbi-
trarios e, depois, compreender a lei distributiva
do produto em relacdo a soma. Enfim, a referida
formula, para ser compreendida e assimilada,
exige uma prepara¢do ndo muito curta do aluno,
feita com senso pedagégico; na falta desta, se a
féormula é comunicada por um simples repetidor,
como uma regra mecanica, suscitara rebelides nédo
de todo injustificadas,que surgem naturalmente
no nosso espirito contra ouso duma lingua estran-
geira desconhecida.

Resta, de qualquer maneira, um pequeno nu-
mero de espiritos aos quais repugna totalmente
a disciplina loégica da deducdo matemdtica, que
sdo de facto incapazes de seguir um raciocinio
abstracto ou de impedir os movimentos efectivos
das associagOes psicoldgicas, atentando na proépria
abstracgcdo. S&do0 os que no homo ceconomicus de
Adam  Smith véem, ndo o tipo de relagdes econd-
micas, mas um monstro privado dos sentimentos
mais humanos de «pai», de «irmdo» ou de «cida-
ddo», a p6r a margem da humanidade. Ou, aquéles
que véem na hipétese, de que parte um raciocinio
de redugdo ao absurdo, uma «concessdo» que se
faz ao adversario. Sdo homens, inaptos para todo
o trabalho propriamente cientifico, aos quais falta
a faculdade elementar da légica, no sentido es-
tricto da palavra, e que, inferiorizadosnaose van-
gloriam decerto das suas deficiéncias. N&o se
exclui, todavia, que entre ésses surjam tipos de
excepcdo, extraindo o vigor da sua propria afec-
tividade indisciplinada, que comunicam muitas
vezes a sua arte ou a sua personalidade, nas rela-
¢0es com os outros homens. Até ha nesta categoria
génios filoséficos, como Hegel (tdo pobre inteli-
géncia, no sentido estricto do térmo por éle pro-
prio definidol), mas de tal ninguém deve admi-
rar-se, porque os filésofos ndo devem tomar-se
como uma espécie de santos do pensamento,
exemplos do bem raciocinar, mas, pelo contréario
como representantes de diversas atitudes do espi-
rito, que muitas vezes, sdo chamados a exprimir
na sua pureza e até como paradoxo: entdo ndo é
o equilibrio das diferentes faculdades, mas a proe-
minéncia caracteristica dada a alguns motivos e,
por isso, o aspecto unilateralda sua inteligéncia,
pelo qual influem sb6bre as idéias correntes, que
lhes confere uma importancia histérica parti-
cular.



A grandeza déstes homens nédo afecta, em qual-
quer caso, o juizo sobre o que falta a sua inteli-
géncia: do ponto de vista fisiolégico sdo, igual-
mente, deficiéncias que, em circunstancias espe-
ciais, sdo largamente compensadas, mas, nem por
isso, deixam de ser deficiéncias efectivas.

Entre os espiritos avessos, déste modo, a com-
preensdo cientifica, pode recordar-se o grande
romantico histérico Carlyle que considerava ridi-
culo que alguém pudesse ocupar-se da velocidade
de deslocamento dum glaciar. C. Darwin, que com
éle estava ligado pela amizade do irméo Erasmo,
dizia : «Por quanto posso julgar, nunca encontrei
um homem cujo espirito seja tdo pouco dado a
investigacdo cientifica» e, acrescentava, «as suas
descrigdes sdo vivas: £sdo também exactas?»

Como acontece habitualmente com as coisas
humanas, o que é capaz de suscitar os maiores
entusiasmos provoca também, naturalmente, o
6dio e o desprézo dos que ndo sabem compreen-
der o seu valor; por isso ndo pasma o juizo des-
favordvel que tém formulado, s6bre a matematica
« soébre a ciéncia em geral, alguns poetas:

MATEMATICAS

Exames de Aptiddo as

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatérios das escolas milita-
res e de engenheiro gedgrafo.

Ponto n.°1

1091—Determine as condi¢cdes a que devem
satisfazer os valores de x que verificam a desi-

gualdade: 3+ 1:(-v-1) > 1:(2#+1). R: A desi-
3x-3+ |

gitaldade proposta c equivalente o

el . (3x-2)(2x + 1)-(x-1t

g*-rl o om (X-1K2X + 1) >0

ainda  (6x*-2x-1): [(x-1)x(2x +1)]>0. Os valo-
res de x pedidos sdo entdo o0s que tornam simulta-
neamente  positivos ou negativos ambos os termos da
fraccdo  primeiro  membro  desta dltima desigualdade.
Ora 0 primeiro termo & positivo  para valores de Xx

. 1+1/T P i-t/T
superiores a —— ou infetiorés a 5
negativo  para os valores de x compreendidos entre
instes dois valores. O segundo térmo  torna-se posi-
tivo para valores de X superiores a +1 ou inferio-

1

res a ——» e negativo para os valores de x com-

preendidos entre estes dois valores. Logo os valores
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«Verdadeiro deserto que dos vates é tumba».
(Monti).

«O ensino das matemdticas faz do homem ma-
gquina e degrada o pensamento. A alma dum povo
ndo é ésse nimero mudo e morto com auxilio do
qual éle conta as quantidades e mede a, exten-
sfes: a toesa e o compasso fazem outro tanto»
(Lamartine).

«Desconfiai das bruxarias e das atracgdes dia-
bélicas da geometria» (Fenelon).

Owen, filésofo da natureza, pretendia constituir
uma subespécie humana com o «<homo mathema-
ticus».

Ao contréario, Sully  Prudhomme conta assim a
felicidade dos gedmetras: «Oh, produzir a beleza
indiscutivel, como a dum teorema demonstrado
com uma simplicidade engenhosa, com elegancia
numa palavra, e dum alcance tdo largo que dela
depende a predicdo dos movimentos celestes!
E-vos permitida tal coisa, a vos artistas, a vos
sobretudo poetas, experimentar jamais o orgulho
trangiiilo duma tal criacédo?»

TradugSo de A. SA D A COSTA

ELEMENTARES

Escolas Superiores (1941)

de x que verif icam
valores de x que verificam

a desigualdade proposta sdo o0s
uma qualquer das  desi-
f;1laldade s: X+ 1 x> L. i=Vi_ i wWT
1092— Forme a equacdo do 2.° grau cujas rai-
zes sdo: —3+2» e —3—2/'. R: A equagdo c
IXx+3-2i) (x+3+2i)=0 ou x"+6x + 13=0.

1093 — Enuncie os teoremas que conhece sObre
a existéncia das solucdes inteiras e a existéncia
de solucdes inteiras e positivas da equacdo do
1.° grau em .rei,

1094 — Sendo tg X = b/a verifique que €
a cos 2.r+ eésen 2x—a. R : De tgx=Db,/a deduzem-se
sucessivamente as igualdades asen x=-bcos x;
asen’ x= bsen x cos x; 2asen- x=2b sen xcos x i
asen’x + asen- x= bsen2x; a(l—cos’x)+ asen’x =
= bsen2x ou finalmente a=acos 2x + bsen2x .

1095 — Determine sem recorrer as tdbuas os
valores do seno e do coseno de um angulo de 3°

gquadrante cuja tangente é igual a 3/4. R: como
tgX=3/4 €& sen’ x cos’ x=9/16 e 28sen’x =9 donde
sen X"=+3/5 e como o0 arco € de ">* quadrante serd

sen x= —3/5 e cosx=—4/5.
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1096 — Determine, recorrendo ao céalculo loga-
ritmico o valor dos angulos de um triangulo em
que dois vértices sdo os extremos do diametro de
uma circunferéncia com um raio de 11,530 metros
e o terceiro vértice é o extremo da corda com e
comprimento de 10,951 metros, tirada de um dos
extremos do referido diametro. R: O triangulo é

rectangulo sendo a hipotenusa o diametro da cir-

cunferéncia, logo um dos angulos mede 90°. O seno

do angulo oposto ao cate/o que mede 10,1)51 me-
. 10,951

tros, serd& sen B = 23079" visto a hipotenusa medir

23,072 metros. Entdo sera logsen li -log 10,951\

«fcolg23,072=1,22920+2,63692

O outro angulo agudo ser& C -90—B=42° 34",

1097 —Determine os divisores comuns dos trés
nimeros: 1800,$40 e 120. R: Como 120 40 m.d.c.
dos trés ndmeros ec 120=2'x3x5, os divisores
comuns aos trés numeros serdo as parcelas do de-
senvolvimento do produto (1 :2:1+8)(1+8)(1+5)
que sdo 0s numeros

1,2, 3,4,5,6, 8,10,12,15, 20, 24, 30, 40, 00,120.

1098 — Figure duas circunferéncias
interiormente em A .

tangentes
Felo ponto B diametral-
mente oposto a A na circunferéncia de maior raio,
tire a corda BC, tangente em D a circunferén-
cia interior. Una A com C. Demonstre que a

recta AD ¢é bissectriz do angulo BAC. R: O
triangulo BAC é rectangulo cm C . Unamos o',
centro da circttnferédcia de menor raio, com D.
O D ¢ perpendicular a BC, logo paralela a AC.
Os angulos CAD e ADO' sdo iguais por serem
alternos  internos (paralelas ACeDO', secanteVA].
Por outro lado ¢ ADO'- DAB por serem dais an-
gulos da base do triangulo isosceles ADO"'. lago

sera BAD*=CAD
angulo BAC.

e portanto A D bissectriz do
Curso de habilitacdo para professores cie desenho nos liceus
Ponto n.°1

1099 — Indique as condigdes a que deve satis-
fazer k para que a inequacdo .ir—  2kx—/fe+.r—

—2A+1>0 seja verificada por qualquer valor
real atribuido a x. R: Sendo o primeiro membro
um  trinémio do 2.° grau em Xx , € necessario e sufi-
ciente que o sen descriminantc seja  negativo para
0 trinémio tomar, para qualquer valor real de x,
o sinal do coeficiente do termo em x- que neste
caso € a unidade positiva. Sera  entdo (2k —1)-+-

+ 4(k*+2k-1)< 0 ou 8k*+4k-3 < 0; ecomo as

1,80012< B =47°17".

raizes  diste  trinémio sdo k = io—c valores
4

de k pedidos sd0 0s que satisfazem a dupla desi-

gitaldade - —<e X<

4 4

1100 —A equacdo 143.v—22y--121 admite solu-

¢Oes inteiras e positivas ? Justifique a resposta,
R : A equagdo proposta e equivalente a 13x—
-2y =11 a qual admite solugdes inteiras por 0s
coef. de x e y serem  primos entre si, e tuna infi-
nidade  de solucbes inteiras e positivas em  vista
daqueles  coeficientes  serem de sinais contrarios.

1101 — Calcule 1 5colog. 10Q0.
R : 1/5 colog 1000=1/5 log 1/10» - 1/5.(-31 > -3/5.

1102 — Determine, por logaritmos, o compri-
mento de uma corda que subtende um arco de
59°31' num circulo de raio 3,64 metros. R: I= 2x
x3,54x sen 29° 15' 80" donde i log l« los 2
-rlog3,54 + log sen 29" 45' 80" - 0,30103 + 0,54900 4

-1 1,69578-0.54581 donde 1=3,514 metros.

1103 — Determine o valor de cosec = sabendo

que 3tg*=2 sec a. R :'l'em-se a partir de Stgct=
= 2sec a, sen «—2/3 e cosec x—3/2.
1104 — Dedusa o valor da razdo dos volumes

de um cubo e de uma esfera que tem &reas isjuais.
R : Sera lera aresta do cubo

da esfera; e por isso € 1=1/31'Or:«i : 0
do cubo & VI=21=2TTr’'y6V:9 e o
da esfera V,—1/8 wr*, donde

V,: V*=\fr6.

0 I*-=4* r- se forem
e 0 raio
volume volumt

a razdo dos volumes

1105 — Quanto mede em unidades sexagessi-
mais o angulo interno de um octogono regular.
R : mede 180°-300° :H- 135°.

1106 — Defina triedros suplementares e indique
as relagfes que existem entre as medidas dos
seus elementos (faces e diedros).

1107 — Demonstre que se adicionar uma uni-
dade ao produto de dois nimeros impares conse-

cutivos obtém um quadrado perfeito. R : Sejam
2k +1 e 2k + 3 0s 2 n.” impares  consecutivos ; tn téo
(2k+T)i2k+8)+1~*k*+8k+3+]—<2k+3t)».
Ponto n.*5
1108 — Indique as condi¢cbes a que deve
satisfazer K para que as raizes da equacéo
A:°+1/4 (3+/£>)'-—1=0 sejam nUGmeros imagina-

rios. R: A equagdo dada & equivalente a (4+K) x- +
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4-6 Kx+5=0, .,j, descriminante 9K’*-5(4 +K?)
isto &€ K---5< O logo K  satis-
—t5 < K< 75,

devera  ser negativo,

fara a dupla desigualdade

1109 — Determine « de modo que se verifique
a seguinte igualdade: "~'A, :"yi,=2/5.
R: [(n-1) (n-2) (n-3)in-4)(n-5) (n-6)]
[n(n-1)in-2)(n-3)(n-4)(n-5)]=2/5 ou (n-G):
'n=2/50u 5n-30=2n, 3n=30e n=10.

1110 — Torne racional o denominador da frac-
cao 2/V20O . simplifique o resultado. R: 2/'V20 =
2° v/204/20=""4475i/10=2° ¢/IP><5VIO =" i/5000/5.

1111 — Determine, por logaritmos, a area de
um tridangulo rectadngulo cuja hipotenusa mede
23", 12 e em que um dos angulos mede 49°37' 23"-
R: A éarea e dada pela expressao a’/4 sen 2a sendo
a a hipotenusa e * um dos angulos. Entdo &
A-23,122/4 sen 99° 14' 46" e logA=21lo0g23,12 +
2 colg 2+ log sen 80°45'14"=2xi,36399+1,39794 +
+1,99432=2,12024 donde A = 131,9™s,

1112 — Exprima cot(3/2T.—X)numa fungédo cir-
cular do angulo x. Justifique a resposta.
R: cot (3/2x-x)=cot (w/2—x)=tg X .

1113 — E dado um triangulo equiléatero ABC;
trace pelos seus vértices A, B e C rectas perpen-
diculares aos lados AB, BC e CA, respectiva-
mente, de modo a formar um outro triangulo.
Prove que este é equiladtero e deduza o valor da
razdo da sua area e da do triangulo dado. R: Seja
A'B'C o0 novo triangulo em que A'B'éa perpen-

dicular a A B, B'C perpendicular a BCeA'O per-
pendicular a CA;entio ser& A'B'C = ABC;B'C'A' =
= BCA e C'A'B'=CAB, porque sdo angulos que
ttm os lados perpendiculares e sdo da mesma natu-
reza.  Assim, se 0 primeiro triangulo e equilatero
O segundo também o0 é. Se foér 1o lado do primeiro
calculemos a razdo de semelhanca dos dois trian-
gulos. Para isso calculemos olado A'B'do trian-
gulo maior. Este lado é dividido pelo vértice A em

dois  segmentos AA" e B'"A=CA"' que sdo a hipo-

tenusa e um cateto do triangulo AA'C rectangulo
em C, e semelhante a um dos triangulos que se
determinam em ABC quando se baixa a altura
relativa a qualquer dos lados, e medindo a altura

1i/3/2sera 1:AA'=1]|/3/2:1donde AA'=21

Por outro lado é 4P/3=1"+A'C’ e A'C=1 j/3/3;
A'B'=21 v/3/3-f 1t/3/3 =1 4/3. Como a
razdo das areas € igual ao quadrado
semelhanca € 1y/3/1= t/3 temos
pedida € igual a 3.

finalmente
da rasdo de
e esta que a razao

1114 — Qual é a posicdo, em relagdo ao centro
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de homotetia, de duas figurashomotéticas quando
a razdo de homotetia é igual a unidade negativa.

R : S@o simétricas, pois a homotetia de razdo r= —1
€ uma simetria em relagdo ao centro da homotetia.
1115 — Qual é o lugar geométrico dos pontos
do espago equidistantes de dois pontos dados.
R: E o plano  perpendicular ao meio no segmento
que une os dois pontos.
1116 — Defina frac¢des iguais e enuncie a con-

dicdo necessaria e suficiente para que as duas

fracgdes o sejam. R: Duas fracgdes séo iguais
quando medem a mesma grandeza. E condigédo
necessaria e suficiente, para que duas fraccdes a/b
e c/d sejam iguais que se verifique a igualdade

ad= bc.

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
Ponto n.° 2

1117 — As distancias de um ponto as duas faces
de um angulo diedro de 65°35' sdo iguais a 5,32
e 3",65. Calcule a distancia do mesmo ponto a

aresta do diedro. R: Seja d a distancia pedida  a.
o angulo que forma a recta sébre a qual se conta
d com a recta sobre a qual se marca a distancia
57,32 do ponto a uma das faces do diedro; o  angulo
formado pela recta sobre a qual se marca 37,65,
distancia do ponto & outra face com a perpendi-
cular  baixada do ponto para a aresta do diedro
medird (180°—65° 35')—*=114° 25'-* . Por isso

serd d= 5,32 cos *ou d= 3,65 cos (114° 25'—a) donde
5,32 cos a= 3,65 [cos114°25'cos a+ sen 114° 25'sen a]
e 5,32:3,65=cos 114°25'+ sen 114°25'tga e por-
tanto tg « - [5,32/3,65-cos 114» 25'J :sen 114°25' ou
tga=1,47 cosec 66°35'+ cotg65°35'=1,47x1/0,911 +
+ 0,454 = 1,614 4-0,454 = 2,068 e a=64° 11" e final-
mente d=5,32cos 64° 11'=5,32x0,435=2">,31.

1118 — Indique graficamente como varia a se-
cante de um angulo, quando éste variade 0" a 360°.
1119 —Simplifique a expressédo:

(.r'—1—.r’cos” a+cos’*): [(y* x—x)

X'—1— Xx’cos’* +cos’« _
v (y'X-x)(X-1) Ny NIIn-) e
_(x?-1) (1-cos® «)_ sen‘«(x+l)

x(y -i)Ix-1j ~  x(y'-1,

1120 — Diga o que entende por combinacdes
de 5 objectos 3a3. Forme essascombinagcfes com
as cinco primeiras letras do alfabeto e verifique o
seu nimero pela respectiva féormula.

(=11

x'—1-—cos’a(x'—1) _

1121 — Em que se baseia a prova dos 9 da mul-
tiplicacdo? Demonstre-o, Pondo fora de discusséo
a possivel maior simplicidade da prova dos 9
s6bre a prova dos 3, apresenta ela outra vanta-
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gem? R : A prova dos 9 baseia-se no seguinte teo-
rema : «o0 produto dos restos da divisdo de dois ou
mais  ndmeros por um dado divisor t o produto dos
ndmeros quando divididos por ésse divisor déo
restos iguais.»

Seja axb =p e
(d+ri) (d+T2)=p ou d+rlr,=p o0 que prova O teo-

ae=d+ rjb =d+r, entdo e

rema.

Teoricamente as duas  provas sao equivalentes
simplesmente a prova pelo divisor 3 néo assina-
lando todos os erros que a prova pelo divisor 9 nao
assinala, ndo da conta ainda dos erros que sejam
multiplos de 3 ou de 6 que ndo sejam de 9.

1122 —Diga como traga uma recta cujas dis-
tancias a,b e ca trés pontos fixos A ,B e C néo
colineares formem uma progressdo geométrica
de razdo 2. Diga ainda quantas solugdes tem o
problema (principie por considerar apenas dois
pontos e estudar as propriedades das rectas que
satisfazem as condi¢des do problema assim frac-

cionado). R.: Sejam dois  pontos A e B;as rectas
que satisfazem ao problema sao as tangentes co-
muns  exteriores e interiores as duas circunferén-

cias de centros
podera  haver
pontos

de centro
anteriormente

A e B e raios
4, 2 ou O solugdes.
€ necessario que a terceira
C e raio c seja tangente

determinadas, para
tenha  'solucéo e vc-se facilmente
3,2,1 ou O solugdes.

Solucdes dos n.”* 1091 a 1122 de J. Paulo.

I.S. C.E.F.— 29 de Julho de 1942

1123 — a) Dé a definigdo e as propriedades da
semelhan¢a de triangulos, b) Dada a semi-circun-
feréncia de raio r da figura junta, determine a
posicdo do ponto P de modo tal que a area do
triangulo EOD seja igual a area do semi-circulo

a e b. Neste caso
No caso dos trés
circunferéncia

a uma das rectas
que o problema

que podera hazier

0 A D
(ED é tangente em P a semi-circunferéncia e OE
é perpendicular a OD). ~Para que posicdo de P é
minima a area do tridangulo? IE qual é ésse mi-
nimo? R: Area do semi-circulo ~1 2. Area do

triangulo EOD EDxOP/2= (EP+PD)r/2=;tg*+
-hcotg®; r* 2. Igualando vem tgafcotga=ir donde
tg»*-  tga-i-1=0 e tga= (TT+ V'-*—4)/2 . A area
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do triangulo EOD serd minima quando for minimo-
sen*a+ cos'a 2

Itga-i-cotga I =-rrrr Wrr—p =T~ ., porcon-

oy s ]sena.cosa | |sen2al *

segiiéncia. para |sen2a]l==Il ou 2a=n/2+ /Mr donde

a=w/4 + £ir/2 . O valor désse minimo ér*,

1124 — Determine a, b e cde modo que a fun-
¢do jy—ax- +bx +c tome para
respectivamente, os valores"=1,"=2 ,~=7. R;

TS b+ c==1i

wv==l, x~2, x 'l

4a+2b+c:2|a+b+c=|_Ia+b—|—c=_IU= 2
foa+ 3b+ c=7 3a+ b =1 j3a+b -lib——'S
[5a + b wé f a=2 fc 1

y= 2X*—5x+4.
1125 —Dadas duas circunferéncias concéntricas
de raios 18,37 metros e 25,43 metros, calcule a area
da porgcdo da corda determinada por dois raios

formando entre si um angulo de 58°18'. R: Arta
duma  porgéo de corba circular determidada por
dois raios cujo angulo mede a graus e
"360 et (T - BB0 - (T O L st
tuindo  valores e notando que 068° 18'—3&8°,3
58 3 )
S - '-— X 3,14 X 43,8 X 7.96 . Calculo de S :
360
log 58,3 =1,7656686
colog 360 (log360=2,5563025) =3,4436975
log 3,14 -.0,4969296
log 43,8 ==1,6414741
log 7,06 =0.8488017

log S=2,1965745
S$=157,24 metros
15724

log S-2,1965745
1965630

1126 — a) Defina simetria em relagdo a um
ponto e aum plano; enuncie algumas proprieda-
des importantes, b) E dado um paralelipipedo
cu jas faces sdo losangos dos quais uma das dia-
gonais é igual ao lado a. Calcule o volume désse

paralelipipedo em funcdo de a. R: O paraleli-
pipedo  pode  decompor-se em seis tetraedros regu-
1
lares de aresta a. Logo V «=6v onde Vv ™ —b eh «e
3
11 1 al/3 aVvie a' l/2 . )
«ah,, n< Entéo sera
32 ” 6 2 3 2
V=a .

1127—Prove que sec’x-fcosec’a sec’x ecosec”a.

Usando esta identidade, determine um par de

nimeros racionais cuja soma seja igual ao seu
sen‘a+cos’a 1

produto. R: 7 . COM».*" «m*a . cos*a’
sec-a=p/q. Substituindo na identidade

cosec’'a=p/(p—q). Portanto, para

cesm
obtém-se
p/q=1/2, por
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exemplo, vem p/(p-q)=-1. \Verificagdo
[
2 2
o+0 a +b"
1128-Calcule a soma S=2+-"""- + -+
0-6 a’ ¢ 6-
a' + b 1 1 1 1
+ -H- e R: S =2+ — 4+ — + — + — + eoe +
«"lo" b a b* a-

35
1 1./ 1 1 _ 1\ / 1.1
b ' a" V 'a » e «V AV J> x>
i\ 1_a-»~" |—h-"-* a+'—1 h*"+i—1
N D A SN | 5 A, _5 L
b*/ l-a-" l-b" "t-a™ bU"+'-b° !

Solugdes dos n.”" 1123 a 1128 de A. S& da Costa.

MATEMATICAS GERAIS-ALGEBRA SUPERIOR-COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — L" exame
de frequéncia 26-2-1942

Ponto n. 2

a) — Produto e cociente de nimeros comple-
xos (formas algébrica e trigonométrica).

b) — Produto interno e produto externo de
2 vectores. Definicdes e expressdes cartesianas.

c) — Defina: feixe e estela de planos, feixe e
estela de rectas. Escreva as equacdes destas fami-
lias em coordenadas cartesianas.

d) — Sistemas de geratrizesrectilineas no hiper-
boloide de 1 fdlha.
x+ y + *=0
X +2y + s=I
X+ 3 + 3=1
X+ y+ '08 + 3.
Interprete geometricamente o estudo feito.

1129 — Estude o sistema:

R: 4 planos 0s } primeiros pertencem ao mesmo
feixe. /"

1130 — Mostre que as raizes da equacao
(e+i)—(s —i)—0 sdo reais. (Resolva a equacao

reduzindo-a a uma equacdo binémia pela mudanga

de variavel =u). R: '-1=0
s —t
2C7 21i77
i+ u= cos + i sen (k=0,1, e m-1)
m ro
2kir 8k*
'i+’u 1+ cos —mr+isen —mr
cos 1 sen
2k*
. *+= cotg —' (k=0,1, es¢e m-1)!
2ki

F.C.L.— MATEMATICAS GERAIS — Exame final, Julho
de 1942

1131 — Escrever as equac¢des da circunferéncia
de raio R=B, cujo centro é um dos pontos da
recta 2y =x="s a distancia 4 da origem e cujo
plano é normal a recta. R: Seja C(2i, i, 2») o

centro. Tem-se 9».°=4° «=+4/3, donde C(8/3, 4/3,
8/3) e C (-8/3, - 4/3, -8/3) . Ha pois duas cir-
cunferéncias nas  condicoes indicadas que podem
ser  definidas pela intersec¢do das  superficies

esfera  de centro C (ou O) eraio R = 3 eplano nor-
mal a recta dada  passando por C ion por C).
Assim, por exemplo, a de centro C tem por equagdes

(x-8'3)+(y-4<3)" + (z-8/3)°=9
2(x- 8/3) (y- 4/3)-i-2(z- 8 3)=0.

1132 — Mostrar que
d-y dy
—r —2X——r (X' + jA)jv=0 é verificada por
dx- dx

a equacdo diferencial

yre'" (A cos px+S Sen ;J-X) .
1133 — Mostrar que a equacdo 2xy—5«=0 re-
presenta um paraboloide hiperbélico. (Efectuar

uma rotacdo de 45° dos eixos OX e Oyem térno

de 0Z). R: Efectuando a transformacao indicada
V-2 y/2
X=—~(X=Y), \ =~2-(VH-,Y), z--Z, vem, ime-
diatamente, X: Y'-5Z* 0.
1134 Determinar os maximos e minimos da

funcéo y=x*
funcgédo.
Solugdes dos n.'™ 1129 a 113 de Manuel Zaluar.

Representacdo geométrica da

F. C. L.— MATEMATICAS GERAIS — Outros pontos de

exames finais de 1942

1135 - Mostrar que a superficie de -equacdo
(s —1)'—(.r'+_y*)'=0 é de revolucdo. Escrever as
equacdes do paralelo e as do meridiano que pas-
sam pelo ponto (1,0, 2).

1136 — O polinémio P (x) é do 5.° grau, é divi-

sivel por .v'+ 1 , anula-se para x—0 . admite a raiz
real dupla —4 e toma o valor 100 ; ita x=I . De-
terminéa-lo.

1137 — Dada a circunferéncia de equacdes:
j *T-JVM s*-10v=0

determinar: a) as equacdes
| x-2s=0

da recta que passa pelo centro < é normal ao seu
plano; b) as equac¢des das esferas de raio 7 que
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contém a circunferéncia; e) a equacdo da projec-
¢do sobre o plano z==0; d) uma representacdo
paramétrica da curva dada.

1138 — Indicar o dominio de definig¢do da fun-
cdo real de varidvel real y = s/cosx +x e deter-
minar os maximos e minimos da funcdo, se os
houver.

F.C.L.— COMPLEMENTOS DEALGEBRA — Exame de
frequéncia, 31 de Maio de 1941

A—'a) Espago algébrico e sub-espaco algébrico
dum espago. Definicdes e exemplos, b) isomor-
fismo de dois espagos, c) definicdo de espago
algébrico grupo. Exemplos. B — Substituicfes Ili-
neares ortogonais. Definigcdo e propriedades.

1139 — Determine o periodo da
1 3 6 2 14 5\

permutacéo

\1 2

3 4 5 6 7/ Prrrriire
5

e a transformada de P por 7'» 1 5 6 7/"

1140 —Determine os valores proprios da ma-

triz AY—1 N e Verifique se sdo, ou ndo, per-
1 01
mutdveis as matrizes A e 5 =
3 -1
1141—Equacdo do feixe de circunferéncias

passando por (2,1) e (4,0). Determine as

da familia tangentes a recta X+y—b5.

F.C.L.— COMPLEMENTOS DEALGEBRA — Exame de
frequéncia, 9 de Junho de 1941

curvas

A — a) Defina produto e soma de conjuntos, b)
O conjunto A é a estela de planos de centro P,
o conjunto B é a estela de planos de centro Q

(distinto de P). iQue representa oconjunto ARB?
R : O feixe de planos de eixo PQ.
B — Homomorfismode um espago sdbre outro.

homomorfismo &
Justifique a res-

Propriedades. ~ A relacdo de
uma relagcdo de equivaléncia?
posta.

C — Substituicdes lineares e matrizes. Defini-
¢bes. Tipos especiais.
1142 — iQue representa em geometria plana a
equacéo h; =17
3+ X b5-f-X

Determine as equag¢des das curvas da familia
que passam pelo ponto A (1,1) e faca o seu tra-
cado grafico aproximado. Prove analiticamente
que as 2 curvas se cortam ortogonalmente. iQue
representa a equacdo dada em geometria a 3 di-
mensdes? R: Uma familia de conicas homofo-
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. _ * -
cais X=1- 34 % 54X 1->X*+ 6).+ 7= 0 donde
Xi= — 3+ (/2, Xj=—3—\/2,valores a que correspon-
dem uma elipse e uma hipérbole. Os coeficientes
angulares das tangentes as duas curvas em A(Il,I)
sdo respectivamente —(v/2+1) e (v/2—1) cujo  pro-
duto i —1,c. g p.

No espago a equagdo dada representa uma fami-
lia de superficies cilindricas de 2." ordem de gera-
trizes  paralelas a OZ e cujas directrizes sdo as
conicas  homof ocais citadas.

Solugdo do n.° 1142 de M. Zaluar.

F. C.L.— COMPLEMENTOS DEALGEBRA E DEG.A.
— Alguns pontos dos exames finais, Julho de 1941

1143 — O conjunto A do plano é definido por
4<#’ +(.y—1)*<9 e o conjunto B por 2< x <4,
y>0, ey—x <0. Represente graficamente A eB
e determine os conjuntos A f)B e A U B.

1144 — S&a odadas a substituicdo linear

2 1 5
Vi=2 «-*>(+=1,2,3) de matriz A = -1 0 3
1-14
e a substituicdo ar,—" b, z, (£E=1,2,3) de matriz
1 0 o
S 2 5 0 Determine a substituicdo pro-
3 -12
duto da matriz AB e a substitui¢cdo transformada
de A por B.

1145 — A coénica 7 é a projecgdo s6bre o plano
j Xt+yi+zZ-Vy-bz + SO
j 2x+3y—z=0.

Indique o género de 7 e reduza a respectiva
equacdo a forma candnica utilizando o método dos
invariantes.

z=0 da curva

1146 — Determine a transformagdo afim que
transforma o elipséide de equagdo IG(x—4)-t-
+_y'+4(»+1)" =16 na esfera de equagéo {x—4)4-
+_v'+ (z+1) =16. Determine o volume limitado
pelo elipséide.

I.S. C. E. F.— Exame (inal, 6-12-1941

1147 — Estudar e representar geometricamente

a funcdo jv=sen x + y/3,cos st R: A fungdo c
definida no intervalo (—00,+co) e é periédica
de periodo V. Tem-se y'= cos x —\fisen x ,
y" = —(sen x + cos x)=—y , y'"= —(cos Xx —

—i/3senx)= —y'. A equagdo y'=0 éequivalente a

tgx=v/3/3 donde x = '\6-+k*. Destas. x = + 2k*

6
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correspondem a maximos para a funcdo  cujo  valor
4y=2; x= E-+ (2k+1)ir correspondem a  mini-
mos cujo valor «y= —1.A fungdo & crescente nos
intervalos ( gT + (2k—1) ir,6—+ 2k;r/) e descres-
cente  nos intervalos -Star,— + (2k + 1) -
A equagdo yf«=0 & equivalente a tgx=—1/3 donde
2ir
x —— + kir, a estes valores da variavel inde-
0
pendente correspondem pontos de inflexdo para
a curva  representativa de y que toma o valor
y=0. A concavidade da curva esta voltada
no sentido dos yy  positivos nos intervalos
12ir 2ir * \
+ 2kir, 1'(2k i1)u) eno sentidko dos yy ne-

gativos  nos intervalos  ey-f-(2k-1)*, - + 2k*

1148 — Calcular os primeiros quatro termos do

Ax-x*
desenvolvimento em série da funcdo y =* —

cosh x
R : Seja y a :@a, x*la, x"-i +a,, X" )
visto a funclo ser par. De y.coshx 1—x"'

resulta  fa, a,x’+a,x*+ ---)(1 [-X/21+ XV4! + eee)=
<. X< ou a,-; (a,/2!-i-a,)x2 + (a,/4!+ a,/2! f-a)X*-r-

! (a,/6! Ja, U ladi/2l+a,) x'H =1—x* e identifi-
cando ao- 1, a, 2!-ia,=0, a,/4'+a,/2! Ma,-=—1,
a,/6! + a,/4! ;ai/2!+ a,=0, donde a,=1, a,~=-rl/2,
ad = - 1* 24, a, 11/180. Tem-se finalmente,
y=1 -x"2 -19x* 24+ il x«180+ --.
/ T calcular
1149 — Dada a funcdo jy=t.llog—
/ 1
Xy"~-  2-v-jv"—3.ry’. R : Por ser y==wo'l log--
K ~~-»"(log ;
(logi) ™v™ +V ( log
+
5?" (log -f> (log I

I. S. C. E. F.— Exame Final, 11404941

1150 — Estudar, representar geometricamente
e inverter a funcdo y —(log.v)". R: A funcéo 3
definida no intervalo aberto (0, oo) . Para x=1 ¢
y=0 eeste valor & um minimo para a funcdo visto
que y >0 qualquer que seja x no intervalo (0,co).
A funcéo é decrescente no intervalo (0,1) e cres-
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cente  no intervalo (1,00) por ser y'=2log x/x.
O ponto x=e,y—1 e de inflexdo porque y" =
=2(1—logx)/x* énula para x=¢e e
y'"=2(21ogx~3)/x* toma o valor —2/é=f=0 para
X =e. A curva, imagem  geométrica da funcéo, tem
a concavidade voltada no sentido dos yy positivos
no intervalo (0, e) e no sentido dos yy negativos
no intervalo (e ,00) porque y" é positiva no pri-
meiro  intervalo e negativa no segundo. A curva
admite como  assintota 0 eixo Oy porque
lim (log x)*= +00. A fungdo & invertivel nos inter-
valos (0,1) e (l,00) nos quais €& monoténica de-
crescente e crescente, respectivamente. As expres-
sdes analiticas das funcgbes inversas sdo y —e-v'i"
e y=e v», por esta ordem e uma Vves repostos 0s
eixos.

1151 — Calcular as derivadas de |." e 2. ordens
da funcgédoy “secx em ordem a fungcdo u”tgx.
R: Sabe-se que de deA dudonde “d‘y: “dxy :i*

d
Portanto, dz sec X .tg x/sec’ X« sen x e

d*y

du’ (j-sen cos x/sec’ X = cos’ X .
u \dx

X
1152 — Calcular as ordenadas dos pontos de in-
flexdo da curva de equacdo y —e '™ com um
érro inferior a 10-'/2, utilizando o desenvolvi-
mento em série de poténcias. R: Tem-se y e-'" =
4x< 8X« 2" x"
— H + (-1 — +
21 31! ’ ! n!
= axe-, Yo gexr (1o1xr) e oy o=
——4e* (10 x’—12x) . As raises da equacdo y"=0
sdo x +_1/2 que correspondem a pontos de infle-
X80 visto que y"'=0 tem por raises x -0,xt/3/2.
I /T U R 1
+
2120 3 2

=1

Entdo eteee +

O érro  sistematico cometido

nta2"
desprezando todos
& inferior ao

do 7.°
duma

os termos da série a partir
moédulo diste por se tratar

série  alterna. Isto e E < 1/46.080 com

1 1 11 1
4>

48 ' 384 3840 ~ *
+0,125-0,020833 + 0,002604- 0,00026 ~ 0,606511,
sendo i,< 1/50.000. O érro absoluto e

1 1
L o< < 10" < 10-V2.
16.080 50.000

Solugdes dos n."1147 a 1152 de A. S& da Costa.

y ("jin
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GEOMETRIA

F. C.C.— I|.° exame de frequéncia — 1941-1942

Ponto |

1153 —GEOMETRIA DEMONGE—Apoiar uma paralela
a L. T. em duas rectas enviezadas. Uma destas

rectas é de perfil e a outra é frontal. R : Aplique-se
-0 método  geral. Como  plano auxiliar tome-se [¢]
plano que i paralelo a L. T. e conttm a recta de
perfil.

1154— GEOMETRIA DE MONGE—Determinar a dis-
tancia de um ponto ao segundo plano bissector*
R: Mude-se de plano vertical de projeccdo para
qualquer plano  de perfil.

1155— GEOMETRIA COTADA—As projecgcdes de qua-
tro pontos A, B, Ce D, de cotas —1,4m.,0,8 m.,
2,7 m., e 3,6 m., sdo vertices de um quadrado de
10 m. de lado.Determinaro angulo da recta AB com
o plano de escala de declive CD (Escala 1:200).

R : O angulo pedido & o complemento do angulo da
recta A B com a perpendicular conduzida por um
dos seus pontos ao plano dado. Estas  duas rectas
pertencem ao mesmo plano  projectante; 0 seu an-
gulo  determina-se introduzindo um plano vertical
de tragco paralelo ao do plano  projectante que as
scontém.
Ponto 11

1156 —GEOMETRIA DE MONGE — Conduzir por um
ponto do segundo plano bissector a recta que se
apoia em duas rectas enviezadas paraletas a ésse
mesmo plano.

1157— GEOMETRIA DEMONGE—Determinar o angulo
ede uma recta de perfil com o primeiro plano bis-
sector. R: Conduz-se por um ponto da recta de
perfil uma perpendicular ao primeiro plano bissec-
tor. O angulo destas  duas rectas  (complemento do
angulo pedido) determina-se mudando de plano
vertical de projeccdo para o plano de perfil que as
contém.

1158— GEOMETRIA COTADA—S40 dados: um plano
de declive 2 e um ponto A de cota 52 m. Con-
duzir pelo ponto as rectas de declive 1 paralelas
ao plano. (Escala 1:50). R: O problema tem duas

solugdes. Conduza-se pelo ponto um plano paralelo
ao plano dado. A circunferéncia de raio 1 e centro
na projec¢do do ponto A , intersecla a horisontal
de cota 6,2 m. do plano em dois pontos que definem
com o ponto dado as rectas pedidas.

GAZETA DE MATEMATICA

DESCRITIVA

F. C.C.—2.° exame de frequéncia — 1941-1942

Ponto |

1159—GEOMEIRIA COTADA—Determinar a distan-
cia de um ponto 3,5m. de cota a uma recta de
declive 1/2 . O ponto e a recta pertencem ao mes-
mo plano vertical. (Escala 1:50). R: Basta rebater
os dados sobre o plano de comparagao.

1160—PLANOS TANGENTES—Conduzir por um
ponto do segundo plano bissector os planos tan-
gentes a superficie de revolugdo gerada por um
rectangulo, assente num plano horisontal, que roda
em toérno de um dos seus lados. Esse lado faz com

aL.T.um angulo de 30°.R: Aplique-se o  método
geral,  rebatendo a base do cilindro para lhe condu-
zir as tangentes pelo ponto  de intersec¢do do seu
plano com a paralela as generatrises que passa
pelo  ponto dado.

1161 —SUPERFICIES—Determinar os pontos de
interseccdo de uma recta do segundo plano bis-
sector com uma esfera de 4cm. de raio, dada
pelos contornos aparentes. O centro da esfera é
um ponto do segundo plano bissector.

Ponto 11

1162 GEOMETRIA DE MONGE—S&ao dadas duas rec-
tas enviezadas, uma do primeiro plano bissector
e outra do segundo. Apoiar-lhes uma paralela a
uma frontal dada.

1163—TRIiEDRos—E dado um plano vertical que
faz com o plano vertical de projecg¢do um angulo
de 70°. Conduzir por um ponto dado a recta que
faz com o plano vertical dado ecom alL.T. angu-
los de 60° e de 40°, respectivamente. R: A recta

pedida faz um angulo de jo° com qualquer hori-
zontal  perpendicular ao plano dado.
(Veja-se on° io da G. de M., probema n." 973).

1164 —PLANOS TANGENTES—Representar os planos
perpendiculares a uma recta dada que distam
4cm. do seu trago no segundo plano bissector.
R: Os planos pedidos sdo os planos perpendicula-
res a recta dada e tangentes a esfera de 4 cm. de
traco.

raio e centro  naquele

F. C.C.- Exame final — 1941-1942

Ponto |

1165 —GEOMETRIA DE MONGE—Dados
do mesmo plano de perfil, representar
mediador do segmento que definem. R:

dois pontos
o plano
Basta
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mudar para 0o plano

ede perfil

de plano vertical de projeccdo
que conttm a recta.

1166—PLANOS TANGENTES—E dada uma superfi-
cie conica de revolugdo de eixo horisontal.Con-
duzir-lhe os planos tangentes perpendiculares ao

primeiro plano bissector. R : Conduza-se pelo Vér-
tice uma recta  perpendicular ao primeiro plano
bissector e determinem-se os planos tangentes a
superficie que contém  essa recta.

Ponto 11

1167 GEOMETRIA DE MONGE—Determinar o an-

gulo de dois planos dados pela sua recta de inter-

CALCULO
F. C. P.— CALCULO — Exame final, Outubro de 1941

1169— Calcular J~xsenxdx. R: Fazendo sen‘x =

t —cos 2x
= ~ e integrando
jl

1
| = - J2x'—2X sen 2xXx—cCco0s2X ;+cC.
8

por partes

Uyt Xyt + 4jy =
Fazendo xX= e

1170—-Integrar a equagdo
*= (loga;) sen (2logx). R:

2

tem-se I-4y = tsen2t.
Integral geral da equacdo sem 2." membro
y=ci sen 2t+ c, cos 2t.
Integrais particulares ;
_ 1H e"
y 2 16 32 128/
Jwmiio-g g o 8 COS2t+ 4tsen 2t+ cos 2t
Integral geral

y = cisen 2t+c, cos 2t H ;—8tcos 2t+4t sen 2t4-

64
1 1
+cos2t! ou y=(c,+ 1.ét)sen2t + (c;—é')cosZt

em que t= logx.

1171 —Dada uma fdlha rectangular ABCD em
que AB=a, dobra-se pela recta MN (M ponto de

AB e N de BC) de modo que o vértice B venha

INFINITESIMAL

39

sec¢cdo, que é uma recta de perfil, e um ponto de

cada um. R: Transformando a recta de perfil
numa recta de topo por mudancas de planos de
projeccéo, 0s ptanos dados  ficam sendo de topo e
0 seu angulo é o dos seus tracos.

1168 PLANOS TANGENTES—Dados: Uma esfera de

4 cm. de raio e centro no segundo plano bissector,
e uma recta désse mesmo plano; representar o0s
planos tangentes a esfera e perpendiculares a

recta dada. R: Os planos pedidos sdo o0s planos
tangentes a esfera  nos pontos de interseccdo dessa
superficie com a paralela a recta dada conduzida

pelo centro.
Solugdes dos n°* 1155 a 1168 de L. M. de Albuquerque.

E ANALISE SUPERIOR

a cair na recta AD. Determinar adistdncia MB
de modo que MN
de A D com o qual

seja maximo ou minimo. R:
B vai coincidir
M N .

a= B Ksen 0,

Seja K o ponto
quando dobramos a félha por
MT>i= L, MB= X e NMB= 5 vem

Fazendo

x=LcosO e 2K = xsen &, donde: - = xsen’Ci,
a .2X-a
sen’0 = e x'=LM 1 L: Logo
2x 2X~
2x’
donde L= t/2x"(2x- a)""?,
2x—a
Tem-se ainda
dL . 13
= t/2J’?x”(2x— a)-"' X' (2x - a
dx
—$2x—a)—x=0. X=-"
2
H N
ia N 2
L =<2 oa  f-

8 V a-Th t/3.
Solugdes dos n.°* 1169 a 1171 de Jaime Rios de Sousa.

I. S. T.— Exame final, Outubro de 1941

1172 — Determinar os pontos em que a binor-
&y =2X —4*

mal da curva . ”
Js=3*"—xy + 2y*

é Earalela ao
plano xvy .

1173 — Mudar as variaveis independentes na
0z ' o's ,ia 1 ut

equacao X 2y . 1 =0 sendo x=-
Y o*’ Nixiy 0X t 2
1174 — Integrar a /(14-47- —p) =

=y  +éy) (p=y").

equagao

1175 — Integrar a equacdo p(px —2y)-f-4.v=0.
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MECANICA RACIONAL —FISICA MATEMATICA

I.S. T.— MECANICA RACIONAL — Exame final, Outu-
bro de 1941

1176 — Mostrar que dois pontos materiais P e
Pi, que se atraem segundo uma lei de forgcas que
é funcdo s6 da distancia, podem rodar uniforme-
mente (como se estivessem rigidamente ligados
entre si) em tdrno do centro de gravidade G do
sistema por éles formado.iQual deve ser a velo-
cidade angular dessa rotagdo uniforme?

1177 — Um fio pesado, suspenso pelas suas
extremidades em dois pontos fixos A e B, tem a
forma duma cicloide. Determinar a densidade e a
tensdo em qualquer ponto do fio.

1178 — Dada uma superficie S e dado um ponto
pesado P, fora da superficie, determinar a trajec-
téria rectilinea sdébre a qual o ponto deve ser

P RO B

Chamamos a atencdo dos leitores, alunos dos
Gltimos anos dos liceus e candidatos a admissao
a escolas superiores, para os problemas de mate-
maticas elementares adiante propostos. Parece-
nos util que Ihes dediquem alguma atenc¢do, por-
que a selecgdo foiorientada pelas sitas necessida-
des mais urgentes.

As resolucdes de problemas propostos devem-

PROBLEM AS

Matematicas Elementares

1180 — Calcular os coeficientes a, b e ¢, na
identidade : a+bcos 2.r+ ccos 4.r=sen* x .

1181 — Sendo ./ = sen 2x— k sen x —cos x +k ,

A
e B=cos 2x—k cos .r—sen x , exprimir —- em
B

funcdo de /:tg—X i e mostrar que é igual' a I—l

2 /-ri

1182 — Os 3 lados de um triangulo e uma das

alturas sdo 1 térmos consecutivos de uma pro-

gressdo geométrica. Dada uma dessas 4 quantida-
dades, calcular as outras.

1183 — Dado o triangulo isosceles ABC rectan-
gulo em A , earecta X X', paralela a AC e pas-
sando por B, determinar o lugar geométrico das

obrigado a mover-se, sem atrito e sem velocidade
inicial, para atingir a superficie no menor tempo
possivel.

1179 — Uma homografia vectorial transforma

i u=3l+2J + <tK
0s vectores <v—3l—iJ + 2K respectivamente:
1 «,= 1+2J-4K
em ]17~=27- J+2K
/whral+1TJ-TK.
iQuais sdoostransformados dos vectores 1,J e A'?
Serd possivel determinar a de modo que a

homografia seja degenerada? ~Ser4a possivel de-
terminar a de modo que a homografia seja uma
dilatacao ?

Contém pontos de exames finais de Mecanica

e Fisica Matematica
MaternatiCOT :5,7e9.

Racional
0s seguintes numeros da tGazeta de-

EMAS

-nos ser remetidas até ao dia 15 do més anterior
ao do aparecimento de cada nimero da «Gazeta».

Pedimos que cada resolugdo seja transcrita
numa fdlha de papel escrita s6 de um lado (onde
outros assuntos n3o0 sejam tratados) com a indi-
cacdo do nome e da morada do leitor.

Algumas resolugdes de problemas propostos
chegaram a redac¢do e ndopuderam ser incluidas
neste numero por éste se encontrar jA composto.

PROPOSTOS

posicdes do vértice A ,
sdbbre X X ', mantendo-se
conservando-se o triangulo
gulo em A

quando B se desloca
fixo o vértice C, e
isésceles e rectan-

1184 — Mostrar que, se a, 6 e ¢ sdo as medi-
das dos 3 lados de um triangulo, por ordem cres-
cente de grandeza, se verifica a desigualdade :

0'+6°+ c'+ 3«6<:> (a+hc)(a +b+ c).

1185 — Sendo a 4rea da esfera circunscrita a
um tronco de cone circular de bases paralelas seis
veves maior do que a area da esfera inscrita no
mesmo tronco, calcular a relacdo entre os raios
das bases do tronco.

Problemas n.° USO a 1183 propostos por A. A. Ferreira de
Macedo.
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1186 — Num quadriladtero ABCD inscrito numa
circunferéncia de raio r=5 os lados medem res-
pectivamente AB=1ifo, fiC=b e CZzZ?=8.

iQual é o comprimento da diagonal BO?

1187 — E o problema d'Alhagen proposto por
F. G. M. no «Cours de Géométrie Elémentaire».
Consideremos num bilhar circular uma bola colo-
cada num ponto A . £Em que direccdo se deve
langcar a bola para que torne a passar pelo ponto A,
apdés duas reflexdes sucessivas ?

Problemas n.°* 1186 e 1187 propostos por M. C.Guetra dos
Santos (Lisboa).

Matematicas Superiores

1188 — Para que a expressao dz+Adx + Bdy
admita um factor integrante independente de z é
necessario e suficiente que seja da forma dz +
+-Mff4-#~*<H em que o e $ sdo fungdes s6 de
X e y.

1189 — Ache o lugar geométrico dos centros
das esferas que passam por dois pontos fixos A
e B e sdotangentes aum planofixo u. Discusséo.

(Modificado de Cezar Cosnitd, American Mathema-
tical Monthly, Agosto-Setembro 1937).

1190 —Mostre que os 6 planos perpendiculares
SOLUCOES

1006 — Mostre que a série 2 (s" +s"™)~ converge
em qualquer ponto z tal que |s \=f=l. R: O termo

eral cu~r/tr+z-N-Nz-Al+z°")" . Sefor
g
> 1 Tan 1" =iz Pl4+z-™ | " -
l -
* 4+ 0 < 1; logo pelo cri-
(n7,

tério de Cauchy a série € convergente. A nalogamentc
para |z | < 1 visto que u,(z)= u,(z').

Solucdo de M. Alenquer.

1076 —Num rectangulo OA MB ¢é OA=a e
OB=b . Por M faz-se passar uma recta que corta
os prolongamentos de OA e OB, respectiva-
mente, em Pe O. Sendo &o angulo OPQ , mos-

trar que é: PQ=(a"+b-"f<- quando for:tg'a=0/«.

R: E: A=(a+AP)"+(b +Bly=(a+ bcotg<r)* +
4-(b 4-atgyy- ou seja PQ’ = a' 4-2ab o+
/b\i /b\4
SN be)t ot hrr(ta [t (MA) oA

+ 3a~ b’-+ 3a* b’ + b= Va'+b*) .

Logo, PQ=(a'"+b*)". q.c.d.

Solugéo de R. Verdial (Lamego).

Enviaram também solucgdes exactas: A. Simdes (Sanga-
lhos), M. C. Guerra dos Santos e M. R. Muginstein (Lisboa).
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as 6 arestas dum tetraedro passando pelos meios
das projecgdes das mesmas arestas sobre um
mesmo plano tém um ponto comum.

(N. Court, American  Math. Monthly, Junho-Julho 1957).

1191—Em que sistema de numeragdo pode
um nUimero de 4 algarismos da forma (abab) ser
o quadrado dum nuUmero de 2 algarismos da
forma (ba)? Verifique se a solucdo é dUnica.

(V. Thébault, American Math. Monthly. Junho-Julho 1937).

1192 — Ache a equacdo geral das superficies
tais que : se por um ponto M duma delas se tira
a normal MN até ao plano Oxy, o comprimento
MN é igual a ON. (Licenciatura, Poitiers,  1895).

Problema n.° 1192 proposto por M. Alenquer.

1193 — i Qual a férmula da trigonometria plana
analoga a férmula fundamental da trigonometria
esférica ? Passar desta para aquela.

Problema n.° 1195 proposto por Heliodoro Lopes (Coimbra).

1194 — Calcular o limite da expressédo :

i my« . i™MN1-,+—— — —

*IX(2£+1) /
Problema n.° 1194 proposto por Rui Verdial (Lamego).

RECEBIDAS

1077 — Eliminar o entre as equacgdes
( .v=3 cos 9+ COS 3t
( v=3seno —sen3o.

X =3 Cc0s 0+*COS 20I CO0S 0—sen 20 sen «

R 1 Ou:
ly=3seno—sen 2¢coso—co0s 20 sen o.
(x=3coso04-(cos’'o—sen’o0) cos 0—2 sen’o coso
iy =3sen<»—2 senocos’?—(cos’0—sen’o) seno

(x=3 cos o(l1—sen’ 0)-fcos’o=4cos’ o
donde,

\ y= 3sen<p (1—cos’<?) 4sen’o=4sen’ o

cos-'0-(-)

Finalmente: (-) =1

sen‘o = -
X" 4-V’

Solugdo de R. Verdial (Lamego).

Enviaram também solugdes exactas: M. C. Guerra dos
Santos (Lisboa) e M. R. Muginstein (Lisboa).

1078 — Eliminar x entre as equagdes

1 sen x-f-tg.Y —a
\ sen .r . tgx=b

R : A equagdo u'—au 4-b —0 determiua-nos
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-4b

. Daqui, tira -se :
ai— *a’—4b
tg x
(senx+tgx) (sen x—tgx) =ayl/a—4b=sen-x —
—1tg’ x>= —sen’ X tg°x= —b". Finalmente,
a‘(a’-4b)=b> ou a'-b*=4a’b.
SolugSo de R. Verdial (Lamego).
Enviou também solugdoexacta: M. R. Muginstein (Lisboa).
1079 — Dados quatro pontos A ,B, C, D deum
plano, tais que o quadrilatero queostem por vér-
tices naoseja inscritivel (numa circunferéncia),

tragar uma circunferéncia equidistante desses
quatro pontos. R : Comecamos por  construir a
circunferéncia que passa  por 3 dos pontos, sejam
A.B1iC. Tomamos entdo metade da distancia
de D a circunferéncia e aumentamos ou diminui-
mos O seu raio, déste comprimento, conforme Dfor
exterior  ou interior & primitiva circunferéncia tra-
cada.

Solucéo deK. Verdial (Lamego).
Enviou também solugdo exacta: A.Simdes (Sangalhos).

1080 Determinar a hipotenusa de um trian-
gulo rectangulo, conhecida a soma dos catectos
e o comprimento da bissectriz do anglo recto.
R; Das equagdes * b-fc =S

u_m+n_ a

m
Jb~ c~b+c s
jm’=b*-f BN-bB tf%
I n‘'=c*+B*-cBv/2
I a’=b*-fc’

cujas notagBes sdo evidentes,  tira-se
| b’a-"-=S*(b’+ B*-bBv/2)
e por soma: a'xa'=
lc*a’=S*(c’+B*-cBv/2)
S'(a’4-2B*-SBv/2). Desta equagdo resulta fi -
na/mente i=V VI2BS
i=Vs*- VABS .

Solucdo deR. Verdial (Lamego).
Enviou também solucédo exacta: M. C. Guerra dos Santos
(Lisboa).
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1086 — Resolva a equacdo x' +"px +'ip .r-f

+ Ip* x +g=0. R: Pela transformacéo X=yp"-' a

equacdo dada (1) reduz-se a forma

(2) y-f-7y"- 14y*-r7y-1-r=0

em que r=qp ''*; fasendo agora y=z—Z~' tentos

(3) z'-z-"+ r=0

ou

(3»>, z''"+rz’'-1-0;

Jazendo  z~—u temos uma equagdo do 2° grau

() u‘+ru-1=0

cujas raizes serdo Vv e w=—v~'. As raises de

(3') serdo pois z=v''e'e’""™' z=w'e '"» . As rai-

zes de (2)serdo entdo y=v"' en*'—y~"eRRRAEL__
/7 2vicv/-_j_il"™ —2ki7r,7 e esta  expressdo simétrica

em v e w danos as 7 raizes de (2)donde se tiram
imediatamente as 7 raizes da proposta (1).
1089 — O ortocentro dum triangulo circuns-

crito a uma parabola estad s6bre a directriz. R:
Seja a parébola y:=2px. Consideremos o
triangulo circunscrito cujos lados s&o as  rectas
Ti(i=1,2,3) tangentes a curva nos pontos  de
ordenada y ., e cujos vértices sdo os pontos @V
(oposto a Ti). E facil ver que a equagdo de T, i
2pX-2y.Y =y?-2py,. (T,)

Dt Tje Tj pela tira-se VvV, de

regra  de Cramer

yiy.
coordenadas

O suporte da altura

yi + y,- P

H, correspondente ao vértice V, terd a  equagdo
Y -yi n

X-x, . yiytya
X+, Y
2P -2y, Y. P
p(y, +>v-2p°
(H.).

H, eH.

Para aclutr o ortocentro

Subtraindo as

) AP(Yi-y.)
y)] X =+ H

tomemos as rectas respecti-

vas equagdes
P
X = —— que exprime
a directriz.
Solugdes dos n.°* 1086 e 1089 de M. Alenquer.

vem (yk ou

que o ortocentro estd  sabrc

RECTIFICACOES

Os enunciados correctos dos problemas nume-
ros 1010 e 1090 sé&o :

1010 —S&o0 dados um plano w e um ponto O
désse plano. Pede-se aequacdo geral das super-
ficies 2 tais que,sendo M um ponto de 2, MN
a normal em M (N ew), MP a perpendicular a
H (/"eo), seja igual a umaconstante dada a a

drea do triangulo ONP. Comos mesmos dados

fazer NOP*= constante.

1090— Achar os maximos e minimos de
Y**jr-r-*"

Ty
i

em que x ,Yy , z verificam a

2

equacgao *

Cc--
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BOLETIM
Organizado
1 — Enzyklopadie der maihemahschen Wissen-

schaften. Band 1 .Algebra und  Zahlentheorie. — O
tomo | terd cérca de 80 folhas de 16 paginas e seréa
publicado em fasciculos; pre¢o R M .90, com o
desconto de 2;")% para o estrangeiro. B. G. Teu-
bner, Leipzig.

A publicagdo do Tomo | da Enciclopédia das
Ciéncias Matematicas da casa Teubner comecou
em 1898 e acabou em 1904. Durante os quarenta
anos que decorreram depois da redac¢do dos pri-
meiros fasciculos, os diversos dominios da Alge-
bra e da Teoria dos NUmeros receberam acrés-
cimos considerdveis e a sua estrutura sofreu

modificacdes. Uma redaccdo inteiramente nova
tornava-se indispensavel.
Esta segunda edicdo do Tomo | aparecera

sob a direccdo dos dois sabios bem conhecidos
H. Hasse (Goettingue) e E. Hecke (Hambourg)

com a colaboragdo de mateméaticos de diversos
paises.

O tomo | é dividido em dois volumes: | Aritmé-
tica e Algebra ;11 Teoria dos NUmeros.

O primeiro volume compreenderd dezoito arti-
gos com os titulos:

A) Grundlagen— 1. Mathematische Logik, von
H. Scholz, Munster. 2. Mathematische Grundla-
genforschung, von A. Scmidt, Marburg. 3. Aufbau
der Zalensystems, von F. Bachmman. 4. Darstel-
lung der reellen Zahlen durch Grenzprozesse, von
K. Knopp, Tiibigen. 5. Allgemeine Mengenlehre,
von E. Kamke.

B) Algebra — 6. Konibinatorik, von Sclfénhardt.
7.Lineare Algebra,von K.Henke, Bremen. 8. Alge-
braische Gleichungen mit reellen und komplexen
Koeffizienten,von \V.Specht. 9. Allgemeine Grup-
pentheorie, von W. Magnus. 10. Allgemeine Kor-
pertheorie (Verfasser noch nicht bestimmt).
11. Allgemeine Modul-Ring-undldealtheorie von
W. Krull, Bonn. 12. Théorie der Polynomideale
und Eliminationstheorie, W. Krull. 13. Théorie
der Verbande. von H. Hermes, Munster und G.
Kdthe, MUnster. 14. Algebra der hyperkomplexen
Zahlensysteme. (Verfasser no chnicht bestimmt).
15. Allgemeine Darstellungstheorie von M. Deu-
ring, lena. 16.Théorie der Permutations-und Subs-
titutionsgruppen (Verfasser noch nicht bestimmt).
Mit einem Anhang: Théorie der Lieschen Ringe,
von H. Zassenhaus. 17. Allgemeines Ober Inva-
rianten, von W. Specht, Breslau. 18. Invarianten
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por J. da Silva Paulo

endlicher Gruppen von linearen Substitutionen.
(Verfasser nich noch bestimmt).

Estas exposicOes apresentardo sob a forma de
resumos sintéticos o estado actual dos principais
dominios da Algebra, com uma bibliografia t&o
completa quanto possivel. No inicio de cada artigo,
achar-se-a, a seguir ao sumario, um quadro dos
principais termos técnicos acompanhados da sua
traducdo em inglés, francés e italiano.E uma ino-
vacdo muito feliz e que serd bem acolhida pelos
leitores.

Apareceram ja os fasciculos com os nimeros
2, 4e 5a0s pregos respectivamente de 6,2,85e 7,20
RM. para o estrangeiro. Os fasciculos ndosédo ven-.
didos separadamente e s6 sdo fornecidos aos assi-
nantes do vol. I.

(Extraido da noticia de H. Fehr publicada em
L'Enseignement Mathématique, vol. 58 —1939-19411.

2 — HARRIS HANCOCK — Development of the
Minkowski Geometry of Numbers.— 1 vol.in 8.°
de XXI1V — 840 pags. prego $12.00. The Macmillan
Company, New-York, 1939.

Bela obra americana inspirada pelo génio de
Minkowski e o grande talento do prof. Harris
Hancock. Nova passagem dos métodos hermitia-
nos para as concepg¢Oes modernas, na qual se
acham os métodos matriciais, o descontinuo sob
o continuo, a aritmética sob aanalise, as equagdes
homogenizadas antes de serem aritmetizadas.

(Duma noticia de A. Buhl publicada em L'Ensei-
gnement Mathématique, vol. 38).

3-L. E.DICKSON Modern Elementary Theory
of Numbers. — 1 vol. in 8.°, 309 pags. pre¢o S3;
The University of Chicago Press. 1939.

O autor propOe-se apresentar uma exposigédo
concisa, elementar, dos capitulos classicos da teo-
ria dos nimeros e de alguns dos grandes proble-
mas a que se dedica a investigagdo moderna e
para a resolucdo dos quais o autor deu valiosas
contribui¢des. O seu livro constitui um guia seguro
e precioso para todos o0s que iniciam o estudo da
teoria dos numeros.

(Duma noticia de H. Fehr publicada em L'Enseig.
Math. vol. 38).

4 —C. E. VAN HORN — A Preface to Mathe-
matics — 1 vol. in-16.° de 124 pags. Pre¢o $2,50-
Livraria Chapmann and Grimes, Boston. 1938.

Esta pequena obra é destinada principalmente
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a formacdo dos professores de mateméticas ele-
mentares do ensino secundario dos Estados Uni-
dos da América. Contém wuma série de artigos
sObre o objecto das matematicas que se ensinam
nos «colléges». E um livro Gtil também aos alunos
universitarios.

(Noticia publicadaem L'Enseig. Math.).

5 —E. BOREL ETA. CHERON — Théorie
mathématique du bridge — 1 vol.in-8.°, 410 pags;
pre¢o 175 frs.; Gauthier Villars. Paris, 1940.

Os Srs. E. Borel e A. Chéron, associaram-se

para a publicagdo duma teoria mateméatica bas-

6 QUE PENSA DA «GAZETA DE MATEMATICA» 7

RESULTADOS

Na impossibilidadede reproduzir todas as res-
postas recebidas, como era nosso desejo, limita-
mo-nos a publicar os nomes dos leitores que
apresentaram respostas até a publicacdo do pre-
sente nimero, aos quais apresentamos 0S NOSSOS
agradecimentos.

Alvaro Simées (Sangalhos), Anténio da Silva
Kaposo, Anténio Vasques (Guarda), Carlos Guerra
dos Santos (Lisboa), Carlos Serra, Isaias Brites
(Lisboa), Rogério Gongalves Ferreira(Lisboa), Rui
Verdial (Bigorne), Tomaz Ferreira Rato (Cabo
Verde).

Antes de passarmos
forcoso reconhecer:

a expor os resultados é

1.° que é deminuto onumero de respostas rece-
bidas em relagdo a massa dos leitores da Gazeta;

2.° que o grupo de pessoas que responderam
ao inquérito ndoconstitui, nem se aproxima, duma
amostra do conjunto dos leitores da Gazeta.

Na verdade, quanto ao primeiro ponto, basta
chamar a atencdo para o quadro da distribuicédo
geografica dos assinantes da Gazeta que publica-
mos neste nimero, o qual apresenta um total de
472 assinantes, e observar que ha muitos leitores
da revista que a compram avulsamente. Podemos
computar em 800onumero dos leitores actuais da
Gazeta e constatar que as respostas obtidas cor-
respondem a 1,1 °/odaquele nUmero.

Relativamente ao segundo ponto, deve notar-se
gque a grande maioria das respostas ndo provém
de estudantes, muito embora estes constituam a
guasi totalidade dos leitores da Gazeta.

GAZETA DE MATEMATICA

tante desenvolvida dum dos jogos mais espalha-
dos: o bridge. Ndo tiveram receio de falara lin-
guagem das probabilidades mesmo aqueles que
ndo sao «gedmetras», contrariamente a Pascal
que, por esta razdo, se recusava discutir com qual-
quer contemporaneo notavel.

Os bridgistas que, pela pratica ou pela reflexdo
pessoal, adoptaram regras de conduta no bridge,
achardo neste livro, quer uma confirmagédo destas
regras, quer uma iniciacdo para as controlar ou
corrigir conhecendo melhor as previsfes tedricas.

(Duma noticia de Rolin Wavre (Qenebra) publi-
cada em L'Enseig. Math. Vol. 38).

O INQUERITO

Em face déste resultado a redacgdo € levada a
solicitar, mais uma vez, de todas as pessoas que
se interessam pelarevista, uma resposta ao ques-
tiondrio publicado no n.° 11 e adiante transcrito.

Registamos a seguir as respostas recebidas.
Possam estas servir de incentivo ao envio dos
outras.

A ordem pela qual se sucedem as respostas a
cada pregunta darda uma ideia aproximadada pre-
dominancia dumas em relagdo as outras.

1. iQuais sdo os defeitos que encontra na Gazeta?
2. jComo  julga que esses defeitos poderiam ser
atenuados ou eliminados?

a) Excesso de pontos resolvidosem detrimento
das outras seccdes. Resolugdes por vezes mais
extensas do que é exigido pelos enunciados.

Remédio: Dedicar-se menos aos pontos. Selec-
cionar os pontos cujas resolugdes devem publi-
car-se.

b) Falta de artigos.

c) Falta de artigos de divulgacdo e iniciagéo.

d) Nao ser publicada em dia certo.

e) Publicacdo muito espacada. Deveriaser men-
sal.

3. jDas
mais  lhe

actuais seccbes da Gazeta, qual € a que

interessa?

a) A seccdo pedagobgica.
b) A seccdo de matematicas elementares.
c) Todas.
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na Gazeta
que

de ver criadas
<e Quais? iCom

4. i Gostaria
outras  secgOes?

quaisquer
orientacéo?

a) Histéria das Matematicas.
b) Estatistica.

c) Astronomia.

d) Revista das revistas estrangeiras.
e) Indicagbes bibliograficas.

f) Iniciacdo matemética.

g) Légica formal.

h) Curiosidades.

5. iParece-lhe equilibrada a actual distribuicéo
do espago pelas diferentes seccles? g Que  secghes
deveriam ser ampliadas?

m) Ampliar a seccdo de
b) Reduzir o espaco destinado a pontos de
exame em beneficio' de outras secgdes.

«Pedagogia».

c) Ampliar a seccdo de «Problemas Propostos».
d) Ampliar a sec¢do de assuntos tedricos
e) Publicar sempre a cAntologia».

6. jSera  de adoptar o crittrio de que cada  secgdo
permanente deve apresentar, como conteldo normal,
um artigo de caracter  didéctico, pontos, resoluces
déstesf

a) Sim,com reduzido nitmero de pontos.

b) Sim, com as resolucdes reduzidas.
c) Sim, sem as resolugdes, simplesmente os
resultados.

d) Sim, com as resolugdes desenvolvidas.
e) Sim.

7. gE de parecer que, além dos pontos de  exames
resolvidos, devem  publicar-se também pontos de
exames  sem resolugdes ou que o espago destinado a
estes deve ser consagrado a maior numero daqueles ?

PUBLICACOES

Agros — Boletim dos estudantes de Agronomia.
Ano 25, n»4 e 5— Maio-Junho, 1942.

Boletin Mateméatico — (Buenos

Ano

Aires). Revista

argentina de Matematica. XV, n.”” 3-4,

5e 7.

Euclides — (Madrid). Revista de Ciéncias Exac-
tas, Fisico-Quimicas y Naturales. Ano 1 (1941)
n.1,5,6,7, 8 9, 10. Ano I1(1942) n.°*11 a 20.
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a) Todos os pontos devem ser acompanhados
das resolu¢cdes ou dos resultados.

8. gPorque ndo utilisa a seccdo de consultas da
Gazeta?

a) Naotive ocasido.

b) Faco-o sempre que posso.

c) Porque ndo me responderam gquando me
dirigi pela primeira vez.

9. j Porque ndo nos tem enviado resolucdes dos
problemas propostos?

a) Ja enviei.

b) Por preguica e falta de tempo.

c¢) Porque s6 no n.° 11 os encontrei ao meu
alcance.

10. gEstd  disposto  a colaborar na Gazeta? jComo
e em que medida poderda prestar colaboracéo?

a) Propondo e resolvendo problemas.

b) Resolvendo pontos de matematicas elemen-

tares.
c) Angariando assinantes.

H& quem alvitre, ainda, a criagdo duma edito-
rial, sob a forma cooperativa, para a publicacédo
de obras fundamentais de matemaética.

Reservamos para o n.° 13, uma vez de posse de
mais respostas, a exposi¢cdo dos problemas levan-
tados pelos resultados do inquérito e da maneira
como a Gaseta o0s enfrentara.

Todavia, chamamos a atencdo dos leitores para
as modificagbes introduzidas neste nimero e as
anunciadas para 1943, na capa da revista, as quais
vém ao encontro de alguns alvitres.

PERIODICAS

Sin tese — Revista semanal de cultura.

Portugaliae Marhemetica — Vol. 3 (1942), Fase. 3
— J. Vicente Gongalves. Sur les systemes de fon-

ctions a jacobien nul — Anténio Monteiro e Hugo
Ribeiro. L'opération de fermeture et ses inva-
riants dans les  systémes partiellement ordonés
— J. Albuquerque. La notion de «bord» en  Topo-
logie —J. Vicente Gongalves. Sur quelques théo-
remes  classiques —J. Vicente Gongalves. Sur une

formule de récurrence.
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Durante a primeira quinzena cio préximo més de
Dezembro ser4 feita a cobrangca das assinaturas rela-
tivas aos numeros 13 (Janeiro de 1943) a 17 (No-
vembro de 1943). A Administracdo da Gazeta de
Matematica pede e espera o melhor acolhimento da

GAZETA DE MATEMATICA

ASSINANTES

parte dos Srs. Assinantes para a referida cobranca.
De acordo com as condi¢cdes indicadas na UGltima
pagina da capa, a importancia de cada cobranca é
de Esc. 20%$00, correspondendo a uma assinatura de
cinco numeros.

A SITUACAO FINANCEIRA DA «GAZETA DE MATEMATICA»

A PELO

No numero anterior da Gazeta, ao apresentarmos
a situacdo financeira, dirigimos um apelo aos leito-
res no sentido de angariarem novos assinantes, como
meio — o Unico meio aceitadvel, como entdo se mos-
trou— para alcancar os objectivos impostos a revista
e vencer os obstaculos de caracter financeiro.

Os primeiros resultados déste apélo estdo patentes
no quadro da distribuicdo geografica dos assinantes,
que adiante se publica.

A Gazeta procuraré corresponder a dedicacdo dos
leitores. Assim, durante o ano de 1943 serdo publi-
cados cinco nimeros, cada um com um minimo de
32 péaginas, ao preco anterior de Esc. 5$00 cada nu-
mero avulso. O preco da assinatura anual, todavia,

A O S

L EI TORES

passard de Esc. 18%00 para Esc. 20$00, o que corres-
ponde a reducdo de Esc. 4$50 para Esc. 4$00 no prego
de cada numero para os assinantes.

Como incentivo dum maior e mais continuado es-
forco na angariacdo de assinantes, a Gazeta delibe-
rou oferecer uma assinatura de cinco nlameros
(N.°* 13 a 17) a todo o assinante que consiga a ins-
cricdo de dez novos assinantes até ao dia 30 de No-
vembro de 1942.

A angariacdo de dez novos assinantes ndo é extre-
mamente dificil, tanto mais que teve inicio neste mo-
mento uma nova campanha de propaganda, dirigida
especialmente aos alunos do primeiro ano de tdédas as
escolas superiores, com cadeiras de matemaética.

CONTA DO N.° 11 DA «GAZETA DE MATEMATICA»

Receito

Receita da venda avulso e por assi-

Despesa

Composi¢do, impressdo, papel e bro-

sinatura de 511 numeros 2.240*25 chura 2.525*35
Existéncia de 440 nimeros ao preco Sua quota parte nas despezas gerais
de custo 1.178075 realizadas até 30 de Setembro de
1942 667*70
30-1X-1942, Superavit 231*95
3.425*00 3.425*00
CONTA DE RECEITA E DESPEZA
1942 Receita da venda avulso e por 1942  Deficit em 1041 1.072*70
assinatura dos N.** 1 a 13 13.506*35 Composicdo, impresssdo, papel e
brochura do N.°9 1.410*00
Idem, idem do N.° 10 2.592*50
ldem, idem do N.° 11 2.525*35
Despezas de expedigdo, cobranca,
propaganda, etc. 2.670*55
SETEMBRO, 30 — Saldo 3.235*25
13.500*35 13.506*35
1942 OUTUBRO, 1 —  Saldo 3.235*25

A. S. C.e O. M. R.
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DISTRIBUIGAO GEOGRAFICA DOS ASSINANTES DA «GAZETA

Localidades Na data da publicardo do
N.°10 N.°11 N.° 12
1 1
l l i»
1 2 1
0
1 1
— 1
— 1 1
1 1 1
1 o D
1
1 1
1 1 1
1 1 2
1 1
1 2 —
Cete 1 i
1 1 i
8 8 14
1 —
! 1
— 1
1 1
1 —
1
l J—
2 2 2
2 4 4
1
UM A PELO
PONTOS

Escreveu-se no primeiro numero da Gaseta de
Matematica  que nesta seriam publicados iodos o0s
pontos de exames de aptiddo, de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica de todas as
escolas superiores. 4P

Ao cabo de trés anos de vida, a Gazeta tem de
reconhecer que ndo cumpriu o que prometera.
Pouco interessa averiguar das causas desta falta,
porque entre estas avultadesmesuradamente uma
outra falta da propria revista—a Gaseta nunca
se dirigiu individualmente a todos os professores
solicitando os pontos de exames. Alguns pedidos
de pontos se fizeram, é certo, mas nunca se ge-
neralizaram, talvez como consequéncia da inci-
piente organizacao da redacgdo e secretaria duma
revista que ensaiava 0s primeiros passos.

E justo referir ainda os oferecimentos exponta-
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Na data da pubcago do

Localidades

N.°10 N.°11 N.°12

o 3 0 4

192 270 321

J— 1 o]

Miranda do Douro . . . — 1
— 1 1

— 2- 1

Oliveira do Hospital. . . — — 1
— — 1

1 1 1

1 2 2

Pinheiro da Bemposta . — — 1
— 1 1

1 1 1

14 75 67

— 1 1

2 2

Reguengos de Monsaraz . — — 1
Kibeira de Santarém 1 1 1
1 — 1

3" 5 7

i 1 1

— 1 1

2 2 2

— 1 1

1 1 1

— 1 1

Vila Franca de Xira. 1 2 3
Totais . . . 247 ANT 472

EXAME

neos, que varios professores tém feito, dos pontos
de exames das cadeiras que regem, e aos quais
renovamos 0s nossos agradecimentos.

Como UuUnico meio, neste momento ao alcance
da Gaseta e capaz de atenuar se nao eliminar a
falta em causa, lanca-se um apélo aos professores
e assistentes das cadeiras de matematicas de tédas
as escolas superiores para que enviem a Gazetai
logo apés a realizacdo de cada exame, 0s pontos
respectivos, quando possivel, acompanhados das
resolucdes. Tal envio, claro esta, depende do pré-
vio reconhecimento de alguma utilidade napubli-
cag¢do dos pontos de exames.

A Gaseta de Matemética agradece aatencao que
éste apélo merecer de todos os professores e
assistentes das escolas superiores, quer ela se
traduza no oferecimento de pontos, quer se mani-
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feste pela reprovag¢do fundamentada da publica-
cdo sistematica dos pontos de exames.

Com este apelo a Gazeta nao perde de vista
que é mais do que mero arquivo de pontos de
exames, porque procura ser um jornal de cultura
matematica.

EXAMES DE APTIDAO

Universidades classicas

Faculdade de Ciéncias Fac. Eng. P. Geografia

o

1-2-3-4-6-7-8-0-10 S

1-2-3-5-7-8-10-11

GAZETA DE MATEMATICA

Os quadros a seguir publicados, que mencionam
os nimeros da Gazeta correspondentes aos pontos
dos examesindicados, tem em vista dois objectivos:

1.°— Documentar a falta a que atraz se aludiu;

2.° — Fornecer aos leitores da Gazeta um meio
facil de manusear a coleccao da revista.

AS ESCOLAS SUPERIORES

Universidade Técnica

Desenho 1 S. A. ls.c.E. F. 1S T.

1-3-8-9 1-8-10 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11 1-3-5-7-8-10

UNIVERSIDADES CLASSICAS
F. C.C. F. C.L. F. C.P.
Cadeiras
l.o 2. Finais 1.° 2.» Finais 1.° 2.° Finais
5-9 6 1-11 1-5 2-6-10 7-11
2 4 1 2-6 4
2
8 1-5-9  2-10 4 10-11  9-11
Calculo das Probabilidades. . 1-5-9  2-10 11
Complementos de A. e G.A . 2-5 5 2-5
7 5-9
1
10 10
1
o 2
11
1 2-10-11 5 0 10 9
5
UNIVERSIDADE TECNICA
1 S.A. 1 S.C.E. F. 1. S.T.
Cadeiras
1.° 2.° Finais 1.° 2.0 Finais 1.° 2.° Finais
Algebra _Superlor._.l 11 1-5-8-9 2-6-10 4-7-11 1-5-9  2-6-10-11 11
Matematicas Gerais)
Calculo Infinitesimal 1-5-9 2-6-10 7-8 1-5-9 2-6-10 8
Mecanica Racional. . 5-9 6-10



EUCLIDES

Revista de ciéncias matematicas, fisico-quimicase naturais
.

REDACGAO EADMINISTRAGAO

ANTONIO MAURA, 7 —MADRID

Preco do n.° avulso, 4 pesetas ; Assinatura anual, 35 pesetas

PORTUGALIAE MATHEMATICA

Revista trimestral de colaboracéo internacional, editada por A. Monteiro

E a Gnica revista portuguesa que publica exclusivamente trabalhos originais de Matematica

Volume 1: 1938-1940 6 Fasciculos —200%$00
Volume 2: 1941 4 Fasciculos — 150$00
Volume 3: 1942 em publicacdo- 150%00

Para os sécios da Sociedade Portuguesa de Matematica:

Volume 1  100S00, volume 2 e seguintes 50$00

Toda acorrespondénciadece ser dirigida a
«Portugaliae MalhemaMca» Faculdade de Ciéncias
LISBOA (PORTUGAL)

A aparecer em breve :

PORTUGALIAE PHYSICA

REVISTA DE COLABORAGAO INTERNACIONAL

REDACGAO E ADMINISTRAGAO

LABORATORIO DE FiSICA
FACULDADE DE CIENCIAS DE LISBOA

Estes anlUncios n&do sao pagos



A «GAZETA DE MATEMATICA»

N O P R O X1

A N O D E 1943

Vi publica cinco nimeros por ano, no dia 15 de cada um dos meses seguintes:

-V Janeiro, Marcgo,

Julho, Novembro

Cada nuUmero terda um minimo de 32 paginas e o preco de Esc. 5%$00

PONTOS DE EXAME

¥

Uma das sec¢bes permanentes da Gazeta de Mate-
matica é constituida pelos pontos de exnmi* de aptidédo
as universidades e pontos de exame de frequéncia e
finais das cadeiras de matematica das escolas superio-
res. A distnbuicao normal destes pontos, pelos diferen-
tes numeros da Gazeta de Matematica € a seguinte :

Exames de aptiddo—N.” de Marco, Maio e Julho.

1.° exame de frequéncia—N."* de Novembro » laneim.

2." exame de frequéncia — N.°* de M;irco e Maio.

Exames finais— N.°* de Maio e Julho.

Cada um déstes numeros podera publicar e publicara,

em gera!, outros pontos além dos indicados.

A Gazeta ae Matematica, nao € jm mero arquivo
de pontos, mas um jornal de cultura matematica.

NUMEROS ATR4ZADOS

Encontram-se completamente esgotados os N°° 1,9 e
10. Os restantes s3o0 ainda vendidos avulsamente ao

preco de capa:

N.° 2 Esc. 3100, N.° 3 Esc.6#50, N.°4 Esc. 3%00,
N.° 5 Esc. 4100, N.° 6 Esc.4i00. N.* 7 Esc. 6#o0.

N.° 8 Esc. 4100.

ASSINE A «GAZETA

COND'GCOES DE ASSINAIS si

A Administracdo, da Gazeta de Matematica aceita
assinaturas anuais de cinco nameros, ao preco de
Esc. 2ofoo, para o que basta dar a indicagdo do
nome, morada, local da cobranga e do ndmero em
que deve ter inicio. A assinatura serd renovada, auto-
maticamente no seu térmo, salvo aviso prévio em
contrario.

"ara simplificar o trabalho da coorancga, tddas as
assinaturas serdo acertadas de modo tal que passem a
ter inicio com o numero de Janeiro de cada ano, pelo
que a primeira cobranca das assinaturas, com inicio em
qualquer outro numero, sera de Esc.4%oc, Esc. 8%00,
Ejjc. 12100 e Esc 16J00, correspondendo a 1, 2, 3ou 4
ndmeros.

COLLCGCOES COMPLETAS

Com excepcdo duma pequena reserva que a
Administracdo da Gazela, de Matematica retirou do
comércio, estdo inteiramente esgotadas as coleccles
completas. Encontram-se ainda a venda as seguintes
colecges :

N.” 2 3 12 Esc.55100; N.°* 10 a 12 Esc. 15#00.

DE MATEMATICA »

concorrerd, assim, para o futuro melhoramento duma revisra que nao constirui,

de modo algum, um empreendimento comercial



